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PRESENTATION DU TRAVAIL

Ce travail concerne ’étude des comportements asymptotiques des transformations uni-
formément dilatantes de lintervalle (Exzpanding maps) qui représentent une classe trés im-
portante des systémes dynamiques hyperboliques. Dans ce cadre, cette étude est basée
sur les différents résultats de la théorie ergodique : Existence d’'une mesure de probabilité
invariante, Ergodicité, Décroissance des corrélations, Mélange exponentiel, Récurrence de
Poincaré, Théoreme de Birkhoff,. . . etc.

Pour de telles transformations, les premiers résultats concernent ’existence d’une mesure
de probabilité invariante ont étés prouvés en 1973 par Lasota et Yorke [12]. L’idée de ces
deux auteurs était d’utiliser ces transformations dans la modélisation du forage pétrolier.
L’existence de telles mesures est une question importante en systémes dynamiques. A priori
sans condition sur la transformation il peut exister une infinité de mesures invariantes ou pas
du tout (Voir [9]). Dans le cas ou il en existe, il s’agit de construire des mesures invariantes
privilégiées : celles qui expliquent le mieux les aspects stochastiques du systeme dynamique
(qui est déterministe) comme la récurrence et le comportement asymptotiques, 'ergodicité
et le mélange sont des notions centrales de la théorie.

Le but de ce travail est de présenter une classe de systémes dynamiques qui admettent
une mesure invariante ergodique et mélangeante. La méthode permet de construire une
mesure invariante absolument continue par rapport a une mesure de référence (ici la mesure
de Lebesgue). Nous présentons deux méthodes. La premiere est basée sur 'étude d’un
opérateur qui permet de traduire le probléeme en une étude spectrale. La deuxiéme utilise
la technique des métriques projectives de Hilbert. L’avantage de cette derniére est qu’elle
permet de montrer qu’il y a convergence exponentielle vers la mesure invariante est qu’en
particulier on a un mélange exponentiel.

On rappelle au premier chapitre les notions de base de la théorie ergodique, ot on donne
Iexemple des " Fractions continues” qui montre I'utilité de cette théorie. Quelques rap-
pels d’analyse (Fonction & variation bornée, Mesures de Borel,...etc.) sont introduit dans
le méme chapitre. Dans le deuxiéme chapitre, on définit la classe des transformations uni-

formément dilatantes qu’on va étudier. Le but de ce chapitre est de montrer ’existence
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Présentation du travail

d’une mesure de probabilité invariante et absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. Pour cela on va étudier 'opérateur de transfert associé a une transformation
uniformément dilatante, appelé aussi "L’opérateur de Perron-Frobenius", le probléme posé
par cet opérateur est la possibilité d’existence de transformations, qui rendent ’espace des
fonctions continues instable sous I'action de cet opérateur. Le choix de I’espace fonctionnel
et de la norme, ol on fait agir cet opérateur, joue un role principal pour avoir les résultats
souhaités. Un bon choix nous permet d’avoir des résultats plus précis. Plusieurs auteurs
ont introduit de différentes notions de variation bornée ([10], [20], [16]). Un point fixe de
cet opérateur est la densité d’une mesure invariante. Dans le troisiéme chapitre, on montre
le Théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu; ce théoréme nous donnera la décomposition
spectrale de I'opérateur de Perron-Frobenius sur I’espace des fonctions & variations bornées.
Ainsi, on peut déduire dans quels cas on peut avoir ’ergodicité de la mesure invariante et la
décroissance exponentielle des corrélations. En outre, ce théoréme montre bien la difficulté
d’avoir de tels résultats. Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a une classe particuliere de
transformations uniformément dilatantes. Avec la méthode des cones invariants (ou de la
métrique projective), basée sur ['inégalité de Birkhoff, on montre I'existence d’une mesure
de probabilité invariante et équivalente & la mesure de Lebesgue, et la décroissance expo-
nentielle des corrélations, qui implique un mélange exponentiel et en particulier I’ergodicité

du systeme.



Chapitre 1

Quelques rappels d’analyse

1.1 Généralités sur la théorie ergodique

La notion d’ergodicité a été initialement introduite par les physiciens, sous forme
d’hypothése supposée vraie [11], dans I’étude du comportement & long terme d’évolution
d’un systéme physique donné. Cette hypothése, qui porte le nom d’Hypothése ergodique,
a été formulée pour la premiére fois en 1871 par Boltzmann d’une maniére intuitive, pour
les besoins de sa théorie cinétique des gaz, et reprise par d’autres physiciens pour justifier
le fondement de la mécanique statistique. De ce temps, la confirmation de cette hypothese
est devenue un travail des mathématiciens, basé principalement sur les travaux de Birkhoff
datés de 1931, ce qui a donné par conséquence, la naissance de la théorie ergodique. Gréce
aux travaux de Kolmogorov et Sinai, le domaine d’application de la théorie ergodique, s’est

élargit actuellement, & la théorie de I'information pour le codage et le décodage entre autres.

1.1.1 Motivation et définitions

Un systéme dynamique (X, T') est la donnée d’un espace X et une transformation 7' dans
le temps. Un point = de l'espace X désigne ’état du systéme au temps t = 0. Sous
'action de la transformation le point 7" (x) désigne I’état du systéme au temps ¢ = 1, d’une
maniére générale 7™ (x) désigne 1'état du systéme au temps ¢ = n. On appelle 'ensemble
{z, T(x),..., T"(x), ...} Uorbite du point x. I’étude d’un systéme dynamique consiste a
prévoir son comportement futur sous I’action de la transformation 7.

Lorsque la transformation 7' est connue, on dit que le systéme est "déterministe". La

question qu’on peut poser est la suivante :



1.1. Généralités sur la théorie ergodique

Si on choisit deux conditions initiales voisines, est-ce-que leurs orbites gardent la méme
propriété ¢

La réponse a cette question est la classification des systémes dynamiques en deux classes :
Systéme Dynamiques chaotiques et non-chaotiques. La deuxiéme classe répond positivement
a notre question, ce qui n’est pas le cas pour la premiére. En effet, dans un systéme
chaotique, deux conditions (points) initiales assez proches peuvent présenter deux orbites
complétement différentes. Ce type de comportement est 1’obstacle principal dans 1’étude
de I’évolution du systéme chaotique, en ’étudiant orbite par orbite. Cela motive 1’étude
probabiliste de I’évolution du systéme, qui, par contre, s’intéresse a I’étude du comportement

futur des sous-ensembles de ’espace considéré.

Définition 1.1. Soient (X, B, 1) un espace mesuré et T : X — X une application (trans-
formation) mesurable.
p est dite T-invariante (on dit aussi T préserve la mesure p), si pour tout ensemble

mesurable A de B on a :

 (T4) = (4),
ouT'A={reX /T (x)e€ A}.

C’est encore équivalent a :

/foT dp = /f dp pour tout f dans L™ (p).
X X

Définition 1.2. Sip et v sont deux mesures définies sur un espace mesurable (X, B) , alors
o est dite absolument continue par rapport a v si¥VB € B tel que v (B) =0 alors u(B) =0 .

St v est aussi absolument continue par rapport a i, on dit que p et v sont équivalentes.

Dans un systéme dynamique du type ([a, b], T), ou [a, b] est un intervalle de R et
T une application de [a, b] dans lui-méme, on peut toujours rencontrer des points fixes.
Supposons alors, qu’il existe un point fixe =g € [a, 0].

Nous remarquons, dans ce cas, que la mesure de Dirac d,, centrée en z, est un exemple
d’une mesure de probabilité invariante par 7. Or tout sous-ensemble de [a, b] ne contenant
pas le point xy est de mesure nulle par rapport a la mesure d,,, ce qui montre qu’on peut pas
avoir assez d’informations sur notre systéme. Pour cela on exige que la mesure invariante
soit absolument continue par rapport & une mesure de référence (Par exemple : mesure de

Lebesgue).



1.1. Généralités sur la théorie ergodique

Définition 1.3. Soit (X, T, 1) un espace de probabilité avec i T-invariante :
(X, T, ) est dit ergodique si pour tout ensemble mesurable A de X,

T'A=A=pu(A)=0o0upu(A) =1

L’ergodicité est encore équivalente a la condition suivante :

Pour tout A et B mesurables,

lim lnil,u (T7'A)NB) = u(A) p(B).

ool =0

(Voir [21))

Définition 1.4. La transformation T est dite mélangeante si pour tout A et B mesurables

on a :

p((T"A)NB) — u(A) u(B).

n—oo
Dynamique d’une transformation mélangeante

Si T" est mélangeante alors,
T"A)NB
i AT 4) N B)
n—oe p(B)

pour tout sous-ensemble mesurable A et B.

= u(A),

On remarque que :
p((T™"A) N B)
p(B)

=L ((T’”A) / B) n’est que la probabilité conditionnelle sachant B.

Cela signifie que la dynamique de T~ A devient asymptotiquement indépendante de tout

sous-ensemble mesurable B.

Remarque 1.1. Toute transformation mélangeante est ergodique.

Exemple 1. Soit l’application T : [0,1] — [0,1] avec T'(x) = 22 mod 1.
On remarque dans la figure 1.1 , que chaque ensemble A donne par image inverse deux

ensembles de longueur égale a la moitié de la longueur de A. Donc la mesure de Lebesgque

est invariante.



1.1. Généralités sur la théorie ergodique

Figure 1.1: T(x) = 2z mod 1

1.1.2 Reécurrence de Poincaré et Théoréme de Birkhoff

La Récurrence de Poincaré et le Théoréme de Birkhoff (Voir [21]), figurent parmi les prin-
cipaux résultats de la théorie ergodique. Ainsi plusieurs informations (Dynamiques, statis-

tiques,...etc.), conscernant le systéme dynamique étudié, peuvent étres déduites.

Théoréme de Récurrence de Poincaré

Soient (X, B, u) un espace de probabilité et T' une transformation qui préserve p.
Soit A € B avec p (A) > 0 alors,
JF C A avec pu(F) = pu(A) tel que Vo € F, il existe une suite {n; (v)},.y d’entiers

naturels telle que :
@ (r)e A YieN.

Théoréme de Birkhoff ( Le Théoréme Ergodique)

Soient (X, B, i) un espace mesuré tel que p soit o — finie (i.e., I{A;},.y C B telle que
p(A;) < oo et 'UNAi = X)) et T une transformation qui préserve p, alors :
1€
n—1
Vf € L' (p) lasuite 2 > f (T" (x)) converge u—presque partout vers une fonction f* € L* ().
i=0
Et on a, f*oT = f* u—presque partout. Si pu(X) < oo alors [, f du= [, f* dp.



1.1. Généralités sur la théorie ergodique

Remarque 1.2. (i) Si T est ergodique alors f* est constante u—presque partout, et si de
plus 11 (X) < oo alors,

= ﬁ fX f du  p—presque partout.

(13) Si de plus (X, B, p) est un espace de probabilité et T est ergodique alors,

n—1
1 .
Vfe L' (), lim = E f(T"(2)) = / f du  pour p — presque tout x dans X.
n—oo 4 X
1=0

Dynamique d’une transformation et le Théoréme de Birkhoff

Soient (X, B, p1) un espace de probabilité, T" une transformation qui préserve p, B un
élément de B et x un élément de X.
En remplacant dans les résultats du Théoréme de Birkhoff la fonction f par la fonction

indicatrice 15 de B, on obtient :

n—1

Jim Y 15 (7 (0) = £
1=0

0 siT'(v)¢B
1 siT'(z)eB

1 (T" (z)) = {

Donc le terme %Ell B (T" (v)) signifie la proportion (ou la fréquence relative) des élément
de 'ensemble {z,T Zl7(0:13) , ., 7"t (x)} qui sont dans B. En passant a la limite, ga sera la
proportion (ou la fréquence relative) de tout les éléments de 1'orbite de x qui sont dans B.

Si le systeme (7', 1) est ergodique, alors d’apres le Théoréme de Birkhoff, cette proportion

est égale a :

/X13du=u(3)-

En physique statistique, la limite : lim lnz_:l f(T"(x)) est appelée "la moyenne tem-
porelle” et fX f du est appelé " la moyenne spa,:tga,le "

Dans le cas ou le systéme (7, ) est ergodique, la remarque (1.2. ) montre que les
deux moyennes sont égales. Cette égalité est appelée "I’Hypothése ergodique”. Souvent, la

fonction f représente une énergie extérieure qui agit sur le systéme.



1.1. Généralités sur la théorie ergodique

1.1.3 Fractions continues

L’étude de la transformation "Fractions continues”, appelée aussi : Transformation de
Guass, joue un role important en théorie des nombres.

La transformation "Fractions continues" (Figure 1.2 ) est définie par :

T(x)=0 sizx=0
T(x) = Tmod1 sixz €]0,1]

T:10,1] —[0,1], x—>{

Figure 1.2: T(x) = 1/ mod 1

Soit x un nombre irrationel dans [0,1]. Le n®"® nombre naturel figurant dans la partie

fractionnelle de z est donné par ( Voir [21], [14]) :
a(T" (x)),

ou I'application a est définie par :

a:]0,1[—=Z, y—a(y) = B}

([%] est la partie entiére de %)

T preserve la mesure de Gauss p définie par :



1.2. Fonctions a variations bornées

1 1
A) = .
w4 log2/Al+xdm

(Voir [6],[14] et [3]).

La mesure de Gauss j est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue m.
D’apres le Théoreme de Birkhoff cité, ci-dessus, on en déduit que pour presque tout x dans
[0,1] ( relativement & la mesure de Lebesgue m), la fréquence relative d’'un nombre naturel

k dans la partie fractionnelle de x est :

1/ Lo 1 (k+1)°
log2 /1 142 ~ log2 gk;(k:—i—2)'

k+1

==

1.2 Fonctions a variations bornées

Dans toute la suite on note I lintervalle [0, 1], m la mesure de Lebesgue et par L' (m)

I’espace quotient des fonctions Lebesgue intégrables de I & valeurs dans C sur le groupe

H={f:1—-C/ [,|f| dn =0} muni de la norme usuelle | f||, = [, |f] dm.
Onnote f =gm—ppsi|f—gl|l, =0.

Définition 1.5. Soit f une application de I dans C.

La variation totale de f sur I est le nombre

ot on prend le supremum sur ’ensemble des subdivisions finies de I.

On dit que f est a variation bornée si v, (f) est fini .

Il est & noter que toute fonction constante sur I est de variation totale nulle.

Soient J; = [a1,b1] C I, Jy = [ag,bs] C [ et 0 : J; — Jy une application continue
strictement monotone alors :

v (foo, i) =v. (f,]2)

ou v, (foao,Jp) est la variation totale de f o o sur l'intervalle J; et v, (f ,Js) est la

variation totale de f sur l'intervalle Jy (voir [7]).
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On a les inégalités suivantes (voir : Annexe)

Soient f : I — C une fonction & variation bornée et [a,b] C I, alors :

(1.2.1) Ve (f L) S o (f [a b)) +1f (@] +1f O]

ol 1j, 4 est la fonction indicatrice de [a,b] et v, (f, [a,b]) est la variation totale de f sur
la,b] .

(1.2.2) [f (@) +1f O)] < v (f, [a,0]) +2 inf ([f](z)).

z€la,b]

1.2.1 Propriétés des fonctions a variations bornées

Soit f une fonction & variation bornée sur I, on a :
(1) f admet une limite & gauche et a droite en tout point de I.

(77) Pensemble des points de discontinuités de f est au plus denombrable.
( Voir : [19], [15] et [1])

1.2.2 Mesure de Borel complexe associée a4 une fonction a varia-

tion bornée

Soit f : I — C une fonction a variation bornée continue a droite en tout point de I.

En prolongeant f sur R tout entier en lui donnant la valeur 0 sur R\ /7, on définit une
mesure de Borel complexe p, de la maniére suivante :
Soit
v(lz,y]) = f(y) = f(z) Ve<y , z,y dansR.

v est une application o—additive sur le semi-anneau {]z,y| ,© <y, =,y dans R} , no-

tons i, le prolongement de v sur les boreliens de R (Voir le Théoréme de prolongement dans

[15]),

On a les relations suivantes (voir[18]) :
VOi<a<b<l:

10



1.2. Fonctions a variations bornées

p (Ja, b)) = f (b) = [ (a),

p (Ja, 0) = f(b7) = [ (a),

p ([a,b]) = [ (b) = [ (a7),

p ([0, 0]) = f(07) = f(a7), on f(27) = limf (y)

Remarquons que

Moy ([O]) = My (]—OO, O] \\]_007 OD = (]—OO, O]) — (]_007 OD
= (f(0) = f(=00)) = (£ (07) = f(=00)) = f(0), (car f(07)=0)

Un point 2y de R est dit un point de discontinuité de p, si p, ([xo]) # 0.
Remarquons que les points de discontinuités de p, sont les points de discontinuités de

f, car

Comme f est a variation bornée donc le nombre de ses points de discontinuités est
au plus dénombrable, on déduit que les points de discontinuités de p, est aussi au plus

dénombrable .

Donc a chaque fonction definie sur 7, & variation bornée et continue a droite, on peut lui
associer une mesure de Borel complexe p sur I qui est la restriction de p, sur les boréliens

de I. Cette mesure verifie :

plab) = F(O)~fa). plab)=f(b7) ~f(a),
uilab) = Fb)—f(a) et p(lab)=F ()~ f(a) pour (a.b) € I°

On a
([0, 2]) = p (0] UJ0,z]) = f(0) + (f (z) — f(0)) = f (),
d’ou
(1.2.3) 1 ([0,2]) = f (2)

Donc f peut étre vue comme étant la fonction de répartition d’une mesure de Borel

complexe .

11



1.3. Ensemble des mesures de Borel complexes

Définition 1.6.

Soit A un borélien de I, posons :

N
|| (A) = sup {Z I (Ai) |+ {Ai},<; <y Dpartition du borelien A }
i=1

on prend le supremum sur I’ensemble des partitions de A
|pt| est une mesure de Borel positive sur I appelée variation totale de .

On a I’égalité suivante :

v (f) = |pl (1)
(Voir [19], [15] )

1.2.3 Fonction a variation bornée associée a une mesure de Borel

complexe

Pour toute mesure de Borel complexe p sur I, la fonction f définie sur I par :

f(@) = p([0,z]),
est & variation bornée .

En effet, 11 est complexe donc I'ensemble d’arrivé est de dimension fini donc sa variation
totale est finie.

(Voir [19], [15])

Et comme ce qui précede

e () = |l ()

1.3 Ensemble des mesures de Borel complexes

On note par M¢(I) 'ensemble des mesures de Borel complexes et par C(/) ’ensemble des
fonctions continues de I dans C .

Chaque mesure de Borel compleze i est a variation bornée :

|l (1) < +o00.

12



1.3. Ensemble des mesures de Borel complexes

(Voir [15]) .

On sait que, la norme définie sur Mc(I) par :

el = el (1),

rend l’espace Mc(]) un espace de Banach [15].
On définit aussi, sur M¢(7), une topologie appelée "topologie de la convergence faible".On

dit qu’une suite {p,, }, . de Mc(1), converge faiblement vers la mesure p de Mc([) | si :

neN

Vfeod /fdunn—> /fdu

Ainsi si g : I — C est une application continue p-presque partout et {,un}neN converge

faiblement vers la mesure p, alors,

(1.3.1) /g dp, — /g d.
I n—oo I

D’autre part, si f est dans C'(I) et p dans Mc(/) alors on a l'inégalité suivante :

(132 [ ] <0l ),
(Voir [15, page 420])
Soit p1 dans Mc([), on considére la forme linéaire sur C (/) définie par
L,:C(I)—C, f—L,( /fd,u

Alors la convergence faible de la suite de mesures {1, },.y C Mc(I) vers la mesure i,
correspond & une convegence des formes linéaires L, vers la forme linéaire L, dans le dual

de C(I), appelée la convergence faible*. Et on a le résultat suivant : (Voir [5]).
I, < timming ||, |
Comme Vu € Mc([1) = || L] = |p] (1) (Voir [15]), alors

(1.3.3) |l (1) < Timinf |, | (T).
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1.3. Ensemble des mesures de Borel complexes

Proposition 1.1. (Voir [15]) L’ensemble B = {p € Mc(I) [/ |pu|(I) <1} est compat
pour la topologie faible.

On propose la démonstration suivante :

Preuve. Soit {/i,},.y une suite de points de 5.
Comme C(I) est séparable donc il admet une partie {f;},.y dénombrable dense .

D’apres 1.3.2 on a

‘ /I fadi,

< [ f1lloo 1] (1) vn € N.

Comme
| (1) <1,

alors | [, fidp,| < ||fillo < 00 Vn € N ; et comme C est localement compact, donc
la suite [, fidpu, qui est bornée admet une sous-suite d’indice {n}}, y , telle que [, frdpin

converge vers un point dans C , qu’on note ¢(f;).

Donc il existe une sous -suite {n}},  de {n;},y telle que

De méme on a :

< ||f2||oo <00

I; fzd,uni converge vers un point de C , qu’on note ¢( f5).

Par récurrence on construit des sous-suites {n} }, y de {n;},y décroissantes au sens de
Iinclusion et telles que : f / fid/vcnz converge vers un point de C , qu’on note ¢( f;), lorsque
k tend vers l'infini .

Soit la suite d’indices diagonale {n}}, y,ona [, fidpi,i converge vers ©(f;) lorsque i tend
vers l'infini .

Enfin, montrons que Vf € C(I), 3p(f) € C tel que [, f dp,, converge vers ¢(f) lorsque
1 tend vers 'infini .

Soit donc f dans C(1); 3{fi}, C {fi}iey telle que f; l“_%i f.

Soient € > 0 et Iy tel que VI >y = || fi — fll, <¢€

14



1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

Pour [ fixé, tel que [ > [y, on a

— /If i —/Ifldun;;—k/lfz dpin; = ©(f1)

/If dptn; — (1)

dp, i — dp i dp i —

< /If Hnt /Ifl fii| + /Ifl fini = ©(f1)

< | =0 |+ | [ g = et

< 0 =il Jig] 0+ | [ 6 i = o)
. du, i — .

< et | [ fdug = el)

Comme la suite [, f; du,: converge vers ¢(f;) dans C alors

<e+¢€

[ 1 g =t

Donc 'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite [ f dﬂng est contenu dans un disque
de rayon inférieur a n’importe quel nombre. D’ou cette suite admet une seule valeur
d’adhérence, qu’on note (f).

On a: ¢ (.) est linéaire de C'(I) dans C et

()] = lim

1—00

/fdun;; :
I

Donc pour tout f dans C'(I) telle que ||f|| ., < 1lona:

/ Fn| < 1511
I

Par suite, |o(f)| <1 pour tout f dans C(I) telle que |||, <1 dou [¢| <1,

p| (1) < 1.

i.e : ¢ est linéaire continue sur C'(I) et d’apres le Théoréme de représentation de Reisz

(Voir [15] et annexe), il existe une mesure de borel complexe u sur I telle que :

o(f) = / fdu et |ul (1) = Il

D’ou p,,: converge faiblement vers p et |u| (1) < 1. =

1.4 Fonctions a variations bornées dans L!(m)
Soit f dans L'(m).

15



1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

Posons
o(f) =inf{v.(h) / h=Ff m—pp}.

On dit que f est a variation bornée si le nombre v(f) est fini .

Cela revient a dire qu'il existe hg € L'(m) telle que hg = f  m— p.p et v,(ho) < oo .

On note V lensemble {f € L*(m) / v(f) < +o0}.
On remarque que v (.) est une semi-norme sur V.
V est un sous-espace de L'(m) qui n’est pas fermé pour la norme |.||, , par exemple : la

suite de fonctions f,(x) = sin(%).l] 1 (7) est dans V et converge vers f(z) = sin(%) dans

i ES
n’ x

L*(m) mais f n’est pas dans V' .

Pour que V soit un espace de Banach, on définit la norme ||.|[, sur V par :

LAl = () + 1A
On a les inégalités suivantes :
(i) Soient f et g dans V, alors
(1.4.1) v(f9) < [l fllo v(9) + llglloe v(f)-
(1) Vf €V, ona
(142) £l < 171,

ol ||.||, est la norme usuelle de L> (m). (Pour la démonstration : voir Annexe) .
On propose le résultat suivant

Proposition 1.2. Si f € V, alors il existe g = f m — p.p telle que g soit continue & droite
en tout point de I et continue a gauche en 1.
De plus,
v.(g) =v(f) =i {o.(h) /h=F m—pp}.

Preuve. Comme f € V, alors il existe hg = f m —p.p telle que v, (hy) < 0o , d’apres les
propriétés des fonctions & variations bornées, on déduit 'existence de g avec g = f m —p.p,

telle que ¢ soit continue & droite en tout point de I et continue & gauche en 1.
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1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

Soit h une application quelconque telle que h = f m — p.p.

Si h est continue a droite en x alors h (z) = g (z) .

En effet,

Ve>0,36>0telsqueVyel: |[y—z[ <= |g(y)—g(m)|<%et |h (y) —h(z)| <

Comme h = f=gm—p.p,alors 3z € I tel que |z —z| < Jet h(z)=g(z), donc :

i (x) = g (2)] = |h(2) -

h(z)+9(2) =g @) <[h(x) =h(2)|+]g9(2) —g ()] <e.

h(z)=g(z).

De méme si h est continue a gauche en 1 alors h (1) = g (1).

Montrons maintenant que v, (g) < v, (h) (ce qui implique que v, (¢) = v(f) ).

Soit 0 = {a; =0 < as < .... < a, = 1} une subdivision de I.

Comme g est continue & droite en tout point de I et continue & gauche en 1.

Alors,

(1.4.3)

Ve >0, Vie{l,.., n—1}, 3z € la;,a;11] tel que |g(z) —g(a;)] <

2(n—1)

Comme g = h m — p.p, on peut supposer que g (z;) = h(z).

De méme,

Ve >0, Jz, € |lay_1,a, = 1] tel que |g(1) — g (z,)| <

On a,

n

z 9 (i) — g (a)] =

()

<

z 19 (as11) — 9 (2051) + 9 (2501) — 9 (2) + 9 (1) — g (a2)

721 19 (ai1) — g (zi41)] + |9 (zi41) — g (z)] + 19 (2:) — g (a)] -

D’aprés ’hypothese (1.4.3) , on trouve

S lotan) =g (@) < Tt + ) ~h G+ 5
< S IhGeinn) — bl 4
< ) = RO+ (D) = A+ 5 [ (aier) = h(z)] +
< v (h)+e. Ve > 0.
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1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

Donc,
n—1
; 9 (ais1) — g (a;i)| < vi (h)

Comme o est une subdivision quelconque dans I, on déduit que :

Ve (9) <wvi(h) Yh=fm-—pp.
D’ou

v.(g) =it {o.(h) [ h=F m—pp}=v(f)

Remarque 1.3. (i) On remarque que l'application g, qui vérifie les hypothéses de la propo-
sition (1.2.) précédente est unique.
(17) On peut considérer l’espace V', comme étant l’ensemble des fonctions a variations

bornées, continues a droite en tout point de I et continues a gauche en 1.

Proposition 1.3. (Voir [6])

L’espace V' est de Banach pour la norme ||.||,.

On propose la démonstration suivante :
Preuve. Soit {f,}, .y une suite de Cauchy dans V', donc bornée pour la norme |.||,
par une constante c.
[fnlly = v(fa) + I fully ¢ VR eN

Montrons qu’il existe une fonction f dans V telle que f, Iy f.

D’apres la proposition 1.2. précédente, Vn € N, 3h,, = f, m — p.p telle que v(f,) =
v«(hy,), et h, continue a droite en tout point de I.
Soit 41, la mesure de Borel associée & h,

On associe a h,, — h,, la mesure de Borel p,, — p1,,, pour m,n dans N et on a :

it = trnllp = 11t =t | (1) = 0u (i = ) = 0(f = fon)-

La suite { f,,},,cy est aussi de Cauchy pour la semi-norme v(.), donc {y,, }, est de Cauchy

pour la norme ||.||;.
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1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

Comme 'espace Mc(I) est de Banach pour la norme ||u|; = |p| (I) donc il existe une

mesure p € Mc (1) telle que :
i —nll; =0

— 400

e |u, —p[(I) — 0.

n—-+00

Soit la fonction A définie par : h(z) = p ([0, x]), d’aprés ce qui précéde h est dans V.

Ainsi on associe a h,, —h la mesure u, — u, donc

v(fo = h) = 0u(hn = h) = [, = pl (1) = 0.

n—-+00

Il reste & montrer que f, converge vers h dans L' (m), et cela en utilisant le Théoreme
de Lebesgue (Voir 'annexe) :

D’une part :
(= 1) ([0, 2])] < |, — p) ([0, 2]) < |y, — 0l (1) -

Car |u,, — ft,,| est une mesure positive, et d’apres (1.2.3) , on a :

(k= 1) ([0, z]) = g, ([0, 2]) — pu ([0, 2]) = hoy () — Do ().
alors h,, converge uniformément vers h
D’autre part, il existe une constante positive ¢’ telle que |h,| < ¢ Vn € N.
En effet, posons ¢’ = 2.c ( ¢ vérifie ||h, ||, = ||fn ||, <c YR e N).

Supposons qu'’il existe un entier ng dans N et xq € [ verifiant :

|hn0 ($0)| > c

On a pour tout x et y dans [

g () = Py ()] S 0 (fy) <

Donc

[Fing (0) = Png ()] < €= |hing (20)] = |hin, (2)] < ¢

Par suite

| ()] > By (o) —¢ >2c—c=c Vrel.

On en déduit que

1
||hno||1—/|hno (@) dm > / dm .
0

I
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1.4. Fonctions & variations bornées dans L' (m)

ce qui est absurde car [|An,|l; < ||nell, = || froll, < c
Le Théoréme de Lebesgue implique que h,, converge vers h dans L' (m).
Dou | f,—hl, — 0 m

n—-400
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Chapitre 2

Mesure de probabilité invariante par
une transformation uniformément

dilatante

On va s’intéresser a une classe des transformations uniformément dilatantes. On va basé
sur le livre de A.Broise (Voir[6]) et on montre que de telles transformations admettent une
mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
m. Ce résutltat est existentiel et pas constructif. L’outil principal est un opérateur linéaire,

de L' (m) dans lui méme, appelé¢ " Opérateur de Perron-Frobenius ". Un point fixe de cet

opérateur sera la densité de la mesure invariante de la transformation.

2.1 Transformations uniformément dilatantes

Si A est un sous-ensemble de I = [0, 1], on note par A I'adhérence de A pour la topologie

usuelle de R induite sur 7.

Définition 2.1. Une transformation T : I — [ est dite uniformément dilatante si elle
vérifie les deux hypothéses suivantes :

(¢) 1l existe une partition finie (1;),. ;, de Uintervalle I telle que la restriction de T sur
chaque élément I; de la partition est strictement monotone et se prolonge en une application
de classe C' et de dérivée lipschitzienne sur I_j .

72) min inf [T ()| >0 >1
() pmin - int [T (2)
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2.1. Transformations uniformément dilatantes

On note D la classe des transformations uniformément dilatantes de l'intervalle I.

Remarquons que si T € D alors, ¥V £ > 1 on a T* € D, la partition de monotonie de T*
(i.e., les intervalles de I ott T* est strictement monotone ) est donnée par :

(Djese = {To VT I0) 0 NTH (L) 28/ 1, € I)yg ju

ol (1), <, est la partition de monotonie de 7.

2.1.1 Exemples
Transformation linéaire par morceaux

T est une transformation linéaire par morceaux, s’il existe une partition finie (1 j)j oy de
cardinal supérieur ou égal a 2, telle que 7' soit linéaire sur chaque élément de la partition et

tel que T' (I_j) = J. Comme T est linéaire sur chaque élément /; donc elle est de classe '

sur I;.
Notons «; ia mesure de I; : o; =m (I;), alors,
IT" (z)| = — sur I, car T (I;) = I et T est linéaire sur I;. Le cardinal de la partition
Qj

est supérieur ou égal a 2, alors
Vied: a; =m(l;))<m(l)=1.

D’ou
1
Veelona [T (z)| > —— > 1.
max (a; )
jeJ

[S—transformation

Une f—transformation 7" s’écrit sous la forme 7' (z) = Sz (mod 1), ou g > 1.

La partition de monotonie de 7" est :

(oAl - P

Transformation 7' (z) = .2 + a (mod 1)

Soit I'application de I dans lui-méme, définie par : T (z) = f.x + « (mod 1), ou § > 1 et
0<a<l.

On considére la partition

5 55 - - )
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2.2. Résultat principal

/i

Figure 2.1: T'(x) = (7/2).2 mod 1

ou [ 4 «] est la partie entiére de 5+ « .
T est linéaire sur chaque élément de la partition, donc de classe C*° .

On note T} la restriction de 7" sur I; = [

alors :

Tj(z) =PBax+a—j surlj.
B+a] —a
&)

Tigra) (2) = Bz +a =[G+ a

La restriction Tig4o) de T sur Ijgiq = [ , 1] est donnée par

Vo e I (z)] =8 > 1

2.2 Reésultat principal

Soient (X, B, 1) un espace (métrique) de probabilité et 7' une transformation de X dans

lui-méme.
Définition 2.2. (i) On appelle support de la mesure p ’ensemble :
'={zreX /Ve>0, u(B(z,e)) >0}

ot B (x,¢€) est la boule centrée en x et de rayon .
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2.2. Résultat principal

(17) Un point x € X est appelé un point de rebroussement si :

VV woisinage de x, In > 1 tel que T" (V) NV #£0)

On montre, dans la proposition suivante, une condition nécessaire pour ’éxistence d’une

mesure invariante.

Proposition 2.1. Soient (X, B, p) un espace (métrique) de probabilité et T une transfor-
mation de X dans lui-méme.
Si l’ensemble des points de rebroussement est de mesure de Lebesque nulle, alors il n’existe

pas de mesure de probabilité invariante par T.

Preuve. Supposons qu’il existe une mesure p T'—invariante.

Si x n’est pas un point de rebroussement, alors

3V un voisinage de z tel que 7" (V)NV =  Vn € N*

Donc
T (VYN T ™ (V) =0 VYn,m € N*

Cela signifie que les sous-ensembles 7" (V') sont deux & deux disjoints.

Comme p est T'—invariante, on a
p(T"(V)=pV) VneN

Or,
S (T (V) < p(X) = 1

Ce qui implique que p (V') = 0.
Donc = ¢ T" (ou I est le support de la mesure p)
D’ou, I' est contenut dans ’ensemble des points de rebroussement qui est de mesure

de Lebesgue nulle. =

Notons que si la mesure de Lebesgue est T-invariante telle que 7" : [0, 1] — [0, 1] soit
continue et injective, alors 7" est la fonction identique sur [0, 1] (Voir annexe).
D’apres la condition, citée dans la proposition (2.1.) précédente, on remarque la difficulté
d’avoir une mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue par des systémes dynamiques chaotiques. Le résultat principal est le théoreme

suivant :
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2.3. Preuve du résultat principal

Théoréme 2.2. ( Voir [6])
St T est dans D, alors il existe une mesure de probabilité p, T-invariante et absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue m.

De plus la densité h de p,, est a variation bornée.

2.3 Preuve du résultat principal

2.3.1 Opérateur de Perron-Frobenius

Définition 2.3. Soit T dans D. L’opérateur ¢p : L' (m) — L' (m) de Perron-Frobenius

associé o T est défini par :

{¢T(f)'gdm:{f-(gOT)dm

ou f € LY(m) et Vge L>®(m).

Propriétés de ¢, (Voir [6])

(i) ¢ est un opérateur linéaire continu de L*(m).

(ii) ¢p est une contraction de L*(m) : ||ér (), < I f1l; -

(i11) ¢p est positif : f > 0= ¢p(f) > 0.

(iv) ¢ préserve lintegrale : [ ¢y (f) .dm = [ f.dm.

(©) bre = (0r)" I I

(vi) ¢p (f) = f si et seulement si T' laisse invariante la mesure p; = f dm de densité f.

De plus si ¢4 (1) = 1 alors m est T-invariante.
On propose la démonstration suivante :

Preuve. (i) Comme ¢ est une contraction de L'(m) (Voir ci-dessous) alors, ¢ est
continu de L'(m) dans lui-méme .
(1) Montrons que ¢ est une contraction de L'(m).

Pour f dans L*(m), soit application L; de L>(m) dans C, définie par :

Ly :L®m)—C,g— Lf(g /ng g dm.
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2.3. Preuve du résultat principal

On a
I = lor (Pl = suw /¢T gdm'
Donc
lér (DI, = sup / or (f) gdm‘
lgll oo <1
= /f goT) dm‘ sup /|f|.|goT| dm
IIQH <1 lgll o<1 JTI
< s flgoTl, [Ifl dm< [1f] dm =],
lgll o<1 I I
d’ou :

ler (1l < 1 £l

Donc ¢4 est défini sur L'(m) tout entier .
(73i) Montrons que ¢, est positif :
Soit f dans L'(m) telle que : f >0 m — p.p et supposons que ¢ (f) n’est pas positive

m-presque partout . On peut trouver un sous-ensemble mesurable A de I, tel que
m(A) > 0et ¢p (f) (x) <0 Ve e A

Pour g = 14 qui est dans L>(m), on a :

(2.3.1) /ch (F) 14 dm < 0.

/I(bT(f).lA dm:/lf.(leT) dm

Comme f.(140T) >0 m — p.p, alors :

Or

/f.(lAOT) dmZO
I
D’ou

/I¢T(f)-1A dm > 0,

ce qui contredit (2.3.1) .
(1v)1 suffit de prendre g = 1 qui est dans L>(m), et on aura :

J;ﬁbT(f) dm:[fdm
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2.3. Preuve du résultat principal

(v) Montrons que ¢ = (¢7)", Yn > 1.

Pour n = 2, on a pour tout g dans L*>°(m) :
[ gam = [or(p) o) dm= [ f ((goT)oT) dm
= /If (goT2) dmz/IgZSTz(f) g dm.

Donc
/I (67)2 (f) g dm = / bp2 (f) g dm Vg e L(m).

Comme les fonctions indicatrices des sous-ensembles de I sont dans L*(m), on déduit

que :

(60)° (f) = bp2 (f)

Par reccurence, on a :
(¢T)n = ¢pn
(vi) Si ¢p (f) = f, alors Vg € L>(m) , on a:

{f.gdm:{f.(goT) dm

Soit p; = fm la mesure définie par la densité f, alors :

Jgduy= [goT du, Vge L®(m).
i§ i§
Ce qui prouve que pi; est T-invariante.

Sachant que toute mesure définie par une densité est absolument continue par rapport

a la mesure de réference (Voir [15]), la mesure yi; est absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgue m.

Si iy = fm est T-invariante, alors :
[gdu; = [goT du; Vge L™(m)
T i
= [fgdn=[f(goT) dn Vge& L®(m)
i T
= or(f)=1

Et si ¢4 (1) = 1, on aura :

{gdm:{(goT) dm Vg€ L*(m)

Donc m est T-invariante . m
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2.3. Preuve du résultat principal

Ecriture explicite de 'opérateur ¢, (Voir [6])

Les conditions imposées aux transformations 1" de D permettent une écriture explicite de

Pr-

On a

J oo (f) gdm:{f-(goT) dm

I
Notons o; : T (I_j) — E la réciproque de la restriction de T a 1’élément I_j de la partition

(Ij)1g j<n’
On a

Jor(f)(x) g(z) dn=[f(z) (goT)(x) dn= fo (goT) () dm.

Par un changement de variables on en déduit :

n

(goT)(x)dm=>Y_ [ (foo;)(y) o} (y) g (y) dm

i=11(T;)

—
-
~
-~
S~—
S
SN~—
s
—
=
U
3
Il
i

3

1
= Z (fooj)( m 1T(1—j) ()| g(z) dm.

j=1
Comme toutes les fonctions indicatrices sont dans L*(m) on a donc :

— Zlf (Uj (37)) m 1T(E) (IE) m — presque partout

2.3.2 La mesure invariante p,,

L’écriture explicite de 'opérateur de Perron-Frobenius, montre que ’ensemble C' (I) des

applications continues sur [ n’est pas stable sous ’action de cet opérateur.
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2.3. Preuve du résultat principal

On travaillera alors sur un espace fonctionnel plus "grand" que C (1), c’est 1'espace V'
des fonctions & variations bornées dans L' (m) en le munissant de la norme |||, définie dans
le chapitre 1.

Rappelons qu'une fonction f € L' (m) est dite & variation bornée (i.e., f € V) si

inf {v,(h) / h=f m—pp}=uv(f) <oo

Et la norme ||.||,, qui rend V' un espace complet, est définie par :

1, = () + [,

Lemme 2.3. ( Voir[6])
Soient T dans D et ¢ Uopérateur de Perron-Frobenius associé a T, alors :
(a) ¢p laisse stable l'espace V.

(b) ¢ est borné de'V dans V' pour la norme ||.||, : 3 ¢ >0 tel que sup ||or (f)], < c.
If 1, <1

v—

(c) 1l existe un entier ng € N* et a, 5 € R avec 0 < v < 1 et 5 < oo tels que :

(&)™ (DN, < ellfll, +BIf VeV

(d) Il existe L < oo tel que :
(@)™ ™ (D, < @™ [lfll, + LISl Ym=1 etVfeV.

Preuve. (a) Soit f dans V' et montrons que v (¢ (f)) < oo.
Ona:

v(Gr () < wlor(f) =u <Z(f00j) WTlgﬂlT@.))

=1

1
= Z“*(f‘”” [T o a; 1T(If))'

Notons T' (I;) = [a;, b;] et I; = [ij, ij.,]
Calcul de v, <(f °0;) @ 1T(1—j)>.

D’aprés l'inégalité (1.2.1) :

v, ((fOUj) Mooy 1T(Ij)> < <(f0‘7j) Too| [a;, b >
f o (ag)) ‘ f Ug ‘
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2.3. Preuve du résultat principal

5)

Ou v, ((f 00;) ﬁ, laj, bj]) est la variation totale de 2 sur laj, b;].

Comme 0, est strictement monotone [a;, b;] dans [zj, i +1] alors :

1 Lo f (i
U ((foffj) Moo 1T(1]-)) S O (f [ [ij, 2j+1]) Tl ij

Par définition de la transformation 7" on a : min inf |7” (z)| > 6 > 1, donc
1<5<n .Z'EI

f Z]Jrl

ZjJrl

1 o 1 . .
o (o) Grea tamy) < (4 77l i) + 507G+ 1S Gl
D’apres (1.2.2)
7 G Gl S0 (F [y ]) +2_int (110
1 1 .
Vx ((fOU]) ’T'OO]‘ 1 ( )) S Vx (f ‘T_'|’ [Zj, Zj+1}) +

% [’U* (fv [ij 7ij+1D +2 1nf (|f| (:L“))] :

TE |15 ,1j+1]

inf (f|(2) < —— /”“\f(ﬂ dm = 1_./”“\f<:v>| dm

me[ij vij+1] L =4 i m (]J) 'j

< e [T )

ain (m (L)) /i,

Notons d = min (m (I_])), donc

1<j<n

(2.3.2) Vs ((foaj) ﬁ 1T(I,7-)>
. 1 . L[
< o (i B ied) +50 O B nd) 25 [ @) dm

J

Calcul de v, <‘f,|, [z'j, z'jﬂ}) .

Soit i; = a; < ag < ... < ay = i;,, une subdivision de I; = [zj, zjﬂ},
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2.3. Preuve du résultat principal

On a
ST Ny (L)
<|T'|>( 1) <|T'|>( ?
(AN ) ) (Y,
- X <|T'|>““) \T'uam)*wfr(az“) <\T'\)“>
= X T “f i) =S @)+ 51 ‘“"w o T
< lN_1|f<a- 1>—f<a~>|+2|f<a~>|\ Lo ]
= " ‘ i=1 ’ T (aiv1) 1" (@)
_ = aiit) — f(a = o 1" (air1) = T" (a;)
= Y1 ) f(z)|+Z|f(z)I‘ At Tl
< 23N @) = F @)l + % 5 1 (@)1 (o) = T )
I L (T (aivn) — 17 (as))| Mlas — a
= 23 ) - <az>r+522( =P 11 @l s - a).

Par définition 7" est lipschitzienne sur I; = [ij, i +J V1<j<n.

— T’ -1
Soit k; la constante de Lipschitz de 7" sur I; ;| k; = sup (z) ) ‘

zFy r—Yy
Posons k = max (k).
Alors on a :
[ a
a; — fry— a;
% (1) @~ (577 @
1N-1 L N-1
< 5 ; |f (air1) — f(a;)| + 72 Z (If (@)l laivs — ail) -

Cette inégalité est vraie pour toute subdivision de I_j, il vient :

5| () o0 = ()

On passe alors, au supremum sur ’ensemble des subdivisions de ;, on obtient

N-1 ko [
<54 ) S+ [T @]

o 1 . ko[
233) o (e i) <50 0l s+ [ 1P @) an

J

De (2.3.2) et (2.3.3) , on déduit que :
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2.3. Preuve du résultat principal

1
1 ko[l 1 1 [in
gv* (fa [ijv Z‘]4-1}) + 5_2/1] |f(l’)‘ dm + SU* (fa [ija Z‘]'4-1}) +2 ﬂ/z |f($)’ dm

D) k 1 K j

J

IN

Donc :

& 1
v (61 () e = 30 (100 @) o e @)

J=1

IN

1

zgm (: lin i)+ (34 2:95) / @I dm
k
520* i %J+1)+(§+2ﬂ);/lj\f(x)l dm

k
- %Mﬁ+(§+ZEQHNy

Ce qui implique que

IN

IN

k 1

0or () £ 300+ (542 75) Il < o

ST

(b) Soit f €V telle que [ f[l, = v (f) +[[f]l; <1

D’aprés la démonstration de (a), on a :

0(or () £ 300+ (5542 75) Il
Donc
lor (1, =0 (0 (1) + 107 (DI < 5000+ (5 +2 75) 1+ 111,

car (o7 ()], < 1], - Par suite
v f eV avee| fll, = v (f) +IIf], <1

2 k 1 2k 1
< — < Z 4 _ )
lor (< 30n+ (J2 o+ 1) I S S+ Hr2 ot

Donc

2 k 1
su <c==-4+—=54+2 —+1<
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2.3. Preuve du résultat principal

(¢) Comme min inf |T"(z)| > 0 > 1, alors il exite ng > 1 tel que
1< j<n xe[

= min inf [(T™) (z)| > 2
y= mininf (1) ()

ou ()
"0 > 2).

jedn, St la partition de monotonie de (7™°) (il suffit de prendre ny € N tel que

— ) (x) — (T
T est aussi dans la classe D, soit d ‘= min (m (Ij)) et k; = sup (7)) = (™) (v) )
jeJno ;t;éy T — y
x ,yETj

Posons k' = max (k;) :
JGJnO
D’apres la propriété (v) de Popérateur de Perron-Frobenius, on a

(¢T)n0 = ¢Tno
Il suffit de montrer que :
[o7m0 (Nl < @llfll, + 8ISl VfeV avecO<a<letf < oo

Avec la méme méthode de la démonstration de (a), on trouve :

kl

0 (b () < 20 () + (7 2 ﬁ) 1l viev.

2
f}/

Donc

k,/
) (Dl = v (G (1) +||¢Tno<>||1_gv<f>+(;+2 7= ) U+ 161,

+< ),
ne(t

. )nf I
L 2
S+2- +1) 171+ 1l

1) 11,

+1 < oo.

+

QIMQII\DQIM

T +(2+2
-

On a : oz:%<§:1et5:,’;—;+2d,7
(4) On & pour tout entier m > 1,[(6)" |y < 1 i [(6r)" ()l < If Iy et
(60" (£)], = 67w (DIl, < @llf],+B1£1l,- Done
lr)™ D, = ||@) ()™ ()|
< afenme )|+ 8@ )
< a@n™e )| + 810,

1
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2.3. Preuve du résultat principal

al|(@r) ™ ()

= a@n™ (e m)|.
o? [[(r) e ()| +a 8 171,

v

IN

Donc
(@)™ (Hl, < e

Par réccurence on a :

@)™ ()| + 8 @+ a) 111

16)™ (N, < o™ Ifll, + 8- (L +a+ .. +a™ ) I f]; -

Comme 0 < « < 1 alors :

B

Ym > 1.
11—« =

B.(1+a+..+a™ )<

D'ou, L = % et :
(@)™ (N, < @™ [1f1l, + LI £1];

Lemme 2.4. (Voir [6])

La suite des normes (||(¢7)"|l,), >, €st uniformément bornée :

M < oo tel que sup (||(¢r)"]l,) =

Preuve. D’aprés le lemme 2.3.(b) precédent, 3 ¢ > 0 tel que ||¢p]|, < c.

Donc
l(ér)"ll, < (Iérll,)" < ¢, VneN.
D’ou 31 € RY tel que
(2.3.4) ()", <1 VYne{l,2,..,no}.
On aussi d’aprés le lemme 2.3.(d)
(o)™, <a™ +d<a+d Ym>1.
Pourn dans N* : n=mmng+k ,n>1avecmeNet0<k<ngona:
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2.3. Preuve du résultat principal

Sik=0
1) [, = [l(¢0)™™ |, <@ +d Vm =>1.
o), = || @rm o] = lloree (@5, < @+ @) 0
Donc Vn > 1

l(@r)"ll, < max(a+d, (a+d).D).

Lemme 2.5. ( Voir [6])
L'ensemble A. = {f € L*(m) / ||f |, < ¢} CV, ot ¢ est une constante dans R, est

compact dans L* (m) .

On propose la démonstration suivante :

Preuve. Soit une suite (f,),~, de points de A.. D’aprés la proposition 1.2. , on a :

Vn>13h,e L' (m) avec h, = f, m — p.p et h, continue a droite en tout point de I,
telle que : v (f,) = v« (hp)

On associe a chaque élément h,, la mesure de Borel associée u et h, () = pu, ([0, z]).

DoncVn>1ona

bl () = vs (hy) = v (fa) S0 (fa) + I fully = Ifall, < e

D’aprés la Proposition 1.1. @ B = {u € Mc(I) / |p|(I) <1} est compact pour la
topologie de la convergence faible des mesures. Il existe une sous-suite (,unk) rende () nen
et une mesure de Borel p dans Mc¢(I) (ensemble des mesures de Borel complexes sur 1) telle
que,

[, converge faiblement vers u lorsque k tend vers I'infni. Posons h () := 1 ([0, 7]) .

D’apres (1.3.3) :
(2.3.5) vy(h) = |p| (I) < liminf |y, | (1) = liminf v, (h,,) .

Comme I’ensemble des points de discontinuités de p est au plus dénombrable (car la fonc-
tion associée h est a variation bornée ), la fonction indicatrice 1j9 ) est continue y—presque

partout si z n’est pas un point de discontinuité de pu. D’apres (1.3.1) :
/1[()7$]cl,umc L /1[0@}(1” pour presque tout x dans I.
I -+ Jr
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2.3. Preuve du résultat principal

Donc p,,, ([0,2]) = hy, (z) converge m-presque partout vers p ([0,2]) = h(z).
Et d’apres (1.4.2) , ||k, < ||, < ¢, donc les h,, sont bornés .
Le Théoreme de Lebesgue implique que h,, converge vers h dans L' (m), d’ou f,, con-

verge vers h dans L' (m) car f,, = h,, m— p.p. D’aprés (2.3.5) , on a
[1ll, = v () + [y < Timing [, (hay) + [l ] <
D’ou A. est compact dans L' (m) . =
On montre maintenant le Théoéme 2.2. :

Preuve. Soit g € V telle que g > 0 et flg dm = 1.
1 n—1 .
On considere la suite f,, = - > (or) (9) -
i=0
D’apres le lemme 2.4. , 3 M < oo tel que V. m € N* : ||(¢)™ ]|, < M.

Donc
1 -1 1 n—1
I fall, Z<¢T <-. 3 [ (@) < ->arlgl, = Mgl -
=0 1=0 =0
Dot (fu)ys1 € B =A{f €L (m) / Ifll, < M-lgll,} -
Or d’aprés le lemme 2.5. B est compact dans (L' (m) , ||.|[;). Il existe une sous-suite

(fnp)n de (fy), et h € B CV telles que :

1, = Blly =, O

p—0o0

h est un point fixe de ¢, en effet :

o0 () = fully = |30 00 (0= -3 (@00’ 0)
- LS 6o - X ') =nip||<¢T>”P<g>—gu1
o 60 @+ gl _ 2 lgly _ 2

On passe a la limite, on déduit que :

O (h) = h.
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2.3. Preuve du résultat principal

D’apres la propriété (vi) de Popérateur de Perron-Frobenius, la mesure i, définie par la
densité h est invariante par 7. Comme ¢, est positif alors A > 0.
Il reste & montrer que p,, est une mesure de probabilité.

La propriété (iv) de Popérateur implique que

/I(abT)i(g) dm—/lgdm—l VieN

Alors,
1np1 1 np—1
fnpdm:/—. gbig dm:—/ gbig dm
/ [ 2 00 @ dm= - [ 3000
np—1 np—1
1 - ; 1 <
= —Z/(%)Z(g)dm:— 1= _1 vpeN
Np =5 JI np o P

comme || f, — hH1 — 0, Alors [, h dm = 1.

P—00
D’ou p;, = h.m est une mesure de probabilité invariante par 7" telle que h € V et h > 0

2.3.3 Exemples et remarques
Exemple 1

Transformation linéaire par morceaux :

1
Soit T' une transformation linéaire par morceaux, on a |1" (z)| = — ot a; = m (I;)
- j
Soit ¢ la réciproque de la restriction de 7" sur I;.

On a |(0;) (z)| = —i— = o;: car T est linéaire et surjective sur chaque élément /; de la
o

partition associée, d’ou :

o0 (N @) = (1) ||

jed

On remarque que pour f =1, on a :
or(1) =2 Laj=> a;=> m(l;) =1
jed jeJ jet
Donc d’apres la propriété (vi) de 'opétrateur de Perron-Frobenius, la mesure de Lebesgue

m est T-invariante.

Remarque 2.1. La densité h de la mesure p;, = h.m invarainte par une transformation

uniformément dilatante n’est pas nécessairement strictement positive.
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2.3. Preuve du résultat principal

Exemple

La transformation T(z) = f.x +a avec B2 =B+1, B>0et a= 3
La partition de monotonie associée & T" est :{[1 = [0 H[, I, = [%, g[, I3 = [ﬁ 1]}
On note T; la restriction de T sur [;, 1 <i < 3:

Ty (z) = f.x + asur Iy,

Ty (z) = f.x+a—1sur Iy,

T5(x) = f.x+a—2sur Is.

Donc T (I)) = [e, 1], T (L) = [0.1] et T (I) = [0, 5]

Soit ¢ la réciproque de la restriction de 7" sur I_J
Comme (% = 34 1 (donc % = [ —1) alors

o1 o, 1] — [()7 #] 701($)=(5—1).m+5_35

o9:10,1] — [2%, g] ,Ug(x)—(ﬁ—l).x—i—#
o3 : [O,%} — [g, 1} ,Ug($)=(5—1).$+§.

Ona (o) (r)=(8—1)pour 1 <j <3, donc

or (/) =(B=1).(feor) L+ (B=1).(feos) Ly y+(B-1).(foos) 1 s}
Soit h ’application de I dans R, définie par

h=1 3 4+48). (g + 1) + 338+ 1) (Yzpa g +1y,
Montrons que ¢p (h) = h.
Ona:

¢T(h) = (6—1).(]100'1).1[0471]+(6—1).(h00'2).1[071}—|—(6—1).(h00'3).1[0 —1]

— [(5 —-1) % (3+4p) '1[a,1]:| + [(5 -1 % (35 +1). (1[ 052 Tz, 1])}

+

(ﬂ—l).%.(?)—{—ﬁlﬁ).l{ [[] .

5—1
v 2

= 0000 = [§0341 (1o + gap) |+ |61 5.63 00 (s + 15

E (354 1) (1250 + 12 ;1[)} -

= ¢T( ) 1 (35—1— ).ﬂ.l[o’zgﬂ[-ﬁ-é.(?)ﬁ‘Fl) ﬁl[g 1]
1
+e (35 + 1) (s o+ 1p020)
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2.3. Preuve du résultat principal
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Chapitre 3

Théoréme de Ionescu-Tulcea et

Marinescu (I.T.M)

But de ce Chapitre

Rappellons que le spectre d’un opérateur linéaire L continu d’un espace de Banach
(E,]|.]) dans lui méme, est I’ensemble o (L) des scalaires A € C tels que (L — A.Id) n’est pas
bijective, ou Id est Papplication identique sur E. o (L) est compact dans C (Voir[5] ). Le
rayon spectral est le nombre p (L) € R, tel que p (L) = sup{|\| / A € o (L)}. Le rayon

spectral de L est donné par la formule spectrale suivante (Voir [8]) :

1
p(L) = lim (L")

n

Notons A C o (L) l'ensemble des valeurs propres, dont 1’espace propre associé est de
dimension fini.

Le rayon spectral essentiel est le nombre p,,, (L) € RT tel que :
Pess (L) =inf {a € RT / VA€o (L), |\ >a : A€ A}
Si A=0,alors p,., (L) =p(L).

L’opérateur L est dit quasi-compact si on a une décomposition en sous-especes fermés,

stable par L :

E=F+H
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3. Théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (I.T.M)

ou F est de dimension finie et la restriction de L sur F' (L |r) n’a que des valeurs propres

de modules p (L) , avec
p (L) <p(L)

Dans ce chapitre on va essayer de donner une décomposition spectrale de I'opérateur de
Perron-Frobenius ¢, associé a un élément de la classe des transformations uniformément
dilatantes, et on peut déduire que ¢, est quasi-compact.

La décomposition est faite sur I'espace V, des fonctions & variation bornée dans L*(m),
basée essentiellement sur 'inégalité de Lasota-Yorke (lemme (2.3.) -c).

Le résultat général est le théoréme suivant (Voir [6]).

Théoréme 3.1. (I.T.M)

Sotent (F, ||.||z) et (L,].]|;) deux espaces de Banach sur C, avec F contenu dans L, ®
un opérateur de L dans L qui est borné par rapport & la norme ||.|| - (donc il laisse stable
F), si on a les hypothéses suivantes :

(a) si (fn),en €st une suite d’éléments de F qui converge dans L vers f et si pour tout
n>0|fullr <c, alors f est dans F et on a ||f|z <c,

O (19 (e /£ €7, 17l <1} < H <o

(c) il existe un entier ng, a < 1 et § < oo tels que

12" (N7 < a llfllz+ Bl

Alors ® n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de modul 1 :\q, ..., \, et & s’écrit alors
sous la forme : ,
D= NP+ T
i=1
ou les ®; sont des opérateurs linéaires bornés de F dans ®; (F) qui est de dimension
finie et est contenu dans F . U est un opérateur linéaire borné de F et U a un rayon

spectral p (V) < 1 dans (F,|.||z) , de plus on a :

Uo, =00 =0, ()" =d; , &;B; =0 517 # J.

Donc :

P
o" = Z)\? . ®;, + 9" pour tout n > 0.

=1
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3.1. Application du Théoréeme I'TM

3.1 Application du Théoréme ITM

On prend pour (L, ||.[z) espace (L' (m),[.l|,) , pour (F, ||| ) Vespace (V,|.],) et pour
® l'opérateur de Perron-Frobenius ¢, associé a un élément T' de la classe D, des transfor-
mations uniformément dilatantes, définie dans le Chapitre 2.

D’aprés le lemme 2.3. et le lemme 2.5. | les hypothéses (¢) et (a) sont vérifiées .
Commme 67 (Nl < 1/ I onasup{llor (Dl / £ €V, 17l < 1} < 1 don Mhypothese

(b) .
Le lemme 2.4. et la formule specrale, montre que

1 1
n n

p(6r) = Tim (|(67)"],)n < lim M

n—oo

= 1.

Notons pour tout A de C

VN =AfeV /or(f)=AS}
C’est Pespace propre associé a la valeur A et si V' () # {0} alors A est une valeur propre

de ¢ .

Lemme 3.2. ( Voir [6])
Si |Al =1 alors V (\) est de dimension finie .

Preuve. D’aprées le théoréme de Riesz [5], il suffit de montrer que la fermeture de la
boule unité (pour la topologie de L (m) induite sur V') de V' ()) est compacte .i.e., ’ensemble
X=VNn{feV /|fll; <1} est compact .

Soit maintenant f dans X, d’aprés I'hypothése (c) du lemme 2.3. , on a :

@)™ (DN, = INfll, = [IFll, < allfll, + Bl = «llfl, + 8

= |fll, < 1i (sachant que 0 < o < 1).
-«

Donc X est une partie bornée de V. ie,.X C A= {feV /|f], < % } . Dapres
le lemme 2.5. A est compact dans (L' (m) , ||.||,), i.e., X est relativement compact dans
(L (m), |-l,)

Par définition X est férmé dans L' (m), donc X est compact dans (L' (m), |.||;)-

D’ou V' ()) est de dimension finie. m
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3.1. Application du Théoréeme I'TM

Lemme 3.3. ( Voir [6])
o n'admet qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1 .

Preuve. Supposons qu’il existe une suite infinie de valeurs propres distinctes de module
L (An)pss M #FAjsii#jet [N\ f=1Vn>1.

Pour tout n > 1 soit f,, un élément dans V' (\,,) avec f,, # 0, les ( fn)n21 sont linéairement
indépendants.

On note X (n) =< fi, ..., fn > D'espace vectoriel engendré par la famille { f1, ..., f.},

X (n) est strictement inclus dans X (n+1) .

Le Lemme de F.Riesz (voir[5] et annexe) montre qu'il existe une suite (g,),,-, telle que :

g €X(n), |lgnll; =1 Vn>1letVfeX(n—1ona:lg, —fI,>3.

On a pour n,, =m ng , m € N* :

Comme 0 < o < 1 alors 3m(j) € Ntelque: Vm >m(j)ona: a™ |gl, <1
Donc V m > m (j) :

A= {5 0) | Gz m))

= [l(e2)"" (gi)lly < @™ llgill, +d-llgsll, = ™ lg;l, + d.

Ai (6r)"™ (95)

v

(60 (0)

J

<1+d.

v

Posons

et
B={fel'(m) [ |f|,<1+d}.
D’apres le lemme 2.5. B est compact dans L' (m) et comme A C B, donc il existe deux
sous-suites strictement croissantes (js), et (n,,), de (j) et (n,,) respectivement telles que

1
la suite (— (pp)"ms (gj)> converge dans L' (m) .

)\jsms s>1
On note
1 .
Us = s (7)™ (95) pour s> 1.

js
Soit maintenant f dans X(n): f = iai.f,; , alors 1 ()" (f) = zn:ozi.)\?l.fi pour tout
=1 i=1
m > 1, ie., (¢7)" (f) € X(n). Donc :

(311) Us € X(]s) car gjs € X(]s)

1
D’autre part, si f est dans X (m) alors pour tout entier p > 1: f — I (o) (f) est
dans X(m — 1) . En effet,
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3.2. Construction des opérateurs ¢,

1 [ m ] 1 i m
f=s7 @) (D = |3 Bufi| = 55 |(0r) (Z@-ﬁ)]
m [ 1=1 i L i=1
Y NI Zmﬁ?fi]
:;:jl - - m—1 s P
= | D_Biki| + Buefm = DB (7) fi = B Fim
i=1 i i=1 m

" o
= ) B (1 - (E) ) i € X(m—1).
i=1
Comme g;,,, € X(js+1), on a
(3.1.2) Gjosr — Ust1 € X(Jsp1 — 1).
Puisque X (js) C X(js41 — 1) (car js < jsy1 — 1), il vient de (3.1.1) et (3.1.2) :
(9j3+1 - Us+1) +Us € X(js1 — 1)
Comme g, ., € X(js41), d’apres le Lemme de F.Riesz on a :
01 = Ul = 9500 = (95200 = Vi) + U], 2 5.

Cela contredit la convergence de la suite (U,),. m

3.2 Construction des opérateurs ¢,

Lemme 3.4. ( Voir [6])
Quelque soit le nombre complexe A de module 1, quelque soit f dans V', il existe f dans

V tel que :

lnn [12%. (62)" <f>] 7| =0
n—00 nk:()/\ .

Preuve. D’apres le lemme 2.4. on a : sup ||(¢p)"]], =M < oo .
m>1

Donc pour f dans 'V, on a :
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3.2. Construction des opérateurs ¢,

%:::%.(%)k(f)v < oo =i e,
_ —ZH on) ()], + 5 U1,
<

LSl + L, - [CRERRIE
k=1

St M <1 alors,

M.("_l)g"_lst("_l)§1—1;»M.(”_1)+1g1.
n n n n n n

Donc
1n—1
"5 @ | =1L
k=0 v
Si M > 1 alors
M 1 M —1 1
— > — ——+—<0:>M——+—<M:>M<n >+—<M
n n n
Done
n—1 1 i}
= @0 ()| <Az,
k=0 v
D’ou
n—1
1 1 &
=Y (o) (f)|| <max(M,1) |If],-
nk: A

0
n—1 i
Par suite, ’ensemble A = { > 5F L (o) (f) / ne N*} est une partie bornée dans V'
=0
pour la norme ||.||,, donc d’apres le lemme 2.5. on peut extraire une sous-suite convergente
dans L' (m) .
1l existe donc une suite (np)p strictement croissante d’entiers et une fonction f dans

V C L' (m) telle que :

np—1
) I «— 1
lim ||| —> "= (¢0)" ()| = F|| =0
e || [ i A 1
n—1
Montrons maintenant que la suite f, = 53 55 (¢7)" (f) converge aussi dans L' (m)

vers f.
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3.2. Construction des opérateurs ¢,

On remarque d’abord que

(3.2.1) or (f) = AT
En effet, on a :
167 (Fu) = Al = = (30260 (1) = 30 2 (600 ()
"\ k=0 A k=0 A 1
Z%X%ﬂMWﬂ%fl

< @ Dl + -1

1 1 2
< — = — .
S R L I

On passe alors a la limite, on trouve :

or (f) =1
On a:
f=Fr+(-7)
Alors :
1n—1 1 N 1n—1 1 . .
fa = 23 5w @) ()= 2> 55 (0n)" (F+ (f = 7))
k=0 k=0
1n—1 1 . 1n—1 1 . .
= _Z_k' (o7) (f) + _Z_k‘ (9r) (f - f)
nisoA ar )
Rt LR [ | . _
= S T ) (T
nkzo )\k nkzo )\k ( )
_ 1n—1 1 i
= f++=D> - (60) (f =)
nisoA
1l suffit donc, de montrer que la suite lnz_:lx\ik (¢T)k (f —7) converge vers 0 dans
N k=0

L' (m). On remarque que :

(32.2) [[ Iy h <¢T>’“] (f) = ( - %) (Z " k) ) ().

" =0 k=1
np—1 o

La suite [I - % > 3F- (ng)k] (f) d’indice n, converge vers f — f dans L'(m), donc
k=0

— f est dans la fermeture de l'image de V par (I — o prise dans L' (m). Il suffit donc
)

n—1
de montrer que pour tout g de cet ensemble la suite g, = £ > /\ik (670)" (9) converge vers 0 .
k=0
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3.2. Construction des opérateurs ¢,

Si g est dans Im (I — (b—T) il existe z dans V' tel que g = (I — (bTT) (2).

A
Alors :
1521 1551
323) lal = |30 @) = |+ @0t ((1- %) o)
nk:O)\ 1 nkzO)\ 1
1521 1521
= ﬁ;oy'(q%)k (Z)_Ekzo)‘kﬂ (¢T)k+1 (2) 1
1 1
- - 2 V(QST)n(z)l 1
1 1
< ezl o) ()l S —. ||z |I1+— 2], = —.||Z||1-

Maintenant si g est dans la fermeture de Im< — ¢TT>, il existe g = ([ — ¢TT> (2), 2z

dans V tel que : ||lg—¢'|, <€ .

Alors :
1821 12221 o
lgnll, = E;F(%)k(g) = EZF(%)’“((Q—QHQ)
=0 1 k=0 1
B 1 n—1 1 . n— i o
= ﬁ ;F@T) ( - )+k_0)\k-(¢T) (9) 1
< UL ofa—g)|| + 2|32 00 )
o k:o)‘k ' 1 kzo)‘k ! 1
1no+n—1 / 1 no+n—1 1 o
<32 [@n o=, + 2| X w00 @)
=ng =ng 1
ln—l n—1 1
< D Mg=Nlh+ =D (60 (d)
n A
k=0 k=0 1
1= 1 ko
< et ;F-(%) (9" 1
et d’aprés(3.2.3)
1]t 2
k=0

Done

2
lgally < &+ = 2l

Dot pour g=f—f ona:
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3.2. Construction des opérateurs ¢,

D’apres (3.2.1) , ona : ¢ (f) = A.f donc

71, = 171, = llér (A1,

On a
or () = o (limf, ) = timoy (f,).
Or,
ol = | T35 @ ) <235 00 )
k=0 v k=0 v
= I3 e ) < 2w, = 22011,
k=0 k=0
Donc
171, = llor (DI, = imer (fa)]| < MU, -
D’ou
(3.2.4) 171, < MIfI, -
|

Remarque 3.1.

L’égalité (3.2.2) , montre qui si X\ n’est pas une valeur propre de ¢ avec |A| = 1, alors

Id — %gzﬁT est surjective.

On note f = ¢, (f), d’apres (3.2.4) , on a :

711, = llén (HIl, < M, -

Donc ¢, est un opérateur linéaire borné de V' dans V' et on a :

[oall, < M.
On a aussi, pour tout n dans N* :
1n—1 1 1n 1
w0 (| <53 | ()] < Z 11 = £l
k=0 k=0
Donc
(3.2.5) [ox (NNl < A = leally < 1.

50



3.3. Décomposition de I'opérateur ¢

3.3 Décomposition de 'opérateur ¢

On démontre les derniéres assertions du Théoreme (I.T.M) .

Proposition 3.5. ( Voir [6])
L’image de V' par ¢, est 'espace propre V (\) .
Preuve. (a) V (\) C ¢, (V) :
Soit f dans V (\) alors,

Or (f) = Af = (o) (f) = A.f Vk > 1.

On a : ) X X

1 n— 1 k 1 n— )\k B 1 n— B

gkzzop (o) (f) = Ekzoy-f = ﬁk:of =/
Donc

12721
(3.3.1) éx(f) = lim =% <5 (ér)" (f) = .
k=0

Comme ¢, (f) € ¢\ (V) alors f € ¢, (V).
() s (V) SV () )
Soit f dans ¢, (V). 1l existe g € V telle que f = ¢, (9) = h %Z% (60)" (g)-

On a:

n—1 n—
121 121 ey
oo i et ] - nzAk -
k=0

nl

— k+1
- n_|_1 Z)\-&-l ng

Mais

n—oo 1,

= o7 (0r(9) = o7 (f),

L 1 :
F(ng) (9)] = ¢ [hm EZ% (¢r)" (9)



3.3. Décomposition de I'opérateur ¢

Donc
1.1 K1 1
or(f) = Jim [ToA— > (0n) (9) — A
k=0
=i LS L Gt 0= am 2 L et
00Ty 1k:0 \F T) \g "Hoonkzo \F T) \9
= Agy(9) =Af
D’ou :
¢T(f):)‘f
|

Le résultat précedent est vrai pour tout nombre complexe de module 1, donc si A € C,
|A| = 1 et A n’est pas une valeur propre de ¢, alors :V (\) = {0} donc ¢, (V) = {0} .i.e.,
¢, =0.

Lemme 3.6. ( Voir [6])

Soit X une valeur propre de module 1, alors ¢§ = Q).

Preuve. Soit f dans V, alors d’aprés la proposition 3.5. ¢, (f) € V(N), et d’aprés
(3.3.1) , sig €V (A) alors : ¢, (g) =g donc :

ﬁb?\(f):%(f) i€, 9253:@5,\

¢, est donc la projection de V' sur V' () .

Lemme 3.7. (Voir [6])

Si et A sont distinctes alors
¢A¢u =0
Preuve. Soit f dans V', on a ¢,(f) €V done,

(3.3.2) &x (6, () eV (V).
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3.3. Décomposition de I'opérateur ¢

D’autre part, ¢, (f) € V () donc :

— ()" (0, () €V (1) Vn>1.

S
[
S|
> |

En effet , comme ¢, (f) € V (1) donc (o7)" (0, (f)eV(n) VO<k<n-1

(Uy),, est une suite d’éléments de V (1) et comme V (u) est fermé dans V' car il est de

dimension finie (lemme 3.2. ), la limite de (U,), est dansV (p) .

Or
T 3™ (00" (9, () = 63 (6, (1)
(3.3.3) Oy (0, () €V (1)

Comme V (A\)NV (u) = {0} car p et \ sont distinctes et de (3.5.2) et (3.8.3) , on déduit
que :
ox (0, (f) =0 VfeV.
Dot
¢>\¢H =0.

Définition 3.1. Soit Q) le supplementaire de é V (\) dans V', donec V = é VN)eQ.
i=1 i=1

¢y, est la projection de V' sur V ();), donc zgour f dans V' on peut écrire :

p
f=2 0N +o(f),
i=1
ot o est la projection de V' sur €} .
Et on a :
(3.3.4) or (f) = Z)\i ¢, (f) +or (@ (),
i=1

car ¢y est linéaire et ¢y (f) € V (\;) .

Posons
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3.3. Décomposition de I'opérateur ¢

Proposition 3.8. (Voir [6])

o préserve l’espace 2, donc 1) préserve aussi )

On propose la démonstration suivante :

Preuve. Remarquons que pour tout f dans V' , on a :

(3.3.5) (ér00r) ()= (¢rodn) () Vi 1<i<p
En effet :
(éx,00r) () = oy, (61 (f)) = lim iZ jk (67)" (67 (f))
1o o 1o 1
= lim nX_j SO ((00)" (1) = lim 6, [5; ¥ <¢T>’“<f>].
Comme ¢ est continu de L' (m) dans lui-méme et d’aprés le lemme 3.4. |
%k:% 6 () " 0y ().
Donc
_ 1831 o1 .
(6r,007) (f) = lim ¢r [—HA—f ]:(bT [gggo ngOA—fwT) ()

~ 3

= ¢T (Cb/\i (f) = (¢T Cb/\i) (f)

Soit donc v dans (2 et montrons que ¢4 (v) € Q :On a :

Or (6y, (V) =07 (0) =0 Vi ,1<i<p

car ¢, est la projection de V sur V (A;) et v € Q, Vi , 1 <i < p.
Donc d’apres (3.3.5) :

ie.,

Ce qui prouve que ¢ (v) ¢ [é V ()\Z)} \ {0}, donc ¢ (v) €
i=1
Comme o est la projection de V sur €2 et que 1) = ¢, o o par définition, 'opérateur v

préserve ). m
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3.3. Décomposition de I'opérateur ¢

Consquence:
On déduit que ¢, est un opérateur quasi-compact de V' dans lui-méme.
Sachant que I'image de V' par 1 est contenue dans l'espace 2 et que Q NV (\;) = {0},

on déduit que :
o =gy, =0 V1I<i<p.

Pour f dans V on a :

Donc

(3.3.6) or (¥ () =¥ (f).
En effet : ¢ (f) € Q donc o (¢ (f)) =¥ (f).

Comme 1) = ¢ o g, alors de (3.3.6) on a :

¢T(¢TOU)(f):¢2(f)7

ie.,
Par réccurence :

D’ou pour f dans V :

f= Z% f)=or(f ZA D5 () + 0 (f)

= (00)* () = ¢r (Zmi + @/)) (f) = ér (ZW& + ¢y o a) (f)
Z/\2¢A )+ ( Z)‘z% ()

Par réccurence :

1) =220 (N + 0™ ().
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3.4. Conclusion

Etona:

1(ér)™ Iy

S 1+p.

™|, = H ZA’”%

Il reste a voir que le rayon spectral p (1)) de v est inférieure strictement a 1.

1 n’a pas de valeur propre de module 1 dans V', en effet :

Supposons qu’il existe v dans V' tel que : 1 (v) = Aw et |A| = 1, comme 9 (v) € 2 alors
Av € Q, donc v € 2. Mais ¢ (v) = (¢p00) (v) = ¢p(v) donc ¢ (v) = v, absurde car
vV (N V1I<i<p.

Comme le spectre o (1)) de ¥ est compact et d’apres la remarque (3.1.) , on déduit que

p() <ec< 1

Remarque 3.2.

3|>—‘
I/\
\.)—\

p () = lim (|l¥"],)

ot p (1) est le rayon spectral de ).

Donc pour tout r > ¢, il existe k € R tel que :

(3.3.7) 1", < k™.

1
(Il suffit de prendre k = max { Iy H”, n > 1} , sachant que lim (‘W H”) "< ¢ < 1).
r

rn n—oo Tn

3.4 Conclusion

On a montré que l'opérateur de Perron-Frobenius ¢, associé & T € D est quasi-compact.
Son rayon spectral essentiel est strictement inférieur a 1: p,,, (¢7) < ¢ < 1.

On remaruge dans la preuve du Théoréme (3.1.) , si 1 est une valeur propre simple,
alors en utilisant la deuxiéme equivalance dans la définition 1.3. , on déduit que le systéme
(I, T, py) est ergodique, ou i, est 'unique mesure de probabilité invariante par T dont la

densité h est dans V.
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Chapitre 4

Méthode des coOnes invariants et

application

Dans ce chapitre issu de l'article écrit par C.Liverani : " Decay of correlations" [13], (Voir
aussi [2]), on s’intéresse a des transformations particuliéres ( Voir paragraphe (4.2) ) de la
classe des transformations uniformément dilatantes définies dans le chapitre 2. La condition
suplémantaire qu’on exige a ces tranformations est quelles soit bijectives sur chaque élément
de la partation de monotonie (i.e., les intervalles de I ou la transformation est strictement
monotone ).

On montre que telles applications admettent une mesure de probabilité invariante absol-
ument continue par rapport a la mesure de Lebesgue m en utilisant une méthode appelée
« Méthode des cones invariants ».

L’opérateur de Perron-Frobenius défini dans le chapitre 2 est 'outil commun entre les
deux méthodes (celle du chapitre 2 et celle de ce chapitre) .

Si py, = h.m est une mesure invariante par 7', on définit la fonction de corrélation par :

/I(foT”)-gduh—/Ifduh/Igduh

D’aprés la définition de l'opérateur de Perron-Frobenius :

[ 100" 1) dm—/jfhdm/lghdm‘

[ |eor @~ ([anan) dm‘.

Le chapitre précédent montre que si 1 est une valeur propre simple est qu’elle est la

Cn(f 9)= pour f et g dans L™ (m).

seule valeur propre de module 1, alors (¢7)" (9.h) — ([; g h dm) .h = ¢" (g h), sachant que
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4.1. Définitions et résultats

le rayon spectral r de 'opérateur v est strictement inférieur & 1. En utilisant 'inégalité

(3.3.7) ( Dans la remarque 3.2. ) pour ¢ < r < 1, on obtient:

Co(f.g) = / £ (g by dm| < 0" (g WL, 17 1,
< " IF 1L llg Al

ol k = max

wn

L 5 )
Tn

Par conséquent on obtient la décroissance exponentielle des corrélations.

Comme les fonctions indicatrices des sous-ensembles mesurables de [ sont dans L> (m),

alors pour tout A et B mesurables,

un ((T7"A) N B) ST M (A) -, (B) .
Cela signifie que la décroissance exponentielle des corrélations entraine le mélange expo-
nentiel. En outre la transformation 7" est ergodique (Voir généralités sur la théorie ergodique.

Chapitre 1).

4.1 Deéfinitions et résultats

Rappelons qu’on note I T'intervalle [0, 1], m la mesure de Lebesgue et par L' (m) I'espace

quotient des fonctions Lebesgue intégrables de [ & valeurs dans C sur le groupe H =

{f:1—-C/ [, |f| dm =0} muni de la norme usuelle || f||, = [,|f] dm.
Onnote f =gm —ppsi|f—gl|, =0.

Définition 4.1.

Soit V' un espace vectoriel et < une relation d’ordre partiel .

On dit que la relation < est compatible avec la structure algebrique de I’espace vectoriel
Visi:

DY f,geV ,g=3f=>0=f—g.

i)V feV, AeR 0 f=>0=2\f

i)V feV,0=fetf<0=f=0

Un espace vectoriel topologique V' muni d’une relation d’ordre partiel <, compatible
avec la structure algebrique de V' est appelé " Réseau Vectoriel".
Si de plus pour toute suite {f,}, ., € Vona: g=f,Vn>1lotge Vet limf, =
= n—od

f, alors g < f; on dit alors que V' est un "réseau vectoriel intégralement fermé ".
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4.1. Définitions et résultats

4.1.1 Relation d’ordre associée A un coHne

Rappelons qu’'un céne C dans un R—espace vectoriel est un sous-ensemble de cet espace tel
que : pour tout scalaire A > 0 et pout tout élément x de C' on a : Ax € C.

C' est dit convexe si, VA € [0,1] et Va,y € C alors (1 — Az + Ay € C.

On suppose, dans toute la suite, que {0} ¢ C.

Soit V' un espace vectoriel topologique, et C' C V un cone convexe avec C'N —C # () tel

que C'U {0} est fermé, on définit la relation d’orde =< associée a C' par :
f2geg-feCu{o}.

On remarque que V' muni de cette relation est un réseau vectoriel et comme C' U {0} est
fermé alors V' est intégralement fermé .

On définit ainsi sur C' la (pseudo)-métrique projective © appelée métrique de Hilbert :

a(f,g) =sup{Ae€R" /X f =g}

B(f,g)=inf{peR" /g=pu f}

sun [ ]

Silensemble {A € Rt / X f < g} (resp: {p €RT / g < p f})est videalorsa =0 (resp : /3

Cette métrique de Hilbert est une pseudo-métrique car elle peut prendre la valeur oo, elle

est projective car la distance entre deux éléments coléniares est nulle. On a le théoréme

suivant (Voir [4])

Théoréme 4.1. Inégalité de Birkhoft (Voir [4] ou [15])

Soient V| et Vy deux réseaux vectoriels intégralement fermés et T : Vi — Vs une applica-
tion linéaire.

Soient C1 C Viet Cy C Va deux cones convexes, tels que T (C1) C Cy, et notons ©; la
métrique de Hilbert associée a C;, i =1, 2.

Posons A= sup O (f,g) . Alors :
fagET(Cl)

0u(1 (). T (o) <t (). €1(09)  ¥g e

(tanh (c0) = 1)
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4.1. Définitions et résultats

Preuve. Soit f, g dans (f,
Sia(f,g) =0o0upB(f,g) = o0, alors le résultat est immédiat .

S0 (f,9)#0et §(7,0) # 00, 01(f.9) ="
Onaaf <getf =g, en effet :

onaa =sup{A € R" /X f < g} donc il existe une suite de nombres réels positifs {\, },,
1

1
telle que \, — « et vérifie A\, f < ¢ ce qui implique que f < " getona: lim)\— g=—g.

1
Comme V; est intégralement fermé alors f < —g d’ou af =< g . De méme pour 5f = g
Q
SiA=o0 :
af 29g=0=g—af donc g —af € Cy ce qui implique que T (g — af) € Cy d’on
0=T(g—af)=aT(f)=T(g).

Comme Sf > g, on a

T(9) 2 BT (f).
Donc o/ (T'(f), T (g9)) =sup{A€RT /AT (f) =T (9)} > et
B(T(f),T(9) =inf{peR" /T (g) 2puT(f)} <8 .

D’ou é < p alors, ©y (T'(f),T (9)) :ln—ﬁl glné =0 (f,9).
(6 (6] (6] (0
SiA<oo:

Ona g—af =0et ff —g=0ie, g—af € Cy et ff —g € C;. Par définition du

diametre A, on a :
O (T'(g—af), T(Bf—9g) <A.

Par suite il existe et A avec © > A > 0 tels que :

NT (g —af) ST (8f ~g) et uT (g~ af) =T (8] —g) avee I’ <A,

AT (g—af) 2 T(Bf—9) = AT (9) = AT (f) 28T (f) =T (9)
= AXT'(9) + T (9) 2 BT (f) + AT (f)

= T(9)(A+1) 2T (f)(B+ )
N

TR () =T ).

Avec le méme calcul on trouve




4.1. Définitions et résultats

D’ou
B+l B
(6+Aa) (p+1) (5 +A) (n+1)
0 (T(f),T(9) < Wmzfs=n =73
o (B + par) (A+1) (E+p)(A+1)
B e®1(1,9) 1 )\ 14+
o ne®1(fag)+ﬂ_ nl—i—,u.
Comme )
e’ +
d|In
( e““ru) e (p=A)
dx (em + \) (e” 4+ p)’
donc
©1(f.9)
<lp—" .
0 (1 (1), T (o) <l gy o~y = [ S
0
Or,
T (, 1-2
(4.1.1) =2 < 2 (voir annexe)
@ (1 )
o
Par suite \
1—2
(T (f),T(9)) <O1(f.9)- —
(1+2)
m
Or

1-2 1— e 2(im%) In &
£ = ¢ : - —tanh(h>.
(1 + ﬁ) 14 e 2(im%) 4

Lemme 4.2. (Voir [4], [13])

Soient V' un réseau vectoriel intégralement fermé munie d’une norme ||.|| et C un cone

conveze de V .

Supposons que Vf,g €V on a :

—f=2g=2f=1fl=l9gl-

Alors, pour f,ge€ C CV telles que ||f|| = |lg]| , on a
If =gl < (Y9 —1) || -
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4.2. Mesure invariante

Preuve. On a O(f,g) = lng et d’aprées la preuve du théoréeme précédent af < g et
Bf = g, donc
—g=20=2af 2g=alfl<|dl

comme || f|| = ||g]| alors @ < 1. De méme de l'inégalité (5 || f|| > ||g|| on en déduit que
B =>1
D’ou

g=f=2@B-D.f2B-a)f,

g—f=(a-1).f==-B-a)f,
et
—B-a)f2g—f=2(B-a)f.

Par hypothese on a :

lg = Il = 18 =) fll = (6 =) [IF]-

Comme o < 1 alors :
b —«

lg = fII <
«

LA

lg - £l < (é - 1) 1Al = (299 1) 7]

(0%

4.2 Mesure invariante

Les applications de l'intervalle, de la classe des transformations uniformément dilatantes,
qu’on va étudier dans cette section vérifient les hypotheses suivantes :

(H1) T est définie de I dans lui méme, telle que il existe une partition finie (I;),,,
pour laquelle on a :

V1<j<n:Testbijective de I; dans I et la restriction de 7" sur I; se prolonge en
une application de classe C? sur E .

(Hy) min inf |77 (z)| > 4§ > 1.

1<jsn ze T;
On se place dans le cas o n = 2 sachant que les résultats se généralisent & n quelconque

sans difficulté supplémentaire.
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4.2. Mesure invariante

Soit T : I — I vérifie les hypotheses (H;) et (Hs) avec n = 2.

L’opérateur ¢, de Perron-Frobenius associé a 1" est défini par :

2
or ()= X (Fe 1) | (@
Soit C'(I) I’ensemble des applications continues sur I, muni de la topologie de la con-

vergence uniforme.

On propose le résultat suivant

Proposition 4.3. i) Si f € C (1), alors ¢, (f) € C (I).

it) ¢p est un opérateur continu de (C (I).].||,,) dans lui méme.

Preuve. i) Soit f dans C'(I), on a :

2

or (1) =X (o1 |(x7)].

Comme T; est de classe C? sur I; pour i = 1,2, alors T/ est bornée sur I;, ce qui implique

que les applications Ti_1 et (Ti_l)/ sont continues sur I.

2

Done o7 () = 32 (foT7) . [(T7Y)
i=1

it) Soit f dans C (I) telle que ||f ||, < 1;

est continue sur I.i.e, ¢ (f) € C' (I).

or (N = |5 (Fem) (1)
< Rl(Fen | |@
< M e 2| (T
< X|@)
Or,
T (z)] >0 >1 Vxel,
Donc )
or (NI < L] (@] < 52
D’ou .
lér (Nl < 52
|
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4.2. Mesure invariante

Soit @ dans R*.. On définit le sous-ensemble C,, de C'(I) par :

Co={rec() /¥ayel, [(@)>0et £ < ctlvl}

(y

=

On remarque que C, est un cone convexe et que C, U {0} est un fermé dans C' (1) pour
la topologie de la convergence uniforme. D’aprés la section précédente C' (I) est un réseau

vectoriel intégralement fermé, muni de la relation d’ordre ” <7 définie par :

frgeC(): fRgeg—feC,U{0}

Lemme 4.4. (Voir [15])
Soit o € ]%,1[ .

71 ! T

SiaZ% ot D= sup (Z ) (z)
el

1€{1,2}

, alors @ ¢ (Cy) C Coy.

’

(77) (@)

(]

Preuve. Soit g dans C, et x,y € I, supposons que = < .

D’apres I’écriture explicite de 'opérateur ¢, on a :
2
(4.2.1) 6r(9) () = X (90T (@) |(T7) ()] vVael

L ’égalité est partout car g et continue et 7, ' est définie sur I.

On remarque que ¢ (g) (x) >0 Vz € I, car g > 0. Comme g € C, alors:

(4.2.2) T @)1 )

= (7 (@) <g (T (y) . el @17 Wl
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4.2. Mesure invariante

On a alors
onto) ) < X [o(T ) O]y @)
- PP (T[I)/(az)‘
= >9(T7' (y) T @)= )] ‘ / T ()
(1) <y>\’ o)
] N—
= 0T W) (T ()] el @) ‘( _1), ‘
() W)
< ;g (T;l (y)) (Tfl),(y) T @) -1 )| e‘ln
y (Tfl)//(i)’
: (17 (©|ac efw RN

= YT W) |(T7Y) )] -

< Yo (I ) |(@) )] e e ePley

ron 2r@)(@) oalz—y|
Dot 5 gm < ¢ .

D
c—6" 1"

Dans toute la suite nous fixons a € RY et o € H, 1[ tels que a >

—~
3
_
S—
—
B
N
|
-~
=
~—~
=
—
N—
—
<
~

Le lemme suivant nous permet d’avoir une écriture explicite de la métrique de Hilbert

associée a C,.

Lemme 4.5. (Voir [15])
Soit © la métrique de Hilbert associée a C,. Alors pour f,qg€ C, on a :

1 sy (e"e=¥lg (y) — g () (e*™If (u) — f (v))
Of:9) =In Su T = F @) (@l (w) — g ()

uFvel

Preuve. On a pour A € R

{ g(@)=\f(x) >0Ve el
g(x) = A (z) < e (g (x) — Af (2)) Va,y €T

9@ > N vrel

7 vlg(y)—g(x)
I )= f) = N VY €1

Af 2 g&
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4.2. Mesure invariante

Comme « (f,g) =sup{A € R"/ A\f < g}, on en déduit que :

= min < in w in ea\x*?ﬂg ) ~g(x)
a(f,g) = {xeff‘f (z) z:;szfealx—ylf (y) — f(x) } '

Montrons que « (f,g) = mf ;I‘zj]g‘—m
xiy

Soit zg € I, tel que :
g(xo) . .g(z)
Flan) (@)

car g et f sont continues est positives.

YV € I tel que x # x¢, on a:

g (y) —g (@) _ erolg (o) — g ()

T e e e e Tl
a#y
Or
ey (mg) —g () _ €TSS (@0) = 3 (@)
eclr=wol f (zo) — f (z) eclr=wol f (zo) — f (z)
el B (@) - §3 @) _ g (a)
ellrmlf (wo) — f(x)  f(x)
donc o=ulg (y) (z) (x)
L g ly)—g(x) _ gl
zﬁzée”‘yf RGN G
Do g ()~ g() _, 9(@)
‘ ea:c—yg y)—g(x . g
;Eefjea|m—y|f (y) o f (.CC) S ;Iégf (.CU)
TH#Y
et par conséquent oyl
e e Vg (y) — g (@)
a(f.g)= inf —r A (y) — f(2)
TH#Y

D’une maniére analogue on trouve :

5(f.q) = sup e lg (v) — g (u)

wweref (v) = f (u)’
UFU

D’ou

T o sup (evl=vlg (1) — g () (™I f (u) — f (v))
a(f.9) wper (€ 7Yf (y) — f (2)) (el=vlg (u) — g (v))

z,yel
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Sous les hypothéses du lemme (4.4.) , on a le lemme suivant :

Lemme 4.6. ( Voir[15])

A= sup O(f,9) :2lnif—g—l—20a
(£,9)€Csa

Preuve. Soient f,g € C,, C C,, d’apres le lemme 4.5. , on a :

g W) — g (@) (e (w) — f (v)
OU)29) =In SUp T F (y) = 7 (@) (@7 g (u) — g ()

z,yel

eton a:

oa|u—v\eoa|m—y|

IN

€
(ea\x y| — eoalz—yl (€a|u v _ goalu— fu\)

( alr—y| __ fo'a|:1: y| ( alu—v| —e —oalu— v|) )
oa

IN

(ea\x y| — eoalz—y
(1 — e-a4o)la=vl) (1 — (o +Dalu-])
(1—6 a(l—o)|z— y\) 1 — e—a(l—0)|lu— v\)

20a

)
)
) (€a|u v| _ goalu— fv\)
(
(

Soit I’application h (z), z > 0, définie par :

(1 _ e—(l—l-O')z)
h(z) = (1—e (-2

1+o0
l1—0

h peut se prolonger en une application de classe C* sur ]—o0, 0] en posant h (0) =
et A’ (0) < 0.0n a pour z > 0 :

6—22

h, (2:) - (1 o 67(170.)2)2 (_20 + (1 + U) e(l—o’)a - (]. — U) 6(1+U)a) .

On pose hy (2) = (=204 (1 +0) el =% — (1 — 5) e0+9)9) . Pour z > 0 :hg (z) < 0, car
hg (O) =0et
h6 (Z) _ (1 o 0_2) (e(l—o)a . e(l—i—a)a) <0

donc /' (z) <0,Vz > 0, ce implique que h (z) est décroissante sur |—oo, 0], par suite

—_

+

Q

h(z) <

—_
q .
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4.2. Mesure invariante

Pone —a(14o)a—y] ~(o-+Dyalu—| 2
(1_6 )(1_6 )820a< l+o e2aa.
(1 _ efa(lfo)|zfy|) (1 _ efa(lfo)|uf'u|) — 1—0
D’ou )
(g (y) = g () (e "Uf (w) = F (v)) _ <1 + 0’) 200
(el f (y) = f (2)) (e?=vlg (u) =g (v)) ~ \1—0 '
]
D’apres le lemme 4.4. | le lemme 4.6. et en appliquant le Théoréme 4.1. , on a :
(423) @(¢T(f)7¢T (g)> SA@(fag) vf?.geca

avec A = tanh (%) < 1.

On remarque que A depend uniquement de 9 et de D. Pour minimiser le diamétre A on

choisit ag = —2— , et cela aprés un bon choix de o = oy.
) ’
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4.2. Mesure invariante

Théoréme 4.7. (Voir [13])
St une transformation T : I — I vérifie les hypothéses Hy et Hsy, alors :
T admet une mesure de probabilité invariante ,; absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesqgue m. De plus la densité h de p,;, est continue et strictement positive sur

I.

Pour montrer l'existence d’'un point fixe non trivial de 'opérateur ¢,, on utilise la
contraction formulée dans I’équation (4.2.3) , en itérant une infinité de fois le comne Cl,
sous ’action de ¢, qui donne ainsi, une contraction exponentiel. Cela nous permet d’avoir

une intersection, de la famille des fermés emboités {(¢r)" (Cq, U {0})} réduite a un

neN»
seul point, qui est le point fixe. Par conséquent ce point fixe sera la densité d’une mesure

invariante par 7.0n détaille la démonstration donnée dans [13] dans la preuve suivante :

Preuve du Théoréme 4.7. Soit f € Coy C C'(I), avec [, f dm =1.
Montrons que {(¢7)" (f)},cy €st équicontinue (voir annex pour la définition d’une partie
équicontinue).

Remarquons que pour g € C,, on a

M S €a0‘$—y| S eao ijy e ] .
9(y)
Donc
g(x) < e*g(y) Va,yel,
[o@ dy < e [gt) dy=enfgl, vaer
I I
D’ou

g(z) <e®.|gll,Vr el

Et par conséquent
(4.2.4) lglf oo < e®Jigll; -

Comme {(¢7)" (f)},en € Cap, €t d’aprés la proporité (iv) de l'opérateur de Perron-

Frobenius (Voir chapitre 2), alors

(4.2.5)  [[(&r)" (Nl < €. l(er)" (Nl = 6“”-/}(%)” (f) dm = e““-/ff dm = .
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4.2. Mesure invariante

Donc Vx € I, 'ensemble A, = {(¢7)" (f) (z) / n € N} est relativement compact dans
R pour la topologie usuelle.

D’autre part;

(6r)" (f) (z) < e (67)" (f) (y) Yo,y € I et ¥n €N,
Done (¢7)" (f) (@) = (7)™ (f) (y) < e (00)" (f) () = (60)" () (%),
Dou (¢7)" (f) (x) = (67)" (f) (y) <

(e — 1) (60)" (f) ()
(e — 1) (7)™ (F)ll

IN

L’inégualité (4.2.5) implique que

(6r)" () () = (62)" (f) (y) < (el = 1) e™.

Or,
aolz—yl
etolz—ul _ 1 = / et d¢ < ag |z — y eyl < g0 |z — y|e.
0
Donc
(o))" (f) (z) = (o) () (y) < ag.*®. |z —y| Va,y€l,VneN.
D’ou

(&) (f) () = (61)" () ()] < ap.e**. |z —y| Vz,y eI, ¥neN.

Par conséquent {(¢7)" (f)}, oy €st une partie équicontinue dans C' (1), d’apres le Théoréme
d’Ascoli (Voir [5] et annexe) : {(¢7)" (f)},ey est relativement compact dans C' () pour
la topologie de la convergence uniforme.

D’ou il existe une sous-suite {(¢7)™ (f)}en de {(07)" (f) }oen €t h € C (1) telle que :

(4.2.6) [(62)™ (f) = hll = 0

Comme C,, U {0} est fermé dans C (1) pour la topologie de la convergence uniforme,
alors h € C,, U {0}.

Montrons maintenant que |[(¢7)" (f) —hll; — 0Oet que [;h dm =1

On a pour fi,foe C(I): o

—fi 2 o2 iz i-eC,U{0}=0Z fi—f
= 0< fo(x) < fi(z) Veel

D’ou pour la norme |||, sur C' (1), on a: ||f2|l; < |If1ll;-
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Comme [[(¢7)" (), = J; (@) (f) dm = [, fdm =1 Vn € N, alors, d’apres le lemme

4.2.,ona:

l@r)™ ™ () = ()" (F)]], < (L™ e D) _ 1) g,)" (£,
_ (ee(<¢T>"+m<f),(¢>T>”<f>) _ 1) '

On applique l'inégalité (4.2.3) au terme © ((¢7)" ™ (f), (¢7)" (f)), on trouve

[@r)™ ™ (1) = ()" (], < (eATVO@rtem et 1)

(n-1)
et A1

IN

Or,
A=D A
ACTDA :/ e€ de < ADAATTVA < A= AATIA,
0

Par conséquent, pour n,m € N
(@)™ ™ () = (ér)" (N[l < A" A4,

Ceci implique que la suite {(¢;)" (f)},, est de Cauchy dans L' (m) . On peut donc trouver
g € L' (m), telle que : (¢4)" (f) |ﬂ)1 g

Comme ¢ est continu de L' (m) dans lui-méme, alors :

(4.2.7) or(9) =9
Or, d’apres (4.2.6) :

1(62)™ () = Blly < 62)™ () = Blls =0,

donc g = h.
On a,
[ 6o ) dm— [am| <1660 (1) -l = o
et comme,
/(%)”(f) dm:/fdmzl Vn € N.
I I
Alors

/hdmzl.
I

D’apres la propriété (vi) de 'opérateur de Perron-Frobenius ( Voir Chapitre 2) et I’égalité
(4.2.7) , on déduit que la mesure p;, = h.m est une mesure de probabilité invariante par 7.
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4.3. Décroissance des corrélations

4.3 Décroissance des corrélations

La section précédente montre que si 7" vérifie les hypotheéses (H;) et (Hs), alors elle admet
une mesure invariante absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue m. On la
notera yi;, = h.m, sachant que h € C,,. On montre maintenant la décroissance exponentielle

vers zéro lorsque n tend vers I'infini de la fonction de corrélation :

/I(foT")-gduh—/Ifduh/Igduh

On considére alors le cone suivant

Cn(f,g9) = pour f et g dans L™ (m).

Co,={g9eC() /g(z)>0,Vxel}.

C'; est convexe et fermé dans C (1) pour la topologie de la convergence uniforme.

Comme la convergence uniforme implique la convergence simple, alors C' (/) muni de la
relation d’ordre associée au cone C', est un réseau vectoriel intégralement fermé.

On note O, la métrique de Hilbert associée a C',..

L’identité Id est une application linéaire de C' (I) dans lui méme et vérifie : Id (C,,) =

Cuy C C4 , ou O, est le cone utilisé dans la section précédente.
L’inégalité de Birkhoff ( Théoréme4.1. ) implique que pour ¢; et g dans Cy,:

(4.3.1) O+ (91,92) < O (91, 92) -

Un calcul analogue que celui de la preuve du lemme(4.5.) , montre que :

s 9L (8) 92 (9)
43.2) Orlong) =l b ) 2 ()

La décroissance exponentielle des corrélations C,, (f, g) est donnée par le théoréme suiv-

ant.

Théoréme 4.8. ( Voir [13])
Il eziste ¢ < 1 et K,r € RT, tels que pour tout f € L' (m), pour tout g € C* (I) :

/I(foT”)-gduh—/Ifduh/[gduh

ou C (I) est I’ensemble des fonctions continues et dérivables sur I.

Cn(f,9) = < KL lglly + 7119 lle)
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4.3. Décroissance des corrélations

Preuve. Soit g € Cy,, comme h > 0 alors : [, g duy, = ||g.h[l; # 0 et comme [|h]|;, =1
par définition.

Donc,

g.h n
lg-Rlly /(foT)-gduh—/fduh/gduh
Hg-h”1 I I I

g.h g.h
= | fwor i dm— [ dn [ S dn g0)
J ey i | Mol 1
o g.h / / g-h
< foT™ . ———dm— [ f.hdm | —=— dm||gll. |7
oo 1, o], 1

- T” d h d
oy g dam = [ nam [ I dm ol

Hgflll’ donc ¢ € Cyy(car h € C,,). On remplace dans (4.3.3) , on trouve

(4.3.3) C, (f,9) =

Posons ¢ =

Cn(f,9) <

/(f o T") . dim — /f-h dm‘ gl
I I

D’apres la définition de l'opérateur ¢, et ses propriétés, on a :

Jory g dm= [ 1 @n (o) dm= [ § (@) (2) dm

Colfig) < /(foT”)sodm /fhdm‘HgH

= [+ €@y an— [ snaniol,

= | [ e en-ni 5 ol

Donc,

Comme h > 0, alors

(43.4) Cathia) < | [ Wn (@) =11 £ dm ol
- | [ —1} b 1 dm| ol
< |2 ] wanonan ol

Majorons la suite réelle ’

(@)™ (¥) .

[e.o]

On a:
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En utilisant (4.3.2) on déduit que Vz,y € I :

(4.3.5)
-onterrom) (@ D6) (6 D) _ foerrim) (@ () 6)
h(y) - h(x) B h(y)
Comme

[ @0 @0 - ham = [ ()" (enam-1= [oim-1=0

et sachant que Vn € N : ((¢1)" (¢)) — h est continue sur I, on en déduit que

Vn eN, Jy, € I tel que ((o7)" (¥)) (yn) = h (yn) -
Remplacons dans (4.3.5) y par y, :

oo om < () D) @) _ o o @m vy e
h(z) - ’

e=O+H(@r)" )k _ 1 < ((¢r)" (9)) (=) 1<+ @)@ 1 yrer,

h(z)
et
B <€®+((¢T)"(<p),h) B 1) < ((¢T);: ((;7))) (z) 1< e®+@n)"@h) _ 1 el
D’ou
(43.6) H (¢T);: () 1” < O+ @m) _ 1,

Comme 2a¢ > ag = Uo%_f, et d’apres le lemme 4.4. , on a ¢ (C(zao)) C Coy(2a0)-

Le lemme 4.6. implique que

A= sup @(f,g):21n1+

0o
+ 40'0&0
(fvg)eco'(Za) 00

On applique (4.3.1) , (4.2.3) dans I'inégalité (4.3.6) , on trouve
HM _ 1H < O @) @) _ | < O (@) _ 1
h o -
< ATV OGN | ] < ATV A

Ar=1) A
_ / e de < A(n—l) A eA(”*l) A < A(n—l) A eA*1 A7
0

A
ot A= sup O(f, g)—21n1+"°+400a0 etA—tanh( ) <1
(f g)eca(Za) 4

[6)
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De (4.2.4) et (4.3.4) on déduit que pour tout f € L' (m) et pour tout g € C, :

/I(foT”)-gduh—/Ifduh/lgduh

e 1

AEA AR 9l
n— -1 .a

< ATPA N AR gl
n— -1 .a

= A"PA AT AR f gl -

(4.3.7) Cn(f.9)

IN

Soit maintenant g € C' (), g > 0 et g dérivable par morceaux (i.e., Il existe une partition

finie {Ji}, <1<, tel que g est dérivable sur chaque élément de la partition).

On note : [|¢'[|, = max {supglJr (z) , supg_ (m)} < o0, ott g, (z) (resp : g_ (v)) est la
dérivé a droite (resp : a gauclfee)l en . “

Posons g, = g + ph, ou p est une constante dans R .

Pour montrer que 'inégalité (4.3.7) reste vrai pour g € C' (), g > 0 et g dérivable par
morceaux, il suffit de montrer que g, € C, en trouvant un p, convenable.

Calcul de py.

Ve,y e I, x >y,ona:

g(z) + peaoao(:vfy)h ()
9(y) + ph(y)

90 () _ g(x) + ph(z)
9, () gy)+ph(y)

<

Notons 9 (x,5) = g (z) + pe?°®@=¥ ] (y), alors

ln(l/f (z,9)

95 () ) — (@) —Ingy(y)

(4.3.8) 90 @) "\ g0 ()
90 ()
Ona:
L (o) =0 () + povaoe™ I (y).
Donc
Inp (x, y) —In 9p (?J) = /yx g' (a:) ki pa;cz((zz;o(e_y)h (y) de
e,
y Y (g, y)
Comme
) (e,y) = g () + pe”CVh (y) > pe”EVh (y),

alors
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4.3. Décroissance des corrélations

/“” !g’ (z) 4 pogage”®®EYh (y)]
de
Yy

In®y (2,y) —Ing, (y) < Y (e, y)

_ / g’ (z) + pooage”®®@EVh (y)|
N Yy

peoe0 &=V (y) o

Il vient de (4.3.8)

< [H!J’Hm +an0} (z —y)
ph (y)
9p () < e[”fél';f +an0} (a—y)
9p (y) N

. : _ l9'le 1 llg'lloo
Par suite pour que g, € C,,, il suffit de prendre p = sytg) Waolt ) WA (ao(lﬂo)) .

De (4.3.7) , on déduit que pour tout g € C' (1), g > 0 et g dérivable par morceaux telle

que |||, < oo, et f € Lt (m) :

IN

<

/I(foT")-gduh—/Ifduh/Igduh

J o) (= o) du = [ 1 d [ (9, h) iy

J o g dun= [ £ du [ o, du|+| [ (roT) ot dus = [ £ [ oh

I I I
n— -1 .ay n— -t -@
AEA e AR S llglly + pllRl] = AT A eR T AR £ (llgll, + o]

+

1 2

Comme g, = g + ph, on a ||g,||, = ||gll; + p, en posant o = T as@ ooy 1l vient

(4.3.9)

Co (f9) <A™ A 2220 £ gl + allg'll.] -

Enfin, soit g € C' (I), alors g = g1 — g5 telle que g; > 0, g» > 0, g1 et go sont dérivables

par morceaux (et on a |g| = g1 + g2), on déduit de (4.3.9) :

IN

IN

IN

/I(foT”)-gduh—/lfduh/lgduh
Jror o dun = [ £ au [ o +| [ (roT) g0 s~ [ 1 [ o0

At A AT A gl + el + o)l + gl
AT A M A2 7] gl + o g + @ lgpll

AT A M2 £ (g, + 2a g ).

A (A7 e ) ) (gl + 2alg'll)-

+
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Don,V f e L'(m),VgeC(I):

/I(foT”)-gduh—/Ifduh/Igduh

avec ( = A, K = A1AeM 12e2% o 1 =20, m

Cn (f.9) = < K fI gl +7119'o) -

Le mélange exponentiel

Rappelons que le mélange est donné par la formule suivante :

pun ((T7"A) N B) ST M (A) -y, (B)

pour tout sous-ensemble mesurable A et B de I.

D’apres le Théoréme 4.8. , pour tout f € L' (m) et pour tout g € C* (I) :

/I(foT”)-gduh—/Ifduh/Igduh

ot C' (I) est 'ensemble des fonctions continues et dérivables sur I.

< A" (A7t ac e ) |17 (gl + 20 1))

Soient ¢ et ) dans L™ (m) avec [, ¢ du, = [, ¢ h dm = 0.
Comme C" (1) est denxe dans L' (m) pour la norme ||.||; = [;|.| dm, alors il existe une

suite {¢; },.cy dans C* (I) telle que :

|y — @Z’Hl k__’m 0

On peut supposer que
(4.3.10) oy, — ¢l < A¥

Calcul de C,, (p, 7).
On a

C. (o) = /<on”> ¥ dpy

= /(on") ¢duh—/(s0oT") (1 duh+/(s0oT") Yy dpy,

= | [oor) w-w) i+ [ (ooT") vy du,

< [ieoml 1w-w) dnh+\/<¢oT”> by i

< el s — i, + ] [ ot v am,
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4.3. Décroissance des corrélations

D’apres le Théoreme 4.8. et d’apres (4.3.10) , on trouve

Co (0,9) < Nlolloo A + A flglly (lilly + 7 1l )

Pour f e L™ (m), posons p = f — [, f du, et ¢ = g € L> (m), donc

6o = |[eor vam|=| [ (1= [fam)or) g,
— /foT"gduh—/I(/Ifduh>gduh
— /foT"g duh—/lfduh/lgduh

< llplls A%+ A7 (AT AT A2 0) gl (], + 20 L)

D’ou, pour tout f et g dans L™ (m), on a C, (f, g) converge exponentiellement vers 0.

Par conséquent, on obtient un mélange exponentiel, ce qui signifie (Voir : paragraphe (1.1) ),
que pour tout sous-ensemble mesurable A, 7™ (A) devient, plus rapidement, asymptotique-
ment indépendant de tout autre sous-ensemble B. En particulier, le systéme (I, T, pu,,) est

ergodique.
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Conclusion générale

L’importance de la propriété stochastique, qui est la décroissance des corrélations, a fait
I'objet de plusieurs recherches actuelles dans le domaine des systémes dynamiques chao-
tiques. Dans notre travail, on a présenté deux méthodes analytiques, qui aboutissent &
un résultat assez suffisant & propos de cette propriété stochastique concernant des classes
importantes des systémes hyperboliques. Dans la littérature, il existe plusieurs types de la
décroissance des corrélations : Exponentielle, Strictement Exponentielle, Polynomiale,...etc.
Dans notre travail, on a rencontré une décroissance des corrélations de type exponen-
tielle, cela en utilisant un outil principal assez fréquenté, qui est 'opérateur de transfert
de Perron-Frobenius. Plusieurs auteurs de notre temps, se sont mis au travail sur ce genre
de recherches.

Le type "Exponentielle" de la décroissance des corrélations, a était complétement étudier
en 1998, dans les travaux de Lai-Sang Young [23]. Une année apres, le méme auteur dans
[22] a présenté une étude, basée sur le Temps de Retour et L’ensemble De Référence, et
sans utiliser 'opérateur de Perron-Frobenius a pu détecter, dans le cadre des systémes hy-
perboliques, plusieurs types de la décroissance des corrélations. En donnant un exemple de
transformations dilatantes avec des points fixes neutres, il montre une décroissance poly-
nomiale des corrélations. Principalement, dans ses travaux, le type de la décroissance des
corrélations d’un systéme hyperbolique est déterminé par le temps de retour.

On peut aussi avoir des résultats stochastiques sur des systémes méme qui ne représentent
pas la propriété de " [’hyperbolicité" et cela en utilisant une méthode appelée " Méthodes
des schémas inclus". Citons les travaux de Y.Pessin et S.Senti [17], o ils montrent 1’état
d’équilibre d’une classes de transformations dérivables sur l'intervalle, la notion de I’état
d’équilibre est capitale en physique statistique.

En perspectives, il est intéressant de déterminer des classes de ce type de transformations, en
trouvant des conditions suffisantes (vérifiées par cette classe de transformations) pour avoir
I'unicité de la valeur propre 1 de 'opérateur de Perron-Frobenius sur le cercle unité et que
cette valeur propre soit simple, en se basant sur les résultat du Théoreme de Ionesco-Tulcea
et Marinescu étudié dans le chapitre 3, voir par exemple les travaux de F.Paccaut [16]. Cela
permet d’avoir la décroissance des corrélations et le mélange.

On remarque aussi que I’ensemble des fonctions, dont le nombre de points de discontinuités
est fini, est stable par 'opérateur de Perron-Frobenius associé a une transformation uni-

formément dilatante de la classe D définie dans le Chapitre 2. Un bon choix de la norme
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Conclusion générale

sur cet espace ( Qui le rend complet et vérifie I'inégalité de Lasota-Yorke) nous permettra

d’avoir une mesure invariante avec plus de régularité sur sa densité.
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Annexe

Proposition

Si la mesure de Lebesgue m est T-invariante telle que T : [0,1] — [0,1] soit continue et

injective, alors T est la fonction identique sur [0, 1]

Preuve. supposons que 7" # id donc il exsiste z; € I tel que T(z1) £ x1 (ou
bien T'(z1) £ x1), et d’aprés le théoreme du point fixe, il existe aussi un point zo de I
tel que T'(zy ) = o supposons donc que T'(z1) § w2 et posons A = [I'(x1),25 | donc
T A) = [T YT(x1)) , T (xy )] = [z1,22 |, car T est injective et continue, et on a
m(A) #m(T1(A)) . =

Preuve des inégalités (1.2.1) et (1.2.2)

(i) Soit 0 = a3 < az < ... < a,, = 1 une subdivision finie de I , alors
Jlm e Navec 1 <l <m<n tels que: (a;)yc,y C[0,a, (ai)< <, C [a,b] et

(ai)m< i<n - ]b7 1]
donc :

m—1
Z | f (@is1) Loy (@ir1) = f(a;) Ly ()] |f (a;) — 0] + Z |f(aiz1) — f(ai)| +]0— f

< |f (@] +f (@) |+Z|f ai1)
< |f<a>|+v*(f,[a,b1>+|f<>\

On passe au supremum sur ’ensemble des subdivision de I ,

= vy (flay) <o (f,[a b)) + [f (@) + |f (B)]

donc
(i7) Va € [a,b] on a :

1f (@) =1f @I+ [F O =1 @] < 1f (@) = f @)+ [f () = f(2)]
v (f 5 [a, b))

IN
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Annex

= [f (@ +[fO) < v (f ;e b)) +2[f (2)]  Va € a, 0]

= | @+ )] < v (f o b) +2 inf (If (@)

z€la,

Preuve des inégalités (1.4.1) et (1.4.2)

(1) Soit 0 = a; < ag < ... < a, = 1 une subdivision finie de I , alors

n—1

S 1079) (0ce2) — (79) (0] = D 1(F9) a1s) — Flacin)oe) + Flacn)oes) — (o) ar)

=1

n—1

= 3100 () — (F9) (@] < 3 1(F0) (1) — Flass)g(as) [+ Flasen)gla) — (F9) (a)

< S 1wl (o) — (@)l + 3 lo(@l 1 (an) — far)
<l X looisr) — 0(@)] + ol Y- 1Feisr) — F(@)] < 1l ve(9) + gl ()
= 0 (79) < Il (o) + gl ()
= 0(79) S 0 (79) S Il ve(9) + gl )
d’ou

v (f9) < Ifll v(9) + llgllo v(f)

(72) On a pour tout x et y dans [

F@]— 1fW)] < 1£(@) — F@)] < va(f)
= / (@)l dy - / F@)ldy < / w(f)dy
S 1F@ = I 1, < ()

= [1fllee <o)+ 1y
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Comme pour tout application A telle que h = f m — p.p, on a :

[flloe = IRl et (1 My = lIAll;
donc
= ([ flloo < velh) +1f
d’ou

[flloe < o)+ WSy =111,

Théoréme de Lebesgue [5]

Soit { f,},>; une suite de fonctions dans L' (m) . On suppose que

(1) fn converge m — presque partout sur I vers une fonction f.

(i1) 1l existe une fonction g € L' (m) telle que pour chaque n : f, (z) < g (z) m—presque
tout x dans I.

Alors, f € L* (m) et ||fu — f |I; = 0

Théoréme de représentation de Riesz [15]

Soit £ un C—espce vectoriel muni de norme ||| .
Soit ¢ : E — C une forme linéaire continue et de norme || .

Alors il existe une mesure de Borel complexe u telle que:

xelts rsﬁ(f)z/fdu, et |ul (1) = ||

Lemme de F.Riesz[5]

Soit E un espace vectoriel munie d’une norme ||.||, et soit M C E un sous-espace fermé tel
que M # E. Alors, Ve >0 Ju € E tel que |lu|| =1et ||lu—=z| >1—¢Vx e M.

Preuve de ’inégalités (4.1.1)

Posons

e’ (p—A)
(e” + ) (e +p)’

f(x) =

avec 1 > X et x € [0, +00].
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Etude de la monotonie de f sur [0, +00].

e’ (p—A) (e +A) (" +p) —e" (p—A)e" (" +p) —e" (p—A)e” (e" + A)
[(e7 + ) (e + p))”

e (n=A) (" +A) (e +p) —e (e +p) —e (" + M)

' [(em +X) (e + p))?

e (—N) [ +e® (A+p) + A — e*® — e — ¥ — e* )]

[(e2 +X) (e2 + p)?

]

fla) =

e (= A) [P =]
(e + ) (e + p)]”

Donc f est décroissante a ’infini.

e’ (b —A) [Au—e*]

") = 0 =0
P = 0 e e
s =\
& len(/\,u)% = To
Par suite, x( est la seule racine de ’équation f'(z) =0, alors f (x9) = sup f(z).
z€([0,4+00
D’ou e
b ) (1-2) w
o) < flay o Oy w0,
()2 +2) (QwE +5) (w2 +2) () + )
(Au)%( —ﬁ) WK (1—§> 1-2

Théoréme d’Ascoli (Voir [5])

Soit M une partie borné de C(I).

On suppose que M est équicontinue sur [ i.e.,

Ve>0 30>0 tel que d(z,y) <d=|f(x)— f(y)|<e VfeC).

Alors, M est relativement compact dans C'(/) pour la topologie de la convergence uni-

forme.
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