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INTRODUCTION GENERALE

Le travail du mathématicien appliqué est de modéliser un probléme concret afin de
mieux le comprendre et, éventuellement, le résoudre. Dans ce contexte, les graphes
sont un moyen de modélisation imagée de divers problémes, de nature combinatoire, a
I’aide de sommets et d’arétes reliant ces sommets.

La théorie des graphes ne cesse de se développer et de susciter 'intérét tant du
mathématicien pur, de I’ingénieur, de 1’économiste, de I’organisateur et bien d’autres.

Le concept de la domination est 1'un des problémes de cette théorie. Elle trouve son
origine au dix-neuviéme siécle avec les jeux d'échecs. Le principe est de couvrir,
I'ensemble des cases par certaines picces du jeu. En 1862, De Jaenisch [35] posa le
probléme suivant: Déterminer le nombre minimum de reines a placer sur un échiquier
de tel sorte que chaque case est soit occupée par une reine soit peut étre occupée en un
seul mouvement par 1'une des reines. Pour un échiquier de 5 x 5, le nombre minimum
est de 3 et pour un échiquier de 8 x 8 le nombre minimum est de 5. Le nombre
minimum dans un échiquier de n X n demeure ouvert jusqu'a aujourd'hui (voir [35]). La
domination devient un domaine théorique qu’en 1958 avec Claude Berge ou cet
invariant est appelé " le nombre de stabilité externe". Plus tard, en 1977, Cockayne et
Hedetniemi [29] publient un article sur la domination et depuis, elle est devenue un
probléme tres florissant.

Un dominant dans un graphe est un sous ensemble de sommets ou tout sommet du
graphe est ou bien dans cet ensemble ou bien adjacent a un sommet de cet ensemble.
Le probléme de la recherche d’un ensemble dominant de taille minimale est un
probléme NP-complet [39].

Plusieurs types de domination sont définis sur la base de la définition précédente en
imposant des propriétés supplémentaires sur les ensembles dominants. Citons par
exemple, un ensemble dominant stable est un ensemble dominant qui induit un stable.
Si on impose a ce que tout sommet de G soit dominé au moins deux fois, on a la
domination double, et si le sous graphe induit par un ensemble dominant contient au
moins un couplage parfait alors cet ensemble est dit dominant couplé.

L'un des paramétres importants de la domination dont I'é¢tude a suscité l'intérét de
plusieurs chercheurs est le nombre domatique. Il a été introduit pour la premiere fois
par Cockayne et Hedetniemi [33] en 1977. Le nombre domatique est la taille maximale
d’une partition des sommets d'un graphe en ensembles dominants.



Le concept du nombre domatique a ¢ét¢ généralisé en introduisant le nombre k-
dominant et le nombre k-domatique dans les graphes par Harary et Haynes [41]. Si k =
2, on parlera du nombre dominant double et le nombre domatique double.

Nous nous intéressons dans ce travail a deux types de domination : le nombre de
domination double et le nombre domatique double dans le graphe représentatif des
intervalles d’un poset P, noté G (P). Les sommets de G (P) sont les points de P et deux
sommets X, y sont adjacents si et seulement si il existe un intervalle contenant x et y.

Notre travail est développé comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux notions de base nécessaires pour la suite de notre
thése. Nous abordons les concepts de posets et d’hypergraphes ainsi que la notion du
graphe représentatif des intervalles d’un poset.

Dans le chapitre 2, nous citons les différents résultats établis dans la littérature sur le
nombre de domination double. On déterminera ensuite le nombre de domination
double du graphe représentatif d’un poset construit a partir d’une opération qui est soit
la somme linéaire soit la somme directe de deux autres posets et nous terminons ce
chapitre par des valeurs exactes sur le nombre de domination double dans le cas de
G(Cnl X Cn2)1,u-

Dans le chapitre 3, nous mentionnerons deux résultats dus a Harary et Haynes [41]
concernant le nombre domatique double dans les graphes en général. Il est important de
signaler que la notion du nombre de domination double ne fit étudiée que par Harary
et Haynes. Nous déterminons le nombre domatique double du graphe représentatif des
intervalles de la somme directe et de la somme linéaire de deux posets. Le chapitre
s’acheéve par une ¢étude complete du nombre domatique double dans le graphe
G (Cnl X Cn2)1,u-



Chapitre 1

Définitions et notations

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions de base et les notations nécessaires pour
le développement de cette thése.

1.1 Concept de posets et notations

Un ensemble partiellement ordonné (P,<), en abrégé poset est un ensemble P ou la
relation < est réflexive, antisymétrique et transitive. On note P brievement au lieu de
(P,<) s’il n’y a aucun risque d’ambiguité, et on ne s’intéresse qu’au cas ou P est fini.

Soient u et v deux éléments de P, Si u<v et u#v, on écrit alors u<v. Un élément v de P
couvre u dans P, et on note u <v, si u<v et il n’existe pas weP tel que usw <v.

La notion de couverture permet d’obtenir une représentation graphique sous forme d’un
diagramme appelé diagramme de Hasse ou graphe de couverture de P. La
représentation de ce dernier se fait comme suit:

A chacun des éléments de P est associé de fagon injective, un point du plan. Si un
¢lément v couvre u dans P alors u sera li¢ au point v par un segment de droite
ascendant.



Exemple

Figurel
Deux ¢léments u et v de P seront dits comparables si u < v ou v<u .

Le dual de P, note P*, est un poset ayant les mémes sommets que P et ordonné par la
relation « <p« » définie par:

uspv & vipu

Soit A un sous ensemble de P.
Un minorant (resp. majorant) de A est un élément u de P tel que :u < a (resp. u>a),
pour tout acA.

La borne inférieure (resp. supérieure) de A est le plus grand (resp. petit) des minorants
(resp. majorants) de A.

Un poset dans lequel toute paire d’¢léments possede une borne inférieure et une borne
supérieure est appelé un treillis.

Un sous poset induit P’ d’un poset P est un poset ou I’ensempble de ses sommets est un
sous ensemble de P et deux sommets sont comparable dans P’ s’ils le sont dans P.
Exemple

Le poset illustré dans la Figure 2-a) est un treillis mais celui de la Figure2-b) ne 1’est
pas.

b)

Figure 2

Un intervalle de P est un sous ensemble I, noté [p, q], de la forme {veP; p<v<q}. Sien
plus p est un ¢élément minimal et q est un élément maximal, alors I est dit intervalle
maximal.



Deux posets P et Q sont dits isomorphes, et on note P=Q, s’il existe une application
bijective ¢ de P dans Q vérifiant x<py si et seulement s1 @(x)<q ¢(y).

Une fonction de rang est une fonction r définie de P dans IN vérifiant: r (u)=0 si u est
un ¢lément minimal et r (v)=r (u) +1 si u<v.

Si une telle fonction existe, P sera dit rangé ou gradué et la valeur r (P)=max {r(x),
xeP} représente son rang.

Si P est rangé, on définit son niveau i par : N; (P)={ueP:r (u)=i}.

Le nombre W; (P)=N; (P)| est appelé i™ nombre de Whitney,Vi=0...r(P).

Exemple

Figure 3

Soit (P,<) un poset rangé. Pour un sous ensemble A du niveau N;, on définit I’'ombre
supérieure (resp. inférieure) de A par I’ensemble R" (A)={xeNj,:x>a, pour un certain
aeA }, (resp. R(A)={xeNj:a>x, pour un certain acA}.

Exemple

RY(A)

A
R'(A)

Figure 4

Soit C un sous ensemble de P. On dit que C est une chaine de P si pour toute paire



d’¢léments c¢;, c; de C on a c¢;< c;. Une chaine est notée par C= (¢y <ci<...=<cCy).
L’entier k représente sa longueur. Elle est dite symétrique si r(co)+r(cy) =r(P).

Soit P un poset rangé. Notons par Py, le sous poset induit par I’union de niveaux
consécutifs Nyu...UN, de P ou Let u sont deux entiers tels que o<t<u< r(P).

1.2 Exemple de posets classiques

1.2.1 Treillis booléen

Soit B, le poset défini par B,=({0,1}", <) ou la relation d’ordre est telle que a’=(a,,
a,..., a,)< b’=(by, by,..., by) si et seulement si a;<b; Vi=l,...,n. B, est appelé treillis
booléen.

Exemple
Pour n=3, la figure ci-dessous représente le treillis booléen B;.

111

NS
o

000
Figure 5

Il est clair que B,=({0,1}", <) et (.({1,...,n}), <) sont isomorphes. Il suffit de
considérer ’application qui associe a n-uples a € {0,1}" I’image ¢(a)={i: a;=1}. Ainsi,
il est possible de définir le treillis Booléen comme étant le treillis de tous les sous

ensembles de {1,...,n} ordonné par inclusion .
L’application qui a un élément de B, associe sa cardinalité représente une fonction de
rang sur B,.

1.2.2 Le treillis S(ky,....Kp,)

On définit le treillis S(ky,..., k,) comme étant I’ensemble de tous les n-uples a=(ay,...a,)
tels que 0<ai< k;, pour tout 1, et la relation d’ordre est telle que: a’=(ay,...,a,) <
b’=(by,...,by) si et seulement si a;< b; pour tout 1.



En particulier, le treillis Booléen B, est isomorphe a S(1,...,1).

L’isomorphisme entre S(ky,...,k,) et H (0<1<...<k; ) confere au treillis S(ky,....k,) le
i=1
nom de produit de chaines.

Exemple
La Figure 6 représente le treillis S (3,5)

Figure 6

S(ky,...,k,) est rangé par la fonction de rang r(a’)=a;+...+a, pour a’=(ai,...,a,) et son
rang vaut k;+...+k,. Les ¢léments du niveau 1 sont tous les n-uples dont la somme des
composantes est égale a 1.

1.3 Opérations dans les posets

Nous définissons dans cette partie trois opérations sur les posets, a savoir la somme
directe, la somme lin€aire, et le produit direct de deux posets P et Q ou plusieurs
résultats ont été établie pour différents invariants [10],[15],[23], [24] ,[53].

1.3.1 Somme directe
La somme directe ou bien union disjointe de deux posets P et Q est le poset "P+Q" sur

l'union PUQ tel que x<y dans P+Q si x,ye Pet x<py ou x,y €Q et x<py.
Notation: la somme directe de P avec lui méme n fois est noté nP.



Exemple

2

A
NN

P+Q

Figure 7

1.3.2 Somme linéaire

La somme linéaire de deux posets P et Q est le poset P® Q sur I'union PU Q tel que x<
ydans P® Qsix, yeQetx<gyoubienx,y ePet x<pyoubienxe Petye Q.

Le diagramme de Hasse de P @ Q se fait en tragant celui de P puis au dessus de lui
celui de Q et on relie tout sommet maximal de P a tout sommet minimal de Q.

Remarque
Une chaine a n sommets est isomorphe a 1®...®1 n fois.

Exemple
En considérant les posets de la Figure 1, nous obtenons le poset suivant :



Figure 8

1.3.2.1 Poset série-parallele

Un poset série paralléle est un poset qui peut étre construit a partir des singletons en
utilisant seulement la somme disjointe (+) et la somme directe ou bien la somme
linéaire (®). Autrement dit P peut étre décomposé en singletons en n’utilisant que ces

deux opérations.

Les posets série-parall¢les sont caractérisé€s par le fait de ne pas contenir de sous-poset
isomorphe a N ou N représente un sous ensemble a quatre éléments{x, y, z, t} tels que

les seules relations de comparabilité sont : x<y>z<t[53].

Exemple
Le poset illustré dans la figure-4-est un poset série parallele puisqu'il se décompose

comme:
(1+1+1) @ ((1® 1) + ((1+1) @ (1+1)) + (1D1)).

Figure 9

10



Z est un zig-zag si Z est défini sur les sommets py,..., pq OU p1 <Pp2> P3 <Ps> ... Pg-1 >
pq et il n’existe pas d’arétes entre deux comparabilités.

Un poset connexe P est un poset dont toute paire d’éléments a, a’ de P il existe un zig
zag reliantaeta’.

1.3.2.2 Remarque

Si P est connexe, alors chaque ¢élément maximal est au dessus de chaque élément
minimal de P, car s’il existe un plus court "zig-zag" joignant un élément maximal x a
un ¢élément minimal y :x=py>p;< ...>pi=y cela contredit le fait que P ne contient pas
de sous-poset isomorphe a N et par conséquent x>y .

1.3.3 Produit direct

Le produit direct ou cartésien de deux posets P et Q est le poset PxQ sur l'ensemble
{(x, y):xeP etyeQ} tel que :(x,y) <(x', y’) dans PxQ ssi x<px' et y<qy'.

Notation: le produit de P avec lui méme n fois est noté par P".

Le diagramme de Hasse de Px Q se fait en tracant des copies de P autant qu'il y'a de

sommets dans Q. Deux sommets dans deux copies différentes sont liés dans Px Q si
les sommets correspondants dans Q sont liés.

Exemple

N
’
N 4 ’
N ’
N N ’ 4
X . g
N ’
N ’
N ’
N ’
’

Figure 10
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1.4 Concepts généraux sur les graphes

1.4.1 Définitions

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles : Un ensemble fini non vide V
de n éléments appelé sommets de G et un ensemble fini E d’une famille de m paires
d’¢éléments de V, appelées arétes de G.

Deux sommets u et v constituant une aréte e= (u,v), noté aussi uv, de G sont appelés
extrémités de 1’aréte e. On dit aussi que les sommets u et v sont adjacents.

L’ensemble des sommets adjacents a un sommet v de G est appelé voisinage ou
ensemble des voisins de v, noté N(v). L’ensemble N[v]=N (v) U{v} est dit voisinage
fermé de v. Une aréte dont les deux extrémités sont confondues est dite boucle.

Le degré d'un sommet v, noté degg(v), est le nombre de sommets adjacents a v.

Une chaine C de longueur p est une séquence finie de sommets vy,...,v, telle que pour
tout 1<i<p-1, e;=(v; vit1)eE. Les sommets v, et v, sont les extrémités de la chaine C.
Une chaine est dite élémentaire (resp. simple) si tous ses sommets sont distincts (resp.
toutes les arétes sont distinctes).

Un cycle de longueur p dans un graphe G est une chaine simple dont les extrémités sont
confondues. Il est dit élémentaire si tous ses sommets sont distincts.

Un sommet isolé est un sommet de degré zéro.

Un sommet pendant est un sommet de degré un et ses voisins sont appelés sommets
supports.

On note par P(G) I'ensemble des sommets pendants (resp. S(G) I'ensemble des sommets
supports) et par £(G)=| P(G) | (resp. 8 (G)=| S(G) |)

1.4.2 Quelques graphes élémentaires
Le graphe défini dans le premier paragraphel.4.1 est dit un graphe simple.

Soit G= (V, E) un graphe simple. On appelle sous graphe induit par ScV, le graphe

12



G[S]=(S, Es) ou Es={uveE/u, veS}.

Un graphe G est dit complet si deux sommets quelconques de G sont adjacents. Un
graphe complet d'ordre n est noté K,.

Le graphe complémentaire de G, noté G= (V,E) est un graphe tel que deux sommets

sont adjacents dans G si et seulement s'ils ne le sont pas dans G.

Un graphe G = (V, E) est dit connexe si pour tout sommet u, v de V il existe une chaine
joignant le sommet u au sommet v. Dans le cas contraire, G sera dit non connexe et
pourra s’écrire comme 1’union disjointe de graphes connexes appelés composantes
connexes de G.

Un graphe G est dit biparti si I'ensemble de ses sommets peut étre partitionné en deux
sous ensembles V; et V, tels que G[V,]et G[V;] ne contiennent aucune aréte. Un
graphe biparti complet ou |V,|=n; et |V,|]=n, est noté K, ,,. Un graphe est biparti si et
seulement s’il ne contient pas de cycle de longueur impair [8].

Un graphe G est dit biparti équilibré si ses sommets peuvent étre partitionnés en deux
ensembles stables S; et S, tels que [Si| = [S,].

Un graphe G = (V, E) est dit régulier si tous ses sommets ont le méme degré.
Un arbre est un graphe connexe sans cycle.

La couronne G d'un graphe G est un graphe obtenu par une copie de G ou chaque
sommet de G est adjacent 2 un sommet pendant.

Z\ oK,

K3

Figure 11
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1.5 Concepts généraux sur les hypergraphes

Le concept d'hypergraphe a été introduit par Berge [8]. Nous ne nous limiterons qu'aux
définitions qui nous seront utiles.

Soit X={x;,..., X,} un ensemble fini et &={E;:1€l} une famille de parties de X vérifiant
pour tout iel ,E# @ et U {E;:iel}=X. Le couple H=(X, &) s'appelle hypergraphe de
sommets Xi,...,X, et d'arétes E4,..., E;, . Son rang r(¥€) est la valeur de max|E|.

Un hypergraphe # dont les arétes ont au plus deux éléments est donc un graphe et il
est dit simple s'ils sont de cardinalité égale a 2.

Deux sommets x et y de J# sont dits adjacents s'il existe une arétes de E qui les
contienne et deux arétes sont dites adjacentes si leur intersection est non vide.

Un hypergraphe simple sur X ou "famille de Sperner" est un hypergraphe # =(X;
Ei,....Em) ot aucune aréte n'en contient une autre,c'est a dire :E;cE; = ij.

Le dual d'un hypergraphe #=(X ; Ey....,E) est un hypergraphe F€=(E;Xj,...,X,) dont
les sommets ey,..., e, sont des points correspondants respectivement aux arétes de F€ et
les arétes sont Xjtel que Xj={e;/ i<m, Ep x;}.(j=1,...,n)

Exemple
La Figure 9 représente le dual # de

Figure 12
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Le graphe représentatif des arétes de I'hypergraphe S est un graphe simple noté L(A)
dont les sommets ey,...,e, représentent respectivement les ensembles E,....E,, et deux
sommets ¢; et e; sont adjacents dans L(#) si et seulement si EiNE;#J pouri # J.

Soit xeX. Le degré de x, noté deg#(x), est le nombre d'arétes de H qui contiennent x et
le codegré de x et y dans J noté codegw (X,y), est le nombre d'arétes de J qui
contiennent X et y en méme temps. Le degré maximum de S est noté par:

A(H)=max {d#(x) ;xeX}.

Dans I'hypergraphe J# =(X, E), un sous ensemble A (resp. T) est appelé ensemble
stable ou ensemble indépendant (resp. recouvrement par sommets ou ensemble
transversal) de J si chaque aréte de J contient au plus un sommet de A (resp. au
moins un sommet de T). Un sous ensemble M (resp. R) de E est appelé un couplage
(resp. Un recouvrement par arétes de /) si chaque sommet de X appartient a au plus
un membre de M (resp. au moins un membre de R).

Une famille de sous ensemble C de X est une k-coloration (forte) des sommets de A si
C est une partition de X en k ensembles stables Ajy,..., Ax. Un hypergraphe pour lequel
il existe une k-coloration est dit k-colorable.

Posons,

o( A=max{|A|: A est un ensemble stable de F#},

1( =min {|T|:T est un recouvrement par sommets de F },
v( #)=max {|{M|: M est un couplage de #},

p( )= min {|R|: R est un recouvrement par arétes de S},
¥ ( F=min {|C| : C est une k-coloration de S }.

Ces nombres sont appelés nombre de stabilité, nombre de recouvrement par sommets,
nombre de couplage, nombre de recouvrement par arétes et nombre chromatique de J#
respectivement.

Notons que tout hypergraphe S vérifie:

(L p(H) et V(AL t(HA), puisque chaque aréte d'un recouvrement par arétes

15



contient au maximum un ¢lément d'un stable et chaque sommet d'un recouvrement par
sommets appartient a au plus une aréte d' un couplage .

Ainsi, on dira que:

J a la propriété de Konig si v(SH= t(HA) et a la propriété duale de Konig si v(H )=
W(H) ou encore o H)= p(H puisque o = V(F ) et (H# )= p(HD.

1.6 Hypergraphe des intervalles d’un poset

Soit P un poset et J l'ensemble de ses intervalles. L hypergraphe JAP)=(P, J(P)) dont
les sommets sont les ¢léments de P et les arétes sont les intervalles maximaux de P est
dit hypergraphe des intervalles de P.

Le graphe représentatif des arétes de # *(P), encore appelé graphe représentatif des
intervalles de P et est noté G (P). Les sommets de G (P) sont les ¢léments de P et deux
sommets sont adjacents s’ils appartiennent a un méme intervalle de P.

Le concept d’hypergraphe des intervalles d’un poset P a été introduit par B. Voigt et 1.
Wegener [55] pour la détermination de 1’invariant p(J4P)) ou P est un sous poset du
treillis booléen. La généralisation a un poset quelconque a été¢ étudiée par 1.
Bouchemakh dans [15] et d’intéressants résultats existent sur la complexité
algorithmique et sur les deux propriétés de Konig et dual de Konig.

G (P) est un graphe parfait (voir [9]) si P est un ordre d’intervalle sans N, série
paralléle, ordre de trapéze,... (Voir [2], [15])

Exemple

P G(P)

Figure 13
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1.7 Notion de k-domination et k-domatique
Soit G= (V, E) un graphe simple et S V.

S est un dominant multiple ou bien un k-tuple dominant de G si pour tout sommet
ve@G, on a [N[V]NS]> k. Autrement dit, soit chaque sommet est dans S et admet au
moins (k—1) voisins dans S soit il est dans V—S et possede k voisins dans S.

e Un sommet k-tuple dominant est un sommet qui forme un ensemble k-tuple
dominant, c'est-a-dire un sommet qui est adjacent a k sommets de S.

e Une partition k-tuple domatique d'un graphe est une partition des sommets de G
en ensembles k-tuple dominants.

e Le nombre k-tuple domatique d’un graphe, noté di(G), est le nombre maximum
d’ensembles dominants dans une partition k-tuple domatique du graphe, ou
d’une facon équivalente, le nombre maximum d’ensembles dominants disjoints
deux a deux.

e Le nombre k-tuple dominant, noté y(G), est la cardinalit¢ minimum d'un
ensemble k-tuple dominant.

Harrary et Haynes [41] ont montré que le nombre k-domatique di(G) <

b

{5(G)+1J ol
k

5(G)= mind(x) . Un graphe G est dit k domatiquement plein si di(G) = {MJ

xeG k
Nous parlerons dans cette these de la notion d’un graphe domatiquement double plein.

Notation :

Pour k=1, 7v;(G) =vy(G) est dit nombre de domination.

Pour k=2, v,(G) = yx2(G) est dit nombre de domination double.
Pour k=1, d; (G)=d (G) est dit nombre domatique.

Pour k=2, d, (G)=dx,(G) est dit nombre domatique double
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CHAPITRE 2

Nombre de domination double

Le chapitre 2 porte sur les différents travaux étudiés dans la domination double dans
les graphes en général. Le nombre de domination double a suscité I'intérét de plusieurs
chercheurs (voir [31], [41], [49]), nous présentons dans ce chapitre I’essentiel de leurs
travaux puis nous nous intéressons au graphe représentatif des intervalles d’un poset P.
nous établissons dans cette classe de graphe plusieurs résultats.

2.1 Introduction

Soit G = (V, E) un graphe simple. Rappelons qu’ un sous ensemble S de V est un
dominant double de G si pour tout sommet v de G, on a [N[v]n S| >2, c'est a dire, soit
veS et posseéde au moins un voisin dans S, soit il est dans V-S et posséde au moins
deux voisins dans S.

Le nombre de domination double, noté y.,(G), est le cardinal minimum d'un ensemble
dominant double de G.

Un graphe simple admet un dominant double s'il est sans sommets isolés.

Les applications dans le domaine de la domination double sont nombreuses. A titre
d’exemple, nous pouvons citer le probleme du placement des gardiens dans une prison.
Un gardien placé sur un sommet v peut garder tous les sommets de N[v]. Dans ce cas,
un ensemble dominant double S représente un ensemble de gardiens avec la propriété
que tout prisonnier (un sommet de V-S) est surveillé par au moins deux gardiens et
chaque gardien (un sommet de S) est voisin d'un autre gardien en vue de s'assurer une
mutuelle aide et assistance en cas de besoin.
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Exemple 2.1

d| >
pul Pyl
=1

Figure 9

Le nombre de domination double du graphe de la Figure 9 est égal a 4.

En 2003, Liae et Chang [49] montrent que le probléme de la détermination du nombre
de domination double dans un graphe quelconque est NP-Complet. Ils donnent un
algorithme polynomial pour la recherche du nombre de domination dans les graphes
fortement triangulés.

Quelques bornes ont été établies par Harary et Haynes sur le nombre de domination
double.

Théoréme 2.1 [36]
Soit G un graphe sans sommets isolés ayant n sommets et m arétes, alors:

a) 7x2(G) 2 y(G) +1.
b) si G admet deux ensemble disjoints dominant de taille y(G), alors y,(G) < 2y(G).
¢) 2 <v.2(G) <n.

4n—-2m

d) vx2(G) = T

2n
A+1

fsid>2alors  1(G)< || +y(G)sin=3ou5
2

€) 1x2(G) =

et

v2(G) < E J +v(G) —1 sinon.

2.2 Bornes du nombre de domination double

Beaucoup de chercheurs s’intéressent a la minimalité et a 1’établissement des bornes
supérieures et inférieures pour le nombre de domination double dans les graphes et les
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conditions sous lesquelles elles sont atteintes. Nous résumons dans cette partie les
différents travaux sur ce domaine.

2.2.1 Valeurs exactes

Pour certaines classes de graphes, le nombre de domination double est connu. Nous en
citerons quelques une d’entre elles.

Théoréme 2.2 [41]
Pour tout graphe complet, on a : y.»(K,)=2, pour tout n>2.

Figurel
Théoréme 2.3 [41]

Si G est un graphe biparti complet, on a : yx»(K,s)=4 pour toutr, s = 3.
Comme on peut le voir avec 1'exemple de la figure-11 pour Kyj;.

Figure 11

Théoréme 2.4 [41]
Pour tout m >1, on a : yx (K ,)=m+1.

Théoréme 2.5 [41] Pour tout cycle C,, on a yx(C,)= [?1

Théoréme 2.6 [13]
Pour toute chaine, on a :
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-
{@—l si n=0(mod 3).

Jz(nTHW +1 sinon.

2.2.2 Minimalité et relation entre le nombre de domination double et d’autres
invariants

Yx2(Pn) :<

2.2.2.1 Minimalité

L’¢tude de la minimalité¢ des ensembles dominants doubles dans les graphes a susciter
I’intérét de plusieurs chercheurs. Elle se résume a chercher les conditions nécessaires
et/ ou suffisantes pour qu’un ensemble dominant double soit minimal dans un graphe
quelconque.

Nous introduisons dans cette partie deux résultats : le premier concerne la minimalité
des ensembles dominants
et le second concerne la minimalité des ensembles dominants doubles (voir [31]).

dans tout ce qui suit, Nous supposons que G= (V, E) est un graphe simple et fini.

Théoreme 2.6 [51]
Un ensemble dominant S d'un graphe G = (V, E) est minimal si et seulement si pour
tout sommet ue S, 'une des conditions suivantes est vérifiée:

1. u est un sommet isolé dans le sous graphe induit par S,
2. il existe un sommet v €V-S tel que N (v)S ={u}.

Théoréme 2.7 [31]
Soient G un graphe et S un ensemble dominant double de G. Alors S est minimal si
et seulement si chaque sommet v € S satisfait 1'une des conditions suivantes:

1. vestun sommet pendant dansle sous graphe induit par les sommets de S,
2. v est adjacent a un sommet pendant dans le sous graphe induit par les sommets
de S,

3. il existe un sommet u dans V-S tel que N (u) N S = {v, w}.
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2.2.2.2 Relation entre le nombre de domination double et d’autre invariants

Dans la théorie des graphes, il est souvent question d'étudier les relations entre deux
invariants et parfois entre plusieurs invariants, pour cela, des travaux ont été entrepris
pour déterminer des bornes pour le nombre de domination double et les conditions sous
lesquelles elles sont atteintes. Nous commencons par le résultat établi par Chellali pour
le nombre de domination double et le nombre de 2-stabilité.

Donnons d'abord la définition du nombre de 2-stabilité :

Définition 2.8

Un sous-ensemble S de V est dit 2-stable dans G si pour deux sommets quelconques x
et y de S on a N[x] N N[y] =9. Le cardinal maximum d'un ensemble de 2-stable de G
noté p(G) est appelé le nombre de 2-stablilité

Théoreme 2.9 [31]
Si G est un graphe sans sommets isol¢€s, alors v« (G) > 2p(G).

L’énoncé du Théoréme 2.10 est donné par Farber.

Théoréme 2.10 [37]
Si G est un graphe fortement triangulé, alors p(G) = y(G).

En conséquence, Chellali a établi le corollaire suivant :

Corollaire 2.11 [31]
Si G est un graphe fortement triangulé, alors y.,(G) > 2y(G).

Une relation a été donné dans [31] entre le nombre de domination double et le nombre
de domination couplé dans le cas d'un graphe sans K 3.

Définition 2.12

Soit G= (V, E) un graphe. Un sous ensemble S de V est dit dominant couplé si S est un
dominant de G et le sous graphe induit par les sommets de S contient au moins un
couplage parfait. Le nombre de domination couplé noté y,(G) est le cardinal minimum
d’un ensemble dominant couplé de G.
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Théoréme 2.13 [31]
Si G est un graphe sans K 3 et sans sommets isolés alors y.»(G) = y,(G).

Définition 2.14

Un sous ensemble S de V est dit irrédondant si pour tout sommet x€S on a, N[x] — N[S
— {x}] # I, c'est a dire que chaque sommet de S posséde un voisinage privé relatif a S.
Si un sommet v appartient au voisinage privé de x relatif a S alors on écrira v € py(X,
S). Le cardinal minimum (resp. maximum) d'un ensemble irrédondant maximal noté ir
(G) (resp. IR (G)) est appelé le nombre d’irrédondance (resp. d'irrédondance
supérieure).

Lemme 2.15 [31]
Si G est un graphe sans sommets isolés possédant deux i(G)-ensembles disjoints alors
1x2(G) < 2i(G).

Théoréme 2.16 [1]
Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a

1(G) < 2ir(G)

En conséquence, Chellali a établi le corollaire suivant:

Corollaire 2.17 [31]
Pour tout graphe G avec 6 > 2,

v22(G) < g +ir(G) < g +v(G).

Dans [31], Chellali a établi un résultat concernant la borne supérieure pour la somme
du nombre de domination double et le nombre de 2-stabilité dans un graphe G.

Proposition 2.18 [31]
Pour tout graphe G avec d > 2, on a
1x2(G) + p(G) <,

et cette borne est atteinte

Les cycles Csi sont des graphes pour les quels la borne est atteinte.
De plus, il a réalisé un résultat pour les graphes fortement triangulés [31]
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Corollaire 2.19 [31]

Si G est un graphe fortement triangulé avec & > 2, alors
1x2(G) +y(G) <n,

et cette borne est atteinte.

Ainsi, il a construit une classe de graphe pour lequel la borne est atteinte. Il s’agit des
graphes Gy obtenu a partir de k copies de K5 en identifiant un sommet de la i"™ copie
avec le i sommet de la chaine Py.

Le graphe Gy ainsi construit a n= 3k, y(G) =k, yx2(G) = 2k.

Il a aussi considéré la couronne G = H o K; [31] ou H est fortement triangulé d'ordre k
ou il a constaté que le graphe G est fortement triangulé d'ordre n = 2k avec 6 = 1, y(G)

= k et 1,2(G) =2k.

Il donne ensuite une borne supérieure pour le nombre de domination double en fonction
de l'ordre du graphe et du nombre de domination total pour les graphes ayant un degré
¢gal au moins a deux. Donnons d'abord la définition d'un nombre domatique total.

Définition 2.20
Un ensemble dominant total est un ensemble dominant sans sommets isolés. C’est a
dire que chaque sommet de 1'ensemble posséde au moins un autre voisin dans le méme

ensemble. Le cardinal minimum d'un ensemble dominant total, noté y(G), est appelé le
nombre de domination totale.

Proposition 2.21 [31]
Pour tout graphe G avec 6 > 2,

n G
vo(@ < )
et cette borne est atteinte.
Le cycle Cs est un exemple [31] pour lequel la borne de la proposition2.21 est atteinte.

Dans [46], Henning établit la borne supérieure suivante pour le nombre de domination
total.

Théoréme 2.22 [46]
SiG ¢ {Cs, Cs, Cg, Cyo} est un graphe d'ordre n avec o > 2, alors

¥(G) < 407
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Le corollaire suivant dii a Chellali découle directement de la proposition2.21 et le
théoreme 2.22.

Corollaire 2.23 [31]
Si G # Cs est un graphe d'ordre n avec d > 2, alors

1x2(G) £ \_1 lnl J

Allan, Laskar et Hedetniemi donne une relation entre le nombre de domination total et
le nombre d'irrédondance dans [1].

Le théoréme2.24 est un résultat établi par Chellali pour le nombre de domination
double en fonction de I’ordre et du degré minimum.

Théoréme 2.24 [31]
Pour tout graphe G,ona: y.,(G)<n+1-5.

2.2.2.3 Inégalité de type Nordhaus-Gaddum

Des résultats de type Nordhauss-Gaddum sont de trés fortes bornes pour la somme et
le produit de parameétres d'un graphe et de son complémentaire.

En 1956, le premier papier qui porte des bornes pour la somme et le produit du nombre
chromatique du graphe et son complémentaire est dii @ Nordhaus-Gaddum.

Théoréme 2.25 [41]
Si G et G sont deux graphes sans sommets isolés, alors

12(G) +1:2(G ) < 2n,

et cette borne est atteinte si et seulement si G = Py.

Théoréme 2.26 [41]
Si G est un graphe tel que y(G) > 5 et (G ) > 5, alors

vx2(G) "‘sz(é) <n-A+d6-1<n-1.
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Harary et Haynes conjecturent que les relations du Théoréme 2.26 est étendue pour le
cas du nombre de domination dés que y(G) > 4 et y(G) >4. Plus tard, Erfang,
Chuangvin et Liying [36] la prouvent.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoréme2.24 et améliore la
borne du Théoréme2.25

Corollaire 2.27 [31]

Si G et G sont sans sommets isolés, alors
7:2(G) +7:2(G)<n+3+A- 3,

et cette borne est atteinte.

Chellali donne I’exemple du cycle Cs, pour lequel la borne précédente est atteinte.

Corollaire 2.28 [31]
Pour tout graphe régulier G#K,,, on a yx2(G) + ¥:2(G )< n + 3.

2.3 Domination double dans les arbres

On introduit dans cette partie quelques définitions supplémentaires utiles pour le
deéveloppement de cette dernicre.

Un arbre T enraciné est une arborescence (arbre ou les arétes sont remplacées par des
arcs) admettant un sommet r a partir duquel il existe un chemin a tout autre sommet de
T. Le sommet r est unique et est appelé racine. Pour un sommet v d'un arbre enraciné,
le parent p(v) de v est I'unique sommet tel qu’ il existe un arc de p(v) vers v, Le fils de
v est un sommet u tel que p(u) = v et un descendant de v est un sommet u pour lequel il
existe un chemin de v au dans T.

N
,\/I

Figurel 1

Exemple
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Il faut signaler que dans la suite, l'orientation dans un arbre enraciné ne sera pas
mentionnée explicitement et on parlera aussi d'arétes au lieu d'arcs.

Notation
Pour un arbre enraciné, on a :

C (v)={u e V:uestun fils de v}
D (v) = {u € V:uest un descendant de v}
D[v]=D (v) U {v}.

Remarque 2.29
Un sous arbre maximal enraciné en w noté par T, est le sous arbre de T induit par
D[w].

Définitions 2.30

Une etoile d'ordre p >2 est le graphe biparti complet K ..

Une étoile subdivisée est un arbre obtenu a partir d'une étoile ou chaque aréte est
subdivisée une seule fois.

Un arbre T est une étoile double s'il contient exactement deux sommets supports
adjacents. Une étoile double est notée par S,y oup +q= €(T).

2.3.1 bornes inférieures

Nous donnons dans ce paragraphe tous les résultats établis sur les bornes inférieures
pour le nombre dominant double dans le cas des arbres.

Proposition 2.31 [31]
Pour tout arbre T d'ordre n > 2,

Yx2(T) 2 ¢(T) + €(T).
Comme conséquence, on a

Corollaire 2.32 [31]
Pour tout arbre T d'ordre n > 2,

Vx2(T) 2 ¢(T) + A(T).

Théoréme 2.33 [31]
Soit T un arbre. Alors y.,(T) = y(T) + A(T) si et seulement si T= P, pour n € {2, 3, 4,5}
oubien Te S.

S est la famille des arbres obtenus a partir le 1’étoile K;;, pour t> 3, ou bien en
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subdivisant chaque arétes une fois ( ce qui donne une étoile subdivisée) ou bien en
subdivisant au plus (t-1) arétes au plus deux fois.

Le résultat suivant montre que le nombre de domination double d'un arbre T est égal au
moins deux fois le nombre de domination stable i(T) ( un ensemble domenant stable est
un ensemble dominant dont le sous graphe induit un stable et le nombre de domination
stable est la cardinalit¢ minimum d’un tel ensemble,noté i(G)). Et donne l'arbre pour
lequel cette borne est atteinte.

Théoréme 2.34 [31]
Pour tout arbre T d'ordre n > 2, on a y«(T) > 2 i(T) >2y(T) .

Cette borne est atteinte pour la couronne d'un arbre ou le nombre de domination
double est égal a n et le nombre de domination stable est égal a n/2.

Dans [31], Chellali construit un arbre T; obtenu a partir de la chaine P;:; dont les
sommets sont numérotés de 1 a 2j+1 et attache deux sommets pendants adjacent a
chaque sommet numéroté impair, ainsi i(G) = j+1 et y»(G) = 3j + 3. Par suite, la
différence entre le nombre de domination double et le nombre de domination stable
peut étre relativement grande.

Par ailleurs, il montre par un contre exemple que le Théoréme 2.34 n'est pas valable
pour tous les graphes. Il considére pour cela le graphe G formé a partir de t copies du
cycle C4 en identifiant un sommet de chaque copie du cycle C; en un seul sommet.
Ainsi 1(G) =t + 1 et 7x(G) =2t + 1. Pour la caractérisation des arbres qui atteignent
cette somme, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.35 [31]
Soit T un arbre. Alors 7y»(T) = 2 i1 (T) si et seulement si T posséde deux i (T)-
ensembles disjoints.
Théoréme 2.36 [31]
Soit T un arbre. Alors 7.(T) = 2 y(T) si et seulement si T posséde deux y(G) —
ensembles disjoints.

Remarque 2.37 [31]
L’¢égalité y.o(T) = 2y (T) implique que 7v.»(T) = 2i(T) mais l'inverse n'est pas vraie

comme on peut le voir pour I'¢toile double S, ;.

Une chenille est un arbre T qui contient une chaine P = uju,...ux tel que chaque
sommet de T est ou bien sur la chaine ou bien adjacent a un sommet de la chaine P.
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Théoréme 2.38 [31]
Soit T une chenille. Alors Y4 (T) = 2y(T) si et seulement si T = P, ou bien T est tel que
chaque sommet support est adjacent a exactement un seul sommet pendant et la
distance entre deux sommets supports consécutifs n’est pas un multiple de 3.

Présentons maintenant les différents résultats établis sur la relation entre le nombre de
domination double et le nombre de domination couplée dans certaines classes de
graphes. Pour un graphe G qui est une subdivision d'une étoile avec n > 5, on a Y (G)=
Ypr(G). Dans le cas ou G est la couronne K*;, du graphe complet Ky, on a yx(G) = 4k
et yp(G) = 2k. Chellali s’est intéressé ensuite a la différence de yx(G) - yp(G) ou il a
construit une classe de graphe Gy obtenu a partir d'un sommet x et k copies disjointes
du cycle Cg ou {viy, via, ...,Vie} représente I’ensemble des sommets de la i"™copie de
Ce en ajoutant les arétes {xv;,Xxvi3,Xvis / 1<1 <k} on a: les sommets sont désignés
par. On a y.(G)=4k et y,(G) =3k + 1. par le biais de cet exemple, on voit que la

différence yx2(G) - 1p(G) est large (voir [31]).

Remarque 2.39 [31]

Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a
1. Un sommet support appartient a tout y,(G)-ensemble et a tout y,(G)-ensemble;
2. Un sommet pendant appartient a tout yx,(G)-ensemble.

Théoréme 2.40 [31]
Pour tout arbre T d'ordre au moins deux, yx(T) = 5 (T).

Dans [39], Fink et Jacobson ont établi une borne sur le nombre de domination double
pour tout arbre en fonction de I’ordre.

Théoréme 2.41 [39]

Si T est un arbre d’ordre n, alors y«(T) > (n+1)/2.

Théoréme 2.42 [31]
Pour tout arbre T d'ordre au moins deux, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1 'YXZ(T) = Ypr(T)-
2 T= P, ou chaque sommet support de T est adjacent & exactement un seul sommet
pendant, deux sommets supports quelconques de T sont non adjacents et T

possede un y,,(G)-ensemble unique qui est S(T) U P(T).

Ou S (T) et P(T) sont respectivement I’ensemble des sommets supports et I'ensemble
des sommets pendants.
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2.3.2 Bornes supérieures

Cette section est consacrée aux résultats établis sur les bornes supérieures pour le
nombre de domination double dans les arbres.

Une nouvelle notion a été introduite dans [31] par Chellali. 11 s’agit de la notion
d'ensemble dominant double faible.

Un sous ensemble de sommets S est un ensemble dominant double faible, noté
brievement EDDF, si S est un ensemble dominant et chaque sommet de degré au moins
deux est dominé au moins deux fois. Le cardinal minimum d'un EDDF de G est appelé
le nombre de domination double faible, noté y¥.,(G).

Remarque

Tout graphe G posséde un EDDF puisque V constitue un tel ensemble.

Soit T est un ensemble d’arbres qui peuvent étre obtenus a partir de l'union de k > 1
copies de P; en ajoutant k — 1 arétes de telle sorte que chaque aréte ajoutée joint deux
sommets pendants de deux chaines différentes. Ou bien T vérifie T= {T / T est un
arbre, [Nt[v] NS|=1etdegr(v) =2V v e T}

Lemme 2.43 [31]
Si T est un arbre de T d'ordre n, alors vy (T) = 2n/3.

Lemme 2.44 [31]
Si T est un arbre d'ordre n > 2, alors 7".(T) < 2n/3. L'égalité est atteinte si et
seulementsi T e T.

Soit F une forét ou chaque composante connexe appartient a T. Alors chaque
composante de F posseéde un ensemble dominant double parfait (unique) ayant la
propriété pour chaque sommet est de degré 2 dans F.

Sg est I'union de ces ensembles dominants parfaits(unique) dont chaque sommet est de
degré 2.

Soit T est un arbre dont la suppression de ses sommets supports et pendants engendre
une forét F et tel que un sommet support quelconque de T n'est adjacent a aucun
sommet de Sg. F est dite forét cachée par l'arbre T et F désigne l'ensemble de tels
arbres T.

Lemme 2.45 [31]
Soit T € £ un arbre d'ordre n avec € sommets pendants et s sommets supports. Alors
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v<2(T)=(2n + € +s)/3.

Théoréme 2.46 [31]

Soit T un arbre d'ordre n > 3 avec { sommets pendants et s sommets supports. Alors
7x2(T) £ (2n + € + s)/3 avec 1'égalité atteinte si et seulement si T € # ou bien chaque
sommet de T est pendant ou support.

Le résultat suivant est une conséquence directe du théoréme 2.46 et 2.34.

Théoréme 2.47 [31]

Soit T un arbre d'ordre n > 3 avec € sommets pendants et s sommets supports. Alors
1(T) £(2n + € + 5)/6 avec 1'égalité atteinte si et seulement si ou bien

(1)) T € F et £=soubien

(11) 1(T) = n/2 et chaque sommet de T est un sommet pendant ou un support.

Le théoréme ci-dessous dii a Favaron[38], découle immédiatement du théoréme cité
précédemment. Puisque tout arbre posséde plus de sommets pendants que de sommets
supports.

Théoreme 2.48 [38]
Si T est un arbre d'ordre n > 3 avec £ sommets pendants alors
i(T)< (n+£)/3.

Nous présentons dans cette section les résultats établis sur la borne supérieure pour le
nombre de domination double en fonction des nombres de domination et des sommets
pendants.

Chellali[31] a introduit une nouvelle classe de graphe définie comme étant une
collection G d'arbres qui peuvent étre obtenu a partir de I'union de k > 1 étoiles,
chacune d'ordre au moins 3, en ajoutant k — 1 arétes de telle sorte que les arétes
ajoutées joignant les sommets pendants de ces étoiles forment un couplage dans T. i.e.,
le sous graphe de T induit par les k-1 arétes ajoutées est isomorphe a (k — 1)K, . les k
étoiles utilisées seront appelées étoile cachée par T

Une étoile cachée T' par T est une étoile cachées pendante si T — V(T') est un arbre.
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Remarque 2.49 [31]
Pour k > 2, T possede deux étoiles cachées pendantes.

Lemme 2.50 [31]
Soit T € G un arbre d'ordre n ayant k étoiles cachées. Alors,

1 y(T) =k,
2 L(T)=n-3k+2,
3 vo(T)=n-k+1=2¢(T)+ £T)-1.

Lemme 2.51 [31]
SiT e GetsiT' estune étoile cachée pendante de T, alors il existe un y,(T)-ensemble
qui contient chaque sommet de T'.

Théoreme 2.52 [31]

Soit T un arbre d'ordre n > 2. Alors y.»(T) < 2y(T) + £ (T) —1 avec I'égalité atteinte si et
seulement si T €@.

Le corollaire suivant est une conséquence des théoréme2.34 et 2.52.

Corollaire 2.53 [31]

Pour tout arbre T d'ordren>2 on a, 1 (T) <y(T) + (£ (T) -1)/2.

Comme relation entre le nombre de domination double et le nombre de domination
total, on a :

Théoréme 2.54 [31]
Pour tout arbre T d'ordre n > 2, on a yx(T) < (n +y(T)+ 4(T))/2.

2.4 La domination double dans un cactus
Rappelons que

e [, désigne le nombre de sommets pendants attachés a u ou u est un sommet
support.
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Un graphe G est dit 2-connexe si et seulement si il est connexe d’ordre n>3 et
n’admet pas de point d’articulation (un sommet dont la suppression augmente le
nombre de composantes connexes).

Un bloc dans un graphe G est un ensemble A de sommets (A< V) qui engendre
un sous graphe G (A) connexe, sans sommet d’articulation et qui est maximal
pour cette propriété. Le sous graphe G (A) est alors soit 2-connexe (si |A| >2),
soit un isthme (une aréte dont la suppression augmente le nombre de
composantes connexes) de G (si |A|=2), soit un sommet isolé (si |A|=1).

Un graphe bloc est un graphe connexe dans lequel chaque bloc engendre un sous
graphe complet.

On appelle corde d’un cycle élémentaire et une aréte qui relie deux sommets non
consécutifs de ce cycle.

Un graphe cactus est un graphe connexe dont chaque bloc est constitué, soit par
un isthme, soit par un cycle élémentaire sans corde.

Un graphe cactus contenant un seul bloc est dit trivial, les autres seront dits non
triviaux.

Un arbre T ayant exactement deux sommets p et q non pendants est dit double
étoile.

Remarque 2.55 [31]
Tout ensemble dominant double d’un graphe G contient tous les sommets pendants.

Théoréme 2.56 [31]
Soit G un graphe cactus connexe non trivial ayant le nombre de blocs k(G) pair. Alors
vx2(G) > v(G) —k(G), et cette borne est atteinte .

2.5 Domination double exacte dans les graphes

Il est nécessaire de voir les graphes pour lesquels il existe un dominant double exacte.
Ou bien les conditions sous lesquels il existe un ensemble dominant double exact. Ce
concept a été introduit par Harary et Haynes dans l'article "double domination in
graphs". Nous commengons par définir un ensemble dominant exact.
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Soit G = (V, E) un graphe simple et soit S un sous ensemble de V. Alors S est dit un
dominant double exact si tout sommet du graphe est dominé deux fois par S.

Remarque 2.57
Les ensembles dominants doubles exacts n'existent pas toujours, puisque le probléme
de décision de 1'existence d'un ensemble dominant double exact est NP-complet([31]).

2.5.1 Propriétés des ensembles dominants doubles exactes
Nous présentons dans cette partie les résultats de Chellali, Maffray et Khelladi [38].

D’apres la définition d'un ensemble dominant double exact, deux propriétés triviales
sont établies.

Remarque 2.58 [31]
Si S est un ensemble dominant double exact d'un graphe G alors S induit un couplage,
c'est a dire que G[S] est un graphe 1-régulier.

Remarque 2.59 [31]
Si S est un ensemble dominant double exact d'un graphe G alors [S| > yx2(G).

Le résultat suivant montre que dans un graphe, l'existence des ensembles dominants
doubles exacts confirme 1'égalité de leurs tailles

Proposition 2.60 [31]
Si un graphe G est un graphe admettant des ensembles dominants doubles exacts, alors
ils sont tous de méme taille.

Proposition 2.62 [31]
Si S est un ensemble dominant double exact d'un graphe G alors S| <2n/ (3 + 1).
Théoréme2.63 [41]

Si G est un graphe sans sommets isolés alors y.2(G) > (2n) / (A +1).

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition2.62 et le théoréme
2.63.

Corollaire 2.64 [31]
Si S est un ensemble dominant double exact d'un graphe régulier G, alors
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S| =2n /(A + 1) = v,2(G).

Une conjecture posée par Chellali a été résolue par Blidia.

Théoréme 2.65 [11]
Si S est un ensemble dominant double exact d'un graphe G alors |S|=yx(G).

2.5.3 Graphes ayant des ensembles dominants doubles exacts

Dans la partie suivante, nous présentons les graphes pour lesquels il existe un ensemble
dominant double exact.

Proposition 2.66 [31]
Un cycle C, a un dominant double exact si et seulement si n = o (mod3). Si tel est le
cas, la taille de cet ensemble est 2n/3.

Proposition 2.67 [31]
Une chaine P, a un dominant double exact si et seulement si n = 2(mod3). Si tel est le
cas, la taille de cet ensemble est 2(n + 1)/3.

Remarque 2.68
Si on considere I'ensemble des sommets de degré deux, alors une chaine admet un
dominant double exact si et seulement si d = O(mod3).

Théoréme 2.69 [31]

Si un graphe G admet un dominant double exact S. Alors | S |=n - & +1 si et seulement
sioubienona G=tk,avect>1etd =1 c'est-a-dire G est un graphe 1-régulier ou
bien G=K,avecn > 3etd >I.

Remarque 2.70 [31]
Soit G un graphe sans sommets isolés. Si x est un sommet pendant de G alors tout
ensemble dominant double contient X et son voisin.

Remarque 2.71 [31]

Soit T un arbre d'ordre au moins deux admettant S comme un ensemble dominant
double exact. Alors:
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1. Tout sommet support est adjacent a exactement un seul sommet pendant.
2. Deux sommets supports quelconques ne sont pas adjacents.

Chellali a donné une caractérisation des arbres pour les quelles elles admettent un
ensemble dominant double exact. Nous présentons dans le paragraphe suivant toutes les
¢tapes:

Soit T la famille des arbres T qui peuvent étre obtenus a partir d'une séquence d'arbres
Ty, Ta,.., Ty (k > 1) tels que T, est une chaine P, = xy,T =T\, et si k > 2, pour tout i
avec 1 <1 <k-1, alors l'arbre T;;; peut €tre Obtenu récursivement a partir de T; , par
I'une des deux opérations ci-dessous. Posons A(T; ) = {x,y}, B(T; ) = {y}.

Opération type-1: Attacher une chaine P; =uvw en ajoutant une aréte reliant w a un
sommet de A (Tl) Poser A (Ti+1) =A (Tl) Y/ {u, V}, B (Ti+1) =B (Tl ) U{ll}

Opération type-2: attacher une chaine P = a; a; a3 a4 a5 de centre a3 et un sommet de
V (T;) —A (T;). Poser A (T4 ) = A(T; )uday, az,aq,as} et B(Ti) =B(T;) U{a; ,as}.

Lemme 2.72 [31]
Si TeT alors:
1. B (T) est un ensemble 2-stable de T avec |B(T)| = |A(T)|/2,
2. A (T) est un ensemble dominant double exact de T avec |A (T)| = yx(T) =
2y(T),
3. A (T) est l'unique y4(T) -ensemble.

Théoréme 2.73 [31]
Soit T un arbre d'ordre au moins deux. Alors T posséde un dominant double exact si et
seulementsi T € T.

Pour un couplage M = {ey, €5, ..., €42} d’un graphe G, désignons par Gy= (Vy, Em) un
graphe simple ou toute aréte est représenté par un sommet dans Vy; et deux sommets
sont adjacents dans V) si les arétes correspondantes sont adjacentes dans G. le
théoréme suivant est un résultat de I'existence d'un ensemble dominant double exact
dans un graphe connexe 3-régulier.

Théoréme 2.74 [31]

Soit G un graphe 3-régulier connexe. Alors G posséde un dominant double si et
seulement si G admet un couplage parfait M tel que le graphe associé Gy est un graphe
biparti équilibreé.
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2.6 Nombre de domination double dans G (P * Q)

Cette partie est consacrée a I’étude du nombre de domination double dans le graphe
représentatif d’un poset obtenu a partir d’une opération de deux autres posets P et Q.

2.6.1 Somme directe

Proposition 2.75
Soient P et Q deux posets, alors

7x2(G (P + Q) = 1:2(G (P)) +1:2(G (Q))

Preuve

Montrons que v:2(G (P +Q)) 2 1:2(G (P)) + 1:2(G (Q))

Soit D un ensemble dominant double de cardinalit¢ minimum de G(P+Q). D s'écrit
sous la forme

D= D' U D? ou D' (resp. D?) sont des ensembles dominants doubles de G (P) et de
G(Q) respectivement.

On a donc, .2(G (P+Q)) = |D|=| D' D’ = D'| #| D’ = v.2(G (P)) + 1:2(G (Q)).
Inversement, si D' (resp. D) est un ensemble dominant double de cardinalité minimum
de G (P) (resp. G (Q)). Alors, v.o(G (P+Q)) < | D' U D’ = D'| +| D’ = 1:(G (P)) +
Yx2(G (Q)). D’ou, 1:2(G (P + Q) < 1:2(G (P)) + 1:2(G (Q)).

Et donc 1I’égalité.

2.6.2 Somme linéaire

Proposition 2.76
Si P et Q sont deux posets, alors
2 <7.(G (P® Q)) <4.

Preuve

On sait que pour tout graphe G, on a y.»(G) > 2 [36].

Il reste a montrer que y.»(G (P + Q)) < 4.

Tout ¢lément maximal de V(G(P)) est adjacent a tout élément minimal de V(G(Q)),
donc tous les éléments de V(G(P)) sont adjacents a tous les éléments de V(G(Q)) dans
le diagramme de Hasse de G(P®Q). Il suffit donc de prendre deux sommets de G(P) et
de G(Q) pour construire un ensemble dominant double de G (P®Q) de taille 4.
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Exemple

Figure 12

Proposition 2.76
Si P ou Q est un ordre série paralleéle connexe alors y,,[G (P® Q)] = 2.

Exemple

Figure 13

Preuve

Il suffit de montrer que y,[G (P® Q)] < 2.

Supposons sans perte de généralité que P est un ordre série parall¢le connexe. Soit D =
{p1, p2} un sous-ensemble de sommet de G (P® Q)] tels que p;et p, sont deux ¢léments
maximaux de P, montrons que D est un ensemble dominant double de G (P® Q).

On a d’une part, par I’opération @ que tout élément maximal de P est couvert par tout
¢lément minimal de Q. d’autre part, comme P est un ordre série parallele connexe,
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alors tout élément maximal de P est au dessus de tout élément minimal de P. Donc, p;et
p2 appartiennent a tous les intervalles maximaux de P® Q et D est bien un ensemble
dominant double.

Proposition 2.77
Soient P un poset et J l'ensemble de ses intervalles maximaux. Alors:
12[GP)]=2 < [ {NL1e J}| =2

Preuve

Supposons que y[G (P)]=2 et montrons que |N {1 €J|>2.

1x2[G(P)] = 2 signifie qu'il existe un ensemble D dominant double D tel que | D| =

2.

Soit D= {vy, v,} cet ensemble, Montrer que D < {NI, 1€ J }.

SiI=[p, q] € J, alors q=v; (resp. p € D) et q (resp. p) est strictement plus grand (resp.

plus petit) que v, (resp.vy) ou q €D (resp. p D) et q (resp. p) est strictement plus

grand (resp. plus petit) aux éléments de D. Donc p< v;< v,< q, c'est-a-dire v;, v, € 1. il

s’ensuit alors que D = {v|, v,}c1: VI,etDc {nL, Ie J }.

Inversement ;

Soit {NI, Ie I }= {xy,....X;} avec r>2.

Pour tout x; € P, x; est un sommet adjacent a tout élément de G(P), donc les > C/ sous
k=2

ensembles de J de taille comprise entre 2 et r sont des ensembles dominants doubles de

G(P). On en déduit que v4,[G (P)] = 2.

Remarque 2.78
La preuve est similaire a celle de la proposition 2.73, dont voici 1’énoncé :
Ys[G(P)=s & |[{nLIe T} |=>s.

2.6.3 Nombre de domination double dans le graphe représentatif des
intervalles de (C,1XCy2)¢u

Soit P=C,; x C,; le produit de deux chaines de longueurs respectivement n; et n, et
soit Py =Ny U... UN,, 0< 0 <u<n;+n,. le sous poset induit par d'union des niveaux
consécutifs de P. Supposons sans perte de généralit¢ que n;< np vis a vis de
l'isomorphisme existant entre C,; x Cp et Cyp x Cy; et notons par Gy, le graphe G

(PE,u)-
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Proposition 2.79
Soit P un poset, pour £< n; et u>n,, alors :

3 si {= u-n, etn;=ny,

YXZ[G(PE,U)] =
2 sinon.

Preuve

L'ensemble des sommets dominants de G, représente l'intersection de tous les
intervalles maximaux de Py, D’apres la Proposition 2.80, pour montrer que
Yx2[G (Pey)] = 2, 1l suffit de montrer que | {N, Ie J }| 22. Ona| {Nl, Ie J}| = |[(L,

£), (u-ny, u-n;)]| =2 (voir Figurel4), donc | {NI, [e J }| = 2 et par suite y.,[G (P¢y)] =
2.

Exemple

(CsxCq)111

Figure 14
Montrons maintenant que .2[G (P¢, )] =3 si £ =u-n; et n; = ny.

Puisque | {N], Ie J }| #2, alors d'aprés la Proposition2.81, on a y.(Py,) #2.

Soit D = {(L, 0), (£+1, £), (¢, £+1)} un ensemble de sommet de G (P,,) et Montrons
que D est un ensemble dominant double.

Si x est un sommet de D, alors V x € D [N[x] N D| > 2.

Si x est un sommet de G (Py,) — D.
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Considérons :
<[[(k, £—k),(u—nytk, n,—k)] sik=0,...,C
Ik:

[(€, 0),(u—nytk, n,—K)] sik=(+1, ..., n;tny-u

D NIk #0 de plus on a |D N Iy | > 2. Pour tout k. On en déduit que D est bien un
ensemble dominant double minimum de G (Py,). D’ou y.o[G (P, 4)] = 3.

Exemple

(CsxCs)i6

Figurel5
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Chapitre 3

Nombre domatique double

On s'intéresse dans ce chapitre au nombre domatique double du graphe représentatif
des intervalles d'un poset. Nous donnons dans un premier temps un petit survey sur cet
invariant. Puis nous prouvons quelques résultats sur le nombre domatique double de G
(P) ou P est obtenu a partir d’ une opération donnée.

3.1 Survey sur le nombre domatique double

Harary et Haynes ont établi une borne pour le nombre k-domatique en terme de degré
minimum 9.

Théoréme 1 [41]
Soit k un entier positif, et G un graphe ayant 6> k-1. Alors

o+1
di < {T-FJ )

En particulier,

si k=2 et G admet une partition domatique double en [%J ensemble dominant

42



double alors d, = [%J

Pour les graphes qui ont un degré 6>k-1,ona:

Corollaire 2 [33]
Soit G un graphe tel que k-1< 6<k, alors di (G)=1.

Harary et Haynes[41] ont posé un probléme qui consiste & caractériser les graphes pour
lesquelles di>2. Le Corollaire 2 implique que si d,>2 alors 6>3. Le graphe de Peterson
vérifie O(P)=3 et y.,(P)=6, ce qui donne d,(P)=1.par contre le graphe cubique peut avoir
dx;>2 comme on peut le voire avec dy(K4)=2. Ce qui signifie que la réciproque du
corollaire 2 est faux en général.

Le probléme de la caractérisation des graphes ayant d,>2 demeure jusqu'a aujourd'hui
un probléme ouvert.

3.2 Inégalité de type Nordhaus-Gaddum

Harrary et Haynes[41] ont établi une inégalit¢ de type Nordhaus-Gaddum pour le
nombre domatique double.

Théoréme3 [41]

Soit G un graphe tel que 6 > k-1. Alors

— N—-A+0+1
ditdy < ———.
k k "

Définition4

Soit r un entier, le produit de r chaines C,;xCy,x...xCy, est un poset a IT{(nj+1) ;
i=1...r} sommets de la forme (ai,...,a;) ou 0<a;<n, pour 1<i<r. Le sommet (by,...,b,)
couvre le sommet (ay,...,a,) si et seulement si il existe un unique indice j tel que bj-a;= 1
et V i#], a;7=b;.
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3.3 Nombre domatique double de G (P*Q)

Plusieurs posets sont définis a partir d’opérations. Nous pouvons citer les treillis
booléens, les posets série parall¢les,... . D’ou I’intérét de cette étude.

3.3.1 Somme directe

Proposition 1
Soient P et Q deux posets. Nous avons

dy [G (P+Q)]= min [dy(G (P)), do(G (Q))].
Preuve

Soit D une partition domatique double maximum de G (P +Q) et soit D '(resp. D ?)
une partition domatique double de G (P) (resp. de G (Q)). Nous avons d; [G (P+Q)]=k
<|D' | <dx(G (P)) et d; [G (P+Q)]= k <D< dy(G (Q)). Ainsi, dy(G (P+Q)) < min
{d2(G (P)), d2(G (Q))}

Inversement,

Soient Dl,..., Ddz (G (Q)) (I’@Sp. . D'l,..., D' d2(G(Q)) ) une partition domatique double de
G(Q) (resp. de G(P)) et supposons sans perte de généralité que dr(G(Q)) < dr(G(P))
alors: ( |J Djv Dy v DY) V{DV DY i=2,..., d G(Q))} constitue une

i>dx2(G(Q))

partition domatique double de G (P+Q), c.a.d d.x(G (P+Q)) > min [d(G (P)), dx(G
(Q))]. D’ou I’égalité.

3.3.2 Somme linéaire

Proposition2
Soient P et Q deux posets. Nous avons d, [G (P @ Q)] > d,[G (P)] + dy[G (Q)].

Preuve

Montrons que tout ensemble dominant double D de G (P) (resp. D' de G (Q)) est un
ensemble dominant double de G (P@Q).

Soit D un ensemble dominant double de G (P) et soit x €V (G (Q)).
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x est donc soit un sommet minimal de G (Q), et par D’opération @, x est
adjacent a tout sommet de G(P) dans G(P @ Q), en particulier a ceux de D soit x
n’est pas un sommet minimal de G (Q) et alors il existe une chaine dans Q reliant x a
un sommet minimal de G (Q) qui lui-méme est relié a tout sommet de D dans
G(P®Q). D est alors un ensemble dominant double de G (P ©Q).

Soit D' un ensemble dominant double de G (Q) et soit y €V (G (P)).

Un raisonnement similaire montre que tout ensemble dominant double de G(Q) est
dominant double dans G(PDQ).

On conclut que si 2 est une partition domatique double de G (P) et 2’ est une partition
domatique double de G(Q) alors 2 Y 2 est une partition domatique double de
[G(PDQ)]) et par suite d, [G (P @ Q)] = &[G (P)] + do[G (Q)].

Exemple

Vio
V79

Va4

Figure7

D={{1,8,12},{2,10, 11 },13,5,9},{4,6,7}}, dus[G (P)]= 4 :{deg(Vs)HJ.

2
D= {{aa b) C}} ) dXZ[G (Q)] = 1:
La partition domatique double de G (P © Q) est donné par :

(1.2,3,a},{4,5}, 16,0}, {7,c}, (8.9} {10,11 ,12} = 6=[deg(§)“ H“G(Pf@)“J.
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3.3.3 le nombre domatique double de G (C,x P)

Proposition 3
Soient P un poset et C,, une chaine de longueur n. Nous avons

da(G (Cy XP)) = (n+1) dao(G (P)).
Preuve

Soit C, = (ap <...=<a,) une chaine de longueur n et P; = a;P = {(a;, x), x€P} une copie
de P.

Montrons que :

Si D est un ensemble dominant double de P, alors a,D= {(a;, x), x€D} est un ensemble
dominant double de G (C,xP), Vi=0,..., n.

Soit (a;, x) €(C, xP)- a;D. Nous distinguons trois cas :

1 cas:i=j

(aj, x) n’est pas un élément de a;D signifie que x #D et comme D est un dominant
double de G (P), donc il existe deux élément y et z de D tels que x est adjacent a y et a
z dans G(P), c’est a dire, il existe un intervalle de P contenant x, y et z. Ainsi, (a;, X),
(aj, y) et (a;, z) sont dans un méme intervalle de G (C,xP).

2 ecas:i#jetx€ D

Comme x £ D et D est un ensemble dominant double de G (P), il existe deux sommets
y et z de D tels que X, y et z sont dans un méme intervalle [p, q] de P.

Si1<j, nous avons (aj, p) <(a;, p) < (a;, X), (3, ¥), (aj, z) <(a;, q). Autrement dit, (a;,
X), (aj, y) et (aj, z) sont dans I’intervalle [(a;, p), (a;, q)] de C,xP.

Si j< 1, un raisonnement analogue produit le méme résultat.

3™ cas:i£jetx €D

Si 1< j alors (a;, x) < (aj, X). et donc (a;, x) < (aj, x) sont dans un méme intervalle de
C,xP. Donc aD= {(a;, x), x€D} est un ensemble dominant double de G (C,xP),
vV i=0,...,n.

Exemple

a3

X4
%)

X3 X
aj

X1 X2 a

P Gs
Figure 8
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Figure 9

On a dy(G (P)) = |{x1, X2, X3, X4}| = 1 et do(G (C;)) =2. La partition domatique double
de G (C5xP) est donné par :
{x1a0, X80, X483}, {X330, X480}, 1X1a], Xoa|, X3a3}, {X3a1, X4a1}, {X12, X183, Xody,

%o} (X320, X422}, dio(G (C3><P)=6=[deg(x'2a°)+1J=V(G(C”; P))+1J > (1) % du(G
(P)) =4.

Théoréme 1
Soient P un poset et C,, une chaine. Si G (P) est domatiquement double plein alors :
da(G (P xCp)) = (n+1) do(G (P))

Preuve

de la Proposition, on a d(G ((P xC,)) >(n +1) d2(G(P))
Par ailleurs,

(G (Cyx P)) < {

5(G(Cnx P))+1J
2

Mais, Vx €P, Vi =0,...,n, deggcnxp) = (nt1) deggpy(x) + n, donc d (G (C,x P)) =
(n+1) (§(G(P))+1) — 1 = (8(G(C,)) +1) (8(G(P)) +1) — 1.

47



Ainsi, d«»(G (Cyx P)) < (n+1) {%J

Or G (P) est domatiquement double plein alors d.,(G (P)) = L%J

D’ou dix(G (CyxP)) < (nt+1) dua(G (P)) et I’égalité d.(G (CyxP)) = (n+1) d«(G(P))
en découle.

3.4 Le nombre domatique double du graphe représentatif des
intervalles de (C,;1xCy2)u

Considérons dans cette partie, le produit direct P = C,;x Cp, de deux chaines de
longueurs n;et n, respectivement ou n;<n,. Nous nous intéressons au sous poset induit
par I’union des niveaux consécutifs Py ,= Ny V...V N, de P, 0< £ <u <n;+n,. Soit Gy,
le graphe représentatif des intervalles maximaux de Py,,.

Lemme 1[45]
L’intervalle [(i, j), (i", j°)] est isomorphe au produit Ci; XCj.j, Vi, 1',j, j'€IN tel que i<i'
etj<j'.

Exemple

13

C1xCs

(C3xCs)ae

Figurell
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Théoreme 2

Si (u>n; et £ >n;) ou u<n,, nous avons d.»(G () = [u —O IJ .

2

Preuve

"<". Soit £, u, n;, n, IN. Si u>n, et £ >n;, nous avons :
0 (G rw) =deg g e (1, L-n))=| {(Xy) € Pry:x=n; ety> b-nij|=| {(x,y) : L <xty<u;
x=njety> L -n;}| =|{y € IN; 0-n<y<u-n}|=u—1{
Si u<n,, nous avons 6 (G,) = deg G . (0,u)
=|{X,y) € Ppy: x=0 ety <u}|
=|{(x,y) : (<xty=<u, x=0, y<u}|
=|{y € IN: <y <u}]
=u—{

D’ot dy(Gyy) < V(G';)”Jg L“‘j”J.

nn 4o : u+/ s : 4 :
>" Soit1, I<1 < — L’union N; Y Ny, représente un ensemble dominant double

de Ggy, donc {N; Y Ny, ¢4, €S1< UTM} constitue une partition domatique double de

u—7+1 u—7+1

G de cardinalité L J . Par suite, do(G () > L Jet 1’égalité en découle.

Exemple

Figure 12

Posons Di= {(x, y) € P;s: couleur[(x, y)]= i}, i=1, 2. {D;, Dy} est une partition
domatique double optimale de G (P, 5). De méme, si D'= {(x', y') € P4 g : couleur [(X/,
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y)]=1}, {D'1, D2} est une partition domatique double optimale de G (P4 ).

Théoreme 3
Pour tous 1, u tels que 1< n; et u>n,, nous avons

-
(U —n2+1)2(n2_£+1)J Si E+u Sn1+n2
de(Gl,u) = <
U-ni+ 1)2(n1 — 0+ I)J si (+u >n;+n,
L
Preuve

Nous nous limitons qu’au cas ou £ +u < n;+n,. L autre cas se déduit directement par
dualité.

H<"

Des relations  d«(G) < [@

J[41] et 0 (Gey) = (unptl) (np—1+1) —1[52], nous

déduisons dx(Gyy) < [(U —MN+ DN —C + I)J'

2

H>"

U-m+D(m-=1+1)
2

partition domatique double. Nous distinguons deux cas :

Montrons que les L J ensembles D;; définis ci-dessous, forment une

Cas1 (u-0)/2 €IN

PouriZO,..{uTJ posons
{0,..., 1} si  i<u-ny—1,

{0,...,un} si umM<i< {U—;KJ

Considérons les sous ensembles D; ; définis de la manicre suivante :

Pour i=0, ..., u—n,—1, j€J; posons
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Di; = {(k, &+i—k), (u—ny—i +k, ny—k) : k = [i+1]}

Pour i= u—nz,..{uT_fJ et j€J; posons

D;; ={(k, £ +i—k), (k, u—i—k) : k =j[ u—ny+1]}

Afin d’illustrer ces ensembles sur un diagramme de Hasse, nous attribuons aux
¢léments de I’intervalle [(0, €), (u-np, ny)] situés au dessous du niveau NM_@j (y

compris ceux qui sont sur ce niveau) des couleurs différentes. En suite, nous affectons
ces mémes couleurs aux sommets situés au dessus du niveau Ng |«0| (y compris les

sommets de ce niveau) par symétrie dans la copie du produit C,.n. X Cn.—-¢.

Nous complétons la coloration de Gy, en procédant comme suit :

En allant de droite a gauche sur le méme niveau N ¢ 4;, nous attribuons successivement
au premier sommet non coloré la couleur du premier de droite coloré¢, puis au deuxiéme
sommet non coloré la couleur de deuxiéme sommet de droite coloré et on continue la
méme procédure jusqu’a épuisement de tous les sommets de G .

Les sommets de méme couleur constituent un ensemble dominant double de Gy,
comme le montre I’exemple de la Figure 12.

Evidemment, pour tout i€ {0,.. {u_;fJ }.0n a

{Dij: j €J; } forme une partition domatique double de G .
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(CsxCo)3,10

Figure 13
Il nous reste a montrer que les ensemble D;; définis précédemment sont des ensembles
dominants doubles de Gy,
Considérons pour cela les (n;+ny-u +1) intervalles suivants :
{[(k, —k),(unytk, n,-k)]  sik=0,..., ¢
Ik=
[(€, 0),(u—nytk, ny—k)] si k= (+1, ..., n+ny-u
Il est clair que tout intervalle Iy contient deux (resp. au moins) deux ¢léments de
chaque Dj; pour tout i, j pour k= 0,...,1(resp. .k= {+1,...,n;+n,—u) c.a.d

Ik " Djj |>2 Vijk

Cependant, les intervalles Iy couvrent tous le poset P¢,, donc, chaque sommet est

adjacent a deux ¢léments de D;; pour tout 1j, ce qui implique que les

{(u—nz+1)(n2—€+1)

5 J ensembles D;; constituent une partition domatique double de

U—=n2+1)(N2—-7+1)
2

Giy. D’ou dia(G) > { J et I’égalité en découle.

Cas 2: (u-£)/2 €IN
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{0,...,1} si  1i<u-n—1,
Ji= {0,..., u-ny} si um<i< UT_Z—I,
u—-n.-1 . . u-=/
o0,..., si 1= ——.
(0. 42221, .

Considérons les sous ensembles D;; définis comme suit :

Pour 1=O: ERD) u_n2+1 ) J € Ji posons
D;j ={(k, I+i-k), (i- nyt1+k, ny-k); k =j [i+1]}

Pour i= u-n,,..., UT_E—I, j€J; posons

D;; ={(k, £ +ik), (k', £ +i—k) : k =j[ u—ny+1]}

. u=/
Pour 1= - posons

Dy =ik, ¢ ik, k=il 5y

Figure 14
(CsxCg)1,11

Nous expliquons I'illustration des ensembles D;; du cas 2 que pour i= UT , puisque

les autres ensembles sont identiquement similaire au cas 1.
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Nous attribuons successivement aux ¢léments de la premicre moiti€ situés sur le niveau

u—/
Ne 2 de Pintervalle [(0, €), (u-ny, ny)] des couleurs différentes, ensuite nous affectons
ces mémes couleurs aux ¢léments de la deuxiéme moitié de ce niveau.

Nous complétons la coloration de Gy, en procédant de la méme maniere que dans le
cas 1.
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Conclusion générale

Nous avons traité dans cette theése deux parameétres : le nombre de domination double et
le nombre domatique double dans la classe des graphes représentatifs des intervalles
d’un poset.

Nous avons établi un survey sur la majorité des travaux réalisé dans la littérature
concernant ces deux parameétres.

Nous avons établi une relation entre dy(G (P+Q)) (resp. 7x2[G (P + Q)]) et d(G (P)) et
da(G (Q))(resp. vx2[G (P)] et v+2[G (Q)]). Nous avons réalisé une borne pour y.,[G (PD
Q)] qui est atteinte si I’un des deux posets est un ordre s€rie parallele connexe. Nous
avons traité le produit d’une chaine de longueur n par un poset P. et le cas particulier
lorsque P est domatiquement double plein.

Nous nous sommes intéressés ensuite a ces deux invariants du graphe représentatif des
intervalles du sous poset induit par I’'union des niveaux consécutifs N, ...YU N, du
produit de deux chaines C,; XC,,. Pour toutes les valeurs de €, u, I’ensemble dominant
double optimal et la partition domatique double optimale sont données.

Comme perspectives, nous proposons 1'étude des problémes suivants:

® Trouver le mombre de domination double et le nombre domatique double du
graphe G('chni )I y
i = ,

® Déterminer v.(G (P*Q)) et d (G(P*Q)) ou * est le produit direct, produit
linéaire, produit direct par rangés.....

® Déterminer le nombre de domination double y.,(Gy,) si (u>n; et £>n;) ou u<n,.
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Résumé

Soit P un poset fini. Nous nous intéressons dans ce travail au nombre de
domination double et au nombre domatique double dans le graphe représentatif
des intervalles d’un poset P ou P est soit la somme linéaire ou la somme directe
de deux autres posets soit I’'union de niveaux consécutifs N;u ... w N, du produit
de deux chaines C,; xC,, . Pour toutes les valeurs de | ,u, I’ensemble dominant

double optimal et la partition domatique double optimale seront donnés.




