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Introduction générale

"L’économie est une science consistant & penser en termes de modéles.”

**Keynes**

latilité est sans doute I'un des concepts les plus intrigants et mystérieux en finance.

Intrigant dans le sens qu’il est le paramétre crucial dans la plupart des processus finan-
ciers et mystérieux vue I'ambiguité de sa définition. En finance et en économétrie financiére,
I’analyse des variations du prix d’un actif et de son instabilité est fondamentale. Il est bien
connu que les rendements journaliers des actifs financiers sont difficiles, voire impossible a
prédire, bien que leur volatilité semble, relativement facile & prédire. De ce fait, la volatilité
joue un role clé dans ’évaluation des produits dérivés, dans ’allocation des actifs ou dans
la gestion du risque. La volatilité mesure le degré de fluctuation d’un actif financier, d'un

produit dérivé, d’un marché,...,etc. Elle est associée a 'imprévu, 'incertain et le risque.

Le concept de volatilité est probablement I'un des sujets qui suscitent le plus de recherches
dans le domaine de la finance mathématique. Louis Bachelier (1900) a été le premier & quan-
tifier le concept du mouvement brownien, introduit par le botaniste écossais Robert Brown
(1827). Il a montré que c’est le processus stochastique adéquat pour modéliser 1’évolution
des prix des actions. Pour cet auteur le degré des fluctuations des prix dépend d’un para-
metre inconnu o, dit, coefficient d’instabilité, appelé aujourd’hui volatilité. Osborne (1959)
et le lauréat du prix Nobel d’économie en 1970, Paul Samuelson (1965), ont redécouvert
la these de Bachelier et étendu le modéle & un mouvement brownien géométrique, excluant
ainsi les prix négatifs. L’étude la plus reconnue dans le monde de la finance mathématique
est certainement le modele d’évaluation des options de Black-Scholes et Merton (1973). Ce
modeéle permet d’évaluer le prix d’une option dans le cas de non arbitrage, en se basant sur

I’hypothése que I’évolution d’un titre suit un mouvement brownien géométrique et que la
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volatilité est constante. Cependant, ’hypothése de la constance de volatilité dans la formule
de Black-Scholes était rejetée depuis le début comme cela est démontré dans les travaux
de Black (1976), Schmalensee et Trippi (1978) et Christie (1982), et surtout aprés le crash
(1987), qui a mis en évidence l'effet smile qui pourtant ne devrait pas apparaitre sous les

hypothéses de Black-Scholes.

Tout commence en 1963 et 1965, lorsque les deux auteurs Mandelbrot et Fama ont
constaté deux faits sur les données financiéres. Premiérement, elles ont des queues plus
épaisses que celles de la loi normale, i.e., les valeurs loin de la moyenne apparaissent avec des
probabilités plus élevées que pour une loi normale ; le coefficient d’aplatissement étant élevé.
Deuxiément des regroupements de volatilité «volatility clustering», sont remarqués dans les
faits empiriques, tout en précisant "Large changes tend to be followed by large changes of
either sign and small changes tend to be followed by small changes". Par suite, d’autres pro-
priétés sont signalées. Il est connu de nos jours, que les séries financiéres des prix exhibent
certaines régularités statistiques dites faits stylisés, a savoir : regroupement de volatilité (vo-
latility clustering), excés de kurtosis, asymétrie, effet de levier, périodicité dans la structure
des covariances, persistance dans la structure dynamique, et bien d’autres. Ces propriétés

illustrent la difficulté de la modélisation des séries financiéres. Les modeéles linéaires clas-

siques de type ARM A se révelent incompatibles pour capturer ces faits stylisés car ils sont

centrés sur la fonction d’autocovariance.

Les modeéles économétriques introduits dans la littérature, afin de prendre en compte les
propriétés particulieres des séries financiéres se présentent généralement sous la forme multi-
plicative ¢, = 0,7, ou la variable aléatoire o,, est appelée volatilité. Le fait que les grandes
valeurs des carrés des rendements soient généralement précédées par de grandes valeurs est
difficilement compatible avec une variance conditionnelle constante. Ce phénomeéne est connu
sous le nom d’hétéroscédasticité conditionnelle. Les processus ARCH introduits par Engle
(1982) forment une classe de processus stochastiques largement utilisée dans la finance et
I’économie pour modéliser I’hétéroscédasticité conditionnelle. Les modéles GARC H, ou mo-
deles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques généralisés (généralisés par Bol-
lerslev en 1986), viennent apporter une réponse aux faits empiriques répertoriés ci-dessus, en
autorisant une dépendance linéaire de la volatilité avec ses valeurs historiques, et en ajustant

cette volatilité avec le carré des rendements observés.

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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Une gamme d’articles est consacrée a 1’étude de la structure probabiliste des modeéles
GARCH. La stationnarité stricte du modele GARCH (1, 1) a été étudiée par Nelson (1990a).
Pour les modeéles GARCH (p, q), les conditions de stationnarité stricte sont établies par Bou-
gerol et Picard (1992b). La condition de stationnarité au second ordre du modeéle GARCH (p, q)
est établie dans Bollerslev (1986), de méme que l'existence d’une représentation ARM A pour
le carré d'un GARCH (Bollerslev, 1988). La condition nécessaire et suffisante d’existence

des moments d’ordre pair a été établie par Ling et McAleer (2002).

L’utilisation de la méthode du quasi maximum de vraisemblance (QMV) dans I’estimation
des parametres du modele GARCH est particuliérement intéressante (sous certaines condi-
tions de régularités), contrairement aux méthodes des moindres carrés ordinaires et moindres
carrés quasi-généralisées. Les propriétés asymptotiques des estimateurs du QMV pour les mo-
deles ARC'H ont été établies par Weiss (1986) sous des conditions d’existence des moments
d’ordre 4. Le premier article donnant une preuve rigoureuse, sous des hypothéses trés faibles,
des propriétés asymptotiques de l'estimateur du QMV dans le modeéle GARCH (p, q) est celui
de Berkes, Horvath et Kokoszka (2003a, b). Ces hypothéses ont été légérement affaiblies par
Francq et Zakoian (2004). De son coté Straumann et Mikosch (2006), ont étudié le modele
conditionnellemnt hétéroscédastique généralisant le modele GARCH (1,1), par 1'approche

d’une représentation sous forme d’une équation aux récurrences stochastiques.

La mise en place de systémes électroniques de cotation, d’information et de gestion de

marchés conduit maintenant & des bases de données incluant des informations nombreuses

et variées. Ces données de cotations (tick by tick data) correspondent & des durées trés
courtes entre enregistrements successifs, de 'ordre 3 & 10 secondes pour les marchés tres
liquides (données haute-fréquence). Des bases de données intra-journaliéres ont commencé a

apparaitre.

La plupart des séries financiéres, sont analysées a différentes fréquences (mois, semaine,
jour, minute, seconde,...etc.). Le choix de la fréquence observée a souvent une importance
cruciale quant aux propriétés de la série observée. Les modeéles en temps continu semblent

un bon cadre pour tenir en compte les données de haute fréquence.

Par essence, la volatilité est un phénomeéne non observable ; elle est inhérente a la plupart

des modeéles financiers. Comme elle ne s’observe pas naturellement, alors, il est nécessaire de

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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construire un certain nombre de statistiques H,, dites prozies et I’on se base sur ces derniéres

lors de spécification, d’estimation et d’évaluation des modeéles de volatilité.

En statistique le terme proxy est utilisé pour une variable qui n’est pas de premier intérét,
en elle-méme, mais qui est étroitement liée & un objet d’intérét. Elle est reliée au concept
d’estimateur, mais les proxies tendent a remplacer les variables d’intérét non observables,
tandis que un estimateur est une statistique désignée pour l'estimation des parameétres (in-
connus). Un bon estimateur des parameétres est celui qui posséde une petite racine carrée
de 'erreur moyenne quadratique, en paralléle, une bonne proxy d’une variable est celle qui

posséde une forte corrélation avec cette variable.

Mesurer la volatilité & une fréquence trés élevée, de fagon presque continue en utilisant
des données intra-journaliéres est possible. L’idée de la volatilité réalisée est initialement
proposée par French, Schwert et Stambaugh (1987). Taylor et Xu (1997) ainsi qu’Andersen
et Bollerslev (1997) montrent que la volatilité journaliére réalisée peut étre construite en
additionnant les rendements intrajournaliers au carré, en prenant la racine carrée de cette
derniere. Une motivation théorique de la construction de la variance réalisée réside dans le
fait que la variation quadratique d’une grande classe de semimartingales est un estimateur
sans biais de la variance conditionnelle des rendements (voir, par exemple, Barndorff-Nielsen
et Shephard (2002), et Andersen, Bollerslev, Diebold, et Labys (2003), McAleer et Medeiros
(2008), Andersen, Bollerslev, et Diebold (2009)). En effet, la disponibilité des données de
haute fréquence crée un intérét pour cette approche. Une volatilité observable donne lieu
a de nouvelles opportunités : on peut 'analyser, 'optimiser et la prévoir en utilisant des
techniques plus simples que les modéles économétriques complexes utilisés lorsque la volatilité
est latente. Effectivement, les proxies de volatilité construites sur la base des données intra-
journaliéres ont un pouvoir de prévision supérieur a celles des proxies construites a partir des
rendements journaliers (voir, par exemple, Ghysels, Santa-Clara, et Valkanov (2006), Engle
et Gallo (2006)). Généralement, la recherche d’'une bonne proxy souffre de ’absence d’une

méthode de comparaison de ces proxies.

Depuis le début de ce siécle, ’attention des chercheurs est consacré vers ’application
des modeéles de semimartingales pour les données de haute fréquence. Deux résultats sont a

signaler

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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(1) les données de haute fréquence (financiéres) sont utilisées pour estimer la volatilité, en

utilisant la volatilité réalisée,

(2) les modeles de type ARFIM A pour la volatilité réalisée offre un cadre impressionnant

de prédiction de volatilité.

Intuitivement, une semimartingale est un processus qui se compose du signal entaché d’un
bruit. Le processus des prix logarithmiques (ou des rendements) forme une semimartingale s’il
est la somme de deux processus, le processus A;, le signal et M;, le bruit, ot ¢ est un nombre
réel positif. Le processus A; est caractérisé par des trajectoires relativement réguliéres, il est
supposé étre a variations bornées, c’est la partie modélisable. Le processus M; est la partie

non prédictible et erratique, c’est la martingale locale.

La classe des semimartingales est une grande classe, en particulier la plupart des modeles
financiers en temps continu se trouve dans cette classe ( mouvement brownien, processus
d’Tto, et les processus Lévy, par exemple). L’application sur la série de données réelles de
I'indice S&P 500 futures montrent que le processus qui lui est associé forme une semimar-

tingale (Peters et de Vilder (2006)).

Datant des années quatre-vingt dix, des recherches sur les modeles GARC'H et les données
de haute fréquence existent, mais ne conservent pas la spécification du modéle GARCH.
Les résultats concernant 1'aggrégation temporelle des modeles GARC' H établis par Drost et
Nijman (1993), montrent que le modéle GARC H n’est pas atteint sous cette aggrégation.
Faisant tendre le pas du temps vers zéro, les limites de processus de type GARCH sont des
processus de diffusion (Kliippelberg, Lindner, et Maller, 2004, Kallsen et Vesenmayer, 2009,
Nelson, 19900).

de Vilder et Visser (2008) ont introduit un modéle pour tenir compte du mouvement intra-
journalier des rendements des actifs financiers, dit modele d’échelle. Visser (2008) a incorporé
les données de haute fréquence dans le modeéle (journalier) en temps discret, GARC H, et par
suite il a développé une théorie sur ’estimation des paramétre du modele GARC H, fondée
sur la méthode du QMV. L’idée est de construire la fonction de vraisemblance en se basant
sur des proxies H,, qui exploitent I'information contenue dans le processus des rendements

intra-journaliers (le modeéle d’échelle). Néanmoins, d’autres auteurs comme Lildholdt (2002),

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, a 'USTHB
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Brandt et Jones (2006) ont utilisé la proxy basée sur les valeurs extrémes max-min, dans
I’estimation et prédiction du modele GARC H, en supposant un mouvement brownien pour

les rendements intra-journaliers, qui est un cas particulier du modele d’échelle.

L’objectif principal de ce mémoire est ’estimation des paramétres d’'un modele GARC H
en présence de données de haute fréquence. Aprés avoir passé en revue les propriétés statis-
tiques les plus saillantes caractérisant les séries financiéres, nous étudions la structure pro-
babiliste (stationnarité, ergodicité, conditions d’existence des moments d’ordres supérieurs,
etc.) ainsi que les propriétés asymptotiques de l'estimateur du QMYV, a savoir la consistance

et la normalité asymptotique du modele GARCH.

Etant donné les propriétés asymptotiques intéressantes de la variance réalisée sous 1’hy-
potheése de semimartingalité du processus sous-jacent, nous testons cette hypothése sur les
données de 'indice S&P 500 futures, ott nous acceptons I’hypothése que le processus associé
a l'indice S&P 500 futures est une semimartingale. Par la suite, nous étudions les propriétés
statistiques de l’estimateur du quasi maximum de vraisemblance (QMV) selon la théorie
développée par Visser. Nous terminons ce mémoire par une étude de simulation et une ap-
plication sur la série de I'indice S&P 500 futures, ou nos résultats montrent qu’ on a un gain
en efficacité dans 'estimation des parameétres du modele GARCH, en utilisant la volatilité

réalisée comme proxy.

Ce travail intitulé "estimation d’un modéle GARCH en présence de données de haute

fréquence", comporte quatres chapitres.

Dans le premier chapitre intitulé "Quelques outils mathématiques", nous introdui-
sons les notions et les concepts de base, ainsi que les outils principaux utilisés dans les

chapitres suivants, qui ont permis par suite de faire ce travail.

Le chapitre 2 intitulé "Structure probabiliste et estimation du modéle GARCH (p,q)",
aborde 'aspect probabiliste et estimation du modele GARC H classique, aprés avoir rappelé
les faits stylisés, généralement observés dans les marchés financiers (nous les illustrons sur
les données journalieres de l'indice S&P 500 futures). Dans un premier temps, nous spéci-
fions une écriture autorégressive généralisée du modéle qui nous permettra d’établir, a partir
de I'exposant de Lyapounov, les propriétés probabilistes du modele GARCH, a savoir, la

stationnarité stricte et au second ordre, I’ergodicité, I'existence des moments d’ordres supé-

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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rieurs et la structure d’ autocovariance. Ensuite, nous passons a ’estimation des parametres
de ce modele en utilisant la méthode du quasi maximum de vraisemblance (QMV'). Les
propriétés asymptotiques de ces estimateurs (la consistance et la normalité asymptotique)
sont étudiées. Enfin, une étude de simulation intensive a été faite. Elle nous a permis de

confirmer les résultats théoriques obtenus.

Le chapitre 3 intitulé "Proxies de volatilité et volatilité réalisée", est essentiellement
consacré a l’étude des proxies de volatilité en présence des données intra-journaliéres de
haute fréquence dans les modeles de volatilité, en temps discret (la volatilité est un facteur
d’échelle). Apres avoir introduit le processus des rendements intra-journalier R, (.) dit modeéle
d’échelle (scaling), nous abordons le probléme d’optimisation de ces proxies (le critére a
utiliser, I'existence de proxies optimales, ...) d’une part. D’autre part, nous examinons les
propriétés statistiques (convergence et distribution asymptotique) de I'une des proxies de
volatilité les plus utilisées en économétrie financiére, a savoir la volatilité journaliére réalisée
(elle se construit en additionnant les carrés des rendements intra-journaliers et en prenant
la racine carrée), cela sera fait en absence / présence des effets de microstructure. Nous

terminons ce chapitre par le test de semimartingale sur le processus des prix associé a I'indice

S&P 500 futures.

Dans le dernier chapitre dont l'intitulé est "Estimation de modéles GARCH en
présence de données de haute fréquence", nous montrons a quel point ’estimation
des paramétres du modéle GARCH par la méthode du QMYV sera améliorée, si une proxy
adéquate de volatilité est utilisée en présence de données de haute fréquence. Les propriétés
asymptotiques des estimateurs, a savoir la consistance et la normalité asymptotique sont
conservées i.e., comme dans le cas classique pour les rendements close-to-close. Un gain
en efficacité des estimateurs est obtenu si I'on travaille sur le logarithme des proxies H,
au lieu des proxies H,,. Lors de I’étude des propriétés statistiques, nous utilisons la théorie
développée par Visser (2008) fondée sur la méthode du QMV. L’intuition sous-jacente est
de construire la fonction de vraisemblance en se basant sur des proxies H,, qui exploitent
I'information contenue dans le processus des rendements intra-journaliers R, (.). Une étude
de simulation et une application sur la série de I'indice S&P 500 futures ont été faites. Elles

confortent les résultats théoriques.
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Quelques outils mathématiques

1.1 Introduction

es processus stochastiques offrent un cadre mathématique & de nombreux phénomeénes
évolutifs dans le temps. Nous consacrons le premier chapitre a la présentation des prin-
cipaux outils nécessaires a I’étude des modeéles de séries chronologiques financiéres. En effet,
les propriétés probabilistes, & savoir : la stationnarité (stricte et au second ordre), l'ergo-
dicité (forte et faible) caractérisant la structure de dépendance des processus stochastiques

solutions d’équations aux différences stochastiques sont étudiées.

Du fait que notre intérét est centré autour de la modélisation de processus en présence
de données de haute fréquence, les concepts de martingale en temps continu, de martingale

locale, de semimartingale, de variation quadratique, sont introduits.

1.2 Processus stochastiques

1.2.1 Introduction

Il est bien connu, que la modélisation d’une série chronologique repose sur la construc-

tion d’un modele pour le processus stochastique sous-jacent, i.e., le processus générateur
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de cette série temporelle. La plupart de ces modeéles admettent une représentation marko-
vienne linéaire de la forme Y; = A;Y; 1 + By, t € Z, ou la suite de matrices {(A;, B;), t € Z}
peut étre indépendante et identiquement distribuée (i.i.d.). Cette derniére représentation est
d’une importance majeure lors de ’étude de ’aspect probabiliste de ces modéles. De ce fait,
il est nécessaire d’introduire les concepts de base de la théorie des processus aléatoires et
d’évoquer quelques résultats existants dans la littérature concernant la stationnarité (stricte

et second ordre) l'ergodicité (faible et forte) et les équations aux récurrences stochastiques.

1.2.2 Notions élémentaires sur les processus aléatoires

Dans des domaines assez variés : I’économie, les finances, la physique, la biologie, etc.,
on rencontre une multitude de phénomeénes évolutifs dans le temps, dans ’espace, ol dans
les deux en méme temps. Afin de pouvoir étudier leur structure probabiliste et statistique,

nous utilisons les processus stochastiques (aléatoires) comme modéle mathématique.
Ainsi, dans ce qui suit, nous donnons la définition des processus stochastiques évoluant

dans une seule dimension (scalaire).

Définition 1.2.1

On appelle processus stochastique de domaine d’évolution T, défini sur un espace probabilisé
(Q, F, P), une famille de variables aléatoires {X;, t € T}, a valeurs dans un espace des états

E muni d’une tribu £.

Remarques :

1) Silespace des états (£, £) C (NouZ, P(N) ouP(Z)) (dans le sens ot ’ensemble des états
possibles E est dénombrable), alors, on est en présence d’un processus aléatoire a espace
des états discret. Par contre, si 'ensemble des états possibles est non dénombrable(E C

R), on dit que le processus est a espace des états continu.
2) Si le domaine d’évolution T = R, on parle de processus en temps continu.

3) Si le domaine d’évolution T = Z ou N, on parle de processus en temps discret.

Dans notre travail, nous considérons que le domaine d’évolution T est le temps et nous

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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nous intéressons a la fois aux processus en temps discret et aux processus en temps continu

mais a espace des états continu.

1.2.3 Stationnarité et ergodicité

Ces deux notions jouent un role important en analyse des séries chronologiques, en par-

ticulier lors de la recherche des conditions d’existence et d’unicité de solutions des mo-

deéles décrivant les phénomenes sous-jacent d’une part, et I’étude des propriétés statistiques

(convergence, normalité asymptotique, etc.) d’autre part.

Dans la suite de cette section, nous considérons un processus aléatoire { Xy, t € Z}, défini
sur un espace de probabilité (2, F, P) a valeurs dans un espace des états (R, B(R)). (sauf

mention contraire).

Stationnarité

Dans la théorie des processus stochastiques, une place particuliérement importante est
tenue par les processus dont les lois de probabilité présentent une invariance pour toute
translation dans le temps (nous considérons ici que le domaine d’évolution T est ’ensemble
des temps). Cette propriété d’invariance temporelle est couramment utilisée, en analyse
des séries chronologiques. Elle nous permet de travailler avec n’importe quelle portion de

processus. Ce concept est formulé comme suit :
Stationnarité stricte des processus aléatoires

Définition 1.2.2

Un processus aléatoire {X;, t € Z}, est dit strictement stationnaire si, et seulement s,

P(Xy, < m, .., Xy, <zp)=P(Xpyon <1, ooy Xipin < )

Vn € N Vh,t;€Z,etVr; eR 1=1,..,n.

Autrement dit, les distributions fini-dimensionnelles de toutes sous suites finies (Xy,,..., X4, ),

sont invariantes par translation sur le domaine d’évolution.

Le processus strictement stationnaire le plus simple est la suite i.i.d.

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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Stationnarité faible des processus aléatoires

Le concept précédent nécessite la connaissance de la loi sous-jacente qui n’est pas aisée a
vérifier dans la pratique. Il est souvent plus utile de définir la stationnarité de maniére moins
stricte que celle donnée ci-dessus, a savoir la stationnarité au second ordre, ou stationnarité
faible qui nécessite la connaissance des deux premiers moments du processus pour que l'on
puisse étudier sa structure probabiliste et les propriétés statistiques des parametres sous-

jacents.

Définition 1.2.3

Un processus aléatoire {X;, t € Z}, est dit faiblement stationnaire (stationnaire au second
ordre, ou stationnaire en covariance) si, et seulement si les trois conditions suivantes sont

vérifiées :
(i) B(X?) < oo existe, Vt € Z,

(17) B(Xy) =m, Vt € Z, (la constance de la fonction moyenne),

(i11) Cov(Xy, Xeyn) = vx(h),Vt,h € Z, (dépend seulement de l’ordre du retard).

Le processus faiblement stationnaire le plus simple est le processus bruit blanc.
Ergodicité

La notion d’ergodicité d’un processus stationnaire traduit le fait qu’il peut prendre n’im-
porte quelle valeur dans I’espace des états indépendamment de sa valeur initiale, et qu’il ne

peut étre absorbé par un sous ensemble strictement inclu dans cet espace des états.

Gréce a cette notion d’ergodicité, le théoreme ergodique peut étre établi pour les pro-
cessus stationnaires (strictement, faiblement) qui est une extension des théorémes des lois
des grands nombres (loi forte et loi faible) dans le cas i.i.d., stipulant que les moyennes

temporelles convergent vers les moyennes théoriques.

Dans un premier temps, nous présentons les définitions formelles de la notion d’ergodicité
dans un cadre général et nous les projetons sur les processus aléatoires, dans un deuxiéme

temps.
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Définition 1.2.4
Soit lespace probabilisé (2, F, P). Une application T : Q — Q est dite une transformation
préservant la mesure P si elle est F mesurable et P(T'A) = P(A), pour chaque ensemble

A € F. De plus, si T est bijective et T~ est F— mesurable, il s’ensuit que T est inversible ;

dans ce cas T~ préserve la mesure : P(A) = P(T'TA) = P(TA).
Remarques :

1) Silimage par 7 de ’ensemble A est égale a cet ensemble lui méme a savoir, 7 (A) = A,
dans ce cas, A est dit 7-invariant. Ainsi, tout ensemble de probabilité 0 ou 1 est

invariant.

2) Toute transformation bijective préservant la mesure, peut étre utilisée pour engender des

processus stochastiques strictement stationnaires.

3) Chaque processus strictement stationnaire a une distribution fini-dimensionnelle identique

a celle d’un processus donnée par une transformation bijective préservant la mesure.

Apres avoir exposé la définition d’une transformation préservant la mesure et celle des

ensembles invariants, nous lancons la définition suivante de 'ergodicité.

Définition 1.2.5

Une transformation bijective préservant la mesure T est dite ergodique si chaque ensemble

A T -invariant est de probabilité 1 ou 0.

Maintenant, nous allons considérer le cas des processus aléatoires. Commencons d’abord
par définir le concept d’invariance d’un espace par rapport & une transformation bijective

donnée 7.

Définition 1.2.6

Soit RZ I’espace de toutes les suites de nombres réelles {X;, t € Z}, alors, la transformation

T : R? — R? est dite
(1) opérateur de translation dans le temps (shift) si

T(...,X,l,Xo,Xl, ) = (...7X0,X1, ,XQ, ),

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB
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(ii) invariante si V A C R%Z, T(A) = A, ou

T(A) ={T(...X_1, X0, X1, ...), (... X0, X1,,X5,...) € ACR*}.

Lorsque le processus {X;, t € Z}, est strictement stationnaire et de moyenne finie m,
la suite des moyennes temporelles (empiriques) {X;,t € Z} ou X, = %Zfil X; converge
presque stirement vers une certaine variable aléatoire. Mais, si en outre le processus rempli
la propriété d’ergodicité, cette variable ne peut étre que la variable aléatoire dégénérée (une

constante) i.e., la moyenne m.

Théoréme 1.2.1 (Karlin et Taylor, 1975)

Soit {X;, t € Z}, un processus strictement stationnaire ayant une moyenne finie m. Alors,

on a :

1
lim =0 X, =m,

n—oo M
avec une probabilité égale a 1 (c’est la convergence presque stire).

D’un point de vue pratique, I'intérét de ce théoréme réside dans le fait que les propriétés
statistiques des processus strictement stationnaires et ergodiques peuvent étre obtenues par

I’observation d’une seule réalisation, mais sur une période suffisamment grande.

Certaines transformations de suites stationnaires et ergodiques restent stationnaires et
ergodiques. C’est la stabilité de la classe des processus stationnaires et ergodiques par trans-

lation mesurable.

Théoréme 1.2.2 (Breiman, 1968)

Si { Xy, t € Z}, est une suite strictement stationnaire ergodique et si {Y;, t € Z}, est défini

par

}/;5 = f (“'7Xt—17Xt7Xt—2a ) )

ot f est une fonction mesurable de RZ dans R, alors {Y;, t € Z}, est également une suite

strictement stationnaire et ergodique.

Le deuxieéme type d’ergodicité est ’ergodicité faible, dont la définition est la suivante.
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Définition 1.2.7

Un processus faiblement stationnaire { X, t € Z}, dont les deuz premiers moments existent et

sont finis i.e, B(X;) =p < oo et B(X?) <oo VteZ, estdit ergodique pour la moyenne,

si la moyenne temporelle X, = 2 Yo X converge en probabilité vers p lorsque n tend

T n

vers l’infini.

1.2.4 Equations aux récurrences stochastiques

En analyse des séries chronologiques, de nombreux modéles peuvent étre exprimés sous

forme d’une équation aux récurrences stochastiques

X, =AX, 1+ B, teZ, A, € M(d) et X,;, B, € RY, (1.2.1)

ol B, est un vecteur aléatoire et M(d), désigne 'espace des matrices carrées aléatoires
de dimension d, dont la solution, lorsqu’elle existe, représente le processus modélisant le
phénomene sous-jacent. Un modele satisfaisant ’écriture (1.2.1) est dit modéle autorégressif
généralisé.

Le coefficient de plus grand exposant de Lyapounov -~

L’outil principal pour I’étude de la stricte stationnarité est le concept du coefficient de
plus grand exposant de Lyapounov. Dans ce qui suit, nous introduisons quelques résultats
concernant ce coefficient. Considérons une matrice réelle A, de dimension d. Son rayon spec-
tral,noté, p (A) est défini comme étant la plus grande valeur propre, en module. Nous avons

la propriété suivante

Jim £ log | A’[| = log p (A) (1.2.2)
ou ||.|| désigne une norme quelconque sur l’espace des matrices réelles M (d).

Cette derniére propriété peut étre étendue au cas des matrices aléatoires comme le montre

le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2.3 (in Francq et Zakoian, 2009)

Soit {A;,t € Z}, une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaires et ergodiques,

telle que E {log™ ||A||}' est finie. On a

! 1
lim B {log || 4;...Au[[} = 7 = inf B {log]|Ar...Ai]]}. (1.2.3)

et v (resp. exp (7)) s’appelle plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral) de la
suite des matrices {As,t € Z}. De plus

1
v = tlggloz log||A; Ai—1...A1]| p-s. (1.2.4)

Si la matrice carrée A; est constante pour tout ¢ € Z, en utilisant (1.2.2), nous retrouvons
que v = log p (4).

Comme les propriétés probabilistes (stationnarité, ergodicité, etc.) des modeles de séries
chronologiques sont liées a celles des processus solutions de ’équation (1.2.1), il semble utile
que I'on s’intéresse & 'une de ces propriétés, a savoir, par exemple, la stationnarité. Dans
cette section, nous nous intéressons aux conditions d’existence et d’unicité d’une solution
stationnaire de cette équation. Brandt (1986), a établi un théoreme dans lequel il a donné les
conditions suffisantes d’existence d’une unique solution strictement stationnaire pour (1.2.1).
Il Pa fait dans le cadre unidimensionnel (d = 1), ou la séquence (A;, B;) est strictement

stationnaire et ergodique, mais la démonstration reste valable pour le cas multidimensionnel.

Théoréme 1.2.4 (Brandt, 1986)

Soit {(Ay, By), t € Z}, un processus strictement stationnaire et ergodique tel que E(log™ || Aol|)
et B(log™ || Bol|) sont toutes les deuz finies. Supposons que le plus grand exposant de Lya-

pounov vy défini par

1
Y= lﬂf{E(E lOg ||A0A_1...A_t+1||), t e N},

!Tout au long de ce mémoire, nous utilisons les notations 2, = pour désigner max (z,0) et max (—=x,0)
resp.
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est strictement négatif. Alors, pour tout t € Z, la série

Xy = Z:O:O AtAtfl'-'AtkarlBtfka

converge presque sirement, et le processus { Xy, t € Z}, est l'unique solution strictement

stationnaire de (1.2.1).

De plus, Bougerol et Picard (1992a) ont établi les conditions nécessaires et suffisantes pour
'existence d’une solution strictement stationnaire indépendante du futur (non anticipative),
et cela dans le cas ou (A, B;) est une séquence de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.). Ils stipulent que, sous une condition d’irréductibilité, s’il
y a une solution non anticipative strictement stationnaire de I’equation (1.2.1), alors, le plus

grand exposant de Lyapounov v est strictement négatif.

Pour introduire le théoréme de Bougerol et Picard (1992a) (théoréme 1.2.6), nous com-

mencons par présenter quelques définitions.

Définition 1.2.8

Un modéle autorégressif généralisé avec coefficients i.i.d. est un modéle qui satisfait [’écriture

d’une équation aux récurrences stochastiques

Xt - AtXt—l + Bt,t 6 Z, (125)

ot {(As, By), t € Z}, est une séquence donnée de variables aléatoires i.i.d. définie sur l’espace
probabilisé (Q,F, P) a valeurs dans M(d) x R Une solution de cette équation est une

séquence {Xy, t € Z}, de variables aléatoires RY dimensionnelle vérifiant (1.2.5).

Apreés avoir défini un modéle autorégressif généralisé, nous passons a la définition d’une

solution non anticipative.

Définition 1.2.9

Une solution strictement stationnaire non anticipative de (1.2.5) est un processus strictement
stationnaire {X;, t € Z}, qui est une solution de (1.2.5) tel que, pour chaque entier p, X,

est indépendante des variables aléatoires {(As, B:), t > p}.
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Enfin, nous présentons la définition d’'un modele irréductible.

Définition 1.2.10

Un sous espace affine H de R est dit invariant sous le modéle (1.2.5) si {Apx+ By, » € H},

est contenue dans H presque sirement. Le modéle (1.2.5) est dit irréductible si R? est le seul

sous espace affine invariant.
Théoréme 1.2.5 (Bougerol et Picard, 1992a)

Considérons un modéle autorégressif généralisé donné par (1.2.5) avec des coefficients i.i.d.
Supposons que ce modéle est irréductible et qu’il a une solution strictement stationnaire non

anticipative { Xy, t € Z}. Alors les trois assertions suivantes sont vérifiées

(1) ApA_q...A_k convergent vers 0 presque sirement quand k — +o0,
(17) Pour chaque entier t,
Xy = ZZO:O AtAt—l---At—kHBt—k»
ou la série converge presque strement,
(i7i) Cette solution est ['unique solution strictement stationnaire de (1.2.5).

Le résultat principal de Bougerol et Picard (1992a) est traduit par le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.6 (Bougerol et Picard, 1992a)

Supposons que le modéle autoregressif généralisé (1.2.5) avec des coefficients i.i.d. est irré-

ductible et B(log" ||Ao||) et E(log™ || Bol|) sont tous les deuz finis. Alors, le modéle (1.2.5) a
une solution strictement stationnaire non anticipative si seulement si le plus grand exposant

de Lyapounov v est strictement négatif.

Proposition 1.2.1 (Bougerol et Picard, 1992a)

Supposons que le modéle autoregressif généralisé (1.2.5) a une solution strictement station-
naire non anticipative {X;, t € Z}. Soit H un sous espace affine minimal de R? tel que

P(Xo € H) = 1. Alors, H est invariant sous le modéle (1.2.5) et chaque sous espace inva-

riant de H porte une solution strictement stationnaire non anticipative.
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Une conséquence immédiate du théoréme (1.2.4), théoréme (1.2.6) et de la proposition

citée ci-dessus (1.2.1) est le corollaire suivant.
Corollaire 1.2.1 (Bougerol et Picard, 1992a)

Considérons un modéle ot B(log™ || Ag||) et E(log™ || Bol|) sont tous les deux finis. Supposons
qu’il existe une solution strictement stationnaire non anticipative qui n’est pas portée par un

hyperplan affine. Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Le plus grand exposant de Lyapounov est strictement négatif.
(73) Le modéle est irréductible.

(1ii) Il existe une unique solution stationnaire.

Lemme 1.2.1 (Bougerol et Picard, 1992a)

Soit {A;,t € N}, une suite ergodique et strictement stationnaire de matrices aléatoires a

valeurs dans M(d), telle que E (log® || Ao||) est finie, alors

tlirn | As... A1l = 0,p.s = v <0, (1.2.6)

ol v est le plus le grand exposant de Lyapounov associé a cette suite de matrices aléatoires.

1.3 Processus d’It6 et Quelques processus stochastiques

en temps continu

Le mouvement brownien standard unidimensionnel

Un exemple particulierement important de processus stochastique & temps continu est
le mouvement brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modéles
d’actifs financiers et de taux d’intérét. Ce processus trouve son origine dans la biologie, ot
le botaniste Robert Brown (1827), avait observé au microscope le mouvement irrégulier des
particules de pollen en suspension dans ’eau. Ces particules étaient animées de mouvements
erratiques incessants. En 1900, Louis Bachelier introduit le mouvement brownien pour mo-
déliser la dynamique des prix des actions boursiers. Par suite, en 1905, Smoluchowski décrit

ce processus comme une limite de promenades aléatoires; & la méme année Albert Einstein
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construit un modeéle probabiliste de mouvement brownien. La premiére étude mathématique
rigoureuse d’un tel processus est faite par Robert Wiener (1923). Depuis le mouvement brow-
nien continue de passionner les probabilistes, aussi bien pour ’étude de ses trajectoires que

pour la théorie de I'intégration stochastique.

Pour modéliser le fait que 'incertitude des événements de €2 devient de moins en moins
incertaine lorsque le temps s’écoule, autrement dit, on posséde de plus en plus d’information,
la notion de filtration a été introduite. Une filtration sur (2, F, P) est une famille croissante
de sous tribus de F : Fy;, C F, C F pour tout 0 < s < t, ou JF; représente 'information
disponible jusqu’a I'instant t et elle augmente au fur et & mesure que le temps augmente,
notée F = (F;,0 <t < 00). Le quadruplet (2, F,F, P) est appelé espace probabilisé et filtré.
Un exemple d’une filtration du processus stochastique X = {X;,0 <t < oo}, est la filtration

naturelle (ou canonique) F* = o (X,,0 < s <t).

Cette filtration est la plus petite o-algebre par rapport a laquelle X, est mesurable
pour tout 0 < s < t. FX s’interpréte comme toute l'information qu’on peut extraire de

I'observation des trajectoires de X entre 0 et ¢.

On dit que le processus {X;}, est adapté a la filtration F ou {X,} est F-adapté si X, est
Fi;-mesurable, Vi > 0.

Définition 1.3.1

On appelle mouvement brownien standard unidimensionnel (ou processus de Wiener), un
processus stochastique W = {W,, t > 0}, adapté consruit sur l’espace probabilisé et filtré

(Q, F,F, P) a valeurs réelles, tels que :

(1) Yw € Q, Wy (w) =0 p.s.,
(17) VO <ty < t; < .. < tp, les variables aléatoires Wy, — Wy, Wy, — Wy, Wi — Wy,
sont indépendantes,

(1ii) Vs, t > 0 tels que s < t, la variable aléatoire W, — Wy est de loi normale de moyenne

nulle et de variance t — s,

(iv) Yw € Q, la trajectoire t — Wy (w) est continue.

Notons que cette définition suffit & garantir que les accroissements d’'un mouvement
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brownien sont stationnaires.

Afin de prendre en compte le comportement trés erratique des cours des actifs finan-
ciers, Louis Bachelier les modélise a I’aide d’'un mouvement brownien avec tendance (drift),

mouvement brownien arithmétique

St = S0+/Lt‘|‘0_Wt,

ou  est la tendance et o, la volatilité de I'actif. Dans une telle modélisation la variable

S; peut prendre des valeurs négatives, ce qui n’a pas de sens financier.

Equation différentielle stochastique unidimensionnelle

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une généralisation de la notion d’équa-

tion différentielle, prenant en compte un terme de bruit blanc.

Les EDS permettent de modéliser des trajectoires aléatoires, tels que les cours boursiers,

ou les mouvements de particules soumises & des phénomeénes de diffusion. Les domaines d’ap-

plication des EDS sont vastes : physique, biologie, écologie, finance mathématique, traitement

du signal, dynamique des populations, etc.

Définition 1.3.2

Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

dXt = ,u(t,Xt> dt+0(t,Xt) th7 XO = Xy, (131)

ou l’équation intégrale stochastique suivante est dite solution de (1.3.1)

t t
X, =z +/ p (s, Xs)ds +/ o (s, Xs) dWs,
0 0

avec p (drift) et o (coefficient du diffusion) sont des fonctions mesurables définies sur

[0,00[ X R, 2y € R et le processus (Wi, t > 0) est un mouvement brownien standard dans R.

La premiére intégrale fg (s, Xs) ds est de Riemann ou de Lebegue, quant a la deuxiéme

i.e., fot o (s, Xs) dWs, est l'intégrale stochastique au sens d’Ito. Cette derniére est plus dé-
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licate & définir. De facon générale, il s’agit de définir I'intégrale stochastique I = fot Y dW
ou {Y;,0 <t < T} est un processus stochastique, et de spécifier les conditions & imposer
a Y; pour que cette définition ait sens. On peut penser & définir I, dans ’esprit d’une
intégrale de Stieltjes, en suivant la méthode standard qui consiste, a partir d’'une parti-
tion [tg = 0,11, ..., g, ..., t;y = t] de intervalle [0,¢], & considérer les sommes de Riemann
Sm =1 1y Yir (Wi, — Wi_1) ot tf € (tg—1,1x) et & définir I comme la limite de S,,, (presque
stire ou en moyenne quadratique) quand la partition devient de plus en plus fine. On peut
montrer que les S,, convergent si le processus Y; satisfait certaines conditions, mais que la
limite dépend de la position assignée a t; dans Uintervalle [t;_1, tx]. Il est d’usage de choisir
la spécification de l'intégrale correspondant & ¢; = t;_;, donc de définir / comme la limite
des sommes S,, = >, Y, | (Wi — Wj_1). Ainsi définie, il s’agit de P'intégrale d’'It6 qui la

seule utilisée en finance?.

Le probléme est de montrer que, sous certaines conditions sur u et o, 'EDS donnée en

(1.3.1) admet une unique solution, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1 (existence et unicité de la solution des EDS)

Soient T'> 0 et p(.,.): [0, T] xR —=R; o(.,.):[0,7] x R — R des fonctions mesurables
satisfaisant

lp(t,z)| +|o(t,z) <CA+]z]), t€0,T], x €R,

ou C' est une constante, tel que
it z) —p(ty)l+lo(tz) —o(ty)| < Dlr—yl; t€[0,T], 7,y € R,

ou D est une constante. Soit Z une variable aléatoire indépendante de la o-algébre engendrée

par Wy, s >0, tel que B|Z| < co.

Alors, EDS
dXt = ,LL(t,Xt)dt—f—O'(t,Xt)th,o S t S T,XO == Z,

admet une solution. Cette solution est unique, continue et adaptée a la filtration générée par

2Pour plus de détails, voir R. Portait & P. Poncet(Finance de Marché) , B. Oksendal (Stochastic Diffe-
rential Equations) et I. Karatzas & S.E Shreve (Brownian Motion and Stochastic Calculus).
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Z et {Ws, s <t}, avec

E (fOT |Xt|2dt> < .

Nous nous limitons ici & des EDS temporellement homogeénes, dans lesquelles les fonctions

it et o ne dépendent pas de t, autrement dit

dXt = U (Xt> dt +0o (Xt) th, X() = Xy,

Néanmoins, la formule (ou lemme) d’'It6 sera donné dans sa version généralisée.

1.3.1 Le processus d’It6 unidimensionnel

Soit (Q,F,F ={F;,t >0}, P) un espace probabilisé et filtré et {I¥;}, un mouvement

brownien standard dans R.

Définition 1.3.3

On appelle processus d’Ité unidimensionnel, un processus {X;}, a valeurs dans R tel que :
t t
Xt:Xo—i—/ u(s,w)ds—l—/ v (s,w) dWs,
0 0

tels que :

e u et v sont des processus adaptés a la filtration .

. P<f[f|u(w,s)]dt<oo> =1

3 P(fotv(w,s)2dt<oo) = 1.

Ecrit sous sa forme différentielle, le processus d’Ito devient

dXt = udt + Uth.

1.3.2 Formule d’Ito6

Le lemme d’Ito établi par Itd est 1’équivalent stochastique du théoréme fondamental

du calcul de dérivée (il faut noter qu'un terme s’ajoute). Il nous permettra de déterminer
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I’équation différentielle stochastique satisfaite par certains processus stochastiques donnés.

Le théoréme fondamental du calcul de dérivée stipule que Sl : R — R représente la dérivée
de la fonction f: R — R, alorsf (b) — f (a) = [ % (z) dz

a dzr

Théoréme 1.3.2 (formule d’1to)
Soit {X;}, un processus d’Ito i.e.,
dXt = Udt + Uth.

Soit f (t,z) € C*([0,00[ X R)(i.e., f est deuz fois continiment différentiable sur [0, c0[ xR ).

Alors, Yy = f (t, X;) est aussi un processus d’Ito et

of
ot

af
Ox

10°f

Y,
¥, = 2 02

(t, X;) dt + == (t, X;) dX; + (t, X;) (dX,)?, (1.3.2)

(dX,)? = (dX,) (dXy)
(dt) (dt) = (dt) (W) = (dWy) (dt) = 0
(dW;) (dW;) = dt.

Dans ce qui suit, nous donnons deux exemples de processus d’Itd, a savoir le mouvement

brownien géométrique et le processus d’Orstein-Uhlenbeck.
Le mouvement brownien géométrique

Définition 1.3.4

Un processus stochastique de la forme {S;,t > 0}, est dit mouvement brownien géométrique

s’il est solution de I’EDS suivante

s,

= pdt + odWy, (1.3.3)
Sy

ol p et o sont des constantes et {W,}, représente un mouvement brownien standard unidi-

mensionnel.

A Taide du lemme d’Ité (équation (1.3.2)), il est possible de montrer que le processus

stochastique S = {S;,t > 0}, défini par
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2
Sy = Sy exp (<,u - %) t+ UWt> : (1.3.4)

est solution a ’équation différentielle stochastique (1.3.3).

Comme W; est de loi N (0, 1), alors, In (g—;) = (M — %) t+oW, est de loi N ((u — "72) t, 0225),

et S, est de loi lognormale. Il est évident que dans ce cas, les cours des actifs financiers S;

restent toujours positifs. A noter que le rendement de détention R, d’un titre risqué, lorsque

la capitalisation se fait de facon continue, est défini par R; = In <§—;>

Processus d’Orstein-Uhlenbeck (mean-reverting process)

Certains processus stochastiques n’incorporent pas une dérive mais ont plutét tendance
a retourner vers un niveau moyen a plus ou moins long terme. C’est le cas des taux d’intérét,
des prix de certaines matiéres premiéeres comme le pétrole, d’électricité et des taux de change
de certaines devises. Nous sommes alors en présence d’un processus Ornstein-Uhlenbeck (O-
U), encore appelé processus de retour vers la moyenne. Ce dernier a été proposé par les
deux auteurs Orstein et Uhlenbeck (1930) dans un contexe physicien comme alternative aux
mouvements browniens. Ce processus a connu une variété de domaines d’application; en
finance on le trouve sous 'appelation "modeéle de Vasicek" mais la plupart des probabilistes

utilisent ’appelation O-U de retour a la moyenne pour faire référence a ce modéle.

Définition 1.3.5
Un processus {X;, t > 0}, est dit processus d’Orstein-Uhlenbeck (O-U) s’il est solution de

équation différentielle stochastique (EDS) suivante :

dXt = —(SXtdt + O'th, (135)

o § : la vitesse de retour de {X;, t > 0} vers sa moyenne de long terme (vélocité).
o : la volatilité de processus sous-jacent.

(Wi),50 : mouvement brownien standard.

Les deux paramétres 6 et o sont strictement positifs
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En appliquant la formule d’Tto6 (équation (1.3.2)) qui est 'une des pierres angulaires du

calcul stochastique a la fonction aléatoire X;e%, et par suite en intégrant ses deux membres,

on obtient la forme explicite de la solution exacte de (1.3.5), a savoir

t
X, = Xpe %t g™ / e dW,, Xy = xo. (1.3.6)
0

Si nous notons Y;, le taux d’intérét a U'instant ¢ et p le niveau moyen d’équilibre de long
terme de Y; (I’équilibre a long terme), nous parlerons de processus de Vasicek (1977)(appelé
encore processus d’O-U de retour a la moyenne), qui est une variante du processus d’O-U,

ot un coefficient de dérive constant a été ajouté. Alors, I’équation (1.3.5) devient

dY; = =6 (Y; — p) dt + cdW, (1.3.7)

Remplacons X, dans I’équation (1.3.6) par (Y; — u), nous obtenons Y;—pu = (Yy — p) e %+
oe % fot e dW,, Yy = yo, d’ott la solution exacte de I’'EDS donnée en (1.3.7) est

t
Y, = Yoe o + 11 (1 — e"”) + 06‘”/ e dW.
0

Le processus {Y;, t > 0}, est un processus gaussien de fonction d’espérance E(Y;) =
Yoe ® + 11 (1 — e7*") et de fonction de variance V (V;) = g—; (1—e 1),

2

Autrement dit, Y; ~ N <Yoe*5t +pu(l—e?), 2 (1- 6*25’5)>, ol ~ designe suit une loi

de probabilité.
Remarques :

1) La distribution du processus {Y;, ¢ > 0}, converge (quand ¢ tend vers 'infini) vers une

a2

distribution gaussienne d’espérance u et de variance Z;

2) L’un des inconvénients du modeéle de Vasicek est qu’il suppose que la volatilité des taux

d’intéréts est constante et indépendante du niveau de processus {Y;, ¢ > 0}.

3) La solution d’une équation différentielle stochastique (EDS) consiste & trouver le(s) pro-

cessus stochastiques satistaisant ’équation donnée. Or, le lemme d’It6 permet I'inverse,
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c’est-a~dire permet de trouver ’EDS satisfaite par un processus stochastique donné.

S’il advient que le processus stochastique choisi satisfasse ’EDS donnée, alors nous

aurons trouvons une solution a cette équation. En ce sens, le lemme d’It6 nous four-

nit des solutions a des EDS. Cependant, il ne s’agit pas d’une méthode systématique

permettant ’obtention de solutions. Son utilisation demande du flair.

1.4 Martingales et Semimartingales

1.4.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons des processus stochastiques réels, définis sur un
espace probabilisé, ayant pour domaine d’évolution, un intervalle de temps continu fini ou

infini (sauf mention contraire).

Etant donné un processus stochastique X = {X;,0 <t < oo}, ce dernier est dit cad-lag
si pour chaque w € Q, la trajectoire X (w), est continue a droite et admet une limite a gauche

presque stirement.

Un espace probabiliseé filtré (Q, F,F = {F;,0 <t < oo}, P) est dit satisfaire les conditions
habituelles si
(1) La tribu Fy contient tous les ensembles P négligeables de F.

(77) La filtration F est continue a droite i.e., Fi+ = NesoFire = Ft, pour tout 0 < ¢ < oo.

Dans ce cas, la filtration [F est dite satisfaire les hypothéses habituelles.

Intuitivement, la continuité & droite de JF; signifie qu’ayant observé toute I'information
disponible jusqu’en t inclus, on n’apprend rien de plus par une observation infinitésimale

dans le futur. On dit que le processus est non anticipatif. Il est clair que tout processus X

est adapté par rapport a sa filtration naturelle FX = {ftx ,0<t< oo}.

Dans le reste de ce qui suit, nous supposons toujours que les hypothéses habituelles sont

vérifiées.
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1.4.2 Martingales

Martingale

Les processus stochastiques sont caractérisés par une structure de dépendance entre les
membres de la famille des variables aléatoires qui le constituent. La propriété de martingale
exprime une relation qui peut avoir lieu dans de nombreux contextes (la théorie des jeux,
etc.), elle est devenue un outil indispensable dans la théorie des probabilités et les probabilités
appliquées.

En calcul stochastique, une martingale désigne un type de processus tel que sa valeur
espérée connaissant 'information disponible & une certaine date s est la valeur a cette méme
date.

Pour motiver I'idée de martingale, on considére une suite de variables aléatoires réelles
intégrables (X7,X5,...), définie sur (2, F, P). Supposons que X, est le montant de la fortune
que gagne le joueur au temps t. Dans le cas ou le jeu est équitable, la fortune espérée
a l'instant £ 4+ 1 connaissant les ¢ résultats précédents du jeu i.e., la tribu engendrée par
(X1,X5,...X;), est exactement le niveau du fortune obtenu au ™ instant. Une description

mathématique de ce modele est donnée par la définition suivante.

Définition 1.4.1

Une suite de variables aléatoires réelles {X;, t € N}, définie sur (2, F, P) associée d’une
filtration {F;, t € N}, (i.e., une suite croissante de tribus.{F;,t € N} ) est dite F;-martingale

et on écrit {X;, Fi, t € N}, si et seulement si

(1) {Xi, t € N} est adapté a la filtration {F;, t € N}, autrement dit X, est F;-mesurable,
(Uinformation portée par le processus {X;, t € N} ne peut étre meilleure que celle

donnée par la filtration {F;, t € N}).
(17) E(]Xy]) < 00, V t € Nji.e., Xy est intégrable pour tout entier t,

(111) B (X; | Fs) = X presque sirement (p.s), pour tout s < t, s,t € N,
Remarques :

1) Si{X;, t € N}, respecte les deux premieres conditions de la définition (1.4.1), et
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E (X, | Fs, Vs <t) > X, presque stirement , alors, on appelle sous-martingale et si

E (X; | Fs, Vs <t) < X, presque stirement, on 'appelle sur-martingale.

2) Lorsque le domaine d’évolution est R, nous considérons la filtration {F;, t € RT}, et
nous disons que nous sommes en présence d’'une (sous/sur)martingale & temps continu.
Différence de martingale

Nous restons toujours dans le méme contexte, mais cette fois-ci, on s’interesse au gain
net du joueur, et on cherche une description mathématique de ce phénomene. Pour ce faire,

on considére une suite de martingales {X;, ¢ € N}, et on définit une nouvelle variable aléa-
toire Dy = X; — X1, t € N* (on prend Xy = 0), en utilisant les propriétés de 1’espérance

conditionnelle et le fait que { X, t € N}, est une martingale, on démontre

E(Dt | X17 ~-~;Xt71) - thl - thl - O

D’ou la définition suivante d’une suite de différence de martingale.

Définition 1.4.2

Une suite de variables aléatoires réelles {Dy, t € N*}, définie sur (Q, F, P) associée d’une

filtration {F;, t € N}, est dite une différence de martingale si et seulement si

(i) {Dy, t € N*} est adapté a la filtration {F, t € N},
(i7) E(|Dt|) < 00, ¥V t € N*ji.e., X; est intégrable pour tout entier t,

(17i) E(Dy | Fs) = 0 presque sirement (p.s), pour tout s <t, s,;t € N.

Dans le reste de ce qui suit nous ne considérons que les martingales en temps continu.

1.4.3 Semimartingales et martingales locales

Nous nous intéressons a savoir si un événement donné, caractérisé par sa premiére date
T (w) d’apparition, a eu lieu ou non avant la date ¢ sachant I'observation de l'information

F;. Ceci conduit & la notion de temps d’arrét?.

3Nous travaillons toujours sur I’espace probabilisé complet et filtré (Q, F,F, P), satisfaisant les hypothéses
habituelles.
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Définition 1.4.3

Une variable aléatoire T : Q — [0, 00], i.e., est appelé temps d’arrét (par rapport a la filtration
F=(F0<t<o)) si:
{I'<t}={weQ:T(w) <t} €F, Vt,0<t< 0.
Si T est un temps d’arrét, nous posons t AT = min (¢,7"), ¥Vt > 0.

Définition 1.4.4

Etant donné un processus {X;,t >0}, et un temps d’arrét T. Le processus X défini par

XTI = Xrp est dit processus arrété en T.

A noter que si le processus {Xi,t > 0} est adapté et cadlag et si T est un temps d’arrét,

alors

XtT = Xrae = Xep<r) + XrGpsmy-

Définition 1.4.5

Soit M = {M,;,0 <t < oo} un processus stochastique. On dit que M est une F—martingale
locale s’il existe une suite croissante de F—temps d’arrét, (Tn)n21 avec lim, o1y, = 00 p.Ss.

telle que

(i) My est Fo mesurable,

(17) pour tout n >0, (Mg, — Mo, t > 0) est une F—martingale.

La suite de temps d’arrét est dite réductrice pour la martingale locale M.
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Remarques :

1) Nous n’avons pas besoin d’hypothése d’intégrabilité sur M.

2) Toute martingale est une martingale locale mais la réciproque n’est pas vraie : les mar-

tingales locales sont beaucoup plus générales que les martingales.

Il est intéressant d’avoir des conditions assurant qu’une martingale locale est une mar-

tingale. Le critére suivant est trés utile en pratique.

Proposition 1.4.1

0<i<oo Une martingale locale. Supposons que

E {sup |MS|] < 00, Vt,0 <t < oo.

0<s<t

Alors, M est une martingale.

Nous introduisons quelques définitions qui seront utilisées par suite.

Définition 1.4.6

Un processus stochastique A = {A;, t > 0}, est dit a variation finie si toutes ses trajectoires
sont cad-lag et a variation finie sur chaque intervalle compact de R, i.e., pour tout w € €,
sup Yo | Ay, (w) — Ay, (w)] < +00, ot le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =

t; <ty <...<t, =t surintervalle [0,t].

Définition 1.4.7

Un processus X = {X;,t > 0} est dit a variation quadratique finie, si pour tout t > 0, la
limite en probabilité de >, (X, — Xti_1)2 sur la subdivision A = {0 =t; < ta... < t,,, =t}
de [0,t] quand le pas |A| = sup,<p<,, |tk — ti—1| tend vers 0, est finie. On note

X X)), =p i
(X, X), p li

| m Do (th'+1 - th‘)27

|—0

ot (X, X)) est applée variation quadratique de X et plim désigne la limite en probabilité.
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Théoréme 1.4.1 (Dambis (1965), Dubins-Schwartz (1965))
Soit M = {M,;,t > 0}, une martingale locale continue telle que limy_o. (M, M), = co. Défi-

nissons le temps d’arrét

T, =inf{t > 0; (M, M), >71},V7>0

Alors, le processus W, = My, est un mouvement brownien unidimensionnel. En particulier,

la fitration {£,; = Fr.,0 <7 < 0o}, satisfait les conditions usuelles et nous avons :

M, = W<M7M>t,0 <t < o0.

Nous introduisons finalement une classe fondamentale de processus a variation quadra-
tique finie, étendant les sur (sous) martingales (locales), cette classe est largement utilisé

dans la modélisation en finance. C’est la classe des processus de semimartingales.

Définition 1.4.8

Une semimartingale est un processus cad-lag adapté X = {X;,t > 0} admettant une décom-
position de la forme :

X=Xo+M+A (1.4.1)

ot M est une martingale locale continue cad-lag nulle en 0, et A est un processus adapté
a variation finie et nul en 0. Une semimartingale continue est une semimartingale telle que
dans la décomposition (1.4.1), M et A sont continus. Une telle décomposition ou M et A

sont continus, est unique.

Quelques exemples de processus de semimartingales sont donnés a travers les théorémes

et les corollaires suivants.

Théoréme 1.4.2 (in Protter, 2004)

Un prcessus adapté de trajectoires cad-lag et a variation finie sur des ensembles compacts

est une semimartingale.

Théoréme 1.4.3 (in Protter, 2004)

Une martingale de carré intégrable, de trajectoires cad-lag est une semimartingale

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 1. Quelques outils mathématiques 32

Corollaire 1.4.1 (in Protter, 2004)

Une martingale locale avec des trajectoires continues forme une semimartingale.

Corollaire 1.4.2 (in Protter, 2004)

Le processsus de Wiener est une semimartingale.

Corollaire 1.4.3 (in Protter, 2004)

Chaque martingale locale, cad-lag et localement de carré integrable est une semimartingale.

et nous avons la propriété que pour tout ¢t > 0,si0 =t; < ... <t,, =t est une subdivision
de [0,t] de pas tendant vers 0 tel que sup;<<,, |ty — tx—1|, nous avons la convergence en
probabilité :

Nous définissons la variation quadratique d’une semimartingale continue X = M + A par

m 2
<X, X >=pl X, — X, .
) t p|A1|IEO i:l( t; t171)

ou A{0 =t; < ts... < t,, =t} subdivision de [0, t].et par suite la propriété suivante :

<X, X >=< MM >
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Structure probabiliste et estimation du modéle

GARCH (p,q)

2.1 Introduction

a modélisation des séries financiéres est un probléme complexe. Cette complexité n’est
pas uniquement diie a la grande variété des séries utilisées (prix d’action, taux d’intérét,
taux de change,...), a I'importance de la fréquence d’observation (seconde, minute, heure,
jour,...) ou a la disponibilité d’échantillons de trés grande taille. Elle tient surtout a I’exis-
tence de régularités statistiques communes a de trés grands nombres de séries financiéres
(stylized facts) et difficiles a reproduire artificiellement & partir de modeéles stochastiques.
Les modeles linéaires ARM A décrits dans le fameux ouvrage de Box et Jenckis (1970) se

révelent incapables de capturer ces faits stylisés.

Tout commence en 1963, lorsque Mandelbrot constate deux faits sur les données finan-
ciéres. Premiérement, elles ont des queues plus épaisses que celles de la loi normale, i.e., les
valeurs loin de la moyenne apparaissent avec des probabilités plus élevées que pour une loi
normale ; le coefficient d’aplatissement étant élevé. Deuxiément des regroupements de vola-
tilité «wolatility clustering», sont remarqués dans les faits empiriques. Pour répondre a ce

besoin, les modeles ARC' H ont été intrduits par Engle en 1982 et généralisés par la suite par
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Bollerslev en 1986, en modeles GARCH.

Le présent chapitre consiste essentiellement & donner une représentation générale des mo-
deles GARCH, autrement dit, leur structure probabiliste, ainsi que leur estimation. Dans
un premier lieu, nous spécifions une écriture autorégressive généralisée du modéle qui nous
permettra d’etablir, a partir du plus grand exposant de Lyaponouv, les propriétés probabi-
listes du modele GARCH, a savoir, la stationnarité stricte et au second ordre, 'ergodicité,
I’existence des moments supérieurs et la structure d’autocovariance. Ensuite, nous passons
a 'estimation d’un tel modéle, en utilisant la méthode du quasi maximum de vraisemblance
(QMYV) ou nous étudions les propriétés asymptotiques de ses estimateurs (la consistance et
la normalité asymptotique). Enfin, une étude de simulation a été faite afin de consolider les

résultats théoriques concernant la consistance de I'estimateur du QMV'.

2.2 Faits stylisés des séries financiéres

Dans cette section, nous passons en revue les principaux faits stylisés des séries financiéres

de prix et de rendements.

Sur les marchés financiers, on observe les prix des actifs financiers mais ’attention de
I’analyse des séries financiéres se focalise plus sur les rendements que sur les prix. Cela est

di aux deux raisons suivantes.

- Raison théorique et empirique : les processus des rendements ont des propriétés pro-
babilistes plus attractives que celles des processus des prix telles que la stationnarité et
I’ergodicité.

- Raison économique : les rendements ont une signification et une interprétation écono-
mique; ils représentent un gain d’investissement lors de la positivité des rendements, une

perte s’il sont négatifs.

Notons S, A le cours intrajournalier en fonction du temps de la n°"¢ journée ouvrable

(normalisée a [0, 1]) d’un actif financier qui pourra étre une action, un indice financier, un
taux de change ou un contrat a terme. Alors le rendement logarithmique de cet actif financier

est donné par la définition suivante.
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Définition 2.2.1

Le rendement logarithmique (également appelé rendement) du cours d’un actif financier pour

une échelle de temps A\, de la n®™° journée, noté r, o, est donné par

Sn,A
Tn,Azlog S—Al )

A noter que 1, correspond au rendement logarithmique journalier (r, ;1 = 7).

Maintenant, nous introduisons ces caractéristiques saillantes — que sont les faits stylisés
— des séries financiéres, et nous les illustrons sur les données journaliéres de I'indice boursier

S&P 500, sur la période 02/01/1990 au 31/12/2007 (4538 observations).

2.2.1 Non stationnarité de processus des prix

Le processus stochastique S = {S,,,n > 0}, associé aux prix (journaliers) des actifs, est
généralement non stationnaire au second ordre et ses trajectoires sont proches de celles
d’une marche aléatoire sans terme constant. Contrairement aux séries des prix, celles des
rendements exhibent des trajectoires compatibles avec la stationnarité faible, voir le tracé

de la série S&P 500 sur la figure 2.2.1a et 2.2.1b respectivement.

1600

2z
=
=T =1

waleur de cldture
=1
=

rendement logarthmique joumnalier

1 1 L 1 1 L 1 1 ax
Q SO0 1000 1500 2000 Z500 3000 3500 4000 a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

(a)
Figure 2.2.1 : (a) Valeurs de cloture de I'indice S&P 500, du 02/01/1990 au 31/12/2007 et (b)
rendements logarithmiques journaliers correspondants.

Afin de détecter la non stationnarité, nous utilisons le test de racine unitaire de Dickey-

Fuller (Dickey-Fuller (DF)) a partir des trois modéles suivants :
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modele 1 : AS, = ¢S, 1+ en,
modele 2 1 AS, = ¢S,_1+c+en,

modele 3 : AS, = ¢S,_.1+c+pPn+e,.

Nous commencons par estimer le modele 3, AS,, = ¢S,_1 + ¢ + fn + &,, incluant une
constante et une tendance. la valeur estimée de la statistique DF' est égale & —1.895. Cette
derniére est supérieure a la valeur critique —3.41, au seuil 5%. Donc, nous acceptons I’hypo-

theése nulle de racine unitaire (¢ = 0).

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -1.895751 0.6565
Test critical values: 1% level -3.9600861

5% level -3.410795

10% level -3.1271492

*Mackinnon (1986) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
DependentVariable: D(S)

Method: Least Squares

Date: 112111 Time: 10:45

Sample (adjusted) 2 4538

Included observations: 4537 after adjustments

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
Si-1) -0.0015783 0.000833  -1.895751 0.0581
C 0.720155 0.404217 1.781603 0.0749
@TREMD(1) 0.000417 0.000246 1.693566 0.0804

Figure 2.2.2 : Test de racine unitaire sur la série .S, : modele 3.

Il faut & présent évaluer la validité du modele 3. Pour ce faire, nous testons la nullité

du coefficient de la tendance conditionnellement & la présence d’une racine unitaire. Ce qui

revient a effectuer le test suivant : H(g3) : (¢, 8,0) = (¢,0,0). La statitsique de Fisher F3'

_ (SCRs3,.—SCR3)/2
'y = 50%3/7(N—3?)

sous Hés)et SCRj3 est la somme des carrés des résidus du modele 3 non contraint.

, ou SCR;3,, c’est la somme des carrés des résidus du modéle 3 contraint
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nous donne une valeur égale a 1.79. Cette valeur est inférieure a la valeur critique 6.27 (lue

a partir de la table de Dickey-Fuller), au seuil 5%. Ainsi, nous acceptons 1’hypothése Hé3),

et par suite le modele 3 est remis en cause. (Figure 2.2.2)

Passons a l'estimation du modele 2, AS,, = ¢5,,_1 + ¢ + €,,, ol nous testons la présence
d’une racine unitaire. Comme la valeur de la statistique D F' est égale & —0.854 est supérieure
a la valeur d’DF tabulée, au seuil 5%, nous acceptons I’hypotheése nulle de racine unitaire
((¢ = 0) dans le modeéle 2. De la méme maniére que précedemment (modeéle 3), nous devons
valider notre diagnostic en vérifiant que le modeéle 2 est le bon modéle. Autrement dit, nous

testons la nullité de la constante conditionnellement & la présence d’une racine unitaire. Ce
qui revient a effectuer le test suivant : HSQ) : (¢,¢) = (0,0). En utilisant le test de Ficher

de la nullité conjointe des coefficients du modele. La statitsique de Fisher F, égale a 0.729,

lue directement & partir de figure (2.2.3) ci-dessous. Cette valeur est inférieure a la valeur

critique 4.589 (lue & partir de la table de Dickey-Fuller), au seuil 5%. Alors, ’hypothése Héz)
est acceptée et nous devons recommencer ce test a partir du modeéle 1 sans constante, ni

tendance. (Figure 2.2.3)

t-Statistic Prob*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -0.854032 0.8029
Test critical values: 1% level -3.431608

5% leveal -2.861981

10% level -Z 567048

*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
F-statistic = 0.729370

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(3)

Method: Least Sguares

Date: 112111 Time: 10:48

Sample (adjusted): 2 4538

Included observations: 4537 after adjustments

Yariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
3(-1) -0.000341 0.000400  -0.854032 0.3831
C 0551827 0.391888 1.408125 0.1582

Figure 2.2.3 : Test de racine unitaire sur la série S, : modele 2.
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Au seuil de 5%, DF.qjcuee = 1.112 > DFppu6e = —1.94, nous acceptons ’hypotheése nulle

de racine unitaire (¢ = 0) dans le modeéle 1.(Voir la Figure (2.2.4) ci-dessous).

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic 1.112654 0.8315
Test critical values: 1% lavel -2 565472

5% level -1.940894

10% level -1.616653

*Mackinnaon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Crependent Variable: D(3)

Method: Least Squares

Date: 11/2111 Time: 10:62

Sample (adjusted): 2 4538

Included observations: 4537 after adjustments

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

3(-1) 0.000176 0.000158 1112654 0.2658

Figure 2.2.4 : Test de racine unitaire sur la série .S,, : modele 1.

Les résultats du test DF', donnés dans les figures 2.2.2, 2.2.3 et 2.2.4, nous permettent de
conclure que la série des prix de 'indice S&P 500 est issue d’un processus non stationnaire,
possédant une tendance stochastique qui peut étre représentée par une pure marche aléatoire :

S, = S,_1 + &, ol &, est un bruit blanc.

2.2.2 Regroupement des volatilités (volatility clustering)

La volatilité fait référence au degré de fluctuation des rendements des actifs; empiri-
quement, de fortes (faibles) valeurs ou de fortes (faibles) variations, tendent & étre suivies
par d’autres grandes (petites) variations i.e., de méme ampleur, mais pas nécessairement
dans le méme sens. C’est le phénomeéne de regroupement (accumulation) des volatilités. Ce

regroupement des volatilités est entiérement di aux corrélations des séries financiéres.
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camé du rendement logarthmique

i) ] 1000 1500 2000 2500 200D 1500 400D

Figure 2.2.5 : Carrés des rendements logarithmiques journaliers de 'indice S&P 500

Sur la figure (2.2.5), nous avons présenté les carrés des rendements logarithmiques jour-
naliers de I'indice S&P 500. Le comportement intermittent des rendements logarithmiques
journaliers est trés visible. On voit clairement le regroupement des volatilités par paquets

(la méme observation peut étre tirée de la visualisation de la figure 2.2.1 (b)).

2.2.3 Absence d’autocorrélation des rendements logarithmiques

La série des variations du prix (rendements logarithmiques) présente, généralement, de
trés faibles autocorrélations, la rendant proche d’un bruit blanc (figure 2.2.6a). Clest la

traduction immeédiate de 'hypothése des marchés efficients.

La justification la plus fréquente de cette absence de corrélation invoque le principe d’ab-
sence d’arbitrage des marchés liquides. Si de telles corrélations, faciles a detecter, existaient,
il serait aisé pour un intervenant de concevoir une stratégie d’arbitrage qui en moyenne lui
permettrait de gagner de l'argent. Or, la mise en oeuvre de ces stratégies, devrait éliminer
mécaniquement ces corrélations, au moins pour des temps supérieurs au temps de réaction
du marché, qui typiquement est de l'ordre de quelques minutes pour revenir a I’équilibre.
Néanmoins, pour des séries intra-jounaliéres avec intervalles de temps tres courts (A < 5
minutes), des autocorrélations significatives peuvent apparaitre en raison des effets de mi-
crostructure (voir le chapitre 3). En revanche, les séries des carrés ou des valeurs absolues

des rendements sont souvent fortement autocorrélées. ( figures 2.2.6b, 2.2.9 ci-dessous).
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Sample Autb elation Function (ACF)
e urooomeTnon Mincn ¢ . Sample Autocorrelstion Function (ACF)
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Figure 2.2.6 : (a) Autocorrélations empiriques des rendements logarithmiques journaliers et (b)

leur carré pour 'indice S&P 500.

2.2.4 Distribution des rendements

La premiére modélisation des cours boursiers par un mouvement brownien, repose sur
I’hypothése que les rendements (logarithmiques) suivent une loi gaussienne. Cette modélisa-

tion reste encore aujourd’hui au coeur de la théorie financiére.

Néanmoins, la pratique nous montre que les distributions empiriques des rendements
logarithmiques ont des queues plus épaisses que la distribution normale. Ce constat a été
signalé pour la premiére fois par Mandelbrot (1963) pour les prix du coton et a été, depuis
lors, observé pour différents marchés. Ce sera encore plus flagrant si ’'on considére les rende-
ments sur de petits intervalles de temps, ce qui n’est possible que grace aux données a haute

fréquence.

Une maniére de quantifier plus précisément les déviations par rapport a une loi normale

est de calculer la kurtosis et la skewness des rendements logarithmiques.
Queues de distribution épaisses (exceés de kurtosis)

L’hypothése de normalité des rendements est généralement rejetée. Les queues des dis-

tributions de probabilités empiriques des rendements sont généralement plus épaisses que
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celles d’une loi gaussienne. On parle alors de distribution leptokurtique.

Une mesure de cette effet est obtenue a partir du coefficient d’aplatissement (la kurtosis)

dont on rappelle la définition.
Définition 2.2.2

On appelle kurtosis d'une variable aléatoire X, de moyenne p, de variance 0% et dont le

moment d’ordre 4 existe, le nombre réel

B(X — NX)4_

Kr= 1
o
X

Cette kurtosis est comparée a celle d’une loi normale qui est égale a 3.

— Lorsque Kr = 3, la distribution correspondante est dite mésokurtique, c’est le cas de

la loi normale.

— Si Kr > 3, une telle variable est caractérisée par une distribution pointue, par consé-
quent des queues plus épaisses et la distribution est dite leptokurtique.
— Si Kr < 3, la distribution de X est relativement plus aplatie que celle de la loi normale ;

ces queues sont moins épaisses et la distribution est dite platikurtique.
Asymétrie (perte/gain)

La distribution des cours des actifs financiers est généralement asymétrique; il y a plus
de mouvements a la baisse qu’a la hausse. Ceci renforce encore les raisons de mise en cause

de ’hypothése de normalité en analyse des séries chronologiques financiéres.

Rappelons qu’un test simple de ’hypotheése d’asymétrie consiste a tester la nullité du

moment centré d’ordre 3 de la distribution, 7.e., la skewness.

Définition 2.2.3

La skewness (ou coefficient d’asymétrie) d’une variable aléatoire X, telle que son moment

d’ordre 3 existe, est définie comme le troisiéme moment centré normalisé par le cube de son
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écart-type :
E(X - ,UX)S

Sw = 3
(ox)

Le coefficient d’asymétrie est un indicateur de I’asymétrie de la loi de la variable aléatoire.

Une valeur absolue statistiquement différente de zéro indique 'asymétrie de cette loi.

— Si Sw < 0, dés lors que la distribution de X est non symétrique ; plus précisément, la
probabilité d’obtenir des valeurs inférieures a sa moyenne est supérieure a celle d’obte-
nir des valeurs plus grandes que la moyenne, autrement dit, une queue de distribution
étalée vers la gauche.

— Si Sw > 0, la distribution est asymétrique et la variable aléatoire a tendance a prendre
des valeurs supérieures a sa valeur moyenne avec une probabilité plus grande que celle
associée aux valeurs inférieures & la moyenne, , autrement dit, une queue de distribution

étalée vers la droite.

— Il est & noter que Sw = 0, n’implique pas que la distribution est symétrique

Series: rendements
Sample 1 4537

1,000 .
Cbservations 4537

500 Mean 0.000310

Median 0.000484
Maximum 0.055744
Minimum  -0.071127
Std. Dev. 0.002954
Skewness  -0.124450
Kurtosis 8771942

&00
400+
2004

Jarque-Bera 2701.319
Probability  0.000000

006 004 D02 000 002 004 006
Figure 2.2.7 : Histogramme accompagné d’un petit tableau donnant les statistiques : moyenne,
écart-type, skewness, kurtosis, la statistique du test de Jarque et bera et sa p-value (etc.) des

rendements logarithmiques journaliers de 'indice S&P 500.

sw

Le test d’asymétrie :
M ‘ \/6/n

= |—3.4233] > 1.96, au seuil « = 0.05. Donc, on accepte

I’hypotheése d’asymétrie. Ou sw est la valeur estimée du coefficent d’asymétrie Sw.
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Tr—3

\/24/n

sement normal est rejeté. Ou kr est la valeur estimée de la kurtosis K.

Le test d’applatissement : = |51.8614| > 1.96, au seuil o = 0.05. Alors, l'aplatis-

Le test de Jarque-Bera est un test de normalité fondé sur les propriétés de symeétrie et

d’aplatissement de la loi normale. La statistique du test est donnée par

Kr— 3)2

g5 =" (w2 q Er=307Y (2.2.1)
6 4

Le test de normalité de Jarque-Bera confirme la non normalité de la distribution incon-

ditionnelle des rendements logarithmiques journaliers puisque la p-value est presque nulle.

Une autre fagon de tester, visuellement, I’adéquation ou non des rendements avec une
distribution donnée, par exemple gaussienne, est de faire une analyse des quantiles, en tracant
les quantiles empiriques contre les quantiles théoriques d’une loi donnée. Si les distributions
sont identiques, le tracé doit coincider approximativement avec la bissectrice y = z. Si au

contraire elles sont différentes, on doit observer des déviations.
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Quntile empirigue des rendements logarithmigues journalisrs Quntile empirique des rendements logarithmiques 4 5 jours
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Figure 2.2.8 : Quantiles empiriques des rendements logarithmiques normalisés par leur écart-type

de I'indice S&P 500, aux échelles journaliéres, & 5 jours, & 10 jours et a 20 jours.

Les tracés des figures 2.2.8 montrent clairement la convergence de la distribution vers

la gaussienne, présentée par le trait pointillé, au fur et & mesure que I’échelle augmente.

A noter que les déviations diminuent lorsque 1’échelle croit mais elles le font lentement et

restent considérables méme au bout du 20 jours.

2.2.5 Présence de mémoire longue

Une autre caractéristique importante des séries financiéres est celle de la mémoire longue.
Cette notion est apparue dans les années 1950, a partir des travaux de Hurst en hydrologie
et, depuis, cette notion a été appliquée dans divers autres domaines tels que : I’économie, la

météorologie, la finance, etc.
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Si le processus des rendements logarithmiques est non autocorrélé, il ne I'est pas pour
celui des rendements logarithmiques absolus ou carrés dont la fonction d’autocorélation déroit

lentement dans le temps.

Sample Autoconrelation Fundlion (ACF)
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Figure 2.2.9 : Autocorélations empiriques des rendements journaliers absolus de 'indice S&P 500.

Contrairement a la fonction d’autocorrélation des rendements logarithmiques (reflétée
par le corrélogramme tracé sur la figure (2.2.6a)) celui des rendements logarithmiques ab-
solus est caractérisé par une longue significative positivité, indiquant ainsi I’existence d’une

dépendance entre les différents rendements logarithmiques.

2.2.6 Effet de levier

Cette propriété notée par Black en 1976 repose sur ’observation qu’il existe une asymétrie
entre 'impact des valeurs passées positives et des valeurs passées négatives sur la volatilité des
cours ou des rendements. Ainsi, les valeurs négatives (baisse des cours) tendent a engendrer
un accroissement de la volatilité supérieur a celui induit par des valeurs positives (hausse des
cours). Cette propriété ne doit pas étre confondue avec celle de 'asymétrie de la distribution
des cours ou des rendements. Il s’agit ici d’'une asymétrie de la relation liant des valeurs

passées des cours ou des rendements a la volatilité de ces derniers.

2.2.7 Saisonnalité

La volatilité tend & augmenter lorsque les marchés ne fonctionnent pas (week-end, fétes,

jours fériés, etc.), reflétant ainsi 'information accumulée pendant cet arrét. Notons que 'effet
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saisonnier est également trés présent pour les séries intra-journaliéres.

Nous avons décrit les propriétés qui nous semblent plus importantes, mais d’autres
existent. Nous citons, a titre d’exemple, la périodicité dans la structure des covariances,

la multimodalité et bien d’autres.

Toutes ces observations ont conduit a des modeéles d’évolution des cours plus généraux que
ceux comportant un mouvement brownien ou une semimartingale, par exemple, les modeéles
GARCH. Ce genre de modele semble alors mieux tenir de quelques propriétés statistiques

précitées. Le reste de ce chapitre est consacré a I’étude de cette classe de modeéle.

2.3 Structure probabiliste du modéle GARCH

2.3.1 Présentation et définition du modéle GARCH

Les modeéles linéaires classiques ARM A, popularisés par Box et Jenckis (1970), s’avérent
incapables de capturer les faits stylisés des séries financieéres évoqués ci-dessus. Afin de re-
médier a ces insuffisances, deux grandes classes de modeéles ont été introduites, a savoir les
modeles de type GARC H, et les modeéles a volatilité stochastiques. Notre étude tout au long

de ce mémoire sera portée seulement sur le premier type i.e., les modeles GARCH.

Les modeéles ARCH ont été introduits par Engle en 1982, puis généralisés en modeéles
GARCH en 1986 par Bollerslev. La modélisation GARCH est devenue un outil incontour-
nable en finance, particuliéerement utile pour analyser et prévoir la volatilité. Ces modéles

rendent mieux compte des faits stylisés des séries financiéres que ne le faisaient les modéles
ARMA.

Définition 2.3.1

On dit que le processus {e,,n € Z} suit un modéle GARCH (p,q) fort s’il est défini par une

équation de la forme

e = Zn\/02, (Z,) i.0.d(0,1), (2.3.1a)

Vien | Fool) =0t =w+ >0 el + > Bi00_; N neL, (2.3.1b)
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ou les coefficients «;,3; et w sont des constantes positives i.e., w > 0,a; > 0,5; > 0,
i=1,q,j=1,p et (aq, Bp) #(0,0), et F,_1 est la tribu engendée par le passé du processus

Jusqu’a linstant n — 1.
L’écriture abrégée de I’équation donnée par (2.3.1) est la suivante :

02 =w+a(B)e +b(B)o:, neZ,

avec

a(B) = 1B+ ..+ a,B?, a; e R*, Vi=1,2,...,qet oy #0,

2

ou B est I'opérateur de retard tel que : B'e, = &,_;, Blol, = o5 _.

Si b(B) = 0, I'équation (2.3.1) devient o2 =w + Y % a;e2_,, et le processus est appelé
ARCH q).

Le carré d’un processus {e,,,n € Z}, satisfaisant la formalisation d’'un modele GARCH (p, q),

donnée par (2.3.1), peut s’écrire sous forme d’une structure linéaire d’'un modéle ARM A(r, p).

2

2) est v, = €2 — 02 (qui forme un bruit blanc).

Par définition, I'innovation du processus (e

Remplagons les variables o7 ; par €} ; — v,—; dans I'équation (2.3.1), nous obtenons la

J
représentation

Ei = w + E;:l(&i + ﬂj)ei—i + vp — ?Zl ijnfja
ot r = max(p, q), avec la convention o; = 0sii > qet §; =0sij > p.

A partir de cette représentation, nous pouvons facilement calculer les moments condition-
nels et non conditionnels du processus (¢,,n € Z) en outre, cette représentation sera utile

lors de l'identification et de ’estimation des processsus GARCH.

2.3.2 Etude de la stationnarité des processus GARCH

Comme nous 'avons déja signalé au chapitre 1, la stationnarité stricte d’un processus

admettant une écriture d’une équation aux différences stochastiques, découle de I'existence
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d’une solution strictement stationnaire de cette équation. Ainsi, nous allons nous intéresser
aux conditions d’existence de telles solutions (au sens strict et au second ordre) pour les pro-
cessus vérifiant (2.3.1). Nous nous intéressons plus particuliérement aux solutions non antici-

patives ou les processus (g,) s’écrivent comme fonction mesurable des variables Z,,_, s > 0.

2
n

Pour ces processus, o; est indépendant de la tribu engendrée par {Z,,5,h > 0}, et (&,)
est indépendant de la tribu engendrée par {Z,, ., h > 0}. De telles solutions sont également

ergodiques.

Un processus {e,,, n € Z}, satisfaisant I’écriture d'un GARCH (p,q) donnée en (2.3.1)

admet la représentation autoregressive généralisée suivante :

X, = Ay X,_1 + Bn,n € Z, (2.3.2)
ou
Xn = ( 5121 gifl T 51217q+l 0721 T O-Ezprrl )I € Rerq
B, = (wz2 0 -+ w 0 - 0 )eRret

ol w dans le vecteur B, se trouve a la (g + 1) ligne.

WZ g (87 oz
4 I—1)x(g-1) Og-1)x1 Og-1)xp (2.3.3)
n o e qu ﬁl ct /Bp
Op-1)xq Ip-xe-1  Op-1pa

Existence d’une solution strictement stationnaire

L’équation (2.3.2) admet une solution unique, strictement stationnaire et ergodique de

la forme :
i—1

X, = Zizo 1o An-i B (2.3.4)

ou la série (2.3.4) converge presque strement, pourvu que le plus grand exposant de

Lyapounov soit strictement négatif, avec la convention Hj;lo A,._;B, = B,.
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Théoréme 2.3.1 (Bougerol et Picard, 19920)

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARCH (p,q) strictement
stationnaire, solution du modéle (2.3.1) avec w > 0, est que le plus grand exposant de Lyapou-
nov de la suite {A,,n € Z}, définie en (2.3.3) soit strictement négatif (v < 0). Lorsqu’elle

existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et ergodique.

Remarque :

La condition necessaire et suffisante d’existence d’une solution strictement stationnaire
du modele GARC H (p, q) est établie par Bougerol et Picard (1992b). Néanmoins, nous consi-
dérons Décriture selon une équation aux récurrences stochastiques donnée en (2.3.2), par

Francq et Zakoian (2004).
Démonstration.(du théoréme 2.3.1)

Nous notons z* (resp. 7), max (x,0) (resp. maz (—z,0)) et nous utilisons la norme ma-

tricielle définie par [|All =3, ; |ai |-
Utilisons de maniére récursive I’équation (2.3.3), nous obtenons pour tout N >0 :

Xn - Bn + Zi\il AnmAn—t—l—an—t + An"-An—NXn—N—la

B o (2.3.5)
= X (N) + Ay A v X n—1.

Nous allons & présent montrer que la suite X,, (V) converge presque siirement, vers une limite

X,,, quand N tend vers I'infini.
Supposons que v < 0.

En utilisant la multiplicativité de la norme, nous avons

| X0 || < 1Bl + 2 1A Al Bl

< 1Bnll + 22521 [An- An—tia || | Bl -

Par suite, en appliquant le critére de la racine n®¢ de Cauchy, nous obtenons
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B [ A A | | Bacel " = Jim exp {3 10g || An-. An-sia || + { log | Baell}

=exp {7} p.s, si %log | Br—t]| :—EO 0
Pour montrer que 1 log || B,—|| ti—'zo 0, nous procédons comme suit :

Elog||By—|l| = E (log" [| Bu—tll +log™ [ Buell) .

or,
log™ || By = max (—log || Bn—| ,0) ,
= max (— logw — log (Z2 + 1) ,0),
< max (—logw,0) =log™ w,
d’ou

E log | Bo—t||| < E (log™ || Bp—t||) + log™ w < . (2.3.6)

log||Bn—t p-s . . N
M — 0, ce qui revient a montrer que

t—o0

Il reste a montrer que si (2.3.6) est vérifiée,

P (hm

log|| Br—¢|
t—o00 t

>e):O,Ve>O.

Nous avons

t

<[=p (IlogHBnIH > e) dz,

xT

S P <w > e) =2, P <“°g”B””| > e) , car la suite (B,), est i.i.d.

— Joo P (PP > ) do — e B (Jlog || B, ) < oo.

t—o0

D’apres le théoréme de Borel-Cantelli, P (lim sup (M > e)) =0, et comme

0< P (tlim (w > e)) <P (tlim sup (w > e)), alors log || B,_¢|| converge

presque stirement vers zéro, quand t tend & l'infini.

Nous avons supposé que v < 0, alors, exp {77} < 1. En applicant le critére de la racine n®"

de Cauchy, nous concluons que )?; (N) converge presque siirement.

Soit Xqul,m la ¢ + 17*™¢ composante de )N(n Le processus ¢, = )Z'q 102y, €st une solution
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du modele (2.3.1), elle est non anticipative car d’aprés (2.3.4), (g,,) s’exprime comme fonction
mesurable des variables Z,,_;, ¢ > 0. Cette solution est également strictement stationnaire et

ergodique puisque (Z,) est ergodique.

Montrons maintenant I'unicité de cette solution. Supposons que la solution n’est pas unique

et qu’il existe une autre solution strictement positive (X,,) de (2.3.2). D’apres (2.3.5) on a :

HXn _ x| < H)?n (N) = Kol + 11 Ane Al 1 Xna]
Il est clair que X, (N) - X, N&? 0.

Nous avons vu que la série définissant X,, converge presque stirement, donc nous avons :
p.s
|An...An_nl|| = 0.
N—o00
De plus la loi de X,,_y_1 ne dépend pas de N par stationnarité. Par suite :
A, A X 50
[An- Ap- N[ [ Xn-nal] = 0.
N—o00

p

Donc, nous avons montré que X, — X, — 0.
N—o0
2 . , 2 . o v PIREN i
Ce terme étant indépendant de N, on a nécessairement X, = X, Vn. Do ¢, =/ X 1,7,

est I'unique solution strictement stationnaire du modéle.

Enfin, nous montrons la partie nécessaire du théoréme, i.e., si nous avons une solution
strictement stationnaire du modele (2.3.1), alors le plus grand exposant de Lyapounov () est

srictement négatif. D’apres le lemme (1.2.1) (Bougerol et Picard, 1992a), il suffit de montrer

que T}LI{:Q ||A0A_n|| p—s> 0.

Nous utilisons la notation = > y, qui signifie que toutes les composantes du vecteur x sont

supérieures ou égales a celles du vecteur y qui est de méme dimension.

Nous allons montrer que, pour 1 < < q-+p

lim Ag...A_,e; =0, p.s (2.3.7)

n—oo

-eme

ou e; est le 1*"“élément de la base canonique de RP1Y,
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Soit (e,) une solution strictement stationnaire de (2.3.1), et d’apres (2.3.2) nous avons

pour tout n strictement positif
Xo = By + AgX_1,
= Bo+ 0 0 Ag A kB 1 + Ao AL X,
> 300 Ao Ak By,

car les coefficients des matrices A,,, By et X,, sont positifs.

Par suite, la série ZZ;& Ag...A_pB_;_1 converge et donc Ao...A_B_j_; 220,

k—o0
Or, By 1 = wZ?%, je; + wegy1. Donc Ag...A_B_j_; se décompose en deux termes
positifs et nous obtenons
klim Ag A w2, je1 =0, klim Ag.. Ayweg1 =0, p.s (2.3.8a)
Le fait que w est différent de zéro, (2.3.8a) devient
klim Ao A 7%, 1e1 =0, klim Ag A g1 =0, p.s (2.3.8b)
i=1,..,q

Sii =g, ona: A e, =qa,2%61+ aqueq1, dapres (2.3.8b), on conclut que (2.3.7) est
vérifiée, pour i = ¢, pour montrer que (2.3.7) est vraie pour le reste des valeurs de i, on

utilise la relation suivante

A,kei = oziZEkel —+ Qi€gt1 + €11, 1= 1, e q — 1. (239)

Pour i = ¢ — 1, la relation (2.3.7) donne

lim AO...A,keq,l = 0g—1 lim AO'--A7k+1ZEk+1€1+
k—o0 k—oo

. 2 . . . .
Qg1 lim Ag... A_p 127, 1eqe1 + lim Ag... A_p 116 = lim Ag... A_p 1164 = 0.
k—oo k—oo k—o0

Donc, pour i = ¢ — 1 (2.3.7) est vérifiée, et par récurrence pour le reste des valeurs de i en

utilisant (2.3.9)

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 2. Structure probabiliste et estimation du modéle GARCH(p,q) 53

2)i=q+1,....q+0p.

D’apres (2.3.8D), (2.3.7) est vérifiée pour i = g + 1. On utilise la relation

A—keq-l—j = 6]‘sz61 + ﬁjeq-‘rl + Cq+1+j> .] = 1a Ry &) (2310)
avec par convention e,414; = 0, on obtient, pour j = 1,

0 = lim AO---Afkqurl = ﬁll}ggoAO'“A*kJrlZEk-i-lel—i_

k—o0
61 lim AO---A7k+IZEk+1€q+1 + lim Ao...A,k+1€q+2 Z lim Ao...A,k+1€q+2 Z 0.
k—o0 k—o0 k—oo
D’ou klim Ag...A 116412 = 0. Anisi, (2.3.7) est vérifiée pour i = ¢ + 2. Nous procédons de la
— 00
méme maniére i.e., par récurrence pour le reste des valeurs de i, pour montrer que (2.3.7)

est vraie.
Remarques :

1) Il est remarquable que la solution strictement stationnaire d’'un modéle GARCH, si elle
existe, est non anticipative, contrairement aux modeéles ARM A pour lesquels la condi-
tion de stationnarité implique 'existence de solutions stationnaires pouvant dépendre

du futur comme du passé du bruit.

2) La condition v < 0, est également nécessaire pour l'obtention d’une solution stricte-
ment stationnaire, en plus, elle garantit I’existence de certains moments du processus
solution.

3) Empiriquement, la condition que le plus grand exposant de Lyapounov soit strictement
négatif, peut étre vérifiée en calculant des approximations de ce coefficient par des
méthodes de simulations. De plus ce coefficient dépend de la loi du processus Z,,, ce
qui présente un inconvénient du point de vue pratique.

4) Si un modele GARCH est tel qu’il admet une solution strictement stationnaire, tout
modeéle obtenu en remplagant les a;, 3; par des coefficients plus petits 'est également.
Effectivement, le coefficient v du modeéle ainsi défini sera nécessairement inférieur a
celui du mode¢le initial, car avec la norme utilisée, 0 < A < B implique [|A| < ||B||.
En particulier, la stationnarité du modele GARC H implique celle du modele ARC' H

obtenu en supprimant les coefficients 3.
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Cas particulier : GARCH (1,1)

Afin d’illustrer la condition de stationnarité stricte des processus GARCH, nous nous

placons dans le cas d’un processus GARCH (1,1), qui admet la représentation

en = Znr\/ 02, (Z,) 4.i.d(0,1), (2.3.11)
Ui:w—f-()ééifl—l-ﬁ(fifl, w>0,(a,[3)>(0,0).

Le modele (2.3.11) est une solution de l’équation aux récurrence stochastique X} =
Ax X |+ B ou
2 2 2 2
X;:<€’§>,A;:(QZ” BZ")etB;fL:<WZ">.
o o B w

ro A =TI (aZ2, + B) Az n > 1.

On a donc

Par suite

log ||TTizo A i || = Sopi log (aZ2_,, + B) +log || Azl

et d’apres le théoréme ergodique, nous obtenons

1 n—1 s

n—oo 1,

Théoréme 2.3.2 (Stationnarité stricte du modele GARCH (1,1))

Si
—o0 < " :=E{log(aZ’ + )} <0,

avec a (Z,) = aZ? + B3, la série
he =w{l+> 7 a(Zy1)...a(Zni)},

converge presque sirement et le processus défini () par e, = \/h:Z, est Uunique solution

strictement stationnaire, non anticipative et ergodique du modéle (2.3.11).
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St v* >0 et w> 0, il n'existe pas de solution strictement stationnaire.
Remarques :

1) Lorsque w = 0 et v* < 0, la seule solution strictement stationnaire du modéle (2.3.11) est
nulle (g, = 0). Alors,de point de vue application statistique, il est naturel d’imposer a

w d’étre strictement positif.

2) La condition de stationnarité stricte v* = E{log(aZ2 + 3)} < 0, implique 8 < 1. In-
versement, si o + 3 < 1, la condition v* = E{log(aZ2 + 8)} < 0, est vérifice, par
'application de I'inégalité de Jensen, E{log(aZ? + 3)} < logE(aZ? + ) et comme
logB(aZ? + B) =log (a + 3) < 0, il s’ensuit que E {log(aZ? + 3)} < 0.

Le corollaire suivant donne une condition nécessaire de stationnarité stricte des processus

GARCH, sous trois formes différentes.

Corollaire 2.3.1 (conséquence de la stationnarité stricte)

Si le plus grand exposant de Lyapounov v = inf{E(:log||AoA_1..A_ni1]), n € N}, est

strictement négatif, les conditions suivantes sont équivalentes :
(Z> ?:1 6] < ]-7
(@) 1 =Bz —... = B,22 =0=|z] > 1,

(131) p(K) < 1,0u K est la sous-matrice de A, définie par :

K ( By ‘ 3, ) .
I(p—l)X(p—l) ‘ O(p—l)X(l)

De plus, si v < 0, alors il existe s strictement positif tel que
E(0%) < oo et E(le,*) < oo

Existence d’une solution stationnaire au second ordre

Le théoréme suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes de stationnarité au
second ordre du modeéle GARCH.
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Théoréme 2.3.3 (Bollerslev, 1986)

S’il existe un processus GARCH (p,q), tel que son premier moment conditionnel est une
différence de martingale et son deuxiéme moment conditionnel satisfait [’écriture (2.3.1b),
de plus ces deux premiers moments conditionnels existent, si ce processus est stationnaire au

second ordre et non anticipatif et si w > 0, alors

o+ B <L (2.3.12)

Inversement, si (2.3.12) est vérifiée, 'unique solution strictement stationnaire est un bruit
blanc faible (donc est stationnaire au second ordre). Il n’existe pas d’autre solution mon

anticipative et stationnaire au second ordre.

Démonstration.(du théoréme 2.3.3)

Commencons par démontrer la partie nécessaire de ce théoréme i.e., s’il existe une solu-

tion stationnaire au second ordre, alors la condition (2.3.12) est vérifiée.

Soit (&,), un processus GARC'H (p, q), stationnaire au second ordre et non anticipatif. Alors,
E(e2) =E(E(e2/F,.-1)) = E(c2) > 0 et ne dépend pas du temps n. En prenant 1’espérance

n

des deux membres de (2.3.1b), on obtient
B () =w+ X aiB (eh) + 255 BB (07) = w+ X alB(e7) + 0., BB (7).
Ainsi,

(1-Sliai- 08 B(e2) —w. (2.3.13)

Puisque w est strictement positif, on doit avoir (2.3.12), pour que (2.3.13) soit vérifiée.

Passons maintenant a la démonstration de la partie suffisante i.e., si la condition (2.3.12)
est vérifiée, alors 'unique solution strictement stationnaire forme un bruit blanc, i.e., une
solution stationnaire au second ordre et non anticipatif; de plus cette derniére solution est

unique.

Supposons que (2.3.12) soit vraie et cherchons une solution GARC H qui soit stationnaire.

Pour n, k € Z, définissons les vecteurs & valeurs dans R? suivants :
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0 sik <0
Xk (n) =
By + A Xt (n— 1) si k> 0.
Nous avons
0 sik <0
Xk (n) — Xp—1 (n) = B, sik=0
An{ X1 (n—1) = Xjo(n—1)} si k> 0.

Utilisons ces relations de fagon récursive nous obtenons pour, k£ > 0
Xp(n) = X1 (n) = Ap A {Xa(n = k) — Xo (n — k)},
= Ay Ay k1 Bnk,ou B, = X1 (n—k)— Xo(n—k)
Puisque la matrice A,,...A,_r11Bn_k est positive et ses termes sont indépendants (car

chaque terme s’exprime comme fonction d’une variable Z,,_;, ou le processus (Z,,) est i.i.d.).

Alors, nous avons, pour k£ > 0
B[ Xk (n) = Xe—1 (n)]| = [|B (An-.. An—k1Bni) |l

= |[B (An) .. B (Ang41) B (Bni)ll,
avec A=E(A,) et B=E(B,)

B Xe (1) = Xe-1 (n)]| = | A..AB]| = | 4*B| .
=(1,...,1) A*B,
car tous les termes du vecteur A*B sont positifs.

Calculons le déterminant de (A[,+, — A) (nous notons det le determinant d’une matrice).
Pour ce faire, retranchons la ¢ + 1°"¢ ligne de (Al,,, — A) a la premiére, puis developpons

le determinant par rapport a la premiére ligne, nous obtenons : det(A,+, — A) =

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 2. Structure probabiliste et estimation du modéle GARCH(p,q)

58

A — (671 —Q9 —Qy _61 _ﬂp
—1 A 0
e O-1)x(p)
—1 A
det - —Qy A— 51 _52 _Bp
Op-1)x(a) 0 :
0 —1 A
p+q
A 0 0 )\ 0 )
—1 A 0
0 O@-1)x(p)
: 1 A
=det | —qy —a, | A=  —f, -0,
1 ) 0-- 0
Op-1)x(q) 0
0 “1 A
p+q
A 0 0
—1 A
0 O(g-1)x(n)
—Adet| U -1 A
— Qo —ag | A= P =P T —By
1 ) 0. 0
Owp-1)x(a-1) 0
0 1 A

p+q—1
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1 A 0--- 0
0 : Og-1x(p-1)
: -1 A
—oy —ay | =B, B,
(=) (—1)7"* det A 0 -0
Op-1)x(a) -1 :
0
0 —1 A
pt+q—1
A=DBy =By 0.+ =,
—1 A 0 0
= det ) (M) +
0 —1 A
-1 A0 0 A0 0
det : wdet | 71 A : —A(=1)*
0 —1 A
— o — 0y ‘ 0 —1 A -
A=DBy =B, _ﬁp 1 —Qa —Qq
—1 A 0 —1 A 0 -
= det AT + det NP (=) (=1)1
0 —1 A 0 —1 A
p q

Pour calculer le déterminant de ces deux derniéres matrices, on developpe par rapport a la

derniére colonne et par récurrence, nous obtenons

det (AMprg — A) =M (N =N 718 — .= B) + N (=X Ty — .. — o).
Alors,

det (i — A) = X (1= £ A7 = X2, 8,07)
Si |[A| > 1 et en utilisant I'inégalité triangulaire |a — b| > |a| — ||, on tire

[det (Myq = A)] = |1 = Sy aX™ = X, B

21—2321051’— ?:lﬁj>0'
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Remarques :

1) La condition de stationnarité au second ordre » ! | a; + 25:1 B; < 1 implique celle de

stationnarité stricte v < 0 i.e., la solution stationnaire au second ordre ’est également
strictement.
2) Sous les conditions du théoréme 2.3.3, 'unique solution stationnaire de modele (2.3.1)

forme un bruit blanc de variance

— w
var (sn) B 1_2(;:1 a’i_zz)z1 fBj .

2.3.3 Existence des moments d’ordres supérieurs et structure d’au-

tocovariance du modéle GARCH
Existence des moments d’ordre supérieurs pour le modéle GARCH

Examinons maintenant le probléme de I'existence des moments d’ordres supérieurs du
modele GARCH (p, q), nous ne considérons que les moments d’ordres pair (sous ’hypothese

que la loi de Z,, est symétrique), sinon ces moments semblent difficiles a calculer.

Théoréme 2.3.4 (Ling et McAlee, 2002)

Soit A = E(A®™) ou A, est définie par (2.3.3). Supposons que E(Z>™) < oo. Une
condition mécessaire et suffisante d’existence des moments jusqu’a l’ordre m du processus

(€2), défini comme la premiére composante de (X,,) est que
p (A(m)) < 1.

Alors, la série (X,,) définie en (2.3.4) est convergente en moyenne d’ordre m, pour tout

2

2), est strictement stationnaire.

n € Z, et le processus (e

Démonstration. (Théoréme 2.3.4)

Commencons par démontrer la partie suffisante du théoréme , i.e., si le p (A(m)) <1,

alors, il existe une solution strictement stationnaire a ’ordre 2m.

Posons, pour k£ > 0,
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Xnk = flnAn_l...An_kﬂBn_k, avec convention A, o = I, et X, o = B,.
An,k

En utilisant les propriétés du produit de Kronecker et celles de la norme, nous obtenons
E[[Xnxl™ = E|Ang Bakl™
=E ([[Ank Bu-ill - [[Ank Baill)
=E[Awx Brr ® ... ® Apg Buill,
= B[[(Ank But)™" [ = B[|(Anr)™™ (Bao)™"|
n—k+1

B (Agm. Az, B

Etant données I'indépendance et Péquidistributivité qui caractérisent les termes du produit

AnA, 1. Ay_k11Bn_k, nous aurons

E ||Xn,k

=]
Notons A (resp. B™)), E (A®™) (resp. E (B®™))
Alots, B[ X,.||™ = H(AW))’“BWH .

L’objectif est de montrer que X,, est finie en moyenne d’ordre m.

Nous avons

1
myL o0 M\ ™
1all,, = (B 1" = {B||>7 X}

0 1 0
<> BN =D 1 X,

Or, d’apres la sous-multiplicativité de la norme

1
ZZO:O KXo ill, = Z::o "= {Zl:o

Si le rayon spectral de A est strictement inférieur a 1'unité, il est clair que H (A(m))kH

1
m

( A(m))’“ B(m)

1
()| F )

converge & vitesse exponentielle, lorsque k£ tend vers linfini. Ainsi, la norme L™ de X,
est finie et par conséquent (X,) est presque sirement fini. C’est la solution strictement

stationnaire de (2.3.2) et cette solution converge en moyenne d’ordre m, donc elle appartient
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aLm.

< || X4]|,,, car la norme de X, est supérieure a celle de chacune de ses

Comme ||2]|,

m?

composantes, alors une condition suffisante d’existence de E (™) est que p (A(m)) <1

2

2) appartient & L™ et montrons qu’'une condition nécessaire pour que

Supposons que (&

cette derniére soit vraie est que p (A(m)) < 1 doit étre vérifice

Nous avons, pour tout £ > 0

[ (Xgm) =E {ZZ:O Xn,k + AnAn—l-uAn—tXn—t—l}(@m y
Z E {ZZ:O Xﬂ,k}®m 3
> S B (X0)™" = iy ((A™)* B

Puisque toutes les composantes de E (X ™) sont finies, nous obtenons

lim (A" Bt™ — . (2.3.14)

t—o0

Pour que (2.3.14) soit vérifiée, il suffit de montrer que

lim (A(™)" = 0. (2.3.15)

t—o00

et ceci est équivaut a p (A™) < 1. Pour déduire (2.3.14) de (2.3.15), nous devons mon-

trer que pour un entier k fixé, les composantes de ((A(m))t B(m)> sont toutes strictement
positives.

Considérons la forme des matrices A,, donnée en (2.3.3).

e a, et (3, sont tous les deux non nuls.

Dans ce cas la premiére composante de X, ne sera jamais nulle presque stirement (resp.

la (¢ + 1)°™ composante ne sera jamais nulle), pour tout k > g+1 (resp. pour tout k > p+1).

e

De plus, nous avons X, = A, X,,—1,-1,Vk > 0, qui se traduit par la im¢ composante de

Xk est la (i — 1)éme composante de X,,_; ;,_1 pour i = 2, ..., ¢, il 'est aussi pour j = 2, ..., p.
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. , . o\
Ainsi, on conclut qu’aucune des ¢ premiéres composantes de X, o, (resp. les p derniéres
composantes de X, o,), n’est nulle presque stirement, il en est de méme pour X, ;, Vk > 2¢

(resp. X, x, Vk > 2p). Tenant compte de la positivité des variables X, j, ceci montre que

toutes les composantes de ((A(m))t B(m)> sont strictement positives, Vk > max (2q, 2p).

e a,3,=0

Dans ce cas, nous pouvons remplacer X,, par un vecteur de dimension plus petite, obtenu

. 2 . 2 .
en supprimant la composante €;_ . si o, est nul, et la composante o;,_,.;, si §,est nul.
La matrice A,, est alors remplacée par une matrice de dimension plus petite, mais ayant les
mémes valeurs propres non nulles que celle de départ. Il en est de méme pour la matrice
(A(m)). Si ayf3, # 0, nous retournons au cas précédent, sinon nous continuons le processus

de réduction des dimensions.

Structure d’autocovariance des carrés du modéle GARCH(p, q)

Comme nous 'avons déja vu, un processus (g,,) satisfaisant ’écriture d’'un GARCH (p, q)
peut s’écrire sous forme d’ un modeéle ARM A, pour le carré de ce processus s’il est station-
naire a 'ordre 4. Ainsi, nous pouvons exploiter cette derniére forme pour le calcul de la
fonction d’autocovariance, néanmoins, ce calcul est difficile & réaliser. Francq et Zakoian,
2009, utilisent la représentation markovienne (2.3.2) et proposent un algorithme qui permet
de le faire en utilisant la représentation markovienne (2.3.2). Les autocovariance des carrés

du modeéle GARC H sont positives.

2.4 Estimation d’un modéle GARCH

L’idée fondamentale de la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance, comme

son nom l’indique, est de trouver un ensemble d’estimations de parameétre, appelé 9, telle
que la vraisemblance d’avoir obtenu 1’échantillon que nous utilisons soit maximisée. Dans
certains cas, les modéles économétriques conduisent & des expressions complexes de la dis-
tribution conditionnelle des variables endogénes. Les fonctions de vraisemblance qui leur

sont associées sont difficilement manipulables, elles reposent sur ’hypothése que le modéle
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est complétement spécifié, ce qui rend difficile I'estimation des parameétres d’intérét. Pour
pallier a ces inconvénients, on peut approximer la fonction de vraisemblance, ou bien ne
pas entiérement spécifier la structure paramétrique de ce modele. Cette derniére solution est
adoptée par la méthode du quasi de maximum de vraisemblance (QMV), qui est appliquée

lorsque le modéle est seulement spécifié au premier et /ou au deuxiéme ordre.

L’estimateur du maximum de vraisemblance est non consistant si le modéle sous-jacent est
mal spécifié, autrement dit, la fonction de vraisemblance utilisée n’est pas fondée sur la vraie
distribution. Par contre, la méthode d’estimation QMV donne des estimateurs consistants
asymptotiquement normaux, et cela dans le cas ou la fonction de vraisemblance est fondée
sur une loi appartenant & une famille exponentielle linéaire, lorsque le premier moment
conditionnel est spécifié et & une famille exponentielle quadratique, lorsque le deuxiéme
moment conditionnel est spécifié, méme si la vraie distribution n’appartient pas a cette

famille (voir Gouriéroux, Monfort et Trongnon (1984)).

Cette méthode d’inférence s’est généralisée au cas dynamique, son utilisation pour les
modeles GARC H s’avére trés intéressante, car les estimateurs qu’elle fournit ont de bonnes
propriétés asymptotiques. Celles-ci, ont été établies par Weiss (1986) sous des conditions
d’existence des moments d’ordre 4. Dans le cadre d'un GARCH (1,1) ces mémes propriétés
ont été démontrées sous des hypothéses de stationnarité stricte pour I'estimateur du QMV
local, par Lumsdaine (1996). Dans Lee et Hansen (1994), la convergence de l'estimateur

global est obtenue sous I’hypothése de stationnarité au second-ordre.

2.4.1 Estimation du modéle par la méthode du quasi-maximum

de vraisemblance

Nous considérons une réalisation € = (g1, ...,ey) de processus GARCH (p, q), solution

strictement stationnaire, non anticipative du modele

en = Zn\ I, (Zy,) i.4.d(0,1), (2.4.1)

Vv (gn | Fn—l) = h, = w° + Z;’Izl 06?52_7; + Z?zl ﬁ?hn_j,v n e Z,

tels que : wW® > 0,02 >0 et ﬁ?EOizl,...,q, et j=1,...,p.
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Ce modele vérifie E (e, | F,-1) =0,et Var (e,/Fn_1) = hy, o0 F,_1 est I'information

dont on dispose jusqu’a la date n — 1.

Soit 0 = (64, ...,0p+q+1), = (w,ozl, e O, B, ...,Bp) , le vecteur des parameétres apparte-

nant & un espace compact des parametres © C 0, +oo] x [0, +oof” ™4, Nous notons la vraie
valeur inconnue du vecteur des paramétres 6 = (w°, af, ..., ay, 3. Bg) )

Le fait que la distribution de (hy, ..., hy) est inconnue, il n’y a pas une expression explicite
de densité de probabilité de (e1, ...,ex), méme en faisant ’hypothese de la distribution nor-
male de Z,,. Pour surmonter ces difficultées, nous considérons la fonction du quasi-maximum
de vraisemblance conditionnelle gaussienne, ot la vraisemblance conditionnelle est obtenue

a partir d’une loi normale centrée réduite des variables Z,,.

2 , c e ~9 ~2 . .
Etant données des valeurs initiales o, ...,€14, 0g, ..., 07_,, la fonction de vraisemblance

conditionnelle L de 6 est donnée par

Ly (0) = fy (51,...,5N/50,...,51,q,53,...,5%_10),
I, e (-2)
= ——exXp| = |
"= Jon? 207,

n

. ~2 . N . , . , . .
ou o, s’obtient a partir de I’équation récursive suivante

52 = 5,21 0)=w+>1, 2 L+ Z§=1 ﬁjgi_j,Vn > 1.

e . - ~2
I exem valeurs initi uvent étr isi mmee; = ... =€, =0g=..=
Par exemple, les valeurs initiales peuvent étre choisies comme €2 1 e=00
~9 N . s
o1_, = — , sous ’hypothése de stationnarité au second ordre. Nous pouvons
P i) B
i=1 j=1"7J
prendre comme valeurs initiales
2 . _ 2 _=2_ =2
Eg= =€ 4=0p=..=0]_,=Ww. (2.4.2a)
. ~2 =2
Un autre choix pour €2, ..., €1_q> 00+ O1_p €St
2 _ 2 _~=2_ _~2 _ 2
Eg= =& 4=0p=..=0]_,=¢] (2.4.2b)
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Alors, la pseudo log-vraisemblence est de la forme

1 N oL &2 1 N &2
log (Ly (0)) = N anl <— log (27mn) 2 — ﬁ) o N Zn:1 (logo' + 5_2

n
J/

-~

In(6)

~ N ~
Nous posons Iy (6) = Nt Z » I, (#). Maximiser le logarithme de la vraisemblance

revient & minimiser I, (#) par rapport au parameétre 6. Un estimateur du quasi-maximum de

vraisemblance est une solution mesurable de I’équation

0 = argmaxLy (0) = argminly (6). (2.4.3)
0co 0€o

Le choix des valeurs initiales n’influent pas sur les propriétés asymptotiques de I’estima-

teur du QMV, néanmoins ce choix révele important en pratique.

En annulant la premiére dérivée par rapport a 6, on tire

1 N o\ 1 057

Il sera pratique d’approximer la suite (ln (9)) par une suite stationnaire ergodique

N 2
In(0) = N3 1 (0), on 1 (0) = (10g0%+§—%>. On note par, (0,), = {on ()} la

solution strictement stationnaire, ergodique et non anticipative de
ol =w+ > el + > B00_; N n el (2.4.5)
Alors, (2.4.4) devient
LYY @) %%L; o

Notons que 62 (6°) = hy,.
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2.4.2 Convergence forte de ’estimateur du QMV

Soit la suite de matrices aléatoires A® = (A% n € Z), ou A° juste A,, donnée en (2.3.3),

en remplacant 0 par 6°, i.e.,

Az agZy | BYZy o Zn
40— Iy  Oumal — Ouuxp ;
n a? . ag 3 . oM
Op-1)xq Ip-1) Op-1)x1

Notons Ay (z) = Zq X a2t et By(z) =1 — Zp lﬁjzj, avec convention Ay (z) = 0 si
= ji=

q=0et By(z)=1sip=0.

Pour étudier la convergence forte des estimateur du QMV 0 N, nous considérons les hy-

potheses suivantes établies par Francq et Zakoian (2004).

Al : 6° € © et © est compact.

A2: (A% <0etVheO, ) By <1, 01
j:

V(AY = inf 1B (log | A24° ,..A|) .

neN* 1, nn-l

= lim L log|A%A° ... A9 p.s.

n—oo 1 nin—l
A3 : Z? a une loi non dégéneérée et E (Z2) = 1.
A4 :sip >0, Agp (2) et By (2) n’ont pas de racine commune, Ago (1) # 0, et o+ 3 # 0.
Le résultat suivant établit la convergence forte de 5]\/.
Théoréme 2.4.1 (Francq et Zakoian, 2004)
Soit </0\N>

(2.4.2a) ou (2.4.2b). Sous les hypothéses A1-A4,

une suite d’estimateurs du QMV satisfaisant (2.4.3), avec les conditions initiales
N

EN — 60 ps  quand N — oco.

Le symbole — désigne la convergence presque stire.
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Remarques :

1) La premiére partie de ’hypotheése d’identifiabilité (A4) concernant les racines communes
a été déja faite par Berkes et al (2003a,b). Il est remarquable que la vraie valeur

valeur §° du paramétre n’appartient pas a l'intérieur de ©, ainsi, le théoréme permet

de traiter les cas ou certains coefficients ; ou f3;, sont nuls. Cela est essentiel, en

particulier, pour atteindre (maintenir) les situations de suridentification de 'un des
ordres, p ou ¢, mais pas les deux en méme temps. Généralement, on estime de maniére
consistante les parameétres d'un GARCH (p—1,q) (ou d'un GARCH (p,q— 1), si nous
utilisons un GARCH (p, q).

2) Quand p # 0, 'hypothese (A4) exclut le cas ou tous les coefficients a? sont nuls. Ceci est
evidemment nécessaire, sinon le modeéle a pour solution un bruit blanc 7.7.d..

3) L’hypothese d’absence de racines communes, dans (A4), est toujours vérifiée lorsque
p>1letqg>1. 5iqg=1,laseule racine de Ay (z) est zéro et By (0) # 0. Sip =1
et B9 # 0, la seule racine de By (2) est 1/38Y > 0 (si 3} # 0, le polynome n’admet pas
de racine). En raison de la positivité des coefficients o, cette valeur ne peut annuler
Ago (2).

4) L’hypothese que E(Z,) = 0 n’est pas nécessaire pour I’établissement des propriétés
asymptotiques de l'estimateur du QMYV. La variance conditionnelle de (g,,) est seule-
ment proportionnelle & h,, dans ce modele i.e., var (€,/Fn—y, i > 0) = {1 — (E (Zn))z} P,
L’hypothese B (Z2) = 1 est faite pour des raisons d’identifiabilité et n’est pas restrictive

des que E (Z72) < oo.

2.4.3 Normalité asymptotique des estimateurs du QMV

Revenons maintenant & la normalité asymptotique de I'estimateur 6 y. Pour ce faire, nous
considérons les conditions supplémentaires suivantes (faites toujours par Francq et Zakoian

(2004).

A5 : 0° € O, ou O est l'intérieur de ©.

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 2. Structure probabiliste et estimation du modéle GARCH(p,q) 69

A6 : ky =E(Z}) < <.
La loi limite de gN est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.2 (Francq et Zakoian, 2004)

Sous les hypothéses A1-AB6,

JN @N _ 90) L N(0, (kg — 1) J7Y,

&1, (6°) 1 002 (6°) 902 (6°)
I= E9°< 0000’ >_E9° <a;§ ) 00  of

est une matrice définie positive.

ol

Remarques :

1) L’hypothése A5 est standard car elle permet d’utiliser le fait que les conditions du premier
ordre sont valides , au moins asymptotiquement. Cette hypothése est nécessaire pour
I’obtention de normalité asymptotique, en effet, si certaines composantes de §° sont
nulles, A5 n’est pas vérifiée et le théoréme ne peut pas conclure. Par exemple, lorsque
a? =0, laloi de v/N (@; — a?) est, pour tout N, concentrée sur [0, oo[ et ne peut pas
étre asymptotiquement normale. Ce type de problémes, dits "effet de bord", ont été

etudiés par Andrew (1999) dans le cadre d'un GARCH(1, q).

2) Ce théoréme ne requiert aucune hypothese sur la distribution de (Z,,), appart 'existence
du moment d’ordre 4. Cette hypothése est clairement nécessaire pour I'existence de
la variance asymptotique du vecteur du score 0l, (90) /06. On note aussi que cette

hypothése n’implique pas l'existence du moment d’ordre deux de processus observé

(€n)-

2.4.4 Simulation

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques d’une étude de simulation

illustrant la consistance au sens de la convergence presque stire (500 réplications du modele
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GARCH (1,1) ont été effectuées) de I'estimateur du QMV, EN, en échantillon fini, dans le cas
stationnaire, pour les tailles suivantes : N = 250, 500, 1000, 5000 et 10000. Les estimations
moyennes du paramétre 6° = (wo, a?, 6(1)) , ainsi que leurs écarts-type empiriques (Root Mean-
Square Error (RMSE)) correspondants sont portés dans les tables (2.4.1 —2.4.2 et 2.4.3)
ci-dessous pour les différentes valeurs de v ou ce dernier désigne le degré de liberté (pour les
simulations, nous avons utilisé une loi de Student pour v = oo, v = 9 et v = 5 et on s’est

basé sur la méthode de vraisemblance fondée sur la loi gaussienne.

H v H Taille de I’échantillon H wY H H RMSE (@) H
n = 250 0.0962 0.1944
n = 500 0.033 0.0618
oo | m = 1000 (0.014) 0.0199 0.0117
n = 5000 0.0149 0.0034
n = 10000 0.0145 0.0025

W
n = 250 ( 0.0887 0.1563

n = 500 0.0296 0.0297
9 n = 1000 (0.014) 0.0206 0.012
n = 5000 0.0148 0.0037
n = 10000 0.0146 0.0029
n = 250 0.1094 0.2377
n = 500 0.0327 0.0447
) n = 1000 (0.014) 0.0203 0.0153
n = 5000 0.0151 0.0043
n = 10000 0.0145 0.0029

Table 2.4.1
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| v | Taille de Péchantillon | af | | RMSE (ay) ||
n = 250 0.0871 0.0459
n = 500 0.0849 0.0276
oo | n=1000 (0.084) 0.0843 0.0188
n = 5000 0.0839 0.0084

n = 10000 0.0841 0.0059

[&
n = 250 [ 0.0934 0.0536

n = 500 0.0854 0.0353
9 | n=1000 (0.084) | | 0.0848 0.0202
n = 5000 0.0841 0.0092
n = 10000 0.0840 0.0074
n = 250 0.0992 0.0822
n = 500 0.0906 0.0442
5 | n=1000 (0.084) | | 0.0858 0.0293
n = 5000 0.0843 0.0131
n = 10000 0.0844 0.0094
Table 2.4.2
v || Taille de Péchantillon || 8° 3, RMSE (Bl)
n = 250 0.8205 0.1928
n = 500 0.8831 0.0701
5o | n=1000 (0.905) | | 0.8984 0.0233
n = 5000 0.9040 0.0093
n = 10000 0.9043 0.0064
n = 250 0.8054 0.2141
n = 500 0.8858 0.0524
9 | n=1000 (0.905) | | 0.8959 0.0248
n = 5000 0.9038 0.0104
n = 10000 0.9042 0.0082
n = 250 0.7607 0.2595
n = 500 0.8744 0.0774
5 | n=1000 (0.905) | | 0.8950 0.0347
n = 5000 0.903 0.0137
n = 10000 0.9038 0.0095

Table 2.4.3
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Il est remarquable que pour des échantillons de taille moyenne (N = 250, 500, 1000) la
méthode du QMV surestime la constante w® et o mais d'un degré plus faible pour ce

dernier, contrairement au parameétre £0 qui est sous-estimé par cette méthode. De plus,
nous constatons que les valeurs des paramétres estimés par la méthode de QMV se rap-
prochent de celles de la vraie valeur du paramétre §° = (0.014,0.084,0.95) au fur & mesure
que la taille de ’échantillon augmente et leurs RMSE associés diminuent. Néanmoins, la
convergence de 'estimateur du QMYV se manifeste clairement & partir d’une taille d’échan-

tillon égale a 5000, plus précisément pour N = 5000 le vecteur des parameétres estimés

Oy = <@,&1,gl> passe d’une valeur de (0.0148,0.0841,0.9038) lorsque v = 9 (respective-

ment 0y = (0.0151,0.0843,0.903) pour v = 5) a une valeur de (0.0146,0.0840,0.9042) pour

N = 10000 et v = 9 (respectivement Oy = (0.0145,0.0844,0.9038) pour v = 5). Ainsi,
ces résultats de simulations confirment les résultats théoriques concernant la consistance de

Pestimateur du QMYV.

2.5 Conclusion

D’un point de vue statistique, les séries financiéres sont des objets complexes qui pos-

sédent un certain nombre de propriétés connues et résumées sous le nom de "faits stylisés".

La modélisation classique ARM A, ne rend pas compte de ces propriétés que nous venons
de décrire. Dans ce chapitre, nous avons présenté une classe de processus qui permet de
combler partiellement ces lacunes, les processus GARCH. Nous avons étudié la structure
probabiliste dans un premier temps et ’estimation des paramétres, dans un deuxiéme, temps
du modéle associé.

La modélisation de la volatilité des rendements par un modele GARC H, est d’une im-
portance majeure dans la quantification des risques de management. Dans ce modeéle, c’est
le second moment conditionnel qui varie en fonction du temps suivant un certain modéle
de régression déterministe. Par exemple, la volatilité (au carré) d’aujoud’hui décrite par un
GARCH (1,1) est expliquée par la volatilité d’hier et ce qui s’est passé hier, i.e. les rende-

ments.

La volatilité est inobservable. De nombreux auteurs ont éxploité des données intrajourna-
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liéres, c’est-a-dire, des données de haute fréquence pour proposer des mesures non paramé-
triques pour la volatilité. Comment choisir ces proxies de volatilité 7 Peuvent-t-elles améliorer
I’estimation des parameétres du modele sous considération 7 C’est 'objet des deux chapitres

suivants.
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Proxies de volatilité et volatilité réalisée

3.1 Introduction

e concept de volatilité est probablement 1'un des sujets qui suscite le plus de recherches
dans le domaine de la finance mathématique. Cet intérét pour la volatilité est motivé
par deux raisons importantes : le nombre de plus en plus de compagnies utilisant les outils
de gestion des risques et le grand nombre de produits dérivés transigés dans les marchés
financiers mondiaux. De méme, quand une compagnie veut étudier son degré d’exposition a
un risque financier, elle doit étre capable d’évaluer la volatilité de chacun des biens qu’elle

possede.

La volatilité peut étre définie comme la variabilité des prix des actifs financiers, des cours
des actions, par exemple. Autrement dit, c’est la variabilité de la variable sous considération.
Plus, la variable fluctue durant une période, plus elle est censée étre volatile. La volatilité est
associée a 'imprévu, I'incertain et le risque. Pour le public général, le terme est synonyme de
risque. Ainsi, une forte volatilité est considérée comme un symptéme de perturbations. Les
transactions des valeurs boursiéres ne sont pas a leurs justes valeurs et le marché de capital

ne fonctionne pas bien comme il le faut.

Par essence, la volatilité est un phénomeéne non observable ; elle est inhérente & la plupart

des modeles financiers. Comme elle ne s’observe pas naturellement, alors, il est nécessaire de
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construire un certain nombre de statistiques dites prozies, et 'on se base sur ces derniéres

lors de spécification, d’estimation et d’évaluation des modeéles de volatilité.

Mesurer la volatilité, en utilisant des données intra-journaliéres, a une fréquence trés
élevée, de fagon presque continue est possible. L’idée de la volatilité réalisée est initialement
proposée par French, Schwert et Stambaugh (1987). Taylor et Xu (1997) ainsi qu’Andersen
et Bollerslev (1997) montrent que la volatilité journaliére réalisée peut étre construite en
additionnant les rendements intra-journaliers au carré, puis en prenant la racine carrée de

cette quantité.

Une motivation théorique de la construction de la volatilité réalisée réside dans le fait
que la variation quadratique d’une grande classe de semimartingales est un estimateur sans
biais de la variance conditionnelle des rendements, (voir, par exemple, Barndorff-Nielsen et
Shephard (2002), et Andersen, Bollerslev, Diebold, et Labys (2003)). En effet, la disponibilité

de données de haute fréquence crée un intérét pour cette approche.

Une volatilité observable donne lieu & de nouvelles opportunités : on peut 'analyser, 1’op-
timiser et la prévoir en utilisant des techniques plus simples que les modéles économétriques
complexes utilisés lorsque la volatilité est latente. Effectivement, les prozies de volatilité
construites sur la base de données intra-journaliéres ont un pouvoir de prévision supérieur
a celles construites a partir des rendements journaliers, (voir, par exemple, Ghysels, Santa-
Clara, et Valkanov (2006), Engle et Gallo (2006)). Généralement, la recherche d’une bonne

proxy souffre de I’absence d’une méthode de comparaison de ces proxies.

3.2 Modéle d’échelle

Les modeles a temps discret, comme le modeéle GARCH et les modéles de volatilité

stochastique, souvent admettent la forme multiplicative suivante

T = OpnZp,N € 7, (3.2.1)

ou (Z,) sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
de moyenne nulle et de variance égale a l'unité i.e., E(Z,) =0, E(Z2) =1, et (0,,) est une

suite de variables aléatoires strictement positives. De plus Z,, et o, sont indépendantes. Du
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fait que, le facteur d’échelle o,, est non observable, il est naturel de penser & son estimation
en se basant sur des données intra-journaliéres (haute fréquence). Pour que cet objectif soit
atteint, une extension au temps continu du modele (3.2.1) a été faite par de Vilder et Visser
(2008), en gardant la méme structure multiplicative donnée en (3.2.1) ou la variable aléatoire
Z, a été remplacée par un processus stochastique ¥, (.) cadlag (continu & droite et possédant
une limite a gauche). Pour chaque jour ouvrable, n = 1,2, ..., N, on observe le processus des
rendements logarithmiques intra-journaliers, écrit sous forme du produit d’un processus ¥,,
(standard day process) et une variable d’échelle o,,.
Nous avons la définition suivante.
Définition 3.2.1
Les processus des rendements logarithmiques intra-journaliers R, (.) sont dits satisfaire le

modéle d’échelle s’ils admettent la représentation

R, (u) =0,%,(u), 0<u<l, (3.2.2)
tels que :

(1) Les facteurs d’échelle o, sont strictement positifs,

(17) Les processsus cadlag W, (.) ont la méme distribution de probabilité pour chaque trading
day, n,

(1ii) Le processsus W, (.) est indépendant de G, _1, pour tout n, ol
Gn1=0 {(\I’i(u))ign—l ,0<u <1, (Ji>i§n} )

la tribu engendrée par le passé des processus jusqu’a Uinstant n — 1 (la cloture de la

(n — 1) jour ouvrable).
Remarques :

1) Les deux derniéres conditions dans la définition (3.2.2), impliquent que la suite des
processus (U, (.)), est i.i.d. Le processus V¥, (.) peut étre n’importe quel modeéle re-
présentant la trajectoire des rendements intra-journaliers & une échelle preés. A noter
que le facteur d’échelle o, (volatilité intra-journaliére ) reste invariant au cours de la

journée ouvrable concernée n.
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2) R, (1) est égale au rendement close-to-close. Si nous posons Z,, = U, (1), nous retrou-
vons 1, = R, (1) = 0,Z,.

3) A la fois 0, et ¥, (.) ne sont pas supposés avoir une structure particuliére.

Nous définissons les rendements logarithmiques close-to-close par 1, = RS — RS | pour

mn—

tout n € Z, ott RS est la valeur de cloture pour la n®™ journée ouvrable, avec la convention

R§ = 0. Nous notons R, la valeur d’ouverture de la journée suivante (n + 1), et nous
adoptons I’hypothése standard de continuité a droite et d’existence de la limite & gauche des

trajectoires de ce processus (cadlag).

Considérons la n®™® journée [n — 1,n). Soit ¥ € [0,1[, désignant le temps au cours de
la journée ouvrable. Nous posons ¢ = n — 1 + 1. Le processus des rendements cumulatifs

{R:,t € R} satisfait la représentation

Ry 119=RS  +0,9,0), 0<9 <1,

Remarques :

1) Pour chaque modele & temps discret de la forme (3.2.1) des rendements logarith-
miques close -to- close (1), il existe une extension en temps continu R, (.), satisfant

la représentation (3.2.2).

2) Le rendement overnight, en partant de la (n — 1) eme

journée ouvrable & la n°"¢ journée

ouvrable est donné par R, — RS ;.
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Figure 3.2.1 : Cinq trajectoires de processus des rendements intra-journaliers R, (.), ainsi que les

rendements close-to-close 1, de I'indice boursier S&P500 spot, commencant de 12-09-2005.

La figure (3.2.1) ci-dessus montre cing trajectoires de processus des rendements logarith-
miques intra-journaliers R, (.). Pour chaque jour ouvrable n, nous observons le processus
R, (.), ou les rendements sont calculés par rapport a la valeur de cloture (close) du jour
précédent. Ce processus R, (.), commence par la valeur de rendement overnight & l'instant
u = 0, et se termine par le rendement close-to-close R, (1) = r, (& l'instant u = 1). Il est

remarquable que les trajectoires de processus des rendements intra-journaliers n’ont pas une

forme unique, ils different d’une journée & une autre.

3.3 Proxies de volatilité

En statistique, le terme proxy est utilisé pour une variable qui n’est pas d’ intérét premier,
en elle-méme, mais qui est étroitement liée a un objet d’intérét. Elle est reliée au concept
d’estimateur. Mais les proxies tendent & remplacer les variables d’intérét non observables,
tandis qu'un estimateur est une statistique dont le réle est I’estimation de parametres. Un
bon estimateur des parameétres est celui qui posseéde, par exemple, la plus petite erreur qua-
dratique moyenne. Par analogie, une bonne proxy est celle qui posséde une forte corrélation

avec la variable.

3.3.1 Définitions et notations

Nous considérons 'espace de Skorohod D [0, 1] des fonctions cadlag dans [0,1]. Nous

supposons que les éléments de 'espace de D [0, 1] sont continus en 1, de plus 'espace D [0, 1]
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est séparable, muni d’une métrique compléte est doté de la topologie de Skorohod. L’espace
C'[0,1] des fonctions continues sur 'intervalle unité [0, 1] est un sous espace vectoriel du

D0, 1].

Dans le reste de cette partie nous considérons le modele d’échelle (3.2.2) et les proxies
qu’on définira par la suite sont dites proxy de volatilité. Rappelons qu’une fonctionnelle
H définie sur P'espace vectoriel D a valeurs dans [0, co], est dite positivement homogene si
H(af)=aH (f), a € [0,00], f € D. A noter que dans notre cas les fonctionnelles proxy

sont des fonctionnelles proxy pour W.

Définition 3.3.1

Soit H une fonctionnelle mesurable, positivement homogeéne, définie sur un sous espace vec-
toriel D de l’espace de Skorohod D [0, 1]. Supposons que ¥ € D p.s, et H (V) est strictement
positive p.s. Alors, H est une proxy fonctionnelle et la variable aléatoire H, = H (R, (.))

est dite proxy*.

A titre d’exemple de proxies de volatilité, nous citons : les rendements absolus journaliers
close-to-close, les rendements absolus overnight, I’étendue des rendements (max-min) et la

volatilité réalisée qui sera définie ci-dessous.
Remarques :

1) Pour une réalisation ), de ¥, qui n’appartient pas au sous-espace vectoriel D, on peut
définir H,, = 0. Une fonctionnelle proxy n’est pas linéaire, en effet H (¥) + H (—¥) > 0,
mais H (U — ¥) = H (0) =0 et de plus n’est pas symétrique : H (V) # H (—V).

2) Les proxies sont linéaires en facteur d’échelle o,. En effet, H, = H (0,V,,), et par

homogéneité de la fonctionnelle H, on obtient
H,=o0,H(¥,) (3.3.1)

ou (H (¥,)), est une suite d'innovations i.i.d. strictement positives.

De plus o, et H (¥,,) sont indépendantes dés que o, et ¥, le sont. Ainsi la proxy H,

donne des informations concernant le facteur d’échelle o,. L’équation (3.3.1) a la méme

'Les deux termes H,,, H désignent la notion de proxy
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forme que celle des rendements des actifs en temps discret donnée en (3.2.1).

A partir d’une fonctionnelle de proxy, nous pouvons construire d’autres fonctionnelles de

proxy, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.3.1 (de Vilder et Visser, 2008)

Soient H® i = 1,....d, des fonctionnelles de proxy. Définissons une fonction mesurable,
positivement homogéne : G : [0,00[* — [0,00[. De plus, on considere que G (z) > 0 si
27 Oga. Alors, la fonctionnelle de proxy H : f+— G (HW (f), .., HD (f)) V¥ f € D est une

fonctionnelle de proxy.

Exemple

On considére deux fonctionnelles de proxy H" et H®. Les fonctionnelles H : f + H (f)

données ci-dessous définissent & leur tour des fonctionnelles de proxy.

1. H(f) = aH®Y (f), pour a > 0.

2. H(f) = wi HY (f) + wo H? (f), pour wy, w, € )0, 0.
3. H(f) = (H(l) (f))(wl) (H(2) (f))(m) pour wi, @, € R, tel que w; + @y = 1.

4. H(f) =max {HYV (f), H? (f)} et H(f) = min {HWV (f), H? (f)}.

3.3.2 Ordre sur les proxies

Proxy optimale

La restriction aux proxies de volatilité positivement homogeénes, nous permet de les com-

parer et de les optimiser sans recours & l'identification du modéle de facteur d’échelle o,,.

En introduisant 'opérateur logarithmique sur la proxy H,, donnée en (3.3.1), nous obte-

nons

log (H,,) = log (0,,) + Up, (3.3.2)

ou U, = log (H (¥,)) est dit 'erreur (bruit). Pour juger de la qualité d’une proxy, nous

utilisons le critére de l'erreur quadratique moyenne (EQM). Ce critére nous permet de com-
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parer et d’optimiser les proxies :
E (log (H,) — log (0,))* = B (U2) = var (U,) + (B (U,)).

Les proxies H,, ne sont pas nécessairement sans biais E (U,) # 0. Pour contourner le

probléme des proxies biaisées, de Vilder et Visser (2008), définissent une nouvelle proxy a

une constante preés strictement positive, H,=c H,,, cela conduit a une EQM :

B (log () — log (an)>2 = var (0,) + (® ((D‘n))z,

= wvar (U,) + (E(U, +logc))?,

ol [7” = U, + logec.

La constante ¢ = ¢* qui minimise EQM est obtenu en posant [E (ﬁn) = 0, ce qui donne

E (log (]:ln> —log (Jn)>2 =wvar (Uy,) .

Minimiser 'EQM revient a minimiser la quantité var (U,).

Définition 3.3.2

Soient les deux prozies suivantes HY et H? dont la variance de leurs logarithmes est
A\ 2 )
<)\(’)> = var (log (H(Z) (\IJ))), i = 1,2 respectivement. Alors, la prozy HY est dite meilleure
2
que H® si sa variance ()\(1)> est inférieure ou égale & celle de H®, autrement dit,

2 2
(/\(1)> < </\(2)> . Une proxy H* possédant une variance finie est dite optimale si elle est

la meilleure parmi toutes les autres prozies i.e.,var (log (H* (V))) = inf g var (log (H (V))).

La proposition ci-dessous montre qu'une bonne proxy est caractérisée par une forte cor-

rélation avec le facteur d’échelle o,,.
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Proposition 3.3.2 (de Vilder et Visser (2008))

Si 0 <war (log(0,)), alors

N

corr (log (H,) ,log (0,)) = (1 + m) 7 , (3.3.3)

ot \* = var(log(H (¥)).

2 2
De plus, supposons que ()\(1)> = var(log(HW (1)) < ()\(2)> = var(log(H® (¥))) < oo,
alors, (3.3.3) implique

corr <log (H,g”) ,log (Un)> > corr <log (H@) ,log (an)) .

Dans le cas ou \* = 0, on aura une corrélation parfaite entre la prozy H, et le facteur

d’échelle o, qui se traduit par : corr (log (H,) ,log (o)) = 1.

Preuve (de la proposition 3.3.2)

Rappelons que : var (U,) = var (log (H (¥,,))). Dés que log (H,) = log (0,,) + Uy, on a

corr (log (Hy,) ,log (5,)) = —<evUoettn)loglon))
( g< ) g( )) [var(log(Hr)) var(log(an))]%

_ var(log(on))+cov(log(on),Un) -
[(var(log(on))+var(Un)) var(log(on))]2

Etant donnéé Iindépendance entre o,, et ¥, alors, log (0,) et U, le sont aussi. Aprés

simplifications on obtient (3.3.3).

Si A% = 0, cette corrélation nous donne une valeur qui est égale a Punité.
L’identification des deux processus W, et o, n’est pas nécessaire lors de I'étude des

proxies, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.3.3 (de Vilder et Visser (2008))

Considérons les deuz fonctionnelle prozies HYV) et H® . De plus, supposons que toutes les

deuz représentations (o, V,), (0, V') satisfont le modéle d’échelle donné en (3.2.2). Si

HW est meilleure que H® pour ¥, alors, HY est aussi pour V.
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Preuve (de Proposition 3.3.3)

L’objectif est de montrer que : var (log (H® (¥))) <wvar (log (H® (¥),))) si var
(log (HW (¥,,))) < var (log (H® (¥,))). On a par hypotheése 0,¥,, = o, ¥, et de plus
o, et U, sont indépendants, alors

var (log (0,)) + var (log (H® (¥,,))) < var (log (c,)) + var (log (H® (¥,))),

= var (log (d7,)) + var (log (H® (¥1,))) .

Comme : var (log (c,)) + var (log (HV (¥,,))) = var (log (0},)) + var (log (HY (¥1))).
On aura var (log (07,)) + var (log (HW (¥,))) < var (log (¢7,)) + var (log (H® (¥1,))) et par

conséquence : var (log (H(l) (‘If;l))) < wvar (log (H(Q) (‘I’/n)))

Le théoreme suivant garantit I’existence d’une proxy optimale sous certaine condition.
Remarque :

e Considérons une bonne proxy H et un parameétre « strictement positif. Alors, la fonc-

tionnelle définie par G (f) = oH (f) constitue a son tour une bonne proxy, vue que

var (log (G (f))) = var (log (aH (f))) = var (log (a))+var (log (H (f))) = var (log (H (f)))-

Théoréme 3.3.1. (de Vilder et Visser, 2008)

Sl existe une fonctionnelle proxy avec une variation de nuisance finie, alors il existe une

fonctionnelle proxy optimale.

Proposition 3.3.4 (de Vilder et Visser 2008)

Supposons que HY et H® sont deux fonctionnelle proxy optimales. Alors, il existe une

constante o strictement positive telle que HD () % o H® (0),

D’un point de vue théorique, le théoréme précédent (3.3.1), garantit ’existence de proxies
optimales. Néanmoins, il présente des limites en pratique. Cela est di a la forme inconnue du
processus W, (.) et de sa non observabilité. Selon les deux auteurs de Vilder et Visser (2008),
la comparaison entre les proxies, en pratique, se fait en utilisant la variance estimée du

logarithme de leurs proxies. Ce qui nous permet d’établir la relation d’équivalence suivante
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(/\(1)>2 < ()\(2))2 < var (log (Hfll))) < wvar (log (an))) . (3.3.4)

Ainsi, pour comparer les proxies, il suffit de comparer la variance de leurs proxies loga-

rathmiques.

En pratique, on utilise les variances estimées.

Dans le cadre de recherche d’'une bonne proxy, de Vilder et Visser (2008) ont proposé une
méthode pour optimiser cette derniere. Ils définissent une nouvelle proxy H dite proxy

)

géométrique issue d’une combinaison d’'un nombre fini de proxy HY i = 1,...,d, tel que

1=

H = 1, (H,Ef)> Lot w = (w1, ..., wq)', sous la contrainte S0 w; = 1, w; € R.

Nous notons A la matrice de variance covariance des erreurs U® = log (H @) (\I/)), i.€e.,
A = wvar ((U(l), - U(d)),> : (3.3.5)

L'erreur U(®) associée a la proxy H) est égale a Zle w;U®, dont la variance est
M\ = @’'Aw qui atteint son minimum global pour
A

* !
w = m, L = (1, ceey 1) ; (336)

La variance optimale est )\QW* = ﬁ Cependant, cette solution n’est pas applicable en

pratique, Il n’est pas possible d’estimer A dés que les proxies H® (¥,,) sont non observables.

Afin de surmonter cette difficulté, il suffit d’estimer la matrice de variance covariance du

logarithme de la proxy géométrique H\™) i.e.,

A, = var <(log(H,(ll)), ..., (log H,(ld)))l> = var (log (,,)) vt/ + A, (3.3.7)

pour obtenir le vecteur des coefficients optimaux w*, comme le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 3.3.2. (de Vilder et Visser, 2008)

A 2 .
Soit le modéle d’échelle donné en (3.2.2). Supposons que (/\(Z)> = var (log HV (V) < oo,

pour i =1, ....d et var (log (0,)) < 0o . Soient A et A,, les matrices de variance covariance

données en (3.3.5) et (3.3.7) respectivement. Le vecteur des coefficients optimaux w*donné

en (3.3.6) ne dépend pas du processus (o) et peut étre exprimé sous la forme w* = L,Ai,lfL. La

)

variance de logarithme de la prozy HY" ) est donnée par Uar(log(H,sw*))) = var (log (0,,)) +

2 V2 1
)\w*, ou )\w* = TA-1,°

Démonstration (Théoréeme 3.3.2)

Le vecteur des coefficients optimaux w* ne dépend pas du modele (o,,), d’apres (3.3.4),

il s’en suit :
arg min var(log(H\™)) = argmin\%,
= argminvar (log H® ()
Alors,
argminw' A, = arg min @' Aw. (3.3.8)

En appliquant le multiplicateur de Lagrange [ sous contrainte Zle w; = 1, on obtient
I’équation lagrangienne suivante w’A,w + [ (1 — @’s). Par suite, en dérivant par rapport a

w, on aura : 2A,,w0 — [t = 0, d’ou I'on tire w = %A; '], et en remplacant cette derniére dans

la contrainte ¢'zo = 1, on obtient [ = 2//A 1. Alors, @ = foijfL.
En utilisant (3.3.8), on obtient les égalités w* = fozlfb = L,AAilfL, ce qui nous permet

d’écrire var (log (HF")) = var (log (0,,)) + AZ..
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3.4 Variance réalisée

En finance et en économétrie financiére, ’analyse des variations du prix d’un actif et
de son instabilité est fondamentale. Il est bien connu que les rendements journaliers des
actifs financiers sont difficiles, voire impossible a prédire, bien que leur volatilité semble
relativement facile a prédire. De ce fait, ’estimation de la volatilité joue un role clé dans
I’évaluation des produits dérivés, dans ’allocation des actifs ou dans la gestion du risque.
Comment faire de I'inférence sur la volatilité a partir des rendements, constitue un théme

de recherche central en économeétrie financiére.

Plusieurs mesures de volatilité ont été proposées dans la littérature et un nombre assez
important de tentatives ont été faites, afin d’améliorer I’estimateur classique de volatilité, a
savoir ’écart-type empirique des rendements, en passant des mesures basées sur des rende-

ments de basse fréquence, vers celles basées sur des rendements de haute fréquence.

Parmi ces estimateurs, nous citons ceux developpés par Parkinson (1980), Garman et
Klass (1980), Rogers et Satchell (1991), Yang et Zhang (2000) et Alizahdeh, Brandt et
Diebold (2002) (Vp, Var, Vrs, Vyz et Vapp respectivement)?. Ces auteurs exploitent 1'in-

formation disponible sur I’étendue de la journée ouvrable.

Théoriquement, sous 'hypothése de continuité du processus sous-jacent des rendements,
supposé suivre un mouvement brownien géométrique sans dérive, ’estimateur Vp est 5 fois
plus efficace, Vi, et Vi sont 7 fois plus efficaces, comparativement a ’estimateur classique,
au sens du critére du rapport des variances. La réalité empirique (la non nullité de la dérive,
la discontinuité du processus sous jacent et la non constance de la volatilité) révele des

insuffisances de ces estimateurs.

Dans le sillage de Merton (1980), compte tenu du caractére aléatoire de la volatilite,
les chercheurs se sont intéressés, non plus directement a la volatilité instantanée, mais a ce
que 'on désigne sous le nom de variance intégrée ou encore de variation quadratique et qui
représente la somme (I'intégrale en raisonnant en temps continu) des carrés de la volatilité
instantanée. La variance intégrée correspond ainsi, par exemple, a la variation d’un prix
au cours d’une journée, obtenue grace a des informations collectées a une fréquence intra-

journaliere (i.e., & haute fréquence, 5, 10 ou 30 minutes par exemple). Plusieurs approches

2Pour plus de détails, voir 'annexe
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ont été développées pour déterminer un estimateur fiable et robuste de la variance intégrée.

Les approches paramétriques sont fondées sur 'utilisation de modéles décrivant la dyna-
mique de la variance des rendements. Le modele GARC H, qui consiste a estimer conjoin-
tement des équations du rendement et de la volatilité conditionnelle d’un actif ainsi que
le modeéle exponentiel ARC'H de Nelson (1992), qui permet un passage du temps continu
au temps discret, sont des candidats pour la mesure de la variance intégrée. Ces modéles
connaissent depuis plusieurs années déja, tout particulierement dans les milieux académiques,
un développement extraordinaire (Avouyi-Dauvis et Jardet (2006)). Néanmoins, la plupart
de ces modeles échouent & capter les faits stylisés observés dans les séries financiéres. Ce
constat a été fait par Bollerslev (1987), Malmsten et Terdisvirta (2004), et Carnero et al.
(2004). D’ou, la nécessité de rechercher un cadre plus adéquat pour 'estimation et la pré-
diction de la variance conditionnelle des rendements des actifs financiers. En exploitant la
disponibilité des données de haute fréquence, un nouveau concept est introduit et, il a permis

de résoudre le probleme. C’est celui de la variance réalisée.

La variance réalisée du prix d’un actif a une date n (un jour par exemple) est définie
comme la somme des carrés de ses rendements observés & un pas de temps donné. La variance
réalisée releve d’une approche non paramétrique. C’est un estimateur usuel de la variance
intégrée, introduit par Merton en 1980 et généralisé dans plusieurs travaux (Andersen et
Bollerslev (1998), Andersen, Bollerslev, Diebold et Labys, (2001) et (2003) et Barndorff-
Nielsen et Shephard, (2002a), (2002b),(2005), et Meddahi (2002),0u encore Comte et Renault,

(2001) qui ont étudié les propriétés statistiques de la variance réalisé.

En théorie, plus le pas de temps est fin, plus la variance réalisée converge vers la va-
riance intégrée. Malheureusement, les prix d’actifs financiers, plus particuliérement a haute
fréquence, subissent une trés grande variété de frictions que ’on peut interpréter comme des
imperfections du processus de transaction ou des effets dits de microstructure (différences
entre les volumes de transaction, information contenue dans les variations de prix, compo-
santes stratégiques des flux d’ordre, effets de controle des stocks, discrétisation des données,

etc.). La présence des effets de microstructure fait que le prix efficient n’est pas observé.

En fait, le prix observé est la somme du prix efficient non observé plus une variable

aléatoire qui représente les effets de microstructure. De ce fait, 'estimateur usuel de la
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variance réalisée est biaisé et non convergent. De nombreux chercheurs se sont donc intéressés
a trouver un estimateur convergent de la volatilité intégrée a partir des données entachées de

bruit.(Ait-Sahalia et al. (2005), Bandi et Russell (2005, 2006), Zhang et al. (2005), Hansen
et Lunde (2006), et d’autres auteurs).

3.4.1 Modéle en temps discret

Dans un premier temps, nous présentons un modeéle en temps discret pour motiver la
notion de la variance réalisée. Pour ce faire, nous considérons le modeéle suivant, & temps

discret pour les rendements journaliers close-to-close

'n = UnZna

ou {Z,},_,, est une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes et identi-

quement distribuées (N.i.i.d.) de moyenne nulle et de variance égale a l'unité i.e., Z, ~
N.i.i.d. (0,1).

de Vilder et Visser (2008), supposent que la volatilité o, est constante au cours de
la journée ouvrable (en anglais business ou trading day). Néanmoins, d’autres auteurs, en

particulier McAleer et Medeiros (2008) définissent la volatilité journaliere comme la moyenne

arithmétique des volatilités intraday.

Le jour ouvrable n est normalisé en un intervalle unité [0, 1]. Nous nous intéressons aux
rendements intra-journaliers échantillonnés en haute fréquence (a un pas A par exemple,
0 < A < 1), autrement dit, nous considérons une subdivision de cet intervalle en 1/A
sous-intervalles de méme longueur. Ainsi, le rendement intra-journalier ( relativement a la
valeur précédente) est défini comme suit : 7, = R, (kA) — R, (k— 1) A) ,k =1,..., 5 ou

le processus R, (.) est défini en (3.2.2). C’est-a-dire que

Pos = 0n (T (KA) — T, ((k — 1)A))

Par exemple ¥, (¢) = 9Z7,,. Dans ce cas,

_ (k)
Tnk = O-anA ’
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ou fo)A sont N.i.i.d. (0, A?), et le rendement close-to-close est r, = Z,lg/fl Ty SOUS

I’hypothese que R, (0) = 0.

Il s’ensuit que E(r2 | G,_1) = 02 et, comme on peut le voir a 'aide d'un calcul simple,
var (2 | Goo1) = 207,,.

La variance réalisée définie comme la somme du carré des rendements intra-journaliers

échantillonné en haute fréquence (& un pas A par exemple, 0 < A < 1), est donnée par

1/A
RV® =3~ / 2 (3.4.1)

k=1
Le carré des rendements journaliers close-to-close peut s’écrire

14

1A 2 1A
r? = g Tn.k = E r? + E Tk n.i
n k=1 ) k=1 n,k k;’é‘] ) 3]

tel que
) @) 1/A
E(r?|Gn1) =E(RV,? | G,_1) +E § gz kT | G ) -

Si les rendements intra-journaliers sont non corrélés, on obtient

E(r2 | Gu1) =E(RV? | G,y) = 0.
Cependant, il est facile de montrer que
var (RVH(Q) | Gn1) = (2A) 0y < 20 = var (r2 | Go_1) -

En d’autres termes le carré de la volatilité peut étre estimée de fagon plus précise, en
additionnant le carré des rendements intra-journaliers qu’en additionnant les rendements

journaliers close-to-close au carré.
3.4.2 Propriétés statistiques de la variance réalisée en absence des

effets de microstructure

Les résultats décrivant les propriétés statistiques de la variance réalisée sont établis dans

le cadre d’un modeéle en temps continu pour le processus des prix (en logarithme) en se basant
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sur la théorie de la variation quadratique. Dans un premier temps ces propriétés statistiques

sont décrites en absence des effets de microstructure. Ils seront pris en compte par la suite.

Modéle en temps continu en absence de bruit de microstructure

La théorie de la volatilité réalisée est étroitement liée a la disponibilité des données de
haute fréquence. Ainsi, il est naturel de considérer ce probléme de mesure de volatilité dans

une classe de modeéles de volatilité stochastique, a temps continu.

Supposons que les prix (en logarithme) d’un actif donné suivent le processus de diffusion

en temps continu® suivant

ds,
?t:utdt—i-atth, 0<t<T
t

Les processus stochastiques (i (t) et o (t) (moyenne et volatilité conditionnelle instanta-

née respectivement) sont prédictibles, ot p (¢) est & variations finies, tandis que o (t) est
strictement positif et de carré intégrable.i.e., E < fg U§d3> < 0. La variation quadratique du

processus des prix logarithmiques sur U'intervalle unité [0, 1] est donnée par
(log (Snx) — log (Spr_1))*. (3.4.2)
Quand le pas d’échantillonnage A tend vers 0, on obtient
1
(log (S))n = / o? (s) ds. (3.4.3)
0
Cette derniére quantité est connue sous le nom de wariance intégrée (IV,,). Les équa-

tions (3.4.2), (3.4.3) montrent que, dans ce contexte?, la variance intégrée et la variation

quadratique coincident.

3Pour éliminer la présence des opportunités d’arbitrage, le processus S; doit constituer une semimartin-
gale.
4Le processus des prix logarithmiques est une semimartingale
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Distribution asymptotique de la variance réalisée

La variance réalisée RVTS ) calculée en additionnant les carrés des rendements & haute fré-
quence, trouve sa justification théorique dans la théorie de la variation quadratique. Notons
eme

ok le k"¢ rendement intra-journalier de la n°™¢ journée ouvrable normalisée & l'intervalle

[0, 1] tel que :
1
Tnd zlog (Sn,k) —log (Sn,k—l)v ]{3 = 17...,Z,
la variance réalisée est définie comme suit
1/A
RV® = Zk:l 2 (3.4.4)

Comme nous 'avons déja signalé, la théorie de la variation quadratique des processus de
semimartingales assure la convergence uniforme en probabilité de la variance réalisée vers
la variance intégrée, quand la fréquence d’échantillonnage 1/A tend vers I'infini. Ainsi, sous

I'hypothése d’absence d’effets de microstructure, Andersen et al (2003) ont montré que la
variance réalisée RVTE2), donnée en (3.4.1) est un estimateur consistant de la variance intégrée

1V, tel que

1
RV® L / olds, 1/A — 0.
0

n

En s’inspirant des résultats de Jacod et Protter (1998), Barndorff-Nielsen et Shephard

(2002a, b, 2004, 2005) ont obtenu la distribution asymptotique suivante de la variance réalisée

\/_V;I/QAt (Rvn@) - /01 aids) £ N(0,1),

ou 1Q); est la quarticité intégrée définie par

1
IQt = / O'gdS,
0

. Lo, .
ol — désigne la convergence en loi.
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Comme la quarticité intégrée est inconnue, le calcul de la distribution asymptotique est
infaisable. Barndorff-Nielsen et Shephard (2002) ont montré que la quarticité intégrée est

estimée de facon consistante par la quarticité réalisée R(Q);, définie par

1/A 1/A
RQ, = / Z T:’lL,kﬂ

3 k=1

et par suite la distribution asymptotique de la variance réalisée RVn(Q), peut étre approxi-
mée par
1/A

(RV® —1v,) £ N (0,1),
3RQ

quand A — 0.

Barndorff-Nielsen et Shephard (20050), Meddahi (2002), Gongalves and Meddahi (2005),
and Nielsen and Frederiksen (2006) ont étudié les propriétés a échantillon fini du comporte-

ment asymptotique de la variance réalisée et ils ont abouti au résultat suivant

/A
2RQ;
(Rv?) e

(log (RV,?) —log (IV,))) = N (0,1),

2
3

quand A — 0.

L’introduction de I'opérateur logarithmique sur la variance réalisée, lui réduit considéra-

blement ’erreur standard.

Rendements intra-journaliers et leurs différents shémas d’échantillonnage

En pratique, les prix sont observés a des intervalles de temps discrets et irréguliers.
Supposons que pour une journée ouvrable "n”, nous divisons l'intervalle [0,1] en d sous
intervalles tel que 0 = 714 < 724 < ... < Tqq = 1. La longueur du k™€ sous intervalle est
donnée par Ay 4 = Ti11.4 — Tra €t la variance intégrée qui lui est associée est définie comme

IViq = f;’f:“ 02 (s)ds, pour k = 1, ..., d. Plusieurs plans d’échantillonnage ont été proposés

dans la littérature, nous citons :
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(1) Le calendar time sampling (CTS). C’est le plan d’échantillonnage le plus utilisé, repré-
sentant le cas particulier ou les intants 74 sont équidistants, autrement dit, A = é,
pour chaque sous intervalle 7. Par exemple, les prix peuvent étre échantillonnés chaque
5 ou 15 minutes.

(77) Un autre plan d’échantillonnage est le plan transaction time sampling (Tr'TS), ou les

prix sont enregistrés pour chaque transaction (74 est 'instant d’une transaction).

(¢43) Le troisiéme schéma d’échantillonnage est connu sous le nom tick time sampling (TiTS)

ou 7, 4 correspond a l'instant de révision des quotations.

(iv) Le dernier plan d’échantillonnage est celui de business time sampling (BTS). Les ins-
tants d’échantillonnage 714,724, ...,T4q sont choisis de sorte que o4 = %,.Vk =

1,....d.

A noter que ce dernier plan d’échantillonnage (BTS), les instants 74 4,724, ..., Ta,a SONt

non observables, contrairement aux trois autres premiers.

3.4.3 Propriétés statistiques de la variance réalisée en présence

des effets de microstructure

L’équation (3.4.4) énonce qu’au fur et a mesure que la fréquence d’échantillonnage 1/A
augmente, la variance réalisée approxime bien la variation quadratique (variance intégrée).
Néanmoins, en pratique, ce résultat théorique rencontre deux limitations. Premiérement,
la non disponibilité de quotation continue des prix méme pour les actifs les plus liquides.

Cette limitation introduit des erreurs de discrétisation lors de calcul de la variance réalisée.

Deuxiément, la présence des effets de microstructure tels que : discrétisation et arrondi des
prix, les erreurs commises lors de ’enregistrement,...etc., induisent de fallacieuses autocor-

rélations dans les rendements intra-journaliers.

Dans cette sous-section, nous étudions les propriétés statistiques de la variance réalisée en

présence des effets de microstructure, et les solutions proposées pour contourner ce probléme.

Supposons que les prix (en logarithme) sont observés avec un bruit, alors

/
pn7k = p?’l,k + €n7k’

Présenté par : Leila MESSAHLI  Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 8. Prozxies de volatilité et volatilité réalisée 94

ou pl,, est le prix efficient (non observable) et ¢, ; est le bruit de microstructure. Il
s’ensuit que
/ /
Tnk = Tn,k: + Enk — Enk—1 = Tn,k: + Un, k>
N o o : .
ol 1, = Ppx — Phy_1 est le rendement efficient. Il est clair que 7, est un processus

autocorrélé. Alors, RV,Y) donnée en (3.4.4) définie comme étant la somme du carré des ren-
dements intra-journalier, est un estimateur biaisé de la volatilité journaliere, non observable.
Ainsi,

RV = S8 (1) + 2 8 v v + S 02,

ot 1/A est le nombre total des observations disponibles dans la n®™ journée ouvrable.

Sous les hypothése suivantes, Bandi et Russell (2005), ont montré que :
RV® 23 oo, quand 1/A — oo.

Hypotheése 1

(a) Le bruit de microstructure ¢, x, est stationnaire au second ordre, de moyenne nulle.

(b) La variance de vy, x = €k — Eng—1, €st d’ordre O (1).

A leur tour, Zhang et al (2005), considérent I’hypotheése suivante :

Hypotheése 2

(a) Le bruit de microstructure ¢, , est i.i.d., de moyenne nulle.
(b) Le bruit de microstructure €, est indépendant du processus des prix.

(¢) La variance de vy, = € — Eng—1, €st d’ordre O (1).

Sous cette derniére hypothése, ils ont montré que :

(1/8)F [RVE 1V, = 2(1/A) B (22,)] £ 2[B (4] N (0,1),
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En effet, nous avons

NI

2 1
RV® & IV, +2(1/A)E (e24) + |4 (1/A)E () + m/ opdt | N(0,1),
. - / N - - 0
biais di au bruit \ di au bruit . di;grétisation

variance totale

L . . AN N
ol = signifie la convergence en loi, & une constante prés.

Zhang (2006), Ait Sahalia et al (2006) ont considéré le cas ot le processus ¢, ; ne constitue

pas une séquence de v.a i.i.d. , comme le montre I'hypothése suivante.

Hypothese 3

(a) Le processus, €;; est stationnaire, de moyenne nulle. De plus, E(5n7k)4+” < 00, pour

k > 0.

(b) Le bruit de microstructure ¢, est indépendant du processus des prix.

(¢) La variance de vy, = €y — Enik—1, st d’ordre O (1).

Sous cette hypothése, ces trois auteurs, ont montré que

1
2

92 1
RVéz)éIVn+2(1/A)E(si7k)l+ 4(1/A)Q+ M/o opdt | N(0,1),

(.

biais di au bruit di au bruit

vV
du a la discrétisation.
NG

Vv
variance totale

ou ) = var (vn71)2 +23 72 cov (Ui,p UTQL,kH)'

Il est clair que RV, diverge, quand (1/A) augmente. Bandi et Russell (2005), Zhang et

al (2005), ont montré que la variance réalisée multipliée par (2(1/A))™" est un estimateur

consistant de la variance de bruit de microstructure, autrement dit,

1
T a7ay RV = var (en).
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Pour éliminer le biais di aux effets de microstructure, plusieurs solutions ont été propo-

sées.
1) Andersen et al (2000,2001,2003), ont proposé d’échantillonner les rendements intra-
journaliers & une fréquence basse (modérée). par exemple 5 ot 15 minutes.

2) Une méthode alternative est de filtrer les rendementds intra-journaliers, soit selon un
modele autorégressif (AR) (Bollen et Inder (2002)), ou selon un modéle moyenne mobile

(MA) (Ebens (1999), Maheu et McCurdy (2002), et Andersen et al (2001)).

3.4.4 Quelques propriétés des volatilités réalisées et de leur loga-

rithme de l'indice S&P 500 Futures

Les propriétés de la distribution des volatilités réalisées et leurs logarithmes

Tout au long de reste de ce mémoire, nous utilisons les notations RV5$L2),RV5n =

\/ RV5P et log(RV'5,,) pour désigner la variance réalisée, la volatilité réalisée et le lo-

garithme de la volatilité réalisée respectivemant seulement dans le cas "applications" et
RVZ™ RVI™ = \/ RVZ™ et log(RVn(m)) dans le cas "simulations".

Dans ce qui suit, nous donnons quelques statistiques descriptives de la distribution empi-

rique des volatilités réalisées ainsi que celle des volatilités réalisées logarithmiques de 'indice

S&P 500 futures®.

RV5Y | RV5, log(RV5,)

moyenne | 4.30 x 1075 | 0.0061 —5.16

écart-type | 4.35 x 1075 | 0.0024 0.33
skewness 4.45 2.10 0.67
kurtosis 34.26 9.97 3.8

Table 3.4.1 : Les propriétés de la distribution des séries RV5$12), RV'5,, et log (RV'5,,)

D’apreés les résultats de tableau (3.4.1), il est clair que la distribution des séries RV5P) et

RV'5,, sont asymétriques et leptokurtiques. A noter que le fait de transformer les variances

SPour plus de détails sur la construction des RV5,, , voir la section (4) ci-dessous.
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réalisées RV5512) en volatilités réalisées RV'5,, a baissé la valeur de skewness de 4.45 a 2.10

et celle de kurtosis de 34.26 pour atteindre la valeur 9.97.

De son coteé, la distribution de la série log (RV'5,,) est presque symétrique et approxima-
tivement gaussienne. La valeur de skewness et de kurtosis sont 0.67 et 3.8 respectivement.

Néanmoins, ces moments empiriques sont significativement différents de 0 et 3 (le test d’asy-
métrie (’ <(996/6)1/2 0~67> ’ = |8.632| > 1.96) et d’aplatissment normal (|(996,/24)"/2 (3.8 — 3)| =
|5.15]) > 1.96, au seuil de 5%) d’une distribution gaussienne standard.

Les valeurs de skewness et de la kurtosis de la série log (RV'5,,) que nous avons obtenues
peuvent étre comparées a celles obtenues par Ebens (1999) sur l'indice DJIA (sur la pé-
riode 1993 — 1998), qui sont égales a 0.75 et 3.78 (respectivement) et & celles obtenues par
Areal et Taylor (2000), 0.44 et 3.71 (respectivement) sur I'indice FTSE 100 futures. Sur le
marché de taux de change Andersen et al (2000) ont obtenu les valeurs 0.35 et 3.27 (respec-
tivement) pour le deutsche mark allemand / au dollar américain et les valeurs 0.28 et 3.47

(respectivement) pour yen japonnais / au dollar américain.

En plus du cas pratique, nous avons procédé par simulations, ot la simulation des volati-

lités réalisées RVn(m) (n = 5000, m = 81) est faite en suivant les mémes étapes décrites dans

la section (4),chapitre 4.
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{a} wolstilité réalisée

700

Sample 1 5000
Observations 5000

00+

500
Mean 0.011310
Median 0.0107&0
Maximum 0.028939

Minirmum 0.002584

400+

300+

Std. Dev. 0.003452
2004 Skewness 0.911382
- Kurtosis 4226015

100 Jarque-Bera  1005.200

Probability  0.000000

ke ] ams Qa2

(b} logarithme de la volatilité réalisée

1,000
Sample 1 5000
200 4 Observations 5000
Mean -5.053131
600 Median -5.060086
Mandmum -7.085128
Minimum -11.26281
400+ Std. Dev. 0.596665
Skewness 0.010793
Kurtosis 25981948
200
Jargue-Bera  0.164563
0 Probability 0.520829

-1 =11 -9 -8 -7

Figure 3.4.1 : Histogrammes et statistiques descriptives de la distribution des séries (a) RV™ et

(b) log (Rv,im)) simulées

Du graphe de I'histogramme de la volatilité réalisée RVn(m)G, nous constatons que cette
derniére a une distribution leptokurtique (queues epaisses) et asymétriques. Le fait de faire
une transformation, en prenant le logarithme de la volatilité réalisée, conduit a une réduction

considérable dans la valeur des coefficients d’aplatissement et d’asymétrie. En effet, le test

de Jacque-Bera accepte ’hypothése nulle de normalité de la série log (Rvém)).

Persistance de volatilité

Comme il a été signalé pour la premiére fois par Mandelbrot (1963) et Fama (1965),

le regroupement des volatilités est I'une des régularités empiriques caractérisant les séries

6La simulation de la variance réalisée a été faite en suivant les méme étapes décrites dans la section (4),
chapitre 4.
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temporelles financiéres.

log{Rvn)
0.025 -2 - -
0.02
0.015
0.01
0.005
4] -T 1 1 1 1
0 200 400 600 E0D 1000 o 200 400 600 B00 1000
Figure 3.4.2 : Trajectoires des RV'5,, et log (RV'5,,) de l'indice S&P 500 futures.
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Figure 3.4.3 : Autocorrélations empiriques des séries RV'5,, et log (RV'5,,) de Iindice S&P 500

futures.

Ce phénomene est illustré a travers les figures (3.4.2 a et b) et renforcé par les figures
(3.4.3 a et b), o sont portés les autocorrélations empiriques des volatilités réalisés RV'5,, et

leurs logarithmes log (RV'5,,), qui décroissent lentement (décroissance hyperbolique).

Néanmoins ceci n’implique pas la non stationnarité des séries RV'5,, et log (RV'5,) de

I'indice S&P 500, comme le montre le test d’DF suivant.
1) Test de stationnarité (second ordre) des volatilités réalisées RV'5,,.

Considérons les trois modeéles suivants :
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modele 1 : ARV5,= ¢ RV5,_1+¢e,,
modele 2 : ARVb5, = ¢ RV5, 1+ c+ ey,
modele 3 1 ARV5,= ¢ RV5,_1+c+ fn+e,.

Nous commengons par estimer le modéle 3, incluant une constante et une tendance. Nous
testons la présence d’une racine unitaire dans le processus en testant la nullité du parameétre
¢. La valeur estimée de la statistique DF = —13.97 < —3.41(lue & partir de la table de
Dickey-Fuller pour un seuil de 5%). Alors, nous rejetons I'hypothése nulle de racine unitaire

(¢ = 0). Par suite, nous vérifions que le modeéle 3 est le bon modeéle. Cela revient a tester la

nullité du parameétre 3, en effectuant un test de Student, tg, ou B désigne 'estimateur des

MCQO. La réalisation ‘tB’ = ]2.34] > 1.96, au seuil de 5%. Ainsi, nous rejettons ’hypothése

nulle de la non significativité de la tendance et par conséquent, le modele 3 est le bon modéle.

la série RV;, est TS (Trend Stationary), du fait de la présence de la tendance.
2) Test de stationnarité (second ordre) du logarithme des volatilités réalisées log (RV},).

Considérons les trois modeéles suivants :

modele 1 :  Alog RV5, = ¢ log RV5, 1+ ¢e,,
modele 2 : Alog RV5, = ¢ logRV5,_1+c+¢e,,
modele 3 : Alog RV5,= ¢ logRV5,_1+c+ fn+e,.

Nous commencons par estimer le modeéle 3, incluant une constante et une tendance. Nous
testons la présence d’une racine unitaire dans le processus en testant la nullité du parameétre
¢. La valeur estimée de la statistique DF = —14.41 < —3.41(lue & partir de la table de
Dickey-Fuller pour un seuil de 5%). Alors, nous rejetons I’hypothése nulle de racine unitaire

(¢ = 0). Par suite, nous vérifions que le modele 3 est le bon modeéle. Cela revient a tester la

nullité du parameétre 3, en effectuant un test de Student, tg, ou B désigne 'estimateur des

MCO. La réalisation )tﬁ

= [1.30| < 1.96, au seuil de 5%. Ainsi, nous acceptons I’hypothése
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nulle de la non significativité de la tendance et par conséquent, le modéle 3 est remis en
cause.

Nous passons a ’estimation du modeéle 2 et nous testons la présence d’une racine unitaire.
DF . yjcuce = —14.34 < DFyppuee = —2.86, nous rejetons 'hypothese de la présence d'une
racine unitaire dans le modele 2. Il faut a nouveau évaluer la validité de notre diagnostic en
vérifiant que le modeéle 2 est le bon modéle. Pour cela, nous testons la nullité de la constante
par le test statistique de Student. La valeur estimée de cette derniére |tz| = |—14.31] > 1.96,
au seuil de 5%, ou ¢ désigne l'estimateur des M CO. Donc, nous rejetons ’hypothése nulle

de la nullité la constante ¢ et le modéle 2 est le bon modéle.

Les volatilités réalisées RV'5,, et leurs logarithmes log (RV'5,,) sont stationnaires au second
ordre, mais caractérisées par une faible décroissance dans leurs fonctions d’autocorrélations.
C’est une indication de présence de mémoire longue, autrement dit, de corrélations a longue

portée.

3.5 Test de I’hypothése de semimartingale pour l’'in-
dice S&P 500 Futures

Il est bien connu que la distribution des rendements logarithmiques des actifs financiers
est asymétrique et exihibe des queues épaisses. Ainsi, ces caractéristiques sont en contra-
diction avec I'hypothese classique que le modele sous-jacent est un mouvement brownien

géométrique.

Dans le cadre général d’'un modeéle de volatilité stochastique, le processus des prix S est

décrit par une semimartingale continue donné par 1’équation suivante :

2 dA () +dM (1), (3.5.1)

ou A est une dérive (drift) et M est une martingale locale continue.

Dans cette section, nous testons I’hypothése que le processus associé a l'indice S&P 500
futures est une semimartingale continue contre l’alternative que l'indice S&P 500 futures

n’est pas une semimartingale continue. Ce test est effectué sous I’hypothése que le processus
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associé a 'indice SP 500 futures est a trajectoires continues.

Pour ce faire, nous considérons le résultat bien connu dans la théorie des martingales
stipulant que chaque martingale locale continue M commencant & l'origine admet la repré-

sentation

M(t) =W (Q(1)), (3.5.2)

ou W est mouvement brownien standard et () est la variation quadratique de M, i.e.,
Q = (M, M) ( voir théoreme (1.4.1) chapitre 1). Autrement dit, il suffit de montrer que
le processus des prix corrigés du terme drift A est un mouvement brownien subordonné a
Q, i.e., M = W o (). Premiérement, nous devons estimer la dérive A, ensuite calculer les

réalisations de la variation quadratique () et enfin, tester le mouvement brownien.

3.5.1 Cadre théorique de ’approche utilisée

Selon les deux auteurs Peters et de Vilder (2006), le processus @) détermine la volatilité.
Elle est obtenue moyennant la variation quadratique de la trajectoire du processus sous-
jacent (M). Ainsi, ils définissent une nouvelle échelle du temps dit temps financier 7 comme
étant la valeur de () en temps physique ¢. Ainsi, aux instants t1, s, ..., t, en temps physique
correspondront les points de temps financiers 7; = @ (¢;), i = 1,2, ..., b. Le temps financier 7

est la valeur de @) qualifié de temps de changement & 'instant t.

La variation quadratique Q = (M, M) d’une martingale locale continue M, sur I'intervalle
de temps [0, c[ peut étre approximée par les processus ), dit processus de sauts, commengant
a lorigine ty = 0, avec les incréments (M (t;) — M (ti,l))Q, VO=tg<t; <..<t,=cqui
s’ajoutent. Il en est de méme si nous sommes en présence d’une semimartingale X = A+ M

ou A est un processus continu, & variations finies et M est une martingale locale continue

tel que : A(0) = M (0) = 0. Autrement dit, (X, X) = (M, M).
Considérons une grille de points des temps financiers équidistants. Si M = W (Q) est un
mouvement brownien subordonné a (), alors les incréments définis par

W, = M@ (r:) = M(QH (1i-1)) _ W (i) — W(TH)7 (3.5.3)

VAT Ti — Ti-1
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sont des variables aléatoires i.i.d. N (0, 1).

Ou Q™' (1) = infiso {Q (t) > 7}

Si, nous approximons la variation quadratique () par la somme des incréments au carré du
processus M, les incréments normalisés donnés en (3.5.3), resteront toujours indépendants
et symétriques mais accompagnés d’une kurtosis qui peut étre inférieure & 3 (mais jamais

supérieure a 3), comme le montre la proposition suivante.

Propostion 3.5.1 (Peters et de Vilder, 2006)

Considérons b points dans le temps financier et supposons que le temps de changement @)

(@)

est linéaire sur Uintervalle de temps [Q~" (1;), Q" (7;-1)]. Soient t;”,j = 1,..,n; des points

équidistants dans cet intervalle avec Q' (1;,_1) = t(()i) <. < tq(f) = Q7' (). La quantitée W,

W(r))—W(ri-1)

T ) 77

définie par a pour densité

T (n;/2) w2 (i=3)/2
Jw, (w) = T (= 1) /2) (1 - E) Y vmm) (w),w € R, (3.5.4)

ou I' (.) désigne la fonction de Gamma.

Il est facile de montrer que le moment d’ordre 2k est a

E (W) = {nf <k — %) G) } / { (%n +k— 1) %n} : (3.5.5)

En particulier, en remplagant dans (3.5.5) k par 1 et 2, nous obtenons E (W?) = 1 et
E (W) = 3n;/ (n; + 2) respectivement.

Nous remarquons que si n; — oco, la variable aléatoire W; converge vers une variable
aléatoire gaussienne standard. Néanmoins, en pratique, on est confronté & un nombre fini
d’observations. Ce probléme se manifeste clairement pour les intervalles de temps ou la
volatilité est trés élevée, car dans ce cas, le temps financier court vite, ce qui fait que le
nombre d’observations n; disponibles dans I'intervalle de temps physique correspondant n’est

pas grand.
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Remarque :

o W, est défini comme W, ou A7 est remplacé par la somme approximante

m (ar (29 — a7 (49N O-tir ) — (O O S
Zj:l j 1)) @ (Ti-1) 0 < e <l Q" (7i), 1
1,2,...,b.

3.5.2 Mise en oeuvre du test

Construction des incréments normalisés w;

Nous utilisons les notations en majuscule pour les variables aléatoires et en miniscules
pour leurs réalisations correspondantes. Pour chaque jour ouvrable n que nous normalisons

n,1s €t par suite % intervalles (81

a [0, 1], nous avons % + 1 = 82 observations s, 9, 5,1, --., S

intervalles de 5 minutes, pour les données intraday de haute fréquence dont nous disposons).

Les incréments observés r . ( rendements centrés) du processus M au k"¢ intervalle du
)

jour n sont définis comme suit :

log( on ) A,
Snk 1
7

ou 1z désigne le rendement moyen calculé sur les 996 jours’, i.e.,

Snk—1

996 1/A Snk
~ a5 T S o ()

Nous définissons

* * *
T, = rn,l—l—...—l—rn’%,
2 _
rvd,’ = n1+ —i—'r’ ko

comme étant ’accroissement journalier d’une réalisation du processus M et ’estimateur

de accroissement journalier d’une réalisation du temps financier respectivement. Alors, la

"Pour la description des données voir le chapitre 4
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trajectoire du processus M et 'estimateur ¢ du temps de changement () associé a la trajec-
toire m du processus M, sur Uintervalle du temps t € [n — 1+ kA,n— 14 (k+ 1) Al sont

donnés par

m(t) = 4.+ttt

qt) = rv5§2) + ..+ TU5£L2_)1 + 7’;,21 T2

] (i)
0.1% 0.15
.:|_- -
0.05 .
|
:| -
0.05 -
0.1 — — — — e . . . . . . . .
o 2004 s 2005 2007 0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0035 0.04
temps physigus temps financier

Figure 3.5.1 : (a) Rendements logarithmiques intra-journaliers centrés, en temps physique et (b)

rendements logarithmiques intra-journaliers centrés dans le temps financier de 'indice SP 500.

D’apres le tracé de la figure (3.5.1), il est clairement visible que la forme du tracé (a) est
reproduite dans le tracé (b). Donc, les caractéristiques du processus associé a I'indice SP 500

sont conservées dans le temps financier autant que possible, sous une forme compressée.

Afin d’évaluer Deffet du terme drift A (¢) inconnu donnée en (3.5.1) sur l'estimateur g,
nous calculons la différence entre la variation quadratique totale de m (t) et celle de m (t)+t.
Cette différence est égale a 996 x 81 x (7i/81)% ~ 2.95 x 107 ou i = —1.55 x 10~%. Ainsi,

Ieffet de la fonction drift A (¢) est de 'ordre 10~7. Donc, elle est d’une influence négligeable

sur la variation quadratique.

Passons maintenent a la construction des incréments normalisés w;. Les points de temps
t; ou le processus M est évalué sont choisis selon la régle suivante ( Peters et de Vilder

(2006))
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- Fixons un intervalle de temps d’une longeur Ar.

- Nous choisissons la suite de points t1, ..., %, tel que q(¢;) — q(ti-1) > AT et q(t)) —
q(ti-1) < AT, pour tout t; < t;, i =1,2,...,b.

Remarque :

Le choix de A7 est trés important. Une petite valeur de A7 conduit & un biais dans
I’observation des W; donnés en (3.5.3), pendant les périodes caractérisées par des volatilités
élevées, d’'une part (comme nous l'avons déja expliqué). D’autre part, une valeur élevée de
A7 diminue le nombre d’observations (i.e., b), et par suite a un effet négatif sur la puissance

du test utilisé (ici).
Les incréments normalisés w; sont donnés par

~ ~

Ti—1 — T4

w; =

(3.5.6)

ouTi1—7i=q{t;)—q(tic1),1=1,2,...,b.

Nous avons essayé plusieurs valeurs de A7 (0.05ft, 0.06ft, 0.07ft, 0.08 ft, 0.09f¢, 0.1 ft,
0.2ft, 0.3ft, 0.4ft et 0.5ft), ou ft = 10~ 3unités de temps financier. Tenant compte des deux
contraintes discutées ci-dessus, nous sommes parvenues au choix A7 = 0.00009. Cela nous

donne 463 points de temps financier.

Le test

Testons maintenant ’hypothése que le processus associé a I'indice S&P 500 futures est
une semimartingale continue contre I’alternative n’est pas une semimartingale continue, au-

trement dit, cela revient & effectuer le test suivant :

Hj : le processus associé a l'indice S&P 500 futures est une semimartingale continue
Hi : le processus associé a S&P 500 futures n’est pas une semimartingale continue

Pour ce faire, il suffit de vérifier que les w;, i = 1,2,...,b, donnés en (3.5.6) sont des

réalisations issues de variables aléatoires (v.a) i.i.d. gaussiennes standards.

Nous effectuons 5 tests. Les deux premiers pour la normalité, le troisiéme pour tester
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I’absence des queues épaisses, et les deux derniers pour tester I’indépendance.

(=) <]}
00 =
Qa2 ]
an
a
Rl
am b
003 1 1 1 1
a 200 400 G600 a0 1000
(ch {d)
4 L=y B
71 4
i}
2| 4
-4 1 1 1 1
[i] 100 200 Y00 400

Figure 3.5.2 : Séries temporelles des rendements logarithmiques journaliers 7 et les incréments

normalisés w; ((a) et (¢) respectivement) et leur histogramme correspondant ( (b) et (d))

Test de Kolmogorov-Smirnov

Le premier test que nous utilisons est celui de Kolmogorov-Smirnov. Ce dernier est
fondé sur la comparaison entre les fonctions de répartition empirique et théorique ( Gy
et Fx) respectivement, de la variable aléatoire X sous considération, dans notre cas, il
s’agit d’'une variable aléatoire gaussienne standard. La statistique du test est donnée par
KS =max, |Gx () — Fx (x)| ( voir par, exemple, Shorack et Wellner (1986)). Les résultats
de ce test sont présentés dans le tableau (3.5.1). Ce test est appliqué aussi sur les rendements
logarithmiques r,, = 7} +7i. Comme on peut le voir, a partir des sorties de ce tableau, la nor-
malité standard est acceptée pour la série des w;, mais, elle ne ’est pas pour les rendements

logarithmique journaliers r,, au seuil de significativité o = 5%.
Test de Jarque-Bera

Les résultats de ce test se trouvent toujours dans le méme tableau. Pour tenir compte

de I'éloignement de la valeur espérée de la kurtosis Kr = Kr* < 3, Peters et de Vilder
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(2006), en se basant sur une analyse heureustique, proposent une version modifiée de la
—_~ 2
statistique de Jarque-Bera classique, a savoir jb* = (b/6) (5'1\02 + }1 (k:r — Kr*) ) , ou kr* =

b1 S0 Bne 99398,

i=1 n;+2

N

Dans notre cas, jb* = 0.3962 < 5.99, et par suite, nous acceptons la normalité des w;. A
noter que jb* = 0.3963 < jb = 0.5295. Par contre la normalité est toujours rejetée pour les

rendements 7, (au seuil a = 5%).

ks  P-value moyenne écart-type sw kr jb P-value
Tn 0.49 0.00 —1.55 x 10~* 0.0065 —0.370 4.394 103.546 0.00
w; || 0.0265  0.893 1.99 x 1073 0.99 0.0711 2915 0.5295 0.767

Table. 3.5.1 : Test de normalité sur les deux séries r,, et w;

Le test d’asymétrie (} ((1)/6)1/2 §z\u>) =10.624| < 1.96> et d’aplatissment normal

(‘(5/24)1/2 (%? _ Kr*)
5%, ou b = 463.

= |-0.078| < 1.96) confirment la normalité standard, au seuil o =

Test Binomial

Quand on a affaire a des données financiéres, les valeurs etrémes sont d’une importance
majeure. Pour vérifier la présence ou I'absence de queues épaisses dans la distribution des
incréments normalisés w;, nous comptons le nombre d’observations n. dont la valeur dépasse
¢ = 2,3,3.5, respectivement. Soit p. = P (U] > ¢) ou U est une variable aléatoire gaussienne
standard. Pour b réalisations indépendantes de |U|, le nombre N, = Zle 9v:>q, dépassant
le niveau ¢, suit une loi binomiale de paramétres (b, p.) de moyenne u, = bp. et de variance

02 = bp. (1 — p.). Les résultats du test sont donnés dans le tableau (3.5.2).

c De Ne I, o P (N, > n,)
0.0456 21 45.4176 6.5838 0.99
3 0.0027 1 26892 1.6376 0.50
3546x107* 0 4581 0.6767 0.077

N}

Table. 3.5.2 : Test binomial
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Les sorties de ce tableau valident 'hypotheése que les queues de la série w;, se comportent

comme celles d’une loi normale standard, au seuil o = 5%.

Test BDS

Ce test d’indépendance a été introduit dans la littérature financiére par Brock, Dechert,
Scheinkman et Lebaron (1987). La statistique BDS a été congue pour tester I'hypothése
nulle que la série observée {x1,...,zx}, est une suite de variables aléatoires i.i.d. Elle me-
sure la signification statistique des intégrales de corrélations. En définissant une longueur e,
I'intégrale de corrélation est la probabilité que deux points quelconques sont séparés d'une

longueur e dans ’espace M), de dimension h défini par :

Ml : y;l) = l‘j, M2 . EEQ) = ($j,17$j)/,...,Mh . ggh) = ($j7h+1,..,,$j),-

Considérons ggh) et ggl,l) deux vecteurs arbitraires tels que |j — j/| > h et xy, zp deux

observations arbitraires telles que k # k'. Si (xj)j.vzl est une suite 7.1.d, alors,

(h) (h)
(-

< e) = (P (|Xx — Xp| <€),

Xg-h),xyf), X et Xy sont, respectivement, les vecteurs et variables aléatoires associés.
|.| désigne la norme-|Y| = sup,_; ,|Yi| et e > 0. Le test BDS utilise la différence

~ ~ h ~
P (‘Xg-h) —ngb) < e) — <P(|Xk - Xp| < e)) . Les estimateurs P (’Xﬁ.h) — Xyl)

<e> et

P (|Xx — Xw| < e) sont obtenus en comptant le nombre de vecteurs 4" et le nombre d’ob-

29

servations z; distants de moins de e et en prenant la moyenne arithmétique, i.7.e

5 (130 v b
P -xff<e) = 1) 2 T-xled

Sous 'hypothése nulle, cette différence est asymptotiquement distribuée suivant une loi nor-

male (Brock et al, 1987).
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c h =2 h =3 h =4 h=5 h=6
e=.251 3.79x10°° 1.24x107* -2.32x107° -2.64x10"° -7.83x10°°
P 0.904 0.5290 0.8030 0.3650 0.5780
e=.5 | -1.367x1073% -9.82x10™* -3.54x10~* -7.12x10™°  1.47x107
P 0.3130 0.2530 0.4780 0.7790 0.8990
e=.75 1 -1.426x10~3 -4.206x10~% -4.111x1073 -3.995x10~% -5.009x103
P 0.6610 0.4270 0.5690 0.6370 0.5410
e = -2.132x1073 -3.498x10~% -3.151x1073 -2.394x10~% -1.471x1073
P 0.5140 0.3430 0.3360 0.3600 0.4570

Table. 3.5.3 : Test BDS sur la série w; pour les différentes valeurs de h et e.

Le test a été effectué pour les différentes valeurs de dimensions d’empilement et de dis-
tance (h, e) respectivement. Les lignes donnant la p—value montrent que I’hypothése d’indé-

pendance est toujours acceptée.

Test d’absence d’autocorrélation (partielle)

Ce dernier test peut étre considéré comme une vérification de 'indépendance (étant donné
que I'hypothése de normalité a été acceptée) des observations de la série w;. Si la série w;

est 1.i.d, on s’attend a ce que les coefficients d’autocorrélations soient significativement nuls.

oy
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Figure 3.5.3 : Fonctions d’autocorrélations (empiriques) de la série w; et de son carré w? ( a et

c) respectivement, ainsi que leurs fonctions d’autocorrélations partielles (b et d) respectivement
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Les tracés de la figure (3.5.3) ( fonction d’autocorrélation (partielle) empirique) pour les
deux séries w; (graphes du haut) et w? (graphes du bas) montrent que toutes les autocorréla-
tions empiriques 7, (I = 1,..,10) de 'indice S&P 500 et de son carré se trouvent a U'intérieur

de lintervalle de confiance (les traits continus), au niveau o = 5%.

Au moyen du test de Ljung Box, nous testons quant & la significativité ou non des

coefficients d’autoccorrélation. Ce test est basé sur la statistique de Ljung Box : R =

b(b+1) 22:1 3,/ (b—k) ot ; est l'estimateur de la i autocorrélation, [ est le nombre
de retards et b (b = 463) désigne la taille de I’échantillon. Sous I'hypothése nulle d’absence

d’autocorrélation, la statistique R suit asymptotiquement une loi de Khi-deux & [ degrés de

liberté.
w; w?
le retard (1) R valeur critique p-value R valeur critique p-value
1 0.1799 2.7055 0.6715 | 0.0620 2.7055 0.8034
2 1.2057 4.6052 0.5472 | 0.7109 4.6052 0.7009
3 5.6975 6.2514 0.1273 | 1.0623 6.2514 0.7862
4 5.6985 7.7794 0.2228 || 1.2107 7.7794 0.8763
5 8.0416 9.2364 0.1540 | 1.2987 9.2364 0.9351
6 9.5370 10.6446 0.1456 | 1.6470 10.6446 0.9491
7 9.5400 12.0170 0.2162 | 3.5784 12.0170 0.8269
8 9.7126 13.3616 0.2858 || 4.0518 13.3616 0.8524
9 11.8944 14.6837 0.2193 || 7.6109 14.6837 0.5738
10 13.7623 15.9872 0.1841 || 7.6132 15.9872 0.6666

Table. 3.5.4 : Test d’absence d’autocorrélation pour les séries w; et w?.

D’apreés les sorties de ce tableau, nous concluons que, pour les deux série w; et w?, les
coefficients d’autocorrélation sont non significatifs, car la p — value est supérieure a 10%.

Donc, nous acceptons I’hypotheése d’absence d’autocorrélation, au seuil o = 10%.

Comme les incréments normalisés sont gaussiens et non autocorrélés, alors, ceci confirme

leur indépendance.

En outre, des tests statistiques que nous avons présentés précédemment, nous décrivons

quelques visualisations graphiques pour la normalité.
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Figure 3.5.4 : (a) Estimateur de la densité des w; (par la méthode du noyau) (trait plein) et

denstié normale centré réduite (trait en pointillé) ainsi que (b) le QQ plot correspondant.

Nous constatons que les deux tracés de la figure (3.5.4a) ont un grand degré de ressem-

blance (la presque parfaite superposition)

A son tour, la figure (3.5.4b) présente le QQ plot qui est caractérisé par une quasitotalité
de localisation des quantiles empiriques-quantiles théoriques ; sur la premiére bissectrice. Les
points déviant refletent la légeré platikurticité de la distribution empirique des w; (k* =

2.9328).

Les tests statistiques, que nous avons effectués, nous montrent que les réalisations du pro-
cessus M dans le temps financier sont des réalisations d’'un mouvement brownien standard.
Autrement dit, le processus M des prix S est un mouvement brownien subordonné au temps
de changement (). Sous I’hypothése de continuité, nous ne pouvons pas rejeter I’hypothése

que le processus est une semimartingale, donné en (3.5.1), pour I'indice S&P 500 futures.

Distribution des rendements logarithmiques journaliers normalisés par les vola-
tilités réalisées
Les rendements logarithmiques journaliers normalisés par leurs volatilités réalisées, i.e.,

™) = W constituent un bruit blanc fort gaussien, comme le montre les figures (3.5.5),
rvby,

1
2

(3.5.6) et le tableau (3.5.5) ci-dessous.
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Figure 3.5.5 : Fonction d’autocorrélation (empirique) de la série Q%RV) et de son carré (Q%RV))

(@ et c) respectivement, ainsi que leur fonction d’autocorrélaion partielle (b et d) respectivement.

) (3™
le retard (1) R valeur critique p-value R valeur critique p-value
1 0.1754 2.7055 0.6754 || 2.0143 2.7055 0.1558
2 1.8821 4.6052 0.3902 || 2.7661 4.6052 0.2508
3 2.4794 6.2514 0.4790 || 4.6443 6.2514 0.1998
4 2.5938 7.7794 0.6279 | 6.5267 7.7794 0.1631
) 2.8889 9.2364 0.7171 || 7.4897 9.2364 0.1867
6 2.9416 10.6446 0.8161 | 8.2223 10.6446 0.2223
7 2.9772 12.0170 0.8871 || 8.9593 12.0170 0.2556
8 3.7149 13.3616 0.8819 || 9.2981 13.3616 0.3178
9 3.7309 14.6837 0.9282 || 10.5456 14.6837 0.3081
10 3.7355 15.9872 0.9585 || 10.8766 15.9872 0.3672

2
Table 3.5.5 : Test d’absence d’autocorrélation pour les séries @(lRV) et (ﬂ%RV)> .
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Series: rendements normalisés
Sample 1 956
Observations 556

Maan 0.085025
kedian 0. 120111
kacgimesm 2 648053
Miinirmym -2.535081
Std. Dev. 0.585Z50
Skewness -0.085132
Hurtosis 2.744753

Jargue-Beras  3.3088E5
Probability 0. 141787

Figure 3.5.6 : Histogramme des rendements logarithmiques journaliers normalisés par leurs
volatilités réalisées accompagné d’une table comportant les statistiques descriptives (moyenne,

écart-type, skewness, kurtosis, la statistique de Jarque-bera,...,etc)

Remarques :

1) Nous concluons que les rendements logarithmiques journaliers normalisés par leurs vola-
tilités réalisées sont i.i.d. gaussiens. Cette conclusion est en contradiction avec celle de
Peters et de Vilder (2006), qui ont étudié la méme série, mais pour la période allant
du 1 janvier 1988 au 1 septembre 2001 qui est différente de la notre. Néanmoins, ils
accéptent cette hypotheése pour 'indice boursier AEX (Amsterdam Exchange) (2002).
Nous pensons que cela est peut étre da a la taille de I’échantillon (996 jours contre

3452) et/ou au pas d’échantillonnage (5 minutes contre 2 minutes).

2) D’autres auteurs, par exemple Andersen et al (2000) sur le taux de change du yen japonais
et deutch mark allemand par rapport au dollar américain , Ané et Geman (2000) sur
les actions technologiques Intel et Cisco systems , ont accepté I’hypothése de normalité
des rendements normalisés par leurs volatilités réalisées. Areal et Taylor (2000) tirent

la méme conclusion sur I'indice FTSE 100 futures.

Modélisation de la série des rendements journaliers 7,

Maintenant, nous nous intéressons a la modélisation de la série des rendements logarith-
miques journaliers r de I'indice S&P 500 futures du 02/01/2004 au 31/12/2007 par la classe
des modeles GARC H. Le processus des rendements des actifs financiers est de la classe des
processus stochastiques, du second ordre, faiblement stationnaires, comme le confirme le test

de DF' (Dickey-Fuller) suivant.
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Considérons les trois modeéles suivants :

modele 1 : Arl= o¢rr_| +en,
modele 2 : Ar' = o¢r; | +c+ ey,

modele 3 : Arf= ¢rr | +c+ pn+e,.

Nous commencons par estimer le modéle 3, incluant une constante et une tendance. Nous
testons la présence d’une racine unitaire dans le processus en testant la nullité du parameétre

¢. Les résultats du test sont reproduits dans la figure (3.5.7).

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -31.50343 0.0000
Test critical values: 1% level -3.8967298

5% level -3.414336

10% level -3.129291

*Mackinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D{RN®)

Method: Least Squares

Date: 11/03M11 Time: 08:35

Sample (adjusted). 2 996

Included observations: 995 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prab.
RMN*-1) -1.000120 0.031746 -31.503438 0.0000
C 0.000135 0.000414 0.325538 0.7448
@TREMD(1) -2 GOE-07F 7.19E-07 -0.361605 07177

Figure 3.5.7 : Test de racine unitaire sur la série des rendements logarithmiques 7, : modéle 3.

La valeur estimée de la statistique DF = —31.50 < —3.41(lue a partir de la table de
Dickey-Fuller). Ainsi, dans ce cas pour un seuil de 5%, nous rejetons I'hypothése nulle de
racine unitaire (¢ = 0). Par suite, nous vérifions que le modeéle a partir duquel nous avons

fait le test (modele 3) est le bon modele. Cela revient a tester la nullité du parametre 3,

en effectuant un test de Student, ¢, ou B désigne 'estimateur des M CO. La réalisation
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’tg = |—-0.36] < 1.96, au seuil de 5%. Donc, nous acceptons 'hypothése nulle de la non

significativité de la tendance et par conséquent, le modéle 3 est remis en cause.

Nous passons a 'estimation du modeéle 2 et nous testons la présence d’une racine unitaire.
DF_ gjcuce = —31.51 < DF, e = —2.86, nous rejetons 'hypothése de la présence d’une
racine unitaire dans le modéle 2. Il faut & nouveau évaluer la validité de notre diagnostic en
vérifiant que le modeéle 2 est le bon modele. Pour cela, nous testons la nullité de la constante
par le test statistique de Student. La valeur estimée de cette derniére |tz = 0.024 < 1.96, au
seuil de 5%, ou ¢ désigne I'estimateur des M CO. Donc, nous acceptons I’hypothése nulle de

la nullité la constante ¢ et le modeéle 2 est remis en cause, (figure(3.5.8)).

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -31.51530 0.0000
Test critical values: 1% lavel -3 436703

5% level -2 864233

10% level -2 5GB256

*Mackinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable: D(RMN*)

Method: Least Squares

Date: 11/03M11 Time: 08:42

Sample (adjusted): 2 996

Included observations: 995 after adjustments

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
RM*-1) -1.000017 0.031731 -31.51530 0.0000
C 5.09E-06 0.000207 0.024623 0.8804

Figure 3.5.8 : Test de racine unitaire sur la série des rendements logarithmiques 7, : modéle 2.

Nous estimons le modéle 1. La valeur estimée de la statistique DF'; DF, cuee = —31.53 <
DF,upuce = —1.94 (les résultats du test sont reportés dans la figure (3.5.9) ci-dessous). Donc,

nous rejetons I’hypothése nulle de la racine unitaire.
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t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -31.563114 0.0000
Test critical values: 1% level -2 567288

5% level -1.941142

10% level -1.616485

*Mackinnon (1996) one-sided p-values.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Crependent Variable: D(RMN*)

Method: Least Squares

Date: 11/03M11 Time: 0844

Sample (adjusted): 2 996

Included observations: 995 after adjustments

Yariable Coefficient Std. Error f-Statistic Prob.

RM*-1) -1.000017 0031715 -31.53114 0.0000

Figure 3.5.9 : Test de racine unitaire sur la série des rendements logarithmiques 7, : modele 1.

Nous concluons que le processus des rendements {7, n € Z}, associé a I'indice boursier

S&P 500 futures est stationnaire au second ordre.

L’observation du corrélogramme, figure (3.5.10), ci-dessous, de la série des rendements
S&P 500 futures (r), permet de constater I’absence de corrélation de cette série. Ce constat
est confirmé par le test de Ljung-Box, ou les autocorrélations sont significativement nulles

(la p-value est supérieure a 5%).
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Autocaorrelation Partial Correlation AC PAC R-Stat Prob

-0.000 -0.000 3E-O07 1.000
-0.058 -0.058 24099 0182
0.044 0044 53484 0148
-0.008 -0.012 54135 0.247
0.007 0012 54634 0362
0.016 0013 57103 0.456
-0.006 -0.004 57463 0570
-0.069 -0.0628 10481 0233
-0.006 -0.007 10516 0.310
0.022 0015 10992 0.358
0.015 0020 11231 0424
-0.024 -0.023 11.833 0459
0.042 0045 13635 0400
-0.008 -0.011 13708 0472
0.004 0011 13723 0547
0.054 0043 16.688 0406
0.028 0030 17475 0423
0.001 0008 17476 0491
-0.024 -0.023 18.056 0518
20 0.010 0007 18164 0577
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Figure 3.5.10 : Autocorrélations des rendements de l'indice S&P 500 sur la période 2004-2007

Par contre les carrés des rendements sont fortement autocorrélés. Le graphe de la fonction
des autocorélations de la série r7* donné par la figure (3.5.11), refléte cette constatation qui

est confirmée par le test de corrélation.de Ljung-Box.
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Autacorrelation Partial Correlation AC PAC R-Stat Prob
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0.086 0080 13883 0.001
0.050 0.038 16432 0.001
0.038 0026 17913 0.001
0.051 0.040 20431 0.001
0.045 0032 22471 0.001
0.046 0032 24611 0.001
0.058 0043 27955 0.000
0116 0400 41503 0.000
0.085 0059 43706 0.000
0.093 0063 57411 0.000
0.075 0044 63.068 0.000
0053 0022 65870 0.000
0.042 0012 67.636 0.000
0.006 -0.022 GY.6Y6 0.000
0.035 0.011 ©68.889 0.000
0.051 0027 71.520 0.000
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Figure 3.5.11 : Autocorrélations des carrés des rendements de l'indice S&P 500 sur la période

2004 — 2007

L’absence de corrélation des rendements et la corrélation des carrés de ces rendements
dans la série S&P 500, nous incitent a adopter une modélisation de type ARCH /| GARCH.

Ainsi, nous trouvons que les modeéles candidats pour cette série sont ARCH (1), ARCH (2),
ARCH (3), et GARCH (1,1). Néanmoins, 'utilisation du critere d’Akaike et Schwarz

((—7.236,—7.227), (—7.242, —-7.227), (—7.243, —7.223) et (—7.267, —7.252) respectivement),
nous permet de retenir le modeéle GARCH (1, 1), ou Pestimation de sa moyenne condition-

nelle n’est pas significative, par contre celle de sa variance conditionnelle est donnée par

o2 =2.04 x 1075 4 0.051215r*% | 4 0.9013265°_,, (3.5.7)
(2.789053) (3.588302) (31.75049)

ou la significativité des parametres est vérifiee au seuil a = 5%.(les valeurs des t-statistiques
données entre parenthéses pour ’ensemble des parameétres dans 1’équation ci-dessus sont

supérieures a 1.96, en valeur absolue).
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Autocorrelation Partial Correlation AC PAC R-Stat Prob
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Figure 3.5.12 : Autocorrélations des rendements standardisés ﬂ% ARCH) o p

futures sur la période 2004-2007.

indice S&P 500

. . ., ., ~(GARCH) _ r%
Considérons la série des rendements standardisés estimés uy, =

Tn

. Cette derniére

série forme un bruit blanc. Le graphe des autocorrélations de la série A GARC) pefiste cette

constatation qui est confirmée par le test de Ljung-Box donné sur la méme figure (3.5.12).

La méme constatation est faite sur le carré de la série des rendements standardisés

2
<ﬂ%GARCH) ) , donnée dans la figure (3.5.13) ci-dessous.
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Autocorrelation Partial Correlation AC FAC R-Stat Prob
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Figure 3.5.13 : Autocorrélations des carrés des rendements standardisés ( uy, de l'indice

S&P 500 futures sur la période 2004-2007.

Comparaison entre les estimateurs utilisant respectivement o, selon un modéle

paramétrique GARCH, et celui, non paramétrique, utilisant RV'5,

- . a1 ~(RV
Considérons les rendements standardisés par les volatilités réalisées s ), et les rende-

ments standardisés par la racine carrée de la variance conditionnelle du modele GARCH (1,1),

ACARCT) es résultats sont reportés dans le tableau (3.5.6) ci-dessous.

) ‘ (GARCT)

moyenne 0.065 0.00087
écart-type | 0.9859 1.00057
skewness | —0.0851 | —0.437
kurtosis 2.744 4.418
jarque-bera 3.90 115.25
p-value 0.1417 0.00

Table 3.5.6 : Les propriétés de la distribution des rendements standardisés ﬂgRV) et ﬂ%GARCH).
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. ., ~(RV ., ~(GARCH
Contrairement aux rendements standardisés u% ), les rendements standardisés u; )

)
ne sont pas gaussiens. Le test de Jarque-Bera, confirme ce constat. La distribution de ces

derniers est caractérisée par une skewness négative et des queues épaisses. Néanmoins, les

~(GARCH) . , TR
Un, ont une moyenne nulle et une variance égale a I'unité.

Ces résultats coincident avec ceux obtenus par les auteurs Andersen et al (2000) sur le

taux de change du yen japonais et deutsche mark allemand par rapport au dollar américain.

N , N . 2 .

D’apreés cette étude nous concluons quant a la performance de I’estimateur RVn( ), en uti-
lisant des rendements intra-journaliers & haute fréquence. Ainsi, ’ajustement par un modéle
GARCH est insuffisant pour éliminer ’excés de kurtosis, alors que la variance réalisée est

capable d’accomplir cette tache.

3.6 Conclusion

La volatilité des prix en finance est un phénomeéne non observable, pour contourner ce
probléme, plusieurs proxies de volatilité ont été introduites dans la littérature financiére,
allant des proxies basées sur des données de basse fréquence (journaliére par exemple), vers
celles basées sur les données de haute fréquence. La volatilité réalisée exploitant I'information

intra-journaliere (a haute fréquence) joue un role primordial en finance.

Le fait de supposer que le processus des prix est une semimartingale (ce qui élimine
la présence des opportunités d’arbitrage); la variation quadratique, qui est la limite (en
probabilité) de la variance réalisée en absence des effets de microstructure (néanmoins, leurs
présences sont résolues en pratique par le choix d’'un pas d’échantillonnage A modéré, de 5

minutes ou de 15 minutes, par exemple) coincide avec la volatilité (intégrée).

Afin d’illustrer ces constats, nous avons fait une application sur la série de données réelles
de I'indice S&P 500 futures, sur la période 2004 — 2007. Nous avons trouvé que le processus
des prix qui lui est associé est une semimartingale. De plus, nous avons décrit les propriétés
des volatilités réalisées de cet indice boursier qui sont en adéquation avec les résultats trouvés

par plusieurs auteurs.
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Estimation de modéles GARCH en présence
de données de haute fréquence.

4.1 Présentation du modéle

e dernier chapitre consiste & montrer & quel point ’estimation des paramétres du modéle
C GARCH par la méthode du QMV sera améliorée, si une bonne proxy de volatilité est
utilisée.en présence de données de haute fréquence. Les propriétés asymptotiques des estima-
teurs, a savoir la consistance et la normalité asymptotique sont conservées i.e., comme dans
le cas classique pour les rendements close-to-close. Un gain en efficacité des estimateurs est
obtenu si ’on travaille sur le logarithme des proxies H,, au lieu des proxies H,,. Lors de I’étude
des propriétés statistiques, nous utilisons la théorie développée par Visser (2008) fondée sur
la méthode du QMYV. L’intuition sous-jacente est de construire la fonction de vraisemblance
en se basant sur des proxies H,,, qui exploitent I’information contenue dans le processus des
rendements intra-journaliers R, (.). Une étude de simulation et une application sur la série

de données de S&P 500 futures ont été faites Elles confortent les résultats théoriques.

Pour modéliser la volatilité journaliére, la plupart des travaux font appel aux rende-
ments journaliers close-to-close r,. Ainsi, nous supposons que la suite des rendements loga-

rithmiques journaliers (r,,) est issue d'un modele GARCH (1,1), stationnaire ot nous

n>1’

123
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utilisons la représentation suivante donnée par Drost et Klaassen (1997) :

Tn = UpkZy, (4.1.1a)

v = 1+qri 4+ B, (4.1.1b)

n

ol les innovations Z,, sont 7.i.d. de moyenne nulle et de variance égale a 1. Le paramétre s
est dit parameétre de normalisation, v et 3 sont des paramétres & estimer. Le systéme (4.1.1)
est équivalent aux équations d’un modele GARCH classique donné en chapitre 2, dans le
cas ol p = q = 1, en posant

On = Upk, w= K2, a = vk

Afin d’exploiter I'information contenue dans les données de haute fréquence, plus précisé-
ment des données intra-journaliéres, Visser (2008) a introduit un modeéle non paramétrique
pour le processus des prix intra-journaliers dans le systéme d’équations (4.1.1) ou, pour
chaque jour ouvrable n, il a considéré un processus en temps continu pour les rendements
logarithmiques ; noté R, (.). Pour la simplicité des notations, nous réduisons la journée ou-
vrable a I'intervalle de temps unité [0, 1]. Par suite le modele GARCH (1,1) donnée en (4.1.1)

devient

R, (u) = v,6¥,(u),0<u<l, (4.1.2a)

v2 = 1+4qr 4B, (4.1.2b)

ou 'équation (4.1.2a) est dite modele d’échelle (en anglais : scaling model).

La suite de processus (¥, (.)), est supposée i.i.d., et & trajectoires cadlag, tel que E(¥, (1)2) =
1. En fait, R, (0) et R, (1) donnent le rendement overnight et le rendement close-to-close r,,

respectivement. A noter que le facteur d’échelle v, est le méme que celui donné en équa-
tion (4.1.1a), dans le cas discret; de plus, il est supposé constant au cours de la journée

ouvrable. L’hypothése que la suite de processus (‘I’n)nzo est i.i.d. garantit que la suite de
variables aléatoires (Z,), -, l'est aussi. Ainsi, en posant Z, = ¥,, (1), nous pouvons retrouver

les rendements close-to-close ,, autrement dit, r,, = R, (1).
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Apres avoir incorporé le processus des rendements logarithmiques intra-journaliers dans
le modele GARCH (1,1), nous pouvons utiliser l'information contenue dans ces données

intra-journaliéres et construire des proxies H,, pour les facteurs d’échelle.

Pour le modele GARCH (1,1), Visser (2008) a introduit des prozies pour la volatilité
vnk. Rappelons d’abord qu’'une variable aléatoire H,, = H (R,) est dite une proxy, si la
fonctionnelle H est positive et de plus, posséde la propriété d’homogénéité positive en R,.

Nous supposons que la variable aléatoire H (V) n’est pas identiquement nulle; autrement
dit pff = /E(H?(¥)) > 0. Nous notons Zp, les innovations normalisées données par

Zg = H (V) /ull < co. Ainsi, E(Z%) = 1.

Par homogeneité on a

H, = H(R,) = v,xH (T,). (4.1.3)

Par suite, en remplagant H (¥,,) = Zyud! dans (4.1.3), nous obtenons H,, = v,k5 2w n,

ol ky = ks, et les innovations Zy,, > 0 sont i.i.d. et telles que E (Z?Ln) = 1.

Alors, (4.1.2) devient

H, = v.kgZypy, (4.1.4a)

vh o= Lrio 4 Bl (4.1.4b)

et B(H?| F,1) = vik¥, ot F,_; est 'information dont on dispose jusqu’a l'instant

n — 1.

Remarques :

1) Les parameétres v et [ donnés en équation (4.1.1b) sont identiques a ceux donnés en
(4.1.4b). Ainsi, la proxy H, et les rendements logarithmiques journaliers r,, se partagent
le méme facteur v,, et, par conséquent, leurs moments d’ordre deux conditionnels ont
la méme dynamique ; autrement dit, des valeurs élevées du facteur d’échelle n’implique
pas seulement des valeurs élevées pour les rendements r, (en valeur absolue), mais

aussi des valeurs élevées pour n’importe qu’elle proxy de volatilité H,.

2) Comme proxy de volatilité, nous pouvons citer la volatilité réalisée journaliere qui est
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largement appliquée comme proxy et occupe une place primordiale en pratique, étant
données ses propriétées statistiques. Néanmoins, elle souffre d’inconvenients, comme
les effets de microstructure (voir, par exemple Barndorff-Nielsen et Shephard (2002) et
Andersen, Bollerslev, Diebold, et Labys (2003)). La volatilité journaliére réalisée est la
racine carrée de la variance réalisée, qui est la somme des incréments des rendements

intra-journaliers élevés au carré. D’autres prozies peuvent étre utilisées.

4.2 Propriétés asymptotiques des estimateurs du quasi
maximum de vraisemblance basés sur des proxies

de volatilité

Cette section est consacrée a ’étude des propriétés statistiques asymptotiques des es-
timateurs du QMV gaussien ( resp log-gaussien) du modéle GARCH (1,1) basés sur les
proxies H, (resp log (H,)). Elle consiste & généraliser le cas classique, basé sur les rende-
ments journaliers close-to-close r,, au cas des données de haute fréquence basé sur les proxies

de volatilitée H,, ou log (H,,) selon le cas.

4.2.1 Consistance et normalité asymptotique des estimateurs du
QMYV gaussien

Quasi maximum de vraisemblance gaussien

Etant donné les observations (y1 ..., yn) issues d’'un modéle GARCH (1,1), adapté a
la filtration F,,_;

Yp = UpKkZp, (4.2.1)

vl o= 1+ari +pvi,

Nous définissons les fonctions de moyenne et de variance conditionnelle p,, (0) et h, (0)

respectivement ol ces derniéres sont paramétrisées par un vecteur de dimension finie 6 =
(k,7,B). La vraie valeur (inconnue) du parameétre est ¢° = (k°,1°,8°) € ©. p, () =

E (yn | Fu-1) et by (0) = var (y, | Fu-1).

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 4. Estimation du modéle 127

La fonction de log-vraisemblance gaussienne Ly (6;v1,92....,yn) (& une constante prés)

est donnée par
N
Ly (059192, yn) = anl In (059192, Yn) 5

- S (o )

Dans ce qui suit, nous adoptons le méme principe pour établir les propriétés asympto-

tiques de 'estimateur du QMV /H\N = arg Iglaé(L ~ (0), mais cette fois-ci en se basant sur les
€

proxies de volatilité H,,, autrement dit, 3, = H,. Nous traitons la prory H, comme si elle

. : ) . . 2
est issue d’une loi normale de moyenne y,, égale & 0 et de variance h,, = (v,5p)” (Comme le

supposent Bollerslev et Wooldridge (1992), pour le GARC H classique). Alors, nous obtenons

une fonction log-vraisemblance Ly y (6) = S22 Iy x (6) & une constante pres, tel que

Luw(®) = =53 (log(hn””*h%))’

4

[\
—~
-2
. o
=

o
~
=
m o
o
N
T

1N d
_ —gznzl (10g (vn (v, 8) K3) + 02 (7, B) K2 ) ’

ou les innovations Zy, sont indépendantes de h, (6) et de v,, de plus elles satisfont

2 ) _ ; s )
E (Z H’n) = 1, comme nous 'avons déja signalé.
Dans ce qui suit, v,ky sera noté par og p,

Pour étudier la consistance et la normalité asymptotique des estimateur du QMV 0 N

Visser (2008) considére les hypothéses suivantes.
B1 : Z, est une séquence de variables alétoires i.i.d. avec E (Z?) = 1, (I'indice n pouvant

étre omis).

0
B2 : O est un sous-espace compact de I’espace donné par kg >0,y > 0et § € [0,1], O

est I'intérieur de ©.

B3: E <log ('yo (k9)? 22 + BO>> <0,
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B4 : Z? est non dégénérée,

B5 : E(Z}) < oo,
Théoréme 4.2.1. (Visser (2008))
Soit §° = (m?{,yo,ﬂo) et k% = kKOull. Sous les hypothéses B1-B5, l'estimateur du QMV
EN, basé sur les proxies H, est asymptotiquement normal :

VN (5]\; — 00> L N(0,Vy), N — oo, avec Vg = var (Z%) Gy (6°), ot le terme général

de la matrice Gy est donné par

80%[0 00 80’%10 0°
Gu (90)1'7]‘ = Eqgpo { 1 1(90) ( 8’95 )) ( 8’05 ))}’ OHn = UnkH-

g

Remarques :

1) La condition (B1) n’implique pas que E(Z) = 0, car les rendements journaliers 7,
peuvent ne pas avoir une moyenne nulle. Le fait que E (H?2 | F,_1) = v2k% assurent

que la suite (Zp,) est i.i.d., avec B (Z3,) = 1.

2) La deuxiéme condition (B2) veut dire que le vrai vecteur des paramétres 6° € (2). Si
8° se trouve sur les bords de ©, alors I'estimateur du QMYV est toujours consistant,
mais généralement n’est pas asymptotiquement gaussien (Francq et Zakoian (2008)).
Puisque £y = rudl et comme l'optimisation se fait sur la fonction Ly y, il est rai-
sonnable de poser la condition de positivité sur kg et non sur x. Ainsi, dire Ky est
strictement positif implique la positivité stricte de k.

3) La condition (B3) est la condition usuelle de la stationnarité sricte et d’ergodicité de
processus (v,,)( l'indice n dans le terme général de la matrice G est remplacé par 0).
A noter que si7° (k°)° Z2+ 3 < 1, la condition (B3) sera vérifiée en utilisant I'inégalité
de Jensen, de plus le processus est faiblement stationnnaire.

4) (B4) est une condition qui sert a I'identification de processus (v,,).

5) La condition (B5) est nécessaire pour établir la normalité asymptotique des estima-

teur du QMV.

Le lemme suivant établi par Visser (2008), nous permet de comparer entre les matrices
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de variance covariance Vj des estimateurs de vecteur des parameétres (v, 3), basé sur deux

proxies H différentes.

Lemme 4.2.1. (Visser, 2008)
Le block des paramétres (v, ) dans la matrice G; ((90), ne dépend pas de la proxy H.

D’apreés le théoréeme (4.2.1) et le lemme (4.2.1), il s’ensuit que pour comparer entre deux
estimateurs du QMYV, il suffit de comparer la variance de leurs innovations Zy, sans tenir

compte des valeurs du vecteur des paramétre & estimer.

Corollaire 4.2.1. (Visser, 2008)

Soit Uestimateur du QMV du vecteur des paramétres 6 = (v, 3), fondés sur les proxies H,
et H! respectivement. Alors, Uefficacité relative asymptotique (EAR) de l'estimateur fondé

sur H' relativement & celui fondé sur H estimateurs est

var (Z%)

FAR aussien H: H') = ———%.
“ ( ) var (Z%,)

4.3 Estimation du modéle log-GARCH

4.3.1 Consistance et normalité asymptotique des estimateurs du

QMYV log-gaussien

Il est possible d’estimer les paramétres du modele GARCH (1,1) donné en (4.1), en
utilisant le logarithme des proxies i.e., log (H,,). Dans ce cas, on est en présence des estima-
teurs dits QMV log-gaussien, nous procédons de la méme maniére que précédemment. En
introduisant 'opérateur logarithme sur les deux membres de 'équation (4.1.4a), on obtient

log (H,,) = log (v,) + log (kg ) + log (Zp,,). Définissons Ky = ky exp {E (log (Zu.))}, et

_ log (Zun) — E(log (ZHJL)).
Vvar (log (Zp )

UH,n
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Par suite, nous obtenons la forme additive suivante :

log (H,) = log (v,) + log (ki) + AUp n,

ou les erreurs Uy, sont i.i.d. de moyenne nulle et de variance égale a 'unité.

La moyenne et variance conditionnelles de ces proxies logarithmiques sont

E(log (Hy,) | Fro1) = log(vn) +log (Fu),

var (log (H,) | Fuo1) = M

respectivements.

Soit 0 = (Fy,7, ) et n = <5, )\). Nous traitons la proxy log (H,) comme si elle etait

issue d’une loi normale de moyenne p,, (1) = log (a Hn (9)) et de variance h,, () = A%,

Supposons que les conditions B1-B5 sont vérifiées ot la condition B5 est remplacée par

B5’ : E(log (Z4)) < oo, alors

\/ﬁ(ﬁn_no) £>]\]<07‘/E))7 n — 00,

a1 (9 G (U3)E (2 (3
mee Vo = 40 %HUSI@))E(% (")) j%varl({Ué)( #OD ) o g0

var (log (Zx)).

L’efficacité relative asymptotique de ces estimateurs log-gaussiens est

var (log (Z%))

EARiog —Gaussien (H. H') = var (log (Z]%I/))

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Chapitre 4. Estimation du modéle 131

4.3.2 Gain en efficacité du QMV log-gaussien relativement au
QMYV gaussien

La comparaison de 'efficacité asymptotique des estimateurs 7 et B du QMV gaussien

relativement au log-gaussien, basé sur la méme proxy H,, est donnée par

var (log (Z%))
var ((Z3))

EAR(log —Gaussien, Gausssien) (H, H) =

4.4 Simulation et application

4.4.1 Simulation

. . vons v . .
Dans les sections précédantes, nous avons vu que l'estimateur du QMV des paramétres
d’un processus GARC H sera considérablement amélioré une fois qu’une proxy de volatilité

adéquate est utilisée en présence de données de haute fréquence.

Nous allons, dans cette section, illustrer ce résultat théorique, a 'aide d’une étude de
simulation intensive. Pour ce faire, nous avons exploré les propriétés, en échantillon fini, de
Pestimateur du QMYV en faisant des simulations de Monte-Carlo. Ces derniéres ont, pour
objectif, de montrer le gain en consistance de I'estimateur du QMYV selon le type de proxy
de volatilité qui est mis en oeuvre. Dans ce travail, nous ne considérons que deux types
de proxy de volatilité, & savoir, les rendements logarithmiques journaliers (close-to-close)
H, = |r,| (représentant le cas classique), et la volatilité réalisée, H, = RVTfm), basée sur
m intervalles —comme dans le cas de données intra-journaliéres, ol la journée ouvrable est
divisée en m intervalles de temps—, comme proxy de volatilité (c’est le cas de données de

haute fréquence).

Dans un premier temps, nous avons simulé des réalisations a partir du modeéle GARCH (1, 1)

donné en (4.1.2b) ou la variable aléatoire Z,, suit une loi de Student & 5 degrés de liberté pour
les cinq cas de figures suivants : §° = (70,60) = (.05,.9), (.15,.8), (.35, .6), (.25, .6), et enfin

0° = (.05,.8) (voir la premiére colonne du tableau ci-dessous). Le paramétre de normalisa-

tion k a été fixé a une valeur qui est égale a l'unité (k = 1). Les estimations du vecteur des
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parameétres 0 = (v, f) par QMV ont été obtenues en utilisant les quatres tailles d’échantillons
N = 250, 500, 1000, 2500. Le nombre d’exécutions de ces simulations est 2000. Afin d’évaluer,
en échantillon fini, la qualité de 'approximation asymptotique de la variance de ’estimateur

nous avons effectué 'expérience de Monte-Carlo suivante. Pour la vraie valeur du vecteur des

paramétres §° et pour une taille N donnée, d échantillons sont simulés (d = 2000), conduisant

a d estimations de ?9\5\? de f,i=1,...,2000. On note O = (VN,BN), leur moyenne empirique.

1
~(i _ 2) 2
L’écart-type empirique des estimations de 6 est noté RMSE (0) = {é S (95\,) -0 N) } .

Passsons maintenant a I’estimation des parametres v et 5 du modele GARCH (1, 1), mais
cette fois-ci en présence de données de haute fréquence. Nous avons commencé d’abord par
la génération des réalisations a partir du processus des rendements intra-journaliers R, (u) =
vk Y, (u), u € [0,1]. Pour cela nous devons générer (m + 1) réalisations équidistantes
dans lintervalle [0,1] du processus ¥, (.) pour chaque jour n. Pour ce faire, nous avons
considéré un processus de diffusion intra-journalier, avec un processus d’Orstein-Uhlenbeck
pour le log du coefficient diffusion : d¥ = exp (Y (u)) dW® (u), u € [0,1] ott Y (u) est un
processus d’ Ornstein-Uhlenbeck dY (u) = —(Y (u) — p)du + oy dW® (u). A noter que les

deux mouvements browniens W) et W2 sont non corrélés. Nous avons choisi comme valeurs
initiales W (0) = 0 et Y (0) = y(0) 01 y(o) & été généré a partir de sa distribution stationnaire
gaussienne de moyenne p et de variance (0% /28). Pour y = —o?/(20), la variance réalisée
RV?™) (W) pour chaque nombre d’intervalles m, ainsi que la variation quadratique sur un
intervalle unitaire a une espérance qui est égale a 1'unité (pour notre cas on prend m = 81).
Nous avons choisi comme valeur du vecteur des paramétres (J, 0y, 1) les valeurs (%, %, —1—16)
respectivement. Les estimations du vecteur des parameétres 0 = (v, 3) par QMV pour des

tailles d’échantillon (250,500, 1000, 2500) sont portées sur la deuxiéme colonne du tableau

ci-dessous, a partir de 2000 répliques ainsi que leur RM SE correspondant.
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Dans le tableau (4.4.1) nous avons présenté les résultats de 'estimation des parameétres

du modele GARCH (1,1) par la méthode du QMV gaussien, en utilisant les proxies |r,|
et RVTSBD simulées. Nous pouvons remarquer que l’estimation des parametres est améliorée

en utilisant la proxy RV, au fur et a mesure que la taille de ’échantillon augmente ( en
contrepartie le RMSE correspondant diminue), malgré le nombre d’itérations qui n’est pas

assez important (d = 2000).

4.4.2 Description des données

Le S&P 500 (Standard & Poor’s 500) est un indice boursier basé sur 500 valeurs amé-
ricaines, choisies selon des critéres de taille et de liquidité, cotées sur les trois bourses amé-
ricaines suivantes : la bourse Nasdaq, le New York Stock Exchange (NYSE), et I’American
Stock Exchange. L’indice S& P 500 a été créé en 1920. Il a détroné le Dow Jones Industrials
Average (DJIA) comme l'indice le plus représentatif du marché boursier américain, parce
qu’il est composé d'un plus grand nombre de compagnies et que sa valeur tient compte de

la capitalisation boursiére! des compagnies contenues dans l'indice.

La disponibilité récente de données financiéres a haute fréquence offre une opportunité

pour étudier les propriétés statistiques des marchés de facon trés fine.

Un futures ou contrat a terme est un contrat standardisé négocié sur un marché organisé
permettant de s’assurer ou de s’engager sur un prix convenu pour une quantité déterminée
d’un produit donné (le sous-jacent) & une date future. La particularité des futures est d’abou-

tir & la livraison physique du produit a 1’échéance. Le Chicago Board of Trade (CBOT) et le

Chicago Mercantile Exchange (CME) sont les deux marchés les plus significatifs aux Etats-
Unis. Ils ont fusionné en 2007 et donné naissance au CME Group, le plus grand marché de
contrats a termes et d’options du monde. En 1982, a été introduit un contrat futures sur

I'indice Standard & Poor’s (S&P) 500 stock index.

Dans ce travail, nous utilisons les prix intra-journaliérs échantillonnés a 5 minutes de
8 :30 AM jusqu’a 15 : 15 PM sur la période de 2004 a 2007 des futures (contrats a termes)

de 'indice boursier S& P 500. Au total, nous avons 996 jours ouvrables, nous avons éliminé

!Nombre d’actions dans le capital x Cours=valeur boursiére de la société
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les valeurs correspondant a des jours de fermeture a 12 : 15 PM.

Nous avons choisi cette période (2004 — 2007) par ce qu’elle est stable et le niveau de
volatilité de I'indice S&P 500 futures sur cette période ne contient pas de sauts (elle évolue

de fagon homogene), comme le montre la figure (4.4.1) ci-dessous.

0.08 : =) : 0.05 s
0.04 | ! 0.04
0.03 b E 0.0z b
0.0z 1 0.0zt
0.01} 1 0.01 }
o . s . o . . .
0 2004 2005 2006 2007 D 2004 2005 2006 2007

Figure 4.4.1 :(a) Cumul du carré des rendements journaliers et (b) les variances réalisées

cumulées.

4.4.3 Mise en oeuvre du modéle

Dans cette sous-section, nous examinons l’efficacité des estimateurs dans le modéle
GARCH (1,1) donné en (4.1.1b), en utilisant les proxies de volatilité suivantes : les rende-

ments close-to-close |r|, 'étendu des rendements max-min (hl,) (nous utilisons la proxy
de volatility de Parkinson), et enfin la volatilité réalisée basée sur 81 intervalles de 5 mi-
nutes. Cela est fait sans et avec le logarithme de la proxy H,,. Autrement dit, en utilisant la
méthode du QMV gaussienne et celle log-gaussienne. Ces proxies sont construites a partir
des données intra-journalieres de l'indice boursier S& P 500 futures (voir la description des

données ci-dessus)

L’efficacité des estimateurs du QMV gaussien (resp log-gaussien) est jugée a partir de la
variance estimé des Z% (resp variance estimée du log (Z%)). Les résultats sont donnés dans

le tableau (4.4.2) ci-dessous.
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H, Q%iru(s;g 1;1 Gain en efficacité %g\;ﬁz’gszsg? Gain en efficacité
| 3.435 1 — —
hl,, 1.331 2.58 0.6 5.72

RV5, 0.56 6.13 0.31 11.08

Table 4.4.2 : Variance estimée de Z% et log (Z%).

Le gain en efficacité de lestimateur du QMV gaussien (log-gaussien resp.) du modele
GARCH (1,1) basé sur les trois proxies |r}|, hl, et RV5, (log|hl,|, log(RV5,) resp.) est
calculé par rapport a estimateur du QMV gaussien du modeéle GARCH (1, 1) basé sur |r}],
par exemple, 2.58 = 3.435/1.331.

Les résultats de Tableau (4.4.2), nous montrent que ’estimation des parameétres du mo-
dele GARCH (1, 1) en utilisant la proxy RV'5,, nous a permis de réaliser un gain en efficacité
qui est égale & 6.13. Ce gain est plus important si nous utilisons la proxy logarithmique
(log(RV'5,)) (méme constation pour la proxy hl,). Ainsi, 'estimateur du QMV log-gaussien
est performant par rapport a celui du QMV gaussien. Cela peut étre expliqué par la dis-
tribution des logarithmes des proxies (proxies logarithmiques) qui est approximativement

gaussienne (Andersen et al (2001))

La figure (4.4.2) donne les courbes des proxies H, (standardisées) que nous avons utilisées
dans lestimation du modéle GARCH (1,1), ci-dessus. Il est remarquable qu’au fur et a
mesure que 'on passe du graphique (a) au graphique (b), les courbes des proxies deviennent

de moins en moins bruitées.
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Figure 4.4.2 : Les trajectoires des proxies H,, (|r}|, hl, et RV'5,, respectivement)

standardisées par leur moyenne H,,.

4.5 Semimartingales, variation quadratique et volati-

lité réalisée

Ces derniéres décennies, la modélisation de la volatilité en utilisant les données de haute
fréquence a connu un grand developpement en finance. L’approche la plus utilisée est de
supposer que le processus des prix logarithmiques est une semimartingale. Dans la théorie
des semimartingales, la variation quadratique joue un role central. Elle est interprétée comme
le carré de la volatilité. Comme nous ’avons vu dans le chapitre 3, la variation quadratique
est la limite de la somme des carrés des incréments des rendements logarithmiques intra-

journaliers, au fur et & mesure que le pas d’échantillonnage tend vers zéro.
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Le modele d’echelle donnée en (4.1.2a) est une semimartingale si le processus W (.) lest
aussi. Par exemple, si le processus V¥ (.) est un mouvement brownien standard, alors sa
variation quadratique sera égale a l'unité, i.e., (U, W) = 1, et par suite (R,, R,) = v2x%

Néanmoins, nous n’avons pas toujours cette relation exacte.

La variation quadratique et le facteur d’échelle o,, mesurent tous les deux les fluctuations
de processus des prix logarithmiques intra-journaliers, mais sont deux concepts différents. Le
facteur d’échelle est une variable latente qui détermine les fluctuations espérées de processus
des prix, au cours de la journée ouvrable, tandis que la variation quadratique est liée au

fluctuations des trajectoires de ces processus, au cours de la journée ouvrable.

La variation quadratique est un estimateur non biaisé du carré du facteur d’échelle o,

E (R, R.) | Fro1) =var (rp | Fuo1) = 02K

Il est a noter que les données de haute fréquence ne permettent pas de calculer la va-
riation quadratique a n’importe quel degré de précision. En pratique, on est confronté aux
effets de microstructures de maniére que 'utilisation des pas d’échantillonnage au dessous
de certaines valeurs (d’ordre de 5 minutes, pour les marchés les plus liquides) n’améliore pas

les estimations.

Pour comparer entre I’évolution de la volatilité o,, (le facteur d’échelle) issue d’un proces-
sus GARC H et celle mesurée en utilisant la volatilité réalisée RV 5,, basée sur les rendements
intra-journaliers de 5 minutes, nous avons calculé le cumul des carrés des 7, (issus du mo-
dele GARCH (1,1)) et des RV'5,, a partir des données journaliéres et intra-journaliéres de
I'indice S&P 500 futures, dans un premier temps (figure (4.5.1a)) et par simulation dans un

deuxiéme temps (figure (4.5.10)).

Pour les simulations, nous avons procédé comme suit. Nous avons simulé 996 réalisations
issues d’un processus GARCH (1, 1), pour les valeurs suivantes des parameétres : w = 2.04 x
1075, o = 0.051215 et 8 = 0.901326, dont 1’écriture est donnée en (3.5.7). La simulation de

la variance réalisée a été faite en suivant les méme étapes décrites dans la section (4).
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Figure 4.5.1 : Evolution cumulative de carré de facteur d’échelle 7, et de la variance réalisée

RV5P appliquée sur 'indice S&P 500 (a) et simulés (b).

Les graphes de la figure (4.5.1) ci-dessus, montrent une certaine ressemblance dans leur

évolution. Cela se voit clairement, oil les deux séries 5> et RV52 évoluent de la méme maniére.
Volatilité (réalisée) et périodicité intra-journaliéres de I’indice S&P 500 futures

Nous terminons cette section par quelques visualisations graphiques des courbes de vola-
tilité et de périodicité intra-journaliéres de 'indice S&P 500 futures pour 'année 2004 (cette

derniére contient 248 jours ouvrables).

Les rendements intra-journaliers absolus moyens (53 S22 rakl, B = T1,81) ainsi que
les variances réalisées intra-journaliéres moyennes sont caractérisés par un caractere régulier
remarquable. C’est la forme U : la volatilité est plus prononcée a 1’ouverture et a ’approche
de ferméture des marchés financiers et se stabilise progressivement au cours de la journée

ouvrable.
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Figure 4.5.2 : La forme de la volatilité intra-journalieére de I'indice S&P 500 futures sur 'année

2004.

Pour construire la variance réalisée intra-journaliére moyenne, nous avons procédé comme

suit :

Pour chaque jour ouvrable n (n =1, ...,248), nous calculons :

1- Les rendements intra-journaliers de 5 minutes : r,;, = R, (kA) — R, (K — 1) A), ou
A désigne le pas d’échantillonnage égale a 5 minutes.

(2) _ 81 2

2- Les variances réalisées : RVS,," = ) .~ 75 ;.
. r2
3- Les proportions ek k=1,..,81.

4- La proportion moyenne de la variance réalisée attribuée a chaque intervalle de 5 mi-

2
. a1 N248 Th _
nutes. Autrement dit, nous calculons la quantité : 53 > " =) PTEGR VkE=1,..8l

La courbe de la variance réalisée intra-journaliére moyenne cumulée tracée sur la figure
(4.5.3), ci-dessous, nous renseigne sur la maniére d’évolution de la volatilité sur une journée
ouvrable donnée. La croissance lente au niveau de la partie moyenne de cette courbe refléte les
valeurs modérées dans le graphique de la figure (4.5.2a) entre le 18°™¢ intervalle (10 : 00 A.M)
et 66°™¢ intervalle (2 : 00 P.M).
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Figure 4.5.3 : La variance réalisée intra-journaliére moyenne cumulée

Maintenant, retournons a la dépendance temporelle des rendements intra-journaliers (de
5 minutes) de 'indice S&P 500 futures. Le tracé de la figure (4.5.4) montre le corrélogramme
(autocorrélations empiriques) des rendements absolus de 5 minutes, pour un retard [ = 810

(10 jours ouvrables).
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Figure 4.5.4 : Périodicité intra-journaliére de I'indice S&P 500 futures des dix premiers jours

ouverables

Chaque jour ouvrable est caractérisée par une périodicité trés saillante, ou la forme U
est reproduite. Ainsi, les modéles GARCH et les modeles de volatilité stochastique ne sont

pas directement applicables, (Andersen et Bollerslev (1997)).
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les propriétés statistiques asymptotiques de I’estima-
teur du modele GARCH (1, 1) par la méthode du QMV gaussien (log-gaussien resp. ), basé
sur les proxies H, (log(H,) resp.). Une étude de simulation a été faite afin de mettre en

évidence les résultats théoriques.

Pour voir le gain en efficacité de lestimateur du QMV (gaussien et log gaussien) du
modele GARCH (1,1), si une proxy adéquate (H,, et log(H,)) est utilisée (en exploitant
les données journaliéres et intra-journaliéres (a haute fréquence)), nous avons appliqué cette

méthode aux données financiéres, a savoir la série S&P 500 futures.
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Conclusion générale

il n’y a pas des problémes qu’on se pose,
il y a des problémes qui se posent, il n’y a pas de problémes résolus,
il y a des problémes plus ou mois résolus

* Henri Poincaré**

a modélisation des faits stylisés des séries financiéres (regroupements des volatilités, non
corrélation des rendements, distributions & queues épaisses, etc.) nécessite I'utilisation

de modéles relativement complexes.

L’apparition des modeles ARCH/GARCH (Engle (1982) et par la suite généralisé par
Bollerslev en 1986) au cours de la décennie quatre-vingts, traduit le fait que 'on s’est rendu
compte que les moments du second ordre (conditionnels) des séries temporelles issues des
marchés financiers dépendent du temps et les chercheurs en finance ont donc commencé a

modéliser cette dépendance.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressées a la modélisation de la volatilité journaliere
des rendements des actifs financiers par le modele GARCH en présence de données de haute
fréquence. Ainsi, I'introduction d’'un modéle en temps continu semble naturelle pour tenir
compte des mouvements intra-journaliers des processus des prix. Ce modéle est dit modéle
d’échelle. Comme le facteur d’échelle o, (la racine carré de la variance conditionnelle des
rendements journaliers) est latent, une classe de statistiques basées sur les donnés intra-

journaliéres est introduite (variance réalisée, par exemple).

La variance réalisée trouve sa justification théorique dans la théorie de la variation quadra-

tique, ou cette derniére suggere que le processus sous considération est une semimartingale.
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De ce fait, nous avons testé I’hypothése de semimartingale du processus des prix de I'indice

S&P 500 futures ou cette hypothése est accéptée.

Dans le cadre de I’étude des données intra-journalieres, nous avons montré que l’esti-
mateur de la méthode du quasi-maximum de vraisemblance de modele GARCH (1,1) qui
utilise la proxy de volatilité RV'5,, qui est construite en additionnant les rendements intra-
journaliers de 5 minutes, nous a permis de réaliser un gain en efficacité et cela se manifeste
plus clairement en ’appliquant sur les proxies logarithmiques et la méme constatation est

confirmée par une étude de simulation intensive.

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Glossaire

Allocation d’actifs : Répartition d’'un portefeuille en fonction des actifs le composant. Le

gestionnaire divise son portefeuille en actions, obligations, produits dérivés, etc.

Arbitrage : Stratégie profitant d’incohérances momentanées entre des prix de plusieurs

actifs ou contrats.

bid-ask : Terme anglo-saxon désignant la fourchette de cotations d’un titre entre le meilleur
vendeur et le meilleur acheteur. Le bid désigne 'offre, & savoir la meilleure position de vente.
L’ask designe la demande & savoir le meilleur prix d’achat. Moins un titre est liquide, plus

la fourchette bid-ask est large est moins le prix reflete la réalité du marché.

Call : Contract donnant le droit d’acheter un actif & une date future donnée (I’échéance) et

a un prix convenu (prix d’execice).

Carnet d’ordre : Carnet ot sont regroupés I’ensemble des ordres d’achat et de vente concer-
nant une valeur, ainsi que les derniers ordres exécutés. Les investisseurs ne peuvent avoir
acces qu’aux b meilleures offres (ventes) et aux 5 meilleures demandes (achats), mais le

carnet d’ordre d’une valeur peut comprendre plusieurs milliers d’ordres.

Contract forward : est comme un contract futures, un engagement ferme & acheter ou a
vendre un actif (sous-jacent) a une date future donnée pour un prix convenu. Il est échangé
le plus souvent entre deux établissements financiers ou entre un établissement et un client.
A la différence des contracts futures, les contracts forward sont négociés sur des marchés de
gré a gré (Over The Counter (OTC)), ou les échanges sont conclus par téléphone ou par

I'intermédiaire de réseaux informatiques.

Contract futures : est un accord entre deux parties pour acheter ou vendre un actif donné

a une date future pour un prix convenu dit "prix futures".

Cotation : Fixation d’un cours d’une valeur suite a ’échange de titres. Pour qu’il y’ait
cotation, un acheteur doit trouver un vendeur, c’est-a-dire une contrepartie. Une fois que les
deux protagonistes se sont mis d’accord sur le prix de transaction, la valeur est échangée.

Ce prix de transaction est donc la cotation de la valeur & l'instant ¢.

Cours : Terme désignant la valeur d’un titre & un instant t. Le cours peut évoluer en

permanance sur les marchés en continu. Le cours d’un titre s’explique par la rencontre entre
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l'offre (les vendeur) et la demande (les acheteurs). L’équilibre entre 1'offre et la demande

vient de leur accord sur un prix de transaction. Ce prix d’équilibre désigne le cours.

Echéance : Fin de vie d’un contrat.

Fourchette : L’écart entre le prix demandé le plus élevé et le prix offert le plus bas. Plus
cette fourchette est importante, plus on peut qualifier le marché d’étroit. Ainsi, sur un marché
trés liquide, cette fourchette sera extrémement mince, alors sur un marché peu liquide, l'offre

et la demande aurant du mal a se rencontrer et donc a conclure une transaction.

Intraday : Achat et vente réalisée sur une méme journée.

Liquide : Se dit d’un marché ou d’un titre ol les échanges sont nombreux, la fourchette de
cotations faible ou il est facile d’acheter et de vendre ses titres. Plus un marché est liquide,

plus la valorisation de ces actifs est conforme a la réalité. En effet, a chaque instant, le nombre

d’cheteurs et de vendeur étant élevé. Le prix d’équilibre se rapprochera du prix théorique.

Marché de gré a gré : Marché ou les transactions s’effectuent de gré a gré, en intérac-
tion bilatérale, c’est-a-dire directement entre le vendeur et ’acheteur, a ’'opposé du marché

organisé.

Marché organisé : Marché ou les transactions sont organisées en intéraction multilatérale,

a l'aide d’un carnet d’ordre, et ou les contrats sont standardisés.

Market-maker (ou teneur de marché) : Opérateur de marché qui fournit a tout instant

des prix a I'achat et a la vente des actifs.

Option : Est un produit dérivé qui établit un contrat entre un acheteur et un vendeur,
donnant le droit, et non 'obligation, d’acheter ou de vendre un actif.dit sous-jacent (action,
indice, etc.) a un cours déterminé a I'avance (strike ou prix d’exercice), pendant un temps

donné ou a une date fixée (date d’échéance).
Prix ask : Prix offert le plus élevé auquel il est possible de vendre un actif sur le marché.
Prix bid : Prix demandé le plus faible auquel il est possible d’acheter un actif sur le marché.

Prix d’exercice : Prix auquel on peut acheter ou vendre ’actif sous-jacent en exercant une

option.

Prix spot : Prix pour une livraison immédiate.
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Produit dérivé : Instrument financier dont le prix est dérivé du prix d’un autre actif. Un

produit dérivé donne un droit d’agir sur un sous-jacent.

Put : Contract donnant le droit de vendre un actif a une date future donnée (I’échéance) et

a un prix convenu (prix d’execice).

Séance : Désigne la période entre I'ouverture et la cloture de la jounée boursiére. Ainsi,
lorsque 'on dit que le titre a gagné 3% sur la séance, on compare le cours de cloture de la
séance du jour par rapport au cours de cloture de la séance du veille. Pour les valeurs cotées

en continu, un titre peut étre échangé durant toute la séance.
Smiile : variation de la volatilité implicite en fonction du prix d’exercice.

Sous-jacent : Le sous-jacent correspond & ’action, I'indice, devise, matiére premiére, etc.

sur lequel est basé 'option par exemple (le produit dérivé)..

Tick-by-tick : Se dit de données intraday, sur une seule séance. L’investisseur peut ainsi
établir des graphiques en temps réel. Chaque transaction sur le marché, se traduit par un
nouvel point dans le graphique et ainsi l'investisseur est aupres de ’évolution des marchés
Ce suivi en temps réel des marchés est trés chronophage et n’est destiné qu’un certains

investisseur.

Titre : Terme désignant une valeur, une action ou toute autre valeur mobiliere.

Valeurs : Terme générique dont les définitions sont nombreuses. La valeur peut ainsi désigner

la valorisation d’une entreprise, ou encore étre synonyme d’un titre ou d’une action.

Volatilité implicite : volatilité déduite de la valeur d’une option en utilisant le modele de

Black Scholes ou un modéle semblable.

Trading day : Expression anglo-saxonne désignant le temps pendant lequel un marché
est ouvert aux transactions. Cette expression est donc parfaitement contraire & 1’overnight.
Durant le trading day, les investisseurs peuvent se positionner sur le marché ou bien déboucler
leur position en fonction des conditions du marché. Certes ils sont exposés aux risques du

marché mais ils sont en mesure de s’en dégager rapidement en débouclant leur position.

Présenté par : Leila MESSAHLI ~ Sous la direction de : H. GUERBYENNE M.C. classe/ A, o 'USTHB



Anneze 148

Structure d’autocovariance les carrés du processus GARCH

Soit h ordre de retard.

e Pour h = 0, nous avons

E(X®?) =E{(B, + A Xn 1) @ (B, + A, X, 1)},
=E{(B,®By,) + (B, ® A, X;-1) + (A X1 @ By) + (A X1 @ 4, X51) )
= {E(B$*) +E (B, ® A, X,-1) + E(A, ® B,X,,_1) + E (AS?QXS)_?I)} ,
=E(BY) +E (B, ® A)E(X,21) +E(A, ® B,) E(X,_1) + E (A®2X5%) .
Nous considérons les notations suivantes :
A = (A®™), XM = (X®™) et B™ = E (B®™).
D’ou
E(X$*) =BY + (E(B,®4,) +E (4, ® B,)) XV + APE (X$?),

et nous obtenons
-1
B (XP) = (Lpgp — AP)  {BO + (B(B, @A) +B(4,© B,) XV}, (23.16)

Dans ce qui suit, nous montrons comment calculer chaque terme du membre de droite

de (2.3.16).

Pour le calcul de A™), nous pouvos utiliser la décomposition A, = Z2C + D, ot C et D

sont des matrices déterministes de méme dimension données par

C:<a1 aq‘m 5p)
O (ptq—-1)x(q) | O p+q-1)x(p) ’

O1x(g) O1x(p)
D — Ig-1) O(g-1)x1 O(g-1)xp
ay ay, B, 2,
Op-1)xq Ip-1)  Op-nx1

de plus, on pose p,, = E(Z"), nous obtenons

A® =E(Z22C + D)** = ;,C** + C ® D+ D ® C + D2,
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Nous procédons de la méme maniére pour le calcul de B(™), i.e., nous posons B, = Z2F +G,

ot F' et G sont des vecteurs déterministes (toujours de méme dimension) donnés par
F=(w 0 - 0),Gg=(0 -+ w0 - 0).
Ainsi, on obtient pour m = 2
B® =R (Z2F + ) = y F* + F@ G+ G ®Q F + G®2.
Nous obtenons de méme E (B, ® A,) et E(A, ® B,).

max(p+q)

(i + m)).

Pour X, on remarque que toutes ses composantes valent w/ (1 — Z

i=1
e Pour h > 1, nous aurons
E (X, ® Xnn) =E{(Bn+ A Xn1) @ Xoan},
=E{(Bp1 ® Xy ni1) + (A1 X0 ® Ly X ni1)},
= (BYO@XWD) +E (A1 ® L) B (X, ® Xonia),

= (B(U ®X(1)) + (A(U ® ]pw) E (X, ® Xp_ni1)-

= (BY @ XW) + (AV @ I,14) B (X, ® Xp_ni1) - (2.3.17)

Francq et Zakoian ont proposé 'algorithme suivant pour le calcul des autocovariances

7.2 d’ordre h du processus (e2) (Francq et Zakoian (2009) p 65).

Soit e; le premier vecteur de la base canonique de R(P+9)*

- Définir les vecteurs XM, BM B?) et les matrices AM, A®) B (B, ® A,), E(A, ® B,)

en fonction des «;, Bi et de w, py;
- Calculer (E (X2?)) a l'aide de (2.3.16) ;

- Pour h = 1,2, ..., on calcule E (X,, ® X,,_;) en utilisant (2.3.17);

- Pour h = 0,1, ..., on obtient 7. (h) =e;E (X, ® X;_5) — (ng(l))Q,
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Exemple

Dans ce qui suit, nous illustrons ’algorithme précédent pour le cas d'un GARCH(1,1).

Pour ce faire, nous considérons I’écriture vectorielle donnée en (2.3.2).

Nous avons

E(Bn®An)=]E(An®Bn):w<“4a a g g)

M4042 pae3 pyaf3 M4ﬁ2

2 2
AR — 22 gg Zg 22 ,aveCC:(aﬁ)etD:(g()),

o> af o B

Nous avons

My
B®@ (E (Bn ® An) + E (An ® Bn>> X1 — 2 1izig }
1
La solution du systéme (2.3.16) est
Ky
2) — w?(1+a+p) 1
X (1—a—ﬂ)(1—3a2—2aﬁ—62) 1
1
2
Ansi, pour h = 0 la fonction dantocovariance 7.2 (0) = (=2, (25"

Quand 'ordre h est supérieur ou égal & I'unité I'équation (2.3.17) s’écrit
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w2
l—-a—p

E(X, ® X,_p) = E (X, ® Xy nt1),

— = e
O O 0 ©

B
0
B
0

o0 OO0
ol =R N

et cette derniére écriture nous permet de calculer la fonction d’autocovariance 7. (.).

Espace de Skorohod

Soit un ensemble non vide; on appelle topologie sur X une famille C de parties de X,

appelées ouverts telles que

e toute réunion d’ouverts est un ouvert
e toute intersection finie d’ouverts est un ouvert

e () et X sont des ouverts

Un exemple simple est celui on C ={), X} mais cette topologie, appelée d’ailleurs topo-
logie grossiére, n’a aucun intérét car elle a trop peu d’ouverts.
Définition : 1

C est dite séparée si

a£b= U,V ECaclUbeV,UNV = 0.

Une topologie séparée est donc une topologie qui suffisamment d’ouverts pour distinguer

les points de X.

Si C est une topologie sur X, le couple (X, C) s’appelle un espace topologique. Souvent ,

on sous-entend C et on parle de I’espace topologique X.

e Un espace topologique (X, C) est dit compact si tout recouvrement ouvert de X contient

un sous-recouvrement fini. De facon symbolique

V(wi)EC,X:LijiéEI JCI,sz'ni;X:iji

e Un espace X est dit séparable s’il contient une partie dénombrable dense. L’ensemble
R des réels avec la topologie des réunions d’intervalles ouverts, est séparable puisque

I’ensemble Q des rationnels est dénombrable et dense dans R.
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Soit (£, F,P) un espace probabilisé et £ muni d’une distance. Si (Y") et Y sont des
variables aléatoires a valeurs dans F, Il existe différentes modes de convergence de la suite
(Y™) vers la variable Y tels que la convergence presque stire, la convergence en probabilité

et la convergence en loi.

Si maintenant (Y) et (Y) sont des processus, on peut évidemment parler de la conver-
gence dans 1'un des sens précedemment cité de la suite de variables (Y;" ) vers la variable Y;
pour un temps t fixé. Mais cette convergence ponctuelle ne rend pas compte du comporte-

ment asymptotique de la trajectoire globale des suites (Y™). Pour contourner ce probléme,

nous avons besoin de définir :

e un espace de fonctions : nous prenons ’espace des processus cadlag, a valeurs dans F.

nous nommons cet espace D (E)
e d’une distance dans cet espace, donc D (F) sera muni de sa tribu borélienne.
Ainsi, nous pouvons, parler de convergence de la suite de processus (Y") vers le processus
(Y).
D’abord rappelons ce que un espace séparable.
Définition : 2

Soit £ un espace metrisable et séparable. Nous disons que F est un espace polonais si sa

topologie peut étre définie par une distance qui en fait un espace complet.

Soit £ un espace polonais. L’espace des fonctions cadlag de RT™ — E est appelé espace
de Skorohod. Nous le notons par D (E).

Les proxies de volatilité : Vi, Vix, Vs, Vasp, et Vyz.

Considérons les notations suivantes :

O; : prix d’ouverture de la :“™° journée ouvrable,
C; : prix de cloture de la 1™ journée ouvrable,
H; : prix le plus haut de la :“*¢ journée ouvrable,

L; : prix le plus bas de la i®™ journée ouvrable,
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0; = In(0;/Ci_y),
wi = In (H,/0y),
d; = In (L:/O,),
¢ =1n(C;/0,).

Nous définissons les proxies de volatilité (le carré de volatilité) suivantes, a savoir, Vp,

Ver, Vrs, Vasp, et Vyz.

Vox = %ijl B In(H;/L:i)* = (2In(2) = 1) (In (G;/0,))*|

Vis — %Z; [In (H,/0:) In (H;/C;) + In (Li/O;) In (Li/C3)]

Visp = 7 [ (H) ~In (L)

Vwz = Vo+kVe+ (1 —k)Vgs,

ou V, = =37 (o —9)?° V. = DI (2 —7)?, avec 0 = LS o et € =
ﬁ >, ¢. La valeur du parameétre k, pour laquelle la proxy de volatilité Vi est opti-

0.34

misée (a une variance minimale) est ko = 150575

n : désigne la taille de I’échantillon.
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