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1.8.2 Somme linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.8.3 Produit direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2
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Introduction

La théorie des graphes est une discipline des mathématiques appliquées
qui repose essentiellement sur un caractère pictural. Elle a vu le jour avec
Euler en 1736 qui s’était demandé : ”Est-il possible de parcourir les rues de
Königsberg en franchissant une et une seule fois chacun des sept ponts de la
ville ? ”.

Depuis le début du vingtième siècle, la théorie des graphes a vu une
expansion de plus en plus galopante avec les travaux des mathématiciens
tels que König, Menger, Cayley et puis Berge et Erdös. La liaison de cette
théorie avec d’autres disciplines telles que la physique, la chimie, la gestion
et l’informatique a contribué à son développement et lui a permis d’occuper
une place importante dans la recherche opérationnelle. Ses liens avec d’autres
branches des mathématiques telles que l’algèbre et les probabilités confirment
l’immense ampleur que cette théorie a gagné et dont le développement ne
connait pas de répit.

La théorie des graphes intervient essentiellement dans la modélisation des
problèmes réels tels que les réseaux de communication et de transport, l’or-
donnancement des tâches d’un projet,... .

La réponse d’Euler pour son problème posé ci-dessus, fut négative. Il in-
troduit alors le concept de cycle eulérien qui sous entend un cycle simple qui
passe par toutes les arêtes du graphe. Un graphe qui admet un tel cycle est
alors appelé graphe eulérien. Il montra alors que si un graphe est eulérien
alors il est connexe et tous ses sommets ont un degré pair. Plus de 100 ans
aprés, Hierholzer prouva que la réciproque est aussi vrai. Ce qui donna par
la suite la fameuse caractérisation des graphes eulériens.

Le thème abordé dans cette thèse se rapporte à la théorie des graphes.
Nous nous intéressons particulièrement à quelques invariants de graphes qui
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sont liés directement à la domination et aux cycles. L’histoire de la domina-
tion remonte au dix-neuvième siècle, grâce aux jeux d’échec. Ce n’est qu’en
1958, qu’elle est formalisée dans un contexte théorique par Claude Berge.
Cependant, la notion du nombre domatique a été introduite par Cockayne et
Hedetniemi en 1977. Ces mêmes auteurs avec Dawes, ont introduit le concept
du nombre domatique total en 1980. Notre étude est focalisée en premier lieu
autour de ces deux paramètres.

Dans la seconde partie de la thèse, nous nous intéressons aux graphes par-
tiels, appelés aussi facteurs de graphes, ayant que des sommets de degré pair.
Les facteurs considérés représentent l’union disjointe de graphes eulériens.
Notre but est d’établir des conditions suffisantes pour l’existence de tels fac-
teurs moyennant le nombre de stabilité.

Après l’introduction des définitions et concepts de base qui seront utilisées
tout au long de cette thèse au premier chapitre, nous exposons nos résultats
concernant le nombre domatique et le nombre domatique total dans le se-
cond chapitre. Nous nous intéressons à la classe des graphes 2-section des
hypergraphes des intervalles de posets. Lorsque le poset est obtenu à partir
de deux autres posets par le biais de certaines opérations comme la somme
directe, la somme linéaire et le produit Cartésien, nous établissons des va-
leurs exactes ou des bornes pour les deux invariants de domination. Pour le
sous-poset induit par l’union des niveaux consécutifs Nl ∪ . . . Nu du produit
Cartésien de deux châınes Cn1 × Cn2, nous déterminons le nombre doma-
tique du graphe 2-section de l’hypergraphe associé et exhibons une partition
domatique maximum en fonction de l, u, n1, n2. Nous montrons aussi la NP-
complétude du problème de la partition domatique totale maximum dans
cette classe de graphes.

Un survey qui récapitule les résultats sur les facteurs dans les graphes
est donné dans le troisième chapitre. Nous focalisons notre intérêt sur les
facteurs réguliers, en particulier les facteurs pairs. Le quatrième chapitre est
consacré à l’existence d’un [2, b]-facteur pair dans un graphe κ-connexe. Nous
déterminons une condition suffisante faisant intervenir le nombre de stabilité,
le degré minimum et l’entier b. La généralisation de ce résultat à un [a, b]-
facteur pair dans un graphe 2-arête connexe est donnée dans le cinquième
chapitre. Par une technique de preuve quasiment différente de celle donnée
dans le chapitre 4, nous déterminons à nouveau une borne pour le nombre
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de stabilité en fonction des mêmes paramètres, et de l’entier a.
Nous clôturons notre thèse par une conclusion qui synthétise les résultats

trouvés et qui jette la lumière sur les perspectives de recherche.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Introduction

La théorie des graphes est une discipline des mathématiques discrètes, qui
traite des problèmes assez variés qui ont tous comme trait commun la possibi-
lité d’être schématisés à partir d’une représentation graphique. Comme toute
théorie, elle se distingue par son propre langage que nous essayons dans ce
premier chapitre de donner celui concernant notre thèse en y explicitant les
concepts et la terminologie relatifs aux thèmes traités. D’autres définitions
seront introduites au fur et à mesure qu’elles seront abordées dans les cha-
pitres qui suivent. Toutefois, il ne s’agira guère d’un aperçu exhaustif, nous
référons donc le lecteur aux références [13, 141, 155] pour plus de détails.

1.2 Concepts généraux sur les graphes

Un graphe G = (V (G), E(G)) est un couple d’ensembles où V (G) est un
ensemble non vide d’éléments, appelés sommets, et E(G) est un ensemble
de parties à deux éléments de V (G) appelées arêtes.

Dans ce qui suit, si aucun risque de confusion ne se pose, nous noterons
G = (V, E) au lieu de G = (V (G), E(G)).

Si V est fini, le graphe est dit fini. Le nombre de sommets du graphe
G est appelé l’ordre de G et est noté souvent n. Deux sommets u et v de
V sont dits adjacents ou voisins, s’il existe une arête qui les relie, nous
noterons brièvement l’arête {u, v}, uv. Nous disons que les sommets u et v
sont les extrémités de l’arête uv et que l’arête uv est incidente à u (où à
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v). Une boucle est une arête dont les deux extrémités sont confondues. Un
graphe est dit simple s’il est sans boucles et entre deux sommets, il existe
au plus une arête. Voir la figure 1.1. Tous les graphes considérés dans cette
thèse sont simples et finis.

b

bb

b

b

b b

b

b

b

b

Figure 1.1 – Graphe simple.

L’ensemble de tous les sommets adjacents à un sommet v est appelé le
voisinage du sommet v et est noté NG(v), ou brièvement N(v) si aucun
risque de confusion ne se pose. Le voisinage fermé est donné par NG[v] =
NG(v) ∪ {v}. Etant donnés deux sous-ensembles disjoints A, B ⊆ V , nous
notons par eG(A, B) le nombre d’arêtes dans G ayant une extrémité dans A
et une autre dans B.

1.2.1 Degré, Châıne, cycle

Le nombre d’arêtes incidentes à un sommet v est appelé le degré de v et
est noté dG(v). Les degrés minimum et maximum dans un graphe G sont
notés respectivement δ(G) et ∆(G). Ces nombres seront notés brièvement
d(v), δ et ∆ si aucun risque de confusion ne se pose.

Un sommet de degré 0 est appelé sommet isolé. Un sommet de degré 1
est appelé sommet pendant. Un sommet de degré supérieur à 1 est appelé
sommet interne.

Une châıne de longueur p, est une séquence de sommets v0, . . . , vp dans
laquelle deux sommets successifs sont adjacents, notée parfois par (v0, vp)-
châıne. Les sommets v0, vp sont les extrémités de la châıne. Une châıne qui
n’utilise pas deux fois la même arête est dite simple. Une corde est une
arête joignant deux sommets non consécutifs d’une châıne. Une châıne sans
corde est dite induite. Voir la figure 1.2. La distance dG(u, v) entre deux
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sommets u et v de G est la longueur d’une plus courte (u, v)-châıne.

Un cycle de longueur p dans G, noté Cp est une châıne simple v1, . . . , vp

dans laquelle les deux extrémités cöıncident (v1 = vp), il est dit élémentaire
si tous ses sommets sont différents. Un cycle qui contient tous les sommets
de G une et une seule fois est appelé cycle hamiltonien de G. Si G possède
un cycle hamiltonien, alors il est dit hamiltonien. Une châıne (resp. un cycle)
est dite eulérienne (resp. dit eulérien) si elle (resp. s’il) utilise toutes les
arêtes une fois et une fois seulement.

b b

b b

b b

u

v

u3u2

u1

w

Figure 1.2 – Un cycle C6 avec la corde uu3 où la châıne uu1 . . . v n’est pas
induite mais la châıne uwv l’est.

1.2.2 Isomorphismes de graphes

Deux graphes G1 et G2 sont dits isomorphes s’il existe une bijection
f : V (G1) → V (G2) telle que (x, y) ∈ E(G1) si et seulement si (f(x), f(y)) ∈
E(G2). Voir la figure 1.3.

b

bb

b b b

b b

G H

Figure 1.3 – Les graphes G et H sont isomorphes.
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1.2.3 Sous-graphe, sous-graphe induit, graphe partiel

Un graphe H est un sous-graphe de G si V (H) ⊆ V (G) et E(H) ⊆
E(G). Le sous-graphe H de G est dit sous-graphe induit de G si V (H) ⊆
V (G) et E(H) = {(u, v) ∈ E : u, v ∈ V (H)}. On dit alors que H est un
sous-graphe induit par V (H) et il est noté G[V (H)]. Le sous-graphe induit
par V (G) \ V (H) est noté brièvement par G−H . Un graphe partiel H de
G est un sous-graphe tel que V (H) = V (G) et E(H) ⊆ E(G). Un graphe
partiel est aussi dit un facteur d’un graphe. Voir la figure 1.4.

b bb

b

b

x

z

G

by

b

b

b

x

y

z

G[H]

bbb

G − H

b

bb

b

Facteur

b b

Figure 1.4 – Le sous-graphe induit par H = {x, y, z}, G − H et un graphe
partiel de G.

1.2.4 Quelques classes de graphes

Le complémentaire d’un graphe G = (V, E) est le graphe G = (V, E)
tel que pour tout sommet u, v de V , uv ∈ E si et seulement si uv 6∈ E.

Un graphe G = (V, E) est dit complet si toute paire de sommets est liée
par une arête. Si |V | = n, G est noté Kn.

Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition de V
en deux sous-ensembles V1 et V2, telle que tout arête de E a une de ses
extrémité dans V1 et une autre dans V2. Dans ce cas, G = (V, E) est noté
G = (V1, V2, E). En particulier, un graphe biparti complet, où n1 = |V1| et
n2 = |V2|, est noté Kn1,n2 .
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Soit k un entier positif. Un graphe G = (V, E) est dit k-régulier si
d(x) = k, ∀x ∈ V . Un k-facteur d’un graphe G est un graphe partiel k-
régulier de G.

Nous disons qu’un graphe G est connexe s’il existe une châıne dans G
entre toute paire de sommets. Si G n’est pas connexe, il s’écrit comme l’union
disjointe de graphes connexes (appelés composantes connexes de G).

Si un graphe ne contient pas de cycle, il est appelé acyclique ou une
forêt. Un arbre Tn d’ordre n est un graphe acyclique connexe. Notons que
tout graphe connexe G possède un graphe partiel qui est un arbre dit parfois
arbre couvrant de G. Il suffit de supprimer une à une les arêtes de G sans
déconnecter le graphe. Le graphe obtenu est un arbre.

Nous illustrons toutes ces classes de graphes dans la figure 1.5 ci-dessous.

b

b

b b

b

b

(a)

b b b

b b

(b)

b
b

bbb

b

b
b

(e)

b b b

b b b

b

b
(d)

b b

b b

(c)

b

Figure 1.5 – (a) Graphe complet K6, (b) Graphe biparti complet K3,2, (c)
graphe complémentaire de K3,2, (d) graphe 3-régulier, (e) arbre d’ordre 8, T8.

1.3 Opérations sur les graphes

Les opérations sur les graphes nous permettent de construire de nouveaux
graphes à partir d’autres de tailles plus petites. Ceci permet de déduire de
nouvelles propriétés à l’aide de celles se trouvant dans les graphes de petite
taille. Nous ne mentionnons ici que deux de ces opérations.

Considérons deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2).
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1.3.1 Union disjointe

L’union disjointe de G1 et G2 est le graphe G = (V, E) = G1 ∪ G2 où
V = V1 ∪ V2 et E = E1 ∪ E2. Voir la figure 1.6.

1.3.2 Produit cartésien

Le produit cartésien de G1 et G2 est le graphe G12G2 tel que V (G12G2) =
V1 × V2 et l’arête uv est adjacente à l’arête u′v′ si et seulement si :

u = u′ et vv′ ∈ E2 ou v = v′ et uu′ ∈ E1.
Le produit cartésien G12G2 s’obtient en traçant des copies de G2 autant

qu’il y’a des sommets dans G1 et deux sommets dans deux copies différentes
sont adjacents dans G12G2 si les sommets correspondants dans G1 sont ad-
jacents. Voir la figure 1.6.

b

b

G1

b

bb

G2

b

b b

b

b

G1 ∪ G2

b

bb

bb

b

G12G2

Figure 1.6 – L’union disjointe et le produit cartésien de G1 et G2.

1.4 Connectivité

1.4.1 Invariants κ(G) et λ(G)

Un ensemble d’articulation A, dit aussi un ensemble séparateur
d’un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G dont la suppression
déconnecte le graphe G s’il est connexe et augmente le nombre de compo-
santes connexes s’il ne l’est pas. Un graphe G est dit κ-connexe si nous ne
pouvons pas le déconnecter en supprimant moins de κ sommets. La connec-
tivité κ(G) est le nombre minimum κ pour lequel G est κ-connexe, en
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d’autres termes, elle représente la taille minimum d’un ensemble séparateur
de G.

D’une façon similaire, un sous-ensemble F de E(G) est un déconnectant
si G− F contient plus de composantes connexes que G. Un graphe G est λ-
arête connexe si le nombre minimum d’arêtes dont la suppression déconnecte
le graphe ou le réduit à un seul sommet est au moins λ. Le cardinal minimum
d’un ensemble d’arêtes de G dont la suppression augmente le nombre de com-
posantes connexes de G est dite arête-connectivité de G et est notée par
λ(G).

Les invariants κ(G) et λ(G) sont comparables et n’excèdent pas le degré
minimum du graphe. En effet, pour tout graphe G, il est montré dans [155]
que κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G). Cette inégalité peut être stricte comme illustré
par le graphe de la figure 1.7.

b

b

b

b

b

b

b

bc

G

Figure 1.7 – κ(G) = 1, λ(G) = 2 et δ(G) = 3.

1.4.2 Graphe 2-arête connexe

Une arête (resp. un sommet) dans un graphe G dont la suppression aug-
mente le nombre de composantes connexes de G est dite un isthme (resp. un
sommet d’articulation). Ainsi, une arête e dans un graphe connexe est
un isthme si et seulement si, e n’appartient à aucun cycle de G. Un graphe
G avec au moins trois sommets est dit 2-arête connexe s’il est connexe et
n’a aucun isthme. Voir la figure 1.8. Suite à la caractérisation d’un isthme,
un graphe G est 2-arête connexe, si et seulement si G est connexe et chaque
arête de G est dans un cycle.
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bb

b

b

b

b

b

e

G

Figure 1.8 – L’arête e est un isthme reliant deux sous-graphes induits 2-
arête connexe.
.

1.5 Stable, couplage

Un ensemble de sommets deux à deux non adjacents est appelé ensemble
indépendant ou stable. Le nombre de stabilité α(G) représente le car-
dinal de l’ensemble indépendant maximum. Un couplage dans un graphe G
est un sous-ensemble d’arêtes non incidentes deux à deux. Voir la figure 1.9.

b bbb

bc

bc

bc

bc

Figure 1.9 – Les sommets en blancs forment un stable et les arêtes en
pointillé forment un couplage. α(G) = 4 .

1.6 Quelques concepts sur les hypergraphes

1.6.1 Hypergraphe et hypergraphe dual

En 1960, Claude Berge [13] a généralisé le concept de graphes en vue
d’aborder de nouveaux problèmes d’optimisation combinatoire. L’idée était
d’étudier une famille d’ensembles avec la même optique, en l’appelant hy-
pergraphe.
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Soit X = {x1, . . . , xn} un ensemble fini d’éléments. Un hypergraphe
sur X est une famille H = (E1, . . . , Em) de parties non vides de X dont
l’union forme X. Voir la figure 1.10. Les éléments de X sont les sommets
et les ensembles E1, . . . , Em sont les arêtes de l’hypergraphe. Un hyper-
graphe simple sur X (ou ”famille de Sperner”) est un hypergraphe
H = (E1, . . . , Em) dont aucune arête n’en contient une autre, c’est à dire si
Ei ⊂ Ej alors i = j.

Deux sommets x et y de H sont adjacents s’il existe une arête de E qui
les contienne et deux arêtes sont dites adjacentes si leur intersection est non
vide.

Le dual d’un hypergraphe H = (E1, . . . , Em) est un hypergraphe H∗ =
(X1, . . . , Xn) dont les sommets e1, . . . , em sont des points correspondants res-
pectivement aux arêtes de H et dont les arêtes sont Xi = {ej/Ej ∋ xi} dans
H. Voir la figure 1.10.

1.6.2 Propriétés de König et duale de König

Le graphe représentatif des arêtes de l’hypergraphe H est un graphe
simple noté L(H) dont les sommets e1, . . . , em représentent respectivement
les ensembles E1, . . . , Em et deux sommets ei et ej sont adjacents dans L(H)
si et seulement si Ei ∩ Ej 6= ∅ pour i 6= j. Voir la figure 1.10.

Dans l’hypergraphe H, un sous ensemble A (resp. T ) de X est appelé
ensemble stable ou ensemble indépendant (resp. recouvrement par
sommets ou ensemble transversal ) de H, si chaque arête de H contient
au plus un sommet de A (resp. au moins un sommet de T ). Un sous ensemble
M (resp. R) d’arêtes de H est appelé couplage (resp. recouvrement par
arêtes de H) si chaque sommet de X appartient à au plus une arête de M
(resp. au moins une arête de R).

Une famille de sous-ensembles C de X est une k-coloration (forte) des
sommets de H si C est une partition de X en k ensembles stables. Un hy-
pergraphe pour lequel il existe une k-coloration est dit k-colorable.

Posons :
• α(H) = max{|A|, A est un ensemble stable de H} ;
• τ(H) = min{|T |, T est un recouvrement par sommets de H} ;
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Figure 1.10 – L’hypergraphe H, son dual H∗ et son graphe représentatif de
ses intervalles L(H).

• υ(H) = max{|M|,M est un couplage de H} ;
• ρ(H) = min{|R|,R est un recouvrement par arêtes de H} ;
• χ(H) = min{k,H admet une k-coloration de H}.

Ces nombres sont appelés nombre de stabilité, nombre de recouvre-
ment par sommets, nombre de couplage, nombre de recouvrement
par arêtes et nombre chromatique de H respectivement.

Notons que tout hypergraphe H vérifie α(H) ≤ ρ(H) et υ(H) ≤ τ(H)
puisque chaque arête d’un recouvrement par arêtes contient au maximum
un élément d’un stable et chaque sommet d’un recouvrement par sommets
appartient à au plus une arête d’un couplage. H a la propriété de König
si υ(H) = τ(H), et a la propriété duale de König si α(H) = ρ(H).
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1.7 Concepts généraux sur les posets

1.7.1 Poset, dual d’un poset, treillis, intervalle, châıne

Un ensemble partiellement ordonné (P,≤), en abrégé poset, est un en-
semble P où la relation ≤ est réflexive, antisymétrique et transitive. Dans
tout ce qui suivra, nous nous intéresserons uniquement au cas où P est fini.
Si u ≤ v et u 6= v alors nous écrivons u < v.

Si u et v sont dans P alors v couvre u dans P si u < v et s’il n’existe
pas un élément w ∈ P tel que : u < w < v. Nous notons alors : v ≻ u.
En utilisant la relation de couverture, on peut obtenir une représentation
graphique de P , dite diagramme de Hasse de P , en associant à chaque
élément de P , un point du plan et si v couvre u alors u sera lié au point v
par un segment de droite ascendant. Le dual de P , noté P ∗, est un poset
ayant les mêmes sommets que P mais ordonnés par la relation d’ordre ”≤P ∗”
définie par : u ≤P ∗ v ⇔ u ≥P v.

Nous donnons dans la figure 1.11 ci-dessous le diagramme de Hasse d’un
poset P et son dual P ∗.
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Figure 1.11 – Un poset et son dual.

Soit A un sous ensemble de P . Un minorant (resp. majorant) de A
dans P est un élément u de P tel que : u ≤ a (resp. u ≥ a), ∀a ∈ A.
La borne inférieure (resp. supérieure) de A est le plus grand (resp.
petit) des minorants (resp. majorants) de A. Nous appelons treillis un poset
dans lequel toute paire d’éléments possède une borne inférieure et une borne
supérieure. Voir la figure 1.12.
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Figure 1.12 – Treillis.

Un sous ensemble C de P est dit châıne de P , si pour toute paire
d’éléments a, a′ de C, a ≤ a′ ou a′ ≤ a. Une châıne est notée (a0 < · · · < ak)
et l’entier k représente sa longueur. Une antichâıne est un sous-ensemble
de P dont les éléments sont deux à deux incomparables.

Un intervalle de P est un sous ensemble I, noté par [p, q] de la forme
{v ∈ P : p ≤ v ≤ q}. I est dit maximal si p est un élément minimal et q est
un élément maximal de P .

1.7.2 Isomorphisme, fonction de rang

Deux posets P et Q sont dits homomorphes s’il existe une applica-
tion ϕ de P dans Q vérifiant x ≤P y si et seulement si ϕ(x) ≤Q ϕ(y). Ils
sont dits isomorphes si et seulement si ϕ est bijective, ϕ et ϕ−1 sont des
homomorphismes.

Une fonction de rang est une fonction r définie de P dans N et vérifiant
r(u) = 0 si u est un élément minimal et r(v) = r(u)+1 si v ≻ u. S’il existe une
telle fonction de rang, nous disons que P est rangé ou gradué et la valeur
r(P ) = max

x∈P
r(x) représente le rang de P . Si P est rangé, nous définissons

son niveau i par Ni(P ) = {u ∈ P : r(u) = i} (voir la figure 1.13) et le ième

nombre de Whitney par Wi(P ) = |Ni(P )|, ∀i = 1, . . . , r(P ). Pour un poset

rangé, soit Pl,u le sous-poset induit par l’union de niveaux consécutifs

u⋃

i=l

Ni

de P où l et u sont deux entiers tels que : 0 ≤ l ≤ u ≤ r(P ).
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Figure 1.13 – Niveaux d’un poset rangé.

1.7.3 Exemples de posets

Treillis booléen

Le treillis booléen est le poset définie par Bn = ({0, 1}n,≤), où la relation
d’ordre est telle que a = (a1, . . . , an) ≤ b = (b1, . . . , bn) si et seulement si
ai ≤ bi pour tout i. Voir la figure 1.14.
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Figure 1.14 – Treillis booléen B3.

En considérant l’application ϕ(a) = {i, ai = 1}, nous remarquons bien
que Bn = ({0, 1}n,≤) et (P (1, . . . , n),⊆) sont isomorphes, où P (1, . . . , n) est
l’ensemble des sous-ensemble de l’ensemble {1, . . . , n}. D’où la possibilité de
définir le treillis booléen comme étant le treillis de tous les sous-ensembles
de {1, . . . , n} ordonnés par inclusion. L’application qui à un élément de Bn

associe son cardinal définit la fonction de rang sur Bn.
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Treillis S(k1, . . . , kn)

S(k1, . . . , kn) est le poset défini sur l’ensemble de tous les n-uples a =
(a1, . . . , an) tel que : 0 ≤ ai ≤ ki, pour tout i. La relation d’ordre est telle
que : a = (a1, . . . , an) ≤ b = (b1, . . . , bn) si et seulement si ai ≤ bi pour tout i.
En d’autres termes a ≺ b si et seulement si ∃j ∈ {1, . . . , n} tel que bj−aj = 1
et ai = bi pour tout i différent de j. Voir la figure 1.15. En particulier, le
treillis Bn est isomorphe à S(1, . . . , 1).
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Figure 1.15 – S(4, 5)

L’application qui associe à un élément a = (a1, . . . , an) l’entier a1+· · ·+an

définit la fonction rang sur S(k1, . . . , kn). De plus r(S(k1, . . . , kn)) = k1+· · ·+
kn. Les éléments du niveau i sont tout les n-uples dont la somme des com-
posantes est égale à i.

1.7.4 Hypergraphe des intervalles d’un poset

Soit P un poset et I l’ensemble de ses intervalles maximaux. L’hyper-
graphe H(P ) = (P, I(P )) dont les sommets sont les éléments de P et dont
les arêtes sont les intervalles maximaux de P est dit l’hypergraphe des
intervalles de P . Notons par H∗(P ) le dual de l’hypergraphe H(P ).

L’hypergraphe des intervalles d’un poset a été introduit par B. Voigt et I.
Wegener [152] pour la détermination de l’invariant ρ(H(Bn)l,u) qui conduit
au nombre de monômes qui représentent une fonction booléenne symétrique.
La généralisation à un poset quelconque a été faite par I. Bouchemakh [24]
dans sa thèse de doctorat d’état dont certains des résultats de la thèse ont été
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publiés. Elle s’est intéressée particulièrement avec K. Engel [20,21] à l’aspect
algorithmique des problèmes de couplage, de stabilité, de recouvrements ainsi
qu’à la propriété de König et duale de König. Ces dernières propriétés ont été
également étudiées dans [7,86] pour l’hypergraphe des intervalles de quelques
classes de posets. Les travaux établis par K. Engel dans [51] ont visé les deux
paramètres τ et υ, et dans [27], I. Bouchemakh étudia la généralisation de la
stabilité. La k-stabilité est la taille maximum d’un ensemble A qui intersecte
chaque interval maximal de P en au plus k éléments de A. Elle proposa dans
certains cas des valeurs exactes et dans d’autres cas des bornes. Elle aborda
également dans [25] l’étude du nombre chromatique qui est équivalente à
l’étude des systèmes stables P (t, k, n) où un système stable d’ordre n est une
paire (Q, q), où Q est un ensemble à n éléments et q est une collection de sous-
ensembles à k éléments de Q appelés blocs, ayant la propriété que chaque
sous-ensemble à t éléments de Q est dans au plus un bloc de q. D’autres
études pour l’hypergraphe des intervalles ont vu le jour pour d’autres classes
de posets comme la classe des ordres d’intervalles [21], la classe des ordres
série-parallèles [26], les ordres à châınes semi symétriques spéciales [20], le
treillis des faces du n-cube [121] et le treillis linéaire [52].

1.7.5 Graphe représentatif des intervalles d’un poset

Soit P un poset. Le graphe représentatif des intervalles de P ,
appelé également le graphe 2-section de l’hypergraphe des intervalles
de P , noté G(P ), est le graphe dont les sommets sont les éléments de P et
deux sommets sont adjacents si et seulement si ils appartiennent à un même
intervalle de P . Il s’agit en fait du graphe représentatif des arêtes de H∗(P ),
voir la figure 1.16.
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Figure 1.16 – Exemple de G(P ) = L(H∗(P )).
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1.8 Opérations sur les posets

Plusieurs opérations peuvent être définies sur deux ou plusieurs posets et
diverses propriétés sont alors déduites. (Voir par exemple [14,29,30,53,140]).
Cependant, nous ne mentionnons ici que celles qui font l’objet de notre étude.

1.8.1 Somme directe

La somme directe ou union disjointe de deux posets P et Q est le
poset P + Q sur l’union P ∪ Q tel que x ≤ y dans P + Q si x, y ∈ P et
x ≤P y ou x, y ∈ Q et x ≤Q y. Voir la figure 1.17. La somme directe de P
avec lui-même n fois est notée par nP .

b

bbb

b

b b

b

b

bb

bb

b

bb

P Q P + Q

Figure 1.17 – P, Q et P + Q.

1.8.2 Somme linéaire

La somme linéaire de deux posets P et Q est le poset P ⊕Q sur l’union
P ∪Q tel que x ≤ y dans P ⊕Q si x, y ∈ Q et x ≤Q y ou x ∈ P et y ∈ Q ou
x, y ∈ P et x ≤P y. Voir la figure 1.18. Notons qu’une châıne à n sommets
est isomorphe à 1⊕ . . .⊕ 1, n fois. Le diagramme de Hasse de P ⊕Q, se fait
en traçant celui de P , puis au dessus de lui, celui de Q et nous relions tout
sommet maximal de P à tout sommet minimal de Q.

Les Posets P construits à partir des singletons, en utilisant seulement la
somme directe (+) et la somme linéaire (⊕), c’est à dire que P se décompose
en singletons en utilisant que ces deux opérations, sont appelés Séries-parallèles.
Ces posets sont caractérisés par le fait de ne pas contenir de sous-poset iso-
morphe à N où N est le sous ensemble a quatre éléments {x, y, z, t} tel que
les seules relations de comparabilité sont x < y > z < t. Voir la figure 1.19.

Notons que si P est connexe, alors chaque élément maximal est au dessus
de chaque élément minimal car s’il existe un plus court ”zig-zag” joignant un

23



b

bbb

b

b b

b

b

bb

bb

bb

P Q P ⊕ Q

b

Figure 1.18 – P, Q et P ⊕ Q.

.

..................................................................

................................................................................

...................................................................................................................................................................... .

..............................................................................................................................

......................................................................

...............................................................................

.

........................................................... .

........................................................... .

......................................................................................................................

.

............................................................

................................................................................................ .

.................................................................................................

...........................................................

Figure 1.19 – Ce poset est un poset série-parallèle, il peut être écrit comme
suit : (1 + 1) ⊕ ((((1 ⊕ 1) + (1 ⊕ 1)) ⊕ (1 + 1)) + (1 ⊕ 1 ⊕ 1)).

élément maximal x à un élément minimal y : x = p0 > p1 < p2 . . . > pk = y,
on obtiendra une contradiction avec le fait que P ne contient pas de sous-
poset isomorphe à N . D’où x > y.

1.8.3 Produit direct

Le produit direct (ou cartésien) de deux posets P et Q est le poset
P ×Q sur l’ensemble {(x, y) : x ∈ P et y ∈ Q} tel que : (x, y) ≤ (x′, y′) dans
P ×Q si x ≤P x′ et y ≤Q y′. Le produit direct de P avec lui-même n fois est
noté par P n. Le diagramme de Hasse de P × Q se fait en traçant des copies
de P autant de fois qu’il y a des sommets dans Q et deux sommets dans deux
copies différentes sont liés dans P × Q, si les sommets correspondants dans
Q sont liés. Voir la figure 1.20.
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Figure 1.20 – P, Q et P × Q.

Cas particulier : Produit de châınes

Soit r ≥ 1 un entier, considérons les r châınes Cki
= (0 < 1 < . . . <

ki), i ∈ {1, . . . , r}. Le produit de ces châınes Ck1 × . . . × Ckr est un poset à
r∏

i=1

(ki+1) sommets de la forme : (a1, . . . , ar) où 0 ≤ ai ≤ ki pour 1 ≤ i ≤ r. Le

sommet (b1, . . . , br) couvre le sommet (a1, . . . , ar) si et seulement si il existe
un unique indice j tel que bj − aj = 1 et, ∀i 6= j, ai = bi. L’isomorphisme

entre S(k1, . . . , kn) et

n∏

i=1

Cki
, lui confère le nom de produit de châınes. Voir

la figure 1.21.
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Figure 1.21 – S(2, 3) ≃ C2 × C3
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1.9 Complexité algorithmique

La complexité algorithmique est un moyen d’évaluation des performances
d’un algorithme. Il est certain que le temps d’exécution d’un programme
sur une machine donnée dépend fortement de la vitesse de cette machine.
La complexité algorithmique en décide autrement en quantifiant le temps
d’exécution des programmes en fournissant le nombre d’opérations élémentaires
nécessaires à l’accomplissement de la tâche, généralement en fonction de la
taille n des données à traiter.

Dans les années soixante et au début des années soixante dix, avec la
découverte des algorithmes fondamentaux tels que ceux de Kruskal ou Prim,
on ne mesurait pas leur efficacité, on se contentait de donner leurs temps
d’exécution en secondes dans un langage bien précis. Ce qui rendait difficile
la comparaison des algorithmes entre eux.

Notons que c’est Stephen Cook [42] et Richard Karp [93], qui ont indépend-
amment introduit les fondements de la théorie de la complexité des problèmes
après un travail préliminaire de Jack Edmonds [46].

1.9.1 Algorithme efficace

Un algorithme de résolution d’un problème P donné est une procédure
décomposable en opérations élémentaires transformant une châıne de ca-
ractères représentant les données de n’importe quel exemple du problème
P en une châıne de caractères représentant les résultats de P .

A toute instance I d’un problème P , nous pouvons attacher un nombre
µ(I), qui mesure la longueur des données de cette instance et que nous ap-
pelons la taille de cette instance I.

Un algorithme est dit polynomial si le nombre d’opérations élémentaires
nécessaires pour résoudre un exemple de taille n, est borné par un polynôme
en n. Un algorithme est considéré comme efficace si et seulement si il est
polynomial.

Si A est un algorithme de résolution d’un problème P et I est une ins-
tance de ce dernier, alors au couple (A, I), nous associons un entier τ(A, I)
représentant le nombre d’opérations élémentaires (addition, multiplication,
comparaison, affectation) effectuées par l’algorithme A dans la résolution de
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l’instance I du problème P . le plus grand nombre τ(A, I) sur l’ensemble de
toute les instances ayant la même taille est appelé complexité de l’algo-
rithme A.

1.9.2 Problèmes de la classe P
Un problème est dit appartenir à la classe P s’il peut être résolu par un

algorithme polynomial. Nous disons que les problèmes de la classe P sont
faciles .

1.9.3 Classe des problèmes NP
Un problème de reconnaissance est un problème dont les résultats

ne peuvent prendre que l’une des deux valeurs vrai ou faux.

Les problèmes de reconnaissance ne peuvent être identifiés à des problèmes
d’optimisation combinatoire. Dans un problème d’optimisation combi-
natoire, nous demandons d’exhiber s ∈ S qui minimise -ou qui maximise-
f(s) ce qui n’est pas le cas dans les problèmes de reconnaissance. Par contre,
à tout problème d’optimisation combinatoire min

s∈S
f(s) (resp. max

s∈S
f(s)), et

un nombre a, nous associons un problème de reconnaissance définit comme
suit : existe-t-il un élément ŝ ∈ S tel que f(ŝ) ≤ a (resp. f(ŝ) ≥ a) ?

Exemple 1.9.1. Soit G = (V, E) un graphe d’ordre n et a un entier, a ≤ n.
Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ V , S est un stable tel que |S| ≥ a est le
problème de reconnaissance associé au problème de stable maximum dans un
graphe.

Le problème de reconnaissance est au moins aussi facile que le problème
d’optimisation combinatoire auquel il est associé. En d’autres termes, si le
problème de reconnaissance est difficile, il en est de même pour le problème
d’optimisation combinatoire.

Les algorithmes non déterministes , sont des algorithmes contenant
une instruction ”choix”, qui opérant sur un ensemble fini, choisit un élément
de cet ensemble sans spécifier comment ce choix est fait. Ils sont caractérisés
par le fait que s’il existe une manière (au moins) d’effectuer le choix qui
conduise à la réponse vrai, c’est suivant cette manière que le choix est fait.
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Plus précisément, les choix successifs seront effectués de telle sorte qu’on ar-
rive à la réponse VRAI en un minimum de temps.

Un problème appartient à la classe NP [Non determinist polyno-
mial ], s’il peut être résolu en temps polynomial par un algorithme non
déterministe.

Les algorithmes ordinaires sont un cas particulier des algorithmes non
déterministes, donc un problème de reconnaissance qui peut être résolu par
un algorithme polynomial appartient à la classe NP et il s’ensuit que P ⊂
NP.

Le problème qui consiste à décider si un graphe possède un cycle hamil-
tonien est un problème NP.

1.9.4 Classe des problèmes NP-complets

L’inclusion stricte P ⊂ NP reste à ce jour une conjecture très difficile.
Elle découle du fait qu’il existe des problèmes que nous ne savons pas montrer
s’il existe ou non un algorithme polynomial pour les résoudre. Cette inap-
titude qui ne signifie guère l’inexistence de tels algorithmes. Cependant il
existe une large classe de problèmes qui sont équivalents du point de vue que
si l’un d’eux est facile alors il en est de même pour tous les autres problèmes
de la classe NP. Pour illustrer cette équivalence, nous introduisons le sens
de réduction polynomiale.

Un problème P1 se réduit polynomialement au problème P2 si et seulement
si il existe un algorithme de résolution pour P1 faisant appel à la résolution
de P2 et si cet algorithme est polynomial lorsque la résolution de P2 est comp-
tabilisée comme une opération élémentaire.

Un problème P de la classe NP est dit NP-complet si et seulement si
tout problème de la classe NP se réduit polynomialement à P .

De là, il apparâıt que les problèmes NP-complets sont plus difficiles que
ceux de la classe P si toutefois la conjecture P 6= NP est vraie.

La notion de NP-complétude, ne peut s’appliquer qu’aux problèmes de
reconnaissance. Le théorème qui suit donne le schéma général du type de
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raisonnement utilisé pratiquement (grâce à la transitivité de la réduction
polynomial) pour montrer qu’un problème est NP-complet.

Théorème 1.9.1. Si le problème P est NP-complet et si nous pouvons
mettre en évidence une réduction polynomiale de P à un problème P ′ de
la classe NP, alors P ′ est NP-complet.

Les problèmes d’existence d’un cycle hamiltonien, d’un stable maximum,
d’une coloration minimum dans un graphe sont des problèmes NP-complets.
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Chapitre 2

Le nombre domatique et le
nombre domatique total dans
G(P ∗ Q)

2.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre deux paramètres de domination à savoir
le nombre domatique et le nombre domatique total dans le graphe 2-section
G(P ) de l’hypergraphe des intervalles d’un poset P . Notre étude est une
suite de notre travail réalisé dans la thèse de magister [133]. Nous focali-
sons notre intérêt en premier lieu à l’étude de G(P ∗ Q) où ∗ est l’une des
opérations : somme directe, somme linéaire, produit Cartésien. Notre moti-
vation pour l’étude de ces opérations est due en partie au fait que plusieurs
posets s’obtiennent à partir des opérations mentionnées ci-dessus tel que le
treillis booléen qui est isomorphe au produit direct de n châınes de longueur
une, les posets série-parallèles, le treillis des faces du n-cube Cn qui est iso-
morphe au produit de n sous posets [52], le treillis de Shuffles Wm,n [74]. . .
Notons que d’autres paramètres de domination ont été également étudié dans
G(P ) dans [12], il s’agit du nombre de domination double et le nombre do-
matique double. Dans le cas où P est le treilli booléen, le nombre domatique
ainsi que le nombre de domination ont été étudié dans G(P ) [78].
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2.2 Notion de domination

Un ensemble dominant dans un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble
de sommets D de V tel que tout sommet de V −D, est adjacent à au moins un
sommet de D. Un sommet dominant est un sommet qui forme à lui seul
un ensemble dominant, c’est-à-dire, un sommet qui est adjacent à tous les
autres sommets. Une partition domatique est une partition des sommets
de G en ensembles dominants. Le nombre de domination, noté γ(G) est
la cardinalité minimum d’un ensemble dominant.

Bien que l’étude mathématique des ensembles dominants dans les graphes
commença aux environs des années 1060, le sujet a ses racines historiques da-
tant avant 1862, quand Jaenish [84] étudia le problème de la détermination
du nombre minimum de reines nécessaires pour dominer une table d’échecs
(n × n), en posant le problème suivant : ” Quel est le nombre minimum de
reines qui peuvent être placées sur un échiquier de telle sorte que chaque case,
est soit occupée par une des reines ou elle est sur son champ de mouvement”
(rappelons que les champs de mouvement de la reine sont toutes les cases
qui se trouvent sur la ligne, la colonne et la diagonale passant par celle-ci).
Evidemment, cela revient à déterminer le nombre minimum de reines qui
dominent toutes les cases de l’échiquier. D’autres variantes de ce problème
ont été définies en considérant d’autres pièces d’échecs avec (ou) différentes
tailles d’échiquiers [154].

En 1958, la domination est formalisée dans un contexte théorique dans
la théorie des graphes, par C.Berge [13], où il définit pour la première fois le
concept du nombre de domination d’un graphe en lui attribuant la termino-
logie du coefficient de stabilité externe. En 1962, Ore [131] fut le premier à
utiliser les termes ”ensemble dominant” et la notation ”d(G)” pour désigner
le nombre de domination.

L’un des paramètres importants de la domination dont l’étude a suscité
l’intérêt de plusieurs chercheurs [9, 33, 38, 79, 157–169] est le nombre doma-
tique. Le vocable ”domatique”(domatic) n’a aucun lien avec le même mot
utilisé en cristallographie. Il a été crée des mots ”domating” et ”chromatic”
de la même manière que le mot ”smog” est composé à partir des vocables
”smoke” et ”fog”. Le concept du nombre domatique est le même que celui
du nombre chromatique, seulement, on utilise les ensembles dominants pour
les définir au lieu des ensembles stables.
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En 1977, Cockayne et Hedetniemi [40] ont défini pour la première fois
le concept du nombre domatique d(G) d’un graphe G, comme étant le
nombre maximum d’ensembles dominants dans une partition domatique du
graphe, où d’une façon équivalente, le nombre maximum d’ensembles domi-
nants disjoints deux à deux et dont l’union est V (G). Leur papier ”survey”
semble avoir mis dans le mouvement l’étude moderne de la domination dans
les graphes puisque après vingt ans, plus de 1200 papiers de recherche ont
été publiés dans ce contexte et le nombre de papiers augmente régulièrement.
Trois ans plus tard, les mêmes auteurs avec Dawes [39] définissent le nombre
domatique total dt(G) qui est le nombre maximum de classes de la par-
tition de V en ensembles dominants totaux disjoints où un sous ensemble
D de V est dit ensemble dominant total , si pour tout sommet de V ,
il existe un sommet de D, qu’il lui soit adjacent, voir la figure 2.1. Pour
tout graphe G = (V, E), il a été montré dans [40] que le nombre domatique
d(G) (resp. le nombre domatique total dt(G)) est au plus égal à δ(G) + 1
(resp. à δ(G)). Nous disons qu’un graphe G est domatiquement plein si
d(G) = δ(G)+1. Nous référons le lecteur intéressé par les différents résultats
sur le nombre domatique d’un graphe à notre survey consacré à ce thème [23].

bb

b b

bb

bc

bc

bcbc

Figure 2.1 – L’ensemble des sommets en blancs est un ensemble dominant
total, en lui enlevant le sommet encadré, nous obtenons un ensemble domi-
nant minimum.

Le problème de partition domatique apparâıt dans les réseaux de com-
munication [41]. Le réseau est modélisé par un graphe non orienté où les
arêtes représentent les lignes de communication et les sommets représentent
les cités. Un groupe de transmission est un ensemble de cités qui activent
comme des stations de transmission, c’est-à-dire qui peut transmettre des
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messages à chaque cité dans le réseau. Donc, un groupe de transmission dans
le réseau de communication, est un ensemble dominant dans le graphe. Trou-
ver le nombre maximum de groupes de transmission disjoints et dont l’union
est l’ensemble des cités dans un réseau de communication est équivalent au
problème de partition domatique dans le graphe correspondant.

2.2.1 Nombres domatique et domatique total des graphes

G(P + Q) et G(P ⊕ Q)

Nous avons établi les résultats suivant.

Proposition 2.2.1. [22] Soient P et Q deux posets. Nous avons :

1. d(G(P + Q)) = min{d(G(P )), d(G(Q))},

2. dt(G(P + Q)) = min{dt(G(P )), d(Gt(Q))}.

Démonstration. 1. Il est facile de voir que D est un ensemble dominant de
G(P + Q) si et seulement si D = D1 ∪ D2 où D1 (resp. D2) est un ensemble
dominant non vide de G(P ) (resp. G(Q)). Par conséquent, d(G(P + Q)) ≤
min{d(G(P )), d(G(Q))}.
Inversement, si D1, . . . , Dd(G(P )) (resp. D

′

1, . . . , D
′

d(G(Q))) est une partition do-
matique de G(P ) (resp. G(Q)), où nous supposons sans perte de généralité
que d(G(P )) ≤ d(G(Q)), alors

{Di ∪D
′

i, i = 1, . . . , d(G(P ))− 1} ∪



Dd(G(P )) ∪
⋃

i≥d(G(P ))

D
′

i



 est une parti-

tion domatique de G(P + Q) c-à-d, d(G(P + Q)) ≥ min{d(G(P )), d(G(Q))}.
2. Analogue à 1.

Proposition 2.2.2. [22] Soient P et Q deux posets. Nous avons :

1. d(G(P ⊕ Q)) ≥ d(G(P )) + d(G(Q)),

2. dt(G(P ⊕ Q)) ≥ dt(G(P )) + dt(G(Q)).

Démonstration. 1. Il suffit de montrer que chaque ensemble dominant de
G(P ) (resp. G(Q)) est un ensemble dominant de G(P ⊕ Q). Soit D un en-
semble dominant de G(P ) et x un sommet de V (G(Q)). Dans le poset Q, il
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existe une châıne qui joint le sommet x a l’un des éléments minimaux de Q.
Par l’opération ⊕, cet élément minimal est comparable à tous les sommets
de P et en particulier à ceux de D. Il s’ensuit que dans G(P ⊕ Q), x est
adjacent à l’un des sommets de D. Par dualité, chaque ensemble dominant
de G(Q) est aussi un ensemble dominant de G(P ⊕ Q).

2. Analogue à 1.

Notons que dans les posets série-parallèles connexes, chaque élément maximal
est plus grand que chaque élément minimal. Dans P ⊕ Q, cette propriété
implique que chaque élément maximal (resp. minimal) de P (resp. de Q)
appartient à tous les intervalles maximaux de P ⊕ Q quand P et Q sont
des posets série-parallèles connexes. Ainsi, dans G(P ⊕ Q), l’ensemble des
éléments maximaux (resp. minimaux) Max(P ) (resp. Min(Q)) de P (resp.
Q) est un ensemble de sommets dominants. En utilisant les mêmes arguments
que dans la proposition 2.2.3, nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 2.2.3. [22] Soient P et Q deux posets.

1. Si P est un ordre série-parallèle connexe, alors d(G(P⊕Q)) ≥ d(G(Q))+
|Max(P )| + d(G(Pr)), où Pr est le sous poset de P induit par P −
Max(P ).

2. Si Q est un ordre série-parallèle connexe, alors d(G(P⊕Q)) ≥ d(G(P ))+
|Min(Q)| + d(G(Q0)), où Q0 est le sous poset de Q induit par Q −
Min(Q).

2.2.2 Nombre domatique et nombre domatique total
du graphe G(P × Q)

Proposition 2.2.4. [22] Soient P et Q deux posets. Nous avons :

1. d(G(P × Q)) ≥ d(G(P ))d(G(Q)),

2. dt(G(P × Q)) ≥ dt(G(P ))dt(G(Q)).

Démonstration. 1. Soit D = {Di, i = 1, . . . , d(G(P ))} (resp. D′ = {D′
j , j =

1, . . . , d(G(Q))}) une partition domatique de G(P ) (resp. G(Q)). Nous mon-
trons que D × D′ = {Di × D′

j, 1 ≤ i ≤ d(G(P )), 1 ≤ j ≤ d(G(Q))} forment
une partition domatique de G(P×Q). Soit (x, y) ∈ P×Q, 1 ≤ i ≤ d(G(P )) et
1 ≤ j ≤ d(G(Q)). Si (x, y) /∈ Di×D′

j , alors x /∈ Di ou y /∈ D′
j . Dans le premier

cas, il existe un élément x0 ∈ Di et un intervalle [p, q] de P tel que x, x0 ∈ [p, q]
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et dans le deuxième cas, il existe un élément y0 ∈ D′
j et un intervalle [p′, q′]

de Q tel que y, y0 ∈ [p′, q′]. Nous déduisons que, (x, y), (x0, y) ∈ [(p, y), (q, y)]
si x /∈ Di et y ∈ D′

j , (x, y), (x, y0) ∈ [(x, p′), (x, q′)] si x ∈ Di et y /∈ D′
j et

(x, y), (x0, y0) ∈ [(p, p′), (q, q′)] si x /∈ Di et y /∈ D′
j . D’où, Di × D′

j est un
ensemble dominant de P × Q et D ×D′ est partition domatique de P × Q.

2. Analogue à 1.

Théorème 2.2.1. [22] Soient P et Q deux posets. Si G(P ) et G(Q) sont
domatiquement pleins, alors

d(G(P × Q)) = d(G(P ))d(G(Q)).

Démonstration. De la Proposition 2.2.4, nous avons d(G(P ×Q)) ≥ d(G(P ))
d(G(Q)). Examinons maintenant l’inégalité dans l’autre sens. Soit (x, y) ∈
P×Q. Nous avons degG(P×Q)(x, y) = degG(P )(x)(degG(Q)(y)+1)+degG(Q)(y).
D’où, d(G(P ×Q)) ≤ δ(G(P ×Q))+1 = δ(G(P ))(δ(G(Q))+1)+ δ(G(Q))+
1 = (δ(G(P )) + 1)(δ(G(Q)) + 1) = d(G(P ))d(G(Q)) puisque P et Q sont
domatiquement pleins.

Corollaire 2.2.1. [22] Soit P un poset et Cn une châıne de longueur n. Si
G(P ) est domatiquement plein, alors

1. d(G(Cn × P )) = (n + 1)d(G(P )),

2. dt(G(Cn × Q)) ≥ (n + 1)dt(G(Q)).

Dans la figure 2.2 ci-dessous, nous donnons l’exemple d’un poset P tel que
G(P ) n’est pas domatiquement plein et où la condition 1 du Corollaire 2.2.1
n’est pas vérifiée.

2.2.3 Nombre domatique du graphe G((Cn1
× Cn2

)l,u)

Le nombre domatique du produit cartésien G12G2 = (V1×V2, E) de deux
graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) a été déterminé par G.J.Chang [33]. Il
a montré que tout produit cartésien de deux châınes Pn1×Pn2 en n1 et n2 som-
mets respectivement est domatiquement plein c’est à dire, d(Pn1 × Pn2) = 3
excepté pour d(P2 × P2) = d(P2 × P4) = d(P4 × P2) = 2. Laborde [110] et
Zelinka [158] ont prouvé qu’en cas où k est un entier positif et r = 2k − 1, le
produit Pn1 × · · · × Pnr est domatiquement plein.
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Figure 2.2 – d(G(P )) = 3, d(G(C3)) = 4, d(G(C3 × P )) = 14
.

Soit P le produit cartésien de deux châınes Cn1 et Cn2 de longueur n1 et n2,
respectivement. Soit Pl,u le sous poset de P induit par les niveaux consécutifs
∪u

i=lNi de P , 0 ≤ l ≤ u ≤ n1 + n2.
Nous donnons dans cette partie une valeur exacte de d(G(Pl,u)), ainsi que

la partition domatique correspondante

Notons brièvement Gl,u = G(Pl,u) et nous supposons sans perte de généralité
que n1 ≤ n2.
Notons aussi par Up(x) et Dp(x) le filtre engendré par x et l’idéal engendré
par x dans P , respectivement, UP (x) = {y ∈ P : x ≤P y} et DP (x) = {y ∈
P : y ≤P x}.
Dans G0,n1+n2 = G(P ), chaque sommet est un sommet dominant c-à-d,
d(G(P )) = (n1 + 1)(n2 + 1), mais ceci n’est pas vrai pour tout l et u.

Proposition 2.2.5. [22] Si l ≤ u − n2, alors les éléments de l’ensemble
D = [(l, l), (u − n2, u − n1)] sont des sommets dominants de Gl,u.

Démonstration. Notons par A (resp. B) l’ensemble des éléments minimaux
(resp. maximaux) de Pl,u et I l’ensemble de ses intervalles maximaux,
A = {(i, l− i) : 0 ≤ i ≤ l}, B = {(n1 − k, u− n1 + k) : 0 ≤ k ≤ n1 + n2 − u}.
Notons que l’ensemble des sommets dominants

⋂

I∈I

I est non vide. En effet,

nous avons en premier lieu (i, l− i) ≤ (l, l) pour tout i, 0 ≤ i ≤ l et en second
lieu, nous avons, (l, l) ≤ (n1 − k, u − n1 + k) pour tout 0 ≤ k ≤ n1 + n2 − u
parceque l ≤ u − n2 ≤ n1 − k et l ≤ u − n2 ≤ u − n1 ≤ u − n1 + k. Par
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conséquent, (l, l) appartient à tous les intervalles maximaux de Pl,u.

Il reste à prouver que
⋂

I∈I

I = D.

“ ⊆ ” Si (x, y) ∈
⋂

I∈I

I, alors (x, y) ≥ (i, l − i) pour tout i, 0 ≤ i ≤ l, et alors

(x, y) ≥ (max
i

i, max
i

(l−i)) ≥ (l, l). En outre, (x, y) ≤ (n1−k, u−n1+k) pour

tout k, 0 ≤ k ≤ n1 + n2 − u, alors (x, y) ≤ (min
k

(n1 − k), min
k

(u− n1 + k)) =

(u − n2, u − n1).
“ ⊇ ” Si (x, y) ∈ D, alors (l, l) ≤ (x, y) ≤ (u − n2, u − n1) et par conséquent
(i, l − i) ≤ (l, l) ≤ (x, y) ≤ (u− n2, u− n1) ≤ (n1 − k, u− n1 + k), pour tout

0 ≤ i ≤ l et 0 ≤ k ≤ n1 + n2 − u, c-à-d, (x, y) ∈
⋂

I∈I

I.

Nous introduisons ci-dessous dans la figure 2.3, l’ensemble D des sommets
domminants de Gl,u où l ≤ u − n2.
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Figure 2.3 – Considérons P = C3×C5. L’ensemble D représente l’ensemble
des sommets dominants de G0,7 et G1,6 respectivement.

Théorème 2.2.2. [22] Soient l, u, n1, n2 des entiers non négatifs tels que
l ≥ n1 ou u ≤ n2, nous avons d(Gl,u) = u− l + 1, dt(Gl,u) = u− l et Gl,u est
domatiquement plein.
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Démonstration. Nous n’étudions que le cas où u ≤ n2. En effet, si l’égalité
d(Gl,u) = u−l+1 est vérifiée pour u ≤ n2, alors d(Gl,u) = d(Gn1+n2−u,n1+n2−l) =
(n1 +n2− l)− (n1 +n2−u)+1 = u− l+1 pour l ≥ n1. D’une façon similaire,
si l’égalité dt(Gl,u) = u − l est vérifiée pour u ≤ n2, alors dt(Gl,u) = u − l
pour l ≥ n1.
Soit u ≤ n2. Nous avons

d(Gl,u) ≤ δ(Gl,u) + 1 ≤ degGl,u
(0, u) + 1

et
dt(Gl,u) ≤ δ(Gl,u) ≤ degGl,u

(0, u).

Les sommets adjacents à (0, u) sont (0, u− i), i = 1, · · · , u− l. D’où d(Gl,u) ≤
u − l + 1 et dt(Gl,u) ≤ u − l.
D’autre part, la famille {Ni, l ≤ i ≤ u} (resp. {Nl∪Nu, Ni, l + 1 ≤ i ≤ u−1})
est une partition domatique (resp. domatique totale) de Gl,u de taille u−l+1
(resp. u − l). D’où l’égalité.

Nous illustrons dans l’exemple donné dans la figure 2.4 ci-dessous com-
ment nous obtenons le nombre domatique et le nombre domatique total dans
le cas où les conditions du théorème 2.2.2 sont satisfaites.
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Figure 2.4 – Soit P = C3 × C5, d(G1,4) ≤ δ(G1,4) + 1 ≤ dG1,4(0, 4) + 1 = 4
et dt(G4,7) ≤ δ(G4,7) = dG4,7(3, 1) = 3. D’autre part, chaque niveau de P1,4

est un ensemble dominant dans G1,4 et {N4 ∪ N7, N5, N6} est une partition
domatique totale de G4,7. D’où d(G1,4) = 4 et dt(G4,7) = 3.
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Théorème 2.2.3. [22] Soient l, u, n1 et n2 des entiers non négatifs tels que
l < n1 et u > n2. Nous avons

d(Gl,u) =

{
(u − n2 + 1)(n2 − l + 1) si l + u ≤ n1 + n2,
(u − n1 + 1)(n1 − l + 1) si l + u > n1 + n2,

et Gl,u est domatiquement plein.

Démonstration. Par dualité, nous considérons uniquement le cas où l + u ≤
n1 + n2.
Nous avons d(Gl,u) ≤ δ(Gl,u) + 1≤ degGl,u

(0, n2) + 1, avec degGl,u
(0, n2)=

|{(m, n) ∈ Pl,u : 0 ≤ m ≤ u−n2 et l ≤ n ≤ n2}|−1= (u−n2+1)(n2−l+1)−1.
D’où, d(Gl,u) ≤ (u − n2 + 1)(n2 − l + 1).
Pour prouver l’autre inégalité, nous introduisons les notations suivantes :

pour i ∈ {0, . . . , u−l}, soit Ji =






{0, . . . , i} si i ≤ u − n2 − 1,
{0, . . . , u − n2} si u − n2 ≤ i ≤ n2 − l,
{0, . . . , u − l − i} si n2 − l + 1 ≤ i,

et nous prouvons que les (u− n2 + 1)(n2 − l + 1) sous-ensembles Di
j de Nl+i

définis ci-dessus, constituent une partition domatique de Pl,u.

Pour i ≤ u − n2 − 1, j ∈ Ji, soit
Di

j = {(k, l + i − k) ∈ [0, n1] × [0, n2] : k ≡ j[i + 1]}.
Pour u − n2 ≤ i ≤ n2 − l, j ∈ Ji, soit

Di
j = {(k, l + i − k) ∈ [0, n1] × [0, n2] : k ≡ j[u − n2 + 1]}.

Pour i ≥ n2 − l + 1, j ∈ Ji, soit
Di

j = {(i − n2 + l + k, n2 − k) ∈ [0, n1] × [0, n2] : k ≡ j[u − i − l + 1]}.
Pour illustrer les ensembles Di

j dans un diagramme de Hasse, nous attri-
buons à chaque élément de l’intervalle [(0, l), (u − n2, n2)] une couleur telle
que deux sommets différents aient deux couleurs différentes. Nous obtenons
exactememnt (u− n2 + 1)(n2 − l + 1) couleurs différentes. Pour compléter la
coloration de Pl,u, nous procédons comme suit : Dans le niveau Nl+i, nous
continuons la numérotation périodiquement en allant de la droite vers la
gauche. La figure 2.5 illustre ce procédé avec un exemple particulier où
D0

0 = {x : x a la couleur 1} ; D1
0 = {x : x a la couleur 2}, D1

1 = {x :
x a la couleur 3} ; D2

0 = {x : x a la couleur 4}, D2
1 = {x : x a la couleur 5},

D2
2 = {x : x a la couleur 6}, . . ..

Clairement, pour tout i ∈ {0, . . . , u− l}, {Di
j, j ∈ Ji} forme une partition de
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Nl+i. Il reste à prouver que chaque Di
j est un ensemble dominant.

Considérons les n1 + n2 − u + 1 intervalles suivants :

Ik =

{
[(k, l − k), (u − n2 + k, n2 − k)] if k = 0, . . . , l,
[(l, 0), (u − n2 + k, n2 − k)] if k = l + 1, . . . , n1 + n2 − u.

Par la procédure de coloration précédemment définie, on peut dire que tout
intervalle Ik, k = 0, . . . , l (resp. k = l + 1, . . . , n1 + n2 − u) contient un (resp.
au moins un) élément de chaque Di

j pour tout i, j, c’est à dire,

Ik ∩ Di
j 6= ∅

pour tout i, j, k. En outre, les intervalles Ik couvrent tout le poset Pl,u. Donc,
chaque élément de Gi, u est adjacent à un certain élément de Di

j pour tout i, j.
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Figure 2.5 – La partition domatique de (C7 × C9)3,11

Il s’ensuit que les (u − n2 + 1)(n2 − l + 1) ensembles Di
j constituent bien

une partition domatique de Gl,u et d(Gl,u) ≥ (u − n2 + 1)(n2 − l + 1). Par
conséquent, Gl,u est domatiquement plein.
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2.3 NP-complétude du problème de la parti-

tion domatique totale maximum

Beaucoup de résultats concernant l’aspect algorithmique du problème de
la partition domatique maximum existent dans la littérature (voir [18], [72],
[92], [134], [139]). Pour plusieurs classes de graphes, des algorithmes en temps
linéaires ont été décrit comme pour les graphes fortement triangulés et les
graphes d’intervalles, pour d’autres la NP-complétude du problème de la
partition domatique maximum d(G) ≥ k a été prouvée, comme pour les
graphes triangulés, les graphes scindés, les graphes de comparabilité et les
graphes bipartis (pour k ≥ 3).

Soit H(P ) l’hypergraphe des intervalles d’un poset rangé P et soit k un
entier. Nous définissons les problèmes de reconnaissance suivants :

• ”α(H(P )) ≥ k, k ≤ |P |” : le problème qui consiste à déterminer s’il
existe un ensemble stable de cardinal ≥ k,(stable maximum).

• ”ρ(H(P )) ≤ k, k ≤ |N0||Nr(P )|” : le problème qui consiste à déterminer
s’il existe un recouvrement par arêtes, de cardinal ≤ k (recouvrement
par arêtes minimum).

• ”ν(H(P )) ≥ k, k ≤ min{|N0|, |Nr(P )|}” : le problème qui consiste à
déterminer s’il existe un couplage de cardinal ≥ k, (couplage maxi-
mum).

• ”τ(H(P )) ≤ k, k ≤ |P |” : le problème qui consiste à déterminer s’il
existe un recouvrement par sommets de cardinal ≤ k, (recouvrement
par sommets minimum).

• ”γ(H(P )) ≤ k, k ≤ |P |” : le problème qui consiste à déterminer s’il
existe une coloration des sommets de P , de cardinal ≤ k (coloration
minimum).

I. Bouchemakh [20,25] a montré que ces problèmes de reconnaissance sont
tous NP-complets.

Théorème 2.3.1. ( [20, 25]) Les problèmes de reconnaissance α(H(P )) ≥
k, ρ(H(P )) ≤ k, ν(H(P )) ≥ k, τ(H(P )) ≤ k et γ(H(P )) ≤ k où P et k sont
donnés, sont NP-complets.

Comme le problème d(G) ≥ k est NP-complet pour les graphes bipartis
(pour k ≥ 3), nous déduisons directement que le problème de la partition
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domatique maximum d(G(P )) ≥ k dans le graphe 2-section de l’hypergraphe
des intervalles d’un poset P est NP-complet pour k ≥ 3.

Théorème 2.3.2. [22] Le problème de la partition domatique totale maxi-
mum dans le graphe 2-section de l’hypergraphe des intervalles d’un poset fini
P est NP-complet.

Démonstration. Il est clair que ce problème appartient à la classe NP. Nous
prouvons la complétude par une réduction polynomiale du probléme du
nombre domatique dans un graphe à notre problème.

Soit G = (V, E) un graphe et k un entier. Il est connu [72] que le problème
de décision d(G) ≥ k est NP-complet. Nous présentons une construction qui
donne la relation d(G) = dt(G(P )). Notons les sommets de G par v1, . . . , vn.
Nous associons à G le poset P = V ∪ V ′ où V ′ = {v′

i : vi ∈ V } est une copie
de V et l’ordre est donné de la façon suivante : pour vi ∈ V , v′

j ∈ V ′, nous
avons vi < v′

j si et seulement si vi est adjacent à vj dans G ou i = j. En
outre, V et V ′ forment des antichâınes. Voir la figure 2.6.

b b

b b

b b b b b

b b b b b

b
v1

v2

v3 v4

v5
v1 v2 v3 v4 v5

v
′

1 v
′

2 v
′

3
v
′

4 v
′

5

G P

Figure 2.6 – Le poset P = V ∪ V ′ associé au graphe G = (V, E).

Soit {Dk, k = 1, . . . , q} une partition domatique de G. Alors {Dk ∪ D′
k, k =

1, . . . , q} est une partition domatique totale de G(P ). En effet, pour x ∈
V −Dk, il existe un élément y ∈ Dk tel que xy est une arête de E et par suite
dans P , x < y′ et y < x′, c-à-d, pour tout x ∈ V −Dk (resp. x′ ∈ V ′ −D′

k) il
existe y′ ∈ D′

k (resp. y ∈ Dk) tel que xy′ (resp. x′y) est une arête dans G(P ).
Pour x ∈ Dk (resp. x′ ∈ D′

k), nous avons par construction x < x′, ce qui veut
dire que pour tout x ∈ Dk (resp. x′ ∈ D′

k) il existe x′ ∈ D′
k (resp. x ∈ Dk) tel

que x′x est une arête de G(P ). Par suite, Dk ∪D′
k est un ensemble dominant

total de G(P ) et nous obtenons l’inégalité d(G) ≤ dt(G(P )).
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Inversement, soit {Dk, k = 1, . . . , q} une partition domatique totale de G(P ).
Puisque G(P ) est un graphe biparti, donc chaque ensemble dominant total
Dk doit être décomposé en deux sous ensembles non vides Dik de V et D′

jk
de

V ′. Il s’ensuit que les familles {Dik , k = 1, . . . , q} et {D′
jk

, k = 1, . . . , q} consti-
tuent en effet une partition domatique de G et l’inégalité d(G) ≥ dt(G(P ))
en découle.
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Chapitre 3

Facteurs dans les graphes

3.1 Introduction

Vu l’importance et la croissance sans cesse de l’étude des facteurs dans les
graphes, nous jugeons utile de passer en revue les résultats basiques établis.
Plusieurs revues ont été écrites là-dessus [36,153]. Akiyama et Kano [1], ont
établi une en 1985, et en 2007, Plummer [137] introduit une suite de ce pa-
pier en assemblant tous les résultats entre 1985 et 2003. Deux livres sont
entièrement dédiés aux facteurs, il s’agit de celui de Bosàk [19] et d’Akiyama
et Kano [2]. Nous nous abstenons de parler des facteurs connexes, nous
réferrons le lecteur au survey de Kouider et Vestergaard [107] sur le sujet.
Notre survey dans ce chapitre est loin d’être exaustif, nous nous contentons
seulement de quelques résultats que nous jugeons fondamentaux et qui ont
marqué l’histoire enrichissante des facteurs. Nous nous intéresserons parti-
culièrement aux facteurs pairs, qui constituent l’un des mots clef de notre
thèse.

3.2 Définitions et historique

Nous rappelons qu’un facteur dans un graphe G n’est autre qu’un graphe
partiel de G et pour un entier positif k, un k-facteur de G est un graphe
partiel régulier d’ordre k. Si le graphe partiel est connexe, alors le facteur
est dit connexe. Une factorisation d’un graphe est une décomposition
du graphe en des graphes partiels c-à-d une partition des arêtes de G en
des facteurs vérifiant certaines propriétés. Par exemple, lorsqu’il s’agit d’une
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décomposition d’un graphe G en k-facteurs, nous parlerons donc d’une k-
factorisation. Le graphe G est dit alors k-factorisable. Voir la figure 3.1.
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bb
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b
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b
bb

b

b
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b
b

Figure 3.1 – Un graphe 3-régulier et l’une des ses 1-factorisation.

Considérons un graphe G = (V, E) et une application à valeurs entières
positives f : V (G) → N . Un graphe partiel F tel que dF (x) = f(x) pour
tout x ∈ V (G) est dit un f-facteur .

Soit k un entier positif. Si l’application f est définie comme suit : f(x) = k
pour tout x ∈ V (G), alors un f -facteur est équivalent à un k-facteur. Ce
qui implique qu’un f -facteur constitue une généralisation naturelle d’un k-
facteur.

Soient f, g deux applications g, f : V (G) → N telles que g(v) ≤ f(v)
pour tout sommet v de V (G).

Un (g, f)-facteur de G est un graphe partiel F tel que

g(v) ≤ degF (v) ≤ f(v) pour tout v ∈ V (G).

Si f = g ; il s’agira d’un f-facteur . Par contre, si f = g = k, alors le
(g, f)-facteur c-à-d, (k, k)-facteur, n’est simplement qu’un k-facteur.

Soient a, b deux entiers fixés tels que 1 < a ≤ b. Un graphe partiel F de
G est dit un [a, b]-facteur de G si

a ≤ dF (x) ≤ b pour tout x ∈ V (G).

Un sommet de degré b dans [a, b]-facteur est dit un sommet saturé ;
sinon, il est dit non saturé.

L’histoire des facteurs a commencé avec Petersen en 1891, qui voulait
généraliser le concept de cycle hamiltonien par celui d’un 2-facteur, qui est
une famille de cycles élémentaires deux à deux sommet-disjoints, tel que
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chaque sommet du graphe appartient à un cycle et à un seulement. Nous re-
marquons qu’un cycle hamiltonien n’est qu’un cas particulier d’un 2-facteur.
En fait, il s’agit d’un 2-facteur connexe. Petersen énonça alors le théorème
suivant :

Théorème 3.2.1. (Petersen [135], 1891) Si G = (V, E) est un graphe 2k-
régulier, nous pouvons partionner l’ensemble E de ses arêtes en k classes
constituant chacune un 2-facteur.

Il a prouvé également un deuxième théorème qui stipule que tout graphe
2-connexe, 3-régulier a un 1-facteur c-à-d un couplage parfait. Ce résultat
est inspiré de son contre exemple construit pour le théorème de Tait qui
disait que tout graphe 3-régulier, sans isthme est 1-factorisable. Son contre
exemple ne fut autre que le fameux graphe de Petersen (voir figure 3.2). Ces
deux théorèmes ont ouvert la voie à d’autres domaines prometteurs de la
théorie des graphes.

b

bb bb

b

b
bb

b

Figure 3.2 – Le graphe de Petersen

Par la suite, les théorèmes de König et Hall sur les graphes bipartis firent
leurs apparitions. En effet, en 1916, König montra que tout graphe régulier
biparti est 1-factorisable. Il enchâına ensuite en 1931, avec un autre théorème
qui fut découvert aussi par Hall en 1935 et qui assure l’existence d’un couplage
dans un graphe biparti G = (A ∪ B, E) qui sature A si et seulement si pour
tout sous-ensemble S de A, |NG(S)| est au plus égale à |S|.

L’année 1947 fut marquante dans l’histoire des facteurs. On y voit la ca-
ractérisation des 1-facteurs dans les graphes par Tutte [147] dans un théorème
des plus importants et des plus influants à ce jour.

Théorème 3.2.2. (Théorème des 1-facteurs de Tutte [147] (1947)) Un
graphe G a un 1-facteur si et seulement si pour tout sous-ensemble S ⊆ V (G),
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le nombre de composantes de G − S qui ont un cardinal impair est au plus
égal à |S|.

Les cinq théorèmes cités précédemment constituent une base dans l’étude
des facteurs et les factorisations. Le second stade du développement des fac-
teurs est marqué toujours par Tutte [148] qui nous égaya en 1952 par l’un
des plus beaux résultats établis dès lors ; il s’agit du théorème des f -facteurs
de Tutte qui caractérise les f -facteurs et constitue une généralisation de
son théorème établi en 1947. La roue du developpement ne cesse de tour-
ner, et l’année 1970, nous révèla l’émergence de Lovász avec un théorème
des plus originaux, qui généralise celui de Tutte, il s’agit du théorème des
(g, f)-facteurs de Lovász. Tutte [146] n’en demeure pas là, il redémontra en
1981 le théorème de Lovász en utilisant son propre théorème des f -facteurs.
Il en offrait ainsi une preuve moins longue et plus élégante. Cependant, les
conditions des théorèmes des f -facteurs et (g, f)-facteurs restent difficiles à
vérifier dans le cas général, ce qui a orienté la recherche vers l’élaboration de
conditions suffisantes pour l’existence de facteurs moyennant les invariants
de graphe. Cette piste est des plus fertiles vu le nombre important de papiers
écrit et qui ne cesse d’augmenter.

3.3 f-facteurs

Soient deux sous-ensembles disjoints X, Y ⊆ V (G). Rappelons que eG(X, Y )
est le nombre d’arêtes dans G ayant une extrémité dans X et une autre dans
Y . Si aucun risque de confusion ne se pose, ce nombre sera noté e(X, Y ).

Introduisons le fameux théorème des f -facteurs de Tutte, établi en 1952.

Théorème 3.3.1. (Théorème des f-facteurs de Tutte [148]) Soit G
un graphe et f : V (G) → N . Alors G a un f -facteur si et seulement si pour
tous sous-ensembles disjoints X et Y de V (G),

∑

y∈Y

dG(y) −
∑

y∈Y

f(y) +
∑

x∈X

f(x) − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0.

Où h(X, Y ) est le nombre de composantes C de G − (X ∪ Y ) telles que

∑

x∈V (C)

f(x) + e(V (C), Y ) ≡ 1(mod2).
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Remarque 3.3.1. Posons δ(X, Y ) =
∑

y∈Y

dG(y) −
∑

y∈Y

f(y) +
∑

x∈X

f(x) −

h(X, Y )−e(X, Y ), dans le théorème précédent. Nous avons δ(∅, ∅) = h(∅, ∅) =

0. En effet, h(∅, ∅) est le nombre de composantes C de G qui vérifient
∑

x∈V (C)

f(x) ≡

1(mod2), or
∑

x∈V (C)

f(x) ≡ 0(mod2). De ce fait, les sous-ensembles disjoints

X, Y à considérer sont tels que X ∪ Y 6= ∅.

Pour montrer la condition suffisante de ce théorème, Tutte avait trans-
formé le graphe G en un graphe simple G∗ = (V ∗, E∗) et a montré que G a
un f -facteur si et seulement si G∗ a un 1-facteur. La construction de G∗ se
fait comme suit :

Supposons que le graphe G a un sommet a tel que d(a) < f(a), alors G
ne peut avoir aucun f -facteur. En outre, pour X = ∅, Y = {a}, δ(∅, a) < 0,
ce qui implique la vérification du théorème 3.3.1 dans ce cas. Supposons
à présent que d(x) ≥ f(x) pour tout sommet x de V (G). Soit s(x) =
d(x) − f(x).

Pour tout sommet x de V , nous associons d(x) éléments distincts xu de
V ∗, chaque élément xu est associé à l’arête u qui lui est incidente (voir figure
3.3), et nous associons également s(x) = d(x)−f(x) autres éléments distincts
x(1), x(2), . . . , x(s(x)) de V ∗. Nous notons l’ensemble des d(x) éléments xu et
l’ensemble s(x) éléments x(i) par X(x) et Y (x) respectivement. Nous suppo-
sons que deux ensembles X(x)∪Y (x) définis pour deux éléments distincts x
de V ne doivent pas avoir un élément en commun. L’ensemble V ∗ de sommets
de G∗ est défini par :

V ∗ =
⋃

x∈V

(X(x) ∪ Y (x)).

Pour toute arête A = xy de G, nous supposons que G∗ n’a qu’une seule
arête qui joint xA et yA, nous notons ceci par le symbol A. Nous supposons
aussi que pour tout sommet x de V , chaque élément de X(x) est joint à tout
sommet de Y (x) par exactement une seule arête de G. Nous supposons que
G∗ n’a d’autres arêtes que ceux exigées par ces deux règles.
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Pour tout sommet x de V , les éléments X(x) ∪ Y (x) et les arêtes de G∗

joignant ces sommets, constituent un sous-graphe St(x) de G∗ que nous ap-
pelons graphe étoile de x dans G∗. St(x) est connexe si s(x) > 0 et dans le
cas où s(x) = 0, il est connexe seulement si d(x) = f(x) = 1.

b
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b
z

A

B

C

D

a : G, d(x) = 4, f(x) = 2

bb

b

b

bc
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A

D B

C
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x(1)

x(2)

b : X(x) ∪ Y (x)

bb
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b
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D B

C
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xD
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x(1)

x(2)

c : G
∗

bc

bc

b zA

Figure 3.3 – a : Le graphe G, b : l’ensemble des sommets en noir est X(x),
ceux en blanc forment Y (x), c : le graphe G∗.

Nous reprenons ci-dessous, la démonstration de Tutte [149] du lemme qui
stipule que le graphe G a un f -facteur si et seulement si G∗ a un 1-facteur. Si
F est l’ensemble des arêtes d’un f -facteur de G. Alors, nous construisons un
1-facteur, F ′ de G∗ en associant à F ′, l’ensemble des arêtes de G∗ désignées
par la même lettre dans F (Voir figure 3.4). A tout sommet x de V corres-
pond X(x) ∪ Y (x) sommets dans G∗. Nous avons f(x) arêtes qui ont une
extrémité dans X(x) et qui sont dans F ; il en reste (d(x) − f(x)) sommets
de X(x) qui sont liés à tout sommet de Y (x) et qui ne sont pas saturés par
F ′. Nous prenons donc dans F ′, d(x) − f(x) arêtes parmi celles qui joignent
X(x) à Y (x), ainsi nous saturons ce dernier ensemble. D’après la définition
de G∗, il y’aura pas deux arêtes avec la même extrémité.

Réciproquement, si G∗ a un 1-facteur dont l’ensemble des arêtes est H ;
soit H0 l’ensemble des arêtes ayant les deux extrémités dans deux graphes
étoiles différents St(x), i.e., ceux qui ont les deux extrémités dans deux en-
sembles X(x) différents. Pour tout sommet x de V , il y a seulement s(x)
éléments de H qui ont une extrémité dans Y (x), et par suite, il reste seule-
ment d(x) − s(x) = f(x) éléments de H0 qui ont une extrémité dans X(x).
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Figure 3.4 – Construction d’un 1-facteur dans G∗ à partir d’un f -facteur
dans G. Nous gardons les arêtes du facteur F puis nous prenons dans chaque
graphe étoile St(x), un couplage qui sature tous les sommets restants.

Il s’ensuit que les arêtes correspondantes aux éléments de H0 définissent un
f -facteur dans G. Voir la figure 3.5

Pour une constante entière k ≥ 1, en posant f(x) = k pour tout x ∈ V (G)
dans le théorème précédent, nous obtenons le théorème des k-facteur obtenu
indépendemment par Belck [11] et Tutte [148].

Théorème 3.3.2. (Le théorème des k-facteurs, Belck et Tutte) Soit
k ≥ 1 un entier et G un graphe. Alors, G a un k-facteur si et seulement si
pour tous sous-ensemble disjoints X et Y de V (G),

k|X| +
∑

y∈Y

dG(y) − k|Y | − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0,

où h(X, Y ) est le nombre de composantes C de G − (X ∪ Y ) dites com-
posantes k-impair telles que

k|V (C)| + e(V (C), T ) ≡ 1(mod2).

Nous rappelons qu’il n’est pas facile d’appliquer les théorèmes 3.3.1 et
3.3.2. Cependant, les investigations de conditions suffisantes pour l’existence
d’un k-facteur ont été couronnées par une multitude de résultats publiés.
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Figure 3.5 – L’obtention d’un f -facteur dans G à partir d’un 1-facteur dans
G∗. Nous gardons dans G les arêtes de G∗ dans le facteur qui ont les deux
extrémités dans deux ensembles X(x) différents.

Nous subdivisons les résultats en quatre parties : nous exposons d’abord
les résultats qui impliquent le voisinage des sommets puis nous enchâınons
avec ceux relatifs au nombre de stabilité, la connectivité et la toughness,
pour terminer avec deux sous-sections qui traitent respectivement les facteurs
réguliers dans les graphes réguliers et les k-facteurs dans les graphes sans
griffe.

Conditions sur degré et voisinage

Les premiers résultats connus qui impliquent le voisinage sont des condi-
tions suffisantes pour l’existence d’un cycle Hamiltonien. Il s’agit essentielle-
ment du résultat d’Ore [132] qui stipule que dans un graphe G, si toute paire
de sommets x, y de V (G), non adjacents vérifie d(x) + d(y) ≥ n, alors G est
Hamiltonien. Ce résultat fut étendu par Fan [57] comme suit.

Théorème 3.3.3. (Fan [57] (2004)) Soit G un graphe 2-arête connexe d’ordre
n ≥ 3. Si pour toute paire de sommets x, y tel que d(x, y) = 2, max{d(x), d(y)} ≥
n

2
, alors G est Hamiltonien.

Le théorème suivant englobe un ensemble de résultats réalisés entre 1985
et 1997.
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Théorème 3.3.4. Soit k ≥ 2 un entier positif et G un graphe connexe
d’ordre n tel que δ(G) ≥ k et kn est pair. Si l’une des six conditions suivantes
est vérifiée, alors le graphe G a un k-facteur.

1. δ(G) ≥ n/2 et n ≥ 4k + 5. (Egawa et Enomoto [54] (1989) ; Katerinis
[95] (1985))

2. d(x) + d(y) ≥ n pour toute paire de sommets non adjacents x, y de G
et n ≥ 4k − 5. (Iida et Nishimura [81] (1991))

3. max{d(x), d(y)} ≥ n/2 pour toute paire de sommets non adjacents x, y
de G et n ≥ 4k − 3. (Nishimura [130] (1992))

4. min{|NG(x) ∪ NG(y)|/x, y ∈ V (G), xy 6∈ E(G)} ≥ (1/2)(n + k − 2) et
n ≥ 8k − 7. (Niessen [127] (1995))

5. min{|NG(x) ∪ NG(y)|/x, y ∈ V (G), xy 6∈ E(G)} ≥ (1/2)(n) et n ≥
8k − 7 et δ(G) ≥ k + 1. (Niessen [127] (1995))

6. n ≥ 9k−1−4
√

2(k − 1)2 + 2 et si |NG(x)∪NG(y)| ≥ (1/2)(n+k−2)
pour toute paire de sommets non adjacents x et y. (Iida et Nishimura
[82] (1997))

Le résultat donné en 2 améliore celui en 1. Nishimura [130] a par la suite
étendu ces deux résultats dans 3, puis Niessen donne d’autres conditions sur
le voisinage dans 4 et 5, sa condition sur l’ordre du graphe fut améliorée par
Iida et Nishimura [82] dans 6. Le résultat 3 de Nishimura [130] fut généralisé
davantage par Niessen [125] en fortifiant la condition sur l’ordre du graphe
comme suit.

Théorème 3.3.5. (Niessen [125] (1997)) Soit G un graphe d’ordre n et de
degré minimum δ(G) ≥ k où k est un entier positif, kn pair et n ≥ 8k2+12k+
6. Si toute paire de sommets à distance 2 dans G vérifie max{dG(u), dG(v)} ≥
n

2
, alors G a un k-facteur.

Pour de grandes valeurs de n, Matsuda [119] a également fortifié la borne
sur la somme des degrés donnée dans résultat 2 du théorème 3.3.4 pour garan-
tir l’existence d’un k-facteur dans un graphe contenant un cycle Hamiltonien
tel que ce k-facteur contient ce cycle aussi.

Théorème 3.3.6. (Matsuda [119] (2005)) Soient k > 2 un entier et G un
graphe d’ordre n > 8(k)2 − 2(α(G) + 12)k + 3α(G) + 16, où α(G) = 3 pour
k impair et α(G) = 4 pour k pair. Supposons kn pair et δ(G) ≥ k. Si pour
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toute paire de sommets non adjacents x, y de G, d(x) + d(y) ≥ n + α(G).
Alors G a un k-facteur contenant un cycle Hamiltonien donné.

Récemment, Gao et al. [71] ont considéré des graphes de taille plus grande
qui contiennent un cycle Hamiltonien et ont fourni une condition plus forte
sur les degrés que celle de Matsuda, seulement, il rajoute une autre condition
pour que le graphe admette un k-facteur contenant ce cycle Hamiltonien est
que l’ensemble des arêtes de ce cycle n’est pas un déconnectant.

Théorème 3.3.7. (Gao et al. [71](2009)) Soit k ≥ 2 un entier et soit G un
graphe d’ordre n > 12(k−2)2+2(5−α(G))(k−2)−α(G). Supposons kn pair,
δ(G) ≥ k et max{d(x), d(y)} ≥ (n + α(G))/2 pour toute paire de sommets
x, y de G, non adjacents où α(G) = 3 pour k impair et α(G) = 4 pour k
pair. Alors G a un k-facteur qui contient un cycle Hamiltonien C donné si
G − E(C) est connexe.

Gao a fait savoir également que si G est un graphe qui vérifie les condi-
tions du théorème précédent et si pour tout cycle Hamiltonien C dans G,
H = G − E(C) est connexe, alors G contient un 3-facteur qui contient tout
cycle Hamiltonien C donné.

Kano [87] avait introduit ce théorème qui suit et qui a joué un rôle im-
portant puisqu’il a permis l’extension de plusieurs résultats trouvés sur les
k-facteurs. Anstee [4] l’a utilisé pour l’obtention d’autres conditions sur les
facteurs.

Théorème 3.3.8. (Kano [87] (1990)) Soit G un graphe connexe et θ un
nombre réel tel que 0 ≤ θ ≤ 1, A, B deux sous-ensembles disjoints de E(G)
et f une application f : V (G) → N . Si les quatre conditions suivantes sont
vérifiées, alors G a un f -facteur F tel que E(F ) ⊃ A et E(F ) ∩ B = ∅.

1.
∑

(f(x); x ∈ V (G)) ≡ 0(mod2).

2. ǫ =
∑

(|f(x) − θdG(x)|; x ∈ V (G)) + 2(1 − θ)|A| + 2θ|B| < 2.

3. θe(X, V (G)) ≥ 1 pour tout X ⊂ V (G) tel que G[X] est connexe et∑
(f(x); x ∈ V (G)) ≡ 1 (mod 2).

4. (1 − θ)e(X, V (G)) ≥ 1 pour tout X ⊂ V (G) tel que G[X] est connexe

et
∑

(f(x); x ∈ V (G)) + e(X, V (G)) ≡ 1(mod 2).
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Conditions sur la connectivité et le nombre de stabilité

Il a été montré par Chvátal et Erdős que dans un graphe G, si α(G) ≤
κ(G), alors G a un cycle Hamiltonien, Katerenis et Nishimura ont généralisé
ce résultat comme suit :

Théorème 3.3.9. Soit G un graphe d’ordre n et k un entier positif tel que
k ≥ 2 et kn est pair. Alors si l’une des conditions suivantes est vérifiée, alors
G a un k-facteur.

1. n ≥ k+1 et α(G)
(k + 1)2

4k
+

5k − 4

8
− 2

k
≤ κ(G). (Katerenis [95](1985))

2. k est impair, κ(G) ≥ max{(k + 1)2/2, ((k + 1)2/4k)α(G)}. (Nishimura
[128](1989))

3. k est pair, κ(G) ≥ max{k(k + 1)/2, ((k + 2)/4)α(G)}. (Nishimura
[128](1989))

Moyennant le nombre de stabilité et le degré minimum d’un graphe, Nies-
sen [126] avait établi les résultats suivants.

Théorème 3.3.10. (Niessen [126] (1995)) Soit G un graphe d’ordre n et k
un entier positif.

1. Si δ(G) > α(G), alors G a un 2-facteur.

2. Si k est pair, k ≥ 4 et n ≥ k + 1. Si δ(G) > α(G)
k + 2

4
+

5k − 3

8
− 2

k
alors G a un k-facteur.

3. Si k est impair, k ≥ 3 et l un entier impair tel que 1 ≤ l ≤ k et G
est d’ordre pair, n ≥ k + 1 tel que G possède un l-facteur. Si δ(G) >

α(G)
(k + 1)2

4k
+

5k − 4

8
− 2

k
, alors G possède un k-facteur.

Un autre résultat donné par Katerinis et Tsikopoulos [98] en 2000 assure
en particulier l’existence d’un k-facteur, k ∈ {2, 3}.

Théorème 3.3.11. (Katerinis et Tsikopoulos [98] (2000)) Soit G un graphe
d’ordre n et a, b deux entiers positifs avec a ≤ b et 2 ≤ b ≤ 3 et supposons
que :

(i) κ(G) ≥ 2(b − 1)

a
α(G) et

54



(ii) n ≥ 8.
Si f est une fonction de V (G) → N telle que

(iii)
∑

(f(x); x ∈ V (G)) est pair et

(iv) a ≤ f(x) ≤ b pour tout x ∈ V (G).

Alors, G a un f -facteur.

Conditions sur la toughness

La connectivité et l’arête-connectivité ne sont pas les seuls paramètres
pour évaluer la force d’un graphe. Il en existe d’autres invariants qui testent
cette force d’un autre point de vue. Nous citons entre autres le concept de la
toughness introduit par Chvátal [37] en 1973.

Un graphe G, non complet est dit t-tough si pour tout sous-ensemble
d’articulation S de V (G) ; |S| ≥ t.w(G− S), où w(G− S) désigne le nombre
de composantes connexes de G−S. La toughness d’un graphe G, noté t(G)
est le nombre maximum t pour lequel G est t-tough. Si G est complet, nous
convenons que t(G) est infinie.

En 1973, Chvátal [37] posa la conjecture suivante.

Conjecture 3.3.1. (Conjecture de Chvátal [37]( 1973)) Soit G un graphe
d’ordre n et k un entier positif tel que kn est pair et G est k-tough. Alors G
a un k-facteur.

Dès l’introduction du concept de la toughness, un laborieux travail a été
conçu pour établir des relations entre ce paramètre et l’existence de facteurs
dans les graphes. Le résultat le plus connu dans ce sens est celui établi par
Enomoto et al. [54] en 1985 qui confirme la conjecture précédente de Chvátal.

Théorème 3.3.12. (Enomoto et al. [54] (1985)) Soit k ≥ 2 un entier. Alors
tout graphe d’ordre n, k-tough tel que n ≥ k + 1 et kn pair a un k-facteur.

Ce résultat est fort, puisque il est montré dans [54] que pour tout entier
réel positif ǫ, il existe un graphe G qui n’a aucun k-facteur et où t(G) ≥ k−ǫ.
Chvátal [37] a également conjecturé que tout graphe 2-tough a un cycle Ha-
miltonien. Il résulte du théorème précédent qu’un tel graphe a un 2-facteur.
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Cependant, un contre exemple de cette conjecture fut trouvé dans [10].

Katerinis [97] a prouvé deux résultats qui impliquent le théorème 3.3.12
dans un certain cas.

Théorème 3.3.13. (Katerinis [97] (1990)) Soient G un graphe et a, b deux
entiers positifs tels que 1 ≤ a ≤ b et supposons que

t(G) ≥






(b + a)2 + 2(b − a)

4a
, où b ≡ a(mod2) ;

(b + a)2 + 2(b − a) + 1

4a
, où b 6≡ a(mod2).

Si f est une fonction de V (G) dans N telle que

(i)
∑

x∈V (G)

f(x) est pair, et

(ii) a ≤ f(x) ≤ b pour tout x dans V (G),

alors G a un f -facteur.

Ce théorème implique la vérification de la conjecture 3.3.1 de Chvátal
dans le cas où a = b = k, il a également donné l’exemple d’un graphe G
tel que t(G) est arbitrairement proche de (b + 1)2/4 (resp. ((b(b+2))/4)) si
b est impair (resp. pair), et G ne possède pas tous les f -facteurs possibles,
où 1 ≤ f(x) ≤ b pour tout sommet x ∈ V (G), ce qui signifie que nous nous
pouvons savoir si le théorème précédent est le meilleur possible dans le cas
où a = 1.

Katerinis [97] obtient également un autre résultat dans le cas où 1 ≤ a ≤
b ≤ 2

Théorème 3.3.14. (Katerinis [97] (1990)) Soit G un graphe 2-tough. Alors,

pour toute fonction f : V (G) → {1, 2} telle que
∑

x∈V (G)

f(x) est pair, G a un

f -facteur.

Ces deux théorèmes cités précédemment sont les meilleurs possibles dans
le cas où a = b = k, dans le sens où il existe un graphe donné dans [54]
qui n’a pas un k-facteur et où sa toughness est largement proche de k, (i.e.,
t(G) ≥ k − ǫ).
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Concernant les graphes 1-tough, Akiyama et Kano [2] montrent que de
tels graphes avec un ordre pair ont un 1-facteur, ils démontrent également
qu’il existe un graphe G d’ordre pair qui n’a aucun 1-facteur et qui vérifie
τ(G) > 1 − ǫ. Sous la condition qu’un graphe G est 1-tough, Jung [85] a
amélioré le résultat de Dirac [45] sur l’hamiltonicité d’un graphe G d’ordre

n ≥ 3 avec δ(G) ≥ n

2
, en considérant un graphe d’ordre n ≥ 11 avec

δ(G) ≥ n − 4

2
qu’il montre qu’il est Hamiltonien aussi. Faudree et al. [59] ont

étendu ce dernier résultat en montrant que de tels graphes ne possèdent pas
uniquement un seul cycle (cas Hamiltonien) mais un 2-facteur avec exacte-

ment k cycles, pour tout entier k, tel que 1 ≤ k ≤ n − 16

4
.

Théorème 3.3.15. (Faudree et al. [59] (2004)) Si G est un graphe d’ordre

n et δ(G) ≥ n − 4

2
, alors

1. Si G est non connexe d’ordre n ≥ 8, alors G contient un 2-facteur avec

k cycles pour 2 ≤ k ≤ ⌈n − 4

3
⌉.

2. Si G est connexe d’ordre n ≥ 8, qui n’est pas 1-tough, alors G contient

un 2-facteur avec k cycles pour 2 ≤ k ≤ ⌈n − 4

3
⌉.

3. Si G est 1-tough, d’ordre n suffisamment grand avec δ(G) ≥ n − t

2
, 0 ≤

t ≤ 4, alors G contient un 2-facteur avec k cycles pour tout k, 1 ≤ k ≤
n

4
− t.

Une variation du concept de la toughness fut introduite il y’a une dizaine
d’années par Enomoto [55] : Si G est pas complet, τ(G) := ∞. Si G n’est pas
complet

τ(G) := min{ |S|
w(G − S) − 1

, S ⊆ V (G), w(G − S) ≥ 2} ;

où w(G − S) est le nombre de composantes connexes de G − S.

Enomoto [55] montre que si un entier k ∈ {1, 2}, un graphe G d’ordre n
a un k-facteur si τ(G) ≥ k, kn pair et n ≥ k + 1. Ceci n’est pas vérifié pour
k ≥ 3, l’exemple de la roue W6 (Un sommet que nous relions à tout sommet
d’un cycle C6) qui n’a aucun 3-facteur et où τ(W6) = 3 l’illustre pleinement.
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Enomoto et Hagita [56] ont pu montrer qu’il y’a que quelques exceptions
pour tout entier k.

Théorème 3.3.16. (Enomoto et Hagita [56], 2000) Soient G un graphe
d’ordre n et k un entier. Supposons τ(G) ≥ k, kn pair et n ≥ k2 − 1. Alors,
G a un k-facteur.

Nous trouvons dans [116], une étude récente sur la toughness et l’existence
des k-facteurs fractionels (Voir définition page 77).

3.3.1 Facteurs réguliers dans les graphes réguliers

D’aprés le théorème 3.2.1, tout graphe 2r-régulier a un 2k-facteur pour
tout entier k, 1 ≤ k ≤ r. En outre, quelques résultats sur les 1-facteurs dans
les graphes r-réguliers montrent l’existence d’un r−1-facteur dans un graphe
r-régulier en prenant le complémentaire d’un 1-facteur dans le graphe donné.
Par exemple, l’existence d’un 1-facteur dans tout graphe 2-arête connexe, 3-
régulier signifie l’existence d’un 2-facteur dans de tels graphes. Le théorème
suivant de Bäbler [8] en assure cette optique.

Théorème 3.3.17. (Bäbler [8](1938)) Soient r et k deux entiers positifs tels
que r est impair et soit G un graphe λ-arête connexe, r-régulier. Si λ ≥ k
et k pair, alors G a un k-facteur et un (r − k)-facteur. En particulier, un
graphe (r − 1)-arête connexe, r-régulier, r impair a un 1-facteur.

Nous introduisons à présent un théorème qui récapitule les premiers résultats
établis concernant les facteurs réguliers dans les graphes réguliers.

Théorème 3.3.18. (Les facteurs réguliers dans les graphes réguliers)
Soient r et k deux entiers tels que 1 ≤ k < r, et soit G un graphe d’ordre n,
λ-arête connexe, r-régulier, où λ ≥ 1. Si l’une des conditions suivantes est
vérifiée, alors G a un k-facteur.

1. r et k sont tous deux pairs. (Petersen [135](1891))

2. r est pair, k est impair, n est pair, et
r

λ
≤ k ≤ r(1 − 1

λ
). (Gallai

[70](1950))

3. r est impair, k est pair et 2 ≤ k ≤ r(1 − 1

λ
). (Gallai [70] (1950))
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4. r et k sont tous deux impairs et
r

λ
≤ k. (Gallai [70], Bäbler [8](1938))

5. Soit λ∗ un entier tel que λ∗ ∈ {λ, λ + 1} et λ∗ ≡ 1(mod2). Soit r est

impair, k est pair et k ≤ r(1− 1

λ∗
) ou bien r, k sont impairs et

r

λ∗
≤ k.

(Bollobás, Saito et Wormald [17] (1985))

Bäbler [8] a déduis ces cas particulier.

Corollaire 3.3.1. (Bäbler [8](1938))

1. Soit r ≥ 3 un entier impair. Alors, tout graphe r-régulier, 2-arête
connexe a un 2-facteur.

2. Soit r ≥ 3 un entier impair et k un entier pair tel que 2 ≤ k < r. Alors,
tout graphe r-régulier, k-arête connexe a un k-facteur.

Il a été prouvé dans [90] que si l’une des cinq hypothèses du théorème
3.3.18 est vérifiée, alors pour toute arête e, G possède un k-facteur contenant
e et un autre k-facteur excluant e.

A partir du théorème 3.3.18, nous pouvons en déduire ce corollaire qui
en exclut les conditions sur la parité.

Corollaire 3.3.2. Soient r, k, λ des entiers tels que 2 ≤ k < r, λ ≥ 1 et G

un graphe λ-arête connexe, r-régulier, alors si 2 ≤ r

λ
≤ k ≤ r(1 − 1

λ
) alors

G a un k-facteur.

En 1985, Katerinis [96] a établi le théorème d’interpolation suivant.

Théorème 3.3.19. (Katerinis [96](1985)) Soient a, b, k des entiers impairs,
tels que 1 ≤ a ≤ k ≤ b. Si un graphe G a un a-facteur et un b-facteur, alors
G a un k-facteur. En particulier, si un graphe H, r-régulier a un 1-facteur,
alors pour tout entier h, 1 ≤ h ≤ r, H a un h-facteur.

L’existence d’un k-facteur dans un graphe régulier de petit ordre à été
réalisée il y’a une dizaine d’années par Niessen et Randerath [124].

Théorème 3.3.20. (Niessen et Randerath [124](1998)) Soit G un graphe
d’ordre n, r-régulier connexe avec r ≥ 3 et soit k un entier tel que 1 ≤ k < r.
Si kn est pair et l’une des conditions suivantes est vérifiée,
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(i) r est pair, k est impair, et n ≤ 3r(r + 1) + 2,

(ii) r et k sont tous deux impairs, et n ≤ (r + 2)(k + 1),

(iii) r est impair, k est pair et n ≤ (r + 2)(r − k + 1),

alors G a un k-facteur.

Notons que les bornes données dans le théorème précédent dans (ii) et
(iii) sont les meilleurs possibles.

3.3.2 k-facteurs dans les graphes sans griffe

L’étude des facteurs dans les graphes définis par l’exclusion de quelques
sous-graphes a vu une tendance à la hausse depuis des dizaines années. Le
graphe K1,3 appelé griffe en est l’une de ces structures interdites. Un graphe
sans griffe est un graphe qui n’a aucun K1,3 comme sous-graphe induit. Sum-
ner [142] et Las Vergnas [111] ont montré indépendemment que si un graphe
connexe sans griffe est d’ordre pair alors il a un 1-facteur. Sumner [143] a par
la suite étendu ce résultat à un graphe sans K1,n comme suit.

Théorème 3.3.21. (Sumner [143] (1976)) Si G est un graphe n-connexe,
d’ordre pair et qui n’a aucun sous-graphe induit isomorphe à K1,n+1, alors G
a un 1-facteur.

Le graphe des arêtes d’un graphe G dit le line graphe L(G) est sans
griffe. Chartrand et Wall [34] ont montré que si un graphe G est connexe
alors, L(L(G)) a un cycle Hamiltonien. Matthews et Sumner [120] ont prouvé
également que pour un graphe G d’ordre n, 2-arête connexe, sans griffe, si

δ(G) ≥ n − 2

3
, alors G est Hamiltonien. L’hamiltonicité de L(G) n’est pas

toujours assurée, cependant, un concept plus général fut abordé, il s’agit de
l’existence des k-facteurs dans L(G).

Soient k, t deux entiers et G un graphe. Nous disons que G a un k-
système dominant s’il existe une famille S de cycles arête-disjoints et des
étoiles K1,t, t ≥ 2 dans G tel que chaque arête de G est soit dans la famille
S, soit dans les étoiles, ou bien elle est incidente à un cycle dans S, où k = |S|.

Gould et Hynds [76] ont donné un critère relatif à ce système pour l’exis-
tence d’un 2-facteur dans L(G) avec un nombre de composantes spécifié.
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Théorème 3.3.22. (Gould et Hynds [76] (1999)) Soit G un graphe sans
sommets isolés. L(G) contient un 2-facteur avec k(k ≥ 1) composantes si et
seulement si G a un k-système dominant.

Nishimura [129] a montré que pour tout entier k ≥ 2, si un graphe connexe
G est tel que k|E(G)| est pair, satisfait δ(L(G)) ≥ (9k + 12)/8, alors le
line graph L(G) de G a un k-facteur. Ce résultat est étendu par Egawa et
Ota [49]. Un résultat similaire est obtenu indépendemment par Choudum et
Paulraj [35].

Théorème 3.3.23. Soit G un graphe connexe sans griffe d’ordre n et soit
k ≥ 2 un entier positif tel que kn est pair. Si l’une des conditions suivantes
est vérifiée, alors G a un k-facteur.

1. δ(G) ≥ ⌈9k + 12

8
⌉. (Egawa et Ota [49](1991))

2. δ(G) ≥ 2k. (Choudum et Paulraj [35] (1991))

Egawa et Ota [49]) ont élargi leur résultat à un graphe sans K1,n.

Théorème 3.3.24. (Egawa et Ota [49]) Soit n ≥ 3 et k un entier tel que
k ≥ n − 1 si k est impair, et k ≥ 2 si k est pair. Alors, tout graphe connexe
G sans K1,n avec kn pair, qui satisfait

δ(G) >
n2

4(n − 1)
k +

3n − 6

2
+

n − 1

4k

a un k-facteur.

3.3.3 Composantes d’un 2-facteur dans un graphe sans

griffe

L’existence d’un 2-facteur dans un graphe sans griffe est assurée par les
théorèmes que nous venons de voir. Dans les dix dernières années, un nombre
d’auteurs s’est investi dans la recherche du nombre de composantes qui com-
posent le 2-facteur dans les graphes sans griffe. En effet, Faudree et al. [58],
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ont montré que si G est un graphe sans griffe, δ(G) ≥ 4, alors G a un 2-

facteur avec au plus
6n

δ(G) + 2
− 1 composantes. Gould et Jacobson [75] ont

par la suite amélioré la borne sur δ(G) et obtiennent moins de composantes
dans le 2-facteur, ils montrent en fait que si δ(G) ≥ (4n)2/3 alors G a un 2-
facteur avec au plus n/δ(G) composantes. Fujisawa et al. [66], ont également
montré que tout line graphe avec un degré minimum au moins 2 a un 2-

facteur avec au plus
3n − 2

8
composantes. Jackson et Yoshimoto [83] ont par

la suite amélioré la condition sur δ(G) par rapport à celle de Fujisawa et al..
Ils obtiennent moins de composantes dans le 2-facteur dans le line graphe.

Théorème 3.3.25. (Jackson et Yoshimoto [83] (2007)) Si G est un graphe

d’ordre n tel que δ(G) ≥ 3, alors L(G) a un 2-facteur avec au plus max{1, 3n − 4

10
}

composantes.

Ce résultat résout le cas δ(G) = 3 de la conjecture suivante donnée dans
[66].

Conjecture 3.3.2. [66] Si G est d’ordre n avec δ(G) = δ ≥ 3, alors L(G)

a un 2-facteur avec au plus
(2δ − 3)n

2(δ2 − δ − 1)
(<

n

δ
) cycles.

Pour la même condition sur le degré minimum (δ(G) ≥ 4) que celle de
Faudree et al [58] citée plus haut, Jackson et Yoshimoto [83] ont considéré
dans le résultat suivant le nombre de composantes d’un 2-facteur dans un
graphe sans griffe, κ-connexe, κ ∈ {2, 3}. Dans le cas particulier d’un line
graphe G, 2-connexe (resp. 3-connexe), ils obtiennent alors moins de com-

posantes que Faudree et al si δ(G) <
2(11n − 5)

n + 5
(resp. δ(G) <

2(43n − 15)

2n + 15
).

Théorème 3.3.26. (Jackson et Yoshimoto [83] (2007)) Soit G un graphe
sans griffe tel que δ(G) ≥ 4.

1. Si G est 2-connexe, alors G a un 2-facteur avec au plus
n + 1

4
compo-

santes.

2. Si G est 3-connexe, alors G a un 2-facteur avec au plus
2n

15
compo-

santes.
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Quoique la borne donnée dans le théorème 3.3.25 est la meilleure possible
dans un certain cas, Xiong et al. [156] ont pu l’améliorer en se restreignant à
des graphes sans griffe. Ils donnent également un exemple pour montrer que
leur borne est la meilleure possible.

Théorème 3.3.27. (Xiong et al. (2009)) Si G est un graphe sans griffe,

d’ordre n avec δ(G) ≥ 3. Alors, L(G) a un 2-facteur avec au plus max{1, ⌊2n − 2

7
⌋}

composantes.

3.4 (g, f)-facteurs et [a, b]-facteurs

Nous énonçons à présent le concept des (g, f)-facteurs et des [a, b]-facteurs
qui constituent une généralisation naturelle des f -facteurs et des facteurs
réguliers respectivement. En 1970, Lovász [113] caractérisa les (g, f)-facteurs
par son fameux théorème connu sous le nom du théorème des (g, f)-facteurs
de Lovász.

Théorème 3.4.1 (Théorème des (g, f)-facteurs de Lovász [113], 1970).
Soit G un graphe et g, f : V (G) → N telles que g(x) ≤ f(x) pour tout
x ∈ V (G). Alors G a un (g, f)-facteur si et seulement si pour toute paire
d’ensembles disjoints, X, Y ⊆ V (G).

∑

y∈Y

dG(y) −
∑

y∈Y

g(y) +
∑

x∈X

f(x) − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0.

Où h(X, Y ) désigne le nombre de composantes C de G−(X∪Y ) dites impaires
qui vérifient : g(v) = f(v), ∀v ∈ V (C) et

∑

v∈V (C)

f(v) + e(V (C), Y ) ≡ 1(mod2).

Remarque 3.4.1. Posons δ(X, Y ) =
∑

y∈Y

dG(y) −
∑

y∈Y

g(y) +
∑

x∈X

f(x) −

h(X, Y ) − e(X, Y ) dans le théorème précédent. Comme fut le cas pour le
théorème des f -facteurs, δ(∅, ∅) = 0. En effet, δ(∅, ∅) = −h(∅, ∅). Si g(x) <
f(x), par définition de h(X, Y ), h(∅, ∅) = 0. Si g(x) = f(x), alors h(∅, ∅)
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est le nombre de composantes C de G telles que
∑

x∈V (C)

f(x) ≡ 1(mod2),

or
∑

x∈V (C)

f(x) =
∑

x∈V (C)

g(x) =
∑

x∈V (C)

dF (x) ≡ 0(mod2), où F est le (g, f)-

facteur. D’où les sous-ensembles X, Y à considérer sont tels que X ∪ Y 6= ∅.

Vu la nature compliquée du théorème des (g, f)-facteurs, son utilisation
s’avère difficile dans le cas général. Beaucoup d’auteurs se sont investis dans
la recherche de conditions suffisantes pour l’existence de tels facteurs (voir
par exemple [1,2,4,48,137]). Néanmoins, en supposant que le graphe n’a pas
un (g, f)-facteur, ce qui signifie l’existence de deux sous-ensembles disjoints
X et Y pour lesquels δ(X, Y ) < 0, plusieurs résultats ont été élaborés en
moyennant différents paramètres de graphes comme l’ordre, le nombre de
stabilité et la connectivité. Nous explorons cette piste de recherche dans le
chapitre 5.

Soient a, b deux entiers positifs tels que 1 ≤ a ≤ b. En posant g(x) = a et
f(x) = b pour tout sommet x de V (G) dans le théorème des (g, f)-facteur,
nous obtenons la caractérisation des [a, b]-facteurs dans un graphe. Notons
que si a = b, alors un [a, b]-facteur devient un a-facteur. Pour celà, pour
l’existence des [a, b]-facteurs, nous considérons souvent a < b.

Tutte [146] donna en 1981 sa célèbre condition nécessaire et suffisante
pour l’existence d’un [a, b]-facteur, quand a < b.

Condition (Tutte [146] (1981)) Un graphe G a un [a, b]-facteur si et seule-

ment si b|S| − a|T | +
∑

v∈T

dG\S(v) ≥ 0, pour toute paire de sous-ensembles

disjoints S et T de V (G).

Cette condition est aussi un corollaire du théorème des (g, f) facteurs
de Lovász dans [113]. Un [a, b]-facteur n’est qu’un cas spécial d’un (g, f)-
facteur, il constitue églement une généralisation des facteurs réguliers, rai-
son pour laquelle, plusieurs recherches sur ces derniers ont été généralisés
pour les [a, b]-facteurs. L’étude de ce type de facteurs est en pleine expan-
sion, vu le nombre important de résultats qui en sort chaque année, voir
par exemple [1, 101, 103, 107, 137], pour n’en citer que ceux là. Nous n’al-
lons pas exposer les travaux relatifs puisque nous nous intéressons parti-
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culièrement aux facteurs de parité fixée introduis dans la section suivante.
Néanmoins, nous introduisons le concept de facteur presque régulier ou
semi-régulier. Il s’agit en fait d’un [k, k+1]-facteur c-à-d, les facteurs dans
lesquels tout sommet a un degré égal soit à k soit à k + 1. Nous citons les
deux résultats de Thomassen et Kano.

Théorème 3.4.2. (Thomassen [144] (1981)) Si G est un [r, r + 1]-graphe,
alors pour tout entier k, 0 ≤ k ≤ r, G a un [k, k + 1]-facteur.

Théorème 3.4.3. (Kano [91] (1986)) Soit r ≥ 3, un entier impair et k

un entier positif tel que 1 ≤ k ≤ 2r

3
− 1, alors tout graphe r-régulier a un

[k, k + 1]-facteur dans lequel chaque composante est régulière.

Par la combinaison du théorème 3.3.3 et le théoréme 3 de Nishimura,
cité dans 3.3.4. Nous remarquons qu’un graphe G, 2-connexe qui vérifie le
théorème de Nishimura, possède un [k, k + 2]-facteur contenant un cycle Ha-
miltonien C donné. En effet, l’existence du cycle C est assurée par le théorème
3.3.3 de Fan et celle d’un k-facteur est assurée par le résultat de Nishimura.
L’union du cycle Hamiltonien C avec le k-facteur donne un [k, k +2]-facteur.
En 2002, Matsuda [117] a étendu ce résultat qui est l’existence d’un [k, k+2]-
facteur contenant un cycle Hamiltonien donné à l’existence d’un [k, k + 1]-
facteur qui contient un cycle Hamiltonien donné.

Théorème 3.4.4. (Matsuda [117] (2002)) Soient k ≥ 2 un entier et G
un graphe 2-connexe d’ordre n ≥ 3 tel que n ≥ 8k − 16 si n est pair et

n ≥ 6k − 13 si n est impair. Si δ(G) ≥ k et max{d(x), d(y)} ≥ n

2
pour toute

paire de sommets non adjacents x, y de G ; alors, G a un [k, k + 1]-facteur
contenant un cycle Hamiltonien donné.

Au moyen d’un exemple, Cai et al. [32] ont montré que la condition
δ(G) ≥ n/2 ne garanti pas l’existence d’un k-facteur contenant un cycle
Hamiltonien donné. Cependant, les bornes inférieures données sur l’ordre n
dans le théorème précédent sont les meilleurs possibles.

Comme un [k, k + 1]-facteur qui contient un cycle Hamiltonien est un
[k, k + 1]-facteur 2-connexe. Le théorème précédent est une extension d’un
résultat similaire obtenu par Cai [31] pour l’existence d’un [k, k + 1]-facteur
connexe dans un graphe G d’ordre n ≥ 4k − 3, k ≥ 3.
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3.5 (g, f)-facteurs de parité fixée

Il s’agit de l’étude des facteurs dont les degrés des sommets ont la même
parité, soit paire ou impaire.

Soit G un graphe et g, f : V (G) → N deux applications telles que g(x) ≤
f(x) et g(x) ≡ f(x)(mod2) pour tout x ∈ V (G). Alors, un graphe partiel F
de G est dit un (g, f)-facteur de parité fixée si g(x) ≤ dF (x) ≤ f(x) et
dF (x) ≡ f(x)(mod2) pour tout x ∈ V (G).

En 1972, Lovász caractérisa de tels facteurs comme suit.

Théorème 3.5.1. (Théorème des (g,f)-facteurs de parité fixée, Lovász
[114], (1972)) Soit G un graphe et g, f : V (G) → N deux fonctions telles
que g(x) ≤ f(x) et g(x) ≡ f(x)(mod2) pour tout x ∈ V (G). Alors, G a
un (g, f)-facteur de parité fixée si et seulement si pour toute paire de sous-
ensembles disjoints X et Y de V (G), nous avons

∑

y∈Y

dG(y) −
∑

y∈Y

g(y) +
∑

x∈X

f(x) − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0,

où h(X, Y ) désigne le nombre de composantes C de G − (X ∪ Y ) telles
que

∑

x∈V (C)

f(x) + e(C, Y ) ≡ 1(mod2).

3.5.1 Facteurs pairs

Un graphe partiel F d’un graphe G est dit facteur pair de G si chaque
sommet est de degré pair dans F . Si k est un entier pair alors un k-facteur
est un facteur pair, ce qui implique que tous les résultats vus dans la section
des k-facteurs sont valables ici. Les premiers résultats généralement cités
concernent un 2-facteur (théorème 3.2.1 et corollaire 3.3.1).

L’existence d’un facteur pair dans un graphe qui n’est pas 2-arête connexe
n’est pas toujours garantie (Voir figure 3.6). Ceci a ramené les chercheurs à
éliminer ce cas et a imposer parfois la condition de l’arête connectivité pour
un graphe pour l’existence de tels facteurs.

Petersen a montré que tout graphe 3-régulier, sans isthme a un 2-facteur,
ce résultat fut généralisé pour un facteur pair dans un graphe sans isthme
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Figure 3.6 – Ces deux graphes ne sont pas 2-arêtes connexes, le graphe dans
(a) admet un 2-facteur, par contre celui dans (b), n’a aucun facteur pair.

de degré minimum au moins 3 par Fleishner [60]. Récemment, Jackson et
Yoshimoto [83] ont pu généraliser ces deux résultats en prouvant ce théorème.

Théorème 3.5.2. (Jackson et Yoshimoto [83] (2007)) Soit G un graphe
d’ordre n.

1. Si G est sans isthme, avec δ(G) ≥ 3 alors, G a un facteur pair dans
lequel chaque composante a au moins 4 sommets.

2. Si G est 3-connexe, alors G a un facteur pair dans lequel chaque com-
posante a un ordre au moins min{n, 5}.

Les conditions données dans le résultat 1 du théorème 3.5.2 sont les
meilleures possibles dans le sens où il existe un graphe ayant un isthme
et un autre graphe de degré minimum 2 qui n’ont tous deux, aucun facteur
pair. Cependant, Xiong et al. [156] ont pu étendre ce résultat en y rajoutant
d’autres conditions.

Théorème 3.5.3. (Xiong et al. [156] (2009)) Soit G un graphe,

1. Si G est sans isthme et a au plus deux sommets de degré 2, alors, G
a un facteur pair dans lequel chaque composante a au moins quatre
sommets.

2. Si δ(G) ≥ 3 et tous les isthmes de G appartiennent à une même châıne,
alors G a un facteur pair dans lequel chaque composante a au moins 4
sommets.

3. Si G est sans isthme, avec δ(G) ≥ 3 alors, pour toute arête donnée
e, G a un facteur pair F dans lequel chaque composante a au moins 4
sommets tel que F ne contient pas e.
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Xiong et al. [156] ont étudié les facteurs pairs dans un graphe sans griffe.
Il en découle du théorème 3.3.22, l’observation suivante.

Remarque 3.5.1. Si G a un facteur pair avec au plus k composantes, alors
L(G) a un 2-facteur avec au plus k composantes.

Xiong et al. [156] généralisent en fait leur résultat du théorème 3.3.27,
qui en découle directement du suivant résultat d’aprés la remarque 3.5.1.

Théorème 3.5.4. (Xiong et al. [156] (2009)) Tout graphe sans K1,3 d’ordre
n et de degré minimum δ(G) ≥ 3 possède un facteur pair avec au plus

max{1, ⌊2n − 2

7
⌋} composantes.

Xiong et al. [156] montrent également que cette borne trouvée est la
meilleure possible, et conjecturent que si G est un graphe sans griffe, d’ordre n

avec δ(G) = δ ≥ 3, alors G a un facteur pair avec au plus max{1, ⌊(δ − 1)n − 2

δ2 − 2
⌋}

composantes. Le dernier théorème résoud le cas δ = 3 de cette conjecture.

Fleishner [60] a montré que tout graphe 2-arête connexe tel que δ(G) ≥ 3
admet un facteur pair. Akiyama et Kano [2] ont pu avoir un meilleur résultat
qui est une caractérisation des facteurs pairs, obtenue à partir du théorème
3.5.1, en y posant g(x) = 2 et f(x) = N pour tout x dans V (G) où N est un
entier pair suffisamment grand ; un graphe G a un facteur pair si et seulement
si G a un (g, f)-facteur pair, puis en y choisissant X = ∅ dans le théorème
3.5.1, ils obtiennent ce résultat.

Théorème 3.5.5. (Akiyama et Kano [2] (2007)) Un graphe G a un facteur
pair si et seulement si

∑

x∈X

(dG(x) − 2) − q(G, X) ≥ 0,

pour tout sous-ensemble X ⊂ V (G), où q(G, X) désigne le nombre de com-
posantes C de G − X telles que e(C, X) ≡ 1(mod2).

Un [a, b]-facteur F est dit un [a, b]-facteur de parité fixée si

a ≡ b(mod2) et degF (x) ≡ a(mod2) pour tout x ∈ V (G).
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En particulier, un [a, b]-facteur de parité fixée est un facteur pair si a ≡
b ≡ 0(mod2).

Si a = 2, un [a, b]-facteur pair peut s’écrire un [2, 2k]-facteur qui est un
recouvrement des sommets du graphe par des cycles arêtes disjoints tel que
tout sommet appartient à au plus k cycles. Rappelons qu’un cycle hamilto-
nien n’est autre qu’un 2-facteur connexe. Donc, un [2, 2k]-facteur généralise
le concept de cycle Hamiltonien, ce qui donne de l’importance pour l’étude
de tels facteurs.

Suite à la caractérisation des [g, f ]-facteurs pairs de Lovàsz [114] dans le
théorème 3.5.1, en y posant g(x) = a, f(x) = b pour tout x ∈ V (G). Nous
obtenons immédiatement.

Théorème 3.5.6. (Théorème des [a,b]-facteurs pairs, Lovász [114],
(1972)) Soit G un graphe et soit a et b ≥ 2 deux entiers pairs. Alors, G
a un [a, b]-facteur pair si et seulement si pour toute paire de sous-ensemble
disjoints X et Y de V (G), nous avons

∑

y∈Y

dG(y) − a|Y | + b|X| − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0,

où h(X, Y ) désigne le nombre de composantes C de G − (X ∪ Y ) telles que

e(C, Y ) ≡ 1(mod2).

Les conditions d’existence d’un [a, b]-facteur pair, que nous trouvons dans
la littérature sont récentes et ont inclus l’ordre du graphe, le degré minimum,
les entiers a, b, l’arête-connectivité et le paramètre σ2(G) = min{dG(x) +
dG(y) x, y sont non adjacents}. Ore [132] fut le premier qui utilisa σ2(G),
pour montrer l’existence d’un cycle Hamiltonien (Voir conditions sur le voi-
sinage, page 51). Kano [89] ainsi que Kouider et Mahéo [104] l’ont également
utilisé pour montrer l’existence d’un [2, b]-facteur connexe et d’un 2-arête
connexe [2, 2b]-facteur respectivement.

Kouider et Vestergaard [109] ont donné des conditions sur l’ordre et le
degré minimum ou sur l’arête connectivité λ(G) pour qu’un graphe G ad-
mette un [a, b]-facteur pair. Ils donnent également un exemple d’un graphe
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qui n’est pas 2-arête connexe et qui n’a aucun facteur pair mais qui vérifie
la première condition du théorème suivant, ce qui explique la nécessité d’im-
poser la condition 2-arête connexe.

Théorème 3.5.7. (Kouider et Vestergaard [109](2004)) Soient a et b, deux
entiers pairs, tels que 4 ≤ a ≤ b. Soit G un graphe 2-arête connexe d’ordre
n. Si l’une des conditions suivantes est vérifiée,

1. n ≥ max{(a + b)2

b
,
3(a + b)

2
} et δ(G) ≥ an

a + b
.

2. n ≥ (a + b)2

b
et δ(G) ≥ an

a + b
+

a

2
.

alors, G admet un [a, b]-facteur pair.

Ils donnèrent une condition plus faible sur le degré minimum mais plus
forte pour l’arête connectivité.

Théorème 3.5.8. (Kouider et Vestergaard [109](2004)) Soient a ≥ 4 et

b ≥ a, deux entiers pairs et soit κ ≥ a + min{√a,
b

a
}. Soit G un graphe κ-

arête connexe d’ordre n tel que n ≥ (a + b)2

b
et δ(G) ≥ an

a + b
alors G admet

un [a, b]-facteur pair.

Khodar et Xu [99] donnent une condition légèrement plus forte sur le
degré minimum d’un graphe que celle donnée dans le théorème 3.5.8.

Théorème 3.5.9. (Khodar et Xu [99](2007)) Soient a, b ≥ 2 deux entiers
pairs et soit G un graphe a-arête connexe d’ordre n et de degré minimum

δ ≥ max{a + 1,
an

a + b
+ a − 2}, alors, G possède un [a, b]-facteur pair.

Soit b ≥ 2, un entier pair. Kouider et Vestergaard [108] ont considéré les
[2, b]-facteurs pairs dans les graphes biparti-complets. Soit q un entier positif,
K1,q n’a aucun [2, b]-facteur, et K2,q n’en a aucun qui soit strictement inclus
dans ce graphe, il en a un qui soit pair si et seulement si q est pair et q ≤ b.
Pour les cas restants, ils établissent une caractérisation des [2, b]-facteurs
pairs dans les biparti-complets.

Théorème 3.5.10. (Kouider et Vestergaard [108] (2003)) Soient p, q deux
entiers positifs tels que 3 ≤ p ≤ q et soit Kp,q un graphe biparti complet et
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b ≥ 2 un entier positif pair. Alors Kp,q a un [2, b]-facteur pair si et seulement

si q ≤ b

2
p.

L’investigation des [2, b]-facteurs pairs dans un graphe 2-arête connexe est
réalisée également par Kouider et Vestergaard [108] qui en garantissent l’exis-
tence si δ(G) ≥ max{2n/(2 + b), 3}. Ils ont conjecturé qu’un graphe G a un
[2, b]-facteur pair si σ2(G) ≥ max{4n/(2+ b), 6}. Matsuda [118] a légèrement
amélioré cette borne en se restreignant à un graphe 2-arête connexe, il a
montré le résultat suivant.

Théorème 3.5.11. (Matsuda [118](2005)) Soit G un graphe 2-arête connexe
d’ordre n et b un entier positif pair, b ≥ 2. Si l’une des conditions suivantes
est vérifiée,

1. Si n ≥ b + 3, σ2(G) ≥ 4n/(2 + b).

2. Si n ≤ b + 2, σ2(G) ≥ 5.

alors G a un [2, b]-facteur pair.

3.5.2 (1, f)-facteurs impairs

Dans le cas spécial où un graphe G a un f -facteur tel que f(v) est impair,
pour tout v ∈ V (G), alors nous disons que G a un f-facteur impair .

Soit f une fonction à valeurs entières impaires f : V (G) → {1, 3, 5, . . .}.
Un graphe partiel F de G est dit (1, f)-facteur impair si

dF (x) ∈ {1, 3, . . . , f(x)} pour tout x ∈ V (G).

Evidemment, si f(x) = 1 pour tout sommet x ∈ V (G), alors un (1, f)-
facteur impair n’est qu’un simple 1-facteur. Soit n ≥ 1 une constante entière
impaire, si f(x) = n pour tout x ∈ V (G), alors le (1, f)-facteur impair est
dit un [1, n]-facteur impair .

Pour un entier positif impair k, un k-facteur est évidemment impair et
dans ce cas nous pouvons retourner sur la section des facteurs réguliers pour
y voir les résultats relatifs. Lovász ( [112], p. 54) a fait remarquer qu’un
graphe connexe G a un facteur impair si et seulement si G a un nombre pair
de sommets. Nishimura [128] a établi une condition suffisante pour l’exis-
tence d’un facteur régulier impair. En effet, il montre que pour un graphe
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G de connectivité κ(G) et r ≥ 1 un entier impair, si α(G) ≤ 4rκ(G)

(r + 1)2
, alors

G a un r-facteur. En 1947, Tutte [147] caractérisa les graphes ayant un 1-
facteur ie., couplage parfait dans un graphe ; dans l’un des théorèmes les plus
intéressants dans la théorie des graphes voir théorème 3.2.2 page 46, et qui
a permi l’expansion de la recherche dans le domaine des couplages.

Amahashi [40] a étendu le résultat du théorème de 1-facteur de Tutte à
un [1, n]-facteur impair où n est un entier impair ; en donnant une condition
nécessaire et suffisante pour l’existence d’un tel facteur dans un graphe G
qui fut que pour tout sous ensemble X ⊆ V (G), le nombre de composantes
de G − X qui ont un cardinal impair est au plus n|X|. Par la suite, Cui et
Kano [44], ont généralisé le concept établi par Amahashi ainsi.

Théorème 3.5.12. (Théorème des (1, f)-facteurs impairs, Cui et
Kano [44] (1988)) Soit G un graphe et f : V (G) → {1, 3, 5, . . .}. Alors
G a un (1, f)-facteur impair si et seulement si

c0(G − X) ≤
∑

x∈X

f(x) pour tout sous-ensemble X ⊆ V (G),

où c0(G − X) désigne le nombre de composantes de G − X qui ont un
cardinal impair.

Topp et Vestergaard [145] ont réduit par la suite le nombre de sous-
ensembles à considérer dans le résultat précédent et prouvent qu’un graphe
d’ordre pair n dans lequel aucun sommet n’est centre d’une étoile induite
K1,nf(v)+1 a un [1, f ]-facteur impair.

3.6 Applications et aspect algorithmique

3.6.1 Problème du couplage

Le problème du couplage dans un graphe est le problème qui consiste
à chercher un couplage maximum dans ce graphe. Les techniques les plus
connues pour la résolution d’un tel problème sont établies par Berge [16]
ainsi que par d’autres auteurs qui ont fourni des algorithmes polynomiaux
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pour la détection d’un tel couplage. La vérification de la condition donnée
dans le théorème 3.2.2 des 1-facteur de Tutte pour l’existence d’un couplage
parfait, se fait en temps polynomial. En 1958, Berge [16] a étendu ce théorème
et a obtenu une formule connue sous le nom de Formule de Berge-Tutte pour
l’évaluation de la taille maximum d’un couplage dans un graphe G d’ordre
n, qui est égale au min{n− (o(G− S)− |S|)), S ⊆ V (G)} où o(G−S) est le
nombre de composantes de G − S qui ont un cardinal impair.

Le premier algorithme pour le problème de couplage, revient a Edmonds
[46] en 1965, avec une complexité O(n4). D’autres algorithmes plus perfor-
mants pour les couplages ont vu le jour avec Micali et Vazirani [123, 150] et
autres [15,69] avec une complexité de O(m

√
n). En 1999, Gobow, et al. [67,68]

ont fourni un algorithme en O(mlog4n) qui teste si un graphe a un unique
1-facteur (couplage parfait) et de le trouver s’il existe.

3.6.2 Problème du f-facteur

Le problème du f -facteur s’énonce comme suit : Soit f une fonction à
valeurs entières définie sur V (G), |V (G)| = n. G contient-il un graphe par-
tiel H tel que dH(ui) = f(ui) = fi, i = 1, . . . , n pour tout sommet ui ∈ V (G) ?

Tutte [149] a prouvé que trouver un f -facteur dans un graphe G est
équivalent à trouver un 1-facteur dans des graphes considérablement grands
G∗ formés par une transformation de G (Voir page 48 et figure 3.4). Il est
simple de voir que cette transformation se fait en temps polynomial, en effet,

l’ordre du graphe G∗ est égal à 4|E(G)|−
∑

v∈V (G)

f(v). L’une des restrictions du

problème du f -facteur à un graphe simple, cas pour lequel les fi sont bornés
par n−1 qui est un polynome en n, fournit un algorithme polynomial pour les
f -facteurs en appliquant la transformation des f -facteurs à un 1-facteur de
Tutte puis en appliquant un bon algorithme pour les 1-facteurs. Cependant,
dans le cas général, les fi ne sont pas bornés par un algorithme polynomial en
n et par suite, ces techniques ne peuvent être appliquées. Anstee [5] a utilisé
l’aspect matriciel pour donner un algorithme polynomial en O(n3) qui trouve
le f -facteur ou montre qu’il n’existe pas. Il associe à un graphe G sa matrice
d’adjacence C = (ci,j), i, j = 1, . . . , n. Un f -facteur correspond donc à une
matrice symétrique A à valeurs entières avec des valeurs pairs en diagonale
(le graphe n’est pas simple). Pour tout i = 1, . . . , n, la somme de la ième ligne
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(resp. la ième colonne) est égale à fi et satisfait 0 ≤ ai,j ≤ ci,j, pour tout i, j.
Il utilise la théorie des flots dans les réseaux pour trouver A.

L’algorithme donné en [68] par Gobow, et al. pour les 1-facteur peut être
modifié pour tester si un graphe a un unique f -facteur et de le trouver s’il
existe et de vérifier si un f -facteur donné est unique. Tous ces algorithmes
sont polynomiaux. La résolution du problème d’un f -facteur impair est donné
par un un algorithme polynomial dans [191].

Résolution du problème du f-facteur dans les graphes bipartis

Une autre restriction des deux problèmes cités auparavant à un graphe
biparti, est résolue par les techniques usuelles de la théorie des flots. Intro-
duisons tout d’abord la terminologie relative aux flots.

Soit G = (V (G), U(G)) un graphe simple, orienté. L’ensemble U(G) est
l’ensemble de paires ordonnées de sommets dit ensemble d’arcs. L’arc (u, v)
indique que u et v sont adjacents et que l’orientation est de u vers v (u → v) ;
u est dit alors extrémité initiale et v extrémité terminale de l’arc (u, v).

Un réseau N est un graphe orienté qui contient deux sommets particuliers
s et t dits respectivement source et puit tel que s (resp. t) n’est l’extrémité
terminale (resp. initiale) d’aucun arc de N et dans N , est associé à chaque
arc e une valeur entière positive dite capacité de l’arc cap(e).

Nous rajoutons dans N un arc fictif (t, s) dit arc de retour.
Soit h une fonction à valeurs entières définie sur U(N). Pour tout sommet

u ∈ V (N), un flux sortant de u est h+(u) =
∑

{v∈V (N)/u→v}

h(u, v) et un flux

entrant dans u est h−(u) =
∑

{v∈V (N)/v→u}

h(v, u).

La fonction h est dite un flot si elle satisfait ces deux conditions :

i h+(u) = h−(u), pour tout sommet u 6= s, t. (Condition de conservation)

ii 0 ≤ h(u, v) ≤ cap(u, v) pour tout arc (u, v). (Contrainte de capacité)

la valeur du flot val(h) = h+(s) − h−(s).
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Soit G un graphe biparti, considérons le problème du f -facteur. Soit
(X, Y ) la bipartition du graphe G. Nous pouvons créer un réseau N de G en
orientant les arêtes de G de X vers Y et en attribuant à chaque arête une
capacité égale à 1. Rajoutons une source s et un puit t et tous les arcs (s, x)
et (y, t) pour tout x ∈ X et y ∈ Y . Attribuons la capacité f(x) et f(y) aux
arcs (s, x) et (y, t) respectivement. Le problème du f -facteur consiste donc à
trouver un flot maximum h dans N . Il est facile de voir que le f -facteur H
existe si et seulement si

la valeur du flot=
∑

x∈X

f(x) =
∑

y∈Y

f(y).

Pour résoudre le problème du couplage maximum, il suffit de poser f(ui) =
1 pour tout sommet ui ∈ V (G) et trouver par la suite un flot maximum.

Quand G n’est pas biparti, la théorie standard des flots ne peut pas
s’appliquer. Cependant, Kocay et Stone [100] ont utilisé la notion du réseau
équilibré pour montrer que les deux problèmes cités auparavant peuvent être
résolus par les méthodes du flot. Ils définissent ce réseau comme suit :

Un réseau équilibré (voir la figure 3.7) est un réseau N qui vérifie ces
propriétés :

• Les sommets de N consistent en une source s, un puit t et deux sous-
ensembles de sommets X = {x1, x2, . . . , xn} et Y = {y1, y2, . . . , yn} ;

• N contient les paires d’arcs (s, xi) et (yi, t) pour tout 1 ≤ i ≤ n ;
• Les arcs restants de N sont entre X et Y et apparaissent en couples,

soit (xi, yj) et (xj , yi), ou bien (yi, xj) et (yj, xi), où i 6= j ;
• cap(s, xi) = cap(yi, t), cap(xi, yj) = cap(xj , yi), et cap(yi, xj) = cap(yj, xi)

pour tout i, j.
En fait, dans un réseau équilibré, tous les sommets apparaissent en des

couples complémentaires, ainsi, pour tout sommet u ∈ V (N), soit u′ son
sommet complémentaire. Donc, s′ = t, t′ = s, xi

′ = yi et yi
′ = xi. Les arcs

également apparaissent ainsi, (xi, yj)
′ = (xj , yi) et (s, xi)

′ = (yi, t). Un flot
équilibré dans N est un flot dans lequel toute paire d’arcs complémentaires
porte le même flux.

Kocay et Stone [100] montrèrent que le théorème des f -facteur de Tutte
est équivalent au théorème du flot maximum (min-max flow theorem) dans
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Figure 3.7 – Un réseau équilibré. les di représentent les capacités des arcs.

ce réseau équilibré.

Tous les algorithmes connus des couplages maximum sont basés sur la
méthode des châınes augmentantes, établie pour la première fois par Berge
[16]. Paeger et Jungnickel [61–65] l’ont adapaté aux réseaux équilibrés établis
par Kocay et Stone [100] en proposant d’autres algorithmes plus perfor-
mants. Ils ont considéré dans leur étude les k-facteurs, f -facteurs et les (g, f)-
facteurs, ils montrent également que le problème du flot maximum peut être
appliqué aux problèmes de couplage d’une façon plus explicite que ce qui a
été fait auparavant.

Quant au problème de l’existence d’un 2-facteur dans un graphe, le pre-
mier algorithme polynomial à été trouvé par Edmonds et Johnson [164]. Si
nous exigeons que le 2-facteur est sans triangle, le problème reste polynomial
voir [77,152]. Quant au problème de décision qui teste si un graphe a un cycle
hamiltonien ou non est l’un des premiers problèmes de décision prouvé être
NP-complet par Karp [93, 94]. Le problème reste NP-complet, si le graphe
en question est 3-régulier et planaire [73] ou 4 ou 5-régulier et planaire [136].

3.6.3 Problème du (g, f)-facteur

Le problème du (g,f)-facteur s’énonce comme suit : Soient f et g deux
fonctions à valeurs entières définie sur V (G), |V (G)| = n. G contient-il un
graphe partiel H tel que g(ui) = gi ≤ dH(ui) ≤ f(ui) = fi, i = 1, . . . , n pour
tout sommet ui ∈ V (G) ?
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En 1985, Anstee [5] a donné des preuves algorithmiques pour le théorème
des (g, f)-facteurs, ces algorithmes fournissent les facteurs en question ou
montrent qu’ils n’existent pas. En considérant la matrice d’adjacence C =
(ci,j) associé au graphe G, il introduit le concept d’un (g, f)-facteur orienté
qui est une matrice à valeurs entières A tel que pour tout i, j = 1, . . . , n, la
somme des éléments de la ième ligne (resp. la j ème colonne) est égale a ri (resp.
sj) tel que gi ≤ ri ≤ fi (resp. gi ≤ sj ≤ fi) avec 0 ≤ aij ≤ cij . Ce (g, f)-
facteur orienté se comporte comme un flot dans un réseau qu’il construit.
Ainsi, il montre qu’un tel facteur dans un graphe G existe si et seulement si∑

i∈S

fi +
∑

i∈T,j∈T∪U

ci,j ≥
∑

i∈T

gi, pour toutes les partitions S, T, U de 1, 2, . . . , n.

Son algorithme trouve un (g, f)-facteur à partir d’un (g, f)-facteur orienté ou
montre qu’il n’existe pas. Les complexités de ces algorithmes sont en O(n3).
Notons que cette complexité est indépendante des fonctions f et g. Cepen-
dant, il est apparemment inconnu, s’il existe un algorithme polynomial qui
teste si un graphe G à tous les (g, f)-facteurs. En revanche, une intéressante
approche des (g, f)-facteurs est fournie par le concept des (g, f)-facteurs frac-
tionnels , voir par exemple [6] : considérons un graphe G sans boucle dans
lequel chaque arête a une multiplicité égale à ce. Un vecteur x = (xe) avec
|E(G)| valeurs réelles tel que : 0 ≤ xe ≤ ce et g(v) ≤ dx(v) ≤ f(v) pour tout

sommet v, où dx(v) =
∑

uv∈E(G)

xuv. Ce vecteur est appelé un (g, f)-facteur

fractionnel.
L’intéressante caractéristique de ces derniers est qu’ils peuvent être étudiés

en utilisant la théorie des flots dans les réseaux avec ses algorithmes poly-
nomiaux qui l’accompagnent. En outre, dans certains cas, ils peuvent être
transformés en des (g, f)-facteurs en nombres entiers. Nous trouvons dans [80]
une intéressante application des (g, f)-facteurs dans les graphes à l’analyse
statistique des données.
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Chapitre 4

Nombre de stabilité et les
[2, b]-facteurs pairs

4.1 Introduction

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre à l’existence des [2, b]-
facteurs pairs. Notre condition suffisante pour l’existence de tels facteurs
fait intervenir le nombre de stabilité, le degré minimum et l’entier b. Dans la
littérature, il existe peu de résultats qui implique le nombre de stabilité et les
facteurs. En effet, Neumann-Lara, Rivera-Campo [122] ont prouvé pour un
graphe G, κ-connexe et pour un entier b ≥ 2, que si α(G) ≤ 1+κ(b−1), alors
G a un arbre couvrant de degré maximum b (c-à-d, un [1, b]-facteur connexe).
Un résultat sémilaire a été fourni par Brandt [28] qui garantit l’existence

d’un [2, b]-facteur connexe dans un graphe κ-connexe si α(G) ≤ κb

2
, κ ≥ 2 et

b ≥ 2 un entier pair. D’autres résultats incluant le nombre de stabilité et le
degré minimum ont été élaborés par Kouider et Lonc [102], pour l’existence
d’un [a, b]-facteur ou d’un [a, b]-facteur connexe ou 2-connexe. Certains de
ces résultats sont liés à ceux établis par Nishimura [128].

4.2 Principaux résultats

Nous avons établi une condition suffisante pour l’existence d’un [2, b]-
facteur pair, pour les graphes κ-connexes. Cette condition inclut le nombre
de stabilité, le degré minimum du graphe ainsi que l’entier b.
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Théorème 4.2.1. [105] Soit b ≥ 6 un entier pair et soit G un graphe
κ-connexe tel que b ≤ κ et α(G) < (b − 1)(δ − 1)/5 alors G possède un
[2, b]-facteur pair.

Nous utiliserons au cours de la démonstration de notre théorème principal
le théorème de Menger qui caractérise les graphes κ-connexes ainsi que son
corollaire :

Théorème 4.2.2. (Menger [13] (1926)) Une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’un graphe simple soit κ-connexe est que l’on puisse relier deux
sommets x et y distincts par κ châınes élémentaires disjointes n’ayant deux
à deux en commun que les sommets x et y.

Ce théorème a été redécouvert par H. Whitney en 1932.

Corollaire 4.2.1. (Whitney [13](1932)) Soit G un graphe simple κ-connexe.
Soit Y = {y1, y2, . . . , yκ} un sous-ensemble de sommets tel que |Y | = κ.
Si x ∈ X − Y , il existe κ, (x, yi)-châınes élémentaires sommet-disjointes
joignant x et l’ensemble Y .

Nous utiliserons également le lemme d’extension de Whitney [13] :

Lemme 4.2.1. (Whitney [13]) Si G est un graphe κ-connexe, et G′ est obtenu
de G en ajoutant un nouveau sommet y adjacent à au moins κ sommets de
G, alors G′ est κ-connexe.

Nous utiliserons également les lemmes (4.2.3 et 4.2.4) qui sont cités comme
exercices sans preuves dans le livre de Bollobás [16](p. 84), nous introduisons
d’abord l’observation suivante :

Lemme 4.2.2. [105] Tout arbre T contient comme sous-graphe une châıne
joignant deux sommets pendants de T et qui a au plus un sommet de degré
au moins trois dans T .

Démonstration. Nous prouvons ce lemme par induction sur n, l’ordre de T .
Si n ∈ {2, 3} ; alors T = Pn ; si n = 4, T = P4 ou T = K1,3 et le lemme est
satisfait. Supposons que n > 4 et que chaque arbre T ′ d’ordre n′ < n vérifie
le lemme. Considérons alors l’arbre T , posons T ′ = T − l où l est un sommet
pendant dans T . Comme T ′ vérifie l’hypothèse d’induction ; il contient une
châıne P qui joint deux sommets pendants l1, l2 de T ′, et qui a au plus un
sommet s de degré au moins trois. Si l n’est un voisin d’aucun sommet interne
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de P , alors P est le sous-graphe désiré dans T , autrement, si l est adjacent à
li, i ∈ {1, 2}, nous considérons alors P ∪ {l}. Si l est adjacent à un sommet y
de P−{l1, l2}, nous considérons la (l, l1)-châıne (ou (l, l2)-châıne) qui contient
au plus un sommet y de degré au moins trois dans T .

Lemme 4.2.3. [105] Tout arbre T avec 2k sommets pendants, contient k
châınes arêtes-disjoints joignant des paires disjointes de sommets pendants,
et chaque châıne a au plus un sommet en commun avec les autres châınes.

Démonstration. Nous prouvons ce lemme par induction sur k. Si k = 1,
T = Pn et Pn joint deux sommets pendants. Supposons que k > 1, et que
le résultat est vrai pour tout arbre T ′ avec 2k′ sommets pendants, k′ < k.
Considérons un arbre T avec 2k sommets pendants. Il s’ensuit du lemme 4.2.2
que l’arbre T contient une châıne P qui joint deux sommets pendants et qui a
au plus un sommet y de degré au moins trois, le sommet y existe puisque T 6=
Pn. Soit T ′ = (T−P )∪y. Si dT (y) ≥ 4, l’arbre T ′ a exactement 2k−2 sommets
pendants, en appliquant l’hypothèse d’induction, il existe (k − 1) châınes
arêtes-disjoints joignant les différents sommets pendants, en rajoutant P ,
nous obtenons le résultat. Supposons que dT (y) = 3, alors T ′ a 2k−1 sommets
pendants, nous supprimons alors le sommet pendant y de l’arbre T ′ et si le
nombre de sommets pendants reste inchangé, nous supprimons le nouveau
sommet pendant crée, nous continuons ce processus jusqu’a l’obtention d’un
arbre avec 2k − 2 sommets pendants auquel nous appliquons l’hypothèse
d’induction, nous rajoutons la châıne P et nous obtenons les k châınes arêtes-
disjoints.

Lemme 4.2.4. [105] Soit G un graphe et x un sommet de G qui n’est
pas un sommet d’articulation de degré au moins 2k alors il existe k cycles
arêtes-disjoints contenant le sommet x.

Démonstration. Soit N ′(x) un sous-ensemble de 2k voisins de x. La preuve
est par induction sur k. Si k = 1, le résultat est évident.

Supposons que k ≥ 2. Comme G − x est connexe, il existe un arbre re-
couvrant de G, en particulier cet arbre couvre N ′(x).

Parmi tous les arbres de G couvrant N ′(x), nous choisissons un arbre T
avec un nombre minimum d’arêtes. Il en résulte que chaque sommet pendant
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de T est un voisin de x. Soit P une châıne de T joignant deux voisins de x, u1

et u2, construite par le lemme précédent. La châıne P a au plus un sommet
c en commun avec le graphe T

′

= {T − X(P )} ∪ c.
Si |N ′(x) ∩ P | ≥ 3 et c 6∈ N ′(x), il existe i ∈ {1, 2} et un sommet

u ∈ N ′(x) tel que P1 = P (ui, u) ne contient pas le sommet c et ne contient
aucun sommet de N ′(x) comme sommet interne. Comme la châıne P , le
sous-graphe P1 = P (ui, u) a au plus un sommet c en commun avec le graphe
T ′ = {T −X(P1)}∪c et T ′ est connexe. Si |N ′(x)∩P | = 2, soit P1 = P . Dans

tous les cas, si u, u′ sont les extrémités de P1, on obtient le cycle [u, x, u′]∪P1.
Le graphe restant G′ = {G − X(P1)} ∪ c a exactement 2k − 2 sommets de
N ′(x). Nous appliquons l’hypothèse d’induction à G′. Si u = c ∈ N ′(x), nous
considérons le graphe G′ = {G − P1} ∪ c avec N ′(x) := N ′(x) − {c, u′} ce
qui signifie, nous gardons c dans G′ sans le considérer comme élément de
N ′(x), donc G′ a exactement 2k − 2 sommets de N ′(x) et nous appliquons
l’hypothèse d’induction à G′.

4.2.1 L’existence d’un [2, b]-facteur pair

Nous exposons dans cette partie, la preuve de notre résultat principal que
nous rappelons ci-après.

THEOREME 4.2.1. [105] Soit b ≥ 6 un entier pair et soit G un graphe
κ-connexe tel que b ≤ κ et α(G) < (b − 1)(δ − 1)/5 alors G possède un
[2, b]-facteur pair.

Démonstration. Nous procédons par contradiction. Nous définissons F un
[0,b]-facteur pair. Puisque δ ≥ κ ≥ 2, F possède au moins un cycle. Nous
supposons en outre que F a un minimum de sommets isolés. Il s’ensuit d’après
la définition de F que ces sommets isolés forment une fôret. Il existe un som-
met x0 de G tel que dF (x0) = 0 et tel que x0 a au plus un sommet isolé dans
F comme voisin dans G−F alors x0 a au moins δ(G)−1 voisins dans G−F
qui ne sont pas des sommets isolés dans F .

Supposons que F contient plusieurs composantes connexes notées F1, F2, . . .
. . . , Fp. Nous définissons l’opération ϕ1 sur F comme suit (Voir figure 4.1 :
Les arêtes en pointillé sont ceux de G−F et les sommets en blanc sont ceux
dont le degré a changé aprés l’application de ϕ1) :
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Soient u, v, w des sommets de G, tel que w est non saturé par F et u, v
sont des voisins de w dans G − F et dF (w) = 2.

a. Si u et v sont adjacents dans F , nous supprimons donc l’arête uv et nous
rajoutons les arêtes de G − F , wu et wv dans F .

b. Si u et v sont joints dans F par une châıne de longueur trois ayant seule-
ment des sommets de degré au moins six, nous supprimons alors la
(u, v)-châıne et nous rajoutons dans F les arêtes wu et wv de G − F .

c. Si u et v sont des sommets non saturés dans F et qui sont adjacents dans
G − F , nous rajoutons le triangle wuv dans F .

d. Si u et v ont respectivement les voisins u′ et v′ dans F et u′ et v′ sont
adjacents dans G−F , nous supprimons alors de F les arêtes uu′ et vv′

et nous rajoutons les arêtes wu, wv et u′v′ de G − F .

Par les opérations a, b, et, d, le degré des sommets u′ et v′ dans F reste
inchangé, de même pour u′ et v′. Dans tous les cas, le degré du sommet w
augmente de deux. Par ϕ1, si un sommet est degré au moins quatre dans F ,
il reste de degré au moins quatre.
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Figure 4.1 – L’opération d’insertion ϕ1

Un sommet de degré deux dans F est dit insérable, si nous pouvons
lui appliquer l’une des opérations a, b, c, d de ϕ1. L’opération ϕ1 est dite
d’insertion. Les sommets de degré deux qu’on ne peut insérer par ϕ1 sont
dits non insérables. On applique l’opération ϕ1 et on réitère tant que c’est
possible. A l’arrêt, on a plus des sommets insérables.
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Pour tout sommet saturé s dans F , on réalise l’opération ϕ2 (Voir figure
4.2 : Les arêtes en pointillé sont ceux de G−F et les sommets en blanc sont
ceux dont le degré a changé aprés l’application de ϕ2) :

Pour tout couple de sommets (u, v) voisins de s dans F :

a. Si u et v ont un degré au moins six dans F et s’ils sont adjacents dans F ,
nous supprimons donc de F le triangle uvs.

b. Si u et v sont adjacents dans G−F , nous supprimons alors de F les arêtes
su et sv et nous rajoutons l’arête uv dans F .

Par l’application de ϕ2, le sommet s devient non saturé, les sommets u et
v conservent leur degré dans F par ϕ2(b) tandis que leur degré diminue par
ϕ2(a). Comme b ≥ 6, dans tous les cas, nous nous créons pas de sommets
de degré deux en appliquant cette opération. Nous appliquons ϕ2 et nous
réitèrons ϕ1 et ϕ2. A chaque itération, ϕ1 diminue le nombre de sommets de
degré deux et ϕ2 le laisse inchangé. Ainsi, le processus d’itération est fini.
Nous nous pouvons avoir par la suite des sommets de degré au moins six,
voisins dans F d’un sommet saturé, qui soient adjacents dans F ou dans
G − F .
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Figure 4.2 – ϕ2

Nous numérotons les voisins de x par {x1, x2, . . .}. Nous notons chaque
châıne induite de F délimitée par deux sommets u et v par P [u, v].

Cas 1. F possède au moins une composante Fi tel que |Fi| > b.
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Comme le graphe G est κ-connexe et b ≤ κ, par le théorème de Menger
4.2.2, il va exister au moins b châınes sommets-disjoints de G joignant le
sommet x0 a au moins b sommets disjoints de la composante Fi.

Soit {Fk, 1 ≤ k ≤ r} l’ensemble des différentes composantes de F . Soit
i ≤ r un entier fixé. Soit (Pj(x0, Fi))j l’ensemble des b châınes intérieurement
disjointes de x0 à Fi.

Nous appliquons d’abord les opérations suivantes aux châınes (Pj(x0, Fi))j

: Soit j, k deux entiers.

•(O1) Si une châıne Pj arrive en un point a sur une composante Fk et
quitte la composante en un point a′ tel que |Pj ∩Fk| ≥ 2, et s’il n’existe
aucune autre châıne qui utilise la composante Fk, nous modifions alors
Pj en une châıne P ′

j tel que P ′
j ∩ Fk = P [a, a′].

•(O2) Si l’une des châınes P ′ de x0 à Fk contient un sommet interne
saturé s tel que {s} = P ′

i ∩ Ft, s est nécessairement adjacent à deux
arêtes de G − F dans la châıne, nous rajoutons donc un cycle induit
minimum Ck dans Ft à la châıne et nous choisissons Ck de sorte que
tous ses somment soient de degré au moins quatre dans F si possible.

b

b

b

b

a

a
′Fk

Pj

a

a
′

P ′
j

O1

b

Ck

s

Fk

P
′

j

b

Ft

s

Fk

P
′

j

O2

Figure 4.3 – Les opérations O1 et O2.

Notons les châınes résultantes par (Pj(x0, Fi))j .

Proposition 4.2.1. Soit (Pj(x0, Fi))j l’ensemble des b châınes intérieurement
disjointes de x0 à Fi. Alors ces châınes forment avec F un ensemble d’au
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moins
b − 1

3
cycles élémentaires de G, tel que deux cycles quelconques ont au

plus un sommet en commun dans F .

Démonstration. Contractons d’abord chaque composante Fk en un sommet
fk. Soit t un entier fixé. L’union de l’ensemble des châınes (Rj(x0, Ft))j , est
dit un fibre Ft si ces châınes sont intérieurement sommet disjoint. Par induc-
tion, nous montrons le lemme suivant.

b
x0

Ft

Fk

Fl

Fi

b

b

b

b

b

x0

fk

ft

fl

fi

Contraction

b

b

Le fibreFk

x0

fk

Figure 4.4 – La formation d’un fibre

Lemme 4.2.5. Il existe Rj, une famille de b′ sous-châınes de ∪1≤j≤b′(Pj(x0, fi))j,
tel que Rj sont deux à deux intérieurement sommets disjoints et forment un
ensemble de fibres F1,F2, · · · ,Fr. En outre, chaque fibre contient au moins
deux sous-châınes sauf peut être Fi.

Démonstration. Par induction sur b′. Si b′ = 2, dans P1 ∪ P2, il existe un
cycle élémentraire contenant x0. Nous obtenons un fibre avec 2 châınes. Si
b′ = 3, si la troisième châıne P3 rencontre le fibre F1 en fr, nous obtenons le
fibre Fr de trois châınes ; sinon, P3 forme le fibre Fi.

Supposons que le lemme est vrai pour b′ = b0. Soit b′ = b0 + 1. Donc
P1, . . . ,Pb′−1 forme un ensemble de fibres comme celui décrit dans le lemme.
Considérons la châıne Pb′ [x0, fi]. Soit, elle ne rencontre aucun fibre ; donc elle
forme elle même un fibre Fi. Où bien partant de x0, Pb′ rencontre en premier
une sous-châıne R dans les fibres, soit fl le sommet en commun. Soit Fj le
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b

b

b

x0

ft

fi

Ft

b

b

b

x0

fr

ft

Ft devientFr

Figure 4.5 – Cas b′ = 2, b′ = 3.

fibre de R. Soit, Fj contient au moins 3 sous-châınes, donc on soustrait Rx0

de Fj ; R[x0, fl] ∪ Pb′ [x0, fl] forme un nouveau fibre Fl. Où bien Fj contient
au plus 2 sous-châınes, alors la construction est celle du cas b′ = 2 or 3.

b

b
R Pb′

x0

b
fi−a−

b

b

b

x0

fj

b

fi

b

Pb′

fl

R

−b−

b

b

b

b

b

x0

fj

fl

R
Pb′

−c−

Figure 4.6 – Dans a, la châıne P ′
b ne rencontre aucun fibre. Par contre, dans

b, elle recontre le fibre Fj au sommet fl, dans ce cas, nous supprimons la
sous-châıne (fl, fi), ainsi le fibre Fl remplace Fj. Dans c, nous créons le fibre
Fl et nous gardons Fj.

Considérons les fibres Fk avec exactement deux sous-châınes P1,P2. Décont-
ractons le sommet fk et soit c1 (resp. c2) l’intersection de P1 (resp. P2) et
Fk. L’union de P1,P2 et la châıne induite P [c, c′] de Fk forme un cycle dans
G. Considérons à présent les fibres Fk avec exactement trois sous-châınes.
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Nous décontractons les sommets fk et nous utilisons l’algorithme donné dans
la preuve du lemme 4.2.4 pour former des châınes arêtes-disjointes de Fk,
ayant au plus un sommet en commun. Nous remplaçons alors chaque châıne
utilisée par sa châıne induite et nous rajoutons les sous-châınes des fibres
pour former un nouveau cycle dans Fk. Comme les sous-châınes sont deux
à deux intérieurement sommets-disjoints suivant le lemme 4.2.5, ces cycles
sont deux à deux arêtes-disjoints et deux cycles quelconques ont au plus un
sommet en commun dans F . Les cyles formés alors contiennent des châınes
de F et des arêtes de G − F .

b

b

P1 P2

fk

b

b
b

Fk
Décontraction

b

b
b

bb
b

Fk

x0

Figure 4.7 – Formation d’un cycle ou plusieurs cycles arêtes-disjoints, tel
que deux cycles quelconques ont au plus un sommet en commun dans F .

Ainsi, s’il existe 2rl + kl, 0 ≤ kl ≤ 1, rl 6= 0 châınes qui arrivent sur
une composante Fk, nous définissons dans ce cas rl cycles arêtes-disjoints
contenant le sommet x0. Le nombre total de châınes qui est au moins b est

égal à

p∑

l=1

(2rl + kl) et le nombre de cycles arêtes-disjoints définis est alors

donné par

p∑

l=1

rl, nous avons 2

p∑

l=1

rl ≤ b ≤
p∑

l=1

(2rl + kl) =

p∑

l=1

2rl +

p∑

l=1

kl ≤
p∑

l=1

(2rl) + p ≤
p∑

l=1

2rl + (

p∑

l=1,l 6=i

rl) + 1 ≤ 3(

p∑

l=1

rl) + 1, alors
b − 1

3
≤

∑

l

rl ≤

b

2
, ce qui signifie que nous pouvons définir au moins ⌈b − 1

3
⌉ cycles arêtes-

disjoints contenant le sommet x0.

Nous supposons que chaque cycle Cj contient les arêtes x0xj et x0xf(j) tel
que j < f(j). Fixons un sens de parcours pour chaque cycle Cj de telle sorte
que les sommets x0, xj et xf(j) apparaissent dans cet ordre. Pour u ∈ V (Cj),
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u+(resp. u−) désigne son successeur (resp. prédecesseur), nous supposons que
les sommets de chaque cycle sont ordonnés par ≺.

Notons chaque segment de Cj délimité par deux sommets u et v par uCjv
si les sommets de u à v y compris u et v sont ordonnés dans le sens du cycle
C. Autrement, il est noté par uCjv. Un segment dans un cycle peut contenir
à la fois des arêtes de F et de G−F . Nous notons par F∩Cj le sous-graphe de
F ayant comme sommets ceux de Cj et comme arêtes ceux de E(F )∩E(Cj).

Remarque 4.2.1. Par l’opération (O2), il n’existe aucun sommet saturé s
interne à une châıne de G − F , donc, tout sommet saturé dans le cycle Cj

est adjacent à une arête de E(F ) ∩ E(Cj).

Si tout sommet dans Ci est de degré au moins quatre dans F , ou son
degré dans F ∩ Ci est au plus un, nous définissons alors l’opération de
complémentarité qui consiste à transformer toute arête de G − F en une
arête de F et inversement. Commme conséquences de cette opération, nous
avons :

Claim 4.2.1. Par l’opération de complémentarité, les sommets adjacents à
la fois à une arête de F et une autre de G − F , conservent leur degrés, le
degré de tous sommet saturé n’augmente pas. Le degré des autres sommets,
soit diminue de deux, soit augmente de deux.

Démonstration. En effet, si un sommet saturé s est interne à une châıne de
G−F , suite à la remarque 4.2.1, s est aussi adjacent a deux arêtes de F , d’où
la conservation de son degré en réalisant la complémentarité. Par contre, le
degré de tout sommet interne à une châıne de F dans Ci, diminue de deux,
alors que le degré de tout sommet non saturé interne a une châıne de G− F
augmente de deux.

Lemme 4.2.6. Pour tout entier i ≥ 1, Ci contient un sommet y tel que
dF∩Ci

(y) = dF (y) = 2.

Démonstration. Si chaque sommet de Ci est de degré au moins quatre dans
F ou son degré dans F ∩ Ci est au plus un, nous réalisons donc l’opération
de complémentarité dans Ci, il s’ensuit d’aprés le claim 4.2.1, qu’il n’y aura
pas violation de la parité des degrés des sommets du cycle. Nous introduisons
donc le sommet x0 dans le Facteur F , ce qui constitue une contradiction.

Un sommet tj dans un cycle Ci est dit pseudo-insérable (Voir figure 4.8 :
les arêtes en pointillé sont ceux de G−F ), si dCi

(tj) = dF (tj) = dF∩Ci
(tj) = 2
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et s’il existe un sommet t0j dans Ci tel que t0j ≺ tj et tel qu’il existe une châıne

Pj de tj à t0j dans laquelle tout sommet excepté tj , a un degré au moins quatre
dans F et qui vérifit l’une des conditions suivantes :

a. Pj est une arête de G−F , et si en plus, (t0j)
−tj est une arête de G−F

(c-à-d, t0j est une extrémité d’un segment de F ) alors nous supposons

que t0j est une extrémité d’un triangle Tj dont tous les sommets sont
de degré au moins quatre dans F .

b. Pj est une châıne de G de longueur deux ; Pj = tjvt0j où v 6∈ Ci, tjv

est une arête de G − F et t0jv une arête de F .

c. Pj = tjv . . . t0j est une châıne de G de longueur trois ou quatre, et

(t0j)
−t0j est une arête de G−F (c-à-d, t0j est une extrémité d’un segment

de F ) ; où tjv est une arête de G − F et t0j . . . v est une châıne de F
de longueur deux ou trois dans laquelle tout sommet interne u vérifie
u ≺ tj si u ∈ Ci .

Nous supposons que dCi
(t0j , tj) est maximum sous ces conditions.
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Figure 4.8 – La définition du sommet pseudo-insérable.

Un segment pseudo-insérable dans un cycle (resp. cycle pseudo-insérable)
est un segment (resp. un cycle) dans lequel tout sommet est soit pseudo-
insérable, soit il est de degré au moins quatre dans F ou son degré dans
F ∩ Ci est au plus un dans Ci.

Considérons un segment pseudo-insérable xiCitj, dans lequel nous définissons
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l’opération de pseudo-insertion ϕ3 comme suit :

1. Si tj est un sommet pseudo-insérable, alors nous remplaçons le segment
tjCit

0
j par

{
Pj ∪ Tj si Pj et (t0j)

−tj sont des arêtes de G − F ;
Pj sinon

a. Si chaque sommet du segment xiCitj
0 est soit de degré au moins

quatre dans F ou son degré dans F ∩ Ci est au plus un, nous ne
ferons aucun changement dans le segment.

b. Sinon, nous considèrons le sommet pseudo-insérable le plus proche
du sommet t0j , soit tk tel que tk ≺ t0j et nous réitèrons ϕ3(i).

2. Si tj n’est pas un sommet pseudo-insérable, posons t0j := tj et nous réappliquons
alors ϕ3(1) et ϕ3(b).

Dans ϕ3, considérons les châınes et triangles qui remplacent deux différents
segments t0kCitk et t0jCitj où j < k.

Claim 4.2.2. La châıne Pk (ou Pk∪Tk si un triangle est utilisé) qui remplace
t0kCitk est sommet disjoint de Pj (et Pj ∪ Tj si un triangle est utilisé) qui
remplace t0jCitj sauf peut être en t0j . Dans ce cas, t0kCitj est non élémentaire.

Démonstration. Cas 1. t0k ≺ tk ≺ t0j ≺ tj

S’il existe une intersection, alors il existe une châıne de F d’extrémités t0k
et t0j .

• Si t0k est une extrémité finale d’un segment de F ∩Ci, alors Pk ∪ Tk ne
peut intersecter Pj ∪ Tj , puisque pour chaque composante Fk, Ci ∩ Fk

n’a pas plus d’un segment, même chose pour Pk et Pj quand Pj a une
longueur supérieur à trois dans G. Nous déduisons donc que la châıne
Pj a une longueur deux.
Le sommet t0j ne peut être commun à Pk ∪ Tk et Pj , et t0k ne peut être

interne à Pj , sinon l’arête de F , t0kt
0
j contredit que t0kCit

0
j est une châıne

induite de F . D’où, l’intersection de Pk ∪Tk (resp. Pk) et Pj donne une
châıne de G de longueur deux (resp. au plus quatre), d’extrémités tj et
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t0k, ce qui contredit la maximalité de t0j .

• Sinon, Pk est de longueur deux. L’intersection donne une châıne d’extrémités
tj et t0k, de longueur deux, ce qui contredit la maximalité de t0j .

Cas 2. t0k = t0j .

Il s’ensuit que Ci n’est pas élémentaire et t0k est un sommet saturé tel
qu’un cycle C eu été rajouté à s et t0j = s qui est égal à Ci ∩ Fk′ pour un
certain k′.

Soit, Pj est de longueur au moins deux, les deux châınes se rencontrent
en dehors de Ci. Par la maximalité de t0j , nous pouvons supprimer C dans
l’insertion.

Où bien, Pj est une arête de G−F . Comme s−s ∈ E(G−F ), nécessairement
Pk a une longueur au moins deux. Pk et Pj se rencontrent seulement en s.

Il s’ensuit de l’opération de pseudo-insertion, le résultat suivant concer-
nant le segment pseudo-insérable xi . . . vq.

Lemme 4.2.7.

(a) Nous obtenons un nouveau segment xi . . . vq incluant une séquence d’arêtes
de G tel que chaque sommet du nouveau segment obtenu, qui est différent des
sommets pseudo-insérables est soit de degré au moins quatre dans F ou son
degré dans F ∩ Ci est au plus un.

(b) Pour tout entier i ≥ 1, Ci contient un sommet de degré deux dans F qui
n’est pas pseudo-insérable.

Démonstration.

(a) La preuve est par induction sur le nombre k des sommets pseudo-insérables
t1, . . . , tk utilisés par ϕ3 dans le segment xiCivq.
Il en résulte alors, l’ordre suivant : t0k ≺ tk ≺ · · · ≺ t01 ≺ t1.

Si k = 1, nous remplaçons le segment t1Cit
0
1 soit par la châıne P1 ou par

P1∪T1. Soit A le segment remplacé. Nous obtenons alors le nouveau segment
xiCiA dans lequel tout sommet est soit de degré au moins quatre dans F ou
son degré dans F ∩ Ci est au plus un.
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Supposons que l’assertion est vrai à l’ordre k − 1, vérifions l’ordre k.

Cas 1. xiCivq est élémentaire.

Il s’ensuit de la preuve du claim 4.2.2 (1ercas), que deux différentes châınes
Pi et Pj utilisées par ϕ3 sont sommet-disjoints quand Ci est élémentaire et si
la châıne Pi a une longueur trois ou quatre dans G, il s’ensuit de sa définition
qu’elle n’utilise aucun sommet de degré au moins quatre dans t1Citi ; donc,
en utilisant k − 1 pseudo-insérable sommets, nous obtenons un nouveau seg-
ment t0k−1 . . . vq dans lequel tout sommet est soit de degré au moins quatre
dans F ou son degré dans F ∩Ci est au plus un. Nous réappliquons ϕ3, nous
utilisons donc le sommet tk et nous obtenons le segment ACit

0
k−1 . . . vq où A

est soit la châıne Pk ou Pk ∪ Tk. Comme le sommet tk est pseudo-insérable,
en ajoutant A, tk sera une extrémité d’une arête de F . Le sommet t0k ainsi
que les sommets du triangle Tk s’il est utilisé, ont un degré au moins quatre
dans F , donc, nous obtenons le résultat.

Cas 2. xiCivq est non élémentaire.

Il existe un sommet saturé s interne à une châıne de G − F auquel nous
avons rajouté un cycle induit minimum Ck ⊆ Fk dans le segment xiCivq. Si
tous les sommets de Ck ont un degré au moins quatre dans F , nous ne ferons
aucun changement à Ck. Si s = t0j pour un certain j, où tj 6∈ Fk et Pj a une
longueur au moins deux dans G, alors on supprime Ck quand nous réalisons
ϕ3 et le degré du sommet s dans F ∩ Ci est un.

Ck est un cycle pseudo-insérable, et s = t0j = t0l où tl ∈ Ck pour un certain

l (Voir la preuve du claim4.2.2, 2èmecas) et Pj est une arête de G − F , ou si
s = t0l , alors nous pouvons vérifier que s n’est pas interne à une châıne de
G − F dans le nouveau segment.

(b) Considérons le cycle Ci, suivant le lemme 4.2.6, ce cycle contient au moins
un sommet non insérable.

Supposons que tout sommet dans Ci de degré deux dans F est pseudo-
insérable, nous considérons alors le sommet pseudo-insérable tk, le plus proche
de xf(i) dans le sens xf(i)Citk. Suivant la définition du sommet tk, tout som-
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met du segment tkCixf(i) est soit de degré au moins quatre dans F ou son
degré dans G − F est au plus un. Comme le segment xiCitk est pseudo-
insérable, nous appliquons l’opération ϕ3, nous obtenons un nouveau segment
suivant a., auquel nous rajoutons l’arête x0xi et le segment tkCixf(i)x0, nous
définissons un nouveau cycle C dans lequel tout sommet a un degré au moins
quatre dans F , ou son degré dans F ∩ Ci est au plus un, nous appliquons
l’opération de complémentarité à cycle. En appliquant la complémentarité
à un segment pseudo-insérable, il peut y avoir un sommet s qui peut être
perturbé deux fois selon le claim 4.2.2 (Voir 2ème cas dans la preuve), cepen-
dant le degré du sommet saturé s, reste inchangé selon le 2ème cas, puisque le
sommet s est de degré au moins un dans F ∩Ci. Nous ne pouvons créer aucun
sommet isolé. Il en résulte de la complémentarité l’insertion du sommet x0

dans le facteur F , ce qui est une contradiction.

Lors de l’application de ϕ3 simultanément à deux cycles Ci et Cj, i 6= j,
il peut exister soit un sommet ou une châıne de G qui peut être utilisée dans
ϕ3 dans les deux cycles. Si ce n’est pas le cas, nous dirons que ϕ3 s’applique
indépendamment ; ce que nous prouvons dans le lemme suivant.

Claim 4.2.3. Soient x1C1u1 et x2C2u2 deux segments pseudo-insérable sans
sommet en commun (Sauf peut être u1 = u2). Si ϕ3 ne s’applique pas indépend-
amment dans les deux segments ; alors, il existe une châıne R(t0i , t

0
j) de F

entre ces deux segments, dans laquelle tout sommet est degré au moins quatre
dans F . Si R est choisie tel que d(xi, t

0
i ) + d(xj , t

0
j) est minimum, alors il

n’existe aucune châıne de G, Q(a, b) tel que a < t0i , b < t0j entre les deux
segments.

Démonstration. Soient x0C1u1 et x0C2u2 deux segments pseudo-insérable.
Supposons qu’il existe une intersection dans les châınes utilisées par ϕ3 dans
les deux segments. Ce qui implique l’existence d’une châıne Pi (resp. Pj) dans
x1C1u1 (resp. x2C2u2) tel que Pi ∩ Pj 6= ∅.

Donc, si Pi intersecte Ci et Cj ou si Pi ∩ Pj 6= ∅ alors il existe une châıne
de F entre ces deux cycles, dans laquelle tout sommet interne est de degré
au moins quatre dans F .

Lemme 4.2.8. Soient x1C1u1 et x2C2u2 deux segments pseudo-insérable sans
sommet en commun (Sauf peut être u1 = u2). Il n’existe pas de châıne de F
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joignant ces segments, dans laquelle tout sommet est degré au moins quatre
dans F .

Démonstration. Soit P (u, v) une châıne de F entre x1C1u1 et x2C2u2, choisie
parmi toute les châınes de G entre ces segments tel que dC1(x1, u)+dC2(x2, v)
est minimum.

Puisque P (u, v) est une châıne de F , alors C1 et C2 ont respectivement
les segments P [c, c′] et P [d, d′] dans la même composante Fk de F . Il s’ensuit
que u ∈ P [c, c′] et v ∈ P [d, d′].

Cas 1. u1 6= u2.

Suivant le choix de la châıne P et le claim 4.2.3, l’opération de pseudo-
insertion ϕ3 s’applique indépendamment dans les deux segments x1C1u et
x2C2v. Nous rajoutons ensuite la châıne P . Le cycle résultant C a tout som-
met, soit de degré au moins quatre dans F ou son degré dans F ∩ Ci est au
plus un. Nous appliquons la complémentarité à C.

Donc, si u ou v est une extrémité d’un segment de F ∩ C, son degré ne
change pas. Autrement, il est interne à une châıne de F ce qui veut dire que
son degré est au moins quatre et par suite, il diminue de deux. Le sommet
x0 est introduit dans F , ce qui est une contradiction.

Cas 2. u1 = u2.
Suivant le choix des châınes dans la preuve du lemme 4.2.4, appliqué pour

les cycles qui ont des segments dans la même composante de F , nous savons
que les châınes induites P [c, c′] et P [d, d′] ont au plus un sommet en commun.

Soit [c, c′] ∩ [d, d′] = {w = u1 = u2}, le sommet w peut être voisin de x0

ou il peut exister une châıne de G de x0 à w tel que cette châıne ou l’arête
x0w appartient à un autre cycle définit dans Fk.

Si w ≺ {u, v} et si en outre w = v ou u, nous appliquons alors ϕ3

dans les segments x1C1w et x2C2w qui sont pseudo-insérables, ϕ3 s’applique
indépendamment. Nous appliquons ensuite la complémentarité au cycle ob-
tenu. Comme le sommet w est degré au moins quatre, son degré diminue de
deux et le sommet x0 s’introduit dans F ce qui est une contradiction. Nous
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déduisons que, soit u ≺ w ou v ≺ w et dans ce cas P [c, u] ∩ P [d, v] = ∅ et
nous retournons au premier cas.

Pour tout entier i ≥ 1, soit wi le premier sommet non pseudo-insérable
dans Ci. Il s’ensuit de la définition du sommet wi que pour tout sommet u
dans Ci, tel que u ≺ wi, le segment xiCiu est pseudo-insérable.

Nous déduisons du lemme précédent le résultat suivant :

Claim 4.2.4. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j. Les segments xiCiwi et
xjCjwj sont sommet disjoint.

Démonstration. Il s’ensuit de la preuve du lemme 4.2.8, Cas 2, que soit wi ≺
w ou wj ≺ w.

Lemme 4.2.9. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j. S’il existe une arête
u1u2 de G − F entre les segments xiCiwi et xjCjwj alors ∃i ∈ {1, 2} tel que
ui est saturé, uiu

+
i ∈ E(F ), et uiu

−
i ∈ E(G − F ).

Démonstration. Soit (u1, u2) une arête de G − F entre x1C1u1 et x2C2u2,
choisie parmi toutes les châınes de G entre ces segments tel que dCi

(x1, u1)+
dCj

(x2, u2) est minimum, et pour laquelle, pour tout entier i ∈ {1, 2}, ui est
non saturé, ou bien, si ui est saturé pour un certain i, alors soit uiu

+
i 6∈ E(F ),

ou uiu
−
i 6∈ E(G − F ).

Il s’ensuit du claim 4.2.4 que les segments xiCiwi et xjCjwj sont sommet
disjoint.

Considérons les segments pseudo-insérable x1C1u1 et x2C2u2. Comme il
n’existe aucune châıne de F entre ces segments selon le lemme 4.2.8, nous
pouvons alors appliquer ϕ3 qui s’applique indépendamment suivant le lemme
4.2.3, nous obtenons donc de nouveaux segments auquels nous rajoutons les
arêtes x0xi, x0xj et u1u2 de G − F , nous obtenons alors un cycle que nous
notons C. Comme les sommets ui, i ∈ {1, 2} sont soit tout les deux non
saturés, ou si l’un d’eux est saturé avec uiu

+
i 6∈ E(F ), ou uiu

−
i 6∈ E(G − F ),

nous ne pouvons avoir dans le cycle C, un sommet saturé qui soit adjacent
a deux arêtes de G − F , donc en appliquant la complémentarité, nous ne
augmentons pas le degré d’un sommet saturé dans C :
si ui est non saturé pour un certain i ; s’il a un degré au moins quatre, il
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conserve son degré si u−
i ui ∈ E(F ), sinon, son degré augmente de deux.

Si ui est saturé pour un certain i, tel que soit uiu
+
i 6∈ E(F ), ou uiu

−
i 6∈

E(G − F ), alors ui conserve son degré.
Le sommet x0 est alors rajouté au facteur F , ce qui est une contradiction.

Nous pouvons prouver de la même manière que dans le lemme précédent
le résultat suivant :

Lemme 4.2.10. Il n’existe aucune châıne de G−F de longueur au plus deux
avec un sommet interne non saturé entre wi et wj pour i 6= j.

Lemme 4.2.11. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j, wj n’est pas voisin
dans G − F à un sommet saturé s ∈ xiCiwi tel que le sommet s est une
extrémité d’un triangle T de F , dont tous les sommets sont de degré au
moins quatre dans F .

Démonstration. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j et s un sommet saturé
dans xiCiwi tel que s ∈ T , où T est un triangle de F dont tous les sommets
sont de degré au moins quatre dans F et tel que dCi

(xi, s) est minimum et
swj est choisie parmi toutes les châınes de G entre xiCis et xjCjwj tel que
dCi

(xi, s) + dCj
(xj , wj) est minimum.

Il s’ensuit du lemme 4.2.9 que le seul cas où l’arête swj existe est quand
s−s est une arête de G − F dans Cj. Nous appliquons ϕ3 aux segments
pseudo-insérable xjCjwj et xiCis. ϕ3 s’applique indépendamment suivant le
lemme 4.2.3 et le lemme 4.2.8. Nous rajoutons ensuite les arêtes swj, x0xj et
x0xi, nous obtenons alors un cycle que nous notons par C. Si T ⊂ Cj, nous
appliquons la complémentarité à C, sinon, la complémentarité sera appliqué
à C ∪ T . Dans tous les cas, les sommets s et wj conservent leur degré, et x0

est introduit dans le facteur F , ce qui est une contradiction.

Lemme 4.2.12. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j. Il n’existe pas une
châıne P = wia . . . v de G où v ∈ xjCjwj avec dF (v) ≥ 4, wia est une arête
de G−F et P (a, v) est une châıne de F dans laquelle tout sommet différent
de v n’appartient pas à xjCjwj et a un degré au moins quatre dans F .

Démonstration. Soient i, j deux entiers tel que i 6= j et v un sommet dans
xjCjwj tel que P = wia . . . v est une châıne comme celle décrite dans le
lemme, choisie parmi toutes les châınes de G entre xiCiwi et xjCjwj tel que
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dCj
(xj , v) + dCi

(xi, wi) est minimum.

Il s’ensuit du lemme 4.2.4 que les segments xjCjv et xiCiwi sont sommet
disjoint. Suivant le choix de la châıne P et le claim 4.2.3 et le lemme 4.2.8,
l’opération de pseudo-insertion ϕ3 s’applique indépendamment dans ces seg-
ments. Donc, nous appliquons ϕ3 dans xjCjv et xiCiwi.

Nous remarquons que toute châıne Pi utilisée par ϕ3 dans xiCiwi est
sommet disjoint de P , sinon il va y avoir une châıne de F entre les deux
segments ce qui est impossible par le lemme 4.2.8. Cependant, s’il existe
une châıne Pj utilisée par ϕ3 dans xjCjv qui intersecte P , ceci contredit la
définition de P . Donc, ϕ3 ne perturbe aucun sommet de P . Nous rajoutons
ensuite la châıne P et les arêtes x0xi, x0xj . Le cycle résultant C a tout sommet,
soit de degré au moins quatre dans F ou son degré dans F ∩ Ci est au plus
un. Nous appliquons la complémentarité à C. Le degré de chaque sommet de
p(a, v) excepté a, diminue de deux, a, wj conservent leur degré. Le sommet
x0 est introduit dans F ce qui est une contradiction.

Lemme 4.2.13. ∪i≥1wi est un stable de G.

Démonstration. Pour tout entier i, j tel que i 6= j, alors wi 6= wj, puisque
tout sommet wi est définit dans un cycle Ci, et les cycles Ci, i ≥ 1 sont arêtes
disjoints et les sommets wi ont un degré deux dans F . Si wi et wj sont dans
la même composante de F , ils sont à distance au moins deux. Suivant le
lemme 4.2.9 et le lemme 4.2.10, nous déduisons que wiwj n’est pas une arête
de G − F .

Pour tout sommet saturé s voisin de wi dans G − F et pour toute paire
de sommets u, v de degré au moins quatre dans F tel que s, u, v forme un
triangle T de F . Suivant le lemme 4.2.11, nous pouvons réappliquer ϕ2(a)
à T , et alors nous nous réduisons au cas où min(dF (u), dF (v)) = 2, nous
déduisons donc le résultat suivant.

Claim 4.2.5. Par la réapplication de ϕ2(a), les segments xiCiwi, i ≥ 1 res-
tent pseudo-insérables.

Démonstration. Soit s un sommet saturé adjacent à wi dans G − F et u, v
sont des sommets de degré au moins quatre dans F qui forment avec s un tri-
angle T dans F . Nous appliquons ϕ2(a) à T . Ainsi, les sommets u, v peuvent
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devenir de degré deux, mais ils ne seront pas dans ∪i≥1xiCiwi. En effet, il
s’ensuit du lemme 4.2.11, que le sommet s n’appartient pas à xjCjwj, pour
tout j 6= i. Donc, si s ∈ xiCiwi, alors wi sera pseudo-insérable, ce qui est
une contradiction. Cependant, si u ou v sont dans le cycle Ci, nous avons
nécéssairement wi ≺ u, v autrement wi sera aussi pseudo-insérable. Si u ou
v sont dans le cycle Cj, j 6= i, il s’ensuit du lemme 4.2.12 que ni u, ni v ne
sont dans xjCjwj ce qui finit la preuve.

Notons par Si (resp. Si) l’ensemble des voisins de wi dans G−F , qui sont
saturés par F (resp. non saturés par F ).

Lemme 4.2.14. Si est un stable de G de cardinalité au moins (δ−2)− 2α

b − 1
.

Démonstration. Soient u et v des sommets de Si. Si u et v sont adjacents
dans F , nous appliquons donc l’opération ϕ1(a) et s’ils sont adjacents dans
G − F , nous appliquons ϕ1(c). Dans tous les cas, nous insérons le sommet
wi, ce qui contredit sa définition.

Pour tout entier i, Si est un stable dans F , puisque s’il existe deux som-
mets de Si qui sont adjacents dans F , nous appliquons ϕ1(a), ce qui implique
l’insertion du sommet wi, ce qui est une contradiction.

Posons Li = NF (Si).

Claim 4.2.6. F [Li] = G[Li].

Démonstration. Supposons l’existence d’une arête de G − F joignant deux
sommets u, v de Li. Les sommets u, v ne peuvent être dans le voisinage d’un
même sommet à cause de l’opération ϕ2(b) appliquée, il s’ensuit qu’ils sont
dans le voisinage de deux sommets différents, nous appliquons alors ϕ1(d),
ce qui implique l’insertion du sommet wi, ce qui est une contradiction.

Nous avons Li = NF (Si), posons L4
i l’ensemble des sommets de Li qui

ont degré au moins quatre dans F .
Nous définissons également l’ensemble L2 = Li − L4

i et L′′
2 = {u ∈ L2 tel

que dF [Li](u) = 1} et L′
2 = L2 − L′′

2.

Claim 4.2.7. L′
2 est un stable de G.
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Démonstration. Il s’ensuit du claim 4.2.6 et la définition.

Soit L6
i l’ensemble des sommets de L4

i qui ont degré au moins six dans F ,
nous prouvons le résultat suivant.

Claim 4.2.8. L6
i est un stable de G.

Démonstration. Soient u et v deux sommets dans L6
i . Si u et v sont voisins du

même sommet, nous savons d’aprés l’application de l’opération ϕ2 que u et v
ne sont ni adjacents dans F , ni dans G−F . Si, cependant, u et v sont dans le
voisinage de deux sommets disjoints u′ et v′ respectivement, et si u et v sont
adjacents dans G−F , nous appliquons alors ϕ1(d), ce qui implique l’insertion
du sommet wi, ce qui est une contradiction. Si u et v sont adjacents dans F ,
nous appliquons ϕ1(b), ce qui implique également l’insertion du sommet wi,
ce qui est une contradiction.

Considérons l’ensemble Si ∪ L4
i . Par le claim 4.2.8, nous déduisons que

chaque cycle dans Si ∪ L4
i , a au moins deux sommets de degré exactement

quatre dans F .

Suivant le lemme 4.2.9, il s’ensuit qu’il peut exister un sommet saturé
s ∈ Si, voisin de wi dans G − F tel que s ∈ ∪j 6=ixjCjwj . Dans ce cas,
s−s ∈ E(G−F ), s+s ∈ E(F ) et s n’est pas une extrémité d’un triangle dont
tous les sommets sont de degré au moins quatre dans F suivant le lemme
4.2.11. Si j = i, comme le sommet wi n’est pas pseudo-insérable, il peut
exister un sommet s ∈ xiCiwi ∩ Si tel que s−s ∈ E(G − F ) et s n’est pas
une extrémité d’un triangle dans lequel tout sommet est degré au moins
quatre dans F . Posons S0 l’ensemble de tels sommets s dans ∪j 6=1xjCjwj et
S+

0 l’ensemble des successeurs de tout sommet de S0. Il est clair que S+
0 ⊂ Li.

Remarque 4.2.2. Il ne peut exister un cycle C ⊂ Si ∪ L4
i qui contient deux

sommets s1, s2 de xiCiwi∩S0, car dans ce cas s−1 s1 et s−2 s2 sont dans G−F .

Cependant un cycle C ⊂ Si ∪ L4
i peut contenir un sommet s1 dans

xiCiwi ∩ S0 et un sommet s2 de Si ∩ Ci tel que wi ≺ s2, mais dans ce cas il
existe au plus un tel couple (s1, s2) selon la remarque ci-dessus. Considérons
l’ensemble S ′

i = Si − {s1} au lieu de Si.

99



Nous éliminons un par un chaque cycle dans S ′
i ∪ L4

i et nous obtenons.

Claim 4.2.9. En éliminant un par un chaque cycle dans S ′
i∪L4

i , les segments
xjCjwj, j ≥ 1 restent pseudo-insérables.

Démonstration. Eliminons un par un, chaque cycle dans S ′
i ∪ L4

i .
Supposons l’existence d’un cycle C ⊂ S ′

i ∪ L4
i qui contient soit le som-

met s ∈ S0 ou s+ (Ce qui signifie que nous pouvons perturber un som-
met de xjCjwj quand nous supprimons ce cycle). Supposons en premier que
s ∈ C ∩ xiCiwi. Sans perte de généralité, nous supposons également que
s+ ∈ C. Comme le sommet s n’est pas une extrémité d’un triangle dans F
ayant des sommets de degré au moins quatre dans F , donc il existe un som-
met l0 ∈ (S ′

i ∪L4
i )∩C, tel que l0 est adjacent à s+ et non adjacent à s. Donc,

l0 6∈ S0 selon la remarque 4.2.2 et l0 6∈ xjCjwj, j 6= i selon le lemme 4.2.8.
Comme l0 est à une distance au plus deux de wi, alors l0 6∈ xiCiwi, sinon
wi est pseudo-insérable. Donc, la châıne de G contenant le sommet l0 et qui
joint wi et s a une longueur trois ou quatre ce qui implique que le sommet
wi est pseudo-insérable, ce qui est une contradiction.

Si le sommet s est dans xjCjwj, j 6= i. Sans perte de généralité, nous
supposons que les deux sommets s, s+ are in C.

Comme s n’est pas une extrémité d’un triangle de F , il va y exiter un
sommet l1 ∈ C ∪ (L4

i ∪ S ′
i) tel que l1 est adjacent à s+ et non adjacent à

s. Le sommet l1 6∈ xjCjwj , par le lemme 4.2.9 et le lemme 4.2.12 et l1 6∈
xj′Cj′wj′, j

′ 6= j par le lemme 4.2.8. Tout sommet interne à la châıne de G de
longueur au plus deux qui joint wi à l1 est externe à ∪j 6=1xjCjwj (Le même
aurgument que celui pour l1). Nous obtenons donc une châıne de G entre wi

et s+ de longueur trois, ce qui contredit le lemme 4.2.12.

Il s’ensuit du lemme précédent, le résultat suivant.

Claim 4.2.10. S ′
i ∪ L4

i est une fôret dans F .

Nous avons eG(S ′
i, L

4
i ) ≤ |S ′

i| + |L4
i | puisque S ′

i ∪ L4
i est une fôret et

nous avons aussi eG(S ′
i, L2) ≤ 2|L′

2| + |L′′
2|. D’où, eG(S ′

i, Li) = eG(S ′
i, L

4
i ) +

eG(S ′
i, L2) ≤ |S ′

i| + |L4
i | + 2|L′

2| + |L′′
2|.
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Comme eG(S ′
i, Li) = b|S ′

i| ≤ |S ′
i|+ |L4

i |+2|L′
2|+ |L′′

2|, nous déduisons que
(b − 1)|S ′

i| ≤ |L4
i | + 2|L′

2| + |L′′
2|.

D’autre part, nous avons α(G) ≥ α(F [Li]) ≥ α(F [L4
i ∪ L′′

2]) + |L′
2| ≥

|L4
i | + |L′′

2|
2

+ |L′
2| ce qui implique que

2α(G) ≥ |L4
i | + 2|L′

2| + |L′′
2| ≥ (b − 1)|S ′

i|. D’où, |S ′
i| ≤

2

b − 1
α(G).

Donc, |Si| ≤
2

b − 1
α(G) + 1 et par suite |Si| ≥ δ − 1 − 2α(G)

b − 1
.

Lemme 4.2.15.
⋃

i≥1

Si est un stable de G.

Démonstration. Il s’ensuit du lemme 4.2.13 et 4.2.10 que pour tout entier
i 6= j, wiwj ne peut être une arê

te de G − F et que pour tout entier i, j tel que i 6= j, Si ∩ Sj = ∅.

Suivant le lemme 4.2.13 et 4.2.14,
⋃

i≥1

Si est un stable de G de cardinalité

au moins
b − 1

3
(δ−1− 2α(G)

b − 1
). Nous avons

b − 1

3
(δ−1− 2α(G)

b − 1
) > α(G) ⇔

δ − 1 >
5α(G)

(b − 1)
⇔ α(G) <

(b − 1)(δ − 1)

5
.

Cas 2. Toutes les composantes Fi de F ont au plus b sommets.

Ceci signifie que le facteur F n’a aucun sommet saturé. Considérons alors
un sous-ensemble de k sommets voisins de x0, X0 = {x1, . . . , xk}, comme
conséquence du théorème de Menger et le lemme d’expansion de Whitney
dans [155], il existe ⌊k/2⌋ châınes sommet-disjoint entre un sous-ensemble
de ⌊k/2⌋ sommets de X0 et son complément dans X0. Nous pouvons donc
former ⌊k/2⌋ cycles sommet-disjoints qui ont uniquement le sommet x0 en
commun. Nous remarquons que tels cycles ne peuvent contenir uniquement
des arêtes de G − F , autrement le sommet x0 sera dans le facteur F en ra-
joutons les arêtes du cycle dans F puisque F n’a pas de sommets saturés,
ce qui est une contradiction. Nous notons ces cycles par C1, . . . , C⌊k/2⌋, nous
fixons une orientation pour chaque cycle Ci tel que les sommets x0, xi ap-
paraissent dans cet ordre et nous retournons au premier cas, nous prouvons
de la même manière comme dans le lemme 4.2.6 et le lemme 4.2.7 que tout
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cycle Ci contient un sommet non insérable wi, nous considérons alors l’en-
semble des voisins de wi, qui ne sont pas saturés dans F que nous notons
par Si, et nous prouvons de la même manière que dans le lemme 4.2.15 que⋃

i≥1

Si est un stable de G avec une cardinalité au moins ⌊k/2⌋(δ− 2). Comme

α(G) <
(b − 1)(δ − 1)

5
≤ (k − 1)(δ − 1)

5
< ⌊k/2⌋(δ − 2) il existe donc une

contradiction.

Nous jugeons utile aprés cette longue démonstration, d’introduire un bref
résumé de notre preuve.

La preuve est par contradiction. Nous supposons que F est un [0, b]-
facteur ayant un minimum de sommets isolés et nous choisissons un sommet
isolé x0 ∈ F tel qu’il ait au plus un sommet isolé dans F comme voisin dans
G−F . Ce qui signifie que x0 a au moins δ−1 voisins dans G−F . Nous sup-
posons que F consiste en plusieurs composantes notés : F1, F2, . . . , Fp puis
nous procédons comme suit :

Nous commençons par insérer les sommets de degré 2 dans F (Voir
l’opération ϕ1, page 82 et la figure 4.1) et nous considérons :

1er cas : G a au moins une composante Fi tel que |Fi| > b.

Nous appliquons ici le lemme de Menger qui nous assure l’existence d’au
moins b châınes sommets disjoints allant de x0 à Fi puisque G est κ-connexe
et b ≤ κ. Nous modifions les châınes qui arrivent sur Fi par les opérations
O1, O2 (Voir page 84) de telle sorte qu’elles soient constituées alternativement
de châınes de F et de G − F . Par suite :

1. Nous montrons que nous pouvons construire avec ces châınes au moins
b − 1

3
cycles élémentaires de G, tel que deux cycles quelconques ont au

plus un sommet en commun.

2. Nous introduisons la notion de sommet pseudo-insérable qui est un
sommet de degré 2 dans F vérifiant certaines propriétés. (Voir page 88
et figure 4.8) et nous montrons que dans chaque cycle défini dans 1., il
existe un sommet wi de degré 2 dans F qui ne soit pas pseudo-insérable.
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3. Nous montrons que ∪i≥1wi est un ensemble indépendant dans G.

4. Nous considérons Si l’ensemble des voisins de wi dans G − F qui ne
sont pas saturés par F :

(a) Nous montrons que Si est un ensemble indépendant dans G de

cardinalité au moins (δ − 1) − 2α

b − 1
.

(b) ∪i≥1Si est un ensemble indépendant dans G de cardinalité au

moins
b − 1

3
(δ − 1 − 2α

b − 1
). Cette valeur est supérieure à α(G),

ce qui signifie que nous sommes arrivé à construire un stable de
taille plus grande que α(G), ce qui constitue une contradiction.

2ème cas, Toutes les composantes Fi de F ont au plus b sommets.

Nous construisons ⌊κ

2
⌋ cycles sommets disjoints qui n’ont que le som-

met x0 en commun et nous réappliquons les points 2 à 4, nous arriverons à

construire un stable qui soit de cardinalité au moins ⌊κ

2
⌋(δ − 2) qui est plus

grande que α(G).
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Chapitre 5

Généralisation à un [a, b]-facteur
pair

5.1 Introduction

Comme vu dans le chapitre 3, section 3.5, Lovàsz [113] caractérisa les
graphes ayant un [g, f ]-facteur pair et a fortiori un [a, b]-facteur pair. Rap-
pelons cette caractérisation.

Théorème 5.1.1. (Lovász [114], (1972)) Soit G un graphe et soit a et b ≥ 2
deux entiers pairs. Alors, G a un [a, b]-facteur pair si et seulement si pour
toute paire de sous-ensemble disjoints X et Y de V (G), nous avons

∑

y∈Y

dG(y) − a|Y | + b|X| − h(X, Y ) − e(X, Y ) ≥ 0,

où h(X, Y ) désigne le nombre de composantes C de G − (X ∪ Y ) telles que

e(C, Y ) ≡ 1(mod2).

Posons τ(X, Y ) =
∑

y∈Y

dG(y) − a|Y | + b|X| − h(X, Y ) − e(X, Y ).

En utilisant la contraposée de la condition suffisante du théorème 5.1.1
i.e., en supposant que le graphe G n’a pas un [a, b]-facteur, il en résulte
l’existence de deux sous-ensembles X, Y de V (G) pour lesquels τ(X, Y ) <
0. Cette piste de recherche fut explorée par plusieurs auteurs et a permis
l’élaboration d’un nombre important de résultats. Nous empruntons donc ce
chemin pour améliorer notre résultat établi dans le chapitre précédent.
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5.2 Existence d’un [a, b]-facteur pair

Kouider et Lonc [102] ont établi une condition suffisante pour l’existence
d’un [a, b]-facteur dans un graphe, moyennant le nombre de stabilité et le
degré minimum ainsi que l’entier a comme suit.

Théorème 5.2.1. (Kouider et Lonc [102]) Soit b ≥ a+1 et soit G un graphe

avec un degré minimum δ(G). Si α(G) ≤
{

4b(δ(G) − a + 1))/(a + 1)2, pour a impair ;
4b(δ(G) − a + 1)/a(a + 2), pour a pair.

alors G a un [a, b]-facteur.

Soient a, b deux entiers. Nous introduisons ci-dessous un exemple d’un
graphe satisfaisant la condition du théorème ci-dessus, qui a un [a, b]-facteur
mais n’a aucun [a, b]-facteur pair.

Exemple 5.2.1. (Voir figure 5.1)
Soit t et p, deux entiers tel que t = 2p + 1. Soient a = 2p, b = (2p + 2)3.

Nous considérons t+1 graphes complets disjoints, G1, ..., Gt : t copies de K2p

et une copie de Kb. En outre, nous supposons l’existence de deux sommets
externes u et v. Pour tout i ≤ t, soit yi un sommet fixé de Gi. Le sommet
v est adjacent aux sommets yi, i ≤ t, le sommet u est adjacent à V (Gi) − yi

pour tout i.

Le graphe G que nous obtenons a un degré minimum 2p. α(G) = t + 2 =

2p+3. Ainsi d’aprés le théorème 5.2.1, α(G) = 2p+3 ≤ 4b(δ(G) − a + 1)

a(a + 2)
=

(2p + 2)3

p(p + 1)
. Cette inéquation est équivalente à 6p2 + 13p + 8 ≥ 0, ce qui est

toujours vrai. Ainsi, la condition du théorème précédent est satisfaite et par
suite, G admet un [a, b]-facteur. Cependant, G n’a aucun [a, b]-facteur pair
F , autrement, nous aurons dF (v) = t et t est impair.

L’existence d’un facteur pair avec des degrés bornés par les constantes
a, b est caractérisé pour les graphes bipartis complets par M. Kouider et P.
D. Vestergaard [108] de la manière suivante.

Théorème 5.2.2. (Kouider et Vestergaard [108]) Pour 3 ≤ p ≤ q soit Kp,q

un graphe biparti complet et soit b ≥ 2 un entier pair. Alors le graphe Kp,q a

un [2, b]-facteur pair si et seulement si q ≤ b

2
p.
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b

K2p

y1

v u

b

K2p

y2

yt

bb

2p − 1

b

K2p

K
(2p+2)3

Figure 5.1 – Ce graphe a un [a, b]-facteur mais n’a aucun [a, b]-facteur pair.

Il s’ensuit de ce théorème que le graphe biparti complet G = Kp,q a un

[2, b]-facteur pair si et seulement si α(G) ≤ b

2
δ(G).

Nous généralisons le résultat obtenu dans le chapitre 4, théorème 4.2.1 à
l’existence d’un facteur pair dont les degrés sont compris entre a et b où a
est un entier pair ≥ 2, comme suit.

Théorème 5.2.3. [106] Soient a, b deux entiers pairs et soit G un graphe

2-arête connexe tels que δ(G) ≥ 2a et α(G) ≤ 4b(δ(G) − a)

(a + 1)2
, alors G contient

un [a, b]-facteur pair.

Ce théorème constitue une généralisation du théorème 4.2.1, car sous les

conditions du théorème 5.2.3, nous avons
(b − 1)(δ(G) − 1)

5
<

4b(δ(G) − a)

(a + 1)2

dans le cas où a = 2. En fait, cette inégalité est équivalente à 9(−b− δ(G) +
1) < b(11δ(G) − 40), ce qui est toujours vrai sachant que δ(G) ≥ 2a ≥ 4.
En outre le théorème 5.2.3 traite l’existence d’un [a, b]-facteur dans le cas où
a > 2. Nous prouvons donc cette généralisation.

Démonstration. Nous prouvons ce théorème par contradiction. Supposons
que G ne contient aucun [a, b]-facteur pair. Il en résulte du théorème 5.1.1
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de Lovàsz, qu’il existe une paire ordonnée X, Y de sous-ensembles disjoints
de V (G) pour laquelle

τ(X, Y ) =
∑

y∈Y

dG−X(y) − a|Y | + b|X| − h(X, Y ) < 0. (∗)

Claim 5.2.1. Y 6= ∅.

Démonstration. Si |Y | = 0, alors τ(X, ∅) = b|X| < 0, ce qui est impossible.

Claim 5.2.2. X 6= ∅.

Démonstration. Si |X| = 0, il s’ensuit de (∗) que

τ(∅, Y ) =
∑

y∈Y

dG(y) − a|Y | − h(∅, Y ) < 0.

Nous avons
2a|Y | ≤ δ(G)|Y | ≤

∑

y∈Y

dG(y). (5.1)

D’autre part, comme G est un graphe 2-arête connexe, alors

2h(∅, Y ) ≤
∑

y∈Y

dG(y). (5.2)

Nous déduisons des équations (5.1) et (5.2), que :

2
∑

y∈Y

dG(y) ≥ 2a|Y | + 2h(∅, Y ).

Ce qui implique que

∑

y∈Y

dG(y) − a|Y | − h(∅, Y ) ≥ 0,

ceci est équivalent à τ(∅, Y ) ≥ 0. Nous obtenons alors une contradiction
avec (∗).

Claim 5.2.3. |Y | >
b

a
|X|.
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Démonstration. Nous avons

h(X, Y ) ≤
∑

y∈Y

dG−X(y) < a|Y | − b|X| + h(X, Y ).

Ceci implique que a|Y | − b|X| > 0, d’où le résultat.

Nous proposons la partition suivante de Y : soit x1 un sommet de Y tel
que d(x1) = min

x∈G[Y ]
d(x) et soit N1 = NG[x1] ∩ Y et Y1 = Y . Pour i ≥ 2, si

Y −
⋃

1≤j<i

Nj 6= ∅, soit Yi = Y −
⋃

1≤j<i

Nj. Nous choisissons alors le sommet xi

dans Yi tel que d(xi) = min
x∈G[Yi]

d(x) et Ni = NG[xi] ∩ Yi.

Nous poursuivons ce processus, nous obtenons au rang i = r + 1, Ni = ∅.
Il en résulte de cette définition que l’ensemble {x1, . . . , xr} est un ensemble
indépendant dans G.

Comme Y 6= ∅ alors r ≥ 1. Soit |Ni| = ni ; nous avons |Y | =

r∑

i=1

ni et

nous obtenons :

∑

y∈Y

dG−X(y) ≥
∑

y∈Y

dY (y)+h(X, Y ) ≥ h(X, Y )+

r∑

i=1

∑

y∈Ni

dYi
(y) ≥ h(X, Y )+

r∑

i=1

ni(ni−1).

(5.3)
Il s’ensuit des équations (∗) et (5.3), que

h(X, Y )+

r∑

i=1

[ni(ni−1)−ani] ≤
∑

y∈Y

dG−X(y)−a|Y | < h(X, Y )−b|X|. (5.4)

Nous vérifions aisément que la fonction f(ni) = n2
i − (1+a)ni atteint son

minimum au point n1 =
1 + a

2
donc f(ni) ≥ f(

1 + a

2
). D’où,

h(X, Y ) +
−(1 + a)2r

4
≤

∑

y∈Y

dG−X(y) − a|Y | < h(X, Y ) − b|X|. (5.5)
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D’autre part, nous avons

α(G) ≥ α(G[Y ]) ≥ r. (5.6)

Prouvons d’abord le résultat suivant.

Claim 5.2.4. |X| < δ(G) − a.

Démonstration. Supposons que |X| ≥ δ(G) − a. Suivant les équations (5.5)
et (5.6), nous déduisons que

b|X| <
(1 + a)2r

4
≤ (1 + a)2α(G)

4
,

alors,

b(δ(G) − a) ≤ b|X| <
(1 + a)2

4
α(G).

Donc α(G) >
4b(δ(G) − a)

(1 + a)2
, ce qui est une contradiction.

Nous déduisons de (∗) que

(δ(G) − |X| − a)|Y | ≤
∑

y∈Y

dG−X(y) − a|Y | < −b|X| + h(X, Y ). (5.7)

D’aprés le claim 5.2.4 et l’équation (5.7), comme |X| < δ(G) − a, alors

|Y | <
−b|X| + h(X, Y )

δ(G) − |X| − a
.

Puisque h(X, Y ) ≤ α(G), nous obtenons

|Y | <
−b|X| + 4b(δ(G)−a)

(a+1)2

δ(G) − |X| − a
.

Nous déduisons que

|Y | <
4b

(a + 1)2
(1 − ((a + 1)2 − 4)|X|

4(δ(G) − |X| − a)
) <

4b

(a + 1)2
.
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Par le claim 5.2.3, nous avons

|X| <
a

b
|Y | <

4a

(a + 1)2
< 1,

ce qui implique que |X| = 0 et contredit le claim 5.2.2. Ce qui achève la
preuve du théorème.

Dans le théorème 5.2.3, il est nécessaire d’exiger que G soit un graphe
2-arête connexe comme il est montré dans l’exemple suivant.

Exemple 5.2.2. Soient a, b, δ, t quatre entiers tels que les entiers a et b sont
des entiers pairs différents de zéro, δ ≥ a2, b ≥ (a + 1)2, et a ≤ δ ≤ t ≤
4(δ − a). Considérons t copies disjointes d’un graphe complet Kt+1, et x0 un
sommet ayant exactement un voisin dans chaque copie.

Nous obtenons dans le graphe résultant G, d(x0) = t. Le graphe G n’a
aucun [a, b]-facteur pair, puisque si un tel facteur F existe, F aura au moins a
composantes de F −{x0}, chacune a exactement un sommet de degré impair.

b

Kt+1

b by1 y2 yt

x0

Kt+1

b

Kt+1

Figure 5.2 – Ce graphe G n’au aucun [a, b]-facteur pair. G n’est pas 2-arête
connexe.
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Conclusion

Deux axes importants de la théorie des graphes ont été abordés au cours
de cette thèse, il s’agit essentiellement de la domination et des facteurs.

Dans une première partie, nous nous sommes intéressés à deux invariants
de graphes liés à la domination ; il s’agit du nombre domatique et du nombre
domatique total que nous avons étudié sur une classe particulière qui est
le graphe 2-section de l’hypergraphe d’un poset P , noté G(P ). Nous avons
donné des valeurs exactes et des bornes de ces deux nombres lorsque P est
la somme directe ou linéaire ou le produit cartésien de deux autres posets.

Essayer d’exploiter d’autres opérations sur les posets ou d’utiliser d’autres
invariants de graphes s’avère intéressant sur cette classe de graphe peu étudiée.

Notre travail essentiel est basé sur l’étude du nombre domatique et du
nombre domatique total dans le graphe 2-section du sous-poset induit par
l’union des niveaux consécutifs Nl, ..., Nu du produit cartésien de deux châınes
Cn1 ×Cn2 , où l, u sont deux entiers tels que 1 ≤ l ≤ u ≤ n1 +n2. Si l ≥ n1 ou
u ≤ n2, des valeurs exactes pour ces deux invariants sont données. Pour le
cas complémentaire, une partition domatique maximum est exhibée, ce qui
donne une valeur exacte pour le nombre domatique en fonction de l, u, n1 et
n2.

Nous avons montré la NP-complétude du problème de la partition do-
matique totale maximum dt(G) ≥ k dans cette classe de graphe.

La seconde partie de cette thèse concerne l’étude des facteurs pairs dans
les graphes. Grâce à une preuve constructive, nous avons établi une condition
suffisante pour l’existence d’un [2, b]-facteur pair dans un graphe κ-connexe,
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moyennant le nombre de stabilité et le degré minimum du graphe. Rappelons
que dans la littérature, il existe peu de résultats qui impliquent le nombre de
stabilité. Une généralisation du résultat élaboré à un [a,b]-facteur pair dans
un graphe 2-arête connexe est donnée en fonction des mêmes paramètres avec
l’entier pair a.

Essayer d’impliquer d’autres paramètres pour l’existence d’un [a, b]-facteur
pair, autres que ceux trouvés dans la littérature, comme ceux relatifs à la do-
mination peut être fructueux.

Du fait que les [a, b]-facteurs constituent une généralisation d’un k-facteur,
il serait intéressant d’essayer de voir l’impact des résultats sur les k-facteurs
(k pair) pour l’existence des [a, b]-facteurs pairs. Il est également intéressant
de voir les conjectures établies par les auteurs pour améliorer davantage les
résultats trouvés.
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[142] Sumner, D., On Tutte’s factorization theorem, Graphs and Combinato-
rics (Proc. Capital Conf., George Washington University, Washington,
DC, 1973), vol. 406, Springer, Berlin, (1974) 350-355.

[143] Sumner, D., 1-factors and anti-factor sets, J. London Math. Soc. 13
(1976) 351-359.

[144] Thomassen, C., A remark on the factor theorems of Lovász and Tutte,
J. Graph Theory 5 (1981) 441-442.

[145] Topp, J., P.D. Vestergaard, Odd factors of a graph, Graphs and Com-
bin. 9 (1993) 371-381.

[146] Tutte, W. T., Graph factors, Combinatorica 1 (1981) 70-97.

[147] Tutte, W. T., The factorization of linear graphs, J. London Math. Soc.
22 (1947) 107-111.

[148] Tutte, W. T., The factors of graphs, Canad. J. Math.4 (1952) 314-328.

[149] Tutte, W. T., A short proof of the factor theorem for finite graphs,
Can. J. Math., 6, (1954) 347-352 reprinted in Selected Papers of W.T.
TutteEd. D. McCarthy and R.G Stanton, Charles Babbage Research
Center, Canada, 1979.

[150] Vazirani, V., A theory of alternating paths and blossoms for proving

correctenss of the O
√

V E general graph maximum matching algorithm,
Combinatorica 14 (1994) 71-109.

[151] Vestergaard, P. D., B. Zelinka, Cut-vertices and Domination in Graphs,
Mathematica Bohemica, No 2, 120 (1995), 135-143.

122



[152] Voigt, B., I. Wegener. A remark on minimal polynomials of Boolean
functions, In E. Borger, H. Kleine Buning, and M. M. Richter, editors,
CLS 88 Proc. 2nd Workshop Computer, Science, logic, Duisburg 1988,
vol. 385 of lecture Notes in Comput. Sci., 372-383, Springer-Verlag,
Berlin, New York (1989).

[153] Volkmann, L., Regular graphs, regular factors, and the impact of Pe-
tersen’s theorems, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein. 97 (1995) 19-42.

[154] Yaglom, A. M., I. M. Yaglom, Challenging mathematical problems with
elementary solutions. In Volume 1 : Combinatorial Analysis and Pro-
bability Theory. San Francisco, (1964). Holden-Day.

[155] West, D. B., Introduction to Graph Theory, Prentice-Hall, Inc. (1996).

[156] Xiong, L., M. Lu, L. Han, The structure of even factors in claw-free
graphs, Discrete Mathematics 309 (2009) 2417-2423.

[157] Zelinka, B., Domatic numbers of cube graphs, Math. Slovaca 32, No.2,
(1982) 117-119.

[158] Zelinka, B., Domatic number and bichromaticity of a graph, Graph
Theory Lagow, Lecture Notes in Mathematics, Springer, Berlin, vol.
1018 (1983) 278-285.

[159] Zelinka, B., Domatic number and degrees of vertices of a graph. Math.
Slovaca 33, No.2, (1983) 145-147.

[160] Zelinka, B., Total domatic number and degrees of vertices of a graph.
Math Slovaca 39, No.1, (1989) 7-11.

[161] Zelinka, B., Connected domatic number of a graph. Math. Slovaca 36,
No.4, (1986) 387-392.

[162] Zelinka, B., Domatic number of a graph and its variants (extended abs-
tract). Fourth Czechoslovakian Symposium on Combinatorics, Graphs
and Complexity, Elsevier Science Publishers, (ed. J.Nešetřil and M.
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[167] Zelinka, B., Regular totally domatically full graphs, discrete mathema-
tics 86 (1990) 71-79 .

[168] Zelinka, B., Bichromaticity and domatic number of a bipartite graph.
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