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Introduction générale

Origine du probléme

En théorie de la diffraction des ondes électromagnétiques ou bien acoustiques,

la géométrie de l'obstacle joue un roéle trés important. Dans la majorité des
cas, cette géométrie comporte des parties minces par rapport aux autres. Ces
derniéres peuvent étre des fentes (voir par exemple [31, 33, 35]), ou bien des
couches minces couvrant 1'obstacle (voir par exemple [12, 14, 49, 58]) auxquelles
nous nous intéresserons dans cette thése.
Du point de vue mathématique, la résolution numérique des problémes & couches
minces fait apparaitre des instabilités liées a la nature du domaine. Cette
difficulté provient de la discrétisation & 1’échelle de 1’épaisseur de la partie
fine de l'obstacle. Plus précisément, le maillage contient un nombre trés grand
d’éléments, ce qui conduit a des calculs longs et peu précis. L’'idée adoptée pour
surmonter cette difficulté est de remplacer le probléme initial par un probléme
équivalent ou bien approché qui ne fait plus intervenir de couche mince. Voir
Figure 1.

Domaine extérieur

Qewt

Source .
électromagnétique

1‘\5

Domaine intérieur

FIGURE 1 — Modéle de diffraction d’une onde électromagnétique complet et mo-
déle de diffraction avec une condition d’impédance.

Le modéle de diffraction complet est donné & ’aide du probléme de transmis-
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sion (défini sur QU Q°, Figure 1)

Equations dans le domaine extérieur (¢*
Equations dans la couche mince 2°

(PT) < Conditions de transmission sur I'
Condition aux limites sur I'?
Condition de radiation & I'infini.

Le nouveau modéle de diffraction équivalent ou bien approché (défini sur Q¢
Figure 1) permet de remplacer les équations définies dans la couche mince, ainsi
que les conditions de transmission sur I' et les conditions aux limites sur I'° par
une condition dite condition d’impédance. Le nouveau probléme de diffraction
s’écrit alors

Equations dans le domaine extérieur Q¢
(PI) < Condition d’'impédance sur I'
Condition de radiation a I'infini.

La condition d’impédance dépend fortement du parameétre 6 qui représente ’épais-
seur de la couche mince. Elle modélise 'effet de la couche mince sur le domaine
extérieur. En plus, elle est donnée par l'intermédiaire d'un opérateur surfacique
généralement non-local ' et non explicite, dit : opérateur d’impédance, ou opéra-
teur de Steklov-Poincaré, ou opérateur de Calderon, ou bien condition de Leon-
tovich... En acoustique, ce dernier couple la pression a sa dérivée normale. En
électromagnétisme, il couple les composantes tangentielles du champ électrique
aux composantes tangentielles du champ magnétique.

La condition d’impédance représente aussi le lien entre les données de Cauchy sur
I' pour la solution du probléme sur la couche mince

Equations dans la couche mince Q?
(Q){ Condition aux limites sur I"°
Une donnée de Cauchy fixée sur I.

La résolution de ce probléme permet le calcul de I'autre donnée de Cauchy. Les
conditions de transmission qui sont données par la continuité des données de
Cauchy sur I' permettent alors la construction de la condition d’impédance.

Généralement, nous ne savons pas résoudre exactement le probléme (Q).
Dans ce cas, nous nous contentons de trouver une condition d’impédance
approchée par des techniques d’analyse asymptotique et, nous résolvons un
probléme d’impédance approché (PI)*, dont la solution est proche de celle du
probléme initial. C’est dans ce sens que nous parlons de probléme de diffraction
approché. Pour des géométries particuliéres (les cas plan et sphérique) une condi-
tion d’impédance exacte est obtenue par des techniques d’analyse de Fourier

1. Un opérateur est dit non-local s’il augmente le support des fonction auxquelles il est
appliqué.
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[24], ou bien par les méthodes de séparation de variables et les fonctions spéciales.

Les champs d’application sont nombreux. Nous en citons, non exclusivement,
quelques uns

* en biologie : nous avons par exemple les travaux de Péron, Poignard, Dular,
Duruflé et d’autres [18, 46, 47, 49, 50], ou ils se sont intéressés a I’étude
des champs électromagnétiques dans une cellule biologique plongée dans un
milieu ambiant. La cellule est composée d'un cytoplasme entouré d’une fine
membrane. L’étude de ce type de probléme est de grande importance en
médecine. Notamment, en diagnostique (imagerie médicale) et en oncologie
(les traitements par électrochimiothérapie).

* systéme de I'élasticité : corps élastique recouvert d'une coque mince de
caractéristiques physiques différentes, voir Lemrabet et Abdalaoui [1].

* problémes inverses : une condition d’impédance sert a diminuer le nombre
d’inconnues, cela revient au fait que nous pouvons passer d’'un modéle volu-
mique & un modéle surfacique. Cela aide aussi & diminuer le caractére mal
posé du probléme. Voir par exemple Haddar et Chaulet [11, 14].

* en industrie : les applications en détection d’objets enfouis, la furtivité
radar, les télécommunications et d’autres... ont inspiré la majorité des
travaux effectués sur les domaines & couches minces. La littérature au
sujet de ce phénomeéne est abondante. Nous pouvons citer par exemple
3, 8,9, 17, 27, 30, 48, 52, 53|).

A la charniére des dix-neuviéme et vingtiéme siécles, la condition d’impédance
a été introduite pour des raisons liées a l'ingénierie électrique [59]. Dans les an-
nées 40 du siécle passé, Leontovich a introduit pour la premiére fois la forme
que nous connaissons aujourd’hui pour la condition d’impédance [39, 40]. Son
objectif était de modéliser la pénétration d’une onde dans un obstacle métallique
imparfaitement conducteur. Par la suite, il a été démontré que cette condition
modélise d’autres situations, telles qu'un conducteur parfait recouvert par une
couche mince de diélectrique (voir par exemple [17, 27, 30]), ou bien un conduc-
teur parfait avec une surface rugueuse (nous pouvons citer [28, 55]).

Quelques apercus bibliographiques pour le systéme
de Maxwell harmonique en dimension 3
Dans le cas d’un conducteur parfait recouvert par un substrat diélectrique,

plusieurs travaux ont été effectués dans le cadre du calcul d’une approximation
de la condition d’impédance. Elle s’écrit

Er+ZmxH=0 sur T. (0.1)
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Le terme ZT est Popérateur d’impédance, liant la composante tangentielle du
champ électrique E a celle du champ magnétique H. L’interface avec le domaine
extérieur de propagation de 'onde électromagnétique est notée I' (voir Figure 1).

Engquist et Nédélec [19] en 1993 ont proposé l'utilisation d’opérateurs dif-
férentiels tangentiels pour écrire une approximation a l'ordre un de l'opérateur
d’impédance. Leur construction est basée sur un développement de Taylor, qui
sert & transférer la condition au bord définie sur I & la surface I, avec

Z& = ikpd(1 4 1/ (k%) Vr divy). (0.2)

Les caractéristiques physiques du substrat diélectrique sont données par la
permittivité électrique relative € et la perméabilité magnétique relative u. Le
nombre d’onde est donné par k, il est supposé réel positif. Les opérateurs Vr et
divr sont respectivement le gradient surfacique et la divergence surfacique sur I'.

En 2002, Haddar et Joly [26] ont introduit des termes de courbures pour
améliorer la précision jusqu’a l'ordre deux. L’opérateur d’impédance approché
qu’ils ont obtenu est de la forme

. 1= 5(C - H)+
25" = inpo (1 J(122)V (1 + 5H) divp)’ (0:3)

avec C et H sont, respectivement, 'opérateur de courbure et de courbure
moyenne de la surface I'.

En 2008, Bendali et Lemrabet [9] ont obtenu une condition d’impédance
d’ordre trois donnée par

78 = ikud <( 52 2/134265(_67;)7(?4: 2H) >

14 6H :
+1/Kk3 Vr ( 1623 _(Z,HQ _g) ) divp (0.4)

523 ( k2(1 4 1/K% Vpdivr)? )) 7

—Vr X curlp

avec Vrx = —n X Vr et curlp = —divr nx le rotationnel surfacique vectoriel
et le rotationnel surfacique scalaire, respectivement, de la surface I'.

Cette derniere formule obtenue pour I'opérateur d’'impédance contient un opé-
rateur différentiel d’ordre quatre, ce qui n’est pas souhaitable du point de vue
numérique. En 2009, les mémes chercheurs Bendali et Lemrabet avec leurs co-
auteurs [10] ont proposé une condition d’impédance & 'ordre trois de type Padé,
donnée par

Er 4+ ikpd(...)(n x H)|r =0,
_ (1= 58)" Ps (0.5)
(. ’ ) N +%§ Vp(l — %A)_l as divp ’
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avec
Ps= 1-6(C—H)+
5 (5 +2(C — H)(C — 2H)), (0.6)
as= 1+ 6H+ % (k3 +4H? - G).

Motivation et objectifs

Le revétement du conducteur parfait est fait pour deux objectifs principaux.
Le premier est pour le protéger de toute dégradation provoquée par la nature
et le deuxiéme pour diminuer son rayonnement. Pour une meilleure fonctionna-
lité de ce revétement, dans certains cas, nous avons besoin de plusieurs couches
minces contrastées. A notre connaissance, les travaux effectués sont tous consacrés
a ’étude d’un obstacle parfaitement conducteur recouvert par une seule couche
mince de substrat diélectrique. Notre étude dans cette thése représente une conti-
nuation de ce qui est présenté comme résultats dans le cadre de la modélisation
d’une condition d’impédance approchée. La nouveauté est de considérer un re-
vétement constitué de plusieurs couches minces superposées, ces derniéres ayant
des caractéristiques physiques différentes.
Dans ce travail, nous nous intéressons a la diffraction d’ondes électromagnétiques
ayant une dépendance harmonique en temps par un obstacle comportant une
multicouche dans R3. Nous cherchons & atteindre deux objectifs : dans une partie
théorique nous voudrions présenter le caractére bien posé du systéme de Max-
well dans le domaine considéré. La formulation variationnelle est non coercive,
I’alternative de Fredholm sera donc utilisée. Puis, dans une partie application,
nous voudrions modéliser des approximations de la condition d’impédance jus-
qu’a l'ordre trois dans le cas de deux types de géométries

(i) Un obstacle métallique de géométrie plane :
Une condition d’impédance explicite sera donnée, puis a l'aide d'un déve-
loppement limité nous donnerons une approximation a l’ordre trois.

(ii) Un obstacle métallique de géométrie non plane réguliére :
Une approximation jusqu’a l'ordre trois de l'opérateur d’impédance sera
donnée en utilisant des outils de la géométrie différentielle intrinséque des
couches minces. Par la suite un développement de Taylor sera appliqué a la
condition de type conducteur parfait.

Plan de la thése

Cette thése est divisée en deux parties. La premiére partie comporte les outils
de base dont nous avons besoin tout au long de ce document et un rappel sur
les équations régissant la propagation des ondes électromagnétiques. Nous mon-
trons notamment le caractére bien posé du systéme de Maxwell dans un domaine
multicouche. La deuxiéme partie est consacrée a la modélisation des conditions
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d’impédance a 'ordre trois pour des couches minces planes ou courbes, en utili-
sant des techniques propres a la nature de chaque structure.

Partie I : Préliminaires et résultats d’existence et d’unicité Cette partie re-
présente une plate-forme pour tout le reste de ce document. Dans le chapitre 1,
nous donnons quelques notions essentielles de géométrie différentielle intrinséque,
ces derniéres nous permettent de paramétrer les surfaces et les couches minces
représentant le revétement. Nous définissons les espaces fonctionnels nécessaires
dans notre cadre d’étude, les différentes notions de traces et la décomposition
de Helmholtz. Dans le Chapitre 2, nous rappelons les équations de Maxwell en
régime temporel puis en régime harmonique. Les conditions aux limites au bord
d’un obstacle, les conditions de transmission entre deux milieux différents et la
condition de radiation & Uinfini (pour tenir compte du caractére non borné du
domaine) permettant de compléter le systéme d’équations sont données par la
suite. Nous terminons cette partie par le Chapitre 3, dans lequel nous décrivons
les géométries et nous précisons le probléme aux limites considéré dans cette
thése. Nous montrons ensuite a I'aide du théoréme de prolongement unique et de
I’alternative de Fredholm que ce probléme est bien posé. Cette derniére permet
de déduire l'existence d’une solution a partir de son unicité. L’approche suivie
est celle de Monk [43], ot le probléme est tout d’abord posé en domaine dont
la frontiére extérieure est une sphére de rayon R > 0. La condition d’onde sor-
tante est alors écrite comme une condition d’impédance. Une étude précise de cet
opérateur permet alors de déduire I'unicité.

Partie IT : Calcul de l'opérateur d’impédance Nous avons divisé cette
deuxiéme partie en trois chapitres, ou dans le premier, nous donnons quelques
notions introductives et dans les deux derniers des applications. Dans le Chapitre
4 nous décrivons le systéme de Maxwell comme un systéme différentiel d’ordre un
par rapport a la variable normale et & coefficients opérateurs différentiels dans les
directions tangentielles. Nous obtenons ainsi une deuxiéme formulation de notre
probléme, dite systéme d’équations différentielles abstraites. Une justifications
détaillée des coefficients de ce dernier systéme est faite. Par la suite, nous don-
nons quelques calculs détaillés des dérivées d’ordre un et deux de ces coefficients.
Ils sont utils lors de I'application d’un développement limité de la condition de
conducteur parfait. Dans le Chapitre 5, nous considérons un obstacle de géo-
métrie plane recouvert par une multicouche de substrats diélectriques. Dans un
premier temps, une transformée de Fourier partielle est utilisée pour obtenir une
condition d’'impédance exacte dans le cas d’un revétement constitué d’une seule
couche mince. Cette derniére transfére la condition au bord d'une frontiére du
revétement a 'autre frontiére. A I'aide d’un développement limité nous donnons
des approximations de 'opérateur d’impédance jusqu’a l'ordre trois. Par la suite,
nous généralisons le résultat obtenu a une multicouche, en utilisant les condi-
tions de transmission. Dans le Chapitre 6, nous nous intéressons a un obstacle
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de géométrie courbe réguliére recouvert par une multicouche. Nous écrivons le
systéme de Maxwell sous la forme d’un systéme d’EDA (Equations Différentielles
Abstraites) du premier ordre. L’objectif de cette étude est de construire une ap-
proximation de l'opérateur d’impédance a l'ordre trois. L’approche utilisée est
celle de Bendali et al. [10], cette derniére consiste & appliquer un développement
de Taylor sur la condition conducteur parfait, elle nous permettra d’obtenir une
approximation de l'opérateur d’impédance de type Padé.

Publications

Cette étude a fait l'objet d'un article publié dans le journal
Asymptotic Analysis
[24] F. Z. Goffi, K. Lemrabet and T. Laadj. Transfer and approximation of the
impedance for time-harmonic Maxwell’s system in a planar domain with thin
contrasted multi-layers. Asymptotic Analysis, 101(1-2) : 1-15, 2017.

En préparation, nous avons deux autres travaux
[23] F. Z. Goffi and K. Lemrabet. Approximation of the impedance for
time-harmonic Maxwell’s system in non planar domain with thin contrasted
multi-layers. En préparation.

[25] F. Z. Goffi and S. Tordeux. Well-posedness problem for time-harmonic Max-
well’s system in a domain with thin contrasted multi-layers. En préparation.
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1.1 Introduction

Le Chapitre 1 est consacré a quelques rappels, définitions et résultats utilisés
dans tout le reste de ce manuscrit. Nous commengons par donner des notions de
géométrie différentielle intrinséque, ces derniéres nous permettent de décrire une
surface ou bien une couche mince en donnant leurs paramétrisations. Par la suite,
nous rappelons les définitions des opérateurs différentiels tangentiels intervenant
dans I’écriture de 'opérateur d’'impédance. Nous donnons ensuite un bref apercu
sur les espaces fonctionnels standards et de surface nécessaires pour démontrer le
caractére bien posé de notre probléme. Puis, nous définissons les différents types
de traces venant des formules d’intégrations par partie. Nous donnons aussi les
théoréemes de traces normale et tangentielles. Dans I’avant derniére section, nous
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R2 R3
FIGURE 1.1 — Carte locale.

rappelons la décomposition de Helmholtz. Cette derniére nous permet de décom-
poser les espaces de Sobolev de frontiére. Finalement, nous rappelons I’ Alternative
de Fredholm utilisée pour démontrer I'existence et 1'unicité de la solution pour le
systéeme de Maxwell.

Ce chapitre est basé essentiellement sur les livres de Monk [43] et de Nédélec [44].

1.2 Notions de géométrie différentielle intrinséque

1.2.1 Paramétrisation d’une surface

Nous considérons une surface réguliere I'. Localement, pour m € I, nous
définissons la paramétrisation suivante :

o: U — V
(€8 — m=0(.8),

o U est un ouvert de R?, V est un ouvert de R? contenant m et ¢ une application
de classe C* vérifiant :

(i) ¢ est un homéomorphisme de U dans VN T.

(ii) pour (£1,€%) un systéme de coordonnées dans U, pour tout £ € U, la famille

{g—g(ﬁ), g—g(ﬁ)} est libre.

Remarque 1.1 Le triplet (U, V,¢) est dit carte locale (voir Figure 1.1), repré-
sentant I' au voisinage du point m. Nous attirons [’attention du lecteur que toutes

les définitions dans cette partie sont indépendantes du choix de la carte locale
(U, V,¢) ou bien de latlas (U;, V;, ¢;) de T.

4
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Le plan tangent a I" en m est noté T,,(I"), c’est 'espace vectoriel engendré par
{g_g@), g—g(f)}, en écriture abrégée, nous écrivons la base du plan tangent a I'
au point m

To(m) = % (&', ¢, a=1,2. (1.1)

Nous définissons la normale unitaire a I' au point m par

71(m) X T2(m) (12)

P (m) X ma(m)]’

avec X et |-| désignant le produit vectoriel et la norme dans R?, respectivement.

Sur un surface I', nous posons la métrique G, définie par le produit scalaire
dans R3 comme suit

Gop(m) = 1o (m).15(m), YmeTl, a,6=1,2. (1.3)

La base {71(m), 72(m)} du plan tangent T,,(I") n’est pas orthogonale en général.
Nous définissons alors la base duale {7!(m), 7%(m)} du plan tangent par

T%(m) = gaﬁ(m)Tg(m), a,f=1,2, (1.4)

ot g®(m) est la matrice inverse de G,p(m).

Opérateurs de courbure

Pour décrire la géométrie de la surface I', nous définissons les opérateurs

e C : l'opérateur de courbure, défini par
C =Vn, (1.5)

l'opérateur V représente le gradient. En utilisant la base locale du plan
tangent sur laquelle I'opérateur C est diagonal, nous écrivons C1y = ¢;7y et
CTy = coTy. Les valeurs propres c¢; et co, de I'opérateur de courbure, sont
appelées les courbures principales de la surface I'.

e 7 : la courbure moyenne, définie par
1 1
= —di =~ trC 1.6
H 5 divn=ctrC, (1.6)

I'opérateur div représente la divergence, et tr est la trace.

e G : la courbure de Gauss, définie par
G =detC, (1.7)

ou det représente le déterminant.
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Décomposition d’'un champ de vecteur

Pour v un champ de vecteurs dans R?, nous pouvons décomposer ce dernier
de la maniére suivante :

V =V, + vuD, (1.8)

avec v; = II,,v la composante tangentielle de v, II,, étant la projection orthogo-
nale d’un champ de vecteur dans R3 sur le plan tangent 7),(I') au point m, et
Vn = V- n la composante normale de v.

1.2.2 Paramétrisation d’une couche mince

oi un domaine extérieur non borné, nous notons par I' sa frontiére
Soit, Qert d t b , t I’ sa front
réguliére. Nous définissons la couche mince 2° d’épaisseur uniforme § par

Q0 = {x ¢ Q" dist (x,I') < 5}, 6 > 0.
Le domaine intérieur est noté D, nous définissons I'interface entre Q° et D par
I = {x ¢ Q" dist (x,I') =6} (1.9)

Le paramétre 0 décrit 1’épaisseur de la couche mince, il est supposé petit par
rapport aux autres dimensions du domaine considéré, dist (x,I") est la distance
entre le point x et la surface I'. La normale unitaire orientée vers l'extérieur de
Q9 est notée n.

Remarque 1.2 Grice a la projection de tout point x dans Q° sur la surface T,
nous pouvons définir une paramétrisation de 2°.

Nous supposons que m = P(x), m € I', tel que P représente 'application pro-
jection du point x sur la surface I', pour tout z € ]—4, 0] nous pouvons écrire x
comme suit

X =m+ 20, (1.10)

oll n,, est la normale & I' au point m. Nous pouvons également écrire 2 de la
maniére suivante

O =Jr,  -i<z<0 (1.11)

ou I'* est la surface paralléle & I' (voir Figure 1.2), définie par

I ={xecQ’ x=m+zn,, mcT}. (1.12)
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Qe:vt

FIGURE 1.2 — Paramétrisation d’une couche mince.

1.2.3 Paramétrisation d’une multicouche

Dans le cas d’'une multicouche constituée par la superposition de N couches
minces 2, [ = 1,---, N ; chacune d’elles est d’'une épaisseur § = ;6, tel que
21111 a; = 1. Nous notons par I'?, | = 1,..., N — 1 les surfaces séparant les couches
minces 2¢. En se basant sur la paramétrisation d’une seule couche mince définie
dans le paragraphe précédent, nous avons cette paramétrisation

=1 =11
o =Jr7, =z € ]—jz(sj, —]Z @[, l=1,---,N, (1.13)
2 j=1 j=1
avec ['* définie par
I“={xecQ, x=m+zn,, mecl? I=1,.,N -1} (1.14)
Pour [ = 0, nous adoptons la convention oy = 0 et Fg =1T.

Remarque 1.3 La normale unitaire a I', orientée vers ['extérieur de la multi-
couche, est aussi normale a I'* dans le point d’intersection m avec cette derniére,
que nous avons notée n,,. Dans la suite de ce manuscrit nous allons ignorer
lindice m, et nous écrivons n.
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1.2.4 Opérateurs différentiels sur une surface I

La définition des espaces de traces, les espaces de Sobolev de frontiére, est
basée essentiellement sur les opérateurs différentiels appliqués aux champs vecto-
riels ou bien scalaires surfaciques. Pour I' une surface réguliére, nous définissons
le gradient tangentiel Vi et a partir de ce dernier nous définissons divr, rotr,

RF, AF et AF.

Gradient surfacique « Vr »

Si v est une fonction scalaire bien définie au voisinage de la surface I'. Le
gradient de v au point x = (xy, x5, 23)7 est un vecteur dans R* défini par

ov

o
By

Oz

ov

Oxs

Vo = (1.15)

v
Si T représente la dérivée dans la direction normale a la surface I', alors le
L3

gradient usuel de v privé de sa composante normale nous donne le gradient sur-
facique. Nous écrivons alors
ov

= — 1.1
Vv va—i—ann, (1.16)

0
ol n est la dérivée dans la direction normale a la surface I'. Nous pouvons ainsi
n
écrire

Vrv:=1IrVu=n x (Vv x n). (1.17)
En coordonnées locales, pour m € I'. Le gradient surfacique Vrv(m) de v au
point m est défini par

Vrv(m) = a%a(voqa) (&', €%) 7 (m), (1.18)
= g m) s (000) (€, Talm). (119)
Nous avons
5 o) (€18 = Foulm)ge (6.6, (1.20)
= Vro(m).7o(m), (1.21)
et comme
Vrv(m) = (Vrv(m).14(m)) 7%(m), (1.22)
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nous avons

0

Vrv(m) = e

(vo o) (¢4,€%) (m), (1.23)

qui est la définition adoptée.

Divergence surfacique « divp »

Si u est un champ de vecteurs surfacique régulier, sa divergence surfacique
sur I', notée divru ou bien Vr - u, est définie par dualité a travers la formule de
Stokes

/dinu vdl=— / u- Vo dl, (1.24)
r r

pour toute fonction réguliére v sur I', ot dI' I’élément de surface sur I' donné par

dl = |11 X 7| d€*d€>. (1.25)

Rotationnel surfacique vectoriel « ro%p »

Pour une fonction scalaire v définie sur I', son rotationnel surfacique vectoriel,
noté rotru ou bien Vi X u , est défini par

Rpu = Vru x n. (1.26)

D’apres la définition, nous pouvons voir HF comme étant une rotation du gra-
dient tangentiel Vr dans le plan tangent.
Nous avons la relation suivant

divr rotr = 0. (1.27)

Remarque 1.4 Siu est un relévement de u au voisinage de I, alors la relation
entre rotr et le rotationnel usuel rot est la suivante

Hpu = rot(an)|r, (1.28)

pour i un relévement de n au voisinage de I'. Voir [/}]].

Rotationnel surfacique scalaire « rotr »

Nous définissons le rotationnel surfacique scalaire rotr, d’un champ tangentiel,
en utilisant la définition du rotationnel surfacique vectoriel Rp et la dualité.
Pour un champ tangentiel régulier u défini sur I', et pour toute fonction réguliére
v sur I', nous avons la formule de Stokes

/rotpuvdF:/u-ﬁpvdF:/u-vaxndF. (1.29)
r r r
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Gréace a l'identité vectorielle

a-(bxc)=b-(cxa), (1.30)
nous avons
/rotpuvdfz/u-vpvxndf‘,
r r
:/va~(n><u) dar,
r
= —/vdin(n x u) dl’,
r
= /vdin(u xn) dl'.
r
Donc
rotr u := divp(u x n). (1.31)
Nous avons aussi
divpu = —rotr(u x n), (1.32)
et
l"OtF VF = 0. (133)

Laplace-Beltrami « Ar »

L’opérateur Laplacien surfacique scalaire Ar, dit aussi opérateur de Laplace-
Beltrami, appliqué a une fonction scalaire u, définie sur I' et supposée réguliére,
est défini par

Aru = divp(Vru) = —rOtF(RFU). (1.34)

—
Opérateur de Hodge « Ar »

—

L’opérateur Laplacien surfacique vectoriel Ar, dit aussi opérateur de Hodge
[56], ou bien opérateur de Laplace Beltrami vectoriel [44], appliqué & un champ
de vecteurs tangents u est défini par

K;u = Vr(divru) — Rp(rotp u). (1.35)

1.2.5 Opérateurs différentiels sur une surface I'*

Pour décrire la variation dans la direction normale & la surface I', nous avons
besoin de définir les opérateurs différentiels tangentiels sur les surfaces I'* (définis
en (1.12) et (1.14)).

Nous définissons le difféomorphisme entre les surfaces I' et I'* par x = m + zn,,,
son inverse est m = X — 2ny.

10
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1.2.5.1 Opérateurs de courbure sur ['*

La base du plan tangent a la surface ['* est définie par

ox om on

T1(m, z) = 26~ g + Zﬁ_fl = 11(m) 4+ 2Cm(m), (1.36a)
To(m, z) = g—; = Z—ZQL + zg—; = Ty(m) + 2C1y(m). (1.36b)

Alors, la relation entre les bases des plans tangents aux surfaces I' et I'* est donnée
par
To(m, 2) = (1 4 2C)1o(m), a=1,2. (1.37)

Nous adoptons la notation
R.=1+zC. (1.38)

Lemme 1.1 L’nverse de l'opérateur R, est donné par

L1

_ T, 1.39
R det RZT ( )

ol
det R, =1+ 2:H + 2°G, (1.40)

et
T.=1—2(C —2H). (1.41)

Preuve : En utilisant la base locale du plan tangent, la matrice associée a R,
s’écrit

_ {1+ z¢ 0
Rz—l—f—zC—( 0 1—1—202) (1.42)
La matrice transposée de la comatrice associée a R, est donnée par
1+ zc 0 _
( 0 14 2e ) =1-—2(C—2H). (1.43)

Pour le determinant de R, ¢’est un calcul direct a partir de (1.42), ce qui termine
la preuve. U

Lemme 1.2 L opérateur de courbure C, sur I'* est donné par la formule

C.=C(1+z20)"". (1.44)

11
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Preuve : Nous savons que la normale unitaire a I" est aussi normale & I'* dans le
point d’intersection m avec cette derniére, nous avons alors n(m) = n(m+zn(m)).
Nous dérivons cette derniére expression, nous avons

on(m)  On(x) ox'

= , 1.45
o€ oxi Q& ( )
ol x' est la i*™® composante du point x dans R?, donc nous écrivons
on(m) 0x
=V C— 1.46
e = V) 2 (1.46)
En utilisant la définition de 'opérateur de courbure, nous avons
CTo(m) = Vn(x) - (1 + 2C)71,(m),
- CzTa (ma Z)a
=C,(1+4 2C)1o(m),
Finalement, nous avons
C.=C(1+zC)7". (1.47)
Ce qui termine la preuve. ([l
Corollaire 1.1 L’opérateur de courbure C, sur I'* vérifie les relations
C—-C,=2z2CC, (1.48a)
(1+20)"'=1-2C.. (1.48Db)

Preuve : La relation (1.48a) est obtenue directement a partir de la définition de
I'opérateur C,. Pour démontrer (1.48b), nous utilisons (1.48a). O

Remarque 1.5 La courbure moyenne H, sur la surface I'* est donnée par
2H, = t1C, = tr(C(1 + 2C) 7). (1.49)

Lemme 1.3 Pour u un champ de vecteurs défini sur la surface I'*, nous avons

la relation suivante
R.(uxn)=(T,u) X n. (1.50)

Preuve : En utilisant la matrice associée a R, dans la base locale du plan tangent,

NOUS avons
1+ z¢ 0 Usy
Rz(uxn)—( 0 1+202>(—u1)
o Ug + ZC1Us2
o\ —uy —zeouq )

12
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Nous pouvons écrire
( Uy + 2C1Us ) _ ( (1 —2(cg — 2H)uq )
—Up — 2CoU; —(1=2z2(c1 —2H)uy )~
Cette derniére formule n’est autre que
[(1—2(C—2H)u)] x n,

ce qui termine la preuve. 0

1.2.5.2 Relation entre les opérateurs différentiels sur les surfaces I'*
et '

Théoréme 1.1 Les opérateurs différentiels tangentiels sur les surfaces I'* s’ex-
priment en fonction des opérateurs différentiels tangentiels sur la surface de ré-
férence T' par

Vr: =R, 'Vr, (1.51a)
1
divp: = di s 1.51b
ot 1+ 22H + 22G vr 7 ( )
1
t z = t 2 1 1
rotr 1+22H+22gr0[‘R ( 5C)

rotr- = 7. 'rotr. (1.51d)

Preuve : Nous utilisons la paramétrisation de la couche mince Q° par T’ x |6, 0[
a travers 'application

[x]-6,0 — Q°
(m, 2) — x=m+ zn(m).

Pour toute fonction v définie sur €2°, nous associons la fonction ¥ définie sur
I’ x |—4,0] par

v(m, z) == v(x). (1.52)
Nous avons alors .
v Ov ox' ox
8_50‘ == aXl 8504 =Vvu- a—é_a, (153&)
ov v ox' ox
% oxios Vo - 55 (1.53Db)
ol x et (£1,€2,2) sont liés par
X = ¢(§17€2) +Zl’l(¢ (517§2>)‘ (154>
Il s’ensuit 95 95
v v
- — . - = . 1.
oEa Vu-(1+2C)7, et o Vu-n (1.55)
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Pour § petit, Popérateur 1 + zC est un automorphisme du plan tangent T,,(T),
et nous avons

o
8_;0‘ = (14 2C)Vv - 7,. (1.56)
En utilisant la définition du gradient tangentiel, nous avons
(Vo)|r- = (1 + 2C) "'V,

qui est bien la formule (1.51a), les autres formules (1.51b), (1.51c) et (1.51d) sont
des applications directes de leurs définitions.
En effet, pour démontrer (1.51b), nous avons

/ divp-u v dI'* = —/ u- Vr:v dl'?,
= —/ u-R;'Vrv dl*.
FZ
En utilisant le lemme 1.1 et la symétrie de 'opérateur C, nous obtenons

1
/ divp-u v dI'? = —/ u-7.Vrv dl'?,
z r

21+ 22H + 22G

1
= — U - drz,
/FZ 14+ 22H + z2gTu Vrv

1 _ ]
N /F 14+ 22H + 22G (divp Tou) v dI'?.

Pour démontrer (1.51c) nous utilisons la relation entre divp: et rotr: et nous
avons alors

/ rotr-u v dI'* = / divr:(u x n)v dI?,

1
= di 2 dlz.
/Fz 1+ 22H + 22G vr 7:(u X n)o
Nous utilisons maintenant la lemme 1.3 pour obtenir
z 1 : z
/rz rotr- u v dI'¥ = /rz T, divp((R,u) x n)v dI',
1
= tr(R, dl?.
/Fz 1+ 22H + 22G rotr(R-u)v

Pour démontrer la derniére formule (1.51d) nous utilisons (1.51c), le lemme 1.1
et la symétrie de 'opérateur C et nous obtenons

/ IRFZU'V dIz :/ urotp- v dI'?,

urotp R,v dI'?,

/1:‘z 1+ 22H + 22G
:/ uroty T, 'v dI'?.
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Finalement,

/ mpzu-v dI'* :/ ﬁ_lmpzwv dr?,

ce qui termine la preuve. U

Remarque 1.6 Pour z =0, nous avons

1.3

Vr:,=0 = Vr, (1.57a)
divr:|,—¢ = divr, (1.57Db)
rotr-,_o = rotr, (1.57c)
r0tp=|,—0 = rotr, (1.57d)

CZ‘Z:() =C, (1.57e)
(C. —2H.)2=0 = (C — 2H). (1.571)

Espaces fonctionnels

Pour € un ouvert de R?, borné ou non borné, de frontiére I" supposée réguliére.
n est la normale unitaire orientée vers l'extérieur de €. Nous rappelons ici les
espaces fonctionnels utiles.

Remarque 1.7 Dans tout ce manuscrit, nous notons les fonctions vectorielles
ainsi que leurs espaces par des caracteres gras.

1.3.1 Espaces fonctionnels standards

C* (Q) : I'espace des fonctions k fois continument différentiables sur Q.
C () : Pespace des fonctions C* (), & support compact.
k

C* (€) : l'espace des fonctions C* (), avec des dérivées bornées et unifor-
mément continues jusqu’a lordre k sur Q.

D(Q) : I'espace des fonctions infiniment différentiables, a support compact
dans €.

D'(Q2) : espace des distributions sur €2, c’est 'espace des formes linéaires
continues sur D(Q2).

L?(Q) : Despace des fonctions u sur 2, tel que |u|? est intégrable, c’est un
espace de Hilbert, muni de la norme

%
lull 2y = ( / |u|2dx) | (1.58)
Q
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e L2(Q) : 'espace des fonctions vectorielles u = (uy, ug, u3z)? € (L?(Q))? et
pour v = (vy,vq,v3)7 € (L?(€))? nous définissons le produit scalaire sur

L2 (Q) comme suit
3
(u,v) = / Zujv_jdx. (1.59)
Qi

C’est un espace de Hilbert, muni de la norme

[ullL2 (@) = (ZHUJHLQ ) : (1.60)

e H (div, () : est 'espace défini par
H (div,Q) = {fu € L*(Q), divu € L*(Q)},

muni de la norme

(NI

ey = (I1aliZz + I divaliag) (1.61)
e H (rot, Q) : est 'espace défini par
H (rot, ) = {u € L*(), rotu € (L?())’},

muni de la norme

1
2
ullaore = (IallEzqe) + I vot(w)[E2q ) * (1.62)

Remarque 1.8 Dans la théorie des équations de Maxwell, les espaces d’énergie
sont H (div, Q) et H (rot, Q).

1.3.2 Espaces de traces

La caractérisation des espaces de Sobolev sur la frontiére I', qui, dans notre
étude, représentent les espaces de traces des solutions des équations de Maxwell,
utilise la théorie spectrale de 'opérateur de Laplace-Beltrami (voir le livre de
Nédélec [44, Section 5.4.1]).

Pour I' une surface réguliére, nous dédinissons

e D(I') : 'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur I'.
e D'(T") : I'espace des distributions sur I', qui est 1’espace dual de D(T).

e L*(T') : I'espace des classes de fonctions mesurables de carré intégrable sur
I', ¢’est un espace de Hilbert muni de la norme

1
[l z2r) = (/F|u|2dr) : (1.63)

ou dI' représente 1’élément de mesure sur I'.
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e LZ(T") : I'espace des champs de vecteurs tangents dans L?(T"), défini par
L;T)={uec (L*I))’, n-u=0sur I'}. (1.64)

Remarque 1.9 Nous notons par Y; les fonctions propres de ['opérateur de

Laplace-Beltrami scalaire Ar. Les vecteurs propres de ['opérateur de Laplace-
. L B ﬁ

Beltrami vectoriel Ar sont notés rotrY; et VrY;. Nous notons par \; les valeurs

propres associées. Nous écrivons alors

— ArY; = \Y;, (1.65)

et
{—XFIHFY; = )\impy;‘, (166&)
A VY = A VY, (1.66D)

Le lecteur pourra revenir a Nédélec [}4, Sous-section 5.4.1].

Pour caractériser les espaces de Sobolev sur I', nous utilisons la base dénom-
brable {Y;} de l'opérateur de Laplace-Beltrami scalaire (—ArY; = \;Y;) pour

définir les fonctions scalaires et la base {RpYi, VI‘Y;'} de I'opérateur de Laplace-

— —
Beltrami vectoriel (—AFRFY; = AiRpYi et —ArVrY; = \,VrY;) pour définir
les champs de vecteurs tangents (Annexe B).

Alors, pour une fonction u définie sur I', nous avons

w=Y wY;, on w=(uY;) =" /u Y, dr. (1.67)
i=0 r
Pour tout champ tangent u sur I', nous avons

u= i <o¢inYi v @-Rm) , (1.68)

i=0
avec

o= (VY et B = (wrobYi) . (1.69)

r
Nous avons aussi
divu= =)\, (1.70)
i=0
et
i=0
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e H'(T') : I'espace de Sobolev d’ordre 1 sur I', défini par

H'(T) ={ue L*(T), Vrue L*(I)}, (1.72)
¢’est un espace de Hilbert muni de la norme
%
el ey = (NullZaqey + I VruliEag ) (1.73)

e H*(T") : pour tout s € R, l'espace de Sobolev H*(I") est défini par

H*(T) = {u e D'(T), (14 X)* Jui|” < oo} : (1.74)
i=0
muni de la norme .
[[u] ?{s(r) = Z(l +A)° |u,|2 (1.75)
i=0

Remarque 1.10 Pour s = 1, la norme du graphe (1.73) est équivalente a
la norme (1.75).

Remarque 1.11 Pour s > 0, l'espace H*(I") est défini par dualité, c’est
a dire :

(,v)p = wwi, Vu€ H(T), Yo € H*(T), (1.76)

i=0
avec (-, ) représente le produit de dualité entre H*(I') et H*(T").

e H(I") : pour tout s > 0, nous définissons 'espace des champs de vecteurs
de H*(T') = (H*(T"))? tangents a " par

H;(I') ={ue (HT))® n-u=0sur I'}. (1.77)

L’espace Hj(T") est caractérisé par

H;(L) = {u 00 (il + IBP) < oo}. (1.78)

La norme dans H}(I") est donnée par

oo

i) = Z(/\z‘)SH (lail* + 15:) - (1.79)

1=0

[l

— Pour s = 0, nous notons LZ(T") = H)(T).
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1.3. Espaces fonctionnels

— Pour s > 0, nous définissons 'espace H, *(I") par dualité

H,*([)={ueH*D), (u,v). =0,
Vv € H*(") un champ de vecteur normal a I'} . (1.80)

_1
e H, ?(rotp,T") : Despace des champs de vecteurs de H2(I) tangent a T', &
rotationnel surfacique scalaire dans H ™2 (I')

1 _1 1
H,? (rotr, ) = {u € H, >(T), rotru € H*E(F)} o (L1.81)

muni de la norme

1

2
= 2 2 . 1.82
T (uuth%m ; HYOtFUHH%(F)) (1.82)

_1
e H, ?(divy,I) : I'espace des champs de vecteurs de H™2(T") tangent a I', &
divergence surfacique dans H~2(T")

Ht_%(diVFaF) = {u S H;%(F), divru € H_%(F)} ; (1.83)

muni de la norme
3
2 . 2
= ) 1.84
HuHH;%(diVF:F) (HuHHf%(F) " HleFuHH‘%(F)) (184)

1
Remarque 1.12 Les normes dans H; * (rotp, ') et H, (leF, ') se caractérisent
ausst par

2 = % A7+ Nl B 1.85
HUHH oD Z (Jou] 16:7) , (1.85)
2 _ A;)2 (Nlail +18:1%) - 1.86
HUHH b iveD) E:o |ai|* + |8:]?) (1.86)

Remarque 1.13 Pour i — oo, nous avons \; = (1 + X;). Nous définissons les
normes équivalentes suivantes

hal? =300 (Jaal+ A+ 2B (1.87)
H (rotp F) i=0
||u||j{ - =3 007 (A + M) + 18:2) (1.88)

i
o)
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1.4 Différents types de traces
Lorsque nous appliquons les formules d’intégration par partie, nous avons

plusieurs types de traces, apparaissant dans les termes d’intégration aux bords.
Dans cette section, nous donnons une bréve définition de chacune d’elles.

Définition 1.1 Soient u une fonction scalaire dans C®(Q) et u une fonction

vectorielle dans C®(Q) = (C>®(Q))%. Nous définissons

1. la trace v de u et de u
yu = ulp, ~yu=ulr. (1.89)
2. la trace de la composante normale v, d’une fonction vectorielle u
T = (n-u)|r. (1.90)
3. la trace tangentielle v, d’une fonction vectorielle u
= yu — (yau)n, (1.91)
donnée aussi par la formule
yu= (nXxu)|r X n. (1.92)
4. la trace tangentielle v« d’une fonction vectorielle u
yxu = (n x u)lr. (1.93)
Remarque 1.14 Les relations entre les deux traces v, et v« sont données par
Yu = (yxu) X n, (1.94)

YU =1 X (yu). (1.95)

1.5 Théorémes de traces

Pour Q un ouvert de R? de frontiére I' supposée réguliére, n est la normale
unitaire orientée vers I'extérieur de €2. Nous rappelons les espaces

H (div, Q) = {u € L*(Q), divu € L* (Q)}, (1.96)
H (rot, Q) = {u € L*(Q), rotu € L*(Q)}. (1.97)
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Théoréme 1.2 L’opérateur trace v, qui associe a tout v € H (div, Q) sa compo-
sante normale v-n sur I est continue et surjective de H (div, Q) dans H2(I). Il
existe un opérateur de relevement R, continu de H™2 (') dans H (div, Q), vérifiant

Tm(Rg) = (Rg -n)|r = g. (1.98)

En plus, pour tout uw € H'(Q) et pour tout v € H (div,Q), nous avons

/Q [Vu-v+u divv]dx = <%’V’U>H*%(r)xﬂ%(r) . (1.99)

Preuve : Voir [44, Théoréme 5.4.1] ou bien [22; Chapitre 2|. O

Théoréme 1.3 L’opérateur trace -, qui associe a tout v € H(rot,Q) sa
composante tangentielle sur T', est continue et surjective de H (rot,Q)) dans
1

H, ?(votp,T'). L’opérateur trace -y qui associe a tout v € H/(rot,Q) sa
composante tangentielle v X n est continue et surjective de H (rot,Q)) dans
H, 2 (divp, T).

Pour les deux opérateurs de traces il existe un opérateur de relévement continu
dans H (rot, ).

Pour tous u et v dans H (rot, 2), nous avons la formule de Green suivante

/ [rot u-v —u-rot vy dx = (7, u,1v) (1.100)
Q

_1 _1 .
H, 2 (divp,I)xH, 2 (rotr,I)

Preuve : Voir |44, Théoréme 5.4.2|. O

1.6 Décomposition de Helmholtz de frontiére

Soit 2 un ouvert simplement connexe, de frontiére I' supposée compacte, nous
avons les applications suivantes

_1
v: H(rot,Q) — H, *(rotr,T) (1.101)
u — ek,
x : H, ? (votp,I) — H, *(divp,I) (1.102)
u; — N X U,
ou u; est la trace tangentielle de u,
Y« =xov: H(rot,Q) — H,?(divy,T) (1.103)

u — Yxu

M=

H, ?(rotp, ') est un Hilbert et son dual est H, 2 (divy, T).
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_1
Définition 1.2 Nous définissons la décomposition des espaces H, ?(rotp,T") et

H, *(divy, ') comme suit [43]

1
* Pour tout u, € H, 2 (rotp,T), il existe un unique py € H2(T) de moyenne
nulle et un unique Wy € H2(T) tel que

, = Vg + rotr 0, (1.104)

1
* Pour tout v, € H, 2 (divp, '), il existe un unique oy, € H2 (') de moyenne
nulle et un unique U, € H2(T) tel que

v, = Vipy + ot U, (1.105)

Définition 1.3 Nous définissons le produit de dualité entre H, ?(rotr,T) et
1
H, 2 (divy,T") comme suit [45]

(U, Vi) = (Viga, Vigy ) + <mwu,m@v>r. (1.106)
Ce produit de dualité coincide avec l'intégrale

/ut -V dl’ = /VFQOU . VF@ dl' + / QF\PU . IRF\IJ_V dF, (1107)
r r T

quand w; et v; sont régulieres.

Remarque 1.15 Nous remarquons qu’il n’y a pas de contribution des termes
croisés dans ce produit de dualité en raison de leur orthogonalité. En plus, le
premier terme est bien défini car Vi, € H 2(D) et Vi, € H2(T), tandis que
pour le second les roles sont inversés QF\IJU € H2(I') et rotr ¥, € H2(T).

1.7 Alternative de Fredholm

Dans les problémes variationnels posés sur les espaces de Hilbert, plusieurs
théories existent en nous fournissant des conditions suffisantes pour assurer 1’exis-
tence et 'unicité de la solution faible. Nous citons le théoréme de représentation
de Riesz [43, Théoréme 2.17], le lemme de Lax-Milgram [43, Lemme 2.21]. Mal-
heureusement, ces derniers ne répondent pas a la question d’existence et d’unicité
pour les équations de Maxwell. Pour ce faire, I’alternative de Fredholm [13] est
alors utilisée.

Théoréme 1.4 (Alternative de Fredholm) Pour X wun espace de Hilbert,
T : X — X un opérateur compact. Alors

a) N(I—T) est de dimension fini,
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b) R(I—T) est fermée, et plus précisément
RI-T)=N{I-T"

¢) NI-T)={0} RI-T)=X
d) dim N(I — T) = dim N(I — T*).

Remarque 1.16 L’alternative de Fredholm concerne la résolution de l’équation
u— Tu = f. Elle exprime que :
— QOu bien pour tout f € X l’équation u—Tu = f admet une solution unique.
— Ou bien [’équation homogéne u — Tu = 0 admet n solutions linéaire-
ment indépendantes et, dans ce cas, [’équation non homogéne u — Tu = f
est résoluble si et seulement si f vérifie n conditions d’orthogonalités (i.e
feNI-T*L).
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les équations de Maxwell qui régissent la
propagation des ondes électromagnétiques. Ce systéme sera considéré d’une dé-
pendance temporelle tout d’abord quelconque puis harmonique. Par la suite, nous
complétons ce systéme d’équations par les conditions aux limites au bord d’un
obstacle et les conditions de transmission entre deux milieux différents. D’autre
part, nous rappelons la condition de radiation a I'infini pour tenir compte du ca-
ractére non borné du domaine. Les références bibliographique sur lesquelles nous
nous basons essentiellement sont le livre de Dautray et Lions [16] et celui de Né-
délec [44]. Pour un point de vue physique, nous renvoyons le lecteur aux fameux
livres de Feynman [20, 21].

En fin, nous adimensionnons ces équations afin de nous ramener au systéme de
Maxwell le plus souvent étudié en mathématiques appliquées.
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2.2 Equations de Maxwell

La propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu est décrite par
les équations de Maxwell.

(
0B
tE+ — =0 2.1
rot E + BT , (2.1a)
divB = 0, (2.1b)
oD
tH— — = 2.1
ro 5 = (2.1¢)
divD = p. (2.1d)

Ce systeme fait intervenir les quatre champs de vecteurs
> le champ électrique E : R? x R, — R3, donné en [V - m~1].
> le champ magnétique H : R? x R, — R?, donné en [A-m™!].

> linduction électrique D : R3xR; — R3, donnée en [C - m~2]. Cette derniére
est appelée encore déplacement électrique.

> Pinduction magnétique B : R® x R, — R3, donnée en [T].

Ces quatre champs de vecteurs sont générés par une densité de charge
o : R* xR, — R, donnée en [C-m~3], et une densité de courant
j: R* xR, — R3 donnée en [A-m~2]. Réciproquement, le champ électro-
magnétique exerce une densité de force f [kg - m - s72] sur le milieu continu, dite
densité de force de Lorentz

f=0E+jxB. (2.2)

Dans le cadre de cette thése nous ne tiendrons pas compte de cette équation.
Nous supposerons que les densités de charges et de courant sont connues.

D’autre part, les équations de Maxwell sont compatibles avec la loi de conser-
vation de la charge
do
ot
Cette derniére équation peut étre interprétée comme une condition nécessaire a
I'existence de solutions au systéme de Maxwell.

+divj = 0. (2.3)

La permittivité électrique ¢ (en [C-V™!-m™!] ou bien en [F-m™1]), et la
perméabilité magnétique p (en [H-m™!], ou bien en [T-A~!-m]), du milieu de
propagation relient les champs électromagnétiques et les inductions électroma-
gnétiques a travers les lois constitutives du milieu de propagation

D=c¢E, (2.4a)
{B — u H. (2.4D)
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Un milieu vérifiant ces deux lois constitutives est appelé milieu parfait, il est
dit aussi isotrope homogeéne, lorsque € et p sont des constantes positives.

Gréce aux lois constitutives (2.4), nous pouvons éliminer les inductions D et
B du systéme (2.1), et garder les champs E et H (voir par exemple[43, 44|). Le
systéme de Maxwell (2.1) du premier ordre devient

rot E + #88_1;1 =0, (2.5a)
div (uH) =0, (2.5b)
OE
tH—c— = 2.
ro eop =4 (2.5¢)
div(¢E) = o. (2.5d)

Remarque 2.1 La permittivité électrique et la perméabilité magnétique caracté-
risent la réponse électromagnétique d’un milieu.
Les permittivité et perméabilité du vide, notées g et pg, sont données par :

g9 = 8,854187 x 1072 F - m™, (2.6)

po=47x107"H-m™. (2.7)

Les permittivité et perméabilité d’un milieu parfait sont exprimées a ['aide des
quantités adimensionnelles, dites permittivité relative et perméabilité relative, no-
tées € et i respectivement, telles que

£ =gy &, (2.8)
[t = po fi. (2.9)

Remarque 2.2 Dans le cas des matériaux hétérogénes isotropes, la permittivité
électrique € et la perméabilité magnétique p sont des fonctions scalaires dépendant
de la variable d’espace.

Remarque 2.3 Dans le cas des matériauzr anisotropes, les fonctions scalaires €
et u sont remplacées par des tenseurs.

Définition 2.1 Dans un matériau diélectrique parfait, la permittivité électrique
et la perméabilité magnétique sont réelles.
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2.3 Equations de Maxwell en régime harmonique

En régime fréquentiel, les champs électromagnétiques, ainsi que les termes
sources ont une dépendance temporelle harmonique, ayant la forme suivante :

E(x,t) = R (E(x) exp(—iwt)), (2.10a)
H(x,t) = R (H(x) exp(—iwt)) , (2.10Db)
B(x,t) = R (B(x) exp(—iwt)), (2.10¢)
D(x,t) = R (D(x) exp(—iwt)), (2.10d)

avec R (-) désigne la partie réelle d'un champ complexe. Les fonctions E, H, B
et D : R® — C3 sont a valeurs vectorielles complexes et, w > 0 est la pulsation.
D’aprés (2.5), le systéme de Maxwell harmonique en champ électrique E et en
champ magnétique H est donné par

rot E —iwuH = 0, (2.11a)
div (uH) = 0, (2.11b)
rot H + iweE = j, (2.11c)
div(eE) = o. (2.11d)
Nous avons aussi
j(x,t) = R (j(x) exp(—iwt)), (2.12a)
{@(X7 t) = R (o(x) exp(—iwt)) (2.12b)

avec j : R3 — C3 une fonction & valeurs vectorielles complexes et, o : R — C
une fonction scalaire a valeurs complexes.
La loi de conservation de la charge en régime harmonique est donnée par

iwp = divj. (2.13)

2.4 Conditions de transmissions entre deux mi-
lieux

Nous considérons la propagation d’une onde électromagnétique a travers deux
milieux 2; et (5. L’interface ¥ séparant ces deux milieux est parcourue par une
densité surfacique de courant js, et une densité surfacique de charge os. Nous
notons n la normale unitaire orientée du milieu €2; vers le milieu €25, voir Figure :
2.1. Nous rappelons ici les conditions de transmission qui régissent les traces
normales et tangentielles des champs et inductions. Le lecteur pourra se référer a
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FIGURE 2.1 — Domaine de propagation d'une onde électromagnétique dans deux
milieux différents.

[16].
(D2 — Dl) 1 = Oy, (214&)
(Hy — H)) x n = —js, (2.14b)
(B2 - B1> N = O, (214C)
(Es —E,) xn =0. (2.14d)

Traitons tout d’abord le cas particulier o les milieux §2; et {25 sont parfaits.
Nous notons €1, 1, €9 et us les propriétés caractéristiques des milieux €2y et €25.
L’interface ¥ ne contient ni charge ni courant (js = 0 et gy, = 0)

(D2 —D1) -n=0, (
(Hg — Hl) xXn= 0, (2].5b

(B2 - Bl) N = 0, (215(3
(EQ — El) xn=20. (215d

Les conditions de transmission s’écrivent en éliminant les inductions

(H, —H;) xn =0, (2.16a)
{ (E; —E;) xn=0. (2.16b)

Traitons maintenant le cas ou €2y est un milieu parfait et le milieu €25 est un

conducteur parfait. Les champs électromagnétiques sont nuls dans le conducteur
parfait

E;, =Dy, =B, =H,=0.

Il faut alors distinguer les deux conditions aux limites homogénes au bord du
milieu de propagation

{ B, - n=0, (2.17a)
E xn=0. (2.17h)
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Les équations permettant de déterminer la densité de charge surfacique et la
densité de courant surfacique, qui sont engendrées par 1'éclairage de la surface
par une onde électromagnétique s’écrivent

D; -n=—py, (2.18a)
H, x n = js. (2.18b)

On pourra se référer a [43].

2.5 Condition de radiation a 1’'infini

Afin de garantir I'existence et 'unicité de la solutions du systéme de Maxwell
en régime fréquentiel, nous complétons en général ce systéme par la condition
d’onde sortante, dite condition de Silver-Miiller

lim |x]| (rotE X iK,E) = 0. (2.19)

|x|—00 ‘X’

Le lecteur pourra se référer a [43].

2.6 Adimensionnement des équations de Maxwell

2.6.1 Cadre de ’adimensionnement

Le principe de l’adimensionnement consiste & se donner des grandeurs
caractéristiques en lien avec le modéle physique étudié. Ces derniéres sont
considérées comme des grandeurs de référence. Le but de cette opération est de
pouvoir exprimer le systéme d’équations par des parameétres et des grandeurs
sans dimension.

Dans cette partie nous allons adimensionner totalement le systéme de Maxwell,
c’est a dire en temps et en espace.

Pour commencer, nous considérons les champs a dépendance temporelle har-
monique définis par (2.10), la vitesse de 'onde électromagnétique dans le vide et
dans un milieu non nécessairement homogéne sont définies respectivement par

1 1
2 2
cg=—", C(X)=—"—"—,
T TS
les fonctions e(x) et p(x) sont définies par
e(x) =E(x)eo,  p(x) = B(x)po,
avec g et (1 sont les permittivité et permeéabilité du vide définies dans (2.6)-(2.7) ;

£(x) et fi(x) sont les permittivité et perméabilité relatives.
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2.6. Adimensionnement des équations de Maxwell

Remarque 2.4 La vitesse relative de la lumiére est notée ¢, elle est définie a
travers la relation
c = ¢yC.

En particulier, dans le vide nous avons

~

e=p=c=1.

Nous définissions ainsi les grandeurs

— la pulsation w, dite encore la fréquence angulaire, donnée en [rad - s™!] et
définie par
W= 27Tf0,

fo est la fréquence en [Hz|. Nous écrivons w de la forme suivante
W = Wy,

tels que wy est la pulsation caractéristique, @ est la pulsation relative.

2
— la période temporelle Tg, définie par T = il
Wo

co s Wo
— le nombre d’onde kg, défini par kg = —.
Co

2
— la longueur d’onde Ay, définie par \g = —7T.
Ko

Nous avons aussi

Ao

Ty
Nous notons par ¢ et X les nouvelles variables associées au temps et a 'espace,
définies par

Co

%\ t ~ X
= — X = —.
TO ’ )\0
Nous notons par Ey = [kg-m-s72-C!] la grandeur caractéristique du champ
électrique. Nous écrivons alors le champ électrique comme suit
E (x) = EE (x), (2.20)

avec E(-) représentant le champ électrique adimensionné.

Nous passons maintenant aux autres champs, nous utilisons le systéme des
équations de Maxwell (2.1) et les lois constitutives (2.4), pour définir le champ
magnétique adimensionné et les inductions adimensionnées

DO = €0E0, (221&)
A
Ho = TODQ = C()DQ = Co€0E0, (221b)
0
Eo
BO = ,LL()HO = CogoﬂoEg = C_ (221C)
0
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Il reste a déterminer jo et gg, pour cela nous utilisons les équation (2.1¢) et (2.1d),
nous avons

D,
in = — 2.22
Jo T() ) ( a)
Do o
= — = —E,. 2.22b
90 M N 0 ( )

Remarque 2.5 Nous pouvons choisir alternativement de fixer Dy, Hy, By, jo ou
bien oo et détermainer les derniéres relations, a ['aide des relations précédentes.

Dans les variables adimensionnées, les opérateurs différentiels sont écrits comme
suit

1 — 1 — 1
rot = )\—Orot, div = )\—Odiv, 0y = Tg@;

2.6.2 Systéme de Maxwell adimensionné

Les équations de Maxwell deviennent

( By —~ By da
—rotE+ ——=B =0, 2.23a
Ao To Ot ( )

B —_~ A~

2 divB =0, (2.23b)
Ao

Hy —~~ Dydas .=

—rot H — ——=D = jj, 2.23c

Ao Ty Ot JoJ ( )

Dy — ~
TO divD = 000p. (2.23d)
0

\

Nous utilisons les formules (2.21), nous avons

p

—_—— a AN
rot E + 8_fB =0, (2.24a)
divB =0, (2.24b)
rotH— —D =], (2.24¢)

ot
divD = 0. (2.24d)
En régime fréquentiel, les équations de Maxwell sont écrites comme suit

(totE — ioB =0, (2.25a)
divB =0, (2.25b)
rot H + 0D =, (2.25¢)
\ divD = 2. (2.25d)
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2.6. Adimensionnement des équations de Maxwell

Les relations constitutives adimensionnées s’écrivent

{

o O
([
=)y M)
oy &

Dans le vide nous avons

L’équation de conservation de la charge adimensionnée s’écrit
00 + divj = 0,
en régime fréquentiel elle est donnée par

— %o+ divj = 0.

(2.26a)
(2.26D)

(2.27a)
(2.27b)

(2.28)

(2.29)

2.6.3 Conditions de transmission adimensionnées entre

deux milieux

Nous partons des conditions de transission (2.16), et les formules (2.21), nous

avons

- D
[Exn]=0 = Exn}:O = [7Xn]
9
- B
Hxnl=0 = Hxn}:O = — Xn
o
[D-nj=0 = —f)-n]:O — [é\ﬁ-n
B-n=0 — 'ﬁ.n]zo — [ﬁﬁ'n]

Remarque 2.6 Dans la suite de ce manuscrit

(2.30a)

(2.30D)

(2.30c)

(2.30d)

— nous allons travailler avec le systéeme de Mazwell adimensionné et, pour

simplifier l’écriture, nous écrivons les grandeurs sans ().

— Les permittivité électrique, perméabilité magnétique et la vitesse relatives

sont notées €, | et c, sauf dans le cas d’indication contraire.
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2.7 Principe de prolongement unique pour les
équations de Maxwell

Enoncé. Soient  un ouvert connexe et {; un ouvert inclus dans Q. Rappelons
[51] que si u € L7, vérifie

Au+ K*u =0, dans (2, (2.31a)
u =0, dans €. (2.31b)

Alors, u = 0 dans €.
Le résultat prend la forme suivante pour les équations de Maxwell

Proposition 2.1 Nous supposons que K, p et € sont constants sur €. Si
E € L2 (Q) vérifie

loc

rot rotE — x’E = 0, dans 2, (2.32a)
E=0, dans €. (2.32b)

Alors, E =0 dans €.

Preuve : Nous remarquons tout d’abord qu’en appliquant la divergence a (2.32),
nous obtenons

divE =0 dans Q. (2.33)
Comme
A = Vdiv —rot rot, (2.34)
il s’ensuit alors
{AE +KE =0, dans Q, (2.35a)
E =0, dans €. (2.35Db)

Il ne reste plus qu’appliquer le résultat précédent & chacune des composantes de
E. O

Soit 2; un domaine régulier connexe, dont la frontiére peut étre décomposée
en deux parties connexes I' et ¥. L’espace R3 admet la décomposition suivante
R3 = Q; U Qy UQp, comme décrit sur la Figure : 2.2.

Proposition 2.2 Si E € H(rot, ;) vérifie

rot rotE — x’E = 0, dans €y, (2.36a)
Exn=0, sur X, (2.36b)
rotE x n =0, sur 3. (2.36¢)

Alors, E =0 sur Q= Q; UX UQy.
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Ql QE

FIGURE 2.2 — Illustration du domaine pour le principe de prolongement unique.

Preuve : Nous prolongeons E & (s par 0. Nous notons 2 = ; UX U Qyx. Nous
montrons alors que E vérifie sur {2

E € L2(Q), (2.37a)
rotrot E — x°E = 0, dans 2. (2.37b)

En effet, nous avons par une application de la formule de Stokes deux fois, pour
toute p € D(R?),

(rotrot E — k°E, p) = / E - (rotrot ¢ — k%p) dx =0 (2.38)
Q

avec les termes de bord nuls, nous pouvons alors appliquer la proposition précé-
dente. 0
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3.1 Introduction

Rappelons qu’a la section 2.2, nous avons présenté les équations qui régissent
la propagation des ondes électromagnétiques en régime temporel quelconque, puis



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution du systéme de
Maxwell

qu’a la section 2.3, nous avons présenté ce méme modéle en régime harmonique.
Dans ce chapitre, nous décrivons les géométries et précisons le probléme aux li-
mites considéré dans cette thése. Nous montrons ensuite a ’aide du théoréme de
prolongement unique et de l'alternative de Fredholm que ce probléme est bien
posé. Cette derniére permet de déduire 'existence d’une solution a partir de son
unicité. Nous nous basons sur le livre de Monk [43], ou le probléme est tout
d’abord posé en domaine dont la frontiére extérieure est une sphére de rayon
R > 0. La condition d’onde sortante est alors écrite comme une condition d’im-
pédance. Une étude précise de cet opérateur permet alors de déduire 1'unicité.

3.2 Description du probléme physique considéré

3.2.1 Hypothéses géométriques

Nous considérons un obstacle parfaitement conducteur D de frontiére I'’. En
terme mathématique D est un domaine borné simplement connexe de frontiére
réguliére I'° (pour comprendre les notions de domaine et de surface réguliére nous
renvoyons le lecteur au livre de Nédélec [44, Section 2.5.2| par exemple).
L’obstacle D est recouvert de N couches minces de diélectriques notées Qg pour
j = 1,...,N. Elles sont supposées paralléles d’épaisseurs uniformes d;. Ces der-
niéres (les épaisseurs J;) sont trés petites par rapport aux autres dimensions
de l'obstacle. Nous notons par Fj-, j = 1,..., N — 1, les surfaces séparatrices
entre les couches minces. L’interface entre la multicouche et le domaine extérieur
Qeet = R3\ (D U Qg) , 7 =1,...., N, est notée I'J. Soit 2° le domaine construit par
Qerty Q?, j =1,..., N. La normale unitaire orientée vers l'extérieur de 'obstacle
est notée n, voir Figure : 3.1.

3.2.2 Hypothéses physiques

Dans le domaine extérieur Q¢, c’est a dire, en dehors de I'obstacle recouvert

par la multicouche, les grandeurs physiques caractéristiques relatives du milieu ¢
et p sont constantes et égales a 1.
Chaque couche Qg, pour j = 1,..., N, est constituée d’un milieu diélectrique
parfait de permittivité électrique relative ¢; et de perméabilité magnétique relative
. Suivant la définition 2.1, ces derniéres sont réelles et nous avons (voir par
exemple [4, 29])
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3.2. Description du probléme physique considéré

source Qeat R3
électromagnétique

FIGURE 3.1 — Géométrie du probléme de diffraction par un obstacle métallique
dans un domaine non borné. L’obstacle métallique est recouvert par des sub-
strats diélectriques différents. C’est un exemple contenant trois couches minces
diélectriques.

Plus précisément, nous définissons les grandeurs € et p sous la forme des fonctions
scalaires positives, définies par morceaux comme suit

1, xeQ“t
e=elx) = { gj, xeQ, j=1.,N, (3:3)
1, xeQ,
p=p(x) = { i, xGQ?, j=1,...,N. (3.4)
Le nombre d’onde k est par définition donné par
K = wiep. (3.5)

Dans le cadre de cette thése, le nombre d’onde est une fonction scalaire définie
par morceaux

2 ext
2 9 . w, X &€ Q s
K= k() = { weip, x€Q), j=1,..,N. (3.6)

Comme la pulsation w est une constante positive donnée (voir section 2.3) et,
d’apreés les hypotheses sur € et p le nombre d’onde x est réel.

Remarque 3.1 La nature du nombre d’onde k joue un réle trés important dans
l’étude de [’existence et de ['unicité d’une solution pour le probléeme de Mazwell :

39



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution du systéme de
Maxwell

— pour un nombre d’onde complexe avec (k) > 0, la coercivité de la forme
bilinéaire associée a la formulation variationnelle du probléme est assurée,
donc la théorie de Laz-Milgram est applicable.

— pour un nombre d’onde réel, la coercivité de la forme bilinéaire associée a la
formulation variationnelle du probléme n’est pas assurée. Dans ce cas, nous
pouvons utiliser

* le principe d’absorption limite qui consiste a ajouter un frottement i
au nombre d’onde k afin d’assurer la coercivité de la forme bilinéaire
associée a la formulation variationnelle du probléme, par la suite passer
a la limite lorsque § — 0.

* dans le cadre de cette thése, nous utilisons la théorie de Fredholm qui
permet de déduire ['existence d’une solution a partir de son unicité.

3.2.3 Systéme d’équations

Le probléme de diffraction dans Q° = Q" UQIUT?_,, j =1,..., N, s’écrit

rot E — iwpH = 0, (3.7a)
rot H +iweE = j. (3.7b)
Les grandeurs caractéristiques du milieu € et p sont les fonctions scalaires définies
par (3.143) et (3.128), respectivement. La densité de courant j est une fonction

supposée de classe C*°(2") & support compact disjoint de l'origine.
Le champ électrique E vérifie au bord de I'obstacle métallique D

nxE=0, sur I, (3.8)

Comme il s’agit d’un probléme de transmission, nous complétons le systéme par
les conditions d’interfaces, qui sont définies sur les surfaces I' = I') et F?, pour
j=1,..,N—1

[EXH]|F§:07 j:()?'”JN_]-? (39&)
Hxnlps =0, j=0 N—-1 (3.9b)

Finalement, le champ électromagnétique vérifie la condition de rayonnement &
I'infini de Silver-Miiller

|x| =00 |X|

lim |x| (rotE X mE) = 0. (3.10)

Remarque 3.2 Nous disons que la solution du systeme de Mazwell harmonique
(3.7) est sortante si elle vérifie la condition de rayonnement a linfini de Silver-
Miiller.
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Sur chaque sous-domaine constituant Q° le domaine de propagation de ’onde
électromagnétique, nous avons 1’équation du second ordre qui met en jeu le champ
électrique E suivante

1
rot—rot E — w*cE = iwj. (3.11)
1

Cette derniére est obtenue a partir du systéme de Maxwell (3.7) et, pour F = iwpuj
nous pouvons écrire
rot rot E — x’E =F, (3.12)

avec k, pu et F sont toujours relatifs a chaque sous-domaine.
Nous pouvons déduire le champ magnétique H a partir de la relation suivante

1
H=—rot E. (3.13)

Wi
Ainsi, suivant les conditions de transmission (3.9b), le champ H doit vérifier
[H xn]|s =0, 7=0,..,N— 1. Nous devons donc avoir
J

(£ 'rot Exn] s =0, j=0,..,N—1. (3.14)

Pour que ces derniéres équations soient bien définies au sens des distributions,
nous insistons sur le fait qu’elles sont définies sur chaque partie de .

3.2.4 Cadre fonctionnel

L’énergie électromagnétique est donnée par (cf. le livre de Lions-Dautray |16,

§4)

1 1
£ - -/ (e[B + L|H]?) dx. (3.15)
2 e 1%
D’aprés (3.13), il s’ensuit alors
£ — 1/ (E[E2 + ——|rotB[2) dx (3.16)
2 Jas w?p? ' '

Il est naturel de chercher la solution dans H(rot, 2?), dont la définition est donnée
dans la sous-section 1.3.1.

La densité de charge p est reliée a la densité de courant j par 1’équation de
conservation de la charge en régime harmonique (voir sous-section 2.3)

wp = divj.

Par hypothése, la densité de courant j est une fonction vectorielle de classe C*™
a support compact dans Q¢. Il suit que o est une fonction réguliére a support
compact dans Q. Ainsi, la densité o est dans L?(Q*'). D’aprés le systéme de
Maxwell harmonique (2.11), nous avons

div(eE) = o. (3.17)
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Nous cherchons alors les solutions du systéeme de Maxwell dans
X = {E € L*(?’) | rot E € L*(Q°) et div(cE) € L*(Q°)}. (3.18)

En raison du caractére non borné du domaine de propagation, le champ élec-
tromagnétique sera recherché localement dans l’espace X. Pour ce faire, nous
considérons Br une boule de centre O et de rayon R > 0, définie par

BR:{XER3,|X‘<R}.

Le support du terme source F = iwpj est contenu dans Bg et il est supposé
assez loin de l'obstacle métallique recouvert de la multicouche (voir Figure : 3.2).
D’aprés I'équation de conservation de la charge, la régularité de F est H(div, Q?)
localement. Dans le cadre de cette théese, nous supposons que divF = 0.

Remarque 3.3 La boule Bg nous permet de décomposer le domaine infini de
propagation de l'onde électromagnétique en deux parties

— une partie non bornée dans laquelle nous définissons le probleme de Mazx-
well extérieur homogéne, vérifié par [’onde sortante et une condition d’onde
sortante. Une premiere étape consiste a résoudre ce probleme et obtenir un
opérateur d’impédance sur la sphére de rayon |x| = R.

— wune partie bornée contenant le support du terme source F, dans laquelle la
solution vérifie le probleme de Maxwell non homogéne et la condition d’im-
pédance sur la sphére de rayon |x| = R. Pour démontrer que la solution
existe et unique pour ce dernier probléme, nous allons utiliser [’alternative
de Fredholm. Cette derniére nous permet de déduire [’existence d’une so-
lution & partir de son unicité. Nous suivons le livre de Monk [43], ou le
probléeme est tout d’abord posé en domaine dont la frontiére extérieure est
une sphere de rayon R > 0. La condition d’onde sortante est alors écrite
comme une condition d’impédance. Une étude précise de cet opérateur per-
met alors de déduire ["unicité.

3.3 Décomposition modale de la solution sortante
de Maxwell i ’extérieur d’une boule Bp
Nous désignons par Bj le complémentaire de la boule de centre O et de rayon

R > 0, définie par
By ={xeR’ x| > R}.

~ X .. .., e
Pour x € R?, nous avons n = X = m la normale unitaire dirigée vers l'intérieur
X

de BY, voir Figure : 3.1.
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I’extérieur d’une boule By

=l B,
\kk

FIGURE 3.2 — Géométrie du probléme de propagation d’une onde électromagné-
tique & l'intérieur et a I'extérieur d’une boule Bg.
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La restriction de la solution sortante du systéme de Maxwell d’ordre deux sur Bj
vérifie

rot rot E — x°E = 0, dans B, (3.19a)

nxE=)\ sur I'r = 0B, (3.19b)

lim |x| (rot Ex ~ il{E) =0. (3.19¢)
|x|—o00 |X‘

Pour E dans lespace X et A supposé connu dans 'espace H, %(dinR,FR), ce
dernier est défini dans la sous-section 1.3.2. Nous allons calculer E en fonction de
la trace tangentielle de A (la trace tournée m/2). L’'opérateur qui associe a A le
terme rot E x n est I'opérateur d’impédance.

Remarque 3.4 En ce qui concerne le choix de la donnée A, il est naturel de la
considérer réguliére (en vue d’une donnée venant de la nature ou bien pour les
applications en simulations numériques). Toutefois, dans notre cadre théorique,
le théoréeme des traces tangentielles nous permet d’étendre les données au bord a

1
des fonctions moins régulieres appartenant o H, ? (divr,, ['r).

La solution sortante E admet la décomposition modale suivante (voir [37, Cha-
pitre 5] ou bien [43, Chapitre 9|)

Z Z { CnmSnm )+%enmsim( )}. (3.20)

n=1 m=-—n

Les modes S}, , (x) et S, (x) sont des fonctions reliées par les formules (voir [37,
Chapitre 5])

1 1
S,fm( ) = —rot S;,m(x) et S' (x)=-——rot S§7m(x), (3.21)

K ’ KR

qui vérifient

St (x) = “‘Xl rots:Yym (%) | 3.22a

_— _n<n+1> hi) (k]x)) Sz
S =i <h§3)(/~:R)>Yn’M()

(1) (1)
| (hn (rlx]) + x| A (mlx!)> VeY..(®).  (3.220)

ir[x| hY (kR)
Les fonctions ' (k|x|) sont les fonctions de Hankel sphériques de premiére espéce
et les fonctions Y, ,,, (X) sont les harmoniques sphériques angulaires (voir I’Annexe

A dans laquelle il y a un petit rappel et, pour plus de détails nous renvoyons le
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lecteur par exemple & [15, 38, 43, 44]).
Le coefficient «,, est donnée par
h(l)/( R)

=14+kR .
hY (kR)

(3.23)

Remarque 3.5 Le développement de la solution sortante B sur la sphére de
rayon |x| = R, sous la forme d’une somme discréte des modes propres est un
développement en changement de variables (voir [[3, Chapitre 9]).

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques caractéristiques de av,.

Lemme 3.1 (¢f. [/3, Lemma 9.20, Chapitre 9]) Ils existent deuzx constantes po-
sitives ¢y et cq, tel que pour tout n, vous avons

con < |ay| < ean. (3.24)
Lemme 3.2 Nous avons pour tout n € N

' (xR)
%( 1)(HR)> 0, (3.25a)

(hR)
<h(1)(/<;R) ) > 0. (3.25b)

Preuve : 11 suffit d’adapter au 3D les preuves dans la thése de Tordeux [57,
pp. 275-277|. La fonction de Hankel sphérique de premiére espéce d’ordre n est
définie comme suit

D (2) = Ju(2) + iV, (2), (3.26)
avec J, est la fonction de Bessel sphérique d’ordre n et Y,, est la fonction de
Neumann sphérique d’ordre n (cf. [43, Section 9.3.2]). Pour tout n € N, et tout
z = kR € R*T, les fonctions J, et Y, vérifient les propriétés suivantes ([43,
Lemme A.3, Lemme A.4])

Ju(2)Y,(2) = J(2)Y,(2) > 0, (3.27)
J(2)Jn(2) + Y, (2)Yn(2) < 0. (3.28)
Nous avons
WY'(z)  J(z) Y (=
hP(2) -  Ju(2) FiY(z
(JT'L( +iY,(2)) (Ju(z) — iYa(2))
Ja(z) +Y37(2)
_ (JA(Z)Jn(Z) + YTZ(Z)Yn(Z)) H(Jn(Z)Yé(Z) — Ju(2)Yn(2)
Ji(2) + Y (2)

TV
<0 >0

; (3.29)

(3.30)




Chapitre 3. Existence et unicité de la solution du systéme de
Maxwell

Corollaire 3.1 Les signes de la partie réelle et de la partie imaginaire de o, sont
déterminés comme suit

R(an) <0, (3.32a)
Preuve : Nous avons 1y
an =1+ KR D (KR).
n (KR)
Alors (1y
i
5}%(05”) =1+&xR %(ﬁ); (3333)
MY (kR
S(an) — &R g(#) (3.33b)
hy” (kR)

D’apres le lemme 3.2, nous déduisons que
S(av,) > 0. (3.34)

Pour déterminé le signe de la partie réelle de «,, nous avons besoin d’utiliser les
propriétés des fonctions de Bessel et de Neumann sphériques.
Pour kR = z, nous avons

Rlan) = 14 gce(ff)' )

n

Jn(2)In(2) + Y, (2)Yn(2) (3.35)

Ja(2) + Y2(2)
Nous rappelons la formule suivante |2, p. 439]

1 <= (2n — k)!(2n — 2k)!

J2(2) +Y2(2) = > FICEIE (2z)2k—2n
=0 (3.36)
T 22 Hm—RP (22)

i) + ) = - 3 B DI

23 2 Rl(n— k)2
1 & (20— k)20 — 2K)1(4k — 4n) 0o
"o L FICEYAIE (22)
(3.37)
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Il s’en suit
Tn(2) + Y2 (2) + 2(J(2) Ju(2) + Y, (2)Ya(2)) =
1 o=~ (20— k)!(2n — 2k)1(4k — 4n) 5 o,
o EERE (22) . (3.38)

x~
Il

0

Comme 4k —4n < 0, alors cette derniére formule est de signe négatif. Finalement,

nous déduisons que R(«,) < 0.
U

3.3.1 Identification des coefficients €], et ¢,
Nous calculons tout d’abord la trace tangentielle de la solution sortante E
kR
VB =3 Y { € 160 (%) + =€ S (X )} - (3.39)
n=1m=-—n

t.m & valeurs dans R®, définie par (3.22a), est un champ tangent
a la sphere orthogonale a X. Par contre, la fonction S, définie par (3.22b) est
constituée d’'une partie radiale en X et, une partie tangentielle en Vg2V, (X).
Donc la trace tangentielle de E a la sphére de rayon |x| = R est donnée par

wE(x Z Z { RSQYW&)+e;mv52Yn7m(§)}. (3.40)

n=1 m=—n

La fonction St

D’autre part La donnée A se décompose sous la forme (voir Annexe B.1)

= i i {)\;7mvS2Yn7m(§) — )\;mHSQYn,m(i)} . (341)

n=1 m=—n

pour x € I'g. Les coefficients spectraux sont donnés par

1
A :—/ A V2 Y m(X)dl g, 3.42
S 1) e (x) - V52V m(X)dl g (3.42a)
1
I S ) - rots:Y, n(®)dl 3.42bh
Hm n(n+1)/ $rots R ( )

D’aprés la condition au bord (3.19b) et en utilisant les définitions des traces
tangentielles 7y, et 7; (voir section 1.4), nous avons

wE=MmxE)Xn=\Xxn. (3.43)

La décomposition spectrale de A x n est donnée par

(A x n)( Z Z { TObs2 Yo (R) + A2 vsgyn,m(i)}, (3.44)

n=1 m=—n
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et cela en utilisant les relations suivantes

V2 Yym(X) X 1 = rots:Yym(%), (3.45a)
rots: Y, n(X) x 1 = — VgV (). (3.45b)

Par identification des coefficients de (3.92) et de (3.44), nous avons

S (3.46a)
e =N (3.46b)

_1
Conclusion 3.1 Pour A € H, *(divry,'r) définie par (3.41), la solution sor-
tante du systeme de Mazwell (3.19) est donnée par

Z Z { S m )+@Aim85m( )}, (3.47)

n=1m=-—n

,m

pour N, . et A, définis par (3.42a) et (3.42b), respectivement.

3.4 Décomposition modale de ’opérateur d’impé-
dance

Dans ce paragraphe nous allons calculer explicitement l'opérateur d’im-

pédance, ce dernier représente l'opérateur de frontiére défini sur la spheére

I'r = 0(Bgr), que nous obtenons a partir de la formulation variationnelle du

systéme de Maxwell d’ordre deux & l'intérieur de la boule By (sous-section 3.6).
Il est défini par le terme au bord (rot E x n, E;)_

3.4.1 Définitions

Nous rappelons tout d’abord la décomposition modale de la solution sortante

Z Z { €S, (X) + ZmzzR m(X )}. (3.48)

n=1 m=-—n

Les modes S} ,, et S¥  sont données par les fonctions (3.22a) et (3.22b),
respectivement. Les coefficients e, et e}, sont donnés par les formules (3.46b)

et (3.46a), respectivement.

Pour commencer, nous calculons rot E

rot E(x Z Z { mTOtS) | (x) + €;’miﬁRr0tS;m(X)}. (3.49)

Op

n=1m=-—n
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3.4. Décomposition modale de opérateur d’impédance

Nous utilisons la relation (3.21) et le fait que les modes S}, et Sy = vérifient

I'équation de Maxwell d’ordre deux (voir [37, Théoréme 5.2|), nous obtenons

rot E(x Z Z { e S (x) — ik e ZZRst (x )}. (3.50)

n=1 m=-n n

Nous calculons maintenant (rotE) x n, en remplagant S/

X
m €t Sy par leurs

formules, vous avons

rot E(x) xn = Z Z {( ) € mYnm(X)X X 0

n=1m=-—n

1 ~
+E €m0 Vs2Yym (X) X n

R R
—iKe, o, il m‘ngmm (X) x n} , (3.51)

n

N ~1/2
ce dernier & un sens dans H, "/ (rotr,,, ['r).
Comme n = X, nous avons

X xn=0. (3.52)

Nous obtenons alors

rot E(x xn—zmz Z { ﬁszYnm

n=1m=-n

+eX mRVSQYnm( )} . (3.53)

Car
VY (X) % 1 = rots: Y (%), (3.54)
rots: Yy (X) x n = — VY, (%) . (3.55)

Nous remplagons e, ., et ey, par leurs formules (3.46a) et (3.46b) dans cette

derniére expressmn nous avons

«
rot E(x) x n =ik — RsaYn,m (X)
;mz;n{ "ikR
AL Rvsgym( )}  (3.56)

7‘L

Remarque 3.6 Pour étre en conformité avec [43, /4], dans ce chapitre, nous
adoptons la notation E; pour la trace tangentielle v/ E.
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Définition 3.1 Nous désignons par

1

zZ H;§ (I’OtFR,FR) — H;E(diVFR,FR), (357)

Popérateur electric-to-magnetic de Calderon, qui associe o la trace tangentielle
du champ électrique E; de la solution sortante du systéme de Mazwell, la trace
tournée de 90°, H, x n, nous écrivons

1
ZE, = —rotE x n. (3.58)
(2

Le lecteur pourra revenir a [44, Section 5.3.2].

Corollaire 3.2 D’aprés la définition 3.1 et la formule (3.53), la décomposition
modale de l'opérateur Z est donnée par

0 _ R
ZE(x Z Z { Rﬂgzyn,m (%) +e;7mm VY (X )}, (3.59)

n=1 m=-—n Qn

avec
h (kR

ap =1+ HR#. (3.60)
hn’ (kR)

Preuve : C’est une application directe de la définition 3.1. 0]

Proposition 3.1 FEn utilisant la définition de l’opérateur electric-to-magnetic de
Calderon Z, la décomposition modale de 'opérateur de frontiére

K (ZE;, Ej)p = (rot E xn, B, (3.61)

est donnée par
’ . > n (67 t t_' ’L/{R x Tx 7
(rot E xn E), =ik E E n(n+1) (| —5enmthm T —¢€nmern | ¢
kR o
Pour E = E/, nous avons la forme quadratique

kR
(rot B x n, E,), _mzz{ (n+1) (/{R ol + 0 )}

n=1m=-—n
(3.63)
Les coefficients e}, et e}, . sont données par les formules (3.46b) et (3.46a),
respectivement.
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Preuve : Nous effectuons le produit de dualité suivant

(rot E x n,Ej). =

mz Z Z Z {mR Cnm ot ! <ﬁ82Ynm’ﬁ82Y >

n=1m=—nn/=1m/=—n

+€$Lm n’,m’ <ﬁSQYnm7vSQY >82
el et <vszynm,r‘%szy > 2
S
R [
+Zf§ e7>1<m €. m’ <V32Ynm,V52Y > } . (364)

Les vecteurs Vs:2Y,, ,, et rozngnﬁm sont orthogonaux. En plus, nous avons les
relations

<v82Yn,ma v82Yn’,m/>S2 = <RSQYn,m7 RSQYn/,m’>82 = <Yn,m7 _ASQYn/,m’>S2

(3.65)
Nous savons aussi que les harmoniques sphériques Y, ,, sont des solutions du
probléme aux valeurs propres de I'opérateur de Laplace-Beltrami Ag:2

— A32Yn/7m/ = n'(n' + I)Yngm/. (366)
Nous obtenons alors

(rot Exn Ej). =

R

w3 3T 3 S {02 o D Yl

n=1m=—-nn/=1m/'=—n

e
(0 1) e e Vo V) s } (3.67)

n

Finalement, nous utilisons le caractére orthonormal des harmoniques sphériques,
nous avons

— kR
(rot E x n,El); _mzz{ o) (et e+ e o) |
[0

n=1m=-n
(3.68)

Pour E = E’, nous avons la forme quadratique

kR
(rot E x n,Ey);. —mz Z { (n+1) (/{R 62,m|2+%|€;,m|2)}-

n=1 m=—n n

(3.69)
Les coefficients e, et el sont données par les formules (3.46b) et (3.46a),
respectivement. ]

51



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution du systéme de
Maxwell

Remarque 3.7 En tenant compte des métriques, nous avons par exemple
(B, Vs2Yom)p, = R*(E(R %), Ve:Ynm) g2 - (3.70)

Dans les formules précédentes, le coefficient multiplicatif R* n’était pas pris en
considération.

_1 1
Théoréme 3.1 L’opérateur Z : H, ? (rotr,,I'r) — H, *(divr,,I'r) est continu.

Preuve : 1l se démontre suivant le méme principe que dans [43, Théoréme 9.21],
en utilisant le lemme 3.1.

O

3.5 Systéme de Maxwell d’ordre deux a I'intétieur
d’une boule Bp

Nous considérons le systéme de Maxwell du second ordre non homogéne, défini
dans un domaine borné de R?

( rot rotE — Ww’E = F, dans Qp, (3.71a)
rotpj_lrotEj —w?e;E; =0, dans Qf», j=1,---,N, (3.71Db)
(rotE — py 'rotE;) x n =0, sur I, (3.71c)
[E x n] =0, sur I, (3.71d)

[E; xn] =0, sur Fj, j=1,.,N-1, (3.71e)

[,uj_lrotEj X n} =0, sur Fj, j=1,..,N-1, (3.71f)
nxEy=0, sur %, (3.71g)

L rot E xn =ikZ(\ X n), sur I'p. (3.71h)

Le crochet [-] représente le saut a la traversée d’une surface. L’opérateur Z est
lopérateur d’impédance appliqué a la donnée Axn = E;, cette derniére appartient
1

a l'espace H, ?(rotr,, ['g).
Nous supposons que l'obstacle métallique D, recouvert par une multicouche, est
de géométrie sphérique. Il est contenu dans une boule Br de centre O et de rayon
R > 0 définie par

Br = {x € R’ |x| < R}.

Nous désignons par {2r la couronne définie comme suit
Qpr=Br\ (DUQ), j=1,--- N, (3.72)

de frontiére extérieur I'g et intérieur I', voir Figure : 3.3.
Nous notons par Q(SR le domaine

0 =QrUQ, j=1,--- N, (3.73)
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FIGURE 3.3 — Géométrie du probléme de diffraction par un obstacle métallique
sphérique dans un domaine borné. L’obstacle métallique est recouvert par des sub-
strats diélectriques différents. C’est un modele qui contient trois couches minces
de diélectriques.

de frontiére extérieur I'g et intérieur I'°. Ce dernier représente le domaine borné
d’intégration, que nous considérons dans la formulation variationnelle. La normale
unitaire orientée vers I'extérieur de la boule By est notée n.

Remarque 3.8 L’écriture explicite de la solution E sur la surface I' en utilisant
les modes St et S*_ nous oblige de supposer que l'obstacle métallique D est de

n,m n,m

géométrie sphérique.

3.6 Formulation variationnelle

Pour écrire la formulation variationnelle du systéme (3.71) Nous multiplions
(3.71a) et (3.71b) par une fonction test E et, nous intégrons par partie sur Q9 en
utilisant la formule de Green (1.100). Par la suite, nous utilisons les conditions de
transmission définies sur les interfaces Fg, 7 =1,..., N—1; ainsi que les conditions
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aux limites (3.71¢)-(3.71g), nous obtenons

/ (rotE - rotE — w’E - E')dx
Qr
+ Z/ (11 'rotE; - rotE — w’e;E; - E')dx

— (rot E x n,E), = / F-Edx, (3.74)
Qr

pour toute fonction réguliére E', avec n x E' = 0 sur I’ et F € L*(Qg). Nous
supposons que le champ électrique E vérifie la contrainte div(eE) = 0.
D’aprés la définition 3.1, le terme de bord en rot E X n s’écrit

(rot E x n,Ef); = / (rotE x n) - E/, dI'y = ik (ZE,, E}). (3.75)
Ir
La formulation variationnelle (3.74) s’écrit alors

/ (rotE - rotE — W’E - E/)dx
Qr

N
+ Z /Qé(uj_lrotEj -rotE — w?e;E; - E)dx
=179

— ik (ZE, E}) :/ F-Edx, (3.76)
Qr
Remarque 3.9 1. Le crochet <'7'>FR représente le produit de dualité entre

les espaces Ht_l/Q(dinR, [g) et Ht_i/Q(rotpR, LCr) (cf. section 1.6, définition
1.3).

2. D’apres la définition 3.1, nous avons ZE; dans [’espace H;I/Q(divFR,FR).
En plus, D’apres le théoréme de trace (cf. chapitre 1), la trace tangentielle

vE = E; est dans [’espace Ht_l/2(r0tpR,FR). Nous déduisons alors que
(rot E x n,Ej)[.est bien défini.

L’espace fonctionnelle approprié est
H = {E € H(rot, Q%) NH(sdiv,Q}) | n x E =0 sur "} (3.77)

L’espace H est un espace de Hilbert.
Nous notons par b, : Hx H — C, la forme sesquilinéaire définie par

b, (E,E) = / (rotE -rotE’ — w’E - E) dx
Qr
N
+ Z/ (,ujlrotEj -rotE — w’c,E; E) dx. (3.78)
=179
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Nous notons par a, : H x H— C la forme sesquilinéaire définie par

a,(E,E) = b,(E,E) — ix (ZE,,E}) . (3.79)

Remarque 3.10 Dans la suite de ce chapitre, nous allons considérer la formu-
lation variationnelle écrite d’une facon compacte comme suit

J

avec les caractéristiques physiques € et u, ¥, ainsi que la solution E des fonctions
définies par moreaux sur Q% = Qp U ng j=1,---,N.

<,f1rotE-rotﬁ—w%E-E)dx—m (ZE, E)) = / F-Edx, (3.80)
Q

) )
R R

Dans la suite nous énoncons le théoréme principal dans ce chapitre d’existence et
d’unicité de la solution faible pour le systéme de Maxwell (3.71) défini a I'intérieur
de la boule Bp.

Théoréme 3.2 Pour F € L*(Qg) a support compact et a divergence nulle, le
probleme variationnel associé au systéme d’équations (3.71), défini par

trouver E € H, telque (3.81a)

VE €H, a,(EE)= / F.Eldx, (3.81b)
Qr

admet une unique solution E.

Pour démontrer ce théoréme nous utilisons le théoréme de Fredholm. L’unicité
de la solution est donnée par le théoréme de prolongement unique puis, nous
obtenons l'existence de la solution a partir de son unicité en décomposant le
champ électrique en la somme d’un champ de gradient et son orthogonal (cf. [43,

Chapitre 3]).

3.7 Existence et unicité de la solution

Nous définissons les deux espaces suivant

W ={¢ e H'(Q}), ¢ =0sur 'p} (3.82)
X = {u € H(rot, Q%) | div(eu) = 0, n x u =0 sur I’ et divps u; = divr, u; = 0} .
(3.83)

La norme de 'espace W est induite par la norme de 'espace H(Q%). La norme
de 'espace X est induite par la norme de I’espace H (rot, Q‘SR).

Théoréme 3.3 L’injection de 'espace X dans L2(%) est compacte.

Remarque 3.11 Comme Uinjection de l'espace H'(Q%) dans L?(Q%) est com-
pacte [13], alors il suffit de démontrer que ’espace X s’injecte contindment dans
Uespace HY(Q3%,).
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Preuve du Théoréeme 3.3 : Tout d’abord, nous considérons le cas d'un do-
maine contenant une seule couche mince Q. Nous avons alors Q% = Qf U Qp.
L’espace X est contenu dans ’espace X défini par

X = {E € H(rot, %) N H(e div, Q%) | E, € H, /> (divys, )

et B, € H; *(divr, , PR)} . (3.84)

D’aprés le Théoréme 5.4.4 dans le livre de Nédélec [44], 'espace X s’'injecte dans
H'(Q0) x HY(Qg). Ce dernier s’injecte de facon compacte dans L%(Q9) x L2(Qg).
En utilisant la continuité des traces tangentielles E; ainsi que la continuité
des traces normales ¢(E - n) a la traversée des surfaces séparatrices entre

les couches minces, notées F?, j = 1,..., N — 1, nous pouvons généraliser
le résultat d’injection de l'espace X, défini sur Qp U Q‘;, j = 1,...,N, dans
HY(Q%) x -+ x HY(Q) x HY(Qg). O

Pour montrer 'existence et 'unicité d’une solution, nous cherchons E sous la
forme
E=u+ Vp, (3.85)

avecp € W et ue X.
Cette décomposition n’est pas unique, nous y ajoutons les conditions suivantes

1. Nous choisissons p vérifiant
div(eVp) = 0. (3.86)

Nous avons alors

div(eu) = 0. (3.87)
2. Sur I'g, nous choisissons u vérifiant
divp, u; = 0. (3.88)

Nous utilisons les propriétés des opérateurs différentiels surfaciques (cf. cha-
pitre 1), nous avons

divr, E; = —rotr, (E; x n). (3.89)
Nous avons aussi
diVFR VFRP = AFRp. (390)
En utilisant la condition aux limites n x E =\ donnée par (3.19b), nous
obtenons
Ar,p = rotp, A. (3.91)

3. La trace de p sur I'p est déterminée & une constante prés. Cette derniére
est fixée en prenant (p, 1>FR = 0, c’est a dire considérer p & moyenne nulle
sur ['g.
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Remarque 3.12 Les hypothéses précédents nous permettent de déterminer les
réqularités de p et de u. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur au livre

de Nédélec [44, p. 216].

Sur le coté extérieur de la sphére I'g, nous avons

- % {e;mﬁsm,m(ﬁ) + e;mvszYmm(i)} . (3.92)
n=1 m=-—n
Les décompositions modales de u; et de (Vp); = Vr,p sont données par
-y ¥ {u;mHSQYW(ﬁ) + ug,mvsgyn,m@} . (3.93)
n=1m=-n
(Vi) (x Z Z { VD), Tt se Vi m(R) + (V)0 V2 Vo (R )} . (3.94)
n=1 m=—n
Nous pouvons écrire E; de la maniére suivante
- % {(ut Vp). Yrots:Y (%)
n=1 m=-—n
+(uyy ,, + (Vp)rm)Vs2Yum(X)} . (3.95)
En utilisant la condition sur u; donnée par
diVI‘R U = 0.
Nous obtenons
Uy =0 (3.96)
Il est clair que
rOtFR (VFRp) =0
Nous avons alors
(VD)ym =0 (3.97)
Finalement, nous avons
Crm = Uy (3.98)
e, = (Vp ;m 3.99
Finalement, nous écrivons
-y ¥ {u;mﬂym,m( + (VD) Vi V(R )} . (3.100)

n=1 m=—n
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En utilisant ce dernier résultat et d’aprés la formule (3.59), Popérateur d’impé-
dance appliqué a E;, s’écrit

ZEi(x) = Z'Ey(x) + Z¥Eqi(x). (3.101)
avec o "
t _ t Qap ~
ZE(x) = Y. ) Cnm 5105V (X)
e (3.102)
kR

ZE(x) = > > el ——Vs:Yom (%),

n=1 m=—n n

D’autre part, nous avons dans le cadre de la décomposition E = u + Vp avec
diVFR U = 0
ZtEt = Ztut et ZXEt = vap

Dans le paragraphe suivant, nous réécrivons la formulation variationnelle (3.80)
en utilisant p et u. Pour E’ vérifiant la décomposition suivante E' = v — Vq.
Nous obtenons

/ulrotu-rotvdx—cf/ 5u-de—w2/ eVp-v dx
o Q% 0%

+ w2/ eu- Vg dx + w2/ eVp - Vq dx — ik (Zuy, vi) — ik (Z(Vr,p), Vi)
0k

0%
+ ik (2Zus, (Vraq)) + ik (Z(Vrep), (Vreq)) = /5 F. -vdx— /5 F - V7 dx.
QR QR
(3.103)

Pour ¢ et v vérifiant les mémes hypothéses que p et u. Alors en utilisant (3.96)
et (3.97), nous avons

Upm =0, (3.104)
(Vg)'.,, = 0. (3.105)

Nous utilisons la formule (3.62) dans la proposition 3.2, nous obtenons

Kk (Z(Vrpp), vi) =0, (3.106a)
it (Zu, Vr,q) =0, (3.106b)

E E t t
<Zut7 Vt =K Run,mvn,m

n=1m=-—n

=ir (Z'ay, vy), (3.106¢)
<Z(VFRP VFRq - Z’iz Z (VFRp>n m(erq)nm
n=1m=-—n
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Nous introduisons la notation suivante

A(u,v) = /Q

p'rot u-rot v dx — w2/ eu-vdx — ik <Ztut, Vt> (3.107a)
Q

h h
B(Vp,v) = —w? /95 eVp -V dx (3.107b)
&
L(v) = /Q PV (3.107)
A(u,Vq) = w? /Q(s eu - Vgdx (3.107d)
B(Vp,Vq) = w? /Qs eVp - Vadx + ik (Z*(Vrup), Vraq) (3.107e)
L(Vq) = — /96 F - Vg dx. (3.107f)

Nous écrivons maintenant les deux formulations variationnelles suivantes

{A(u, v)+ B(Vp,v) = L(v), (3.108a)
A(u,Vq)+ B(Vp,Vq) = L(Vq). (3.108b)

Lemme 3.3 Pour F € L?(Qg) a support compact et & divergence nulle, chercher
lexistence et l'unicité de la solution E vérifiant le probléeme variationnel associé
au systeme d’équations (3.71), défini par

trouver E € H, telque

VE € H, aw(E, E/) = / F- de, (3.1093)
Qg

est équivalent a chercher existence et l'unicité de (u,p) vérifiant le probleme
variationnel suivant

( trouver (u,p) € X x W, telsque
VveX, A(uv)+ B(Vp,v)= / F - v dx, (3.110a)
o
Vge W, A(u,Vq)+ B(Vp,Vq) = —/ F - V7 dx, (3.110Db)
Qé
\ R

pour (v, q) vérifiant v— Vq=FE'.

Preuve : Pour démontrer I'implication directe, nous procédons comme dans le
paragraphe précédent. Prendre E et E’ sous la forme

{E:u+Vp, (3.111a)
E' =v-Vq (3.111b)
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Les injecter dans (3.109a), nous obtenons (3.103). Par la suite, en regroupant les
terme en utilisant les notations (3.107) nous obtenons le probléme vraitionnel
(3.110).

Pour démontrer 'implication inverse, nous prenons la somme de (3.110a) et de
(3.110b), nous obtenons

A(u,v)+B(Vp,v)+A(u,Vq)+B(Vp, Vq) :/ F-de—/ F-Vgdx. (3.112)
Q

% k
Comme
{i/@ (Z(Vrpp),ve) =0 (3.113a)
ik (Zuy, Vr,q) =0, (3.113b)
nous obtenons
ik (Zuy, vi) = ik (Z'uy, vy) (3.114a)
ik (Z(Vrp), Vreq) = ik {Z"*(Vrp), Vi) - (3.114b)

Par la suite, la formule (3.112) nous donne la formule (3.103). Finalement, en
regroupant les termes suivant la décomposition E = u+ Vp et E' = v — V¢ nous
obtenons (3.109a). O

L’étape suivante consiste a chercher I'existence et 'unicité de (u, p) € X x W,
vérifiant le probléme variationnel (3.110). Pour ce faire, nous traitons les deux for-
mulations variationnelles (3.110a) et (3.110b), respectivement. En décomposant
chaqu’une d’elles en deux parties : compcte et corercive. Puis, nous prouvons
I'injectivité du probléme variationnel (3.110).

3.7.1 Traitement de la premiére forme sesquilinéaire

Nous prenons la forme sesquilinéaire dans (3.110a) et, nous ’écrivons sous la
forme de la somme de deux termes, un terme coercif et un terme compact.

Nous définissons l'opérateur K; : L2(Q%) x L2(Q%) — L2(Q%) x L%(Q%)
comme suit

—2w?el 0
K, = ( 0 2] > , (3.115)
avec [ est l'opérateur identité. Pour U = ( Vup ) défini sur I’espace
L2(Q%) x L2(Q%), nous avons K;U € X x L*(Q%), avec
—2w?eu
KU = ( W2V ) . (3.116)
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Powr V=" ) un vecteur défini sur I'espace L?(Q%) x L2(0%). Nous définissons
\%

le produit scalaire (K;U, V>L2(Q5R) comme suit

(KlU,V)LQ(Q%) = —2w2/ fu-vdx — w2/ eVp - v dx. (3.117)

Q% 0

Nous ajoutons et nous soustrayons le terme w? fo‘ eu - v dx dans la forme ses-
R

quilinéaire de (3.110a), nous obtenons
A(u,v) + B(Vp,v) =

/ p'rot u-rot v dx + w2/ eu-vdx — ik (Z'ay, v ) + (K, U, V>L2(Q%) .
95 Q% N v

S

Ar2(u,p ;5 v)

(3.118)

Aq1(u,v)

Dans la suite nous démontrons que Aj;(+,-) représente la partie coercive dans la
forme sesquilinéaire A(u,v)+ B(Vp,v) et Aja(-,-) représente la partie compacte.
3.7.1.1 Signe de S(ik (Z',))

D’aprés la formule (3.106¢), pour u = v nous avons

2H<Ztutaut> *ZHZ Z n+1 o nm’2

n=1 m=—n

—Z Z "H Wl (3.119)

n=1m=-n

Nous avons alors

1
S(ik (Z'uy, wy)) Z Z n+ )ui,m‘? (3.120)

n=1m=—n

D’aprés le corollaire 3.1, nous avons $(a,,) > 0. Nous obtenons alors

S(ik (Z'ay,up)) > 0. (3.121)
3.7.1.2 Signe de R(ix (Z,-))
De méme, d’aprés la formule (3.106¢) pour u = v nous avons

Zl{<Z ut,ut>—mz Z n+1 o nm|2

n=1 m=—n

_Z Z "H Wl (3.122)

n=1 m=—n
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Nous avons alors

§R(ZK/ Z ut,ut Z Z n+ 1) ufl,m

n=1m=-—n

. (3.123)

D’aprés le corollaire 3.1, nous avons R(a,,) < 0. Nous obtenons alors

R(ir (2", uy)) < 0. (3.124)

3.7.1.3 Coercivité de la forme sesquilinéaire A;;(-,")

Pour u = Vv, nous avons

A (u,u) = /Q(s

R

ptrot ul? dx + w2/ elulfdx — ir (Z'u,uy).  (3.125)

%

Nous avons
[A1(u,u)| > [R(Ap (u,u))|

> / ptrot u)? dx + w2/ elul?dx — R(ix (Z'ay, 1)) (3.126)
(o] Q4
R R
Nous avons démontré dans le paragraphe 3.7.1.2 que R(ix (Z'u;, uy)) < 0, alors
—R(ik (Z'u4,u;)) > 0 . D’autre part, dans la section 3.2.2 nous avons définit
les caractéristiques € et u, qui sont des fonctions scalaires positives définies par
morceaux, comme suit

1, xeQet
e=elx) = { gj, xeQ, j=1.,N, (3.127)
1, xeQet
— — ’ o 12
p= px) { Wi, XE€ Qg, j=1,...,N. (3.128)
1
Nous notons par a; = minj<j<y(1,w?, —, w?e;). Nous avons alors
j
A w)] = s (ot ull o, + Il )
= oy |lul|%. (3.129)

D’ou l'existence d’une constante positive «; vérifiant la coercivité de la forme
sesquilinéaire Ay (-, -).
3.7.1.4 Compacité de A;s(-,-)

Théoréme 3.4 L'opérateur K, est compact de L2(Q%) x L*Q%) dans
L2(02) x L2(2).

Preuve : La compacité de I'opérateur K; est déduite de l'injection compacte de
'espace X dans L2(Q3,). O
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3.7.2 Traitement de la deuxiéme forme sesquilinéaire

Dans la deuxiéme forme sesquilinéaire (3.110b), nous suivons la méme dé-
marche que dans la premiére. L’écrire sous la forme de la somme d’un terme

coercif et un terme compact.
Nous définissons Uopérateur Ky : L2(Q%) x L2(Q%) — L*(Q%) x L2(Q%,) comme

suit )
weel 0
Ky = < 0 w2l ) , (3.130)
avec | est l'opérateur identité. Pour U = < l; > défini sur l'espace
L2(Q9%) x L2(0%), nous avons KU € X x W, avec
w?eu
K,U = ( —wep ) ) (3.131)

Pour V = ( V4 ) 1 vecteur défini sur l'espace L#(Q%) x L%(Q%). Nous définis-
q

sons le produit scalaire (K,U, V>L2(Q%) comme suit

eu- Vg dx — wQ/ ep - q dx. (3.132)

é
QR

(KyU, V) pa0s) = wz/

2

Nous ajoutons et nous soustrayons le terme w? fQ(g ep - ¢ dx dans la forme ses-
R

quilinéaire de (3.110b), nous obtenons

A(u,Vq) + B(Vp,Vq) =
o [ epeaixrat [ eVp Vg dxt i (Z(Vep). Vi) + (KU V)i,
Qf O N d

3 N
. J/

~~ A22(u,p ;5 q)

A21(p,q)
(3.133)

Dans la suite nous démontrons que Ay (-, ) représente la partie coercive dans la
forme sesquilinéaire A(u, Vq) + B(Vp,Vq) et Ags(-,+) représente la partie com-
pacte.
3.7.2.1 Signe de (i (Z7(-,-))

D’aprés la formule (3.106d), pour p = ¢ nous avons

R
k(2 (Vrpp), Vigp) = mzz (n+1 ﬂmmmnmﬁ

n=1 m=-—n

- _Z Z (n+1 —|(VpRp)nm]2. (3.134)

n=1 m=-—n
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Nous avons alors

S(ik (27 (Vrgp), Vigp)) =

D ID I

n=1m=-—n

I

n=1 m=-—n

R SVl

n

n(n+ 1)r*R S(an)|(Vrep)wml®- (3.135)

D’aprés le corollaire 3.1, nous avons $(a,,) > 0. Nous obtenons alors

%(’i/i <ZX (VFR]?), VFRP>) >0

3.7.2.2 Signe de R(ik (Z*(-, "))

(3.136)

De méme, d’apreés la formule (3.106d), pour p = ¢ nous avons

ik {Z*(Vr,p), Vrup)

mz Z

n=1 m=-—n

SR IO

n=1m=-—n

Nous avons alors

R(ir <ZX (Vr.p), VFRP>)

D IPI

n=1 m=—n

SR

n=1m=-—n

kR

n(n +1 —I(Ver)nm\2

—I(Vn—f,p)nml2 (3.137)

J&*R R(— )!(VFRP)ZM\Q

2R \S(an) ’ (VFRp>;L<,m‘2'

(3.138)

D’apreés le corollaire 3.1, nous avons $(a,,) < 0. Nous obtenons alors

R(ik <ZX (Vrep), VpRp>) >0

(3.139)

3.7.2.3 Coercivité de la forme sesquilinéaire Ay (-, )

Nous rappelons que

A1 (p,q) = w2/6 ep-q dx—l—wQ/5 eVp-Vqdx+ik <ZX(VpRp),VFRq>. (3.140)
0l Q

R

Pour p = ¢, nous avons

Aan(p,p) = WQ/

)
QR R
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Il est clair que
| A21(p, p)| = [R(Az(p, D))

> w2/ elp* dx + wz/ e|Vp |2 dx + %(’i”v <ZX<VFRP)> (VFRP)>)'
Q(S Qé
R 8 (3.142)

Nous rappelons que € est une fonction scalaire positive définie par morceaux
comme suit

1, xeQt
e=elx) = { g, xeQ j=1_.N. (3.143)
Nous notons par
(p = min (w{w%j) (3.144)
1<j<N

La constante as est positive, en plus nous avons démontré dans le paragraphe
3.7.2.2 que R(ir (Z2*(Vr,p), (Vrep))) > 0. Nous avons finalement

| A21(p, )| = aalpll3y- (3.145)

D’ou la coercivité de la forme sesquilinéaire Ao (-, ).

3.7.2.4 Compacité de Ay(-,-)

Théoréme 3.5 L'opérateur K, est compact de L2(Q%) x L*Q%) dans
L2(0) x L2(2,).

Preuve : La compacité de I'opérateur Ky est déduite de 'injection compacte de

I'espace X dans L2(Q5,). O

3.7.3 Unicité de la solution du probléme variationnel cou-
plé en utilisant le principe de prolengement unique

Pour démontrer I'unicité de la solution du probleme

A(u,v) + B(Vp,v) = / F v dx, (3.146a)
0%
A(u,Vq) + B(Vp,Vq) = —/ F - V7 dx, (3.146b)
0%

avec u, v dans X et, p et ¢ dans W. Il suffit de démontrer son injectivité, c’est
a dire supposer que

A(u,u) + B(Vp,u) =0, (3.147a)
{A(u, Vp)+ B(Vp,Vp) =0, (3.147b)

: 5
et prouver que u et p sont nulles sur tout le domaine €.

65



Chapitre 3. Existence et unicité de la solution du systéme de
Maxwell

Lemme 3.4 Les formes sesquilinéaires définies par

J

A(u,v) + B(Vp,v) =
eu-vdx — ir (2w, vy) — wz/ eVp -V dx,

s
QR

A(u,Vq) + B(Vp,Vq) =

p'rot u-rot v dx — w2/

Q
(,(_)/
Q

sont injectives.

é )
R R

5u-V§dx+w2/

eVp-Vq dx + ik (Z"(Vrgp), Viga)
Qé

s
R R

Preuve : Nous rappelons que le domaine Q9 est constitué de I'union des couches
minces superposées et de la couronne 2. Pour u = v et p = ¢, nous prenons la
partie imaginaire de A(u,u) + B(Vp,u) et de A(u, Vq) + B(Vp, Vq) sur chaque
sous domaine, nous avons

Sur Ujvzl Qo :
* 3 (A(u,u) + B(Vp,u))

=9 / ptrot u\de—wQ/ e\u\de—wQ/ eVp-udx | =0,
Q8 s QF N— ——

R Qr R -0
(3.148)
* S (A(u, Vp) + B(Vp, Vp))
=9 wz/ eu-Vp dx+w2/ e|Vp|* dx | =0. (3.149)
Qp T %

Sur Qp :
* S (A(u,u) + B(Vp, u))

=9 (/ ptrot ul?dx — w2/ elul?dx — w2/ eVp-u dx) —S (ik (Z'uy, uy))
) ) el

QR QR R
~~

=0

N J/

(3.150)

* S (A(u, Vp) + B(Vp, Vp))
eu-Vp dx + w2/ e|Vpl|? dx) +S (m <ZX(VpRp), VpRp>)
5

=3 (wQ/
5
QR QR

[\ J/
-~

=0

(3.151)

Nous rappelons que
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(i) dans le paragraphe 3.7.1.1 nous avons démontré que 3(ix (Z'uy,us)) > 0,
d’ou uflm = 0, ce qui implique que u = 0 sur I'y.

(ii) dans  le  paragraphe  3.7.2.1 nous avons  démontré  que
S(ik (Z2*(Vrep), Vrgp)) > 0, dott Vrepy, = 0, ce qui implique
que Vp = 0 sur ['g. Comme par hypothése nous avons p € W, alors nous
déduisons que p = 0 sur ['g.

Finalement, par le principe de prolongement unique (cf. section 2.7), nous
avons (u,p) = 0 sur tout Q% d’ou linjectivité des deux formes sesquilinéaires
A(u,u) + B(Vp,u) et A(u,Vq)+ B(Vp, Vq). O

3.7.4 Conclusion

Nous rappelons que la premiére étape dans cette démonstration consistait
a écrire le probléme variationnel (3.109) associé¢ au systéme d’équations (3.71).
En prenant E = u + Vp, nous avons établi un nouveau probléme variationnel
équivalent a (3.109) ; défini par les daux formunlations suivantes

A(u,v) + B(Vp,v) = / F-v dx, (3.152a)
2%
A(u,Vq) + B(Vp,Vq) = — /5 F - Vq dx. (3.152b)
QR

Les termes A(u,v), B(Vp,v), A(u,Vq) et B(Vp, Vq) sont définis dans la nota-
tions (3.107).

Dans une étape suivante, nous avons réécrit A(u,v) + B(Vp,v) et
A(u,Vq) + B(Vp, Vq) comme suit

{ A(u,v) + B(Vp,v) = Ajn(u,v) + App(u,p ;5 v), (3.153a)
A(u,Vq) + B(Vp,Vq) = An(p,q) + Axn(u,p ; q). (3.153b)

Avec les parties coercives sont données par Aj(u,v) et Asi(p,q) et, les parties
compactes sont données par Ajo(u,p; v) et An(u,p; q).

Comme (3.152a)-(3.152b) sont injectives, alors d’aprés 'alternative de Fredholm,
il existe une unique solution (u,p) dans X x W, solution de

A(u,v)+ B(Vp,v) = / F v dx, (3.154a)
2%
A(u,Vq)+ B(Vp,Vq) = —/ F - V7 dx, (3.154b)
%

pour tout (v,q) dans X x W.
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3.8 Unicité de la solution sortante du probléme
de Maxwell extérieur par le lemme de Rellich

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un résultat d’unicité de la solution
sortante du probléeme de Maxwell extérieur (3.19) en utilisant le Lemme de Rellich
[15, 43].

Lemme 3.5 (Lemme de Rellich) Soit E € H(rot, Q") une solution de
(3.19a), vérifiant la condition de rayonnement a l'infini de Silver-Mdiller, telle
que

lim |E|* dT'g = 0. (3.155)

R—>00 g

Alors, E =0 dans Qe*t.

Théoréme 3.6 Pour un nombre d’onde réel k non nul, le probleme de Mazwell
extérieur (3.19) admet au plus une solution sortante.

Preuve : Pour Ry > R > 0, nous définissons les boules By, et Br de centre
O et de rayons R; et R, respectivement. Nous définissons aussi la couronne
Qrr, = Bgr, \ Br de frontiére I'yr U I'g,. En utilisant la linéarité du probléme
de Maxwell, pour E; et Ey deux solutions sortantes de 3.19). Nous définissons
u = E; — E,, vérifiant

rot rot u — x*u = 0, dans BY, (3.156a)
nxu=0, sur I'r = 0By, (3.156b)
lim |x|(rot ux n—iku) = 0. (3.156¢)

|x|—00

Nous multiplions (3.156a) par @ et nous appliquons la formule de Green (1.100),
nous avons

O:/ (rot rot u — x’u) - U dx
R, R,
= / (|rot u|? — x*u|?)dx —|—/ (n x rot u) - ° d(0Qgr,)-
QR R, OQR Ry

D’aprés l'identité vectorielle (n X rot u) - u = (u x n) - rot u et, en utilisant la
condition aux limites sur I'g, nous avons

/ (|rot u|? — x*|u)?)dx = / (rot uxn)-udlg
QR Ry

gy

:/ (rot u x n —iku) - u dl'g, +i/€/ lul? dl'g, .
Tr,

gy
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Nous prenons la partie imaginaire de la derniére égalité, nous obtenons

R / (rot u x n —iku) - U dl'g, —|—/<;/ lul? dl', = 0.
Lry g,

Comme u vérifie la condition de radiation & I'infini de Silver-Miiller, nous avons
alors

lim lu> dl'g, = 0. (3.157)

Ri—o0 T

En appliquant le lemme de Rellich, nous avons u = 0 dans B_}i. Finalement, la
solution sortante, si elle existe, est unique. O
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4.1 Introduction

L’objectif principal dans cette étude est la modélisation asymptotique de I’'im-
pédance d’une multicouche mince contrastée pour le systéme de Maxwell harmo-
nique. Alors, partant d’un probléme aux limites de transmission qui modélise
la propagation d’ondes dans un milieu recouvert d’une couche mince (juxtapo-
sition de plusieurs couches minces contrastées), nous montrons comment 1'effet
de la multicouche mince peut étre approché par des conditions aux limites d’im-
pédance sur le bord du milieu de propagation. Pour ce faire, nous utilisons une
technique d’équations différentielles abstraites.

Dans ce chapitre, nous utilisons un paramétrage d’une couche mince afin de rame-
ner le systéme de Maxwell sur la couche mince & un systéme différentiel abstrait
du premier ordre en la direction normale et & coefficients opérateurs différentiels
par rapport & la composante tangentielle. Finalement, nous donnons quelques cal-
culs détaillés des dérivées d’ordre un et deux de ces coefficients. Leur utilité réside
dans 'application d’un développement limité & la condition de type conducteur
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parfait. La référence de base pour la préparation de ce chapitre est le livre de
Nédélec [44] et le papier de Bendali et al. [10].

4.2 Equations abstraites

Notre travail entre dans le cadre des applications des techniques des dévelop-
pements asymptotiques pour la modélisation de 'effet d’une couche mince par
des conditions aux limites de type impédance. Nous considérons un probléme
aux limites de transmission, modélisant la propagation d’ondes dans un domaine
extérieur Q2 de frontiére I' et recouvert d’une couche mince 2

Q= {z ¢ Q™ dist (z,T) <0},
son épaisseur ¢ est supposée petite. Nous avons l'isomorphisme

[ x]-6,0] — Q°

(m,z) — x=m-+zn, (4.1)

ou n est la normale & I' au point m.

Ce paramétrage permet de ramener le systéme de Maxwell sur la couche mince a
un systeme différentiel abstrait du premier ordre en z et a coefficients opérateurs
différentiels par rapport a la variable m.

Dans un domaine contenant une multicouche, Nous rappelons que E et H repré-
sentent les champs électrique et magnétique, nous avons

0 .
%Xj:Mijv Jg=1-- 7N7 (42)
ou ® ) -
L n X X n - t
X]_[ n x H L_{HXHL’ (4.3)

et M; des matrices a coefficients opérateurs différentiels par rapport & m, données
par.

—C, —lwiA,
M = M(;, 5, 15) = [ LB, (C.—2%.) } (44)
iwop % z z j
Les coefficients A, et B, sont donnés par
A, =A.(e;,n;) =1 V= divrs, 4.5
(€5, 15) + e r= divp (4.5)
Bz = Bz(&'j, ,LL]) = w2€leLj — sz X I‘Otpz, (46)

ol, Vr=, divp:, rotr- et V- X sont le gradient surfacique, la divergence surfacique,
le rotationnel surfacique scalaire et le rotationnel surfacique vectoriel, respecti-
vement, définis sur la surface I'* (voir paragraphes 1.2.4 et 1.2.5.2). C, et H,
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sont des opérateurs de courbure définis sur la surface I'* (voir paragraphes 1.2.1
et 1.2.5.1). Les autres parameétres sont maintenant bien connus : les ; sont les
permittivités électriques relatives, les y1; sont les perméabilités magnétiques rela-
tives, et 'indice j, pour j = 1,--- , N, nous indique la couche mince sur laquelle
le probléme est défini. Finalement, w est la pulsation.

Remarque 4.1 Dans la suite nous utilisons la notation Vr-x au lieu de sz,
comme dans [10].

Remarque 4.2 L’indice z nous réfere toujours a la surface I'*.

Nous calculons dans les deux sous-sections suivantes les opérateurs A, et B,,
a travers lesquels, nous déduisons le systéme d’équations abstraites (4.2).
Pour commencer, nous considérons un champ de vecteurs v, défini sur °, dé-
composé en ces composantes tangentielle et normale, voir paragraphe 1.2.1

V = V; + vyn. (4.7)
Le rotationnel de v dans Q° est écrit comme suit (voir [44, section 2.5])
rot v=mn rotr: vy + (C, —2H,)vxn+ Vp: X v-n—0,v X n. (4.8)

Le systéme de Maxwell homogéne a I'intérieur de Q° s’écrit alors

n rotr: B, + (C, —2H,)Exn+Vr: X E-n—0,E xn—iwpH =0, (4.9a)
n rotr- H; + (C, —2H,)H xn+ Vr: x H-n— 0.H X n +iweE = 0. (4.9b)

4.2.1 Calcul de 'opérateur A,

Nous éliminons la composante normale de (4.9a), vous avons
[(C, —2H,)E x n]xn+Vr: xE, xn—0, (E x n) xn—iwp (H x n) = 0. (4.10)

Nous utilisons les arguments suivants

E, = (nxE) x n. (4.11)
La relation
[(C.,—2H.)E x n] x n =C,E,, (4.12)
voir [44, Théoréme 2.5.18|.
L’égalité
Vr: X u:= Vr:u X n, (4.13)

(voir section 1.2.4).
L’équation (4.10) s’écrit alors

C.E, — Vr-Ep + 0., + iwp (n x H) = 0. (4.14)
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Par ailleurs, nous prenons la composante normale de I’équation (4.9b) et nous

utilisons I’égalité
rotpr= u := divp:(u X n),

(voir section 1.2.4), nous avons

1
E, = ——rotr- Hy,
iwe

1
= - diVFz (Ht X n),

we

1
= -7 diVFz (H X Il).
we

L’équation (4.14) s’écrit

1
('LEt = —CzEt + TVFZ dinz (n X H) — iwu (1’1 X H) .
1w

Finalement, nous avons la premiére equation du systéme (4.2)
0.E; = —C.E; — iwpA,(n x H),
avec

1
Az =1+ Q—VFZ diVFz .
ween

4.2.2 Calcul de 'opérateur B,

(4.15)

(4.16)
(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

L’obtention de 'opérateur B, est plus simple que A.. Nous prenons la com-

posante tangentielle de I’équation (4.9b)
(C.,—2H.)Hxn+Vpr: x H-n—9.H x n +iweE; = 0.

Alors
o.n x H= —iweE; — Vr: x H, + (C, — 2H,)n x H.

Par ailleurs, nous prenons la composante normale de I’équation (4.9a)

1
H,, = — rotr: Ey,
WU

Finalement, nous avons la deuxiéme équation du systéme (6.5)
1
J.mxH)=—B.E;+ (C, —2H.)n x H,
Wit

avec
B, = wQ»su — V= X rotr- .
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4.3 Calcul des dérivées en z =0

Dans le Chapitre 6, pour calculer la condition d’'impédance d’ordre trois, en
utilisant le développement de Taylor, nous avons besoin de calculer les dérivées
d’ordre un et deux en z = 0 des matrices M;. Dans la présente section, nous
donnons les dérivées des termes essentiels pour construire les matrices M, avec

MO =M et MY = 9,MO + MOM (voir [10]).

Nous rappelons les formules des opérateurs différentiels surfaciques définis sur la

surface ['*
VFZ = R;1VF7
1
d. z — d 7;7
vr 1+ 22H + 22G T
Vr:x =T, 'Vrx,
1
tr: = t RZ
T T2 26T
Nous rappelons aussi
C.=CR.",

C.—2H. = (C— 2H)T "

Avec
R.=1+zC,
T.=1—2(C—2H).

Le lecteur pourra revenir a la section 1.2.5.

4.3.1 Dérivées d’ordre un

Nous utilisons les formules (4.27), (4.28) et (4.29), nous avons

0
&vrz‘Z:O - _CVF;
0
& dinz‘zzo = — [2% diVF + diVF (C — 2%)] 5
0
&VFZ X|z=0 = (C — 27‘[)VFX,
g rotrz|,—o = —2H rotp +rotr C.
0z

Nous avons aussi (voir [44, Section 2.5.6|)
9
0z

0

a(cz — 2H,) om0 = (C — 2H)*.

Cz\zzo = _027

(4.30)
(4.31)
(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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En utilisant (4.30) et (4.31), nous avons

%VFZ diVFz |z:0: —CVF diVF —VF(QH diVF) — VF leF(C — 27‘[) (436)

En utilisant (4.32) et (4.33), nous avons

%VFZ X rotr= |z:0: (C — 2H>VF X rotr —VF X (27‘[ I'Otp) + VF X rotr C. (437)

Nous calculons maintenant la dérivée d’ordre un de A,. En utilisant (4.21) et
(4.36), nous obtenons

g 1 0
9z =0T w2ep 0z
1

= e (—=CVrp divp —=Vp(2H divy) — Vpdivp(C — 2H)) . (4.39)

(VI‘Z leFz) |z:07 (438)

4.3.2 Dérivées d’ordre deux

Nous dérivons les formules (4.27) a l'ordre deux, en z = 0, nous avons

92
5 ——Vr.2=0 = 2C*Vr, (4.40)
2
882 divr,,—o = 4H divr(C — 2H) + 2(4H* — G) divr, (4.41)
52
5.7 —— V. X[m0 = 2(C — 2H)*Vr X, (4.42)
2
522 rotr,|,—o = —4H rotr C + 2(4H* — G) rotr . (4.43)
Nous avons aussi
0? :
@CZLZZO =2C ’ (444>
92
@(cz — 2H.) om0 = 2(C — 2H)°. (4.45)

Nous dérivons le produit de (4.30) et (4.31) a l'ordre 2, en z = 0, nous avons

82

92 2sz leI‘ |lz==0 = 26 VF leI‘ +2 [CVF(QH leF) + CVF leI‘(C — QH)]

+ Vr [4H divp(C — 2H) + 2(4H° — G) divp] . (4.46)
Il reste & vérifier ce produit

62

92 (Vp, X rotr=) |,—o= 2(C—2H)*Vr xrotp +2(C—2H )V x [~2H rotr + rotr C]

+ Vi x [—4H rotr C + 2(4H* — G) rotr] . (4.47)
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La dérivée d’ordre deux de A,, pour z = 0, en utilisant (4.21) et (4.46), est donnée
par

0? 1 02 .
@ z|z=0 :—w2€'u@ (sz leFz) |z:07 (448)
1
:wQEIu (202VF divp +2 [CVF(QH din) +CVr leF(C — 2H>]

+Vr [4H divp(C — 2H) + 2(4H* — G) divr]) . (4.49)
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— Chapitre 5
Transfer and approximation of

the impedance in planar
geometry

This chapter is the subject of the following publication :
Transfer and approximation of the impedance for time-harmonic
Maxwell’s system in a planar domain with thin contrasted
multi-layers.

F. Z. Goffi, K. Lemrabet and T. Laadj;

Asymptotic Analysis, 101(1-2) : 1-15, 2017.

Abstract. We consider the diffraction of time-harmonic electromagnetic waves
by a perfectly conducting planar obstacle, coated by thin contrasted multi-layers
of dielectric materials. A partial Fourier transform is used to derive an impedance
condition that links the tangential components of the electric and magnetic fields,
and transfers the boundary condition from the obstacle’s face to the other face
of dielectric multi-layers.

We first determine the exact formula and construct approximations of the impe-
dance condition for one dielectric thin layer ; after that, we extend the obtained
result to multi-layers.

Keywords. time-harmonic Maxwell’s system, scattering, thin dielectric layers,
impedance operator.
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5.1 Introduction

The scattering of time-harmonic electromagnetic or acoustic waves by obs-
tacles involves always their structures, which have in most cases thin geometry
at least in one space dimension; we mention for example the case of thin slots
(see, e.g., [31, 34, 35]), and thin layers.

We highlight the fact that, in the numerical approximation of the solution, of
the classical problem for perfect conductor coated by a thin dielectric material
numerical instabilities appear (see [5]), due to the thinness of the thin shell. An
impedance boundary condition is widely used to simplify the mathematical and
numerical complexities in the solution of the scattering problem.

The impedance condition was formulated for the first time by Leontovich
(see [39, 40]), it was presented initially as the boundary condition modelling the
penetration of a wave in an imperfectly conducting metal barrier. However, it
was verified that it also models other situations, such as a perfect conductor
coated with a thin dielectric layer which is the present study interest (see, e.g.,
[17, 27, 30]), or the perfect conductor with a rough surface (see, e.g., [28, 55]).

In the literature, several authors gave diffrent approximations of the impe-
dance operator. Engquist and Nédélec (see [19]) derived approximations of order
two whith respect to the thickness of coating, while Bendali and Lemrabet in [§]
gave approximate boundary condition up to the third order, via an asymptotic
expansion. Senior and Volakis (see, e.g., [54]) have introduced a different way
to construct that artificial condition, which consists in the approximation of the
reflection coefficient, that is given exactly after solving explicitly the diffraction
problem. Bartoli and Bendali have presented in [6] a study based on some tech-
niques of domain decomposition methods to set the Helmholtz problem outside
the obstacle. Bendali and Lemrabet in [9] have investigated the problem with a
suitable scaling and an adapted writing of the curl operator inside the thin shell.
However, after facing some difficulties related to the numerical simulation, Ben-
dali et al. have shown in [10] how to overcome them through the development
of efficient Padé-like approximation impedance boundary condition and presen-
ted some numerical procedures developed to efficiently solve the related unusual
boundary value problems.

The work in this paper can be seen as a contribution to the previous studies
(see [10, 9, 8]). We have specifically considered a perfectly conducting metal
coated with contrasted dielectric thin multi-layers. The main idea is to present a
way to transfer the impedance boundary condition from a face of the thin layer to
the other one, and once we have the transfer formula we can transfer it through
multiple thin layers, then we set transmission problem as a scattering problem in
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only the exterior domain.

We consider a plane geometry for which an explicit expression of the impe-
dance boundary condition can be achieved by using Fourier transform ; after that
we give some approximations in two cases, which can serve as a guide to obtain
approximate conditions in a non planar geometry, where the calculation of the
exact impedance boundary condition is not always possible.

The paper is organized as follows :

— In the first section we present the time-harmonic Maxwell system which
will be expressed inside the thin layers as an abstract first order differential
system.

— In section two we define the impedance operator of the thin layer and use
it to introduce an equivalent problem set in the exterior domain only.

— In section three, the solution of a boundary problem in a thin planar layer
is obtained by Fourier transform. The explicit solution allows us to transfer
an impedance condition set on a face of the layer to another impedance
condition set on the other face.

— In section four we consider the simple case of a thin slab and apply the
transfer formula to give approximate impedance boundary condition up to
order three with respect to the thickness.

— The last section is devoted to the case of three thin layers. The use of
the transfer formula three times leads to the exact impedance condition. A
tensor notation is used to give the approximate impedance conditions up
to order three in compact form.

5.2 Maxwell system

Let € be the exterior unbounded domain in which the wave propagates (see
Figure 5.1), its boundary is a smooth bounded surface I' = 92 which represents
the face of the scatterer composed by a perfect conductor coated with a thin layer
of dielectric material denoted €9,

Q° = {z ¢ Q; dist (x,T) <}, 6§ > 0.
The interface between the thin layer €% and the perfect conductor is denoted
I = {x ¢ Q; dist (z,I") = 0}, which is parallel to the surface I'. The parameter §
describing the thickness of the shell 2 is small enough compared with the other
dimensions of the scatterer, and dist (x,I") is the distance between the point z
and the surface I'. The vector n is the unit normal outwardly directed to Q°,
which is also normal to I'° at the point where it intersects this surface.

The electromagnetic wave propagation is governed by the following Maxwell’s
system :

{vxE+6tH:0, VXH—-0,FE=0 in Q, (5.1)

VXE+poH=0, wxH—-c,E=0 in €,
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Q

Qé

FIGURE 5.1 — Configuration of the domain for the general case.

the constants ¢ and p characterize the electric permittivity and the magnetic
permeability respectively inside the thin shell.

The time dependence is harmonic with a frequency w > 0, so that the electroma-
gnetic field is of the form (see [44])

E(t,z) = Re(E(x)e™ ™), (5.2)
H(t,z) = Re(H (x)e ™), '
which allows us to write the time-harmonic Maxwell system
VXFE—-—iwH=0, yxH+iwE=0, in (5.3)
VX E—iwpH =0, v x H+iweE =0, in Q°. ’

The system of equations (5.3) has to be complemented by the following condi-
tions :

— Transmission conditions on the exterior boundary I'

o 54

where [ - | denotes the jump across the boundary I'.

— Dirichlet boundary condition on I'?
Exn=0 on I’ (5.5)
— The Silver-Miiller radiation condition (see [36])

CRoo (H — H™ E — E™¢) :=

lim |z| ((H — H™e) x L (B — Emc)) —0, (5.6)

where (E™¢ H'™¢) is the incident wave. For simplicity, it is assumed to be
a plane wave propagating in the inverse direction of the normal vector.
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Note that we can express equations (5.3) as an abstract first order differential
equations (see [10]),

0.Y (z) = MY (2), (5.7)
with
P B Ea |
and
Ale,p) =1+ vaz divps,
k2ep

B(e,p) = k*ep — V= x curlp-,

where Vr:, divp: and curlp- are the surfacic gradient, surfacic divergence and
scaler surfacic curl, respectively. Note that ¢ is the relative permittivity, p is the
relative permeability and k£ = w/c is the wave number with ¢ the speed of the
electromagnetic wave in the vacuum.

5.3 Problem statement

The system of equations (5.3) and conditions (5.4)-(5.5)-(5.6) describe a scat-
tering problem of electromagnetic plane waves by a perfectly conducting obstacle
coated with thin dielectric layers.

To avoid the numerical instability mentioned in [5] and [6], we are going to replace
the above scattering problem by another problem which will be called impedance
problem set in the exterior domain only. The impedance problem is described
through a relation linking the tangential components of the electromagnetic fields.

5.3.1 Impedance operator

For a sufficiently smooth function ¢ defined on I', let (£, H) be the solution
of the following boundary value problem :

VX E—iwpH =0, vxH+iweE=0, in Q°
Exn=0 on IY,
nxH=¢ on T.
We define the impedance operator by the mapping
S:pr— Sp=FExn|.

Let us emphasize the fact that the impedance operator S depends on ¢ the thi-
ckness of the thin layer.
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Making use of the impedance operators and the transmission conditions (5.4) we
get the following impedance boundary problem set in the exterior domain

VXFE—-—iwH=0, yYxH+iwE=0, in
Exn=SnxH) on T,
+C Roo (radiation condition at co).

We will see later that the impedance operator S can be written as S = G~ 'F,
where GG and F' are differential operators on the boundary I', the impedance
condition is G (F x n) = F (n x H).

As we are interested in planar geometry, a Fourier transform can be used to calcu-
late the exact impedance operator. Approximate impedance boundary conditions
at different orders with respect to ¢ are then obtained through a power series
expansion of S with respect to §. This results will be of great help in searching
impedance boundary approximations in an other geometry when the exact impe-
dance is not reachable (see [6]).

5.4 'Transfer of the impedance condition through
a slab

Let I'_s and I'_; be the faces of the slab. The impedance boundary condition
on I'_; is written as

G Er(—t) = F_y(n x H)(—t),

where GG_; and F_; are operators that can be obtained from the given boundary
condition on I'_;; for instance, if I'_; = I'?, then from (5.5), F_, = 0 and G_, is
the identity operator.

We are going to get the impedance boundary conditions on I'_g as

G_sEp(—s) = F_4(n x H)(—s),

where the operators G_g and F_, are expressed as functions of G_; and F_;.
We call this process transfer of the impedance boundary condition.

Now the transfer of the impedance boundary condition through multiple layers
can be done by repeating the above process and taking into account the trans-
mission conditions on the different interfaces.

Let

Q(—t,—s) = {(z,2) e R®xR; —t < z < —s},
be the thin layer limited between the two parallel planes z = —t and 2z = —s,
s,t > 0.

Let n = (0,0,1) be the normal outwardly directed to Q(—t,—s), and let
V(z,z) = (Vr(z,2),V, (z,2)) be a vector field decomposed on his tangential
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and normal components Vr and V,,, respectively.
We recall that the Fourier transform for a function f: R*? — R is given by

FO= [ e @an

Théoréme 5.1 The exact impedance boundary condition on the surface
', =R2x {—s} with the partial Fourier transform is given by

G o (&) Br (€ —5) = F(€) (n x ) (&, 5). (5.8)
with
G- () = (G-t (€) cos (a (t = 5)) +sin (ar(t = 5) Ft () Q (&),
FLo (&) = [=Gi (&) sin (o (t = ) + cos (a (¢ = ) Ly (9 QO] P (©).

where o? = kep — |€|?, G_; and F_; are the given operators in the boundary
condition (5.5), P and Q are operators depending on the physical characteristics
e and i and are defined by

_ _tke L e
PO = Pen© -5 (1- ete), oo
QO = Qlewn) () = 5 (e — (¢ xm) (€ xm) ),
where () and ((§ x n)-) denote the scalar product with § and (§ X n).
Preuve : Applying the partial Fourier transform to equations (5.7) we get
D.Er(§,2) = —ikp (1 - ¢(6) (nx H) (¢.2). 510

D (nx H) (62) = g (Fep— (€ x ) (€ x m)) Br (&,2).

By combining these two latter equations, we see that ET and ﬁT satisfy the
following second order differential equation
DzﬁT + 052[7T = O,

where o? = k?ep — [€]2.
Therefore By and Hp are given by

{ E\T (€,2) = A(§) cos (az) + B (&) sin (az), (5.11)
Hr (&,2) =C (&) cos(az) + D (&) sin (az) .

Taking the derivative of (5.11) with respect to z, we get

{ D.Er (€,2) = —aA (€)sin (az) + aB (€) cos (az) ,

D. (nx ) (6.2) = —a(n x €) ()sin(a2) + aln x D) (§)cos (az). 7
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Substituting (5.11) into (5.10), we have

(DB (&, 2) =—ikp(n x O) (&) cos (az) + £&(§ - n x O) (§) cos (az)
—zku(n x D) (§) cos (az) + 72€(§ - n x D) (§) sin (az),
{ D.(nx Hy) (&,2) = %A (€)cos (o )+-%£3@)$n(az) (5.13)

—ﬁ@xMK x ) - A(€)] cos (az)
\ _ﬁ(f xmn)[(§ xn)-B(&)]sin (az).

Identifying the coefficients of sin and cos we find that

A=P(xD), (nx C) = -QB,
{BZ—P(sz), { (niD):QA, (5.14)

Let’s remark that P and @ defined in (5.9) satisfy

PE)QE)=Q(E) P ()= (5.15)
Using the formulas (5.9) we can write (5.11) as
Er (€,2) = A(&) cos (az) + B (€) sin (a2),
(n x HT) (& z2) = —QB( ) cos (az) + QA (&) sin (az) , (5.16)
P(n x Hy) (€,2) = —B (€) cos (az) + A (€) sin (az) .

Therefore, by using the values of the electromagnetic field on the surface
I'_, =R?x {—s}, we obtain

A (&) = cos (as) ETA(S, —s) — sin (as) P(n x I;TTA(f, —s)), (5.17)
B (&) = —sin (as) Ep (&, —s) — cos (as) P(n x Hr (§,—s)).

Recall that the impedance boundary condition on the surface I'_; = R*x {—t} is
G- (&) Br(€, —1) = F-y (§) (n x H) (€, 1),
Replacing Er (€, —t) and (n x H) (¢, —t) by their values from (5.16), we get

G () (A(§) cos (at) = B(¢ )Sm (at))
= F,Q (§) (=B (§) cos (at) — A (&) sin (at)).
)

Plugging the values of A (&) and B (§) given by (5.17) in the above formula we
get the impedance boundary condition on the surface I'_y = R?x {—s} :

G (€ Br (&, =) = Fo(§) (nx H) (6, -s).
with

G (&) =[G (&) cos (ot —s)) +sin (ot —s)) Ft (§) Q (E)],
Foo(§) = [=G (§sin(a(t = s)) + cos (et = ) F () Q (] P (€),

where, G_; and F_,; are the operators of the given boundary condition on I' ;. [
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FIGURE 5.2 — Geometry of the planar metallic obstacle coated with one thin layer

of dielectric substrate.

5.5 Application for a single thin layer

Théoréme 5.2 For a slab of thickness §, (see Figure : 5.2)
Q0 = {(z,2) e R*xR; =6 < 2 < 0},

the boundary condition E x n = 0 on the surface I’ = R®x {—d} leads to the
following approximate impedance boundary condition of order three :

-1
Eryr ~—ikpd ( (1 — S hep — §A_F>> + (5.18)
-1 )
AoV (1= 4= §Ar) dive ) x A

H
where Ar and Ar are respectively the surfacic scalar laplacian and the surfacic
vectorial laplacian on T'.
Preuve : The boundary condition £ x n = 0 on the surface I’ = R2x {—§}

gives

G_sEp(—6) = F_s(n x H)(—9),
with G_s = I and F_; = 0, then the transfer formula (5.8) leads to

Er (£,0) = —tan(ad)P (¢) (n x 1) (£,0),

which represents the exact impedance boundary condition.
For ¢ small enough and ¢ fixed, we have

1
tan (ad) ~ ad + §a3(53,
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and therefore

2

Eyp (€,0) ~ =6 (1 + %of) aP (§) (n X f[) (&,0),

which can be written as
s . 5272 52 2
Er (§,0) = —tkpd ( (1—|— Chep — % |¢| ) I
R (5.19)
ke (14 S0 - £ 16P) @) ) (0 x ) (€.0)

By taking the inverse Fourier transform we obtain
~ . .
(1 _2 (kzgu + AF>> Eppp ~ —ikys (1 . (lep)>(n x H)p,  (5.20)

__>
where Ar is the surfacic vectorial Laplace Beltrami operator on I' defined by
_>
Ar = Vrdivr —Vr x curly. (5.21)
— —
As the inverse of (1 — %kzéu — %Ap) is equal to <1 - % (k’QéTM + Ap)> at order

two with respect to § we get

2

, 0 ~ :
Eppp ~ —ikué <1 + 3 (k;%gu + Ap)> (1 + @Vp (lep))(n x H)p

2 2

, 0% [, — 1 0% /., — ,
— ko [(1 +3 (k gu+Ap)) + (1 +3 (k 5M+Ap)) Vi (dwr)] (nx H)p,

but as
A—>1"V1" (leI‘) == (VF diV[‘ —V[‘ X CuI‘lF) Vp (leI‘) = VF diV[‘ VF diVF = V[‘AF din,

we get

(K + Ar) Vi (dive) = Vr (K2 + Ar) divr,

and then
—\ —1

—1
ﬁvp < — %kzgﬂ — %AF> din)(n X H)\F‘

Remarque 5.1
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FIGURE 5.3 — Geometry of the planar metallic obstacle coated with three thin
layers of dielectric substrates.

1) If we keep only the terms of order 1 in (5.18) we obtain the approximate
condition

By ~ —ikpus [1 + BV din] (nx H),. (5.22)
given by Engquist-Nédélec (see [19]).

2) The approzimate condition (5.18) is a particular case of that in Bendali et
al. (see. [10]) which contains curvature terms.

5.6 Application for three contrasted thin layers

In this section, we will extend the results obtained in the case of a single thin
layer to the case when the domain €2° is the superposition of three contrasted
thin layers of dielectric materials Qg, 1 < j < 3 (see Figure : 5.3). The thin layers
are parallel to each other and characterized by relative dielectric permittivity ¢;
and relative magnetic permeability p;, 1 < j < 3. In this case we must add
the transmission conditions [E x n] = 0 and [H x n] = 0 on the interfaces I,
j=12.

5.6.1 Notation

For simplicity in writing some of the formulas in the case of multiple thin
layers, we shall introduce the following notations.
Let A be a ring, and let X, Y, Z € A™. Then, we define

— The linear form T7(X) by
Tl(X> RN 5 A
i=1
5= Ti(X)06) = X 0.X.. (5.23)
=N
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— The bilinear form T5(X,Y") by

(X, Y): (RV)* = A

(2

1

<.
I

I XaYi+ > 20im; XGY;.

1<j<i<N

I

(5.24)
— The trilinear form T3(X,Y, Z) by

T(X,Y,Z): (RY)® = A
(5777a C) = T3<X7 Y7 Z)((SvnvC) = Z (T3<X7KZ))i,j,k 5i77jCk‘a

” (5.25)

.5,k

where
XY Z;, it i=45=k,
3X.\YiZ, if i=j>k,
(T3(X7 Yv Z))i,j,k = 3X1YJZ] if 4> ] = ]{37
6X;Y;Z, if 1>j>Kk,
0 else.

5.6.2 Impedance boundary condition for three thin layers

Let B, 7 = 1,2,3 be positive real numbers satisfying 3; + 32 + 3 = 1. We
I=j

denote the j% thin layer by QF = Q (—t;, —t;_1), t; = 0 3 3 with the convention
i=1

to = 0, and F§ the interface between the j™ and the (j + 1) thin layers (see
Figure 3).

Lemme 5.1 The exact impedance boundary condition for the three thin layers is
given by
GEr(£,0)=F (n x ﬁ) (€,0), (5.26)

where
G = 1-tan (&353(5) P3 tan ((12,82(5) QQ — tan (043635) P3 tan (041515) Ql
—tan (aefad) Py tan (a1 810) @1,

and
F = tan(a1610) Py + tan (af20) Py + tan (a3f30) Ps

—tan (013635) P3 tan (012626) QQ tan (011615) Pl,
and

Pj:P(sjan) and Qj:Q(gjauj)a j:172a3

Preuve : We apply recursively, the transfer formula (5.8). Taking into account
the continuity through the interfaces between the thin layers we get the requested
result. O
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5.6.2.1 First order approximation

Théoréme 5.3 A first order approximation of the impedance boundary condition
for three thin layers is given by

Erpr =~ —ikd (T1(p) (8) + 32 T1(2) (8) Vr (divr)) (n x H) . (5.27)

Preuve : An approximation of (5.26) at the first order with respect to 4 is

ET (5, O) ~ — (Oélﬂl(;Pl + Oégﬁg(spg —+ 04353(5]33) (n X ]?[) (57 0) .
Replacing «o; P; with ik (,uj - ﬁ (f)), we get
By (6,0) = —dik (Ta(n) (8) — AT:(2) (9)€ () (n x H) (€,0),

=3 =3
with T3 () (B) = l_Zlmﬁz and T1(2) (8) = 1—21 =B

Hence, by the inverse Fourier transform, we find the first order approximation of
the impedance boundary condition

ET|F ~ —ikd (Tl(/L) (6) + %Tl(é) (6) VF (leI‘)) (1’1 X H)|F .

Remarque 5.2

1) This first order approximation is that given in ( [19]) for multi-layers.

2) The result in (Theorem 5.3) generalizes the one obtained in (Theorem 5.2)
for one single layer, If the layers are not contrasted (¢; = e,pu; = p for
j =1,2,3) we have the same approzimation.

5.6.2.2 Third order approximation

Théoréme 5.4 A third order approximate impedance boundary condition for
three thin layers is given by

. s —»\ L
Epp ~ —iks (Tl (1) (8) (1 % — %TQAF)

_ki?Tl(%) (5) VF <1 — 525 — §T3AF> o din>(n X H)|1" ,
(5.28)

%mmam@mHZE@MHW%m%:%@a@w@m
CIICE IMICE LB
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and
= ! T. ! T. 1 T.
=y (PG + B 10 - T ) (0.6.9).
Preuve : An approximation of (5.26) at order 3 with respect to ¢ is
G Er(6,0)~F (n X ﬁ[) (€,0), (5.29)
where
G = 1-083502 (asPs) (2Q2) — 6° P31 (3 Ps3) (a1Q1)
—0%Ba 1 (2 P) (a1 @1)
and
= Bi(a1Pr) + B (02Po) + Bs (a3 Ps) + £ B3a? (an Py) + & 303 (0a P2)
+& ﬁg% (a3 P3) — 0 B35251 (a3 Ps) (02Q2) (a1 Pr),
and

Pj:P(gjvﬂj) and Qj:Q(gjnuj)v j:172a3
By replacing the operators P; and @; with their expressions and using the
notations introduced previously, we can write the impedance condition (5.29) as

Er (€,0) ~ —iké <T1(,u) (B) (1 + %rl — %7”2 <P I)
BT 6) (14 5 - SralR) (€ ) (nx )0,

with
o Tpo B8 Bleni) 380 nL6.8)
L@ "T T mw® 0T nde)
and
1 1 1
s= g (B + Bl 1.0~ T ) (5.6.9).

We can verify that

[E(E)+(Exn)(Exn) )] =21, (&)E=¢f.

As we have at second order with respect to

-1

<1+§7‘1——T2|5| [> (1—§T1+§7‘2|5|2[> ;
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and
(1485 Zryjef) =~ (1- 2o+ 2n, yg|2)_1,
the approximate impedance condition of order three can be written
Br(6.0)~ —its (1) () (1- 8% + Snalef'T)
~REL() (9) (1- s+ Ly le) <s->)(n x H)(.0).

By taking the inverse Fourier transform we get the following third order approxi-
mate impedance boundary condition :

-1

Erp ~ —iké (Tl(,u) (B) (1 — 8%r; — %7’2?[‘)
—kl_ZTl(%) (ﬁ) VF <]_ — 825 — %T:J,AI) B diVF)(l’l X H)Hﬂ .
]

Remarque 5.3 For N contrasted layers (N > 4 ), of characteristics €;, p;,
j=1,2,...,N, the approximate impedance formula still holds.
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons la diffraction d’une onde électromagnétique
par un obstacle parfaitement conducteur, recouvert par une multicouche de sub-
strats diélectriques, la géométrie de 'obstacle cette fois-ci n’est pas plane. Nous
écrivons le systéme de Maxwell sous la forme d’un systéme d’EDA du premier
ordre. Le but de notre étude est de construire une approximation de 'opérateur
d’impédance a l'ordre trois. L’approche que nous allons utiliser est celle de Ben-
dali et al. [10] ; cette derniére consiste & appliquer un développement de Taylor sur
la condition conducteur parfait, elle nous permettra d’avoir une approximation
de 'opérateur d’impédance de type Padé.
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6.2 Présentation du probléme

6.2.1 Modélisation de ’obstacle

La propagation de ’onde électromagnétique se fait dans un domaine extérieur
non borné Q¢! Nous notons par D un obstacle métallique de géométrie non
plane. Ce dernier est recouvert par une multicouche de substrats diélectriques
Q91 = 1,...,N. Les couches minces sont supposées stratifiées et séparées par
les interfaces I, | = 1,..., N — 1. L’interface entre le domaine extérieur Qe
et la multicouche de diélectriques est une surface réguliére notée I'§ = 9.
La frontiére métallique est notée I'°. Finalement, nous notons par n la normale
unitaire orientée vers l'extérieur de la multicouche le long de T'5. Voir Figure 3.1.

Maintenant, nous décrivons les caractéristiques physiques de la multicouche,
comme nous l'avons dit, elle est construite par la superposition de N couches
minces de substrats diélectriques homogeénes et isotropes, chacune d’elles est dé-
crite par :

— Une caractéristique géométrique : I'épaisseur §; = o6, [ = 1,..., N ; avec
21111 0, =0 > 0, qui est trés petite par rapport aux autres dimensions de
I'obstacle. Cette épaisseur est uniforme pour chacune des couches minces.

— Deux caractéristiques du milieu : la permittivité électrique g; et la perméa-
bilité magnétique p;, [ =1, ..., N ; qui sont relatives a celles du domaine de
propagation g et .

Nous rappelons la paramétrisation des Q¢, [ = 1,..., N ; séparées par les interfaces
% 1=1,.. N—1, voir Figure 6.1,

j=l j=1-1
o =Jre,  z e ]—Z(sj, -> 5]-[, l=1,.. N,
z j=1 j=1
avec ['* définie par

I={xcQ, x=m+2zm, meT, 1=0,.,N -1}

Remarque 6.1 Pour alléger l’écriture, nous allons adopter la notation suivante :

l l N
=) 8= o =& telque Y =1,
i=1 j=1 =1

avec la convention : o = 8 pour | = N et by = 8y = 0 pour [ = 0.

Remarque 6.2 La notation adoptée pour l’interface entre la multicouche et le
domaine extérieur est T'. Nous adoptons parfois une deuziéme notation T, et cela
dans le cas ou nous travaillons seulement avec cette interface. C’est a dire dans
le cas ot mous n’avons pas besoin de citer les autres surfaces séparatrices entre
les couches minces.
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HiQeaEt

79115

Obstacle

multicouche

FIGURE 6.1 — Paramétrisation d’une multicouche.

6.2.2 Systéme de Maxwell harmonique

En absence de charge et de courant électrique, et en régime harmonique (voir
Chapitre 3). Les équations de Maxwell décrivant la propagation de I'onde élec-
tromagnétique (E, H) sont définies comme suit

rot E —iwH = 0, dans Q" (6.1a)
rot H 4 iwE = 0, dans Q" (6.1b)
rot E; —iwp,;H; =0, dans Qg, j=1,--- N, (6.1c)
rot H; + iwe;E; = 0, dans QJ, j=1,--- N. (6.1d)

6.2.3 Les conditions aux bords

Le domaine de propagation de I'onde électromagnétique (E, H) est constitué
de plusieurs parties différentes (le domaine extérieur non borné, les substrats
diélectriques contrastés et I'obstacle métallique), alors il est naturel de compléter
notre systéme d’équations (6.1) par des conditions aux bords. Ces derniers sont
catégorisées en trois types de conditions

Conditions de transmission : A la traversée des frontiéres séparatrices
Fg , J=0,...,N — 1, les composantes tangentielles des champs électrique et ma-
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gnétique sont continues

[Exn]|lps=0, j=0,---,N—1, (6.2a)
[an]|F§:0, j=0,---,N—1 (6.2b)
Conditions de Dirichlet : Sur la frontiére métallique I'°, les composantes

tangentielles du champ électrique sont nulles, cette condition est dite condition
de type conducteur parfait

Exn=0 sur I? (6.3)

Conditions de radiation a l’infini : Nous considérons la condition de
Silver-Miiller, de la forme

lim |x]| (rot Ex — — mE) =0. (6.4)
|x|—00 |X‘

6.2.4 Systéme d’équations abstraites

Nous avons vu dans la section 4.2 que le systéme de Maxwell a I'intérieur d'une
multicouche Q?, j=1,..., N, peut s’écrire sous la forme d’un systéme d’équations
différentielles abstraites du premier ordre, de la variable z, donné par

%Xj = M, X, j=1,..,N, (6.5)
avec
x|,y ] (6.6
et :
M = M(6;, €5, 1t5) = { %Céz (C_Z%_U/;i[zz) ]j. (6.7)

Les coefficients sont des opérateurs différentiels de surface, donnés par

AZ == Az(f‘:], [Lj) =1 + Vr‘z diVl“z, (68)

w2e i
B, = B.(gj, ;) = w?ejuj — V= X 10tps, (6.9)

6.3 Description de approche utilisée
En 2009, a la conférence « waves 09 » organisée & Pau, A. Bendali en collabo-

ration avec M. Fares, K. Lemrabet et S. Pernet, a présenté un travail non publié
[10], dans lequel ils ont essayé de donner une approximation a l'ordre trois de la
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condition d’impédance de type Padé, une approximation rationnelle de l'opéra-
teur d’impédance, écrite sous le forme

=N
Z§" =" RuQy' Pa, (6.10)

=1

tels que Ry, Qs et Ps; sont des opérateurs différentiels de surface et, Q5 est un
opérateur elliptique inversible.

Leur approche a été adoptée pour surmonter la difficulté des instabilités numé-
riques, apparaissant a cause de 'opérateur d’ordre élevé dans I’approximation de
la condition d’impédance, voir Bendali et al. [9].

La démarche consiste en deux étapes principales :

Premiére étape : Ecrire les équations de Maxwell & U'intérieur de la couche
mince, sous la forme d’un systéme d’équations différentielles abstraites du premier
ordre, voir équation (6.5), de la variable z qui varie le long de ’épaisseur de la
couche mince. Les coefficients sont des opérateurs différentiels de surface.

Deuxiéme étape : FEcrire la condition de type conducteur parfait, Ex|ps = 0,
en terme de son développement de Taylor, en J, a 'ordre V.

Remarque 6.3 En écrivant le développement de Taylor de la condition de type
conducteur parfait, les dérivées d’ordre m de Er|r, ¢’est-a-dire 07 Er|.—o, peuvent
étre exprimées en fonction de Er|r = Er|,—o et n x H|pr = n x H|,_.

Au final, la condition de type Padé d’ordre 3 qu’ils ont trouvée est la suivante :

Er +iwpd(...)(n x H)|p =0,

(.)=(@1- ﬁA)—l Ps+ L~ v (1— 5—2A)—1 di (6.11)
Lol ) = 3 S 2 T 3 as Alvrp .
avec )
)
Ps=1—6(C—H)+ 3(&)2 +2(C —H)(C — 2H)), (6.12a)
2
as =1+ 0H + %(oﬂ +4H* - G). (6.12b)

6.4 Construction de 'opérateur d’impédance
Aprés avoir présenté le probléme aux limites et sa reformulation sous la forme

abstraite, voir 4.2 ou bien sous-section 6.2.4. Nous donnons maintenant ’appli-
cation de I’approche de Bendali et al. [10] & notre probléme et, nous citons le
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résultat principal dans ce chapitre.

Nous allons procéder comme suit : appliquer un développement de Taylor a la
condition aux bords (6.3), Ez.—_s x n = 0 par rapport a dy. Puis, pour pouvoir
passer d’une couche mince a une autre, nous utilisons les conditions de transmis-
sion (6.2). Notre but est de chercher des approximations jusqu’a l'ordre 3 de la
condition d’impédance ; nous éliminons alors les termes d’ordre supérieur.

Lemme 6.1 Le vecteur Xy (—0) défini sur la surface I'°, est écrit sur la frontiére
I en fonction de X1(0) par :

tels que, lindice n nous indique ’ordre d’approximation, l'opérateur N, est définit
comme suit :
I—6:M+ L62(2M + M?) + 6, (Si_l) M
v 11[ .y (%M+M%M+2(%M)M+M3)
n — ~ 2 4
N 16 (5i1) LM
15 (SH) <§—;M +M2M + (%M)M) TR

(0, Ei, Mz) (614)

Preuve : Pour z € }—51, 0 [, nous avons un milieu a coefficients €, et ;.
Pour z € } —0j, —0;_1 [, nous avons un milieu & coefficients ¢; et p;, 7 = 1,2, ..., N.
€

Au niveau de chaque substrat diélectrique, la ;™ ~ couche mince par
exemple, nous appliquons un développement de Taylor en d,_;, dans l'intervalle

AN

. . o .
Xi(=0j) = X4( = 0jm1) = 05 -X;( = 0j-1)
52 92 - 53 93 -
5 X = 0m1) = e Xi( = 05m) . (6.15)
Gréace a 'EDA du premier ordre (6.5), nous pouvons remplacer les dérivées du
vecteur X; par les matrices M; et leurs dérivées, comme suit

X;(—0;) = X;(=b;-1) — ;M <5j= Ej) Nj) Xj(=6-1)
)

+ Ej(éM -+ M2) <gj, 8]', ,U/]> Xj(—gjfl)
AL 0 0 ~ ~
_ = _ _ 3 ey (5.
2 (822M+M82M+2(82M)M+M) (3550 15) Xs(=d50) +
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Maintenant, pour pouvoir passer au substrat diélectrique suivant, nous utilisons
les conditions de transmission (6.2) définies sur les surfaces I'}

Jj=Db

[E x n] ]F;;fl =0, (6.17a)
[n x HJ ’F‘ll =0. (6.17b)

Nous appliquons encore le développement de Taylor en Sj,g, dans l'intervalle

]—Sj_l, —5j_2 [ Par la suite nous remplagons les dérivées du vecteur X;_; par

matri 1 urs dérivées. Nous utilison ndition ransmission
les matrices M;_; et leurs dérivées. Nous utilisons les conditions de transmissio
pour pouvoir passer a la couche mince suivante et ainsi de suite, jusqu’a arriver
& la surface I

Nous signalons que, a chaque application du développement de Taylor, nous
gardons juste les termes d’ordre inférieur ou égal a 3, de cette fagcon nous avons
la formule suivante :

Xn(=0n) =
! ) 2
I — ;M + 5 (5- M + M*)— -
H 6? 82M Mj(‘)M 2288M M M3 (5j7€j7[1’j)X1(0a517M1)-
=N 6(@ + Mg M+ 2(5; M)M + >+

(6.18)

Les matrices M; sont dépendantes des domaines Q?. Alors, nous devons appliquer
un développement de Taylor sur les matrices M; et leurs dérivées comme suit

- ~ 0
M <5j75j»#j> = M(0, &, pj) — 53’£M(0»€ja 145)
02 2

+EJ@M(O,€J',M]‘)+..., (619)

0 < 0
(M +M2) (§j,65015) = (M +M2)(0, &5, 15)

0z 0z
— 4 8—2M+M£M+(£M)M (0,5, ;) + ..., (6.20)
J 822 82 az ) .77:“’] ) .
et
IM+MIM+ \ . I M+ MIM+
5 <j,5j,uj) = 5 (0,85, 15) + -
2(ZM)M + M? 2(ZM)M + M?

(6.21)
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Finalement, nous faisons le produit des termes obtenus et, nous gardons toujours
les termes d’ordre inférieur ou égal a trois. Nous obtenons la formule finale

XN(—5N) -
I —o;M+ %@%%M + M2) +9; (51—1) %M

1 308 (&M + MZM + 2(2M)M + M)
Lo (2 \2 g2 (0,5, 1) X1(0, €1, 1)
i=N —30i <5i—1> 52M
152 (SH) (%M +M2M + (%M)M) T
(6.22)
O

Remarque 6.4 L’opérateur N, final est une matrice carré d’ordre 2, a coeffi-
cients opérateurs différentiels de surface.

6.5 Approximation de 'opérateur d’impédance

Nous rappelons que le but principal de cette étude, est d’avoir des approxi-
mations jusqu’a ’ordre trois de 'opérateur d’impédance. Nous allons voir dans
la suite qu’en général la condition d’impédance s’écrit sous la forme suivante

PErr = Q(n x H)pr, (6.23)

ou P et Q sont des opérateurs différentiels définis sur I', et nous essayons toujours
d’inverser 'opérateur P, pour écrire une condition d’impédance sous la forme

Err =P 'Qn x H)r. (6.24)

Pour avoir les différentes approximations, nous utilisons le résultat (6.13) du
lemme 6.1, nous utilisons aussi la condition aux limites (6.3). Nous avons

0= [N"}ll ET|F + [Nn]12 (Il X H)|F (625)

Les coefficients [N,],; et [N,],, représentent la premiére composante et la
deuxiéme composante, respectivement, de opérateur N,,, qui est en réalité une
matrice carré d’ordre 2 a coefficients opérateurs différentiels de surface.

Les différentes approximations, jusqu’a 'ordre trois, sont écrites

Xnprs = No(e, 1) Xur, (6.26)
Xyrs = NM(e, 1) Xqpr, (6.27)
X s = Na(e, 1) X, (6.28)
XN|F5 = ./\[3(6, ,U)X1|F, (6.29)
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tels que, N, = N, (e, ), € = (5j)1gjgN et p = ('uj)léjﬁN'

Notre objectif maintenant est de calculer les A,,, n =0, 1,2, 3.

Remarque 6.5 Avant de commencer a calculer les approximations de l’opérateur
d’impédance, nous rappelons rapidement les notations utiles : n est la normale
orientée vers l'extérieur de la multicouche le long de sa frontiére avec le domaine
extérieur, €; et u; les caractéristiques physiques de chaque substrat diélectrique
Q?. Les surfaces séparant les couches minces sont notées F?q- La surface Ty =T
est Uinterface avec le domaine extérieur, la surface I'? représente Uinterface avec
l'obstacle métallique. Les épaisseurs uniformes de chaque Qg sont notées 0;, tels
que 0; = 0, 7 =1,2,...,N et N représente le nombre de couches minces. Pour
alléger l’écriture, nous utilisons cette notation

1=j 1=j
0= 6= ald=d;5, et » a=1
1=1 =1
C, H et G sont des opérateurs de courbure.

Remarque 6.6 Par souct de clarté, a chaque ordre d’approximation nous allons
garder dans la formule de 'opérateur N, les premiers termes et cela jusqu’a l’ordre
souhaité.

6.5.1 Condition d’impédance d’ordre 0

Pour n = 0, d’apreés (6.13) nous avons
I— M+ 202(ZM + M?) + 6 (&_1) IM
— 363 (M + MAM + 2(ZM)M + M)

1 o
i\ 022
N, = H

1 S 2 9?2
i=N —50; <(5i—1> 52 M
102 (51) (&M + MM + (ZM)M) + -

(0, €iy Mi)a (6.30)

il est clair que Ny = I. En utilisant la condition aux limites (6.3), la condition
d’impédance d’ordre 0 définie sur I' est

Eqr = 0. (6.31)
Cela signifie que, l'effet de la multicouche est négligé.

105



Chapitre 6. Calcul de 'opérateur d’impédance pour une géométrie
non plane

6.5.2 Condition d’impédance d’ordre 1

Premiére forme : Pour n =1, d’aprés (6.13) nous avons

I — oM+ %53(%1\\4 +M?) 4 §; (Si—l) %M

! 1 (8—2M+M@M+2(@M)M+M3)

N =TI v (0,0 p13)- (6.32)
N 16 (5i1) LM

= 2

167 (51) (&M + MEZM + (ZM)M) + -

Nous remarquons que N; = Ny+ « un terme d’ordre 1 ».

En développant le produit des termes de N a 1, nous avons

1
Ni=T-6) a;M;. (6.33)
j=N
Nous utilisons la notation tensorielle définie dans la sous-section 5.6.1, N s’écrit
alors

Ny =1-06T(M). (6.34)

Avec la condition aux limites (6.3), nous avons
0 = i,y By + i, (n x H) e (6.35)
= [I — 5T1 (M)]ll ET|F — [(STl (M)]12 (1’1 X H)|r (635b)

Deuxiéme forme : Le terme [N;],, est en d. Alors, nous n’avons pas besoin
de développer le terme [677(M)],;, car il va étre éliminé. Nous obtenons a I'ordre
un par rapport a o

0 = Eqr — 6 [Ty (—iwpA)(a)] (n x H)p, (6.36)

avec

1 1
A=Ale,u) =1+ wT,qu (E leF) ;€= (@) cicn » B = (1) 1<iey - (6.37)

Troisiéme forme : La formule finale de 'approximation de I'impédance &
I’ordre 1, pour un domaine multicouche est donnée par

1 1

0= ET\F + diw |:T1 (M) (Oé) + (FTI( )(O&)V[‘ diVF (Il X H)‘F (638)

€
Remarque 6.7 D’aprés ce résultat, nous remarquons que la condition d’impé-
dance d’ordre 1, ne fait pas intervenir l’effet de courbure et, elle représente la
condition dimpédance dans le cas plan, que nous avons traité par l’analyse de

Fourier [2/].

Remarque 6.8 Cette approximation est la méme que celle donnée par Engquist-
Nédélec [19] pour une couche mince.
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6.5.3 Condition d’impédance d’ordre 2

Premiére forme : Pour n =2, d’aprés (6.13) nous avons

I - 8M -+ J02(2M + M2) + 6 (5i1) 2M
1 —18% (ZM + MZM + 2(ZM)M + M?
N = H ’ <822 . 8f 2 8282 ) (0,e4, 115).  (6.39)
i=N —§5i <51‘71> @M

152 (SH) (5—;1\/& +M2M + (%M)M) 4o

Nous remarquons que N; = N;+ « un terme d’ordre 2 ».
En développant le produit des termes de N a 1 nous avons

1
N>i>j>1
1

1
1
+00)_5al (MEI) + M?) +0) " oidi MY (6.40)
i=N

i=N

En notation tensorielle, N5 s’écrit comme suit
1 1
NZ - Nl + (52§T2(M, M) (Oé, Oé) + 52§TQ(M(1), I) (Od, Ck) . (641)

Maintenant, en utilisant la condition (6.3), nous obtenons

0= [No]y; Erpr + [No]yp (m x H)p (6.42)

_ {1 _ STy (M)(a) + 62%T2(M, M) (, a) + 52%T2(M(1), D, a)] Erp

11

+ [—5TI(M)(a) + 52%TQ(M,M) (o, @) + 52%TQ(M0>, I(a, a)] ; (n x H)|r.

(6.43)

Deuxiéme forme : Le terme [N3],, est en 62, alors il suffit de multiplier a
gauche par [ 4 677(M)(c)];,. Nous obtenons a I'ordre deux par rapport a o
0 =E7(0)
—0T1(M) (@) + 6*2T5(M, M) (v, @)
+ +021 (MW, 1) (o, @) (n x H) (0). (6.44)
—0% [T (M) (@)} [T1 (M) (@)},
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Remarque 6.9 Le coefficient en § est celui de la condition d’ordre un. Alors,
nous ne calculons que les coefficients en §2.

Voici le développement des termes nécessaires pour cette approximation

[T1(M) ()], = —iwT} (pA) (), (6.45)
(M) (@), = —CTi (1) (0) = —C, (6.46)
[T (M) ()], [T (M) ()], = c?, (6.47)
[T (M) ()] [T1(M) ()], = %C [To(pA, I) (a,a) + To(1, pA) (a,a)] 1, (6.48)

BTQ(M, M) (o, @) . = iw%CTQ(I, pA) (o, ) — iw%Tg(uA, I (a,a) (C—2H),
_ (6.49)

BTQ(M(D, D(a,a)| = iw%CTQ(uA, D) (a,a) + iw%Tg(uA, D) (a,a) (C — 2H)
412
1

o1 1 )
+ szVp%TQ(g, I) (o, ) 2H divr)
1
- iw§Tg(2,u, I)(a,a) (C—H). (6.50)
Nous avons alors

1 1
{52§T2<M, M) (0 0) + 8 To(M0, ) (o, )

12

— 0% [Ti(M) (@), [T1(M) ()]
= iW(SQ%CTQ(], pA) (a, ) — iw§2%Tg(/¢A, I)(a,a) (C—2H)

+ iw%éQCTg(uA, I (a,a) + iwéQ%Tg(uA, I (a,a) (C—2H)

1 1.1
+ iw52—Vp(§TQ(g, I) (o, ) 2H divr)

— iw62%T2(2/L, I)(a,a) (C—H)
_ ms?%c Ty(uA, T) (o ) + To(I, jiA) (o, )] (6.51)

= iw52évp(%Tg(é, I (o, ) 2H div )
- iwéQ%Tg@u, D) (a,0) (C - H). (6.52)
La deuxiéme forme de la condition d’impédance, a 'ordre 2, est donnée par :
iwdTy (pA) (a)
0 =Er(0) + | +iwd?5Vr (372(2,1) (o, ) 21 divy) | (nx H)(0), (6.53)
—iwd*Ty(p, I) (o, ) (C — H)
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avec

1 L.
A=Ale,p) =1+ lequ (g div F) , e=(icien » = (W) i<izy - (6.54)

Troisiéme forme : La formule finale de 'approximation de I'impédance &
I’ordre 2, pour un domaine multicouche est donnée par

Ty (1) (@) + 25T (2) (@) Ve dive
0=Er(0)+ iws | +61LVr(Ta(i, 1) (o, a)2Hdivy) | (nx H)(0). (6.55)
—0To(p, 1) (e, @) (C — H)

Remarque 6.10 D’apres ce résultat, nous remarquons que c’est a l’ordre 2 que
nous pouvons voir l’effet de courbure de la multicouche.

Remarque 6.11 Cette approximation est la méme que celle donnée par Haddar
et Joly [26], pour une couche mince.

6.5.4 Condition d’impédance d’ordre 3

Premiére forme : Pour n = 3, d’aprés (6.13) nous avons

I —o;M+ %53(%1\\41 + M?) 4 4 (Si—l) %M
— 163 (LM + MM + 2(ZM)M + M°)

7

-1l

1
1 < 2 fo
v 16 (5i1) LM
152 (SH) (;‘—;M +M2M + (%M)M) T

(0, Ei, Mz) (656)

Nous remarquons que N3 = Ny+ « un terme d’ordre 3 ».
En développant le produit des termes de N a 1, nous avons
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1
Ny =N, — 62 Z oo MMM, — Z ;0 (Z « ) (I)Mj

N>i>j>k>1 N>i>j>1

1
1
Z ;0 (Z al> M M(l 5 Z 504?0@- (Mﬁ” + Mf) M

N>i>j>1 N>i>j>1

1 i—1 2
1 1
3 2 (1) 2 3 (2)
SCD DR (Mj +Mj> — 5 aig (§ :%) M
i=N

N>i>j>1
1 i—1
1
—8°) 5oi (Z aj) <M§2) + MM, + Mng”)

—53Zé l(M(2)+2M M + MM +M§). (6.57)

=N

En notation tensorielle, N3 s’écrit

Ny =Ny — 53%T3(M, M, M) (6, 6, ) —(53%T3(M(2), I,1)(6,6,0)
B 53éT3(M(l)a Ma ]> (5’ 67 5) - 53%T3(M7 M(l)v ]) (5’ 57 6)

- 53éT3(M(1), [,M)(5,5,6). (6.58)

Maintenant, en utilisant la condition (6.3), nous obtenons

0= [Na]; Erpr + [Na]p, (n < H)pr. (6.59)

Remarque 6.12 Pour inverser [N3|,,, nous utilisons le méme argument que
dans les conditions d’impédance d’ordre 1 et 2, c’est a dire, comme [N3|,, est
en 82, alors dans N5y, les termes en 5% ne sont pas pris en considération.

La premiére forme de la condition d’impédance a l'ordre 3 est la suivante

I — 0Ty (M) (@) + L6*To(M, M) (o, @)
0= 152 (21) Er(0)
+507 1MW, 1) (a, o) "
—6T1 (M) () + 16°To(M, M) (v, @) + 18*To, (MW, 1) (o, )
T3(M, M, M) (o, a,00) + T;(M®, 1, 1) (@, av,0)

+ n x H) (0).
_%53 +T3(M(1)7 M7 [) (Oé, O{,Oé) + T3(M7 M(l)’ I) (CY, a7a) ( ) ( )

+T3 (M(l)a Ia M) (aa a>a>

(6.60)
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Deuxiéme forme : A ce stade, pour obtenir la deuxiéme forme de la
condition d’impédance, nous suivons trois étapes :

* Etape 1 : Nous multiplions & gauche par (I + 6 [T;(M) (a)],,). Nous obte-
nons a ’ordre trois par rapport a ¢

a, o H(MM Qa,
0:<1+%¢<uxMw®< oo+ (22019, 1) ﬂu>>Eﬂm

—2([11(M) ()])°
—0 [T:(M) (@)l

L5 [To(M, M) (a, @)l + [To(MW, 1) (0, )],
? —2[T1(M) (04)]11 [Ty (M) (« )]12

[T5(M, M, M) (v, , ‘)‘)]12 + [T3<M(2)7 1,1) (e, e, O‘ﬂ 12
+ [T5(M®, M, I) (o, 0, 0)] ,, + [Tg(M, MO, 1) (a, a, a)]
—% + [T5(MWY, I, M) (o, o, @)

(n x H) (0).

[T (M, M) (v, )]
—3 [Ty (M) ()], ( + [T(MW, 1) (o, )], )

(6.61)

x Etape 2 : Nous effectuons une deuxiéme multiplication & gauche par

1~ 20 ([To(0, M) (0, 0) + To(M, 1) (0, 0)],, — 2 (T3 (M) (0)],)%)
(6.62)

Nous obtenons a 'ordre trois par rapport a &

O—ETm >J<anMm
T2 M M [TZ(M( : 1) <a7a)]12 H) (0
( —2] T1 )]11 (77 (M) ()] ) (n x H) (0)

[

Ty(M, M, M) (a a a)] + [T(M® 1, 1) (o, a, 0],
+ [T3 (o, o, a)] + [Tg,(M7 M(l)’]) (a,a,a)}
+ [T3<M“>, LM) (a0, 0],

—1 3 T5(M, M 12 n x
65 =3 [T'(M) ()], [[ (< e <> (a, )o]zﬂ ) ( H) 0)

[T5(M, M)( a)lyy
-3 ( [T2(M(1) O‘ﬂn ) M) (@)]y,
—2([Ty(M) ()];,)”

12

(6.63)
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Remarque 6.13 Les coefficients des termes en 6 et 6 sont ceux de la
condition d’ordre deux.

x Etape 3 : Avant de donner la deuxiéme forme de la condition d’impédance
a 'ordre trois, nous donnons tout d’abord le développement des coefficients
en 4 dans la formule (6.63). Nous calculons chaque terme d’une maniére
séparée, puis, nous faisons la somme.

i [T3(M7 M, M) (Oé, a, a)]lZ =
—iwC?T3(1, I, pA) (o, o, a) + iwTs(uA, lB, pnA) (o, a, ar)
1

+ iwCT5(1, pA, I) (o, ) (C — 2H)
—iwT3(uA, I, 1) (o, o, ) (C — 2H)?. (6.64)

. [Tg(MZ,I,I)<Oé,Oé,Oé>]12 =
— iw2C*Ty(pA, I, I)(o, o, ) — iw2CT5(nA, I, I) (v, a, @) (C — 2H)

2 1
+iwdT3(p, I, I)(a, a, «)C(C—H) —iwﬁcvp (Tg(g, I (o, a,0)2H din)

- iwévp (T3(§, I (o, a,0)2H divr) (C—2H)
2 1
—iw—Vr (Tg(g, L) (a,a,a)(4H? - G) divp) . (6.65)

o [T(MW, I, M) (a, v, )] |, = — iwC?T3(1, 1, pA) (o, v, )
+iwCT3(pA, I, I) (o, o, ) (C — 2H)
+iwTs(pA, 1, 1) (o, a, ) (C — 2H)?
—iwT3(2u, I, 1) (o, a, ) (C — H)(C — 2H)

+ w%vr (T:),(é, 1.1) (o0, 0) 2H divr> (€ — 2H).

(6.66)

= —iwCTy(I, pA, I) (o, o, @)
+iwCT3(pA, I, 1) (a, i, @) (C — 2H)
+iwTs(pA, I 1) (o, a, @) (C — 2H)?
—wT32u, I, 1) (o, , ) (C — H)(C — 2H)

1 1 .
+ @WEVF <T3(— LI (a,a,0) 2H leF> (C —2H).

) (6.67)

° [T3(M(1), M, 1) (a, a, a)]

12
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o [T3(M,M(1), I)(a,a,0)],, = — iwCT3(1, pA, I) (a, o, @)
—iwCT3(I, pA, I) (a, o, ) (C — 2H)
— iwT(pA, I, 1)(C — 2H)?

+iwT3(1,2p, 1) (o, o, ) C(C — 2°H)

12

. C 1 .
- szVp (T3(I, > I (a,a,a)2H leF) :
(6.68)

[To(M, M) (o, )],
o 3[T1(M) ()], ( + (LMW, 1) (o, )], ) B

OTy(uA, 1,1
i +237(’M(I7I7 24()0‘(70‘70‘)) 1 2T5(2, 1. 1) (a0, )
_ a, ) | —jw—

iwC 5(1, 1, pA) (o, WEOVT 1 1) (o)

+275(1, A D) (o, o, «)

' 2152, 1, 1) (o, oy )
+ iw ( (20 T) (o ) ) C(C—2H). (6.69)

) 2H diVF

N

[TQ (M7 M) (Oé, a)]l
3 ( + [TQ(M(1)7I) (a, @)
)

) 11 ) [Ty (M) ()]}, =
—2([TA (M) ()],

(AT LB, ) (0,0,0)
zw 2T3(pnA, pA, iB) (o, o, )

(6.70)

Maintenant, aprés avoir calculé et développé chaque terme dans le coefficient
de 63, ce dernier vaut

1 T5(nA, pA, %B) (o, a, @)
wa | 42T, 1, 1) (o, 0, ) (C = H)(C — 2H) . (6.71)
+$Vr (T3(%7 L) (a,a,a) (4H? — G) divr)

Alors, la deuxiéme forme de la condition d’impédance a ’ordre 3 est donnée
par

0=Er(0) 4iwdTi(pA)(a)(n x H) (0
LV (To(3, 1) (o, o) 2H divy
Ve (13 1) (0,0) )>(an)(O)
—2T5(p, 1) (@, ) (Cl_ H)
T3(pnA, nA, ;B) (o, o, )
+5iwd® | 19Ty, 1, 1) (a, a,0) (C— H)(C —2H) | (mx H)(0),

+LVr (T2, 1,1) (o, a, ) (AH? — G) divy)
(6.72)

—i—%iwéQ
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avec
A=A(e,pn) =1+ ! \Y% L di (6.73)
= = — —di )
& (JJ2,LL I - vr |,
B = B(e, 1) = w?ep — Vr x curl, (6.74)
et
€= (8)1§i§N7 H= (N)lgz‘gN'

Troisiéme forme : En substituant par les formules des opérateurs A et B
dans (6.72), nous obtenons

0= Ez(0) +iwd (---) (n x H) (0),
[ T(p) (@) = 6Ta(p, 1) (v, @) (C = H)
+20%T5 (1, 1, 1) (v, v, @) (C — H)(C — 2H)
+%52W2T3(,u7 22 5) (a7 a, Oé)
+50° T (1, 1 ) (@, @, ) (Ve dive = Vi x curlp)
) T () ()
()= F10T5(L, 1) (o, @) 2
+30°T3(2, 1, 1) (o, 0, ) (4H? = G)

ﬁvr +%52T3(%, %, e) (o, a, ) divy Vp divr .
+3w?0?T5(2, p,e) (o, a, @) + 36 Ty(p, L, ¢) (o, o, @)
— 3w Ty, 1, ;) (@, @, )
“ (6.75)

Remarque 6.14 Nous rappelons les deux identités vectorielles suivantes, que
nous utilisons par la suite

AF == din Vr, (676)
-~ .
AF = VF le[‘ —VF X rotr . (677)

Nous pouvons encore écrire la condition d’impédance a 'ordre trois sous la
forme suivante

—
Ti(p) (@) (1 +0P;5 + %529AF>

0 = E7(0) + iwd (
—’—ﬁVFTl (%) (O./) (1 + (5(15 + %52hAF) din

) (n x H) (0),
(6.78)
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_ TwDha),,
b= @ ¢
2T3(N7 I, I) (Oé, a, O./) . i 1w2T3(M7 K 5) (a7 a, Oé)
T e TP T @
(6.79)
Ts(p, 1, ) (o, o, o
R T (680)
CT(5,1) (o, @) éTg(%,I,I)(Oé,Oé,Oé) )
“Thmw s @@ Y
1., we) (a,0) 1. Tt e) (a,a,0)
Zow € —dw <
O 3T nO W
1 2T3(N7 1y ,%) (Oz, Q, Oé)
_ §6w 7 (0 @) 7 (6.81)
et
. T5(,1,¢) (a, 0, ) (6.82)
TP (e) '

Remarque 6.15 La condition d’impédance donnée par la formule (6.78) contient
un opérateur de dérivation a l’ordre quatre. Dans la suite, pour remédier ce pro-
bleme, nous essayons de remplacer les termes

1
(1 + 6P + 5529E> : (6.83)

1
<1 + das + nghAp) , (6.84)
par leurs inverses.

Remarque 6.16 A [’ordre deuz, nous avons

(14+ad+b6*)"' = (1+d5+V6), (6.85)
tels que
a=-—a,
bV =a®>—b
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Chapitre 6. Calcul de 'opérateur d’impédance pour une géométrie
non plane

Suivant cette derniére remarque, a I'ordre deux, nous avons

.(1+M%+%ﬁﬂﬁ):<1+&%—§$¢§)4. (6.86)
Avec
B IRl o ml)
o 2T3(M>[7[)(04704>O‘) N _ EWQTS(Ma/%E)(O‘?O@O‘)
(5™ e~ e 2wy gt BT <2§7>
. (1 + das + %52hAF) = <1 + 8bs — %5%&) B : (6.88)
Avec

2

o To(L, 1) (e, ) To(1,1)(a, )
" Ti(2)(a) H+5( Ti(;)(@) H)

. éT3(%?I7[) (Oé,a,a) (47_[2 o g) o %5(4}21—’3(%’“’6) (a’()é,Oé)

5 () 7
1., te) (a,a,0) 1, Ta(u, /%) (a,a,a)
- g&u T, (%) @) + g&u T (%) @ (6.89)

La formule finale de ’approximation de 'impédance a ’ordre 3, pour un do-
maine multicouche est donnée par

0 = Ex(0)
~1
T3 (o, L) (0, 0,0) =
Thi(p)(e) (1 + Qs — %52%Ar>
tiws 3 (n x H) (0).
T: (%,%,5)(04,04,04) .
+LVT (%) () (1 + dbs — %(VWAF) divp
(6.90)

Les coefficient Qs et bs sont donnés par (6.87) et (6.89), respectivement.
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— Chapitre A
Solution de |I'équation de

Helmholtz

Les fonctions de Hankel sphériques de premiére espéce et les harmoniques
sphériques apparaissent lors de la résolution de I’équation de Helmholtz homogéne

Au+ k*u =0, (A.1)

avec k € C et (k) > 0.
En utilisant la méthode de séparation des variables, en coordonnées sphériques
(r,0,¢), la solution s’écrit de la forme suivante

u(x) = o(r)0(0)®(¢). (A-2)

Le laplacien se décompose de la maniére suivante

10 [ ,0u 1

avec Ag2 représente l'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité S? de
R3, il est donné par

1 0% 1 9 (. 0u
Agzu = 70 %0 + 050 (sm@—) : (A.4)

La solution correspondante a la partie radial o(r) est donnée par la fonction
de Hankel sphérique de premiére espéce Y. La partie angulaire ©(0)®(¢) cor-
respond aux fonctions harmoniques sphériques Y, ,,, (¢, ¢). Ces derniéres sont les
modes propres du probléme aux valeurs propres de I’équation de Laplace-Beltrami
sur la sphére unité

—As2Yym (xX) =n(n+ 1Y, (x), (A.5)

pour n € N et |m| < n. Le lecteur pourra se référer par exemple a [15], [38], [43]
ou bien [44].

Avant de donner une formule explicite des fonctions harmoniques sphériques, nous
définissons tout d’abord les polynémes de Legendre d’ordre n (voir [43, Section
9.3]).



Annexe A. Solution de I’équation de Helmholtz

Définition A.1 Nous notons par P, ,, le m-eme polynome de Legendre d’ordre
n, donné par

Pom(t) = (1 —t2)m/? (%) P,(t), m=0,1,2,...,n, (A.6)

pour tous m, n € N. Les polynoémes P, sont donnés par la formule suivante (dite
formule de Rodrigues)

(1)

S %(1 —tH" n=01,2,.. (A.7)

Pn<t) =

Ces derniers représentent les solutions de l’équation différentielle de Legendre

o L0

Définition A.2 La m-éme fonction harmonique sphérique d’ordre n est donnée
par

Yium(0,6) = \/ ik EZ - ;Z{iiPmM(COSH) exp(imo), (A.9)

pour n € N et |m| < n.

Remarque A.1 Nous pouvons écrire Y, ., (X), pour X le vecteur unité avec les
coordonnées (0, ¢).
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— Chapitre B
Rappel de résultats de théorie

spectrale

Théoréme B.1 Soient H un espace de Hilbert et T : H — H un opérateur
linéaire borné. Si'T" est compact auto-adjoint, alors il existe une base hilbertienne
(¢n)n>0 de H constituée de vecteurs propres de T' tels que :

(1) T'pp, = A\pp, pour tout n € N,

(2) (b, Gm) i = Opm, pour tous n, m € N,

(3) la suite des valeurs propres (An)nen vérifie : (| \y|)nen est décroissante, stric-
tement positive et converge vers 0 lorsque n tend vers 400.

(4) tout u € H s’écrit sous la forme d’une série convergente dans H
u= Zungbn, avec Uy = (U, Pp)H- (B.1)
n=0

L’opérateur de Laplace-Beltrami Ag2 vérifie les hypothéses de ce théoréme
dans I'espace L?(S?). Ses vecteurs propres sont donnés par les harmoniques sphé-
riques Yy, ,, pour n € N et |m| < n.

Théoréme B.2 Les fonctions harmoniques sphériques Y, ,, forment une base
orthonormale pour l'espace L*(S?) (voir [}3]).

Pour I'espace des champs tangents L?(S?), nous avons le théoréme suivant

Théoréme B.3 La famille (Vs2Y,, m, R$2Yn7m) constitue une base des vecteurs

_>
propres pour l'opérateur de Laplace-Beltrami vectoriel Agz sur 'espace L2 (S?),
c’est a dire

KoVeYym=—n(n+1)VeYum  (B2)

ZSQIRSQYn,m = —n(n + 1)1@52)/”7,%, (BS)

/ VY2 d(S?) = / Fotg: Vo2 d(S2) = n(n+1).  (BA)
82 82

Le lecteur pourra revenir a [44].



Annexe B. Rappel de résultats de théorie spectrale

Corollaire B.1 Les fonctions harmoniques sphériques vectorielles

1 1
V&Y, e ——— toteY,,., B.5
nn+1) 5™ ¢ n(n+1)r03 ’ (B-5)
pour n € N* et m = —n, ...,n, forment une base orthonormale de LZ(S?).

1
Proposition B.1 [37] Soit u € H, 2 (divsz, 8?). Alors u admet la décomposition
spectrale suivante :

(,6) = > 3 {annVeVum(0,0) + byprots:Vom(®,0) b, (B6)

n=1m=—n

les coefficients spectrauz ay ., et by, sont donnés par

—
0
B |
SN~—

an,m(r) = <u7 v‘S'QYvn,m>$2 5

bom () = <u, RszYn7m>

—~
o
oo

SN—

s
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Résumé

Cette thése porte sur ’étude de la diffraction des ondes électromagnétiques

en régime harmonique par des obstacles parfaitement conducteurs tridimension-
nels. Ces derniers sont entourés par des couches minces de substrats diélectriques
superposées et contrastées. Tout d’abord, nous définissons les modéles physiques
ainsi que le cadre fonctionnel approprié. Par la suite, nous démontrons le ca-
ractére bien posé d’un tel probléme de transmission en utilisant ’alternative de
Fredholm.
L’étude effectuée dans la deuxiéme partie de ce travail entre dans le cadre des ap-
plications des techniques des développements asymptotiques pour la modélisation
de l'effet d’'une couche mince par des conditions aux limites de type impédance.
Ces derniéres sont données a l'ordre trois pour deux types de géométries. Une no-
tation tensorielle est adoptée pour donner des formules compactes. Elle englobe
les caractéristiques physiques et géométriques de la multicouche. Dans un premier
temps, nous considérons un obstacle plan. Une transformée de Fourier partielle
est utilisée pour écrire une condition d’impédance exacte, puis, a ’aide d’un déve-
loppement limité nous donnons des approximations de la condition d’impédance
jusqu’a l'ordre trois. Dans un deuxiéme temps, nous considérons une géométrie
réguliére plus générale. Des notions de géométrie différentielle intrinséque sont
utilisées pour décrire la courbure de l'obstacle. Généralement, il n’est pas pos-
sible de donner l'opérateur d’impédance exact. Un développement de Taylor est
alors appliqué a la condition de type conducteur parfait pour donner des approxi-
mations de 'opérateur d’impédance jusqu’a 'ordre trois.

Mots-clés : Couches minces diélectriques, diffraction, systeme de Maxwell har-
monique, condition d’impédance, développement de Taylor.
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Abstract

This thesis deals with the study of the scattering of time-harmonic Maxwell

system with three dimensional perfectly conducting obstacle, which is covered
by multi thin layers of contrasted dielectric materials. First, we define physi-
cal models and the appropriate functional framework. After that, we prove the
well-posedness character of the transmission problem by using the Fredholm al-
ternative.
The study carried out in the second part of this work falls within the frame-
work of applying techniques of asymptotic analysis in order to model the effect
of a thin layer by boundary conditions of type impedance up to the third order
for two geometries. A tensor notation is adopted to give compact formulas. It
encloses the physical and geometrical characteristics of the multi layer. At first,
we consider a planar obstacle. A partial Fourier transform is used to write an
exact impedance boundary condition, then, with the aid of a limited develop-
ment we give approximations up to the third order. In a second step, we consider
a more general regular geometry. Some concepts of intrinsic differential geometry
are used to describe the curvature of the obstacle. Generally, it is not possible
to give the exact impedance operator. A Taylor expansion is then applied on the
perfect conductor condition to give approximations of the impedance operator up
to order three.

Keywords : Thin dielectric layers, scattering, time-harmonic Maxwell system,
impedance boundary condition, Taylor expansion.



	Table des symboles
	Table des figures
	Introduction générale 
	I Préliminaires et résultats d'existence et d'unicité
	Notions de géométrie différentielle intrinsèque et Espaces fonctionnels 
	Introduction
	Notions de géométrie différentielle intrinsèque
	Paramétrisation d'une surface
	Paramétrisation d'une couche mince
	Paramétrisation d'une multicouche
	Opérateurs différentiels sur une surface 
	Opérateurs différentiels sur une surface z

	Espaces fonctionnels
	Espaces fonctionnels standards
	Espaces de traces

	Différents types de traces
	Théorèmes de traces
	Décomposition de Helmholtz de frontière
	Alternative de Fredholm

	Équations fondamentales de l'électromagnétisme 
	Introduction
	Équations de Maxwell 
	Équations de Maxwell en régime harmonique
	Conditions de transmissions entre deux milieux 
	Condition de radiation à l'infini 
	Adimensionnement des équations de Maxwell
	Cadre de l'adimensionnement
	Système de Maxwell adimensionné
	Conditions de transmission adimensionnées entre deux milieux

	Principe de prolongement unique pour les équations de Maxwell

	Existence et unicité de la solution du système de Maxwell 
	Introduction
	Description du problème physique considéré
	Hypothèses géométriques
	Hypothèses physiques
	Système d'équations
	Cadre fonctionnel

	Décomposition modale de la solution sortante de Maxwell à l'extérieur d'une boule  BR 
	Identification des coefficients  en,mt  et  en,m 

	Décomposition modale de l'opérateur d'impédance
	Définitions

	Système de Maxwell d'ordre deux à l'intétieur d'une boule  BR 
	Formulation variationnelle
	Existence et unicité de la solution
	Traitement de la première forme sesquilinéaire
	Traitement de la deuxième forme sesquilinéaire
	Unicité de la solution du problème variationnel couplé en utilisant le principe de prolengement unique
	Conclusion

	Unicité de la solution sortante du problème de Maxwell extérieur par le lemme de Rellich


	II Calcul de l'opérateur d'impédance
	Système de Maxwell homogène dans une couche mince sous forme d'un système d'EDA du 1er ordre
	Introduction
	Équations abstraites
	Calcul de l'opérateur Az
	Calcul de l'opérateur Bz

	Calcul des dérivées en z=0
	Dérivées d'ordre un
	Dérivées d'ordre deux


	Transfer and approximation of the impedance in planar geometry
	Introduction
	Maxwell system
	Problem statement
	Impedance operator

	Transfer of the impedance condition through a slab
	Application for a single thin layer
	Application for three contrasted thin layers
	Notation
	Impedance boundary condition for three thin layers


	Calcul de l'opérateur d'impédance pour une géométrie non plane
	Introduction
	Présentation du problème
	Modélisation de l'obstacle
	Système de Maxwell harmonique
	Les conditions aux bords
	Système d'équations abstraites

	Description de l'approche utilisée
	Construction de l'opérateur d'impédance
	Approximation de l'opérateur d'impédance
	Condition d'impédance d'ordre 0
	Condition d'impédance d'ordre 1
	Condition d'impédance d'ordre 2
	Condition d'impédance d'ordre 3


	Annexes
	Solution de l'équation de Helmholtz
	Rappel de résultats de théorie spectrale
	Bibliographie


