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Introduction

INTRODUCTION

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, Bertimann et Martin ont introduit des
inégalités, noteées IBM, dérivées de la regle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn (TRK). Ces
inégalités, généralisées dans le cas de problémes a symétrie sphérique, sont une suite de
relations récurrentes entre les moments de la densité du fondamental et les différences
d’énergie entre le fondamental et la ligne yrast.

Les IBM ne donnent qu’une limite supérieure aux moments de la densité du fondamental ou
aux énergies. En genéral, une relation n’est pas utilisable a moins d’étre proche d’une égalité.
Aussi, pour obtenir des égalités, Bertimann et Martin ont proposé une premiere forme de
facteur correctif a introduire dans les IBM. Ce facteur a été généralisé par la suite. Bien que
déterminé de fagon empirique, le facteur correctif a permis de reproduire les énergies de la
ligne yrast ou les moments de la densité du fondamental avec une précision allant jusqu’a
moins de 1% dans le cas des potentiels confinants.

Différentes applications, basées sur les IBM, ont été entreprises, notamment celles qui
permettent de reconstruire la densité du fondamental a partir d’un spectre de niveaux
d’énergie et d’en déduire le potentiel équivalent dans lequel baigne le systéeme.

Notons que toutes les applications entreprises afin de tester la fiabilité et la validité des IBM
ne prenaient pas en compte les degrés de liberté de spin des systemes étudiés. Aussi, le but de
notre travail consistera en I’étude de I’applicabilité de la méethode des IBM dans le cas ou les
degrés de liberté de spin seront pris en considération.

Une des inégalités de Bertlmann et Martin lie le moment d’ordre 2 de la densité du
fondamental (appelé aussi rayon carré moyen) a la différence d’énergie entre le fondamental
et le premier état excité vers lequel on considere une transition dipolaire. Cette inégalité est
dérivée en calculant la valeur moyenne, dans le fondamental, du double commutateur entre
I’hamiltonien du systéme et I’opérateur de transition dipolaire considéré; la régle de somme
ainsi établie est ensuite minorée en remplacant toutes les énergies des états excités par celle
du premier état. Pour I’oscillateur harmonique, cette inégalité est saturée c.a.d que I’on a une
égalité stricte (le facteur correctif étant égal a 1) ; ceci implique que le premier état excité

emporte toute la régle de somme. Pour cela, nous nous intéresserons particulierement a cette
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inégalité et nous chercherons a vérifier si la propriété de saturation établie pour des particules
dans un champ harmonique reste vraie.

Pour des raisons de simplicité, nous travaillerons dans un espace a une dimension.

Ce mémoire sera organisé comme suit: dans un premier chapitre, nous rappellerons
brievement en quoi consistent les IBM, les conditions de leur applicabilité et nous résumerons
I’ensemble des travaux réalises par notre groupe dans le cadre des IBM. Nous rappellerons,
particulierement, « I’égalité » obtenue pour un potentiel d’oscillateur harmonique sans spin.
La suite du travail sera consacrée a I’étude de I’influence des degrés de liberté de spin sur la
régle de somme et sur la relation qui en découle dans les différents cas étudiés.

Dans le deuxieme chapitre, aprés un bref rappel sur la construction des fonctions d’onde
d’espace, de spin et totale pour des systemes a 2 particules de spin %2, nous nous intéresserons
au cas ou ces particules sont indépendantes et baignent dans des champs harmoniques. Nous
tiendront compte des spins et nous considérerons des transitions avec et sans renversement de
spin (c.a.d. avec et sans changement d’orientation des spins).

Le troisieme chapitre sera consacré a I’établissement de I’inégalité de Bertimann et Martin
dans le cas ou les particules considérées interagissent entre elles : dans un premier stade, nous
supposerons une interaction harmonique pouvant ou non dépendre des spins puis nous
introduirons une interaction « gaussienne ». Comme, pour cette interaction, il n’est pas
possible de résoudre I’équation de Schrodinger analytiquement, nous utiliserons la méthode
des perturbations.

Nous chercherons, également, a déterminer I’influence des propriétés d’antisymétrie de la
fonction d’onde sur la régle de somme et sur la saturation de I’IBM qui en découle.
L’ensemble des résultats auxquels nous serons parvenus seront résumeés dans une conclusion
générale.

Les détails de calculs et démonstrations abordés dans ce mémoire, seront explicités dans les

appendices A, B, C et D.
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Chap. | Introduction aux inégalités de Bertlmann et Martin

INTRODUCTION AUX INEGALITES DE BERTLMANN ET MARTIN

Dans une premiere étape, nous allons rappeler brievement en quoi consistent les inégalités de
Bertlmann et Martin, les conditions de leur applicabilité ainsi que les domaines dans lesquels
notre groupe de travail les a appliquées avec succes.

Notons que, jusqu'a présent, le spin des systémes étudiés n’a pas été pris en compte.

| Inégalité de Bertlmann et Martin dans le probléme a deux corps

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste, Bertlmann et Martin [1,2] ont établi
une inégalité intéressante, a partir de la régle de somme de Thomas-Reich-Kuhn (TRK). Cette
inégalité est valable dans le cas des potentiels locaux ; elle lie le rayon carré moyen de la

densité de I’état fondamental a la différence d’énergie (E, —E,).

2

) DA
<r >§m (1.1)

ou:

<r2> est le rayon carré moyen de ’orbite fondamentale, D, le nombre de dimensions de

I’espace et m, la masse de la particule dans un champ de potentiel (remplacée par la masse

réduite dans un probleme a deux corps).E, est I’énergie de 1’état le plus bas atteint par

I’opérateur de transition dipolaire alors que E, est celle de ’¢tat fondamental.

1.1 Inégalité de Bertlmann et Martin généralisée (IBMG)

Pour D = 3, I’inégalité a été¢ généralisée a partir des régles de sommes multipolaires linéaires
en énergie [3]. En considérant le double commutateur de 1’hamiltonien H avec I’opérateur

de transition multipolaire Q’ (r) = r'Y|° (49,(0) puis, en calculant sa valeur moyenne dans 1’état

fondamental 1s (noté | 0> ), nous obtenons :

> (&, - EfolQl]n)f = 2 e (), (1.2)

n

| n> représente un état excité et E, son énergie. La somme porte sur tous les états excités.
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En tenant compte de la relation de fermeture sur les états du systéme Z|n><n|:1 et en
n

remplacant E_ par E; dans (I.2) nous sousestimons la somme et nous aboutissons a 1’inégalité

de Bertlmann et Martin généralisée (IBMG).

<r2|>ls Sml(ﬂ +1)<r2|72>15 (|3)

Notons que :

- ’inégalité (I.3) est valable dans le cas de problémes a symétrie sphérique.

- E, est I’énergie du niveau le plus bas de moment angulaire | et <r2' >1S est le moment d’ordre

k (k=2l) de la densité du fondamental défini par :

) :J‘rzl ‘l//ls(l’F‘zdsr L4
<r >1s J“V/IS(IF)‘Z d’r ( ' )

Vs (F) étant la fonction d’onde du fondamental.

1.2 Facteur correctif

A partir de (I.3), nous pouvons dire que cette inégalité généralisée ne donne qu’une limite
supérieure aux moments d’ordre 2| de la densité du fondamental ou aux énergies de la ligne
yrast. Pour obtenir des égalités, un facteur correctif a été introduit. Il est difficile de
déterminer une forme analytique générale pour ce facteur correctif, mais il est possible de
trouver des approximations satisfaisantes. Bertlmann et Martin [1] ont proposé une premiére
forme telle que la relation (I.3) devient :

<r2'>ls ~LI(2I +1)<r2"2>ls (l—ic) (1.5)

- 2m(E, -E,,)
¢ vaut 0 dans le cas de I’oscillateur harmonique et 1 dans le cas du potentiel coulombien.

Un ajustement, a partir des caractéristiques de ces deux potentiels, a permis de proposer

I’expression suivante :

E,.+E. —2E T
c= 2s+ 1s 1p (|6)
EZS_EI

S

De nouvelles applications basées sur les IBMG ont été étudiées par Ighezou et Lombard [4]

pour obtenir des rapports approximatifs reliant les moments de la densité du fondamental aux
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différences d’énergies entre les états 1p et 1S. Ainsi, ils ont proposé un facteur correctif,
beaucoup plus général, qui permet de corriger toutes les énergies de la ligne yrast pour une

large classe de potentiels ; il a pour expression :

1—2(|+1)c(l) (1.7)
avee |
_ E(I+l)s + Els _2E1| i
C(I) _|: E(I+1)s - Els :l (I 8)

Ce travail a porté sur 1’étude des énergies de trois potentiels : celui de Hulthén, de Poschl-
Teller et le puits carré. Les résultats obtenus ont été comparés aux valeurs exactes
(analytiques ou numériques) : les énergies des premiers états de la ligne yrast obtenues avec
les IBMG corrigées sont en tres bon accord (mieux que 1% pour certaines valeurs) avec les
valeurs exactes ; le facteur correctif permet une bonne amélioration de 1’accord.

Dans ce cas, la relation (1.3) devient alors :

2

<r2' >15 = —2m(ET— = )|(2I +1)<r2"2>15 {1— 2(|I+1)C(I)} (1.9)

Is

Il Quelques applications des IBMG dans le cas de problemes a deux corps

Dans cette partie, nous présentons bri¢vement quelques applications étudiées par notre groupe
de recherche afin de mettre en évidence la validité des inégalités de Bertlmann et Martin.

Une des applications a porté sur le probléme inverse correspondant & la détermination du
potentiel dans lequel baigne le systeme a partir de la connaissance de ses énergies. La
question du probléme inverse en physique a été largement abordée pour des problémes de
diffusion élastique; cependant, les méthodes développées a cet effet présentent 1’inconvénient
de nécessiter des calculs compliqués. Tres peu de travaux traitent du cas des états liés d’ou
I’intérét de notre groupe dans 1’utilisation des IBMG de fagon inverse : a partir du spectre de
niveaux, la densité du fondamental est déterminée en utilisant la transformée de Fourier du

facteur de forme F(q). Notons que F(q) a été développé en fonction des moments de la
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densité du fondamental tirés des IBMG puis calculé a I’aide de la technique des approximants
de Pad¢. L’inversion de 1’équation de Schrédinger permet alors de calculer le potentiel, ce qui

constitue un nouveau test de ’efficacité des IBMG.

11.1 Potentiels en loi de puissance

Ce travail a été réalisé par Mezhoud dans le cadre de sa thése de magister [5]: il a testé la
fiabilité et I’applicabilité des IBMG par 1’étude des potentiels en loi de puissance d’expression
générale :

V(r)=Aar®
Les résultats obtenus pour les énergies sont comparés aux valeurs exactes ainsi qu’a celles
données par deux autres méthodes d’approximation : les méthodes variationnelle et du
minimum parabolique.
La méthode variationnelle permet d’avoir des valeurs de 1’énergie remarquablement proches
des valeurs exactes alors que les énergies données par la méthode du minimum parabolique
sont moins satisfaisantes que les énergies variationnelles; les énergies données par les IBMG
corrigées et non corrigées, sont, en assez bon accord avec les valeurs exactes (avec des écarts
relatifs ne dépassant pas quelques pour cent sans correction et 1% avec correction).
Par la suite, les différents moments d’ordre k de la densité du fondamental ont été calculés par
la méthode des IBMG et la méthode variationnelle puis, comparés aux moments exacts. Les
moments calculés par les IBMG sont meilleurs que ceux donnés par la méthode variationnelle
(moins de 1 % d’écart).
L’intérét que ces moments de la densité du fondamental calculés par les IBMG soient trés
proches des valeurs exactes est grand. En effet, comme nous I’avons précisé précédemment,

ces moments serviront au calcul du facteur de forme F(q).

1.2 Systémes liés avec un nombre infini d’états

Cette étude entreprise par Yekken dans le cadre de sa thése de doctorat [6] a été consacrée au
probléme inverse dans le cas des états discrets d’une particule soumise a un potentiel a
symétrie sphérique. Dans la premiére partie de ce travail, la méthode du probléme inverse a
été utilisée afin de dériver le potentiel correspondant & un spectre bien déterminé. A travers
cette étude, il a été montré que ce potentiel est déterminé de fagon satisfaisante si et seulement
si, le spectre est connu pour un grand nombre d’états; la solution est unique lorsque ce nombre

tend vers I’infini. Dans la deuxiéme partie, I’étude de quelques potentiels dépendant de
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I’énergie, (notésV(r,E)) a permis de déterminer analytiquement leurs spectres
pour(n,l) — oo . Cette situation représente une occasion pour tester I’existence du potentiel

local équivalent V (r) par I’application de la méthode du probléme inverse basée sur les

IBMG. A titre d’exemple, le potentiel coulombien et celui de I’oscillateur harmonique ont été
traités et il a ét€ montré que 1’existence d’un potentiel local équivalent est assurée dans le cas

d’états discrets.

11.3 Potentiels complexes

Apres avoir testé la fiabilité et ’applicabilité des IBMG pour différents potentiels (réels), un
nouveau travail a été réalis¢ par Mezhoud dans le cadre de la thése de doctorat [7]; il
concerne 1’étude des potentiels complexes et de leurs propriétés. Dans le cas de potentiels
admettant une résolution analytique en D = 1 et 3, certaines propriétés ont ¢été établies ou
illustrées: applicabilit¢ des IBMG, comportement asymptotique du rayon carré moyen : les
IBMG restent valables car la comparaison entre le calcul des moments de la densité¢ du
fondamental par I’application des IBMG, aux valeurs exactes, montre clairement que ces

inégalités sont respectées.

11.4 Application a I’atome d’hélium

Dans le cadre de sa theése de magister [8], Gueribah a appliqué la méthode inverse au cas de
I’atome d’hélium pour lequel le spectre expérimental est disponible. L’atome d’hélium a été
considéré dans ’approche de Heisenberg (ion He" plus un ¢) et le potentiel équivalent dans
lequel baigne le systéme a été reconstruit en utilisant, d’une part, la densité fournie par la
transformée de Fourier du facteur de forme F(q) et, d’autre part, des densités d’essai o™ ().
De nouvelles énergies du spectre ont été évaluées a I’aide du potentiel reconstruit puis
comparées aux valeurs expérimentales, I’accord obtenu est satisfaisant (moins de quelques

pour cents d’erreur de facon générale).

11.5 Inégalités de Bertlmann et Martin dans un probléme a trois corps

L’étude des problémes a trois corps dans la physique atomique et nucléaire n’est pas facile
puisque la résolution de I’équation de Schrodinger qui permet de déterminer les énergies et les
fonctions d’ondes n’est pas toujours possible de maniere analytique. En général, on fait appel

a des méthodes d’approximation. Dans cette optique, quelques travaux ont été effectués par



Chap. | Introduction aux inégalités de Bertlmann et Martin

notre groupe; parmi ces travaux figure I’étude de I’applicabilité des IBMG aux problémes a
trois corps séparables et non séparables. Ce travail a été réalisé dans le cadre de la thése de
magister de Meftah [9]. Dans les cas séparables, on a calculé les moments d’ordre 2l pour
des systémes a trois corps interagissant, dans un cas, par des potentiels d’oscillateurs
harmoniques et dans 1’autre par une force centrifuge en plus (potentiel de Calogero). On a
trouvé que les IBMG sont fiables pour I’estimation des ¢énergies de la ligne yrast et des
moments de la densit¢ du fondamental au méme titre que dans le cas a deux corps. Pour les
systémes non séparables, on a calculé les énergies et les moments de la densit¢ du
fondamental dans le cas de I’atome d’hélium ; les valeurs obtenues ont été comparées a celles
données par trois méthodes d’approximation : les méthodes des perturbations et variationnelle
ainsi que 1’approximation d’Hartree. Les résultats obtenus permettent de dire que 1’utilisation
de I’inégalité¢ de Bertlmann et Martin permet d’avoir des moments relativement proches de
ceux calculés par les méthodes d’approximation : le facteur correctif permet d’avoir une
valeur du moment en bon accord avec la valeur variationnelle (moins de 5 % d’écart).

Le travail de Kerris [10] a consisté en [’étude des propriétés générales des inégalités de
Bertlmann et Martin dans les problémes a trois corps interagissant par des potentiels scalaires
comme, par exemple, trois oscillateurs harmoniques a une dimension interagissant par un
potentiel gaussien. Deux méthodes ont été appliquées : I’approximation d’Hartree et la
méthode des hypersphériques. Les résultats obtenus ont été comparés aux résultats exacts et

sont satisfaisants (moins de quelques pour cents d’erreur).

111 Rappel sur I’inégalité de Bertimann et Martin a une dimension sans

tenir compte du spin

Le but de notre travail consiste en 1’étude de 1’applicabilité de la méthode des IBM dans le cas
ou le spin est pris en compte. Nous commencerons par des problémes a une dimension. Aussi,
nous rappellerons plus explicitement les résultats obtenus dans les cas sans spin afin de

pouvoir les comparer avec ceux que 1’on obtiendrait en tenant compte du spin.

I11.1 L’inégalité de Bertlmann et Martin pour un oscillateur harmonigue a une

dimension

Considérons un systeme a une dimension sans spin, d’hamiltonien H,
2

_
Hy=o - +V(x) (1.10)
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Chap. | Introduction aux inégalités de Bertlmann et Martin

Afin de rester dans le méme cadre d’application que tous les travaux entreprises par notre
groupe, nous avons pos¢ h=1=2m.

En calculant le commutateur et le double commutateur entre H, et I’opérateur de transition

dipolaire)?,[[HO,)A(],)A(] , nous obtenons [11] :
[H,,%]=| B,%]=-2ip,
[[Hy.%],%]=-2i[ B.&|=-2 (1.11)

D’autre part, le double commutateur [[HO, %], )?] s’écrit aussi :
[[H.%],%] =—-2%H %+ £H, + H %* (1.12)

Apres introduction de la relation de fermeture sur les états propres| v, > deH,, le calcul de la

valeur moyenne, dans|l//0 >, du double commutateur précédent donne la régle de somme de

Thomas-Reiche-Kuhn :

ol [TH 815w )= =232 (B~ E ol il )

2

3 (E - Ep|lw [ Klw)f = 1 (1.13)

n
En remplagant (E,—E;) par la plus basse valeur (E, —E,)et en utilisant, de nouveau, la

relation de fermeture, nous déduisons une limite supérieure pour le rayon carré moyen de la
densité du fondamental [12-15] :

1

(v, |>A<2|'//o>3ﬁ (1.14)

E, est I’énergie du 1% état excité atteint par 1’opérateur de transition dipolaire etE,, celle du

fondamental.
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Chap. | Introduction aux inégalités de Bertlmann et Martin

La figure (I.1) montre le schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et la transition dipolaire possible. Nous indiquons I’opérateur X qui permet

la transition entre le fondamental et le 1% état excité
y/O l//l

E, v,)

E, 4 w)
X

E, |‘//0>

Figure (1.1) : Spectre des 1 énergies de H,

Nous nous plagons dans le cas ou V (X) = @; X*, ce qui nous donne pour la fonction d’onde du

fondamental [16]:

P
n=(2] e (1.15)
3
et pour le 1% état excité :
3\ )
wl(x)z[““’oj xe 2 (1.16)
7
Les énergies sont données par [16]:  E, =2, (n +%j (1.17)

Calculons la valeur moyenne de x> dans 1’état fondamental :
Yy

400

<x2>‘0> = J'x2 o (X)) dx (1.18)
Soit [17]: <x2>‘0>: 2L (1.19)
W,

Sachant que, dans ce cas, E, —E, =2 @,, alors, la relation (I.14) nous donne :

A1 (1.20)

20, 2w,
Nous remarquons que nous aboutissons a une égalité (il n’y a donc pas de facteur correctif car

I’inégalité (1.14) est saturée).
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Chap. | Introduction aux inégalités de Bertlmann et Martin

111.2 L’inégalité de Bertlmann et Martin pour deux oscillateurs harmoniques

sans interaction

Dans ce cas, ’hamiltonien s’écrit comme suit:
b

2 2 22 22
Hy = p, + P, + @)% +ap% (1.21)
Les états propres sont notés| nln2>et les fonctions d’onde correspondantes y/, . (Xl,Xz) [16].
Les énergies sont données par E,_, ., =2, (n, +n,+1).

De la méme fagon, en calculant la valeur moyenne du double commutateur entre Het

Popérateur de transition dipolaire o =% (ouo,=%) dans [D¢tat fondamental du

systéme|(//0> E|OO> , puis en minorant la relation obtenue comme dans le cas précédent, nous

aboutissons a une inégalité équivalente a (1.14):

<‘//0|)A(12|‘//0>£1/(E1_E0) (|-22)

2 2 1
<X1 >\oo> - <X2 >\00> - % (|23)

Signalons que nous ne considérons que la transition d’une particule a la fois.

Sachant que, dans ce cas, E, —E; =2 ®,, larelation (1.22) donne :

S (1.24)

20, 2o,
Nous aboutissons 1a aussi a une égalité (1’inégalité est donc saturée).
La figure (I.2) montre un schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et quelques transitions dipolaires possibles. Nous indiquons les opérateurs
X et X, ; X permet la transition entre le fondamental et le 1 état excité|y/m> et X, permet

)

la transition entre le fondamental et le 1 état excité|y, ).

Enlnz ‘V/nln2>
E,=Ey + + |‘//10> E|'//01>
X, X,
Eoo |‘//oo>

Figure (1.2) : Spectre des 1 énergies de H, - Cas de 2 oscillateurs indépendants
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

INEGALITE DE BERTLMANN ET MARTIN POUR DES SYSTEMES
INDEPENDANTS AVEC SPIN

Nous avons vu que, lors de 1’application des inégalités de Bertlmann et Martin a des systemes
physiques a deux et a trois corps considérés sans spin, les résultats obtenus pour le calcul des
moments étaient satisfaisants [4, 5,8-10,13-15].

Pour I’oscillateur harmonique, 1’inégalité de Bertlmann et Martin reliant le rayon carré moyen

de la densit¢ du fondamental a la différence d’énergie(E, —E;)est, en réalité, exacte
c.a.d. que I’on obtient une égalité (rappelons que E, est I’énergie de 1’état le plus bas atteint
par ’opérateur de transition dipolaire alors que E, est celle de 1’état fondamental).

Aussi, nous nous proposons, dans ce qui suit, de vérifier si cette propriété reste vraie dans le
cas ou les degrés de liberté de spin ne sont pas négligés.

Nous considérerons tout d’abord le cas d’une particule avec spin puis celui de deux fermions
indépendants de spin 2 dans un champ harmonique.

Nous étudierons 1’effet du renversement de spin c.a.d. du changement d’orientation du spin
sur la saturation de I’inégalité recherchée ainsi que I’influence de 1’antisymétrie de la fonction

d’onde totale dans 1’échange des fermions.
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

I Cas d’une particule

Examinons tout d’abord le cas d’une particule de spin 2 dans un potentiel d’oscillateur

harmonique et vérifions ce que devient la relation (I.14)
Soit : H,= p;+ o)X (1.1)

Rappelons que nous posons : h=1=2m.
Les états propres du fondamental de ce systeme sont donnés par [18] :

11
|l//0 +> = |l//0>esp EE> = |l//0>esp |+>sp

ou (11.2)

1 1
|l//0 —> = |l//0>esp 5_5> = |l//0>esp |_>sp

“sp” désigne la partie spinorielle de la fonction d’onde w, (X)et “esp”, sa partie spatiale.

. . 1 . .
Les énergies sont données par [16] E =20, (n +Ej et les états propres associés par

‘l//n ms> :|Wn +> Ou|l//n —> .
Remarquons que tous les états sont dégénérés deux fois ; nous choisissons, par exemple, 1’état

|l//0 +> comme fondamental. Il est possible de refaire les mémes calculs avec| v, _> .

1.1 Sans renversement de spin

Nous reprenons les différentes étapes du calcul du paragraphe III.1 du chapitre I afin de

dériver la régle de somme équivalente a (I.13). La valeur moyenne du double commutateur de

I’hamiltonien avec 1’opérateur de transition dipolaire X, dans 1’état fondamental, l//0+> , est

donnée par :

o [[H 38w ) =2 (11.3)

Rappelons que le double commutateur est donné par I’expression (I.12) et calculons sa valeur

moyenne dans |t//0 +> ; apres introduction de la relation de fermeture suivante :

Z\w><wm

1 (11.4)
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Nous trouvons :

2
<l//0+| [[HO’)A(]’)A(:HV/0+> = = _22(En - EO) <l//0+|)’Z Y ms> (I |5)
Compte tenu de (I1.3), il s’ensuit la régle de somme suivante:
> (E,—E)|wo- [%]wnn )| =1 (11.6)
En remplagant (E, —E,) par(E, —E,), nous obtenons :
(EI_EO)Z‘<V/O+|XanS>2S1 (11.7)
Compte tenu de (I1.4), nous avons :
ZK'//MI? wnms>2=<v/o+ 2w, ) (11.8)
La relation (I1.7) devient :
(El_Eo)<'//o+ 'S '//0+>Sl (11.9)

L’état propre |l//0 +> ¢tant défini par (I1.2), le calcul de <y/0 . | ' |l//0 +> [17] nous donne :

. . 1
<‘//o+|xz|l//0+>:esp<V/O |X2|‘//o>esp:2 (“10)
@
En utilisant E, —E; = 2, et en portant (I1.10) dans (II.9), nous aboutissons a :
2 —— = 1 (11.11)
2w,

L’inégalité recherchée est donc saturée dans ce cas.

La figure (II.1) montre le schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et la transition dipolaire possible effectuée par I’opérateur de transition X .

En W ms>
E, v,.)
X
EO |l//0+>

Figure (11.1) : Spectre des 17 énergies de H, (cas d’une transition dipolaire sans

renversement de spin).
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

1.2 Avec renversement de spin

L’opérateur 6 susceptible de décrire une transition dipolaire de 1’état fondamental vers le 1%
¢état excité (ou I’inverse) accompagnée d’un changement (renversement) d’orientation du spin

est donné par :

6=6 % (11.12)
G, étant I’opérateur de Pauli ou [19]: &X|J_r>sp =|C>Sp
Calculons le commutateur et le double commutateur entre H et 1’opérateurO afin de

retrouver la régle de somme équivalente a (I1.6).
[H,.6]=-2i6,p, (11.13)

et: [[H,.0],6]=-267 =2 car &} =1 (11.14)

La valeur moyenne de (II.14) dans 1’état fondamental |W0 +> est donnée par :

)=—2 (11.15)

<V/o+| [[Hoaé]’é
D’autre part, le double commutateur [[HO,O],GJ s’écrit aussi :
[[H,,6],6] = —26H,6+6°H, + H,6’ (11.16)

Le calcul de la valeur moyenne de (I1.16) dans|1//0+>, apres introduction de la relation de

fermeture (I1.4), est donné par :

Wy | [[H.6].6]|w,.)= zz —Ey) o‘z//nm> (11.17)
En comparant (I1.15) avec (I1.17), il s’ensuit :
nzm(En_Eo)<%+|o\y/nms>2:1 (11.18)
En remplagant (E, — E, ) par(E, —E, ), nous aboutissons a :
(EI—EO)EKWOJG‘V/WSYSI (11.19)
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Compte tenu de (IL.4), la relation (II.19) peut étre écrite sous la forme :

(El_E0)<‘//o+|62|V/0+>S1 (11.20)

Nous avons :
Wo |0 lwo ) =(Wo |ox® W) = o W0 [0 )es, (11.21)

En utilisant le méme calcul que (I1.10), nous aboutissons a :

1
20— =1
2w,

Ce qui montre que I’inégalité recherchée pour une particule de spin ’2 dans un champ
harmonique est saturée dans le cas ou I’on effectue un changement d’orientation du spin. La

encore, le premier niveau excité contribue totalement a la régle de somme.

Si I’on refait les calculs précédents avec, comme état fondamental|y/0 7>, on retrouve les

mémes résultats.

La figure (I.2) montre le schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien H, et la transition dipolaire possible effectuée par I’opérateur de transition 6 .

E, v
E i)
6
E, W)

1 éres

Figure (11.2) : Spectre des énergies de H, (cas d’une transition dipolaire avec

renversement de spin).

Il Rappels sur les problemes a deux corps

Compte tenu du fait que nous considérons des systeémes de deux fermions et que nous tenons
compte de leur spin, nous rappellerons, tout d’abord, trés brievement 1’expression des
fonctions de spin, d’espace et totales du systeme considéré avant d’étudier 1’applicabilité des

IBM a ces systeémes.
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

11.1 Fonction de spin totale

Rappelons que, pour deux particules de spin 2, nous avons 4 états possibles de spin total

S M,) :]00),|11),]10),

1- 1> , $’écrivant comme suit [19] :
1 11
e Etat singulet : |OO> =—(| >
1

LUV [Lny o ny i (1.22)
V2Uz22/,02 2/, 12 2/,|22],
La fonction d’onde de spin dans cet état sera notée : y,

e Etat triplet : |11>=‘%%> ‘%%>
1 2
o) o
222/, 02 2/, |2 2/,|22],

|1_1>:‘l_l> l_l>
2 2/\|2 2/,

Les fonctions d’onde de spin dans ces états seront notées : "

Nous avons indicé les états par (1) et (2) pour indiquer qu’il s’agit des particules (1) ou (2).
Remarquons que y, est antisymétrique dans I’échange des spins des deux particules, alors
que z,"s est symétrique.

11.2 Fonction d’onde spatiale

Considérons un systétme de deux particules avec spin dans des potentiels d’oscillateur
harmonique et n’interagissant pas entre elles ; ’hamiltonien de ce systéme s’écrit comme
(I.21):
2 2 22 22
H, = Py, + By, T &X + &%

esp
mny

Les états propres sont notés| nln2>. La fonction d’onde spatiale
par [16]:

(X.,X,) est donnée

% — % X2_|_ 2
e pour le fondamental : Wor (X,%) = [&j e ? (%)
P

(11.24a)

Remarquons que gy (X, %, ) =, (X, X,) est symétrique dans I’échange des deux particules.

N\ N _ Dy (y2iy2
ESp(X],XZ) _ (20)()} X, e 3 (X1+X2)

e pourle 1¥étatexcité :

T
2\ _w
v (x.%,) = (27“:)) x, e 2 K (11.24b)
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

esp

Yo

(X,,%, ) et s (X,,X,) n’ont pas de parité bien définie dans 1’échange des deux particules.

Il existe deux combinaisons possibles de ces deux fonctions dont 1’une est symétrique et

I’autre antisymétrique dans I’échange des deux particules :

! w
| I 202 ) x +x, — % XP+X3
ﬁ(‘//lop+‘//01p):( 72_0) 1\/52e g ( 1 )El//l(xnxz):‘//sym(xlaxz)
(11.25)
) w
| 20, Ny iy~ X243 ,
ﬁ(‘//lop_‘//mp):[ ﬂoj l\/zze ? ( 1 )=l//1(xl’x2)=l//antisym(Xlﬂxz)
11.3 Fonction d’onde totale
La fonction d’onde totale s’écrit :
Wy SMS(Xsz): zs l//ﬁfn";(xpxz) avec N=n+n, (11.26)

Si nous devons tenir compte de 1’antisymétrie de la fonction d’onde totale [20], alors nous

I’écrivons de la fagon suivante :

Pour le fondamental : Vo oo (X%) =20 Wo(X5%,)

Pour le 17 état excité : Wi o0 (X0%) =20 i (X5%,) (11.27)
Vi img (Xl’xz) = Z1MSW1' (Xl’xz)

ol y,(X,X,) est définie par (IL.24a), alors que w,(X,,X,)et w,(X,X,) sont définies par

(11.25)

111 Inégalité de Bertlmann et Martin dans le cas de deux oscillateurs

harmoniques avec spin

Considérons un systéme de deux particules de spin '2 dont [’hamiltonien s’écrit

comme (I.21):

_ o2 2 2.2 2.2
H, = Py, TP + &X + &yX

Comme les énergies ne dépendent pas du spin des deux particules, il existe une
dégénérescence (d’ordre 4) due au spin.

Rappelons que les énergies sont données par [16] :

Ey =20,(N+1) avec N=n+n,
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Pour le fondamental et le 1% état excité, les énergies s’écrivent comme suit :

Eond =20,, notée E =E

E. =40,, notée E =E 6 =E,

I11.1 Sans renversement de spin

111.1.1 Avec échange des particules

Comme on tient compte des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde et en utilisant

(I1.24), (I1.25) et (I1.26), les états propres seront notés comme suit :

Pour le fondamental: |w0 OO> = |00>esp |00>Sp

Pour le 1% état excité : “//1 S:O,MS:O> 5 |:|10 +[01) ] - |00>Sp (11.28)

u ‘V/Il S=1,M5> \/—Hlo _|01 ]esp|1Ms>5P

Rappelons que nous nous intéressons a la transition d’une particule a la fois, ce qui nous
permet d’écrire pour I’opérateur de transition dipolaire 6 =X, ouX,.

La relation recherchée dans ce cas est établie en calculant la valeur moyenne du double
commutateur entre 1’hamiltonien du systéme et ’opérateur 0 dans 1’état fondamental puis en

introduisant la relation de fermeture, nous aboutissons alors a la régle de somme suivante:

> (Ey-Ey) =1 (11.29)

N SMg

2

<V/o 00|)A(1"//N SMS>

La sommation précédente porte aussi bien sur les états symétriques qu’antisymétriques. Nous
nous proposons de vérifier ce que vaut la régle de somme (I1.29) dans le cas ou 1’on ne
considere que les états antisymétriques, soit donc a calculer :

Z (EN _EO)

N SMg ,antisy

2

(11.30)

<W0 00|XI‘WN SMS>

Tous les ¢léments de matrice de la relation (I1.30) s’annulent sauf celui correspondant

a(N,SM,)=(1,00) c.ad. (E ~E,) [(Woo|%|wiu ) -
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

En effet :
- le calcul de Kl/lo 00 | X, |1,//1 00 >‘2 [17] nous donne :

5 2 1
‘<‘//000|X1|‘//100 >‘ - (11.31)

- 4a,

et en utilisant(E, —E;) = 2w, nous obtenons alors :

2oL _ 1
4w, 2
Nous en déduisons donc que :
. 21
(EN_E0)<‘//000|X1“//NSMS> b (11.32)
N SMg ,antisy

De la méme fagon que précédemment, la relation (I1.32) devient en remplacant (EN — Eo)par

(E1 - Eo) :

(EI_EO) Z ‘<‘//000|)21“//NSM3>

N SM; ,antisy

2 1
<= (11.33)

ou E, est!’énergie de I’état excité le plus bas atteint par I’opérateur de transition X; .

Puisque nous ne savons pas ce que vaut la relation de fermeture portant uniquement sur les
états antisymétriques, nous ne pouvons pas tirer directement 1’inégalité recherchée.

Notons, toutefois, que le calcul de la valeur moyenne de R’ dans I’état fondamental

antisymétrique donne cette valeur :

. 1

<'//000 Xl2 V/000>:2_ (”34)
@,
et comme E, — E, = 2@,, nous pouvons alors écrire ceci :
2w, L =1
2w,
Soit :

(El_E0)<V/ooo|)A(12|‘//ooo>:1 (“.35)

Nous aboutissons a une égalité qui ressemble a celle qui nous voulions trouver a partir de la

régle de somme portant sur les états antisymétriques.
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

La figure (II.3) montre le schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et les transitions dipolaires possibles. Nous indiquons les opérateurs X, et

%, ; %, par exemple, permet la transition entre le fondamental et le 1 état excité |y, o) -

EN |n1n2>esp |SM5>sp
E =E, =E, yy A \/’Dlo +|01 ] esp |00>sp
X X,
EO |00>esp |00>sp

léres

Figure (11.3) : Spectre des énergies de H - Cas de 2 oscillateurs indépendants.

(Transition dipolaire avec échange des deux particules et sans changement d’orientation du

spin).

111.1.2 Sans échange des particules

Si ’on ne tient pas compte des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde, les états

correspondants sont quelconques et seront notés comme suit :

e pour le fondamental : |y, g, > = |00>esp | SM >Sp

o pourle 17 état excité : |y, gy > = |10>esp|SMS>Sp (11.36)

et ‘//; SMS>:|01>esp|SMS>5P

Puisqu’il y a une dégénérescence due au spin choisissons de fagon arbitraire 1’état de spin

|SM5>sp = |10>sp

Nous reprenons les mémes étapes de calcul que dans la partie (III.1.1). La régle de somme

recherchée s’écrit comme :

2

~1 (11.37)

)<'//0 10|)A(1"//N SMS>

Notons que dans ce cas, on retrouve le méme calcul que pour, une particule avec spin, sans

changement d’orientation de spin (la 2°™ particule n’étant pas "concernée" par la transition).
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

La figure (I1.4) montre un schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et quelques transitions dipolaires possibles. Nous indiquons les opérateurs
X, et X, ; X, permet la transition entre le fondamental et le 1% état excité |g//1 10> et X, permet

la transition entre le fondamental et le 1% état excité‘l//l' 10>.

EN |n1n2>esp |SM3>sp
E =E, =E, = A |01>esp |10>sp
o), o),
%, %
EO |00>esp |10>sp

Figure (11.4) : Spectre des 17 énergies de H, - Cas de 2 oscillateurs indépendants.

(Transition dipolaire sans échange des deux particules et sans changement d’orientation du

spin).

Nous avons considéré précédemment des transitions dipolaires de particule entre le
fondamental et le 1% état excité sans renversement de spin, nous nous proposons maintenant

d’en tenir compte.

111.2 Avec renversement de spin

Nous effectuons les mémes calculs que précédemment en prenant comme opérateur de

transition: O = o1 ou o2 avec o1 = cflxx1 et o2 = (72XX2

111.2.1 Avec échange des particules

Les états propres pour le fondamental et le 1 excité sont donnés déja par (I1.28).

Examinons ce que devient la régle de somme dans ce cas ; nous résumons brievement les

calculs intermédiaires permettant de déterminer [[ H,. 61] : 61] et [[ Hy.0, } : 62] .

[Hy,6,]=-2i6,, B, [H,,6,]=-2i6,,p, (11.38)

[[Ho’él]’él]:_z O’\_lzx:_2 I:I:HO’OZ:|’O2]:_2 6-22x:_2
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Dans ce cas, la relation cherchée s’écrit, en ne tenant compte que des états antisymétriques :

Z (EN _EO)

N SMg . antisy

2

(11.39)

<l//0 00|61‘I/IN SMS>

Vérifions 1a aussi ce que vaut la régle de somme (I1.39). Signalons que tous les termes de

Vo006, ‘y/N ow. > s’annulent sauf ceux qui correspondent a ‘l//N M, > = ‘l//l ”> ou ‘1,//1 1_1> cad:

) (11.40)

’ +‘<V/ooo|él"//1l 1-1 >

(El _Eo)(KWooowl “//{11 >

Calculons le facteur de (E, —E,)dans (I1.40) [17]:

|

‘<V/000|61HV/{ 11 >2 +‘<(//000|ﬁl‘wl' y >‘2 =

U% esp <OO )A(l |:|10>_|01>:|esp

A

,(00[6,,]1+1) ‘2+‘ (00|6

1x

1—1>Spr)

sp sp
. 2 . 21 . 1
Lp (00|, |1+1>5p‘ =Lp (00|, 1‘%‘ =5 et |, {00[% J10) | = Yo
A ' 2 . ! 2 1
Kl//o 00|01 ‘l/ll 11>‘ +‘<‘//0 00 |01 “//1 1—1>‘ = e (11.41)
0
Comme E, — E, =2a®,, en portant (11.41) dans (I1.40), nous obtenons :
1 1
2w, = —
4a, 2

Nous en déduisons donc que :
21

Z (EN_E0)<V/OOO|OI‘WNSMS> ==

N SMg ,antisy 2

(11.42)

Nous minorons la régle de somme précédente, en remplagant (Ey —E,) par(E, —E,), nous

obtenons :
2

(El_EO) Z

N SMg ,antisy
De la méme facon que précédemment, comme la sommation précédente porte seulement sur

A 1
<V’000|01“//N5M5> SE (”43)

les états antisymétriques, nous ne pouvons pas tirer directement 1’inégalité recherchée,

puisque nous ne savons pas ce que vaut dans ce cas la relation de fermeture.
Notons, toutefois, que le calcul de la valeur moyenne de 6’ dans I’état fondamental

antisymétrique donne cette valeur :

A 1
<l//000|012|W000>:2_w0 (“44)

et comme E, — E, = 2@, , nous pouvons alors écrire ceci :
(El_Eo)<‘//ooo|612|‘/fooo>:1 (”45)

25



Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Nous aboutissons a une égalité qui ressemble a celle qui nous voulions trouver a partir de la

régle de somme portant sur les états antisymeétriques.

La figure (I1.5) montre le schéma des 2 premiers niveaux d’énergie du systéme représenté par

I’hamiltonien H,, et les transitions dipolaires possibles. Nous indiquons les opérateurs 0, et

6, permettant les transitions entre le fondamental et le 1 état excité.

En]n2 |n1n2 >esp |SMS>sp

E =E,=E, A 7y \/lgl:|10>_|01>]esp |1M5>sp
5 6,
EO |00>e3p |00>sp

Figure (11.5) : Spectre des 17 énergies de H, - Cas de 2 oscillateurs indépendants.

(Transition dipolaire avec échange des deux particules et avec changement d’orientation du

spin).

111.2.2 Sans échange des particules

Si I’on ne tient pas compte de 1’antisymétrie de la fonction d’onde, les états propres associés

sont donnés par (I1.36); nous choisissons arbitrairement pour le fondamental 1’état de

spin|SMs>Sp = |10> ; pour le 1% excité, exprimons 1’état |SMS>Sp vers lequel la transition de

spin peut étre effectuée, nous écrivons alors :

|l//l ll>:|10>esp|ll>sp ou |‘//l 1—l>=|10>esp|1_1>sp (I |46)

‘l//; 11> = |01>esp |11>sp ou ‘(//1' 1-1> =|Ol>esp |1_1>sp

Nous aboutissons a un calcul semblable a celui effectué¢ dans le cas d’une particule avec spin
quand on tient compte du changement d’orientation du spin (rappelons que 1’on s’intéresse a
la transition d’une particule a la fois) :

Z (EN _EO)

N SM,

2

1 (11.47)

<‘//0 10 |61 “//N SM, >
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

En remplagant (E, —E,) par (E,—E,) et tenant compte de la relation de fermeture, nous

écrivons:

(B —E) (W0 10/ 67 [0 10 ) <1 (11.48)

Calculons <l//0 10 |(312 |1//0 10 > [17] et prenons E, — E; = 2@, ; la relation (I1.48) donne :

1
2w,
2w,

=1
Vérifions la régle de somme (I1.47) : tous les termes <1//0 0 |(3l ‘1//,\, sM, > s’annulent sauf ceux
qui correspondent a ‘l//N oM, > = |g//1 11> ou |W1 1_1>

(E1_Eo) (KW010|61|‘//111>‘2+ K‘/’o 10|61|W1 1-1>‘2): 1 (”49)

Calculons le facteur de (E, —E,) [17]:

2 2 2
KWO 10|61 |W1 11>‘2 + KWO 10 61 ¥ 1-1>‘2 - esp <00 ),Zl 10>esp‘ Usp <10 6-1X 1+1>sp‘ +‘sp <10 6-1X 1_1>sp‘ )
. 2 . 2 1 . 2]
|G (10]8,, 1 1), [ =] 10]8, [1-n), [ =2 et | {00]% J10),, | = o (11.50)
A . 1

Nous avons : K‘//o 10|01|‘//111>‘2+ K‘//o 10|01|‘//1 1-1>‘2 :% et E-E =20, (I1.51)

0
Compte tenu de (I1.51), la relation (I1.49) est bien vérifiée :

1
2w, 2o, =1

La figure (I1.6) montre le schéma des deux premiers niveaux d’énergie du systéme

d’hamiltonien H, et quelques transitions dipolaires possibles. Nous indiquons les opérateurs

0, et 0, permettant les transitions entre le fondamental et le 1% état excité.

EN |n1n2>esp |SMS>sp

10 = EOl |01>esp |l * 1>sp

1) 121,

fel
NO >

EO |00>esp |10>5p

Figure (11.6) : Spectre des 17 énergies de H, - Cas de 2 oscillateurs indépendants.

(Transition dipolaire sans échange des deux particules et avec changement d’orientation du

spin).
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

Avant de passer au chapitre suivant dans lequel nous chercherons a vérifier la saturation de la
méme inégalité pour des fermions en interaction, nous allons introduire un changement de
variables inutile au niveau de ce chapitre mais qui nous permettra de tirer quelques
conclusions afin de pouvoir les appliquer par la suite.

Considérons le changement de variables suivant :

X = % y = % (11.52)

L’hamiltonien H,, s’écrit dans ce cas comme suit (voir appendice A):
H, =H,(06Y)=p; +p; + @)X + oy’ (11.53)

La fonction d’onde spatiale 1//esp (X,y) est donnée par :

. IRy
e pour le fondamental : 1//5’8"( ,y) = (&j e 2 (X +y)

T
NS @ X2+ V2
o pourle 1“étatexcité : i’ (X y) = (2(0‘)} X e > ey (11.54)
T

T

), ¢ e

wor (%Y) = (

esp

La fonction d’onde totale s’écrit comme suit: y, SMS(X y)= ‘//nn( ,y) avec

N =n, +n, ;les énergies s’expriment de la méme fagon que precedemment.
e pour le fondamental : Voo (%Y)=120 Vo (X.Y)
e pourle 1 étatexcité: v, (X.Y)=1 ¥ (XY) (11.55)

Vi, (%)= 20" o (%)

Comme dans le cas précédent, calculons le commutateur et le double commutateur de

H,avec I’opérateur de transition X exprimé en fonction de Xety .

[Ho,ﬁl]:ﬁ[ &+ 9]=2i(p,+p,) (11.56)

et [[HO,XI],)21]=—i[(ﬁX+f)y),()AH—f/)]:—Z (11.57)
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Chap. Il Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes indépendants avec spin

La valeur moyenne du double commutateur [[HO, %], )A(J peut étre donnée sous la forme :

2
Woul[[Ho k1% o) == 3 (Eu=En)|wasol (3= Dlwaan )| (11.58)
N SM
On obtient :
2
Z (EN_E0)<‘//000 (X+79) ‘//NSMS> =2 (11.59)

N SM

Comme nous ne prenons en considération que les états antisymétriques et que dans ce cas la

transition dipolaire est induite par ’opérateur de transition X, nous écrivons alors :

2

> (Ev-E) =1 (11.60)

N SM,antisy

<Wo 00|)A(“//N SMS>

Vérifions cette régle de somme, pour cela, minorons (I1.60) en remplacant
(Ey —E,) par(E, —E,), nous obtenons :

2

<1 (11.61)

(E,—Ep) z ‘<'//0 00|)’Z‘WNSMS>

N SMg ,antisy

Le calcul de la valeur moyenne de %> dans 1’état fondamental antisymétrique nous donne:

. 1
v Ry Y=— (11.62)
< 0 00 0 00> 2600
etcomme E, —-E;=2®,, ce quinous permet d’écrire :
<1//000 %2 w000>:1/(E1—E0) (11.63)

Nous aboutissons a une €galité qui ressemble a celle qui nous voulions trouver a partir de la

régle de somme portant sur les états antisymétriques.
Remarquons, toutefois, qu’a aucun moment, nous ne précisons le type de transition dipolaire

que nous considérons ; en effet, du fait que les énergies sont dégénérées, cela n’apportera pas

de changement dans les relations précédentes.
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

INEGALITE DE BERTLMANN ET MARTIN POUR DES SYSTEMES
EN INTERACTION AVEC SPIN

Nous avons cherché des relations semblables aux IBM dans le cas ou les degrés de liberté de
spin sont pris en compte : pour cela, nous avons considéré le cas des particules dans des
champs harmoniques sans interaction, nous avons pu Vérifier que I’inégalité cherchée est
saturée c.a.d. que I’on obtient une égalité, ce qui implique que la regle de somme est
totalement emportée par le 1* niveau excité.

Nous allons, dans cette partie [21], considérer deux fermions de spin %2 dans des champs
harmoniques interagissant entre eux. Dans un premier stade, I’interaction est supposée
harmonique et indépendante du spin puis nous lui ajouterons un terme exprimé en fonction
des deux spins. Enfin, nous introduirons une interaction gaussienne. Nous chercherons a
établir les relations dérivées dans ces cas et vérifier si elles sont saturées ou non.

Nous étudierons également I’effet du renversement de spin et I’influence de I’antisymétrie de

la fonction d’onde totale dans I’échange des fermions sur la saturation de I’inégalité cherchée.
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

|I. Cas de deux oscillateurs harmonigues interagissant par une interaction

harmonigue

1.1. Interaction indépendante des spins

Nous considérons deux particules de spin % interagissant par une force harmonique.

Ho =p; + P, + o)X + OPX2+ O (%~ %, ) (1.1)

En utilisant le changement de variables suivant :

_ X%Xz; y = % (111.2)

I’hamiltonien s’écrit alors (voir appendice A):

2

H, =p? + p§ + afx + &y +20%y°

Hy = p; +p, + opX° + afy* avec: o= of +20° (111.3)

Les énergies sont données par [16] :
1 1
E,., =2, n+2 +2a, N+ (111.4)

Pour le fondamental et les 1°° états excités, ces énergies sont données, respectivement,
comme suit :

B on,-0 =@ T @
EnX:l n,=0 = 3a)o + a)l

Enx=0 n,=1 =y + 30)1

Les états propres sont notés
par [16]:

nxny>, la fonction d’onde spatialey; (X,y) est donnée

nn,

2

% — % XZ _ @ 2
o pour le fondamental :  w’(x,y) = (“’0“’1] 2y

(111.5)

2
> €

4a)§a)lJ% co Doxz %yz
P

e pourle 1% étatexcité:  y&P(X,Y) =(

2

sme 4 " bol )t~ P — Ay
e pour le 2°™ état excité : ngp(x,y)z[a:wlj ye 2 e 2 Y
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

Nous ecrivons les fonctions d’ondes spatiales (111.5) en fonction de x et X, pour déterminer

la parité de ces fonctions dans I’échange des deux particules.

e pour le fondamental :

Yoo 2
VA

}/ _ W 2 _ Ay _y\2
esp(xpxz) _ (wowl) 4 e 2 (X +X;) e 2 (X=X (III6a)
e pour le 1* état excité :

3 \% _1 2 _1 2 _1(g—
v (3%, = (%f&] (x 43 )¢ FATANE Hara)g o @ma) K

e pour le 2°™ état excité : (111.6.b)
v (%) = (wowf]%(xl_x )e—awoml)xf A @)E ) (@) g
01 12 - 2 2

Nous remarquons que :

esp

Voo (X, %) et wi’(X%,X,) sont symétriques dans I’échange des deux particules alors

esp

que wor (%, X,) est antisymétrigue.

1.1.1. Sans renversement de spin

1.1.1.1. Avec échange des particules

La fonction d’onde totale s’écrit comme suit :
Vo, sue (0Y)= 28 Won (%) (111.7)

Les états étant antisymétriques, le fondamental et les 1°® excités sont donnés par :

|l//00 00> = |Oo>esp |00>sp ) |W10 00 > = |1O>esp |Oo>sp et |l’//01 = > = |01>esp |1i1>sp (I I I8)

Nous nous intéressons a la relation qu’il est possible d’établir a partir de la regle de somme

tirée de la valeur moyenne du double commutateur ; nous écrivons (voir appendice B):

Z (Enx - Enx:o) <‘//oo oo|)A(“//nxny SYR >‘2 + Z (Eny - Eny:o)

nxny SMS nxny SMS

2

=2

<‘//oo 00 | 9‘I//nxny SM, >

(111.9)
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

Notons que nous obtenons 2 regles de somme, I’une en X et I’autre en ¥ saturées séparément :

2

Z;M (E”x - Enx=0) <‘//oo oo|)A( Yo, M > =1
(111.10)
~ 2
Z (E”y B Eny=0) <V’oo oo|y Yo, M > =1

Ny SMg

On peut «minorer » la 1% somme en remplagant E, par E, , ou E _, estI’énergie de I"état
le plus bas atteint par I’opérateur de transition X ; la transition induite par I’opérateur ¥

n’étant pas possible, on obtient alors apres introduction de la relation de fermeture:
(Enle_Enx:o)<‘//oooo|§(2|'//oooo>gl (|||.ll)

Nous vérifions la relation précédente en calculant le facteur de (E, ,—E, ) [17]:

o 1
<'//0000|X2|'//0000>:2_ (111.12)
@y
eten remplagant(Enle - Enx:O) = 2w, dans (111.11) ; nous obtenons:
1
20, 5—= 1 (111.13)
2w,

La relation cherchée est donc une égalité stricte dans le cas ou il n’y a pas de renversement de
spin; ceci permet de conclure que I’interaction harmonique entre les deux fermions ne modifie
pas la saturation de I’inégalité (111.11) et que le 1* état excité emporte toute la régle de
somme. Dans ce cas, on retrouve la méme situation que celle d’une particule avec spin sans
Zéme

changement d’orientation du spin (la particule n’étant pas «concernée» par la transition)
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

La figure (111.1) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien H et la transition dipolaire possible.

anY>esp |SMS>Sp

EOl |01>esp |1 * 1>sp

ElO A |lo>esp |00>sp
X

EOO |Oo>esp |00>sp

Figure (111.1) : Spectre des énergies de H;

(Transition avec échange des particules et sans renversement de spin)

1.1.1.2. Sans échange des particules

Les états étant quelconques, le fondamental et les 1° excités sont donnés par :

‘W005M5>:|00>esp|SM3>sp’ ‘V/IOSMS >:|1O>esp|SMS>sp et‘l//‘)ls'\/'s >:|01>esp|SMS>sp (“I14)

Puisqu’il y a une dégénérescence due au spin, choisissons de fagcon arbitraire I’état de

spin|SM), =[10)

sp
La relation recherchée, dans ce cas, est établie de la méme fagon que dans le calcul effectué

dans la partie précédente et la regle de somme cherchée s’écrit comme suit (111.9):

2 2

=2

l//nxny SMg >

<‘//0010|9

Z (Enx - Enxzo) <‘//oo 10|>A(“//nxny SM > + Z (Eny - Eny:o)

Ny SMg N, SMg

La encore, on peut écrire 2 regles de somme comme dans (111.10). On peut «minorer » ces

sommes en remplacant E, par E, _, et E, par E, ou E, , est I"énergie de I"état le plus
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

bas atteint par I’opérateur de transition X et Eny:l I’énergie de I’état le plus bas atteint par
I’opérateur de transition ¥, on obtient alors en introduisant la relation de fermeture :
(E”x=1 - Enx=0)<'//oo 00 | X |Woo 00> <1
(111.15)
<E"V:1 B E"y:°)<‘//00 00 | 92 |Woo oo> <1

Si I’on remplace les différentes énergies ainsi que les valeurs moyennes de X? et y* nous

verifions aisément la saturation des 2 inégalités, ce qui montre que la regle de somme est

totalement emportée par les 2 transitions considéréesen X eteny.

La figure (111.2) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien Hy et les transitions dipolaires possibles.

nxny>eSIO |SMS>sp

EOl A |01>esp |10>sp
ElO 'y |10>esp |10>sp
X y
EOO |Oo>esp |10>sp

Figure (111.2) : Spectre des énergies de H,

(Transition dipolaire sans échange des particules et sans changement d’orientation du spin)

1.1.2. Avec renversement de spin

Nous reprenons les calculs précédents en prenant comme opérateur de transition: 6-=6, ou

6, avec 6, =o, X et 62=c72x>“<2.
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Chap. 11 Inégalité de Bertlmann et Martin pour des systemes en interaction avec spin

1.1.2.1. Avec échange des particules

Quand on tient compte des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde, les états associes a

ces fonctions sont ceux donnés par (111.8). La regle de somme totale s’écrit comme (111.10):

2

<‘//oo 00 |Jlx9

Z (Enx _Enxzo) <‘//oo oo|0'1x)A( Yo, smg > + Z (Eny - Eny:o)

Ny SMg Ny SMs

Y, smg >‘2 =1

(111.16)
De la méme facon, la regle de somme précédente se décompose en 2 régles de somme comme

(111.10). La regle en o, yest « minorée » en rempla(;ant(Eny _Eny=0) par (Eny=1—Eny=0) ou
Eny=l est I’énergie de I’état le plus bas atteint par I’opérateur de transition (remarquons que,

dans ce cas, la transition induite par I’opérateur o;,X n’est pas possible), ce qui entraine

alors:

(E“yzl_Eny:0)<W0000|92|V/oooo>£1 (111.17)

" 1
Nous avons : (W) 0| ¥ [Wo0 00) = et B, —E, =20, (111.18)

1
En portant (I11.18) dans (111.17), on vérifie aisément que cette derniere est saturée et nous

tirons les mémes conclusions que précédemment :

20— =1 (11119)

20,

La figure (111.3) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien Hy et la transition dipolaire possible avec renversement de spin.

anY>esp |SMS>Sp

E01 A |01>esp |1 * 1>sp

ElO |1O>esp |Oo>sp
oy

EOO |Oo>esp |Oo>sp

Figure (111.3) : Spectre des énergies de H,

(Transition dipolaire avec échange des particules et renversement de spin).
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1.1.2.2. Sans échange des particules

Les etats sont ceux donnés par (111.14). Pour le fondamental, choisissons arbitrairement

I’état|SMS>Sp :|10>sp. Pour le 1% état excité, nous indiquons uniquement les états de spin

|SMS>Spvers lesquels un renversement de spin a lieu; de cette facon, les états excités
correspondants s’écrivent comme suit : |y, ,.,) =[10)  [1+1)_ et [y,,,) =[01) [1+1)

La regle de somme totale est donnée par (111.9)

Z (Enx - Enx=o) <'//oo 10 |O'1x)A( Y, sMg >r + Z (Eny - Eny=0)

n:n, SMg nn, SMg

Il est possible de tirer 2 régles de somme que I’on minore en remplagant E, par E, , et E

2

=2

<Woo 10 |O-1yy‘lr//nxny SM, >

Ny

par E, ol E, , estI’énergie de I’état le plus bas atteint par I’opérateur de transition o, X et
E, _, I’énergie de I’état le plus bas atteint par I’opérateur de transition o,, ¥, on obtient alors :
Y
(Enle - Enxzo)<‘//oo 00|)A(2 |‘//oo oo> <1

(Ey 2= En o) (Voo V" [Veno) <1 (111.20)

Si I’on remplace les différentes énergies ainsi que les valeurs moyennes de X? et y* nous

aboutissons a 2 égalites strictes.

La figure (111.4) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien H, et les transitions dipolaires possibles.

nxny>esp |SM5>sp

E01 A |Ol>esp |1 * l>sp

E, |10>esp |1 + 1>Sp
oy, X oy

Eqy |oo>eSID |10>SIO

Figure (111.4) : Spectre des énergies de H,

(Transition sans échange des particules et avec renversement de spin).
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1.2. Interaction dépendante des spins

Nous ajoutons a I’hamiltonien H, unterme H_ représentant I’interaction magnétique de spin

entre les deux fermions de spin ¥ (nous introduisons la aussi le changement de variables

(111.2))
H=H,+H, (111.21)

avec: H, =4 6,6, (A-%) =24 6, &,y (111.22)
Notons que &,, 6,, est diagonal dans la base|SMS>avec les valeurs propres (+1) et (-1)
respectivement associées a M =+1 et M;=0.

Suivant les états de spin totaI|SMS>, nous avons deux formes possibles pour I’hamiltonien

H [22] et donc 2 équations « spatiales » & résoudre; les 2 hamiltoniens différent par leur partie
potentielle.

L’hamiltonien H s’écrit comme suit :
*Si |SM,)=|00) ou[10)—  H =P} +P}+ &)X’ + o} y* (111.23)
avec: @ =} —22,

La fonction d’onde spatiale 1//65"y (x, y) dans ce cas est donnée par [16] et elle s’écrit comme

nn

suit pour les 1°° états:

% _a)Ox2 _@ 2
v (x,y)= [a)‘)wj e e )
T
3 % —%XZ _ W\
ng*’(x,y)z(““’@j xe 2 ¢ 27 (111.24)
T
3 % _%Xz _ W\
Vféi"(x,y):[%;#] ve *he

Les énergies peuvent étre deduites de la relation suivante [16] :

E, :z%(nx +%j+2w2(ny +%j (111.25)
Soit :

Er-on,-0 =@ T @,
B, 10,0 =30, + @,

B 00,1 = @ +30,

38
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*Si[SM,)=[11) ou[1-1) —> H =P?+P’+wjx’* + &iy’ (111.26)
avec: ) =i +2A,

La fonction d’onde spatiale %" (x,y) est donnée par [16]:

nyn,

[N
P (% y) = 0%%
l//OO ( y) ( 72_2
3 % _%XZ _@ 2
v (x,y) = (4‘;’;;”3J e 2 g 27 (111.27)

4 3 % _ % X2 — @ 2
Wi (X, y) _ ( Wy 0y ] ye 2 e 2 y
Les énergies sont tirées de la relation suivante [16]:

, 1 1
2 :Za)o(nx +Ej+2a)3(ny +§j (111.28)
Soit :
E - n,=0 — W T W
S n -0 = 30 + @,
E 01 = @ + 30,
Remarquons que le systeme peut occuper chacun des états precédemment cités suivant I’état

de spin total ; signalons, toutefois, que le fondamental correspond & |y, 60) OU W0 10) -

1.2.1. Sans renversement de spin

Rappelons que nous nous intéressons, dans notre travail, a la relation qui décrit la transition
d’une particule a la fois de I’état fondamental vers le 1% état excité; pour cela, nous
calculons la valeur moyenne du double commutateur de H avec I’opérateur de transition

0, =% (0ud, =%,):
[[H’f(l]' Al]:[[HOJF HS’XJ’)A(J:[[HO’;&]”A&}LHHS'%]’ AJ (111.29)

Le calcul de [[H % ] ”J nous donne :

[Hox 7 ]=0 (111.30)
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Puisque: [[Ho,il],il]:—Z, la valeur moyenne de [[H,ﬁl],il}dans [Woo00) OU |Woo10)
s’écrit alors:

<‘/’0000||IH')21])21}|‘//0000>=<‘//oo 10|[[H!)A(1]v§(1}|y/001o>:_2 (I “31)

On se retrouve dans la méme situation que celle du paragraphe I11.1 du chapitre précédent
(deux oscillateurs harmoniques indépendants avec spin), I’espace singulet se présentant

comme un espace ordinaire.

1.2.2. Avec renversement de spin

Nous calculons le double commutateur de Havec [I’opérateur de transition

0, =0,,% (0UG, =0, %,),
[[H.6,].6,|=[[Ho+H..6,].6, | =[[Ho.6,].6, |+ [H..6,].6,]  (111.32)

Nous avon |:[H0’61]’61:|=_2&fx =-2 et le calcul de [[Hs,c“)l],él] nous donne (voir
appendice C) :

+9) 6,6, (111.33)

x>

[[Hs,élj,al]: 47, 9%(

La valeur moyenne du double commutateur [[Hs,él],él] dans I’état fondamental |gz/00 00) ou

|Woe 10) €St déterminée comme suit :

<V/oooo||:|:Hs’6l]161}|W0000>:<‘//0010|U:Hs161]’61]|‘//0010>:_/15( L + izj(l “-34)

Wy, @,

La valeur moyenne de [[H ,61],61} dans [wy, o) Sécrit :

<V/0000||:[H’61]’61]|V/0000> =<V/0010|[[H’61:|161i||‘//00 1O>=_2_ls[a):a)2 + a)izzj (I “35)

La encore, il est possible de décomposer cette regle de somme totale en les 2 regles

suivantes :
2
Z (Enx a Enxzo) <‘//00 00 |O'1x)A( Wnn, sMg > =1
nen, SMg
~ 2 1 3
nxg:sMs (Eny - Eny=o) <‘//oo 00 |O'1xy Wi, smg > =1+ A, (a)oa)z + CO_ZZ] (111.36)
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1.2.2.1. Avec échange des particules

Si I’on tient compte des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde, les états
correspondants sont notés par (111.8),

La figure (111.5) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme
d’hamiltonien H et la transition dipolaire possible avec renversement de spin.

Remarquons qu’une transition avec changement d’orientation de spin de la particule fait

passer de I’espace singulet a I’espace triplet.

nxny>esp |SM5>sp

E01 A |01>esp |1 * 1>sp

ElO |1O>esp |Oo>sp
oy

EOO |00>esp |00>sp

Figure (111.5) : Spectre des énergies de H

(Avec échange des particules et renversement de spin).

En minorant la régle de somme précédente, en rempla(;ant(Eny - Eny:o) par (En’y:1 — Eny:o) ou
Eny:l est I’énergie de I’état le plus bas atteint par I’opérateur de transition o,y (la transition

induite par I’opérateur o;,X n’est pas possible), la relation (111.36) devient :

' N 1 3
(Enyzl_Enyzo)<‘//oooo|y2|‘//oooo>S 1+ /15( +_2] (111.37)

w,0, @,

Remplacons (o, 0| 2 [Woo 00) = % et E o, 1~ Ey oq0=30;,~@, dans (I11.37), nous
2
obtenons :

20, W0,

3070, +/15[ L +ij (111.38)
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Pour avoir une idée de I’ordre de grandeur des valeurs intervenant dans cette relation, faisons

des approximations au 2°™ ordre concernant w, etm, en considérant que A, = o} [17]:
2 2
@} =) -2, =) | 1- };S - 0, 1_152_ ’154
@, VIO
(111.39)
2 A AL
A= +2A = |1+ | > 0, | l+5-
@, w, 2o,
En portant les approximations (111.39) dans (111.38), nous obtenons :
2 2 2
ooy g B A A B SO gy g
20, @, W, Oy, ;) @, @, W, @,
Ce qui implique, pour la relation recherchée :
2 2
143 34 g M TA (111.41)
20 Wy W 20

La relation cherchée est une inégalité (elle n’est pas saturée) s’il y a renversement de
spin; ceci permet de conclure que I’interaction magnétique de spin entre les deux fermions de
spin ¥ modifie la saturation de I’inégalité (111.38). Remarquons que, si A.est nul, nous
retrouvons la saturation comme dans le cas d’une interaction indépendante des spins.
Rappelons que la transition dipolaire avec changement d’orientation de spin implique le
passage de I’espace singulet a I’espace triplet et fait intervenir des fonctions d’onde qui ne
sont pas orthogonales entre elles.

1.2.2.2. Sans échange des particules

Considérons que les états propres dans ce cas sont quelconques ; le fondamental est donné
par (111.14). Puisque nous tenons compte de la transition de spin, choisissons arbitrairement

pour le fondamental I"état de spin|SM ) :|10>Sp , le 1*" excité vers lequel la transition de spin

peut étre effectuée est donc I’état| SM ) =[1+1)_.
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La figure (111.6) montre le schéma des trois premiers niveaux d’énergie du systeme

d’hamiltonien H et les transitions dipolaires possibles.

nxny>eSIO |SMS>Sp

XUy

E(’)l A |01>esp |1 * 1>sp

El’O |10>esp |1 * 1>sp
oy, X oy

EOO |00>e5p |10>sp

Figure (111.6) : Spectre des énergies de H

(Transition sans échange des particules et avec renversement de spin).

La régle de somme est donnée déja par (111.36)

2 2

l//nxny SMg >

<Woo 10 | Jlxy

Z (Enx - Enxzo) <l//oo 10|51X)A( Y, sMs > + Z (Eny - Eny:o)

nn; SM nn; SM
1 3

= 2 + A + —
Wy, @,

En remplacant E, par E; et Eny par E;yzl sachant que E/ _, est I’énergie de I"état le plus

bas atteint par I’opérateur de transition o, X et E;y:l celle de I’état le plus bas atteint par

I’opérateur de transition o, ¥, nous écrivons alors :
(( Er:le - Enx:O)<WOO 10 | X2 |'//oo 10> + ( Er:yzl - Eny:O )<'//oo 10 | 92 |‘/’oo 10>) <

2+/15( L. izj(umz)

Wy, @,

1

. 1 -
Nous avons [17]: <Woo 10|X2|W00 1o>:£1 <‘//0010|y2|§//00 1o>:g (111.43)
o 2

. ’ ! —
et: E L -E o=20+0,-w,, B ,-F, = 3w, — w,
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Portant (111.43) dans (I11.42), nous aboutissons a :

I I R TR S | I (111.44)
20, 2w, w0, O,

En tenant compte de (111.39), nous écrivons : % = ’1—52 et en prenant en considération

Wy Wy

les résultats (111.40), I’inégalité (111.44) est vérifiée sans étre saturée :

2 2
24 M 34 o M T4 (111.45)
Wy Wy 2 Wy

Nous abordons, a présent, I’établissement de la relation cherchée par la méthode des

perturbations puisqu’on a été amené a poser des approximations pour @, et w, pour Vérifier le

caractére des relations déduites de la valeur moyenne du double commutateur entre

I’hamiltonien et I’opérateur de transition considéré.

1.2.3. Résolution par la méthode des perturbations

Si nous considérons que A, = 7, I’hamiltonien s’écrit comme suit :

H=H,+W (W = perturbation) (111.46)
avec: W=H_=21 6, 6,, Y’
Supposons que la perturbation est telle que I’on pousse le calcul des corrections jusqu’au 2°™

ordre.

* Les énergies de ce systéme sont données par I’expression suivante [23] :

E KNy - Er]iny + AEFJ\.XHY + AEnzxny (I I I 47)

n

ou Er],fny sont représentees par (11.28).

Les corrections au 1% et 2°™ ordres s’écrivent respectivement [23]:

AEixny = <anny M, W‘l//nxny SMS>

(111.48)

2

Kanny SMg

AEnzxny _ z W‘memy SMS>

ED _ D
nxny;tmxmy nxny mxmy

44
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* Le fondamental corrigé, au 1* ordre des perturbations, est donné par I’expression suivante
(voir appendice D) :

! /15
|l//00 00> - |00>esp |00>sp + 2\/5&)02 |02>esp |00>sp (I I 49)

Reprenons la détermination, dans I’état fondamental, de la valeur moyenne du double

commutateur qui nous intéresse pour différents cas de transition dipolaire.

e Si nous considérons I'échange entre les deux particules, les énergies E, = sont

données par (voir appendice D) :

ﬂs ﬁsz
E. - n=0 — 20y ——= =5
w, 20,
2
S P S (111.50)
o w, 20
31, 322
E, - n-L 4y —————%5
w, 20
, 31, 347
non o =40 +———5
Y w, 2w

e Si nous ne considérons pas I’échange entre les deux particules (les états sont

quelconques), les énergies E;Xny sont données par (voir appendice D) :

A A
E —on,-0 =20 T 24t
W, £,

2

S (111.51)

w, 2

: A A
Bl in-0 =40 +— Y
W, <,

34, 3A
E. - n-1 4y —— Ry
Wy, £,

1.2.3.1. Avec renversement de spin et avec échange des deux particules

Le calcul de [[HS,GJI)J nous donne (I11.33):

[He.6,].6,]= 44, 9°(R+9) 6,6,
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La valeur moyenne de [[Hs,él],él} donnée par (I111.33) dans I’état fondamental corrigé

[Woo00) €St donnée comme suit :

' A7 A o A4x TH
<l//oooo||IH5701]'01]|'//0000> =_a)_02 _a)—g (111.52)

Nous avons: [[Ho,él},él]:—Z et la valeur moyenne de [[H,él},él}dans [Woo00) SécTi:

' A7 A ' 45, 29,2
Weorol[[H.6,18, JIWoro) = =2 -5 -5 (111.53)
0

29

La régle de somme recherchée dans ce cas s’écrit comme suit:

2 2
Z (Enx - Enx:O) <‘//oo 00|O-lxx Wi, sMg > + Z (Eny - Eny:O) <‘//oo 00 |Glxy Wi, sMg > =
n.n, SMg nny SMs
2
2 + 24 D% (11154
@, Aw,
En séparant en 2 régles de somme et en les minorant, on obtient:
, - 43, 2917
(Eny=1 - Eny=0)<l//00 00 | y2 |‘//oo oo> <1+ a)oz + 40)3 (I I |55)
. 1 A , 4, A
Remplagons <l//oo 00 | y° |l//oo oo> = 2_600"' 26003 et EnX:O n=1" Enxzo n=0 = 20, +a)_02_w_g, dans
(111.55), nous obtenons une inégalité :
2 2
T R R B Ol (111.56)
; 2w, ; 4oy

1.2.3.2. Avec renversement de spin et sans échange des deux particules

Si I’on considére que les états propres sont quelconques, la régle de somme recherchée dans

ce cas s’écrit comme suit (111.54):

2

~ 2 ~
Z‘g (EnX - Enxzo) <‘//00 10 |(71xx Wi, sMg >‘ + Z:s (Eny - Eny:o) <‘//00 10 |Glxy Wien, sMs > =
ﬂxﬂy MS nxny MS
45, 2947
2 +—+——
oy 4w,
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On peut «minorer » cette somme en remplacant E, par E,_, et E, par Er:yzl , On obtient
alors :
' & ' . 45, 2917
((Enle_Enx:o)<l//001o|xz|V/0010>+(Eny:1_Eny:o)<‘//001o|y2|§//0010>)S2 t—t— (“|57)
oy, 4w,
. 1 - 1 A
En portant  (y/y, 1| X* [y 10) = 20, Voo 10| I* [Woo 10) = 2_a)0+ 207
2
et Er,‘=1_En=0:2w0+%’ é:Onzl_En:On:O:2w0+4ﬂ;_l_53
X X 600 X y X y a)o a)o
dans (111.57), nous aboutissons a :
2 2
PR L A L (111.58)
@, 20, w;, Aaw,

L’inégalité (111.58) est bien verifiée mais non saturée. Notons que nous retombons sur la
saturation de I’inégalité si A est nul c.a.d. dans le cas ou I’interaction est indépendante des
spins.

Ce calcul faisant intervenir la méthode des perturbations fait bien ressortir la non saturation de
I’inégalité de Bertlmann et Martin qui nous intéresse et ceci parce que le changement
d’orientation du spin fait passer de I’espace singulet a I’espace triplet associés a des
hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques avec des fréquences différentes; les transitions

mises en jeu font intervenir des fonctions d’onde non orthogonales entre elles.

I1. Cas de deux oscillateurs harmoniques interagissant par une interaction

gaussienne indépendante des spins

Nous ajoutons a I’hamiltonien H, un terme H  représentant Iinteraction gaussienne entre

les deux particules et nous introduisons la aussi le changement de variables (111.2)
H' =p} +p} + o)X’ + ajy’+2 e 2Y?
H'=H;+H, (111.59)
avec: H = ae RS _;em2Y

9

Comme nous ne pouvons pas traiter ce probleme par un calcul exact, nous utilisons la

méthode des perturbations oli nous considérons que A < @/ .

H'=H,+W' (W'=H, : perturbation)
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Si nous poussons les corrections au 2°™ ordre du calcul des perturbations, les énergies de ce

systéme sont alors données par I’expression suivante (111.47) :
D 1 2
Enxny = Enxny +AEnxny +AEnxny

Les énergies de I’état fondamental et des 1°° excités sont données respectivement par (voir

appendice D) :

2 2
En =0n :022(00 + A 1—i+ 32 _ A +3ﬂ«
X y a)o Za)o

2 2
E, 0 =40 + z[l—i+ 32]— 2 (111.60)

Y w, 20;) 2w0;

2 2

E, onu=40, + 4 1—i+ 152 —3/13 15/}

Y o, 20;) 20, o,

L état propre du fondamental corrigé s’ecrit (voir appendice D) :
- 2( 1 3 J64 1

Voow) =[00),,[00), - m[—w—oz+;gj|02>esp|oo>sp— T;g|o4>esp|oo>sp (111.61)

Nous nous intéressons a la saturation de I’IBM dans le cas d’une interaction gaussienne en

considérant différentes transitions dipolaires possibles.

11.1. Avec renversement de spin et échange des particules

Nous effectuons les mémes calculs que pour I’interaction harmonique en prenant comme

A A

operateur de transition: 6 = 0 ou 0, avec 0, =0, X et 0, =0, X,

Les états propres non corrigés sont donnés par (111.8).

Calculons la valeur moyenne du double commutateur de H' avec 6, pour obtenir la regle de
somme recherchée dans ce cas.

Puisque[[H’,éJ,éJ=[[H0,61],6J=—20fx:—2, la valeur moyenne de ce double

commutateur dans I’état |y, ,,) est donnée par :

. ‘ 2
<‘//oooo|[[H’161]’61]|l//0000> = -2 _424 (111.62)
o
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La relation recherchée dans ce cas est établie de la méme fagon que dans (111.54), d’ou :

Z (Enx - Enx:o) <‘//oo oo|‘71x)'Z Ynn, smg >r + Z (Eny - Eny:O)

nny, SMg n:n, SMg

2

l//nxny SMyg >

<‘//oo 00 |Glx9

2+ 2 (11163)

4
4a,

Elle peut étre décomposée en 2 relations que 1I’on minore en remplacant Eny par Eny:1 ou
Eny:l est I’énergie de I’état le plus bas atteint par I’opérateur de transition o,y (la transition

suivant I’opérateur o, X n’est pas possible) on obtient alors :

2

(Eny:l - Eny:o) <‘/foo oo|372 |‘/’oo oo> <1+ 1o (111.64)
Nous verifions la relation precédente en calculant le facteur de (Eny:1 - Eny:O) [17]:
’ ~ ! 1 A 31
<‘//oooo|y2|l//oooo> = (111.65)

20 207 20
2 @, 2

et en rempla(;ant(En 4 —E, 0):2%_/1(1_%]_/12[%_1_%} dans (111.64); nous
’ ’ Wy @ Wy @

obtenons a une inégalité vérifiée mais non saturée:

2 2
34 <1+ A

1 -
PION 4wy

(111.66)

11.2. Avec renversement de spin et sans échange des particules

Les états sont ceux donnes par (111.14).
La régle de somme est la méme que dans le cas précédent (I111.63). On peut «minorer » cette

somme en remplagant E, par E, _, et Eny par Enyzl,

. R , , R , /12
((Enle - Enx:O) <‘/’oo 10 | G |l//00 10> +(Eny:1 — Eny:o) <l//00 0 | y2 |l//00 1o> ) <2+ 10 (l 1| 67)
o
Nous avons :
E,.—E,o=20, et E, ,—E =20, _,1[1_%}_/12 [%_1_24] (111.68)

Wy Wy @y, @

o1

et: '<‘//oo 10|>A(2|V/0010> :g
o
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Compte tenu de (I11.65) nous obtenons:

2 2
R (111.69)
2w, 4o,

Nous aboutissons aux mémes conclusions que dans le cas d’une interaction harmonique
dépendante des spins et ceci pour les mémes raisons dues a la transition dipolaire avec
changement d’orientation du spin : le renversement du spin entraine une perte du caractere de
saturation de I’IBM a cause de la transition d’un espace des états permis a I’autre, ces espaces

n’étant plus orthogonaux.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Au cours de ce travail, nous avons étudié les propriétés d’une inégalité de Bertlmann et
Martin (IBM) pour des systéemes ou les degrés de liberté de spin sont pris en compte. Cette
inégalité lie le rayon carré moyen du fondamental a la différence d’énergie entre le
fondamental et le premier état excité vers lequel on considére une transition dipolaire.

Pour une meilleure illustration, nous avons brievement rappelé, dans le premier chapitre, en
quoi consistent les inégalités de Bertimann et Martin, les conditions de leur applicabilité ainsi
que les domaines dans lesquels notre groupe de travail les a appliquées.

Pour I’oscillateur harmonique, I’inégalité de Bertlmann et Martin est en réalité exacte (c’est
une égalité) et il n’est pas nécessaire d’introduire un facteur correctif.

Nous nous sommes intéressés a des particules avec spin dans des champs harmoniques a une
dimension indépendants et en interaction afin de vérifier si cette propriété reste vraie dans le
cas ou les degrés de liberté de spin sont introduits. Nous avons défini I’opérateur de transition
dipolaire dans les cas ou I’on tient compte ou non du renversement de spin; nous avons
également étudié I’influence des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde sur la relation
recherchée. Nous avons trouvé que la regle de somme portant uniquement sur les états
antisymétriques devient égale a 1/2 et que nous ne pouvons pas tirer I’inégalité de Bertlmann
et Martin a partir de cette regle de somme puisque nous ne savons pas ce que vaut la relation

de fermeture sur les états antisymétriques. Cependant, a partir d’un calcul analytique (portant

sur<>22> et(E,—E,)) il est possible d’écrire une égalité qui ressemble a celle que nous

voulions déduire de la régle de somme portant sur les états antisymétriques.

Par la suite, nous avons introduit une interaction harmonique dépendante du spin que nous
avons traitée, d’une part, de fagon analytique en utilisant des approximations pour simplifier
le calcul et, d’autre part, par la méthode des perturbations poussée jusqu’au 2°™ ordre.

La aussi, nous avons considéré le cas ou I’on tient compte ou non du changement
d’orientation du spin ainsi que I’influence des propriétés d’antisymétrie de la fonction d’onde
totale sur la relation établie.

Cette étude montre que I’inégalité de Bertimann et Martin est saturée dans le cas ou il n’y a
pas de renversement de spin et comme, le fondamental est un état singulet, on se retrouve
comme dans I’espace ordinaire de I’oscillateur harmonique.

La relation cherchée est une inégalité non saturée s’il y a changement d’orientation du spin.
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Dans une derniére application, nous avons repris les calculs avec la méthode des perturbations
pour etudier le cas d’une interaction gaussienne indépendante des spins entre les deux
fermions considérés. La relation établie, dans ce cas, n’est pas saturée comme dans le cas de
I’interaction harmonique dépendante du spin avec renversement du spin.

Compte tenu de I’ensemble des résultats obtenus, nous concluons que, dans le cas des champs
harmoniques indépendants ou les degrés de liberté de spin sont introduits, I’inégalité de
Bertlmann et Martin qui lie le rayon carré moyen a la différence d’énergie la plus basse reste
saturée et que donc le 1* état excité emporte toute la régle de somme dans le cas ol nous ne
tenons pas compté de I’antisymétrie de la fonction d’onde totale. Il en est de méme pour des
oscillateurs harmoniques en interaction tant qu’il n’y a pas de renversement de spin.

A cause de la dépendance en spin de I’interaction, les potentiels et donc les fréquences ne sont
pas identiques pour les ensembles triplet et singulet. L’espace triplet ne peut étre atteint, a
partir du fondamental du systéeme, que par une transition avec renversement de spin. Donc, les
transitions d’un espace a l’autre fait intervenir des fonctions d’onde qui ne sont plus
orthogonales et les éléments de matrice apparaissant dans les régles de somme ne sont plus
nuls car ils font intervenir la transition de spin. Ceci explique pourquoi I’IBM cherchée n’est
plus saturée bien qu’elle soit vérifiée.

Comme perspectives, nous pourrions également reprendre notre étude a trois dimensions.
Dans ce cas, il faudrait redéfinir I’interaction entre les particules ainsi que I’opérateur de
transition. Nous pourrions alors traiter le cas du potentiel coulombien pour lequel nous
essaierions de retrouver le facteur correctif qui, dans le cas ou les spins sont négligés, vaut
1/4.

52






Appendice A

Appendice A

Expression de I’hamiltonien de deux oscillateurs harmonigues sans interaction

lors d’un changement de variables

Dans ce systeme, I’hamiltonien H, s’écrit comme suit :

62 2
Ho= —— — % 1 o +apx? (A1)
Signalons que nous avons pos¢ h =1 =2m et que: o, =5 (wétant la fréquence

. . o 1
habituellement adopté dans la littérature avec : H, = p; + Ema)zx2 ).

Ecrivons I’hamiltonien H en fonction de X et y

Considérons le changement de variables suivant :

X, + X X, — X
X = L =2, = 1 =2 A.2
N R/ (A.2)
Utilisons (A.2), nous pouvons écrire :
o _00 0 _0x, 09
ox; ox, o OX, OXOx, 0y oX,
(A.3)
o _9.9 0 _00x 00y
OX.  OX, OX, OX, OXOX, Oy X,
et:
x_y _ 1
ox  ox 2
(A.4)
Xy 1
X, X A2
Portons (A.4) dans (A.3)
o _1(o,90 o _ e, o),00
ax  2\ox oy ol 2lox* oyt ) oxoy
(A.5)
9 _1(6_0 o _ Yo o) 00
X, N2 ox oy ox  2lox*  oy') oxoy
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Nous aboutissons a :
2 2 2 2
0 7t a 2 4 >t 4 2 (AG)
0%,  0X, OX oy

En tenant compte de (A.6), I’hamiltonien H, devient :

62 62 22 24,2
HO = —y —y + C()OX +a)0y (A7)

Nous nous plagons dans le cas ou V(X) = ay x> et V(Y)=am,y’, ce qui nous donne pour les

fonctions d’onde spatiales correspondantes l//ﬁfﬁy (x,y)[18]:

% y n n 1
- _ 1 & 2 _ij ! _i 7§a)0(x2+y2)
‘//nxny (Xa y) ((2600 )n]Jrn2 n, !n2 '} ( n j (CO@X o (Cl)oy ayj € (A8)

“‘esp’’ désigne la partie spatiale de la fonction d’onde.

Les énergies sont données par :

E =20,(N +1) (A.9)

N =n.+n
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Calcul de la valeur moyenne du double commutateur de H; _avec I’opérateur de

transition dipolaire

Considérons un systéme de deux oscillateurs harmoniques a une dimension, I’hamiltonien H,
s’écrit comme suit :

' 2 2 22 2,2 2 2
Hy = P, TP, + &% + Wy X, +£2 (Xl_XZ)

En utilisant le changement de variables suivant (A.2):

_ A%, _ 4%
V2 V2
L’hamiltonien H, devient :
Ho = pi + p; + afx* + ajy’ +2Q°y? (B.1)
Nous pouvons écrire : Hy=Hg +Hg

2

Avec: Hy =p; +afx’ et Hg =pj+ oy’ ol: of =af +20Q°
Nous cherchons a calculer la valeur moyenne du double commutateur de I’hamiltonien H
avec I’opérateur de transition dipolaire 6, qui peut étre défini de deux fagons :

0, = X, si I’on ne considére pas le changement d’orientation des spins.
ou:

0, = o, %X quand il y a changement d’orientation des spins.

Rappelons que nous considérons la transition d’une particule a la fois.

‘l//nxny SMS>: nxny>esp|SMs>sp I’état propre de H|

1/ Sans renversement de spin

Calculons le commutateur et le double commutateur entre H; et I’opérateur X,

[Hg,g]:%[ng +H &+ ﬂ:%[ng,f(}%[Hoy,ﬂ (B.2)
[[He %% ] =3[, &) %+ 9 |+ 2 [Ha . 9] %+ 9 |=3[[He, &) %]+ 2| [H; 9] 9| (B3)

, }7} =—2, nous aboutissons a :
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[[H.%].% ]=-2 (B.4)
La valeur moyenne de ce double commutateur dans Iétat fondamental |y, 4, ) =|00), _|00)

esp sp

est donnée par :
<‘//oooo||:[H<;v)A(1]')A(1:||‘//oooo>:_2 (B-S)

D’autre part, le double commutateur de H; avec I’opérateur X, peut étre donné sous une autre

forme, nous écrivons :

[[H.%1.%]=3[[H, %] %]+ 3] W3, .9].9]

(B.6)
= [ Hy & -2 % H; &+ QZHH%[Hgyyz—z JH, 9+ 92H5y}

La valeur moyenne de ce double commutateur dans I’état fondamental |z//00 00} s’écrit comme

suit :

Voo T8 %1% W0 0) =5 (Wen oo | Hi, 85 ~2 X He et S°H [y ) on
vl H3, 729 3, 9+ 9H, [veaes) |

La relation (B.7) donne :

<‘/’oo oo|[[H5'>A(1]')A(1]|‘//oo 00> :%[2 E.. <'//oo 00|)A(2|‘/’00 00>_2<‘/’00 00|)A( Ho X[woo 00” (B.8)

1 - A oA
+E[2 Eny:0 <‘//oo oo|y2|‘//oo oo>_2<'//00 00|y HOy y|l//00 00”

Introduisons la relation de fermeture Z =1

n.n, SMg

Wnen, sms ><‘//nxny SM,

2

<'//oooo|[[Hc;')A(1]')z1]|‘//oooo>: Z Enxzo‘<WOOOO|)’ZV/anySMS> - z EnX

nny SMg nyny, SM

+ Z Eny:0 ‘<l//oo 00 |§/

2

<V/oo 00 | X Y, 5|v|5>

2

Wi, sm, >

Y, SMS>2_ z Eny

Ny SM, Ny SM

2
== 3 (BB Wl o) - X (E,-E,)

neny SMg neny SMg

<l//oo 00 | y

" (BY9)

<‘//oo 00 | y Y, SMS>

Nous comparons (B.5) avec (B.9), nous obtenons une régle de somme se mettant sous la

forme ;
~ 2 . 2
Z (Enx - EnX:0 )‘<‘//oo oo|x Yo, SMS> + Z (Eny - EnH )‘<‘//oo 00 | YW, 5M5> =2 (B.lO)
nny SM nyny SM,
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2/ Avec renversement de spin

Rappelons que I’opérateur de transition dipolaire s’écrit dans ce cas :

6,= 6,4 =6, (%j (B.11)
Calculons le commutateur et le double commutateur entre H/ et I’opérateur 0,
[H3.0]- 75 [Ha ol [« 5| H, 00 | - 00 H6. 8]+ ouc| 1, 9 (8.12)
et:
[[H.6.1.6.]= 36, [[Hs %].6,%]+36,|[Hs, 9].6,9| =562 [He %].]+ 362 [ [Hq, 9 ].9]
(B.13)

Comme &fx -1, nous aboutissons au méme calcul que (B.4)
[[Hg.6,].6,]=-2 (B.14)

D’autre part, le double commutateur de H/ avec I’opérateur 6, peut étre donné sous une

autre forme, nous écrivons :

[[H; 8.6 - % AR ETAILH]

52 [Hg 82 -2 R Hj %+ &H; |+ % fX[Hgy92—29H5y§/+ VZH(;J

- ,\2 - Y ~ \ 7
Puisque (14, |a1X W00 00) =1, NOUS aboutissons & la méme régle de somme donnée par (B.10).
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Calcul du double commutateur de H, avec 6,

L’hamiltonien H, est donne par :
Hs = /15 O’\-12 6-22 (21_)22)2 =2 ﬂ“s 6-12 &22 92 (Cl)

Calculons le commutateur et le double commutateur entre H_ et I’opérateur 6,
5122 4, 9 [61 G2, 6] N 224214, §2 (R +9)6,, & C.2
[H5'01]_22's y [O-lz O2;, Glx:| T_Z 14 y (X+y)01y Oy, ( ' )

[[Hs’él]‘él:l = 2\/5 i ﬁ“s 92 ()2—}-9)[6‘13, 6211 6lx:| %_nyz 4 ﬂ“s 92 ()2_{_9)2 OA_lz 622 (C3)

Rappelons que : [ &1, 63,. 61| =21 6, 6y,
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Méthode des perturbations

1. Interaction harmonigue

Considérons un systeme d’hamiltonien H donné par :

H=H,+H, (H, = perturbation) (D.1)
avec: H,=W=2 21, 6, 6,, ¥

Au 2°™ ordre, les énergies de ce systéme sont données par I’expression suivante :
(0] 1 2
Ey =E,, = E,, TAE,, +AE, (D.2)

Les énergies En?nz sont données par (A.10)
2

K‘//nln2 SM W ¥ mym, SMS>

avec: AE; = <://nln2 o, (D.3)

W l//nlnz SMS> et: AEnzln2 = z

E 0o _ (o}
NNy #mm, nn, mym,

Cherchons les énergies de I’état fondamental E, = E et le 1% excité E, = E,, = E,, dans le cas

ou nous prenons comme états propres de ce systeme les états antisymétriques qui s’écrivent

comme suit :

|l’//00 00> = |Oo>esp |Oo>sp et |l’//10 00 > = |1O>esp |Oo>sp ou ‘V/Ol 1M, > = |01>esp |1M 5>sp

e Pour le fondamental : EJ) = 20w,

Déterminons la correction en énergie AE;, :

AE;O :<‘//oo 00|W|‘//oo oo>:2/15 <‘//oo 00|6-1z &22 y2|‘//oo oo>

.. (D.4)
=2/ <‘/’oo | y2 |V/oo>esp <Woo |O-lz O3, |Woo>sp
Caleulons (Weo| Y [Wao).s, €8 (Voo |G Gt |Wao)s,
(Voo |5 6-22|l//00>sp =5 (00|6;, 6, |Oo>sp (D'S)

P LORI RO U LS AT RS )

1 A A A A
=S ((+H{16s G+ )+ =)+ (+=|(+ 4]0 Sas[+)]++)
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Rappelons que :

O, |++)=|++) et G,|-+)=—|-+) (D.6)
Nous aboutissons a
sp <l//00|6-1z Oy, |l//00>5p =-1 (D7)
e (Voo | Y’ |W00>esp = 21 et en portant (D.7) dans (D.4), nous obtenons :
@,
AEL =24, L (c1)=-2
2 2

Calculons ensuite la correction en énergie AES, :

2

AEozo _ z K‘//oo 00 | W‘l//mlmz SMS>

[0] (0]
mm, SM¢#00 00 Eoo - Emlmz

(D.8)

W comporte &, &,, qui admet |00)_ comme vecteur propre, d’ou : |SM,) =|00)_

Il reste & calculer (00| §*|mym, ), ; cet élément de matrice est nul si m, =0 et m, = 2

d’ou:

2
AEozo :K‘//oo oo|W|l//oz 00>‘ _ 605 _ /132

ES —ES, - —da, 208

L’energie corrigée du fondamental E,, est donnée par :

A, A
B =20, ——=-"3 (D.9)
w, 20
e Pour le 1° excité : E = EJ = 4w, (dégénérée 2 fois)
Calculons la correction en énergie AE,; :
AEllo = <‘//10 00 |W|‘//10 oo> =24, <'//10 00 |&1z 5-22 y2 |‘//10 oo> (D 10)
= 22’5 esp <l//10 | y2 |W10>esp sp <l//00 | 6-12 OA_ZZ |lr//00>5p
: 1 1 A
Nous obtenons : AE, =24 —(-1)=——=
2w, @,
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Calculons la correction en énergie AE] :

2 ) Z/V
AEZ — z ‘<W10 00|W"//m1mz SMs> _ Kl//lo 00|W|'//12 oo>‘ _ @, _ A
1 m;m, #10 Eloo - Ef?hmz Eloo - Eloz —4(00 2(0(?

L’énergie corrigée du 1* excité E,, est donnée par :
A A

Ey = 4@, ——

o, 2w
Energie du 1*" excité E,, :

Calculons AEj, :

AEél = <‘//01 M, ‘W‘l//m M, > =24 <l//01 M, 0y, Oy, y2 ‘l//m 1MS>

=24, esp <W01| y2 |‘//01>esp P <l//1|\/|s OA_lz OA_zz V/1M5>Sp
Nous obtenons :
M, =0:AEy, =24 i(—1) =— 34 et M, =+1:AE;, =24, i(+1) =+ 34
Wy Wy , Wy

Calculons la correction en énergie AE7 :

642
AE§1= z Kl//OllMS W‘l//mlmz SMS>2 :Kl//OllMS VV“/’O31MS>2 _ /a)g =_3/152
mym, %01 Egl - Er(T)hmz Egl - E83 —4600 2603

L’énergie corrigé du 1% excité E,, est donnée par :

2
34 —3i53 et M,=+1 Ej =4o,+ a
w, 2w w, 2w

0, 3

M, =0 E, =4m,

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

Si nous considérons que les états propres totaux de ce systéme sont quelconques, nous

pouvons les écrire comme suit :

|lr//00 10> = |00>esp |1O>sp ! ‘l//lo 1M > = |10>esp |1M 5>sp et |W01 10 > = |01>esp |10>sp

Calculons les énergies de 1" et de 2°™ état excité

e Pour le fondamental : E =2am,

Calculons la correction en énergie AE,, :

AE;O = <'//00 10 |W|'//oo 10> =24, <‘//oo 10 | 5-12 5-21 y2 |'//oo 10>
=24, esp <'//00 | y2 |‘//oo>esp sp <‘//10 |&lz 6-2z |W10>5p
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Nous obtenons : AE;, =24, i(—1) __ A
2w, @,
Calculons la correction en énergie AE] :
2 ) 2152
2 ‘<V/00 10 |W ¥inm, sms > KWOO 10 |W|W02 10>‘ 605 /152
AEOO = Z 0 0 = ¢} ¢} = - 3 (D17)
mym, 00 Eoo — Emlmz Eoo — Ew —4w, 2w,
L’énergie E,, corrigée est donnée par :
2
E, =20, 22 25 (D.18)
w, 20,

e Pour le 1° excité : (dégénéré 2 fois) ED = ES = 4w,

Calculons la correction en énergie AE;; :

AE}, = <V’10 M, ‘W“//lo 1M5> =24, <W10 M, ‘6_12 0y, y? "/’10 1Ms> (D.19)
=24, esp <‘//10 | y2 |W10>esp sp <V/1Ms 6-12 5-22 Vim, >Sp -
: . AFL 1 A
Nous obtenons: M =0: AE,, =24 —(-1)=——=
20, @,
1 A
M, =+1: AE. =24 1)=+—=
S 10 S 2600 (+ ) + a)o
Calculons la correction en énergie AE] :
2 ) Z/V
AE120 _ z ‘<W10 10|:A/‘l//n;1m2 SMs> _ K'//lo 10 LW|‘//012 1o>‘ _ a)g _ /1523 (D_ZO)
mm, #10 Eio —Enm, Eo—Ep —4w, 2ay
L’énergie E,, est donnée par :
2
Ey :4a)o_£_ /153 (D.21)
w, 20,
: A A
ElO = 40)0 +;O— Za)g
Energie du 1*" excité E,, :
Calculons AE,, :
AE(l)l = <‘//01 10 |W|W01 10> =24, <‘//01 10 |6-lz 5-21 y2 |V/01 1o> (D22)

=24, esp <‘//01|y2 |‘//01>esp sp <‘//10 |&lz OA-zz |‘//10>5p
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Nous obtenons : AE;; =24, i(—l) __34
20, @,

Calculons la correction en énergie AEZ :

vl Wl o . N
Yor10| WV mm, smg :‘<W0110|W|'/’0310>‘ = % :—3/153 (D.23)

= 0] 0o o (0]
mym, 01 Eo —Enm, Eou —Ee —4a, 200,

L’énergie corrigée E,, est donnée par :

A 12
Em:4(‘)o_3 i ¥ (D.24)
w, 2w
Déterminons I’état propre de fondamental corrigé, au 2°™ ordre, elle est donnée par:
' 0 1
‘//nlnz SMS> = ‘l//nln2 SMS> + !//nlnz SMS> (D25)

1 <'//n1n2 SM, W"//mlm2 SMS>
avec : ‘Wnlnz SMS> = Z E° 0 “//mlm2 SMS> (D.26)
mn, SMg = mm, SM nn,  mym,
e Pour le fondamental : ‘Wnlnz - >0 =[¥w ) =|00),,]00)_ (D.27)

1

1 1 1 1
Calculons ‘l//nlnz SM5> :‘V/OOSMS> : ‘l//OOSMS> =|‘//oo>esp l//SMS>

sp

W comporte &, &,, qui admet |00)_ comme vecteur propre, d’ol : |SM,) =|00)_

Il reste a calculer (00| §*|mm, ), ; cet élément de matrice est nul si m, =0 et m, = 2

V22
1 esp <‘//oo |W|‘//02 >es y w \/5/15
|‘//oo oo>esp =|l//02>esp ES _EJ, : =|l//02>esp 4o, C=— 4@5 |‘//02>esp (D28)
d’ou:
24,
|‘//oo 00>1 = %|'//02>esp |'//oo>sp (D29)
2

Compte tenu de (D.27) est (D.29), I’état propre de fondamental est donné par :

' A
|‘//oo oo> = |'//oo>esp |‘//oo>Sp + 2\/550)2 |‘//02>esp |‘//oo>sp (DBO)
o
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2. Interaction gaussienne

Considérons un autre systeme d’hamiltonien H' donné par :
H'=H;+H, (H, = perturbation) (D.31)

avec: H, = 1 e tR) _ 5 o2y

Effectuons les mémes calculs que dans le cas précédent,

* Au 2°™ ordre, les énergies de ce systéme sont données par I’expression (D.2)

_ _ o 1 2
Ey= Enlnz = Enlnz +AEnln2 +AEnln2

2
W' |y )
oAl , ) 2 K'//nln2 SM, mym, SM
avec (D.3): AE,, _<1//n1n2 v, |W “/’nlnz 5M5> et: AE,, = E ~ -
N, =mym, nn,  —mm,

e Pour le fondamental : E =2em,

Déterminons la correction en énergie AE;, :
_2\2 _2vy2
AEé0:<‘//oo 00|W’|l//00 oo>:/1<‘//oo 00| € 2y |l//oo oo>:/1 esp <V/oo|e 2y |l//oo>esp (D32)

—_2y2 1 3
Nous avons : (v, |e 2y |W00)y =1———+>— , Nous obtenons alors :

w, 2w,
AEéO:/l(l—iJr 32j
w, 2w

Calculons ensuite la correction en énergie AES, (D.8):

2

¥ mum, sM >

oy e

0 0o
mm, SMg#00 00 Eoo - Emlmz

W' ne comporte pas de terme en spin, d’oli : |SM,) = |00>Sp

— 2
Il reste & calculer . (00|e 2y |mm,) ; cet élément de matrice n’est nul si m, =0

esp
etm, =0, notons que I’ordre de calcul sur @, est effectué jusqu'a 4, au dela de cet ordre tous
les termes sont négligés.

ol Lt o=

0 0 - 2 3 - 3 4
Egp — Ep 4o\ 0y @ 20, @,
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L’énergie de fondamental E,, est donnée par :
2 2
Ey =20, +ﬂ[1—i+ 32] A3

w, 20,

(D.34)

- +
3 4
20, @,

e Pour le 1% excité : (dégénéré 2 fois) E. =ES = 4w,
Pour I’énergie E,, :

Pour la correction en énergie AE;, etAEZ nous trouvons les mémes résultats que (D.32) et

(D.33), nous écrivons alors :

1 3 A 327
Eop =4, +A|1-—+— |-——+= (D.35)
w, 20;,) 20, o,
Pour I’énergie E, :
Déterminons la correction en énergie AE, :
EL = Worao|W[Worco) = 2y D.36
AEg, —<'//0100| |'//01oo>—/1 esp <'//01|e |‘//01>esp ( . )
—_2y2 1
Nous avons : . (w, |e 2y Wor) =1—i+—52 , nous obtenons alors :
&P w, 20
1
AEL = Al 1-3 4 52
w, 2w
Calculons ensuite la correction en énergie AES, :
) ‘<W0100|W‘l//mim2 SMS>2
AEG= Y L (D.37)
mm, SM¢#01 00 EOJ_ - Emlm2
W' ne comporte pas de terme en spin, d’oli : |SM,) = |00>Sp
— 2
Il reste a calculer ,(01]e 2y Imm, ), ; cet élément de matrice n’est nul si m =0 et

m, =1; rappelons que I’ordre de calcul sur w, est effectué jusqu'a 4, au dela de cet ordre tous

les termes sont négligés.

AESI:KWM oo W]yesw) 327 ( 4 40J= 342 152

0 0 - 2 3 - 3 4
Eo — Eos 8w, \ 0 o, 2w; W,

d’ou I’énergie E,, est donnee par :
3 15

E01=4a)0+/1(1——+ ]

342 1547
5 +
w, 2w

5. 3 4
20, o,

(D.38)
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Déterminons I’état propre de fondamental corrigé, au 2°™ ordre. La correction est donnée par
(D.26) :
4 0 1
Wnlnz SM5> = l//nlnz SMS> + l//nlnz SMS>
1 _ <V/nlnz SM; W‘Wmlmz SMs>
avec : ‘l//nlnz SM5> = E° _E° m,m, SMS>
nn; SMg = mm, SM nn,  mym,
- 0 J— Y J—
e Pour le fondamental : “/’nlnz SMS> =W ) =[00),,]00)_ (D.39)

1 1
Calculons "/fnlnz SM5> :‘V/OOSMS> :

1 1 1
“//oo SMS> =|l//oo>esp ‘//5M5>Sp

W' ne comporte pas de terme en spin, d’oli : |SM,) = |00>Sp

\ —2y? (14 . .
Il reste a calculer ., (00[e™<Y |mm, ), ; cet élément de matrice est nul si m, #0 et m, # 2

esp <l//00 | W | Y02 >esp esp <‘//00 | W | Yos >esp

/4 =¥ 0 0 Voa/es ’ Ny
| 00 00 >esp | 02>esp Eoo “E | 04> p Eq — Eos (D.40)
22\ @ W )\ e 8 ol

d’ou:

|Woooo>1: 2\/—( 1 )|‘//02>esp|‘//oo> \/;l L |l//o4>esp|‘//oo> (D41)

Compte tenu de (D.39) est (D.41), I’état propre de fondamental est donnée par :

«/_11

' 1
|V/oooo> :|‘//oo>esp|‘//oo>p 2\/—( ]|‘//02>esp|'//oo> |V/o4>esp|V/oo>sp(D 42)
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