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Sur les feuilletages de Painlevé

Résumé
Dans ce mémoire, nous précisons les notions de feuilletage de Painlevé et

de feuilletages uniforme et P-uniforme pour une �bration, et nous établissons à

partir des seuls résultats de Gérard-Sec concernant les feuilletages de Painlevé,

deux théorèmes qui nous permettront de résoudre, dans une approche purement

géométrique, les problèmes de Briot et Bouquet d�une part, de Fuchs d�autre part

dans un cas particulier, et cela, sans faire usage du théorème de Ehresmann comme

le fait Antoinette Sec.

Mots-clés : Feuilletage uniforme, feuilletage P-uniforme, feuilletage de Painlevé,

théorème d�Ehresmann, problème de Briot et Bouquet, problème de Fuchs
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« Les Mathématiques constituent un continent solidement agencé,

dont tous les pays sont bien reliés les uns aux autres; l�oeuvre

de Paul Painlevé est une île originale et splendide dans l�océan voisin. »

H. Poincaré

Un portrait de Paul Painlevé en 1929
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Introduction

Le sujet de ce mémoire se rattache aux deux problèmes classiques suivants.

Problème de Briot et Bouquet : Soit f(y0; y) = 0 une équation di¤érentielle dans le champ

complexe, où f est un polynôme en y0 et y. Une telle équation sera appelée équation de

Briot et Bouquet.

Le problème de Briot et Bouquet consiste à choisir f pour que les solutions de l�équation

f(y0; y) = 0 soient méromorphes sur C.

Problème de Fuchs : Soit f(x; y; y0) = 0 une équation di¤érentielle dans le champ complexe

où f est un polynôme en y, y0, et holomorphe en x.

Le problème de Fuchs consiste à choisir f pour que les solutions de f(x; y; y0) = 0 n�aient

pas de points critiques mobiles, c�est-à-dire pas de points critiques variant avec la solution

considérée.

Les mathématiciens Briot et Bouquet ont résolu autrefois, en 1856, ([BB56]), le problème

qui porte leurs noms. Le problème de Fuchs, qui généralise ce dernier, a été résolu partielle-

ment par Fuchs lui-même ([Fuc84]) et Poincaré ([Poi85]) puis complètement par Painlevé

[Pai95]. L�étude géométrique de ces deux problèmes à été réalisée complètement par AN-

TOINETTE SEC dans son exposé [Sec72]. Elle est essentiellement fondée sur l�utilisation

du théorème de Ehresmann [Ehr50].

Dans notre contribution à travers ce mémoire, on résout, géométriquement, les deux

problèmes particuliers suivants.

Problème de Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0 ,

Problème de Fuchs : cas où f est du premier degré en y0

et ceci, sans faire appel au théorème d�Ehresmann ([Ehr50]), en se basant uniquement sur

les résultats de Gérard-Sec concernant les feuilletages de Painlevé [GS72].
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Introduction

Le problème de Briot et Bouquet peut être abordé géométriquement de la façon suivante.

Au lieu de nous donner une équation di¤érentielle, donnons-nous un feuilletage F analytique
complexe dans une variété analytique complexe E, munie d�une �bration � au-dessus d�une

variété B, telle que F soit transverse à �. Alors, on est amené de façon naturelle, à se poser
le problème : les feuilles d�un feuilletage transverse à une �bration sont-elles isomorphes à

la base de cette �bration?

La réponse à ce problème se trouve dans le théorème A, que nous avons obtenu, dans un

premier lieu, à l�aide du théorème de Ehresmann (sous-sec. 2.1.2), puis, dans un deux-

ième lieu, par une nouvelle démonstration en se basant sur le théorème 3.3.1 de Gérard-Sec

[GS72]. Dans ce théorème, le feuilletage F est supposé de dimension égale à celle de B, et

il est transverse à � ; la démonstration est donnée dans le cas où (E; �;B) est une �bra-

tion analytique localement triviale à �bre compacte et à base simplement connexe, mais le

résultat est encore valable si on remplace la �bration (E; �;B), à �bre compacte, par une

submersion propre (section 2.3).

Dans le texte, ce théorème est énoncé à l�aide du vocable de feuilletage uniforme que nous

dé�nissons dans le chapitre 2.

Comme application à cette étude, on résout le problème de Briot et Bouquet dans le cas où

f est du premier degré en y0.

Concernant le problème de Fuchs, l�idée a germé à partir d�une remarque de Gérard et Sec

([GS72]), ils écrivent : �Les diverses situations décrites par PAINLEVÉ peuvent être consid-

érées comme cas particuliers de la situation suivante. Au lieu de nous donner une équation

di¤érentielle ou un système di¤érentiel, donnons-nous un feuilletage F analytique complexe

dans une variété analytique complexe E, munie d�une projection � sur une variété B, telle

que F soit simple pour � (déf. 3.1.1). Puisque cette notion de feuilletage simple généralise

celle de feuilletage transverse, on est amené de façon naturelle, comme PAINLEVÉ, à se

poser le problème de relèvement des chemins dans les feuilles d�un feuilletage simple.�

Cette étude particulière faite par Painlevé se rattache implicitement à la notion de feuilletage

holomorphe ; Painlevé a posé le problème de relèvement des chemins dans les graphes des

solutions d�une équation di¤érentielle. Notre tâche, est de refaire cette étude en utilisant la

notion de feuilletage.
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Introduction

La réponse à ce problème est consignée dans le théorème B (sous-sec. 4.2.1), que nous avons

obtenu à partir du théorème 3.3.1 de Gérard-Sec [GS72]. Dans ce théorème, le feuilletage

F est supposé de dimension égale à celle de B, et il est transverse à � ; la démonstration

est donnée dans le cas où (E; �;B) est une �bration analytique localement triviale à �bre

compacte, mais le résultat reste vrai dans le cas, plus large, où � est une submersion propre

(section 4.2).

Dans le texte, le théorème B est énoncé à l�aide du vocable de feuilletage P-uniforme que nous

dé�nissons dans le chapitre 4. Il assure l�existence et l�unicité de relèvements de chemins.

Comme application à cette étude, on résout le problème de Fuchs dans le cas où f est du

premier degré en y0.

Suivant cet ordre d�idées, on a structuré notre mémoire en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques propriétés globales des feuilletages ana-

lytiques complexes.

Dans le deuxième chapitre, il s�agit de résoudre le problème de Briot et Bouquet : cas

où f est du premier degré en y0. Nos démonstrations sont essentiellement fondées sur la

considération d�un feuilletage F analytique dans une variété analytique V munie d�une

�bration � analytique, localement triviale, à �bre compacte et à base simplement connexe.

Alors, d�après le théorème A, le feuilletage F est uniforme pour � si, et seulement si, F est

transverse à �.

Dans la sous-section 2.4.1, construite sur un même plan, on met alors en évidence une

�bration analytique �1 et un feuilletage analytique F1 et on montre que F1 est uniforme pour
�1. On en déduit (théorème 2.4.1) une solution particulièrement importante du problème

de Briot et Bouquet , à savoir l�équation de Riccati y0 = ay2 + by + c.

On aura ainsi démontré géométriquement que les solutions de cette équation sont méromor-

phes sur C.

Inversement dans la sous-section 2.4.2, on détermine toutes les solutions du problème de

Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0.

Dans le troisième chapitre, nous rappelons quelques propriétés globales des feuilletages de

Painlevé, à savoir les théorèmes 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1 et la proposition 3.3.1, qui assurent le

relèvement des chemins dans les feuilles d�un feuilletage simple. Comme application, on
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Introduction

retrouve les résultats fondamentaux de Paul PAINLEVÉ concernant la nature des singular-

ités mobiles et �xes des solutions des équations di¤érentielles (premier et second ordre) et

des systèmes di¤érentiels d�ordre quelconque.

Dans le quatrième chapitre, nous abordons le problème de Fuchs : cas où f est du premier

degré en y0. Nos démonstrations sont essentiellement fondées sur la considération d�un

feuilletage F analytique dans une variété analytique V munie d�une �bration � analytique,

localement triviale, à �bre compacte. Alors, d�après le théorème B, le feuilletage F est

P-uniforme pour � si, et seulement si, F est transverse à �.

Ceci nous permet de mettre en évidence, dans la sous-section 4.3.1, construite sur un même

plan, une �bration analytique �3 et un feuilletage analytique F3 et on montre que F3 est P-
uniforme pour �3. On en déduit (théorème 4.3.1) une solution particulièrement importante

du problème de Fuchs, à savoir l�équation de Riccati généralisée :

qy0 = ay2 + by + c;

où q; a; b; c sont holomorphes sur C et q n�est pas la fonction nulle.

On aura ainsi démontré géométriquement que les solutions de cette équation n�aient pas de

points critiques mobiles.

Inversement dans la sous-section 4.3.2, on détermine toutes les solutions du problème de

Fuchs : cas où f est du premier degré en y0.

Nous avons ainsi montré qu�il est possible de résoudre géométriquement, dans le cas

général, les deux problèmes cités plus haut et ceci, sans utiliser le théorème de Ehresmann,

en se basant sur les théorèmes A et B, les résultats de Gérard-Sec [GS72] et en suivant le

même calcul fait par Antoinette Sec dans sa résolution complète de ces problèmes [Sec72].

4



Chapitre 1

Feuilletages analytiques complexes

Avant d�aborder les feuilletages analytiques complexes, nous examinons comment dans le

cas réel la notion de feuilletage se dégage de l�étude des équations di¤érentielles et en est

un outil très utile bien que non indispensable.

1.1 Des équations di¤érentielles aux feuilletages

À la �n du XIXe siècle, Poincaré constate qu�il est impossible d�intégrer explicitement une

équation di¤érentielle générale. Il initie alors l�étude qualitative globale des solutions d�une

équation di¤érentielle par des méthodes géométriques et topologiques où l�on considère les

solutions comme des courbes non paramétrées. C�est le début de la géométrisation de l�étude

des équations di¤érentielles : on essaie de déterminer l�allure générale des solutions et leurs

positions relatives sur l�équation elle-même sans essayer de la résoudre.

Plus explicitement, le second membre d�une équation di¤érentielle autonome dans le plan

dé�nit un champ de vecteurs et donc, s�il est sans singularités, un champ de droites D(x);

x 2 R2. Une courbe intégrale de ce champ de droites est une courbe immergée dans le plan,
tangente en chacun de ses points x à la droite D(x). Le champ D est dit complètement

intégrable si par chaque point du plan passe une courbe intégrale. Tout champ de droites

de classe C1 est complètement intégrable (cela résulte de l�existence de solutions pour les

équations di¤érentielles), et R2 est l�union disjointe des courbes intégrales maximales. Ces

courbes intégrales sont les supports géométriques (ensembles de points du plan) des solutions

5



1.1. Des équations di¤érentielles aux feuilletages

de l�équation di¤érentielle sans paramétrage. On voit là apparaître, implicitement, un feuil-

letage du plan par des courbes dont le modèle local est, grâce au théorème du redressement

d�un champ de vecteurs sans singularités, le feuilletage de R2 par des droites.

Dès le XIXe siècle, les mathématiciens se trouvent confrontés à une généralisation de

l�intégrabilité d�un champ de droites. Étant donné un champ de plans � dans l�espace

euclidien à 3 dimensions, on appelle surface intégrale de � une surface � immergée, tangente

en chacun de ses points x au plan �(x). Le champ � est dit complètement intégrable si

par chaque point de R3 passe une surface intégrale. Contrairement à un champ de droites,

un champ de plans n�est pas toujours intégrable comme on le voit sur les deux exemples

suivants.

1) En chaque point p = (x; y; z) de R3, on considère le plan

�(p) = fq = p+ h; h = (h1; h2; h3) 2 R3; h2 � exh1 = 0g:

Ce champ de plans est complètement intégrable. La surface intégrale �p qui passe par le

point p est la surface

�p = fq = (u; v; w) 2 R3; v � eu � c = 0g,

où la constante c est déterminée en écrivant que p = (x; y; z) 2 �p. L�espace R3 se décompose
alors en la réunion disjointe des surfaces �p :

R3 = [
p2R3

�p.

Avant de donner un exemple de champ de plans non intégrable, faisons deux remarques :

(i) La donnée du champ de plans � équivaut à la donnée des deux champs de vecteurs8<: X(p) = (0; 0; 1);

Y (p) = (1; ex; 0):

Une condition nécessaire pour que � soit complètement intégrable est que [X; Y ](p) soit

une combinaison linéaire de X(p) et Y (p). Le théorème de Frobenius nous dit que cette

condition est en fait su¢ sante.

(ii) On a une formulation duale, à l�aide de 1-formes, de l�intégrabilité d�un champ de

plans. La donnée du champ de plans � équivaut à la donnée de la forme de Pfa¤

!(p) = dy � exdx,

6



1.1. Des équations di¤érentielles aux feuilletages

le plan �(p) est le noyau de !(p): La condition de complète intégrabilité de Frobenius s�écrit

!
V
d! = 0:

2) En chaque point p = (x; y; z) de R3, on considère le plan

�(p) = fq = p+ h; h = (h1; h2; h3) 2 R3; h3 � xh2 + yh1 = 0g:

Ce champ de plans n�est pas complètement intégrable. Le long de l�axe Oz le champ est

horizontal et l�intersection avec un cylindre d�axe Oz est un champ de vecteurs tangentes à

des spirales.

De façon analogue à (i), le champ � est donné par les deux champs de vecteurs8<: X(p) = (0; 1; x);

Y (p) = (1; 0;�y)

et si on prend p = (0; 0; c); c 2 R, on aura [X; Y ](p) = (0; 0;�2) =2 �(p), ce qui remontre la
non intégrabilité de �:

Dualement, le plan �(p) est donné par l�annulation de la forme de Pfa¤

!p = dz � xdy + ydx:

Ce champ de 1-formes ne véri�e pas la condition de complète intégrabilité de Frobenius, en

e¤et un calcul immédiat montre que !
V
d! 6= 0:

On ne saurait parler de l�apport nouveau de Painlevé ([Pai97]) à l�étude qualitative des

équations di¤érentielles mieux que le fait Étienne GHYS ([Ghy99]) ; voici ce qu�il écrit :

�Painlevé, [...], commence une étude de la nature des singularités des solutions des équations

di¤érentielles générales. Il a l�intuition de la notion de structure feuilletée et comprend qu�il

est préférable de considérer les "solutions" comme des surfaces de Riemann non paramétrées

qui sont en général non singulières mais dont les projections sur les axes de coordonnées

présentent des singularités. La porte est ouverte pour une étude globale du comportement

qualitatif, indépendamment des coordonnées utilisées.�

Cette approche qualitative, développée dans de nombreux travaux dont ceux de Ben-

dixson, Denjoy, Kneser, Seifert..., aboutit à la notion de feuilletage introduite dans les

années 1940-1950 par Reeb et Ehresmann ([ER44, Ree52]). D�un point de vue historique,
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1.2. Structure feuilletée sur une variété complexe

on peut dire qu�un feuilletage est la géométrisation d�un système di¤érentiel complètement

intégrable, les feuilles étant les variétés intégrales de ce système.

Les dé�nitions suivantes ont été données, dans le cas réel, par G. Reeb dans sa thèse

([Ree52]). On en trouvera des exposé plus récents dans les textes de Hae�iger ([Hae64]),

Godbillon ([God91]) et Camacho [CN85].

1.2 Structure feuilletée sur une variété complexe

a) Structure feuilletée triviale de codimension p sur Cn.

Identi�ons l�espace numérique complexe Cn de dimension n au produit Cp � Cn�p ;
désignons par x = (x1; :::; xp) les p premières coordonnées de Cn et par y = (y1; :::; yn�p) les

n� p dernières coordonnées.

L�exemple le plus simple d�une structure feuilletée de codimension p sur Cn est celle dont les

feuilles sont les plans x = Cte. Désignons par Fp cette structure. Un automorphisme local
h de Fp est par dé�nition un isomorphisme local de Cn qui préserve localement les feuilles :
au voisinage de tout point (x; y) où h est dé�ni, l�isomorphisme h(x; y) = (X; Y ) s�exprime

par des équations de la forme : 8<: X = h1(x)

Y = h2(x; y).

où h1 est un isomorphisme local de Cp.

Soit U un ouvert de Cn. Une "plaque" dans U est une composante connexe de la trace

d�une feuille sur U .

Fig. 1.1
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1.2. Structure feuilletée sur une variété complexe

b) Structure feuilletée sur une variété analytique complexe.

Sur une variété complexe Vn de dimension n et à base dénombrable, une structure

feuilletée (ou feuilletage) F de codimension p, ou de dimension n� p, est un atlas maximal
A = (Ui; fi)i2I tel que pour tout (i; j), hij = fj � f�1i : fi(Ui \ Uj) �! fj(Ui \ Uj) est un
automorphisme local pour le feuilletage Fp sur Cn.
Une "plaque" dans Ui pour cette structure feuilletée est, par dé�nition, l�image inverse par

fi d�une "plaque" dans fi(Ui) pour la structure feuilletée triviale de codimension p sur Cn.

Un ouvert U de Vn est dit distingué s�il est isomorphe à un produit de deux disques Pp � Cp,
Pn�p � Cn�p tels que les images inverses des "plaques" dans Pp�Pn�p sont des "plaques"
dans U .

Il est facile de voir que :

1) tous les ouverts distingués de Vn contenant un point m forment un système

fondamental de voisinages du point m ;

2) pour tout (i; j); hij induit un isomorphisme de chaque

"plaque" de fi(Ui \ Uj) sur une "plaque" de fj(Ui \ Uj) ;
3) l�intersection d�un nombre �ni de "plaques" est une réunion de "plaques".

La dernière propriété permet de dé�nir une nouvelle structure analytique complexe sur Vn

; les ouverts de cette nouvelle structure sont les "plaques". Il est clair que cette nouvelle

structure est plus �ne que la structure "initiale" ; Vn munie de cette structure est une variété

analytique complexe de dimension n� p.

Une feuille de la structure feuilletée de codimension p sur Vn est, par dé�nition, une com-

posante connexe de Vn pour la structure �ne et avec cette structure une feuille est une

sous-variété analytique de dimension n� p de Vn.

Une feuille est dite propre si la topologie dé�nie sur la feuille par les "plaques" est la même

que la topologie induite sur la feuille par la topologie naturelle de Vn.

Soit F un feuilletage analytique de codimension p sur une variété analytique complexe

Vn et A = (Ui; fi)i2I l�atlas qui dé�nit ce feuilletage.
Une application g : U � Vn �! Cp (U ouvert) est dite distinguée si elle est localement de

la forme g = � � fi où � est la projection canonique de Cn sur Cp. Pour tout i 2 I, les

"plaques" dans U \ Ui sont les images inverses des points de Cp (Fig. 1.2).
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1.2. Structure feuilletée sur une variété complexe

Fig. 1.2

Si f et g sont deux applications distinguées ayant une partie commune dans leur domaine

de dé�nition, alors il existe un isomorphisme local h de Cp telle que f = h � g.
Maintenant, il facile de voir qu�un feuilletage F de codimension p sur Vn est aussi donné

par une famille fVi; figi2J telle que :
1) les Vi forment un recouvrement de Vn ;

2) fi : Vi �! Cp sont des submersions ;

3) la famille fVi; figi2J est complète dans le sens suivant : si f : U �! Cp (U ouvert)

est une submersion, alors, pour tout i tel que U \ Ui 6= ; et pour tout x 2 U \ Ui, il
existe un isomorphisme local h de Cp, tel que f = h � fi au voisinage de x.

Cette dé�nition de feuilletages est la plus naturelle pour l�étude des équations di¤érentielles

dans le domaine complexe.

Maintenant, rappelons quelques propriétés élémentaires des feuilles qui seront utilisées plus

tard :

1) Théorème de la continuité : Si m et m0 sont deux points appartenant à la même

feuille, alors, pour chaque voisinage distingué U 0 dem0, il existe un voisinage distingué

U de m, tel que chaque feuille rencontrant U transverse U 0 (Fig. 1.3).

Fig. 1.3
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1.3. Feuilletage associé à un système di¤érentiel holomorphe

2) La relation d�équivalence dont les classes sont les feuilles de F est ouverte (i.e. les

feuilles rencontrant un ouvert de Vn forment un ouvert de Vn).

3) L�adhérence dans Vn d�une réunion de feuilles est une réunion de feuilles.

1.3 Feuilletage associé à un système di¤érentiel holo-

morphe

Soit
dy

dx
= F (x; y) (1.1)

un système di¤érentiel holomorphe dans C � Cn ; cela signi�e que F est une application

holomorphe de C � Cn dans Cn. Choisissons un point (a; b) de C � Cn. Le théorème
de dépendance des conditions initiales tel qu�énoncé dans Dieudonné [Die90, page 309]

nous permet d�a¢ rmer que pour tout point (a; b) de C � Cn, il existe un disque ouvert
U � C de centre a et un polydisque ouvert V � Cn de centre b tels que, pour tout point

(x0; y0) 2 U � V , il existe une solution unique x 7�! '(x; x0; y0) de (1.1), dé�nie dans U ,

à valeurs dans Cn, et telle que '(x0; x0; y0) = y0. De plus, il existe un polydisque ouvert

W � V de centre b telle que, pour toute donnée initiale (x0; y0) dans U �W , la solution

x 7�! '(x; x0; y0) est dé�nie dans U et prend ses valeurs dans V . Alors, les graphes dans

U �W des solutions de (1.1) sont des images inverses des points de Cn par l�application

'(a; :; :) : U �W �! V � Cn

(x; y) 7�! '(a; x; y) ;

en e¤et, si (x0; y0) est un point de U �W , on voit que

�'(:; x0; y0)jU�W = �'(:; a; '(a; x0; y0))jU�W

= f(x; y) 2 U �W; y = '(x; a; '(a; x0; y0))g

= f(x; y) 2 U �W;'(a; x0; y0) = '(a; x; y)g

= '(a; :; :)�1('(a; x0; y0)).

Nous allons montrer maintenant que la collection (U �W;'(a; :; :)) constitue un système

d�applications distinguées pour le feuilletage dé�ni par le système di¤érentiel donné.
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1.4. Équations di¤érentielles de la forme y
0
=
P (x; y)

Q(x; y)

L�application '(a; :; :) est une submersion au voisinage de (a; b) ; en e¤et,

@

@y
j
(x;y)=(a;b)

'(a; x; y) =
@

@y
j
y=b

'(a; a; y) =
@y

@y
j
y=b
= In.

Soit maintenant (U1 �W1; '(a1; :; :)), (U2 �W2; '(a2; :; :)) deux telles applications dé�nies

au voisinage des points (a1; b1); (a2; b2) respectivement. Alors, si (U1 � W1) \ (U2 � W2)

est non vide, l�application y 7�! '(a2; a1; y) est un isomorphisme local de Cn qui véri�e

'(a2; x; y) = '(a2; a1; '(a1; x; y)) sur (U1 �W1) \ (U2 �W2).

On peut aussi regarder ce feuilletage de la manière suivante : prenons un point (a; b) dans

C�Cn, et soit y =  (x; a; b) une solution locale en ce point, le prolongement analytique de

 est une solution de notre système, et le graphe dans C�Cn de ce prolongement analytique
nous donne une feuille du feuilletage associé (Fig. 1.4).

Fig. 1.4

Cette deuxième approche au feuilletage que l�on trouve dans les leçons de Painlevé à Stock-

holm (1894) (voir [Pai95]) pré�gure la notion moderne de feuilletages, et de ce point de vue,

Painlevé aura été le premier feuilleteur (dixit G. Reeb!)!

1.4 Équations di¤érentielles de la forme y
0
=
P (x; y)

Q(x; y)

Soient P et Q deux polynômes en y, premiers entre eux, à coe¢ cients holomorphes en

x, et où Q n�est pas identiquement nul.

On rappelle que pour une telle équation, il existe deux types de singularités pour une solution

(un pole n�est pas considéré comme une singularité).
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1.4. Équations di¤érentielles de la forme y
0
=
P (x; y)

Q(x; y)

1) Singularités �xes : Ces singularités peuvent être déterminées explicitement sur l�équation.

Ce sont :

a) les points � 2 C tel qu�il existe un � satisfaisant

P (�; �) = 0 et Q(�; �) = 0:

Les points (�; �) sont les singularités du champ de vecteurs dé�ni par l�équation dans

C2.

b) les points e� tel que Q(e�; y) = 0 quel que soit y.
2) Singularités mobiles : Ces singularités dépendent du choix de la solution et ne peuvent

pas être déterminées explicitement, sans connaitre la solution considérée.

Cette équation peut se mettre sous la forme :

! = Q(x; y)dy � P (x; y)dx = 0

et prolongeons cette équation à une équation e! = 0 sur P1(C)� C.
On note par � l�ensemble des singularités de e!. Alors, e! = 0 dé�nit dans P1(C)�C ��

un feuilletage analytique. Ce feuilletage peut avoir des feuilles verticales (pour la projection

sur C). Ces feuilles sont incluses dans les �bres d�équation x = e� tel que Q(e�; y) = 0 quel
que soit y. Sur une telle �bre, il existe toujours un point singulier de e!.
Soit � la projection des points de � sur C(x). L�ensemble � est formé de points isolés parce

que P et Q sont premiers entre eux et parce que les zéros d�une fonction holomorphe sont

isolés. On note par e� le sous-ensemble de C constitué par la réunion des points de C tel
que la �bre au dessus de chaque point contient une feuille du feuilletage associé à l�équatione! = 0. Les points de � [ e� sont les singularités �xes de notre équation dans le sens donné
ci-dessus. On verra plus loin (chapitre 3), que :

a) un point de � est au plus un point singulier transcendant pour la solution et ne

peut jamais être un point singulier essentiel.

b) un point de e� peut être un point singulier essentiel pour la solution générale.
Une singularité mobile est un point où la feuille a une tangente verticale. Comme on le

verra dans le chapitre 3, une telle singularité est au plus algébrique.

Maintenant, on va déterminer les équations de la forme ci-dessus sans singularités mobiles.

Cela signi�e que pour une telle équation, le feuilletage associé dans P1(C) � C n�a pas
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1.4. Équations di¤érentielles de la forme y
0
=
P (x; y)

Q(x; y)

de feuilles à plan tangent vertical ; ce qui implique que Q doit être indépendant de y et

l�équation a la forme suivante :

y
0
=
P (x; y)

Q(x)
.

De même, au voisinage de l�in�ni en y, par le changement de variables z =
1

y
, notre équation

s�écrit sous la forme :

fQ(x) z
0

z2
+ P (x;

1

z
)gzm = 0; où m = sup(d0P; 2).

Pour ne pas avoir des feuilles à plan tangent vertical, il faut que le degré de P est inférieur

à 2. Donc, notre équation est une équation de Riccati de la forme :

q(x)y0 = a(x)y2 + b(x)y + c(x)

où a; b; c; q sont holomorphes sur C et q n�est pas la fonction nulle.

Il est facile de voir que cette équation de Riccati n�a pas de points singuliers mobiles.
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Chapitre 2

Feuilletages uniformes

Dans ce chapitre, on introduit les notions globales de feuilletage transverse et de feuilletage

uniforme pour une �bration.

Le problème abordé est alors d�établir que les feuilles d�un feuilletage transverse à une

�bration sont isomorphes à la base de cette �bration. On traite ce problème dans le cas où

la �bration est analytique complexe, à �bre compacte et à base simplement connexe. Tout

d�abord, on démontre le théorème d�Ehresmann puis, en s�y basant, on obtient le théorème

A qui nous permettra par la suite de résoudre, géométriquement, un cas particulier du

problème de Briot et Bouquet.

Le théorème A est encore valable si on remplace la �bration analytique complexe à �bre

compacte par une submersion analytique complexe propre.

2.1 Feuilletages transverses

2.1.1 Dé�nition et exemples

Soient E et B deux variétés connexes analytiques réelles ou complexes de dimension �nie,

� une submersion analytique surjective de E sur B, F un feuilletage analytique dé�ni dans

E et ayant une dimension égale à celle de B.

Dé�nition 2.1.1 On dira que le feuilletage F est transverse à la submersion � si, en tout

point m de E, la feuille et la �bre passant par m sont transverses.
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2.1. Feuilletages transverses

Si, en particulier, E �! B est une �bration, on dira aussi bien que le feuilletage est

transverse à �, ou qu�il est transverse à la �bration E �! B.

Donnons quelques exemples pour illustrer cette notion fondamentale pour la suite.

Exemple 2.1 Soit

dy � P (x; y)dx = 0

une équation de Pfa¤ dans C2, où P est un polynôme en y à coe¢ cients holomorphes en

x. Cette équation dé�nit dans C2 un feuilletage transverse à la �bration triviale de C2 sur

C(x)(1).

Exemple 2.2 Soit
dyi
dx

= fi(x; y1; ::: ; yn) (i = 1; :::; n) (2.1)

un système di¤érentielle dans C � Cn, où les fi sont des fonctions algébriques en y1; :::; yn
et méromorphes en x. Soit S l�ensemble des singularités �xes de (2.1). Alors, ce système

dé�nit dans (C�S)�Cn un feuilletage transverse à la �bration triviale de (C(x)�S)�Cn

sur C(x)� S.

Dans un langage géométrique, ces singularités correspondent aux variétés intégrales de

(2.1) dont une équation s�écrit x = x0, où x0 2 S.
llustrons cet exemple par un cas particulier ; l�équation di¤érentielle xdy + y3dx = 0 a

pour ensemble des singularités �xes S = fx = 0g et dé�nit dans (C� S)�C un feuilletage
transverse à la �bration triviale de (C(x)� S)� C sur C(x)� S.

Exemple 2.3 L�équation di¤érentielle dy � ezdz = 0 dé�nit dans C3 un feuilletage trans-

verse à la �bration triviale de C3 sur C2(x; y).

Contre-exemple 2.1 L�équation di¤érentielle dx = 0 dé�nit un feuilletage de C2 qui n�est

pas transverse à la �bration triviale de C2 sur C(x) car les �bres sont des intégrales. Mais

ce feuilletage est transverse à la �bration triviale de C2 sur C(y).

Contre-exemple 2.2 L�équation di¤érentielle 2ydy � dx = 0 dé�nit un feuilletage de R2

qui n�est pas transverse à la �bration triviale de R2 sur R(x) car une feuille qui passe par

un point du plan d�ordonnée nulle est tangente à la �bre "verticale" qui passe par ce point.

Mais ce feuilletage est transverse à la �bration triviale de R2 sur R(y):
(1)C(x) désigne C pour lequel on note x la variable courante.
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2.1. Feuilletages transverses

2.1.2 Théorème de Ehresmann

Le résultat suivant dû à EHRESMANN (voir [Ehr50, page 37]), est très utile pour l�étude

globale des solutions d�équations di¤érentielles ; dans toute la suite, nous le citerons, chaque

fois que nous aurons à le faire, sous le nom " théorème de Ehresmann"

Théorème de Ehresmann Soient (E; �;B) une �bration analytique à �bre compacte, F
un feuilletage transverse à cette �bration avec dimF = dimB. Alors, la restriction de � à
toute feuille de F est un revêtement.

Remarque 2.1.1 Ce théorème est encore vrai si E �! B dé�nit une submersion et si � est

une application propre.

Démonstration : Soit � une feuille de F . Puisque,
�

E ! B est une submersion, � est

transverse aux �bres et dim(�) = dim(B), il s�ensuit que �j� : � �! B est un isomorphisme

local. Pour montrer que �j� : � �! B est un revêtement, il su¢ t de montrer que, pour tout

b 2 B, il existe un disque U � B, b 2 U tel que pour chaque x 2 U la �bre ��1(x) rencontre
chaque feuille du feuilletage restreint Fj��1(U) en exactement un point.
En fait, les composantes connexes de � \ ��1(U) sont des feuilles de Fj��1(U) . Si V est

l�une de ces composantes connexes et si x 2 U , alors ��1(x) \ V contient exactement un

point, donc �jV : V �! U est bijective et est un isomorphisme analytique, ce qui montre

que �j� : � �! B est un revêtement.

A�n de construire U , nous montrons d�abord que pour chaque a 2 ��1(b) il existe un

voisinage ouvert distingué 
a de a tel que, pour tout x 2 �(
a), ��1(x) rencontre chaque

plaque de 
a en exactement un point (Fig. 2.1).

Fig. 2.1
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2.1. Feuilletages transverses

Soit �a la feuille de F passant par a 2 ��1(b). Puisque a est un point isolé de ��1(b)\�a
dans la topologie �ne de �a, il existe un disque a 2 D � �a tel que pour tout y 2 D, la �bre
��1(�(y)) rencontre D exactement au point y. Cela implique que l�application

h : ��1(�(D)) �! D;h(y) = ��1(�(y)) \D

est une submersion et que h(D) = D: D�autre part, D aurait pu être choisi de sorte

que D soit contenue dans une plaque d�un ouvert distingué 
 de F . Il est facile de voir
maintenant qu�il est possible de construire un voisinage ouvert distingué 
a de a tel que


a � 
 \ ��1(�(D)) et les plaques de 
a rencontrent chaque �bre ��1(x) où x 2 �(D) en
exactement un point. Nous laissons les détails au lecteur.

Puisque ��1(b) est compacte, on peut choisir un recouvrement �ni (
i = 
ai)
k
i=1 de

��1(b). Pour chaque i 2 f1; :::; kg, �(
i) est un voisinage de b dans B, donc \ki=1�(
i)
est un voisinage de b dans B. Soit U � \ki=1�(
i) un disque contenant b. Si L est une
feuille de Fj��1(U), alors L est contenue dans une certaine plaque P de 
i pour un certain

i 2 f1; :::; kg. Ainsi, nous pouvons conclure que �jL : L �! U est injective. D�autre part,

par l�injectivité, il s�ensuite que

�(L) = �(P \ ��1(U)) = �(P ) \ U = U .

Donc, �jL : L �! U est un isomorphisme analytique, ce qu�il fallait démontrer.

Remarque 2.1.2 Ce théorème de Ehresmann n�est plus vrai lorsque la �bre de la �bration

n�est pas compacte, comme le montre le feuilletage de R2, dé�ni par l�équation de Pfa¤

dy � y2dx = 0, transverse à la �bration triviale de R2 sur R(x), et représenté ci-dessous.

Fig. 2.2
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2.2. Feuilletages uniformes

2.2 Feuilletages uniformes

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension �nie, � une projection

de E sur B (application continue surjective), F un feuilletage dé�ni dans E et ayant une

dimension égale à celle de B.

Dé�nition 2.2.1 ([Sec71, page 34]) On dira que le feuilletage F est uniforme pour � si

toute feuille de F est homéomorphe à B par �.

Si, en particulier, E �! B est une �bration, on dira indi¤éremment que F est un feuil-

letage uniforme pour �, ou un feuilletage uniforme pour la �bration E �! B.

Voici quelque exemples qui illustre cette notion dont on aura besoin pour la suite.

Exemple 2.1 L�équation di¤érentielle xdx+ydy = 0 dé�nit dans R2�f(0; 0)g un feuilletage
uniforme pour la �bration triviale de R2 � f(0; 0)g sur le cercle x2 + y2 = 1.

Exemple 2.2 L�équation di¤érentielle xdy + ydx = 0 dé�nit dans (C(x) � f0g) � C un

feuilletage uniforme pour la �bration triviale de (C(x)� f0g)� C sur C(x)� f0g.

Contre-exemple 2.1 L�équation di¤érentielle dy+y2dx = 0 dé�nit dans C2 un feuilletage

qui n�est pas un feuilletage uniforme pour la �bration triviale de C2 sur C(x) puisque la

restriction de cette �bration aux feuilles n�est pas surjective.

Contre-exemple 2.2 L�équation di¤érentielle 2xdy�ydx = 0 dé�nit dans (C(x)�f0g)�C
un feuilletage qui n�est pas un feuilletage uniforme pour la �bration triviale de (C(x)�f0g)�
C sur C(x)� f0g puisque la restriction de cette �bration aux feuilles n�est pas injective.

Remarque 2.2.1 De manière plus générale, on pourrait appeler feuilletage uniforme dans

une variété topologique E, tout feuilletage F de E pour lequel il existe une variété topologique
B et une projection � de E sur B telle que F soit uniforme pour �.
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2.3. Feuilletages transverses et feuilletages uniformes. Théorème A

2.3 Feuilletages transverses et feuilletages uniformes.

Théorème A

Dans cette section, on se place dans un environnement analytique complexe mais, le

théorème qui va suivre est aussi valable dans le domaine analytique réel.

On se donne (E; �;B) une �bration analytique complexe localement triviale à �bre com-

pacte et à base simplement connexe. Soit F un feuilletage analytique dans E de dimension

égale à celle de B, transverse à (E; �;B).

Nous étudions la possibilité d�établir que toute feuille de F est isomorphe à B par �.

Nous obtenons une propriété globale, pour une feuille quelconque de F .
Théorème A Si la �bration (E; �;B) est à �bre compacte et à base simplement connexe et

si F est un feuilletage analytique transverse à cette �bration (dimF = dimB), le feuilletage
F est un feuilletage uniforme pour (E; �;B).

Remarque 2.3.1 Le théorème A est encore vrai si on remplace la �bration analytique com-

plexe (E; �;B), à �bre compacte, par une submersion propre.

Démonstration : Supposons queF est transverse à �, et soit � une feuille quelconque deF .
Puisque la �bration (E; �;B) est à �bre compacte, la restriction de � à � est un revêtement

d�après le théorème de Ehresmann. Puisque B est simplement connexe, � restreinte à � est

un isomorphisme analytique. Le feuilletage F est donc uniforme.

2.4 Le problème de Briot et Bouquet : cas où f est du

premier degré en y0

On montre dans cette partie qu�on peut �nalement résoudre, géométriquement, le prob-

lème de Briot et Bouquet dans le cas où f est du premier degré en y0. On utilise, à cet e¤et,

le théorème A de ce mémoire, et on en construit une solution particulièrement importante,

à savoir l�équation de Riccati.
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2.4. Le problème de Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0

2.4.1 L�équation de Riccati

Soit

y0 = ay2 + by + c (a; b; c 2 C) (2.1)

une équation de Riccati.

Nous démontrons géométriquement la propriété (connue) suivante.

Théorème 2.4.1 Les solutions de l�équation (2.1) sont méromorphes sur C.

Pour cela, on met en évidence un feuilletage F1 et une �bration �1 à �bre compacte tels
que le théorème 2.4.1 ci-dessus soit équivalent à la proposition 2.4.1 suivante.

Proposition 2.4.1 Le feuilletage F1 est uniforme pour �1.

Préambule : Les graphes des solutions de (2.1) sont les courbes intégrales du champ de

directions

D : (x; y) �! (1; ay2 + by + c)

dans C2.

Il est clair que ces courbes sont les feuilles d�un feuilletage de C2 et que ce feuilletage est

transverse à la �bration triviale :

C(x)� C(y) ��! C(x):

Mais, la �bre de cette �bration n�est pas compacte.

Cela nous amène, selon la terminologie consacrée, à compacti�er(1) C2 en C�P1(C).
Démonstration : La �bration �1

La projection canonique de C � P1(C) sur C dé�nit dans C � P1(C) une �bration
analytique �1 triviale, à �bre compacte et à base simplement connexe.

Le feuilletage F1
(1)En fait, il s�agit de compacti�er la �bre C de � en P 1(C).
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2.4. Le problème de Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0

Soit (O; x; y); (O0; x; z) un atlas de C�P1(C) avec le changement de cartes yz = 1. Le
couple suivant d�équations de Riccati dé�nit dans C�P1(C) un feuilletage F1 :8<: y0 = ay2 + by + c

�z0 = a+ bz + cz2

En e¤et, ces équations dé�nissent respectivement dans O et O0 des feuilletages, qui

coïncident sur O \O0.
Conséquence

Il est clair que, dans ces conditions, le théorème 2.4.1 et la proposition 2.4.1 sont équiv-

alents.

Or, le feuilletage F1 est transverse à �1. Donc, d�après le théorème A, le feuilletage F1
est uniforme.

Remarque 2.4.1 Le théorème 2.4.1 est encore vrai si a; b; c sont des fonctions entières.

Mais ceci est, pour le moment, en dehors de notre sujet.

2.4.2 Le problème de Briot et Bouquet : cas où f est du premier

degré en y0

Soit

f(y0; y) = a0(y)y
0 + a1(y) = 0 (2.2)

une équation de Briot et Bouquet, où a0 et a1 sont des polynômes premiers entre eux.

Dans ce cas, la réponse au problème de Briot et Bouquet s�exprime classiquement de la

façon suivante :

Théorème 2.4.2 L�équation de Riccati est la seule solution au problème de Briot et Bou-

quet lorsque le degré de f est égal à 1.

Nous en donnons la démonstration géométrique suivante.
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2.5. Étude de l�équation de Painlevé y00 = 6y2 + x (1)

Démonstration : Le feuilletage F2
En adoptant les mêmes notations que dans la sous-section 2.4.1, on voit que le couple

d�équations suivant dé�nit un feuilletage F2 dans C�P1(C) :8<: a0(y)y
0 + a1(y) = 0;

f�a0(
1

z
)
z0

z2
+ a1(

1

z
)gzm = 0, où m = sup(d0a1; 2 + d

0a0):

Conséquence

Si les solutions de (2.2) sont méromorphes sur C, le feuilletage F2 est transverse à la
�bration �1. Il s�ensuit que le degré de a0 est nul et que le degré de a1 est inférieur à 2.

Donc, l�équation (2.2) est de Riccati.

Ainsi, compte tenu du théorème 2.4.1, le théorème 2.4.2 est démontré.

2.5 Étude de l�équation de Painlevé y00 = 6y2 + x (1)

Lorsque l�on a une équation de type y00 = f(x; y; y0) avec f holomorphe en (x; y; y0) on

pose habituellement : y0 = z ce qui nous donne le système :8<: y0 = z

z0 = f(x; y; z)

qui dé�nit une structure feuilletée dans C3
(y;z;x)

.

En particulier pour l�équation (1) on obtient :8<: y0 = z

z0 = 6y2 + x
(2.1)

et si l�on raisonne en termes de champs de vecteurs dans C3, elle correspond aux champs de

composantes : 8>>><>>>:
Y = z

Z = 6y2 + x

X = 1

Ce qui montre, puisque X = 1, que le feuilletage est transverse aux �bres de la �bration

triviale :
C2 � C ��! C

((y; z); x) �! x
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2.5. Étude de l�équation de Painlevé y00 = 6y2 + x (1)

Malheureusement cette propriété ne donne pas de renseignements topologiques su¢ sants

qui nous permettraient de conclure à l�uniformité des solutions. On va alors essayer de

compacti�er la �bre C2 de � pour obtenir de nouveaux résultats.

Compacti�cation de C2 :

1) C2 ,! P1(C)�P1(C) :

On considère dansP1(C)�P1(C) les cartes naturelles : (O1; �1); (O2; �2); (O3; �3); (O4; �4)
et les coordonnées locales correspondantes : (yi; zi); i = 1; 2; 3; 4; les changements de cartes

étant :

y2 =
1

y1
; z2 = z1 sur O1 \O2

y3 = y1; z3 =
1

z1
sur O1 \O3

y4 =
1

y1
; z4 =

1

z1
sur O1 \O4:

On identi�e C2 à O1. Dans O4 le système (2.1) s�écrit :8>>><>>>:
�y04 z4 = y24

�z04 y24 = (xy24 + 6)z24

On voit que : � le point y4 = z4 = 0 est un point singulier du système ;

� y4 = 0, z4 6= 0 est une solution particulière ;
� y4 6= 0, z4 = 0 est aussi une solution particulière.

Les feuilles correspondant à ces solutions particulières seront dites singulières.

Lorsque l�on enlève l�ensemble singulier y4 = z4 = 0 on obtient une structure feuilletée

transverse aux �bres de �, sauf pour les feuilles singulières (deux dans chaque �bre) et cette

propriété est due à la forme très particulière de l�équation considérée.

Les renseignements obtenus sont néanmoins insu¢ sants pour conclure. On va essayer

une compacti�cation de C2 qui permet de résoudre le problème dans le cas des équations

di¤érentielles des fonctions elliptiques.
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2.5. Étude de l�équation de Painlevé y00 = 6y2 + x (1)

2) 2e compacti�cation de C2 :

On identi�e C2 à l�espace tangent T (C) de C et on plonge analytiquement C2 dans

T̂(P1(C)), qui est le compacti�é du �bre tangent à P1(C) obtenu en ajoutant un point à

l�in�ni dans chaque �bre. On peut alors utiliser un atlas possédant quatre cartes (O1; �1); (O2; �2); (O3; �3); (O4; �4);

les changements de cartes étant alors donnés par :

y2 =
1

y1
; z2 = �

z1
y21

sur O1 \O2

y3 = y1; z3 =
1

z1
sur O1 \O3

y4 =
1

y1
; z4 = �

y21
z1

sur O1 \O4:

(yi; zi) étant les coordonnées locales dans la carte (i); et C2 étant identi�é à O1.

Dans la carte 2 on obtient le système :8>>><>>>:
y02 = z2

y2 z
0
2 = 2z

2
2 � 6y2 � xy32:

Mais cela ne nous donne pas beaucoup plus de résultats que la compacti�cation précé-

dente. On va maintenant essayer d�utiliser l�idée originale de Painlevé.

3) Compacti�cation de Painlevé :

Considérons d�abord : C � C ,! C � P1(C) (le plongement de C dans P1(C) étant

habituel) et l�application � dé�nie par :

� : C� �P1(C) �! C� �P1(C) C� = C� f0g

(u; v) 7�! (y =
1

u2
; z = �2u�3 � xu

2
� u2

2
+ vu3)

Recollons C � P1(C) et C � P1(C) le long de �. L�espace quotient obtenu est homéo-
morphe à P1(C) � P1(C), donc compact. il est en outre muni d�une structure complexe
qu�il serait très intéressant d�étudier. Cette compacti�cation de C2 due à Painlevé a des
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2.5. Étude de l�équation de Painlevé y00 = 6y2 + x (1)

propriétés remarquables : En un point (u; v) le système (2.1) s�écrit :8>>>><>>>>:
u0 = 1 +

xu4

4
+
u5

4
� vu6

2

v0 =
x2u

8
+
3xu2

8
+
u3

4
� xvu2 � 3

4
vu4 + 3

2
v2u5

(2.2)

Remarquons que la deuxième équation ressemble à une équation de Riccati, d�ailleurs

lorsque l�on change v en V =
1

v
on obtient une équation analogue. Le changement montre

de plus que le point u = V = 0 est un point singulier. On va néanmoins pouvoir conclure.

En e¤et :

Pour u = 0; v = v0 le feuilletage est bien dé�ni et transverse à cette droite puisque

u0 = 1. Comme y =
1

u2
les solutions qui passent par u = 0 sont des solutions régulières

ayant des pôles d�ordre 2 en u = 0.

Pour terminer la démonstration, il reste à montrer que les feuilles du feuilletage n�ont

pas de points "V = 0" dans leur adhérence, ce que l�on fait en utilisant un raisonnement

di¢ cile, de type "analyse" que l�on trouve dans Hille ou dans les travaux de Painlevé par

exemple.

Le seul point singulier du système (2.2) étant le point u = V = 0, on aura donc prouvé

que toutes les solutions sont méromorphes et la propriété sera démontrée.
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Chapitre 3

Feuilletages de Painlevé

Dans ce chapitre, on introduit les notions (locales) de feuilletage simple et (globales) de

feuilletage de Painlevé pour une �bration.

Le problème abordé est alors celui du relèvement des chemins dans les feuilles d�un

feuilletage simple. On traite ce problème dans le cas où la �bration est analytique complexe

et à �bre compacte. En se basant sur les résultats de Gérard-Sec ([GS72]), on obtient

les théorèmes 3.3.1 et 3.4.1 qui sont une généralisation géométrique naturelle des résultats

fondamentaux de Paul PAINLEVÉ concernant la nature des singularités mobiles et �xes des

solutions des équations di¤érentielles (premier et second ordre) et des systèmes di¤érentiels

d�ordre quelconque.

Ces résultats sont encore valables si on remplace la �bration analytique complexe à �bre

compacte par une submersion analytique complexe propre.

3.1 Dé�nitions et exemples

3.1.1 Feuilletages simples

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension �nie. On se donne une

projection � de E sur B (application continue surjective).
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3.1. Dé�nitions et exemples

Dé�nition 3.1.1 ([GS72]) On dira qu�un feuilletage dé�ni dans E est simple pour la pro-

jection � de E sur B si, en tout point m de E, il existe un voisinage distingué de m dans

lequel la plaque de m rencontre ��1(�(m)) au point isolé m.

Si, en particulier, E �! B est une �bration, on dira aussi bien que le feuilletage est simple

pour �, ou qu�il est simple pour la �bration E �! B.

Exemple 3.1 Tout feuilletage transverse à une �bration de E est simple pour cette �bra-

tion.

Exemple 3.2 Si (E; �;B) est un revêtement de B, tout feuilletage de E est simple pour

cette �bration.

Exemple 3.3 Soit

! = P (x; y)dx+Q(x; y)dy = 0 (3.1)

une équation de Pfa¤ dans C2 dont les coe¢ cients P et Q sont des polynômes premiers

entre eux. Soit S l�ensemble des points singuliers de !. Alors, si l�équation (3.1) n�admet

pas de variété intégrale x = Cte, elle dé�nit dans C2���1(�(S)) un feuilletage simple pour
la �bration triviale (C2���1(�(S)); �;C(x)��(S)), où � est la projection canonique de C2

sur C(x).

Un exemple analogue est donné par une forme de Pfa¤ complètement intégrable sur Cn.

3.1.2 Feuilletages de Painlevé de 1re espèce

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension �nie, � une projection

de E sur B, F un feuilletage dé�ni dans E et ayant une dimension égale à celle de B.

Un chemin dans B (resp. dans E) est un couple (l; I) constitué par un segment I de R

(fermé ou semi-ouvert) et une application continue de I dans B (resp. dans E).

Dé�nition 3.1.2 ([GS72]) Soient (l; [0; 1]) un chemin dans B, et m un point de ��1(l(0)).

On dira que (l; [0; 1]) est relevable en m dans la feuille de F passant par m s�il existe

dans E un chemin (l̂; [0; 1]) d�origine m, tel que � � l̂ = l et tel que l̂([0; 1]) soit contenu

dans la feuille de m.

Le chemin (l̂; [0; 1]) est appelé un relèvement en m de (l; [0; 1]) dans la feuille de m.
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3.1. Dé�nitions et exemples

Dé�nition 3.1.3 ([GS72]) On dira que le feuilletage F est un feuilletage de Painlevé de

1re espèce pour � si tout chemin (l; [0; 1]) dans B est relevable en tout point m de ��1(l(0))

dans la feuille de m.

Conséquence 3.1.1 ([GS72]) La restriction de � à toute feuille de F est surjective.

Démonstration : Soient � une feuille arbitraire de F , et x un point de B. Montrons qu�il
existe a dans � tel que �(a) = x. Si m est un point quelconque de �, comme B est connexe,

donc connexe par arcs, soit (l; [0; 1]) un chemin dans B d�origine �(m) et d�extrémité x.

Puisque F est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce, le chemin (l; [0; 1]) est relevable en

m dans la feuille �. Soit (l̂; [0; 1]) un relèvement en m de (l; [0; 1]) dans la feuille �. Il su¢ t

donc de prendre a = l̂(1).

Exemple 3.1 Tout feuilletage transverse à une �bration à �bre compacte est un feuilletage

de Painlevé de 1re espèce pour cette �bration. Ceci découle du théorème de Ehresmann d�une

part, c�est à dire du fait que la restriction de � à toute feuille de F est un revêtement et,

d�autre part, du fait que les revêtements ont la propriété de relèvement des chemins.

Exemple 3.2 L�équation di¤érentielle
dp

d�
= p(1 � p2) (où p et � sont les coordonnées

polaires d�un point du plan) dé�nit un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour la �bration

triviale de R2 � f(0; 0)g sur le cercle p = 1.

Fig. 3.1

Exemple 3.3 L�équation di¤érentielle 2ydy � dx = 0 dé�nit dans C2 un feuilletage de

Painlevé de 1re espèce pour la �bration triviale de C2 sur C(x). (Ce feuilletage n�est pas

transverse à la �bration.)
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3.1. Dé�nitions et exemples

Contre-exemple 3.1 L�équation di¤érentielle dy�P (x; y)dx = 0, où P est un polynôme de
degré supérieur à 1, dé�nit un feuilletage de R2 qui n�est pas un un feuilletage de Painlevé de

1re espèce pour la �bration triviale de R2 sur R(x) car les feuilles admettent des asymptotes

x = Cte.

Contre-exemple 3.2 L�équation dx = 0 dé�nit un feuilletage de C2 qu n�est pas un un

feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour la �bration triviale de C2 sur C(x) : seuls, les

chemins dont l�image est réduite à un point sont relevables dans les feuilles.

Remarque 3.1.1 De manière plus générale, on pourrait appeler feuilletage de Painlevé de

1re espèce, dans une variété topologique E, tout feuilletage F de E pour lequel il existe une

variété topologique B et une application continue surjective � de E sur B telle que F soit

de Painlevé de 1re espèce pour �.

3.1.3 Feuilletages de Painlevé de 2e espèce

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension �nie, � une projection

de E sur B, S un sous-ensemble non vide de E tel que, pour tout x de B, l�ensemble S

rencontre ��1(x) en des points isolés.

Soit F un feuilletage dé�ni dans E � S, dont la dimension est celle de B.

Dé�nition 3.1.4 ([GS72]) On dira que F est un feuilletage de Painlevé de 2e espèce pour

� si, pour tout chemin (l; [0; 1[) de B relevable en un point m de ��1(l(0))�S dans la feuille
de m, le chemin (l; [0; 1]) est relevable en m dans l�adhérence de la feuille de m relativement

à E.

Si, en particulier, E �! B est une �bration, on dira indi¤éremment que F est un feuil-

letage de Painlevé de 2e espèce pour �, ou un feuilletage de Painlevé de 2e espèce pour la

�bration E �! B.

Conséquence 3.1.2 ([GS72]) La restriction de � à l�adhérence dans E d�une feuille est

surjective.
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3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

Remarque 3.1.2 Soit m un point de ��1(l(0)) � S, et soient � et � la feuille de m et

l�adhérence de � relativement à E. Conformément à la dé�nition précédente, il peut arriver

que le relèvement de (l; ]0; 1]) en m se trouve dans �� �.
Mais, si le feuilletage F est à la fois un feuilletage de Painlevé de 2e espèce pour �, et

un feuilletage simple pour �, un tel fait ne peut plus se produire à cause du théorème 3.2.1.

Exemple 3.1 L�équation di¤érentielle xdx+ydy = 0 dé�nit dans C2�f(0; 0)g un feuilletage
de Painlevé de 2e espèce pour la �bration triviale de C2 sur C(x) [tout chemin de C(x) est

relevable dans l�adhérence dans C2 de la feuille x + iy = 0, mais il existe des chemins non

relevables dans cette feuille].

Exemple 3.2 L�équation de Pfa¤ zdz + ydy + (z2 + y2)dx = 0 dé�nit dans C3 privé de la

droite complexe y = z = 0 un feuilletage de Painlevé de 2e espèce pour la �bration triviale

de C3 sur C2(x; y).

3.2 Propriétés locales des feuilletages simples

3.2.1 Notations et dé�nitions

E, B, variétés analytiques complexes connexes de dimension �nie ;

(E; �;B), �bration analytique complexe localement triviale ;

n, dimension de B ;

n+ p, dimension de E ;

a, point quelconque de E ;

F , feuilletage analytique dans E de dimension n, simple pour (E; �;B) ;


a, voisinage ouvert distingué de a ;


a, 
a = ��1(�(a))\ 
a ;
(l; [0; 1]), chemin dans B tel que l(0) = �(a).

Dé�nition 3.2.1 ([GS72]) Nous dirons que deux chemins (l1; [0; "1[) et (l2; [0; "2[), dans une

variété V , dé�nissent le même germe de chemin au point l(0), s�il existe " dans ]0; inff"1; "2g]
tel que l1j[0;"[ = l2j[0;"[, l1(0) = l2(0) = l(0).

31



3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

Dé�nition 3.2.2 ([GS72]) Le germe de chemin, dé�ni par (l; [0; 1]) au point l(0), est rel-

evable en a dans la feuille de a, s�il existe " > 0 tel que le chemin (l j[0;"[; [0; "[) soit relevable
en a dans la feuille de a.

Dé�nition 3.2.3 ([GS72]) Si (l̂; [0; "[) est un relèvement de (l; [0; "[), le germe, dé�ni au

point a par (l̂; [0; "[), est un relèvement en a dans la feuille de a du germe dé�ni au point

l(0) par (l; [0; 1]) [ou par (l; [0; 1[)].

Le problème qui se pose est celui de l�existence de relèvements de germes de chemins

dans une feuille de F en un point donné de cette feuille.

Pour cela, on démontre deux lemmes fondamentaux.

Remarque 3.2.1 Les résultats qui suivent, établis dans l�article de Gérard-Sec ([GS72]),

sont valables dans le domaine analytique complexe grâce aux théorèmes de Remmert ([RS53]),

mais non en général dans le domaine analytique réel, comme le montre, par exemple, le feuil-

letage de R2 représenté ci-dessous [�bration triviale de R2 sur R(x)].

Fig. 3.2

Remarque 3.2.2 On se limite au cas où E �! B est une �bration, de façon à rendre le

mémoire plus clair. Mais les résultats obtenus sont encore valables si � est une submersion

(voir la remarque 3.2.3) comme on le constate aisément dans les démonstrations qui suivent.

3.2.2 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.2.1 ([GS72]) Si F est un feuilletage analytique simple pour la �bration locale-

ment triviale (E; �;B), et si la dimension de F est égale à celle de B, il existe, pour tout

32



3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

point a de E, un voisinage ouvert distingué 
a de a tel que toute plaque de F dans 
a

rencontre toute �bre dans 
a. Le nombre de points de rencontre est �ni.

Démonstration : Puisque la �bration est localement triviale, il existe un voisinage ouvert

Va de a dans E, des polydisques U :j x j< � dans Cn et V :j y j< � dans Cp et des

isomorphismes analytiques 'a et '
0
a tels que le diagramme suivant soit commutatif :

Va
'a�! U � V

� jVa# # p
�(Va)

'
0
a�! U

(p est la projection canonique de U � V sur U).

On supposera 'a(a) = (0; 0).

Puisque 'a est un isomorphisme de �brés, le feuilletage induit par F dans Va se trans-

forme par 'a en un feuilletage eF (de dimension n) dans U � V , qui est simple pour la

�bration triviale de U � V sur U .

Il su¢ t donc de démontrer le lemme pour le feuilletage eF et de transporter le résultat

dans (E; �;B) par l�isomorphisme '�1a .

Soit 
0 un voisinage ouvert distingué de (0; 0) pour eF tel que la plaque de (0; 0) rencontre
la �bre de 0 au seul point (0; 0).

Il existe un isomorphisme analytique h0 de 
0 sur le produit du polydisque U1 :j x j< 1
de Cn et du polydisque V1 :j y j< 1 de Cp tels que :
(1) h0(0; 0) = (0; 0) ;

(2) toute plaque dans U1 � V1 est une variété linéaire d�équation y1 = y01

U � V � 
0
h0�! U1 � V1

# p # p j
0 # p1
U � p(
0) U1

Soit 8<: x = h(x1; y1);

y = k(x1; y1)

l�expression de h�10 .
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3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

Une plaque dans 
0 est l�ensemble des points (x; y) tels que8<: x = h(x1; y
0
1);

y = k(x1; y
0
1):

Puisque eF est un feuilletage simple pour p, le système8<: 0 = h(x1; 0);

y = k(x1; 0)

admet la seule solution (x1; y) = (0; 0).

Soit G la variété analytique d�équations8<: x = h(x1; y1);

y = k(x1; y1)

dans U � V1 � U1 � V , muni de la projection canonique ep sur U � V1.

Puisque le système 8<: 0 = h(x1; 0);

y = k(x1; 0)

a pour seule solution (x1; y) = (0; 0), ep�1(0; 0) rencontre G au seul point (0; 0; 0; 0).

On peut appliquer le théorème de plongement de Remmert à G.

Donc, il existe un polydisque U 0 � U et un polydisque V 0
1 � V1 tels que la trace de G

sur ep�1(U 0 � V 0
1) soit un revêtement rami�é (à k feuillets) de U

0 � V 0
1 par ep�1.

Alors, si on pose h�10 (U
0 � V 0

1) = 
00, on a la propriété suivante. Pour tout x de U
0,

p�1(x) rencontre toute plaque dans 
00.

L�intersection de 
00 et p
�1(U 0) est donc un voisinage de (0; 0) qui a la propriété requise.

Lemme du relèvement local des chemins : ([GS72])

Soient U le polydisque j x j< � dans Cn et V le polydisque j y j< � dans Cp. Si le

feuilletage F est simple pour la �bration triviale U � V
p! U , et si la dimension de F est
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3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

égale à n, le germe de chemin dé�ni dans U par (l; [0; 1]) au point l(0) = 0 est relevable au

point 0 de p�1(l(0)) dans la feuille de F passant par ce point.

Démonstration : Si la feuille de 0 est transverse à la �bre, le théorème est évident.

Sinon, on considère un voisinage ouvert distingué 
0 de 0 tel que la plaque P0 de 0

rencontre la �bre de 0 au seul point 0 dans 
0.

Cette plaque P0 est une variété analytique de dimension n dans 
0.

Nous pouvons lui appliquer le théorème de plongement de Remmert ([RS53], p.276).

On en déduit qu�il existe un polydisque eU :j xi j< �0i < � (i = 1; 2; :::; n) et un polydisqueeV :j yi j< �0i < � (i = 1; 2; :::; p) et un plongementM de P0 dans eU � eV tels que

(i)M est dé�ni par q équations pseudopolynomiales distinguées :

Pi(x; yi) = ykii + ai1(x)y
ki�1
i + :::+ aiki(x) = 0 (i = 1; :::; q);

où les aij(x) sont des fonctions holomorphes sur eU et nulles au point x = 0.
(ii) P0 \ (eU � eV ) est une composante irréductibleM� deM dans eU � eV .
(iii) L�ensemble M�

� des points de M�, où M� est transverse à la �bration trivialeeU � eV p�! eU est dense dansM�.

Tout revient alors à montrer qu�il existe " > 0 et un relèvement de (l; [0; "[) en 0 dans

M�.

Pour cela, on se réfère à la démonstration de la proposition 2 de ([RS53], p.276).

Soit W un voisinage de 0 dansM�, et soit m un point de W \M�
�.

Dans un voisinage de m dans U ,M�
� est représenté par des équations de la forme

y1 + c1(x) = 0;

::::::::::::::::::::;

yp + cp(x) = 0;

où c1, c2, ..., cp sont holomorphes sur un voisinage de p(m) dans eU .
On montre dans [RS53] que ces fonctions se prolongent à eU de façon continue (mais mul-

tiforme) et leurs prolongements sont racines des pseudopolynômes Pi(x; yi) qui dé�nissent

M.

Puisque la restriction de p à M� est surjective, et d�après (ii), on a un relèvement de

(l; [0; "[) en 0 dansM� qui est donné par

t! (x; y) = (l(t); c(l(t)));
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3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

où c a pour composantes c1, c2, ..., cp (on choisit une branche quelconque pour chaque

fonction multiforme).

Remarque : La projection canonique p de eU � eV sur eU dé�nit P0 \ (eU � eV ) comme
revêtement rami�é de eU ayant un nombre �ni k de feuillets.
Il s�ensuit que, pour tout point x de eU , tout germe de chemin en x est relevable en un

point quelconque de P0\p�1(x) dans P0\ (eU � eV ) et le nombre de relèvements est inférieur
ou égal à k.

3.2.3 Théorème local d�existence de relèvements dans une feuille

en un point

Nous allons maintenant démontrer des lemmes précedents le théorème ci-dessous, en

gardant les mêmes notations que dans la sous-section 3.2.1.

Théorème 3.2.1 ([GS72]) Si (E; �;B) est une �bration analytique complexe localement

triviale et si F est un feuilletage simple pour cette �bration (dimF = dimB), alors pour

tout chemin (l; [0; 1]) dans B et pour tout a de ��1(l(0)), le germe dé�ni par (l; [0; 1]) au

point l(0) est relevable en a dans la feuille de F passant par a. le nombre de relèvements

est majoré par un nombre entier k ne dépendant que du point a.

Démonstration : Comme dans la démonstration du lemme 3.2.1, il su¢ t de transporter

dans (E; �;B), par l�isomorphisme '�1a , le résultat du lemme du relèvement local des

chemins.

Soit donc (l; [0; "1[) un chemin dans B qui dé�ni le même germe au point l(0) que le

chemin donné (l; [0; 1]) et qui véri�e la relation '
0
a(l([0; "1[)) � eU:

Le germe de chemin dé�ni dans U par ('
0
a � l; [0; "1[) au point '

0
a(l(0)) = 0 est relevable

au point 'a(a) dans la feuille de eF qui passe par ce point. Soit (l̂; [0; "[) un représentant de

ce relèvement. Alors, le chemin ('�1a � l̂; [0; "[) est un relèvement cherché.

3.2.4 Dé�nition de l�indice de Gérard-Sec

Si (E; �;B) est une �bration analytique complexe localement triviale et si F est un

feuilletage analytique simple pour cette �bration (dimF = dimB), le théorème précédent
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3.2. Propriétés locales des feuilletages simples

permet de dé�nir une fonction sur E à valeurs dans N, qu�on appellera indice du feuilletage

F par rapport à la projection �, et qu�on notera

a �! Ind�(F ; a)

Pour tout point a de E, le nombre Ind�(F ; a) est égal au nombre maximal de relèvement
en a dans la plaque de a des germes de chemins en �(a) dans B.

3.2.5 Propriété de l�indice de Gérard-Sec

Théorème 3.2.2 ([GS72]) La fonction Ind�(F ; a) est localement bornée sur E.

Démonstration : Il su¢ t de démontrer ce théorème pour un feuilletage eF dé�ni dans le

produit de deux polydisques U :j x j< 1 de Cn et V :j y j< 1 de Cp et simple pour la

projection canonique de U � V sur U . On peut supposer que le point a est en (0; 0).

Dans le lemme 3.2.1, on a construit un voisinage ouvert 
00 de (0; 0) tel que toute plaque

dans 
00 rencontre toute �bre dans 

0
0 en un nombre de points �ni.

On va montrer qu�il existe un entier naturel k0 6= 0 tel que tout germe de chemin en un
point x0 de U 0 = p(
00) admet en tout point m de 
00 \ p�1(x0) un nombre de relèvements
dans la plaque de m qui est inférieur ou égal à k0.

Pour cela, on désigne par (l; [0; 1]) un représentant du germe de chemin donné, et on lui

associe le chemin (el; [0; 1]) de U 0 � V 0
1 dé�ni par

el(t) = (l(t); y01) (y01 2 V 0
1) (l(0) = x0;m = (x0; y0)).

D�après le lemme du relèvement local des chemins, on peut assurer qu�il existe " > 0

tel que le chemin (el; [0; "[) admette en (x0; y01; x01; y0) dans G \ ep�1(U 0 � V 0
1) un nombre de

relèvements inférieur ou égal à k0 (X0
1 = p1(h0(m)).

Chacun de ces relèvements dé�nit un relèvement dans la plaque du point (x0; y0). En

e¤et, si un tel relèvement s�écrit (l(t); y01; l1(t); �(t)), il véri�e les relations8<: x = h(x1; y
0
1);

y = k(x1; y
0
1)

qui sont les équations de la plaque du point (x0; y0) = m.
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3.3. Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 1re espèce

Remarque 3.2.3 Tous ces résultats sont encore valables dans le cas plus général où l�application

� de E sur B est une submersion. En e¤et, à tout point m de E, il correspond alors :

1) un voisinage ouvert Vm de m dans E ;

2) des polydisques U et V dans Cn et Cp respectivement ;

3) des isomorphismes analytiques 'm et '
0
m tels que le diagramme suivant soit commu-

tatif :

Vm
'm�! U � V

� jVm # # p
�(Vm)

'0m�! U

(p étant la projection canonique de U � V sur U).

3.3 Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de

1re espèce

3.3.1 Relèvements de chemins dans une feuille donnée

Les données sont les mêmes que celles de la sous-section 3.2.2, avec, en plus, l�hypothèse

que la �bre de (E; �;B) est compacte.

Nous étudions la possibilité de relever en a, dans la feuille de F passant par a, le chemin
(l; [0; 1]).

Nous obtenons une propriété globale, pour une feuille quelconque de F .

Théorème 3.3.1 ([GS72]) Si (E; �;B) est une �bration analytique complexe localement

triviale et si F est un feuilletage analytique simple pour cette �bration (dimF = dimB) ;

si, de plus, la �bre de (E; �;B) est compacte, F est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce

pour (E; �;B).

Conséquence 3.3.1 ([GS72]) La restriction de � à toute feuille de F est surjective.

Remarque 3.3.1 Le théorème 3.3.1 est encore vrai si E �! B dé�nit une submersion et

si � est une application propre.
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3.3. Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 1re espèce

Démonstration du théorème 3.3.1 :

1) Le lemme 3.2.1 et la compacité des �bres permettent de montrer que, si (l; [0; "]),

(" < 1) est un chemin dans B tel que (l; [0; "[) soit relevable en a dans la feuille de a, alors

le chemin (l; [0; "]) est aussi relevable en a dans la feuille de a.

En e¤et, soit (l̂; [0; "[) un relèvement de (l; [0; "[). Si v" est un voisinage compact assez

petit de l(") dans B, il est clair que ��1(v") est compact. Donc, pour toute suite in�nie

croissante (tn) de points de [0; "[ convergeant vers ", il existe une suite extraite (tnk) telle

que la suite l̂(tnk) converge vers un point b de �
�1(l(")).

D�après le lemme 3.2.1, il existe un voisinage distingué 
 de b tel que toute plaque dans


 rencontre ��1(l(")).

Or b appartient à l([0; "[)� l̂([0; "[) ; donc 
 rencontre l̂([0; "[) en un point m. Puisque la
plaque de m dans 
 rencontre ��1(l(")), le relèvement de (l; [0; "]) est assuré par prolonge-

ment de (l̂; [0; "[).

2) La démonstration se termine par un raisonnement par l�absurde. Supposons que l�on

ait pu, de proche en proche, relever les restrictions de l à [0; "1]; ["1; "2]; :::; ["n; "n+1], où

("n) est une suite croissante dans [0; 1]. Supposons que la borne supérieure de ("n) soit un

nombre " di¤érent de 1.

D�après le théorème 3.2.1, il est encore possible de relever le germe dé�ni par (l; [0; 1])

au point l(").

D�où il existe � > 0 tel que la restriction de l à [0; "+�[ soit relevable en a dans la feuille

de a.

Ceci est contraire à l�hypothèse. D�où " = 1.

3.3.2 Relèvements de chemins dans les feuilles voisines d�une feuille

donnée

Les notations sont les mêmes que celles de la sous-section précédente.

On suppose que le chemin (l; [0; 1]) est �xé et que le point a varie dans ��1(l(0)). On

étudie comment varie le nombre de relèvements de (l; [0; 1]) en a dans la feuille de a.
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3.3. Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 1re espèce

Proposition 3.3.1 ([GS72]) Pour tout relèvement (l̂; [0; 1]) de (l; [0; 1]) dans une feuille

de F , il existe un entier naturel k non nul et un voisinage V de l̂(0) dans ��1(l(0)) tels

que, pour tout point m de V , les relèvements de (l; [0; 1]) au point m dans la feuille de m

sont en nombre inférieur ou égal à k et ont leurs extrémités dans un voisinage de l̂(1) dans

��1(l(1)).

Démonstration : Soit � l�ensemble des nombres � de [0; 1] pour lesquels il existe :

1) un entier naturel k� 6= 0 ;
2) un recouvrement �ni de l̂([0; �]) par une chaîne de voisinages ouverts distingués 
1 [

:::[
q� tels que, pour tout point m de 
1\��1(l(0)), le nombre de relèvements de (l; [0; �])
au point m dans la feuille de m qui sont contenus dans 
1 [ ::: [
q� est inférieur ou égal à
k�.

D�après le théorème 3.2.2, � est non vide : c�est le cas où la chaîne est réduite à un

ouvert distingué 
1.

Il nous su¢ t de montrer que � = [0; 1]. Pour cela : si � désigne la borne supérieure de

�, il su¢ t de montrer que � = 1 et que � appartient à �.

Soit 
0 un voisinage ouvert distingué de l̂(�) qui satisfait au théorème 3.2.1 . Si � est

un réel de [0; 1], tel que � < � et l(�) 2 �(
0), � appartient à �, et il existe une chaîne


1; :::;
q� de voisinages ouverts distingués, tels que 
1 [ ::: [ 
q� est un recouvrement de
l̂([0; �]), et 
1[ :::[
q� [
0 est un recouvrement de l̂([0; �]) [resp. l̂([0; 
]) si l(
) 2 �(
0),
avec 
 > �].

On va montrer que si � 6= 1, � appartient à �, et si � = 1, � appartient à �.
On remplace le recouvrement 
1 [ :::[
q� [
0 par un recouvrement plus �n obtenu de

la façon suivante : 
0 est remplacé par 
00 saturé de 
0 \
q� pour la relation d�équivalence
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3.4. Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de 2e espèce

�(
0) associée aux plaques de 
0 ([Ree52], A. I. 8) ; 
q� est remplacé par 

0
q� saturé de 


0
0\


q� pour la relation d�équivalence �(
q�) associée aux plaques de 
q� ; et ainsi de suite :

d�une façon générale 
i est remplacé par 
0i saturé de 
i+1\
i pour �(
i) (i = q��1; :::; 1; 0)
[�g. (1), (2)].

Tout relèvement de (l; [0; 
]) [resp. (l; [0; �])] s�obtient en composant un relèvement de

(l; [0; �]) et un relèvement de (l; [�; 
]) [resp. (l; [�; �])]. Un relèvement de (l; [0; 
]) [resp.

(l; [0; �])], est situé dans 
01 [ ::: [
0q� [
00 si, seulement si, il est composé d�un relèvement
de (l; [0; �]) situé dans 
01 [ ::: [ 
0q� et d�un relèvement de (l; [�; 
]) [resp. (l; [�; �])] situé
dans 
00.

D�après l�hypothèse, et d�après le choix de 
0, le nombre de relèvements situé dans


01 [ :::[
0q� [
00 est donc inférieur ou égal à k0k�. Donc 
 (resp. �) appartient à �. Donc
� = [0; 1].

Remarque : Si le feuilletage F est transverse à � en tout point de l([0; 1]), il existe un

recouvrement 
1 [ ::: [ 
q� de l̂([0; 1]) tel que k = 1. Alors, les relèvements de (l; [0; 1])

dé�nissent un isomorphisme analytique de 
1 \ ��1(l(0)) sur 
q�\ ��1(l(1)).

3.4 Feuilletages simples et feuilletages de Painlevé de

2e espèce

Notations : (E; �;B), �bration analytique complexe localement triviale à �bre compacte ;

S, sous-ensemble analytique (1)de E qui ne rencontre chaque �bre de E qu�en

des points isolés ;

F , feuilletage analytique dé�ni dans E � S, simple, pour la projection � jE�S
de E � S sur B, et de dimension égale à celle de B ;

(l; [0; 1]), chemin dans B ;

a, point de ��1(l(0))� S.

(1)Rappelons qu�une partie S de E est dit un sous-ensemble analytique de E, s�il est fermé, et si tout

point x 2 S possède un voisinage Ux dans lequel S est l�ensemble des zéros communs d�un nombre �ni de
fonctions holomorphes dans Ux.
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Problème : Nous étudions la possibilité de relever le chemin (l; [0; 1]) en a dans l�adhérence

relativement à E de la feuille de a.

Théorème 3.4.1 ([GS72]) Si la �bration (E; �;B) est à �bre compacte et si F est un

feuilletage analytique dans E � S, simple pour � jE�S, le feuilletage F est un feuilletage de

Painlevé de 2e espèce pour (E; �;B).

Démonstration : Il su¢ t de montrer que, si (l; [0; 1]) est un chemin dans B tel que

(l; [0; 1[) soit relevable en a dans la feuille de a, alors, le chemin (l; [0; 1]) est relevable en a

dans l�adhérence de la feuille de a.

Grâce à la compacité de la �bre, on construit un point b de ��1(l(")) qui est adhérent à

l̂([0; "[) [relèvement de (l; [0; "[)]. Puis on distingue les trois cas suivants :

1er cas : b est dans E � S. Alors, grâce au lemme 3.2.1, on termine la démonstration

comme celle du théorème 3.3.1 .

2e cas : b est dans S, et l�adhérence de l̂([0; "[) rencontre ��1(l(")) au seul point b. Alors

un relèvement de (l; [0; "]) est assuré.

3e cas : b est dans S, l�intersection de l�adhérence de l̂([0; "[) et de ��1(l(")) est contenue

dans S et comprend au moins deux points, b et b0.

On montre que ce cas ne peut se produire sans contredire l�hypothèse selon laquelle S

ne rencontre ��1(l(")) qu�en des points isolés.

Pour cela, puisque la �bre est compacte, il su¢ t de montrer que l�on peut construire une

suite in�nie de points de S\ ��1(l(")).

Or on peut trouver :

(i) des voisinages Vb et Vb0 respectifs de b et b0 dans ��1(l(")) tels que Vb \ Vb0 = ? ;
(ii) deux suites (tn) et (t0n) de [0; 1] convergeant en croissant vers " et telles que

(n ! 1) =) (l̂(tn)! b);

(n ! 1) =) (l̂(t0n)! b0;

8n 2 N; tn < t0n < tn+1:
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Il s�ensuit que, si V" est un voisinage compact assez petit de l(") dans B, il existe une

suite (t00n) de [0; 1] convergeant en croissant vers " et telle que

8n 2 N; tn < t00n < t0n;

l̂(t00n) =2 V" � Vb;

l̂(t00n) =2 V" � Vb0 :

Alors, on peut extraire de l̂(t00n) une suite convergeant vers un point de �
�1(l(")), di¤érent

de b et b0. Ce point b00 est dans l�adhérence de l̂([0; "[) et dans ��1(l(")), donc b00 est dans S.

Ainsi est construite, de proche en proche, une suite in�nie de points de S\ ��1(l(")).

3.5 Application

3.5.1 Équations di¤érentielles et systèmes di¤érentiels

On montre dans cette sous-section qu�on peut �nalement retrouver les théorèmes fonda-

mentaux de Painlevé comme corollaires des théorèmes 3.3.1, 3.4.1, et de la proposition 3.3.1

de ce chapitre.

Équations du 1er ordre

On lit dans [Pai97](Introduction, p. 8) : La théorie analytique des équations du premier

ordre

F (y0; y; x) = 0 (3.1)

algébriques en y0, y, analytiques en x, repose sur les deux propositions suivantes, dont aucune

ne subsiste pour le second ordre :

Théorème I : Une intégrale y(x) de (3.1) ne peut admettre comme points singuliers non

algébriques que certains points �xes x = � qui se mettent en évidence sur l�équation même.

Théorème II : Soit y0 la valeur de y(x) pour x = x0 et soit y = '(x; y0; x0) l�intégrale

de (3.1). Si x , x0 désignent deux valeurs numériques quelconques, distinctes des valeurs
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�, la fonction y = '(x; y0; x0) ne présente dans tout le plan des y0 que des points singuliers

algébriques.

Démonstration du théorème I de Painlevé :

1 er cas (cf. [Pai97], p. 21 à 26) :

Hypothèse 3.5.1 On suppose que l�équation (3.1) peut se mettre sous la forme

Q(x; y)dy � P (x; y)dx = 0:

Les fonctions P , Q sont des polynômes en y qui sont premiers entre eux pour x quelconque

et ont leurs coe¢ cients holomorphes sur C. Le polynôme Q n�est pas identiquement nul.

Notations : e! = 0, équation obtenue en prolongeant l�équation (3.1) à C(x)�P1(C) ;
�, projection canonique de C(x)�P1(C) sur C(x) ;
S1, ensemble des points singuliers de e! = 0 ;
S2, sous-ensemble de C�P1(C) constitué par la réunion des variétés intégrales
d�équation x = Cte ;

S = S1 [ S2 ; on note � la projection par � de S sur C(x) : c�est l�ensemble des
«points �» de Painlevé. On remarquera que C� � n�est pas vide.

Lemme 3.5.1 Le feuilletage dé�ni par e! = 0 dans (C� �)�P1(C) est de Painlevé de 1er

espèce pour la projection canonique sur C� �.

Démonstration : L�ensemble � est formé de points isolés parce que P et Q sont premiers

entre eux et parce que les zéros d�une fonction holomorphe sont isolés. donc C � � est un

ouvert dense et connexe dans C (non vide).

Il est facile de voir que l�équation e! = 0 dé�nit dans (C��)�P1(C) un feuilletage simple
pour � puisqu�on a enlevé les variétés intégrales d�équation x = Cte. C�est un feuilletage

simple pour la �bration triviale à �bre compacte de (C� �)�P1(C) sur (C� �).

Donc, d�après le théorème 3.2.1, c�est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour

((C� �)�P1(C); �; (C� �)).

44



3.5. Application

Application du lemme 3.5.1 à la démonstration du théorème I :

La restriction de � à toute feuille est surjective ; donc, toute intégrale Y (x) est dé�nit

en tout point de C� �.

Tout germe de chemin en x0 dans C � � a un nombre �ni de relèvements en un point

quelconque de ��1(x0) dans la feuille de ce point ; donc, tout point x0 de C� � est un point
singulier algébrique au sens de Painlevé ou un point ordinaire pour toute intégrale Y (x).

Ceci démontre le théorème I de Painlevé.

Application du lemme 3.5.1 à la démonstration du théorème II :

Le lemme 3.5.1 nous permet d�appliquer notre proposition 3.3.1. Donc, pour tout chemin

(l; [0; 1]) de C��, d�origine x0 et d�extrémité x1, et pour tout relèvement (l̂; [0; 1]) de (l; [0; 1])
qui a pour extrémité b, il existe :

1) un entier naturel k, di¤érent de 0 ;

2) un voisinage Va de a dans ��1(x1) ;

3) un voisinage Vb de b dans ��1(x1),

tels que, pour tout point (x0; y0) de Va, les relèvements de (l; [0; 1]) qui ont pour origine

(x0; y0) sont en nombre inférieur à k et ont leurs extrémités dans Vb.

Il s�ensuit que l�ordonnée de a est un point singulier algébrique ou un point régulier pour

'(x; y0; x0).

Lemme 3.5.2 L�équation e! = 0 dé�nit pour la �bration triviale de (C � �(S2)) � P1(C)
sur C� �(S2) un feuilletage de Painlevé de 2e espèce dans C�P1(C)� S1 [ S2.

Ce lemme est une conséquence immédiate du théorème 3.4.1. En e¤et, on sait déjà qu�on

a un feuilletage simple pour �. Il su¢ t donc de véri�er que S1 rencontre chaque �bre en des

points isolés, ce qui est le cas, puisque S1 est formé lui-même de points isolés.

Dé�nition 3.5.1 ([GS72])Un point x0 de C est essentiel pour l�intégrale y(x) s�il existe un

chemin (l; [0; 1]) de C tel que l(0) = x0 et qui n�est pas relevable dans le graphe de y(x).
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Conséquence du lemme 3.5.2 :

Les points singuliers essentiels des solutions sont à chercher dans �(S2) ([Pai97], p.

26-27).

2 e cas (cf. [Pai97], p. 49 à 58) :

Hypothèse 3.5.2 L�équation (3.1) s�écrit

F (y0; y; x) = ap(x; y)y
0p + ap�1(x; y)y

0p�1 + :::+ a1(x; y)y
0 + a0(x; y) = 0,

où a0; a1; :::; ap sont des polynômes en y, à coe¢ cients holomorphes sur C.

On suppose que l�ensemble � d�équation F (z; y; x) = 0 est un ensemble analytique dans

C(x)� C(y)� C(z), dont les sections par x = Cte sont irréductibles et non vides.

Démonstration : On se ramène de la façon suivante à la méthode de démonstration utilisée

pour le 1er cas.

On considère la forme ! induite par dy � zdx sur �.

On considère le compacti�é e� de � dans C(x)�P1(C)�P1(C), et on prolonge l�équation
! = 0 en e! = 0 à e�.
Si � est la restriction à e� de la projection canonique de C(x)�P1(C)�P1(C) sur C(x),

on montre qu�il existe un ouvert connexe O, dense dans �(e�) = C(x), et tel que :
(i) ��1(O) \ e� est une variété analytique ;
(ii) la projection � dé�nit une �bration localement triviale dans ��1(O) \ e� ;
(iii) l�équation e! = 0 dé�nit dans ��1(O) \ e� un feuilletage de Painlevé de 1re espèce

pour �.

Alors les théorèmes I et II de Painlevé en résultent.

Systèmes du 2e ordre

Soit
dy

dx
= f1(x; y; z);

dz

dx
= f2(x; y; z); (3.2)

où f1; f2 sont rationnels en y; z.
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On considère, comme le fait Painlevé, le système associé sur C(x)�P2(C)

� :
dx

X
=
tdy � ydt

tA� yC
=
tdz � zdt

tA� zC
;

où X;A;B;C sont des polynômes homogènes en y; z; t; le premier de degré q, les autres de

degré q + 1, à coe¢ cients holomorphes en x.

Painlevé énonce son théorème de la façon suivante ([Pai97], Introduction, p. 12 et 13) :

(I�) : « Si les polynômes X;A;B;C sont les plus généraux de leur degré, l�intégrale

générale

y = '(x; y0; z0; x0); z =  (x; y0; z0; x0); t � 1

ne peut admettre de singularités mobiles non algébriques. »

(II�) : « Pour que l�intégrale générale y = '; z =  admette des singularités transcen-

dantes mobiles, il faut (mais il ne su¢ t pas) que les égalités

X = 0; tA� yC = 0; yB � zC = 0; zC � tB = 0;

soient compatibles (quel que soit x) pour des valeurs de y; z; t qui ne soient pas toutes

nulles.»

(III�) : « Pour que l�intégrale générale y = '; z =  admette des singularités essentielles

mobiles, il faut (mais il ne su¢ t pas) que le polynôme X(y; z; t; x) [ou l�un de ses diviseurs

X1(y; z; t; x)] dé�nisse une intégrale première particularisée. »

Nous en donnons la démonstration suivante :

Démonstration (cf. [Pai97], p. 421 à 425) :

Soit � la projection canonique de C�P2(C) sur C.
Soient S1 l�ensemble des points singuliers du champ de directions dé�ni par le système

dans C�P2(C) et S 01 l�ensemble des points (x; y; z; t) de S1 tels que ��1(x) rencontre S1 en
des points non isolés.

Soit S2 le sous-ensemble de C � P2(C) constitué par la réunion de S 01 et des variétés
intégrales dont une équation est x = Cte.

On sait que �(S1) et �(S2) sont des sous-ensembles analytiques de C. Donc leur dimen-

sion est 0 ou 1. Si la dimension de �(S1) est 1, on a �(S1) = C. Si la dimension de �(S2)

est 1, on a �(S2) = C. D�où trois cas :
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(a) �(S1) 6= C, �(S2) 6= C (systèmes génériques) ;

(b) �(S1) = C; �(S2) 6= C ;
(c) �(S2) = C.

Dans le cas (a), on désigne par � la projection par � de S1 [ S2 sur C(x) (ensemble des
points � de Painlevé) et on démontre, comme pour les équations du 1er ordre, que le système

� dé�nit par la �bration triviale de (C� �)�P2(C) sur C� � un feuilletage de Painlevé de
1er espèce.

On en déduit la partie (I�) du théorème de Painlevé cité ci-dessus.

Dans le cas (b), on désigne par �0, la projection par � de S2 sur C(x) et on démontre le

lemme suivant :

Lemme 3.5.3 Lorsque �(S1) = C; �(S2) 6= C, le système � dé�nit pour la �bration triviale
de (C � �0) � P2(C) sur C � �0 un feuilletage de Painlevé de 2e espèce dans ((C � �0) �
P2(C))� S1.

Démonstration : Il est clair que � dé�nit dans ((C � �0) � P2(C)) � S1 un feuilletage

simple pour �, car on a enlevé les variétés intégrales d�équation x = Cte.

Par hypothèse, l�ensemble �0 est formé de points isolés. Donc la variété (C� �0)�P2(C)
est connexe et munie canoniquement d�une �bration triviale à �bre compacte.

Pour pouvoir appliquer le théorème 3.4.1, il ne reste plus qu�à véri�er que S1 est un sous-

ensemble analytique de (C � �0) � P2(C), qui ne rencontre chaque �bre qu�en des points
isolés : il en est bien ainsi, car on a enlevé S 01. Ainsi, le lemme 3.5.3 est démontré.

Conséquence du lemme 3.5.3 :

(i) Les points singuliers transcendants d�une solution sont contenus dans �(S1).

(ii) les points singuliers essentiels d�une solution sont contenus dans �(S2).

3.5.2 Équations di¤érentielles du 2e ordre

Soit l�équation
d2y

dx2
=
P (y0; y; x)

Q(y0; y; x)
; (3.3)

où P et Q sont des polynômes en y; y0, sans facteur commun pour x quelconque.
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Soient p et q les degrés respectifs de P et Q relativement à y0. On suppose p � q + 2.

Nous démontrons le théorème de Painlevé suivant ([Pai97], p. 413) :

(I) : « Si Q(y0; y; x) n�admet pas de zéro y = G(x) indépendant de y0 et si p > q + 2;

l�intégrale générale y(x) de (3.3) et sa dérivée y0(x) ne peuvent présenter de singularités

essentielles mobiles.»

(II) : « Si Q(y0; y; x) admet au moins un zéro y = G(x) indépendant de y0 et si p > q+2;

l�intégrale générale y(x) de (3.3) ne peut présenter de singularités essentielles mobiles. Mais

y0(x) peut en présenter. »

(III) : « Si Q(y0; y; x) n�admet pas de zéro indépendant de y0 mais si p = q + 2, la

fonction y(x) peut présenter des singularités essentielles mobiles ; mais y0(x) n�en présente

pas. »

(IV) : « Si Q(y0; y; x) admet au moins un zéro indépendant de y0 et si p = q + 2, les

fonctions y(x) et y0(x) peuvent présenter des singularités essentielles mobiles. »

Démonstration (cf. [Pai97], p. 396 à 413) :

On pose dy=dx = z; et on remplace l�équation (3.3) par le système di¤érentiel � suivant,

dans C3 :

� :
dx

Q(z; y; x)
=

dy

zQ(z; y; x)
=

dz

P (z; y; x)
:

On prolonge le système � à P1(C)(y)�P1(C)(z)� C(x) en un système e�.
Notations : �; projection canonique de P1(C)�P1(C)� C sur C ;
S1; ensemble des points singuliers de e� ;
S 01; ensemble des points (x; y; z) de S1 tels que �

�1(x) rencontre S1 en des points non

isolés ;

S2, réunion des variétés intégrales de e�, dont une équation s�écrit x = Cte et de S 01.

Remarque 3.5.1 �(S1) = C, car S1 contient l�ensemble des points (x; y; z) qui véri�ent le

système 8<: P (z; y; x) = 0;

Q(z; y; x) = 0:
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Corollaire 3.5.1 On a donc seulement deux cas :

(a) �(S2) 6= C (équations génériques) ;
(b) �(S2) = C.

La méthode est alors la même que dans le cas des systèmes di¤érentiels : par exemple,

si �(S2) = � est di¤érent de C; on démontre que le système e� dé�nit pour la �bration

triviale de (C� �)�P1(C)�P1(C) sur C� � un feuilletage de Painlevé de 2e espèce dans

((C� �)�P1(C)�P1(C))� S1.

On en déduit que les points singuliers essentiels sont contenus dans �(S2) = �.

D�où la partie (I) du théorème de Painlevé.

Des interprétations géométriques analogues peuvent être également données dans les

autres cas.

3.5.3 Équations de Pfa¤ complètement intégrables

On se propose, dans cette section, de démontrer pour les équations de Pfa¤des théorèmes

analogues à ceux de Painlevé pour les équations di¤érentielles. On utilise, à cet e¤et, les

théorèmes 3.3.1, 3.4.1, ainsi que la proposition 3.3.1.

Soit l�équation de Pfa¤ :

! � Q(x; y)dy +
nX
i

Ai(x; y)dxi = 0: (3.4)

On suppose réalisée la complète intégrabilité ! ^ d! � 0:
En outre, on suppose que les fonctions Q;A1; :::; An sont polynomiales en y, à coe¢ cients

holomorphes en x = (x1; x2; :::; xn).

On suppose qu�il existe x dans Cn tel que Q(x; y); A1(x; y); :::; An(x; y) soient premiers

entre eux et non nuls.

Soit e! = 0, l�équation obtenue en prolongeant l�équation (3.4) à Cn(x)�P1(C):
Notations : S1; ensemble des points singuliers de e! = 0 ;
S2; sous-ensemble de Cn�P1(C) constitué par la réunion des variétés intégrales d�équation

x = Cte (variétés de dimension 1) ;

S = S1 [ S2 ;
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3.5. Application

�; projection canonique de Cn �P1(C) sur Cn ;
� = �(S1 [ S2).

Lemme 3.5.4 L�équation e! = 0 dé�nit pour la �bration triviale (Cn��)�P1(C) ��! Cn��
un feuilletage de Painlevé de 1er espèce dans (Cn � �)�P1(C):

Démonstration : On sait que l�équation e! = 0 dé�nit un feuilletage de dimension n dans
Cn �P1(C) à cause de la complète intégrabilité de ! (théorème de Fröbenius).
Ce feuilletage induit dans (Cn � �) � P1(C) un feuilletage simple pour � puisqu�on a

enlevé les variétés intégrales d�équation x = Cte.

On véri�e que Cn � � est un ouvert connexe dense dans Cn. En e¤et, �(S1) et �(S2)

sont des ensembles analytiques, car � est une application propre ; par suite de l�hypothèse,

�(S1) et �(S2) sont distincts de Cn ; donc, �(S1 [ S2) est nulle part dense dans Cn, et
Cn � �(S1 [ S2) est connexe (non vide).
On a donc un feuilletage simple pour une �bration triviale à �bre compacte. D�après le

théorème 3.3.1, c�est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour ((Cn��)�P1(C); �;Cn�
�).

Conséquence du lemme 3.5.4 :

(i) La restriction de � à toute feuille de F est surjective ; donc toute intégrale est dé�nie
en tout point de Cn � �.

(ii) Toute germe de chemin en x0 dans Cn � � a un nombre �ni de relèvements en un

point quelconque de ��1(x0) dans la feuille de ce point : on peut dire que x0 est un point

singulier algébrique ou un point ordinaire pour toute intégrale Y (x):

D�où une généralisation du théorème I de Painlevé :

Si une application de Cn dans P1(C) est une solution de e! = 0, l�ensemble de ses points
singuliers non algébriques est contenu dans �.

Problème : Comme dans le cas de l�équation di¤érentielle du premier ordre, on peut

chercher quel sous-ensemble de � est susceptible d�être un ensemble de points singuliers
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essentiels pour une solution (même dé�nition que la dé�nition 3.5.1, en remplaçant C par

Cn).

Pour cela, on démontre le lemme 3.5.5 :

Soient S 01 le sous-ensemble de S1 qui est saturé pour la relation d�équivalence associée à

� et �0 = �(S 01 [ S2).

Lemme 3.5.5 L�équation e! = 0 dé�nit pour la �bration triviale de (Cn � �0)�P1(C) sur
Cn��0 un feuilletage de Painlevé de 2e espèce de dimension n, dans ((Cn��0)�P1(C))�S1.

Démonstration : On véri�e qu�on peut appliquer le théorème 3.4.1 de ce mémoire. En

e¤et :

(i) e! = 0 dé�nit un feuilletage simple pour � dans ((Cn � �0) � P1(C)) � S1, car on a

enlevé S 01 [ S2.
(ii) pour tout x de Cn � �0, S1 rencontre ��1(x) en des points isolés car on a enlevé S1.

Corollaire 3.5.2 (Généralisation de [Pai97], p. 26-27). L�ensemble des points singuliers

essentiels d�une solution est contenu dans �0.

Remarque 3.5.2 D�après le lemme 3.5.4, la proposition 3.3.1 peut aussi bien s�appliquer

aux équations de Pfa¤ (3.4). On peut donc généraliser le théorème II de Painlevé [pour les

équations di¤érentielles du 1er ordre (3.1) ] aux équations de Pfa¤ (3.4).

Les résultats de Gérard-Sec ([GS72]), traités dans ce chapitre (i.e., théorème 3.3.1,

théorème 3.4.1, théorème 3.2.1, proposition 3.3.1), sont susceptibles d�un grand nombre

d�applications ; nous n�en avons donné ici que quelques-unes. Notamment, on pourra étudier,

par cette méthode, les propriétés des systèmes de Pfa¤ complètement intégrables. Il est à

prévoir que, comme dans le cas des équations de Pfa¤ complètement intégrables, beaucoup

de propriétés restent inchangées quand on passe de une à plusieurs variables.
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Chapitre 4

Feuilletages P-uniformes

Dans ce chapitre, on introduit les notions globales de feuilletage P-uniforme pour une

�bration.

Le problème abordé est alors celui de l�existence et l�unicité de relèvements de chemins

dans les feuilles d�un feuilletage transverse. On traite ce problème dans le cas où la �bration

est analytique complexe et à �bre compacte. En se basant sur les résultats de Gérard-Sec

([GS72]), traités dans le chapitre précédent, on obtient le théorème B qui nous permettra

de résoudre, géométriquement, un cas particulier du problème de Fuchs et ceci, sans utiliser

le théorème de Ehresmann comme le fait ANTOINETTE SEC dans son exposé [Sec72].

Le théorème B est encore valable si on remplace la �bration analytique complexe à �bre

compacte par une submersion analytique complexe propre.

4.1 Dé�nition et exemples

Soient E et B deux variétés topologiques connexes de dimension �nie, � une projection

de E sur B (application continue surjective), F un feuilletage dé�ni dans E et ayant une

dimension égale à celle de B.

Dé�nition 4.1.1 On dira que le feuilletage F est P-uniforme pour � si tout chemin (l; [0; 1])
dans B a un relèvement unique en tout point m de ��1(l(0)) dans la feuille de m.
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Si, en particulier, E �! B est une �bration, on dira indi¤éremment que F est un feuil-

letage P-uniforme pour �, ou un feuilletage P-uniforme pour la �bration E �! B.

Donnons quelques exemples pour illustrer cette notion fondamentale pour la suite.

Exemple 4.1 Tout feuilletage uniforme pour une �bration de E est P-uniforme pour cette

�bration.

Exemple 4.2 Tout feuilletage transverse à une �bration à �bre compacte est un feuilletage

P-uniforme pour cette �bration. Ceci découle du théorème de Ehresmann d�une part, c�est à

dire du fait que la restriction de � à toute feuille de F est un revêtement et, d�autre part, du

fait que les revêtements ont la propriété de relèvement unique des chemins. C�est exactement

l�énoncé du théorème B de la section 4.2, auquel on va proposer une preuve indépendante

du théorème de Ehresmann.

Exemple 4.3 L�équation di¤érentielle 2xdy � ydx = 0 dé�nit dans (C(x) � f0g) � C un
feuilletage P-uniforme pour la �bration triviale de (C(x) � f0g) � C sur C(x) � f0g. (Ce
feuilletage n�est pas uniforme pour la �bration.)

Contre-exemple 4.1 L�équation di¤érentielle 2ydy�dx = 0 dé�nit dans C2 un feuilletage
qui n�est pas un feuilletage P-uniforme pour la �bration triviale de C2 sur C(x) : les chemins

dont l�image est réduite à un point sont relevables de manière unique dans n�importe quelle

feuille, les chemins non réduits à un point sont relevables de manière unique dans certaines

feuilles, avec non unicité du relèvement dans d�autres.

Remarque 4.1.1 De manière plus générale, on pourrait appeler feuilletage P-uniforme,

dans une variété topologique E, tout feuilletage F de E pour lequel il existe une variété

topologique B et une application continue surjective � de E sur B telle que F soit P-

uniforme pour �.
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4.2 Feuilletages transverses et feuilletages P-uniformes

4.2.1 Existence et unicité de relèvements de chemins dans une

feuille donnée. Théorème B

Notations :

E, B, variétés analytiques complexes connexes de dimension �nie ;

(E; �;B), �bration analytique complexe localement triviale à �bre compacte ;

a, point quelconque de E ;

F , feuilletage analytique dans E de dimension égale à celle de B, transverse à (E; �;B);

(l; [0; 1]), chemin dans B tel que l(0) = �(a).

Problème : Nous étudions la possibilité de relever de façon unique en a, dans la feuille de

F passant par a, le chemin (l; [0; 1]).

Théorème B Si (E; �;B) est une �bration analytique complexe localement triviale et si

F est un feuilletage analytique transverse à cette �bration (dimF = dimB) ; si, de plus,

la �bre de (E; �;B) est compacte, F est un feuilletage P-uniforme pour (E; �;B).

Pour démontrer ce théorème, on aura besoin d�établir le lemme suivant.

Lemme 4.2.1 Si (E; �;B) est une �bration analytique complexe localement triviale et si F
est un feuilletage analytique dé�ni dans E (dimF = dimB), alors, les assertions suivantes
sont équivalentes.

1) Le feuilletage F est P-uniforme pour �.

2) La restriction de � à toute feuille de F est un revêtement analytique.

3) Le feuilletage F est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour �, transverse à �.

Démonstration du lemme 4.2.1 :

1) =) 3) On raisonne sur le modèle local avec a = (0; 0). Si la feuille � de F qui passe

par a est tangente à la �bre. Il existe au voisinage de a des coordonnées locales (x; y) telles

que � soit dé�nie par l�équation yn � x = 0, où n > 1 étant l�ordre de tangence. Dans

ces coordonnées, on voit très clairement que les chemins d�origine 0 non réduits à un point

possèdent n relèvements au point a dans la feuille �.
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3) =) 2) Soit � la feuille de F passant par a. Puisque,
�

E ! B est une submersion, � est

transverse aux �bres et dim(�) = dim(B), il s�ensuit que �j� : � �! B est un isomorphisme

local, et comme F est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour �, alors � restreinte à

� est un revêtement.

2) =) 1) est évidente car les revêtements ont la propriété de relèvement unique des chemins.

Démonstration du théorème B : Puisque F est transverse à �, donc simple pour �, et

puisque la �bration
�

E ! B est à �bre compacte, on peut appliquer le théorème 3.3.1 de

Gérard-Sec et dire que F est un feuilletage de Painlevé de 1re espèce pour �. Donc, par le

lemme 4.2.1, le feuilletage F est P-uniforme pour �.

Remarque 4.2.1 Le théorème B est encore vrai si on remplace la �bration analytique

complexe (E; �;B), à �bre compacte, par une submersion propre car, le théorème 3.3.1

de Gérard-Sec restant vrai avec cette dernière hypothèse.

4.2.2 Nouvelle démonstration du théorème A sans Ehresmann

On rappelle ici l�énoncé du théorème A, en prenant en considération la notation 4.2.1

avec, en plus, l�hypothèse que la base B est simplement connexe.

Théorème A Si la �bration (E; �;B) est à �bre compacte et à base simplement connexe et

si F est un feuilletage analytique transverse à cette �bration (dimF = dimB), le feuilletage
F est un feuilletage uniforme pour (E; �;B).

Démonstration : Supposons que F est transverse à �, et soit � une feuille quelconque de

F . Puisque la �bration (E; �;B) est à �bre compacte, on peut appliquer le théorème B et
dire que F est un feuilletage P-uniforme pour �. Donc, par le lemme 4.2.1, la restriction

de � à � est un revêtement. Puisque B est simplement connexe, � restreinte à � est un

isomorphisme analytique. Le feuilletage F est donc uniforme.

Remarque 4.2.2 De ce qu�on vient d�établir il résulte que l�on peut résoudre le problème

de Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0, traité dans le 2�eme chapitre,

indépendamment du théorème d�Ehresmann.
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4.3 Le problème de Fuchs : cas où f est du premier

degré en y0

On se propose, dans cette partie, de résoudre géométriquement le problème de Fuchs dans

le cas où f est du premier degré en y0. On utilise, à cet e¤et, le théorème B de ce mémoire,

et on en construit une solution particulièrement importante, à savoir l�équation de Riccati

généralisée.

4.3.1 L�équation de Riccati généralisée

Soit

q(x)y0 = a(x)y2 + b(x)y + c(x) (4.1)

une équation de Riccati généralisée, où q; a; b; c sont holomorphes sur C et q n�est pas la

fonction nulle.

Nous démontrons géométriquement la propriété suivante.

Théorème 4.3.1 L�équation (4.1) est à points critiques �xes.

Pour cela, on met en évidence un feuilletage F3 et une �bration �3 à �bre compacte tels
que le théorème 4.3.1 soit équivalent à la proposition 4.3.1 suivante.

Proposition 4.3.1 Le feuilletage F3 est P-uniforme pour �3.

Préambule : L�ensemble � des zéros de q est formé de points isolés parce que les zéros

d�une fonction holomorphe sont isolés. Donc C� � est un ouvert dense et connexe dans C
(non vide).

Les graphes des solutions de (4.1) sont les courbes intégrales du champ de directions

D : (x; y) �! (1;
a(x)

q(x)
y2 +

b(x)

q(x)
y +

c(x)

q(x)
)

dans (C� �)� C.
Il est clair que ces courbes sont les feuilles d�un feuilletage de (C � �) � C et que ce

feuilletage est transverse à la �bration triviale :

(C(x)� �)� C(y) �! C(x)� �.
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Mais, la �bre de cette �bration n�est pas compacte.

Cela nous amène à "compacti�er" (C� �)� C en (C� �)� P 1(C).

Démonstration : La �bration �3

La projection canonique de (C � �) � P1(C) sur C � � dé�nit dans (C � �) � P1(C)
une �bration analytique �3 triviale, à �bre compacte.

Le feuilletage F3
Soit (O; x; y); (O0; x; z) un atlas de (C��)�P1(C) avec le changement de cartes yz = 1.

Le couple suivant d�équations de Riccati généralisées dé�nit dans (C � �) � P1(C) un
feuilletage F3 : 8<: qy0 = ay2 + by + c

�qz0 = a+ bz + cz2

En e¤et, ces équations dé�nissent respectivement dans O et O0 des feuilletages, qui

coïncident sur O \O0.
Conséquence

Il est clair que, dans ces conditions, le théorème 4.3.1 et la proposition 4.3.1 sont équiv-

alents.

Or, le feuilletage F3 est transverse à �3. Donc, d�après le théorème B, le feuilletage F3
est P-uniforme.

4.3.2 Le problème de Fuchs : cas où f est du premier degré en y0

Soit

f(x; y0; y) = a0(x; y)y
0 + a1(x; y) = 0 (4.2)

une équation de Fuchs, où a0 et a1 sont deux polynômes en y, premiers entre eux, à coe¢ -

cients holomorphes en x.

Dans ce cas, la réponse au problème de Fuchs s�exprime classiquement de la façon suiv-

ante :
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Théorème 4.3.2 Les seules solutions du problème de Fuchs sont les équations de Riccati

généralisées

q(x)y0 = a(x)y2 + b(x)y + c(x)

où q; a; b; c sont holomorphes sur C et q n�est pas la fonction nulle.

Nous en donnons la démonstration géométrique suivante.

Démonstration : Appelons p la projection canonique de C(x) � C(y) sur C(x). Soit S
l�ensemble des zéros communs de a0 et a1 ; S = f(x; y) j a0(x; y) = a1(x; y)g. On note � la
projection par p de S sur C(x). On remarquera que C� � n�est pas vide.
Les graphes des solutions de (4.2) sont les courbes intégrales de l�équation de Pfa¤

a0(x; y)dy + a1(x; y)dx = 0

dans (C� �)� C.
Ces courbes sont les feuilles d�un feuilletage de (C� �)� C.
Nous avons en vue d�utiliser le théorème B, pour cela nous devons "compacti�er" (C�

�)� C en (C� �)� P 1(C).

La �bration �4

La projection canonique de (C � �) � P1(C) sur C � � dé�nit dans (C � �) � P1(C)
une �bration analytique �4 triviale, à �bre compacte.

Le feuilletage F4
Soit (O; x; y); (O0; x; z) un atlas de (C��)�P1(C) avec le changement de cartes yz = 1.

Le couple d�équations suivant dé�nit dans (C� �)�P1(C) un feuilletage F4 :8<: a0(x; y)y
0 + a1(x; y) = 0;

f�a0(x;
1

z
)
z0

z2
+ a1(x;

1

z
)gzm = 0, où m = sup(d0a1; 2 + d

0a0):

En e¤et, ces équations dé�nissent respectivement dans O et O0 des feuilletages, qui

coïncident sur O \O0.
Conséquence

Si l�équation (4.2) est à points critiques �xes, le feuilletage F4 est transverse à la �bration
�4. Il s�ensuit que a0(x; y) = a0(x) et que le degré de a1 est inférieur à 2. Donc, l�équation

(4.2) est de Riccati généralisée.

Ainsi, compte tenu du théorème 4.3.1, le théorème 4.3.2 est démontré.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons traité géométriquement deux problèmes, à savoir le problème

de Briot et Bouquet : cas où f est du premier degré en y0 ; et le problème de Fuchs : cas où f

est du premier degré en y0. Nos démonstrations sont basées uniquement sur les résultats de

Gérard-Sec ([GS72]) et ceci, sans avoir recours au théorème d�Ehresmann ([Ehr50]) comme

le fait Antoinette Sec dans son éxposé [Sec72].

Nous pensons qu�il est possible de résoudre géométriquement, dans le cas général, le

problème de Briot et Bouquet et le problème de Fuchs, sans utiliser le théorème de Ehres-

mann, en se basant sur les théorèmes A et B, les résultats de Gérard-Sec et en suivant le

même calcul fait par Antoinette Sec dans sa résolution complète de ces problèmes [Sec72].
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