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Chapitre 0

Introduction générale

0.1 Introduction et motivations

Fujita, dans son travail pionnier [44] a considéré le problème de Cauchy pour l'équation

quasi-linéaire parabolique :

ut = ∆u+ up (x, t) ∈ RN × (0,∞), (1)

u(x, 0) = φ(x) ∈ C0(RN) ≡ C(RN) ∩ L∞(RN), φ ≥ 0, φ 6≡ 0, (2)

et a prouvé que :

1. Si 1 < p < p∗ (cas sous-critique), toutes les solutions positives non-triviales du

problème (1)-(2) explosent en temps �ni, i.e. il existe T ∈ (0,∞) tel que

‖u(·, t)‖∞ <∞ pour t < T et lim
t→T

sup
x∈RN

|u(x, t)|∞ →∞.

2. Si p > p∗ (cas sur-critique), le problème (1)-(2) admet des solutions positives

globales lorsque la donnée initiale φ est su�samment petite, et T = +∞,

où, p∗ = 1 + 2
N
, est le nombre critique dit l'exposant critique de Fujita.

Notons que les travaux de Fujita ont fait l'objet de travaux plus étendus, pour plus de

détails, voir les articles de K. Deng et al. [35] et H.A. Levine [65] qui présentent une

synthèse des études liées au problème (1)-(2).

Faisant suite aux travaux de Fujita, il a été démontré que p = p∗ appartient au cas
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Introduction générale

d'explosion dans les travaux de Hayakawa [52] pour N = 1, 2 et Kobayashi et al. [59] pour

N ≥ 1.

La valeur de l'exposant critique dans les problèmes paraboliqes est liée aux conditions

su�santes d'explosion, aux données initiales, au terme de source non linéaire, et à la

géometrie du domaine considéré.

Cependant, il existe des solutions qui explosent en temps �ni, continuent à exister au

sens faible et deviennent régulières (dans certains cas, bornées) immédiatement après

l'explosion, ce type de solutions a fait l'objet de plusieurs recherches [17].

On dé�nit un point d'explosion x0 ∈ Ω (Ω ⊆ RN), par la donnée d'une suite

{(xi, ti)}i ⊂ Ω× (0, T ) tel que xi → x0, ti → T et u(xi, ti)→i→∞ ∞.

L'ensemble de tous ces points est appelé "ensemble d'explosion."

Toutefois, si Ω = RN , la solution peut rester bornée sur les compacts de RN et explose à

l'in�ni (par rapport à la variable espace), i.e. u(xi, ti)→∞ lorsque |xi| → ∞ et ti → T.

Néanmoins, il est intéressant de se demander ce que devient ce phénomène d'explosion en

temps �ni, des "solutions" (veut dire "solutions pas forcément maximales") des équations

di�érentielles dé�nies sur tout I, i.e. sur tout l'intervalle de temps sur lequel est dé�nie

l'équation di�érentielle x′(t) = f(t, x(t)). Cette solution cesse d'être dé�nie avant d'at-

teindre la borne sup de l'intervalle de temps I. Si de plus la norme de la solution ne tend

pas vers l'in�ni quand elle cesse d'être dé�nie, alors cette solution peut être prolongée.

On peut observer le même phénomène pour les temps négatifs (lorsqu'on s'intéresse à des

problèmes di�érentiels comportant des échelles de temps trés di�érentes).

Dans cette optique, nous citons quelques uns des travaux qui nous ont motivés et suscités

l'essentiel des questions abordées dans cette thèse.

Galaktionov et Pohozaev [47] ont traité le problème de Cauchy

ut + (−∆)mu = up, u > 0, x ∈ RN , t > 0, m > 1, p > 1, (3)

u(x, 0) = u0 ∈ L∞(RN) ∩ L1(RN), (4)
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Introduction générale

où, ils ont introduit une nouvelle méthode basée sur l'équation modi�ée préservant l'ordre

des opérateurs, et via un principe de comparaison avec les solutions auto-similaires de

l'équation construite écrites sous la forme :

b(x, t) = t−N/2mf(η), η = x/t1/2m,

où

b(x, t) = F−1
(
ep(ω)t

)
f(η) ≡ (2π)−N

∫
RN

ep(ω)t−i(ω·x) dω,

p(ω) est le polynôme caractéristique de l'opérateur (−∆)m,

et f(η) est la solution radiale associée à (3)-(4), ils ont montré que pour

p > pc = 1 + 2m/N , le problème (3)-(4) admet pour une donnée initiale u0 su�samment

petite, une solution globale, tandis-que pour p ∈ (1, pc], u0 6≡ 0 et
∫
RN

u0(x) ≥ 0, la solution

de (3)-(4) explose en temps T > 0 �ni, et ‖u(., t)‖∞ > [D(p− 1)] (T − t)−
1
p−1 → +∞

lorsque t→ T−, où D = D(m,N) est une constante.

Le problème (3)-(4) a été étendu par P.Y.H. Pang et al. [80] au système
ut + (−∆)mu = |v|p x ∈ RN , t > 0,

vt + (−∆)mv = |u|q x ∈ RN , t > 0,

(5)

avec les données initiales

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ RN .

Leur résultat dépend principalement des deux critères suivants :

si

N

2m
> max

{
1 + p

pq − 1
,

1 + q

pq − 1

}
,

alors, toute solution existe globalement en temps.

D'autre part, si

N

2m
< max

{
1 + p

pq − 1
,

1 + q

pq − 1

}
,
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alors, toute solution avec donnée initiale positive n'existe pas globalement en temps.

Fino et Kirane [43] ont établi pour le problème parabolique semi-linéaire avec un terme

source non local en temps

ut −∆u =
1

(1− γ)

t∫
0

(t− s)−γ|v|p−1v(s) ds x ∈ RN , t > 0,

vt −∆v =
1

(1− δ)

t∫
0

(t− s)−δ|u|q−1u(s) ds x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) x ∈ RN

(6)

les résultats suivants, sous des conditions appropriées :

Soient, u0, v0 ∈ C0(RN) ∩ L2(RN) avec u0, v0 > 0, si

N

2
≤ max

{
(2− δ)p+ (1− γ)pq + 1

pq − 1
,

(2− γ)q + (1− δ)pq + 1

pq − 1

}
alors, il existe une unique solution mild au problème (6), tandis que, si

p <
1

δ
et q <

1

γ

alors, toute solution (u, v) de (6) explose en temps �ni.

Plus récemment, M. Loayza et al. [71] ont présenté un travail intéressant concernant le

problème (6) avec 0 ≤ γ1, γ2 < 1 ; p, q ≥ 1 et des données initiales u(0), v(0) ∈ C0(RN).

Ils ont prouvé que l'exposant critique n'est pas donné par la technique du scaling tel qu'il

a été démontré par Fujita.

Si u(t, x) est solution du problème

ut −∆u = |u|p−1u, (x, t) ∈ RN × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x),

alors ∀λ > 0, λ
2
p−1u(λ2t, λx) est aussi solution, avec pour donnée initiale λ

2
p−1u0(λx), et

on a

‖λ
2
p−1u0(λx)‖Lq = λ

2
p−1
−N
q ‖u0‖Lq .

Une première motivation à l'étude des fonctions presque périodiques est que nous cou-

vrons l'ensemble de combinaison des fonctions à di�érentes périodes, comme par exemple
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la fonction x → cosx + cos 3x qui est périodique, même lorsqu'on remplace 3 par un

nombre rationnel. Cependant, la somme des fonctions périodiques x → eix et x → ei
√

2x

n'est pas périodique. Ce dernier est très utile lorsque l'on veut comprendre les propriétés

des fonctions presque périodiques (Bohr a. p.). Plus généralement, les solutions d'un sys-

tème autonome d'équations di�érentielles linéaires bornées en dimension �nie sont presque

périodiques, et en termes physiques, les trajectoires presque périodiques sont les trajec-

toires à spectre discret.

La préhistoire de la théorie des fonctions presque périodiques débute avec Esclangon et

Bohl [39]. Cette théorie, a été progressivement développée par Bohr en 1923 dans ses trois

longs articles titrés "Zur theorie der Fast Periodische Funktionen".

Les deux premiers articles établissent la théorie des fonctions Bohr a.p. à variables réelles

tandis-que le dernier l'aborde dans l'espace complexe.

Postérieurement, la théorie a été continuellement bâtie par plusieurs mathématiciens tels

que Besicovitch [19], Bochner [21], Amerio et Prouse [84], Levitan [66], Von-Neumann, Fré-

chét, Pontryagin, Lusternik, Stepanov, Weyl, etc., dont nous citons quelques références

[19, 22, 32, 41, 42]. En 1933, Bochner [22] a dé�ni et étudié les fonctions presque pé-

riodiques dans les espaces de Banach. Certaines extensions du concept de Bohr ont été

introduites, notamment par Besicovitch, Stepanov, Weyl et Eberlein, ergo il y a un certain

nombre de monographies couvrant un large spectre de ces notions de presque périodicité

(voir à ce propos les références bibliographiques utilisées).

On peut aussi faire remarquer qu'en parlant de la métrique de Stepanov, Weyl ou Besi-

covitch, consiste à se mettre sur les espaces quotients associés. Alternativement, c'est la

pseudo-métrique de Stepanov, Weyl ou Besicovitch qui est considérée.

Récemment, Zhang a étendu la notion de fonctions Bohr a.p. aux fonctions pseudo presque

périodiques (p.a.p.) [103].

Aussitôt, ce nouveau concept vient mettre en ÷uvre une autre généralisation existante de

(Bochner) presque périodique, par pseudo presque périodique dûe à Fréchet.

Une autre théorie des fonctions presque périodiques, qui ne fait pas l'objet de notre étude,
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a été développée par N'Guerekata [76], où il a substitué les espaces de Banach par les es-

paces complets de Hausdor� localement convexes et espaces de Fréchet.

Du point de vue physique, l'étude de l'existence des solutions presque périodiques, pseudo

presque périodiques et asymptotiquement presque périodiques est attractive en théorie

qualitative des équations di�érentielles, en raison de leurs fréquentes applications en phy-

sique, mécanique, biologie mathématique, théorie du contrôle, etc.

0.2 Organisation et contenu de la thèse

Le présent travail est essentiellemnt orienté dans deux directions :

1. Etude des solutions d'équations d'évolution en dimension in�nie, en appliquant des

techniques de point �xe, et la méthode des fonctions test.

(a) Etude des solutions non triviales du problème de Cauchy associé à l'équation

de la chaleur d'ordre supérieur avec un terme source non local en temps

ut + (−∆)mu = Jα0|t(|u|p) x ∈ RN , t > 0, (7)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ RN , (8)

où, m ∈ N∗, α ∈ (0, 1), p > 1 et Jα0|t représente l'intégrale fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville.

(b) Généraliser l'étude précédente au cas du système ut + (−∆)m1u = Jα1

0|t (|v|
p−1v(s)) x ∈ RN , t > 0,

vt + (−∆)m2v = Jα2

0|t (|u|
q−1u(s)) x ∈ RN , t > 0,

(9)

avec les données initiales

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ RN , (10)

où p, q > 1, m1,m2 ∈ N∗, α1, α2 ∈ (0, 1) et m1 6= m2 ou α1 6= α2.

9
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2. Cette étude a été motivée d'une part, par les travaux de recherche du Pr F. Chérif

[27, 28, 29], et d'autre part, par un certain type d'équations à retard

x′ (t) = −α (t)x (t) +
m∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds +

n∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x(t−τi)

x (s) = ϕ (s) , ϕ ∈ BC
(
]−µ, 0] ,R+

)
,

dont les domaines d'application sont assez variés, et concernent ici la biologie cel-

lulaire.

Le manuscrit de cette thèse est constituté de six chapitres décrits ci-dessous.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les dé�nitions et notions fondamentales du

calcul fractionnaire.

Dans le deuxième chapitre, nous pésentons les dé�nitions et propriétés de base liées à la

notion de fonctions pseudo-presque périodiques.

Dans le troisième chapitre, nous décrivons des résultats d'existence et d'unicité des solu-

tions de problèmes de Cauchy semi-linéaires paraboliques.

Dans le quatrième chapitre, nous présentons le premier travail qui se propose d'étudier le

problème de Cauchy pour l'équation de la chaleur d'ordre supérieur avec un terme source

non local en temps, nous montrons sous certaines conditions l'existence locale, globale et

l'explosion de solutions mild.

Dans le cinquième chapitre, nous généralisons les résultats obtenus dans le chapitre pré-

cédent au cas d'un système.

Dans le dernier chapitre, nous généralisons un modèle de dynamique dit "Lasota-Wazewska".

En�n, nous terminons par des conclusions et perspectives.
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Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Nous pésentons dans ce chapitre les dé�nitions et propriétés de base liées à la notion

de calcul fractionnaire. Pour plus de détails on peut se référer à [58, 78, 89, 92].
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Calcul fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

Dé�nition 1.1.1. La fonction Gamma Γ(z) est dé�nie par

Γ(z) =

∞∫
0

tz−1e−t dt, z ∈ C. (1.1)

Quand la partie réelle de z est strictement positive (Re(z) > 0), cette intégrale est conver-

gente pour tout complexe z ∈ C.

En intégrant par parties l'équation précédente, nous pouvons montrer que

Γ(z + 1) = zΓ(z) (Re(z) > 0). (1.2)

Notons que pour x > 1 :

xα =



Γ(x+ 1)

Γ(x+ 1− α)
si α ∈ R,

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− α + 1) si α ∈ Z+,

1

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− α + 1)
si α ∈ Z−.

1.1.2 La fonction Bêta

Dé�nition 1.1.2. On dé�nit la fonction Bêta d'Euler par l'intégrale

B(z, w) =

1∫
0

xz−1(1− x)w−1 dx, Re(z), Re(w) > 0. (1.3)

On a la relation entre la fonction Bêta et la fonction Gamma :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

1.1.3 La fonction de Mittag-Le�er

Dé�nition 1.1.3. La fonction de Mittag-Le�er Eα d'indice α > 0, est dé�nie pour tout

z ∈ C, par le développement en série entière

Eα(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(1 + αn)
, (1.4)
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Calcul fractionnaire

où,Γ désigne la fonction Gamma d'Euler. Cette série converge pour tout z ∈ C.

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs dé�nitions d'intégrales et de dérivées d'ordre non entier, qui ne sont

pas en général équivalentes. Nous nous restreignons ici à celles de Riemann-Liouville et

Caputo (voir [58, 83]).

1.2.1 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Le noyau de convolution d'ordre α ∈ R+ pour les intégrales fractionnaires, est donné

par

Φα(t) :=
tα−1
+

Γ(α)
∈ L1

loc(R+),

où

tα−1
+ =


tα−1 si t > 0,

0 si t ≤ 0,

et

L1
loc(R+) =

{
f : R+ → R/ f1K ∈ L1(R+) pour tout compactK ⊂ R+

}
.

On note aussi

tα−1
− =


0 si t ≥ 0,

|t|α−1 si t < 0.

Tenant compte, du fait que la distribution δ de Dirac est l'élément neutre pour le produit

de convolution, on peut donc écrire :

Φα ∗ Φ−α = δ,

où, Φ−α est la fonction généralisée au sens de Schwartz et est l'unique inverse convolutif

de Φα dans l'algèbre de convolution D′+(R).

Soient α, β ∈ C. On a

Φα ∗ Φβ = Φα+β. (1.5)
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Montrons cette formule d'abord pour Reα > 0 et Reβ > 0. On a

Φα ∗ Φβ =
tα−1
+

Γ(α)
∗ t

β−1
+

Γ(β)
,

=

t∫
0

ξα−1

Γ(α)
· (t− ξ)β−1

Γ(β)
dξ, (1.6)

avec Φα+β =
tα+β−1
+

Γ(α + β)
. On a besoin de montrer que

t∫
0

ξα−1 (t− ξ)β−1 dξ =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
tα+β−1.

En e�et, on pose ξ = ty dans (1.6), on obtient

tα+β−1

1∫
0

yα−1 (1− y)β−1 dy = tα+β−1B(α, β) = tα+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Par prolongement analytique, et le fait que

d

dt
Φα =

d

dt

tα−1
+

Γ(α)
=

(α− 1)tα−2
+

Γ(α)
=

tα−2
+

Γ(α− 1)
= Φα−1, (1.7)

l'équation (1.5) peut être prouvée pour d'autres valeurs de α et β, par exemple, si

−1 <Reα < 0, alors

tα−1
+

Γ(α)
=

d

dt

tα+
Γ(α + 1)

,

et

tβ−1
+

Γ(β)
∗ t

α−1
+

Γ(α)
=

d

dt

(
tβ−1
+

Γ(β)
∗

tα+
Γ(α + 1)

)
,

=
d

dt

tβ+α
+

Γ(β + α + 1)
,

=
tβ+α−1
+

Γ(β + α)
.

En vertu de la formule de Cauchy

gn(t) =

t∫
0

ξn−1∫
0

· · ·
ξ2∫

0

ξ1∫
0

g(ξ) dξdξ1 · · · dξn−1 =
1

(n− 1)!

t∫
0

g(ξ)(x− ξ)n−1dξ,
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on peut écrire

gn(t) = g(t) ∗ tn−1
+

(n− 1)!
= g(t) ∗ t

n−1
+

Γ(n)
,

où g(t) = 0 pour t < 0.

Plus généralement, si l'on considère α ∈ C et t ≥ 0, avec

gα(t) = g(t) ∗ t
α−1
+

Γ(α)
= g(t) ∗ Φα, (1.8)

qui est bien dé�nie au sens des distributions dès que les supports de g et Φα sont contenus

dans un même ensemble borné, et le fait que

tα−1
+

Γ(α)

∣∣∣∣
α=−n

=
res|α=−n t

α−1
+

res|α=−n (tα−1
+ , e−t)

=
(−1)nδ(n)n!

(−1)n(δ(n)(t), e−t)n!
= δ(n),

on a

g0(t) = g(t) ∗ Φ0 = g(t) ∗ δ(t) = g(t),

g−1(t) = g(t) ∗ Φ−1 = g(t) ∗ δ′(t) = g′(t),

g−2(t) = g(t) ∗ Φ−2 = g(t) ∗ δ′′(t) = g′′(t),

· · ·

g1(t) = g(t) ∗ Φ1 = g(t) ∗ θ(t) =

t∫
0

g(ξ) ξ. ,

· · ·

où,

θ(t) =

 1 si t > 0,

0 si t < 0.

Il est à noter que l'équation (1.8) avec un α quelconque, permet de calculer les dérivées

et les intégrales de g(t) ∈ D′(R+).

On dé�nit le produit de convolution

g−α(t) = g(t) ∗ Φ−α,

comme dérivée fractionnaire de la distribution g(t) d'ordre α,

g−α(t) =
dα

dtα
g,
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où Reα ≥ 0, et comme intégrale fractionnaire si Reα < 0. On a le résultat suivant (voir

[67])

Théorème 1.2.1. Soient f, g ∈ D′(R+). L'intégrale d'Abel généralisée est donnée par

g(t) =
1

Γ(1− α)

t∫
0

f(ξ)

(t− ξ)α
dξ,

qui a pour solution

f = g ∗ Φα−1,

où α quelconque. En particulier, si −m < α < −m+ 1 pour m ∈ Z+, alors

f = g(m+1) ∗ tα+m−1
+

Γ(α +m)
.

Exemple 1.2.1. Soit α ∈ C+, et soit la distribution

g(t) = tα+ =

 tα si t > 0,

0 si t < 0.

On a que
dα

dtα
g(t) = Γ(λ+ 1)

dα

dtα
tλ+

Γ(λ+ 1)
=

Γ(λ+ 1)

Γ(λ− α + 1)
tλ−α+ .

En particulier

d
1
2

dt
1
2

t+ =
2t

1
2
+√
π
,

d

dt
t+ = θ(t),

d

dt
t0+ =

d

dt
θ(t) = δ(t),

d
1
2

dt
1
2

t0+ =
d

1
2

dt
1
2

θ(t) =
t
− 1

2
+√
π
.

Par la formule d'Euler

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin(πz)
,

on peut écrire

Γ(−1

2
) = −2

√
π,

Γ(−3

2
) =

4

3

√
π.
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Donc

d

dt
t−1.5
+ =

Γ(−0.5)

Γ(−1.5)
t−2.5
+ = −1.5t−2.5

+ ,

formule qui coincide avec
dtα+
dt

= αtα−1
+ pour α 6= −1,−2, · · ·

Dé�nition 1.2.1. L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'ordre α > 0, d'une

fonction f ∈ L1([a, b]) (où, a, b ∈ R) est dé�nie par

Jαf(t) = Φα(t) ∗ f(t).

Moyennant cette dé�nition, on a

Jαa|tf(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

f(τ)

(t− τ)1−α dτ, intégrale à gauche, (1.9)

Jαt|bf(t) =
1

Γ(α)

b∫
t

f(τ)

(τ − t)1−α dτ intégrale à droite. (1.10)

On peut observer dans cette formule, pour α = n (n ∈ N∗), et le fait que

Γ(n) = (n− 1)!, la formule de Cauchy pour l'intégration successive, i.e.

lim
α→n

Jαa|tf(t) = Jna|tf(t) et lim
α→n

Jαt|bf(t) = Jnt|bf(t) pour toutα > 0 et m ∈ Z+,

avec

Jna|tf(t) =

t∫
a

tn−1∫
a

· · ·
t1∫
a

f(τ)dτ dt1 · · · dtn−1 =
1

Γ(n)

t∫
a

(t− τ)n−1f(τ)dτ,

et

Jnt|bf(t) =

b∫
t

b∫
tn−1

· · ·
b∫

t1

f(τ)dτ dt1 · · · dtn−1 =
1

Γ(n)

b∫
t

(τ − t)n−1f(τ)dτ.

Remarque 1.2.1. Si f(t), est bien dé�nie sur [a, b] et
1

Γ(α)

t∫
a

f(τ)

(t− τ)1−α = 0 pour tout

α > 0 et pour tout t ∈ [a, b], alors f(t) ≡ 0.

En pratique, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et Caputo sont généra-

lement les plus utilisées. Nous nous limitons à ne dé�nir que ces deux types.
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1.2.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2.2. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre α > 0,

d'une fonction f ∈ L1([a, b]) (où, a, b ∈ R) est dé�nie par

Dα
a|tf(t) =

dn

dtn
D
−(n−α)
a|t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, dérivée à gauche,

Dα
t|bf(t) = (−1)n

dn

dtn
D
−(n−α)
t|b f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

b∫
t

f(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ dérivée à droite,

où, n− 1 ≤ α < n ∈ Z+.

Notons que, le symbole de l'intégration fractionnaire (à gauche ou à droite) peut être écrit

comme

Jα = D−α, pour tout α > 0. (1.11)

1.2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Dé�nition 1.2.3. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordre α > 0, d'une fonc-

tion f telle que
(
d
dt

)n
f ∈ L1([a, b]) (où, a, b ∈ R) est dé�nie par

cDα
a|tf(t) = D

−(n−α)
a|t

dn

dtn
f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫
a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, dérivée à gauche,

cDα
t|bf(t) = (−1)nD

−(n−α)
t|b

dn

dtn
f(t) =

(−1)n

Γ(n− α)

b∫
t

f (n)(τ)

(τ − t)α−n+1
dτ, dérivée à droite,

où n− 1 < α < n ∈ Z+.

Nous avons les relations suivantes

cDα
a|tf(t) = Dα

a|t

(
f(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−1

k!
f (k)(a)

)
,

= Dα
a|tf(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a),
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et

cDα
t|bf(t) = Dα

t|b

(
f(t)−

n−1∑
k=0

(b− t)k−1

k!
f (k)(b)

)
,

= Dα
t|bf(t)−

n−1∑
k=0

(b− t)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(b).

Remarque 1.2.2. Il est à noter que, les dérivées au sens de Riemann-Liouville et Caputo

coincident lorsque f (k)(a) = 0, et f (k)(b) = 0, pour tout k ∈ {0, · · · , n− 1} .

et Caputo coincident lorsque f (k)(a) = 0, et f (k)(b) = 0, pour tout k ∈ {0, · · · , n− 1} .

1.2.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville et celle de Caputo

Il s'impose toutefois, de remarquer que lorsque α ∈ (n− 1, n), n ∈ Z+, on a

lim
α→(n−1)+

cDα
a|tf(t) = f (n−1)(t)− f (n−1)(0),

lim
α→n

cDα
a|tf(t) = fn(t).

et

lim
α→(n−1)+

Dα
a|tf(t) = f (n−1)(t),

lim
α→n

Dα
a|tf(t) = fn(t).

Ce qui signi�e qu'en l'absence de la condition de régularité de la fonction intervenant dans

les dérivées de Riemann-Liouville, cette dernière peut coincider avec la dérivée classique,

ce qui n'est pas le cas pour les dérivées de Caputo.

Certes, il est plus avantageux d'utiliser les dérivées de Caputo, et les problèmes faisant

intervenir notamment ce type de dérivées ont connu une grande extension.

En e�et, si l'on considère par exemple le problème

cDα
0|tu(t) = f(u), α ∈ (0, 1), t > 0,

en prenant simplement, la condition initiale

u(0) = u0,
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le problème est bien dé�ni, et admet une solution [58].

Cependant, pour des problèmes où l'on prend la dérivèe fractionnaire de Riemann-Liouville

Dα
0|tu(t) = f(u), α ∈ (0, 1), t > 0,

la condition initiale, prend une intégrale (et/ou une dérivée) fractionnaire du type par

exemple [
Dα−1

0|t u(t)
]
|t=0 = u0, si α ∈ (1, 2),

qui s'écrit aussi [
Dα−2

0|t u(t)
] ∣∣∣t=0 = u0, et

[
Dα−1

0|t u(t)
] ∣∣∣t=0 = u

(1)
0 .

Plusieurs mathématiciens [58, 83, 92] ont démontré que la prise en compte de ces condi-

tions initiales conduit à des résultats incohérents.

1.2.5 Propriétés des intégrales et dérivées fractionnaires

Mentionnons d'abord que, les intégrales et dérivées fractionnaires citées plus haut

conservent quelques propriétés tels que : linéarité, semi-groupe, etc.

O.P. Agarwal [1] a introduit de nouveaux opérateurs, donnant certaines de leurs proprié-

tés, et dé�nissant ainsi, une nouvelle classe de problèmes variationnels appelés problèmes

variationnels généralisés (GVPS).

Il a montré que les intégrales et dérivées fractionnaires dé�nies précédemment présentent

un cas particulier de ces opérateurs.

En e�et, considérons l'opérateur d'ordre α > 0, dé�ni par

Kα
〈a,t,b,p,q〉f(t) = p

t∫
a

kα(t, τ)f(τ) dτ + q

b∫
t

kα(τ, t)f(τ) dτ, (1.12)

= Kα
Pf(t), (1.13)

où, −∞ ≤ a < t < b ≤ +∞; p, q ∈ R; P = 〈a, t, b, p, q〉 l'ensemble des paramètres

(appelé P−ensemble), et kα(t, τ) est un noyau dépendant des paramètres α, p, q.
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Kα
〈a,t,b,p,q〉 est un opérateur linéaire satisfaisant la propriété

Kα
Pf(t) = pKα

P1
f(t) + qKα

P2
f(t),

avec, P1 = 〈a, t, b, 1, 0〉 et P2 = 〈a, t, b, 0, 1〉 .

Nous énonçons le théorème d'intégration par parties

Théorème 1.2.2. Soient α > 0, et f, g ∈ L1([a, b]) (où, a, b ∈ R), alors

b∫
a

f(t)Kα
Pg(t) dt =

b∫
a

g(t)Kα
P ∗f(t) dt pour tout t ∈ [a, b], (1.14)

où P = 〈a, t, b, p, q〉 et P ∗ = 〈a, t, b, q, p〉.

Théorème 1.2.3. Si f ∈ L1([a, b]) et kα(t, τ) = kα(t− τ) pour α > 0, les opérateurs Kα
P

et Q véri�ent l'identité suivante

QKα
Pf(t) = Kα

P ∗Qf(t), (1.15)

où, Q est un opérateur de ré�exion donné par (Qf)(t) = f(a+ b− t).

Remarque 1.2.3. A partir des opérateurs dé�nis plus haut et kα(t, τ) =
1

Γ(α)
(t− τ)α−1,

on retrouve les formules suivantes :

1. Si P = P1 = 〈a, t, b, 1, 0〉 , alors Kα
P1
f(t) est l'intégrale à gauche de Riemann-

Liouville de f(t) d'ordre α.

2. Si P = P2 = 〈a, t, b, 0, 1〉 , alors Kα
P1
f(t) est l'intégrale à droite de Riemann-

Liouville de f(t) d'ordre α.

On introduit les opérateurs AαP et Bα
P dé�nis par

Aα〈a,t,b,p,q〉f(t) = DnKn−α
P f(t) = AαPf(t),

et

Bα
〈a,t,b,p,q〉f(t) = Kn−α

P Dnf(t) = Bα
Pf(t).

Par la linéarité de ces opérateurs, on énonce le résultat suivant
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Théorème 1.2.4. Si f ∈ L1([a, b]) et kα(t, τ) = kα(t − τ) pour α > 0, les opérateurs

AαP , B
α
P et Q véri�ent les identités suivantes

QAαPf(t) = (−1)nAαP ∗Qf(t), (1.16)

QBα
Pf(t) = (−1)nBα

P ∗Qf(t). (1.17)

Remarque 1.2.4. Pour kα(t, τ) =
1

Γ(α)
(t− τ)α−1, on a donc

1. Si P = P1 = 〈a, t, b, 1, 0〉 , alors AαP1
f(t) (resp. Bα

P1
f(t)) est la dérivée à gauche de

Riemann liouville de f(t) d'ordre α, (resp. dérivée à gauche de Caputo).

2. Si P = P2 = 〈a, t, b, 0, 1〉 , alors AαP2
f(t) (resp. Bα

P2
f(t)) est la dérivée à droite de

Riemann liouville de f(t) d'ordre α, (resp. dérivée à droite de Caputo).

1.3 Résolution d'équations intégrales fractionnaires

1.3.1 Equations intégrales d'Abel d'ordre 1.

Considérons l'équation intégrale d'Abel d'ordre 1

1

Γ(α)

t∫
0

u(τ)

(t− τ)1−α dτ = f(t), 0 < α < 1, (1.18)

où, f est une fonction donnée. De (1.9), cette équation correspond à

Jα(u(t)) = f(t), (1.19)

d'après (1.11), elle se transforme en

u(t) = Dα(f(t)).

Pour résoudre l'équation (1.18), on utilise la transformée de Laplace.

Rappelons que Jα(u(t)) = Φα(t) ∗ u(t).

Donc, sa transformée de Laplace est donnée par

L(Jα(u(t))) =
u(s)

sα
, α > 0, (1.20)
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ce qui permet de transformer (1.19) en

ũ(s) = sαf̃(s). (1.21)

Prenons la transformée de Laplace inverse de (1.21), on obtient

ũ(s) = s

[
f̃(s)

s1−α

]
,

il vient que

u(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
0

f(τ)

(t− τ)α
dτ.

D'autre part, si on écrit

ũ(s) =
1

s1−α

[
sf̃(s)− f(0+)

]
+
f(0+)

s1−α ,

on a par conséquent,

u(t) =
1

Γ(1− α)

t∫
0

f ′(τ)

(t− τ)α
dτ + f(0+)

t−α

Γ(1− α)
.

1.3.2 Equations intégrales d'Abel d'ordre 2.

Soit l'équation intégrale d'Abel d'ordre 2

u(t) +
λ

Γ(α)

t∫
0

u(τ)

(t− τ)1−α dτ = f(t), α > 0, λ ∈ C, (1.22)

qui s'écrit en terme d'opérateur intégrale fractionnaire

(1 + λJα)u(t) = f(t),

et se résolve comme suit

u(t) = (1 + λJα)−1f(t) =

(
1 +

∞∑
n=1

(−λ)nJαn

)
f(t),

Notons que (voir [58])

Jαnf(t) = Φαn(t) ∗ f(t) =
tαn−1
+

Γ(αn)
∗ f(t),
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on peut écrire alors,

u(t) = f(t) +

(
∞∑
n=1

(−λ)n
tαn−1
+

Γ(αn)

)
∗ f(t).

D'après (1.4)

eα(t;λ) := Eα(−λtα) =
∞∑
n=0

(−λtα)n

Γ(αn+ 1)
, t > 0, α > 0; λ ∈ C,

où, Eα est la fonction de Mittag-Le�er d'ordre α, on note aussi que

∞∑
n=1

(−λ)n
tαn−1
+

Γ(αn)
=

d

dt
Eα(−λtα) = e′α(t;λ), t > 0.

Les séries ci-dessus sont convergentes pour tout t dans un intervalle borné.

Finalement la solution s'écrit

u(t) = f(t) + e′α(t;λ) = f(t).

Cependant, la transformée de Laplace nous permet d'avoir la solution sous une autre

forme [
1 +

λ

sα

]
ũ(s) = f̃(s)⇒ ũ(s) =

sα

sα + λ
f̃(s),

par passage à la transformée de Laplace inverse, on peut écrire

eα(t;λ) := Eα(−λtα)÷ sα−1

sα + λ
,

on a donc

ũ(s) = s

[
sα

sα + λ
f̃(s)

]
,

il s'ensuit que

u(t) =
d

dt

t∫
0

f(t− τ)eα(τ ;λ) dτ,

qui s'écrit aussi

ũ(s) =
sα

sα + λ

[
sf̃(s)− f(0+)

]
+ f(0+)

sα

sα + λ
,

et donc

u(t) =

t∫
0

f ′(t− τ)eα(τ ;λ) dτ + f(0+)eα(τ ;λ).
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Notons que, eα(τ ;λ) est une fonction di�érentiable par rapport à t avec

eα(0+;λ) = Eα(0+) = 1, et la solution est donnée par

ũ(s) =

[
s
sα−1

sα + λ
− 1

]
f̃(s) + f̃(s).

Par conséquent

u(t) =

t∫
0

f(t− τ)e′α(τ ;λ) dτ + f(t).

On conclut que la deuxième méthode est plus restrictive que la première, du fait qu'elle

requiert que f soit di�érentiable et de dérivée L−transformable.

�
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Chapitre 2

Fonctions presque périodiques, pseudo

presque périodiques et oscillations

d'une certaine classe d'équations

di�érentielles à retard

Ce chapitre se veut comme une introduction aux fonctions presque périodiques et

pseudo presque périodiques, ainsi que leurs propriétés de base. Nous donnerons l'essentiel

de la théorie des oscillations pour une classe d'équations di�érentielles à retard de type

neutre.

26



Fonctions presque périodiques, pseudo presque périodiques et oscillations
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2.1 Fonctions presque périodiques

On pose K le corps des réels ou des complexes, on notera par X l'espace de Banach sur

K.

La notation BC0(R, X) signi�e l'ensemble des fonctions continues bornées de R dans X.

On écrit (BC(R, X), ‖ · ‖∞) l'espace de Banach muni de la norme du "sup" dé�nie par

‖f‖∞ := sup
t∈R
‖f(t)‖.

Pour k ∈ N∗, on pose

BCk(R, X) =

{
f ∈ Ck(R, X) / ∀ 0 ≤ j ≤ k,

djf

dtj
∈ BC0(R, X)

}
,

et pour tout f ∈ BCk(R, X), on pose

‖f‖Ck := ‖f‖∞ +
k∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣djfdtj
∣∣∣∣∣∣∣∣
∞
.

Donc, (BCk(R, X), ‖ · ‖Ck) est un espace de Banach.

Pour tout T > 0, et pour tout k ∈ N, Ck
T (R, X) est l'espace des fonctions T−périodiques

de classe Ck dé�nies sur R à valeurs dans X, et c'est un sous-espace de BC0(R, X).

Dé�nition 2.1.1. Soit f(·) ∈ C0(R, X), on dit que f est presque périodique (Bohr a.p.)

ou uniformément presque périodique, si elle véri�e

∀ε > 0, ∃`ε > 0, ∀α ∈ R, ∃δ ∈ [α, α + `ε[, ‖f(·+ δ)− f(·)‖∞ ≤ ε.

Rappelons qu'un ensemble D ⊂ R est dit relativement dense dans R, si

∃` > 0, ∀α ∈ R, D ∩ [α, α + `[ 6= 0.

Posons E(f, ε) := {r ∈ R, ‖f(·+ r)− f(·)‖∞ < ε} , on peut reformuler la dé�nition d'une

fonction Bohr a.p. de la façon suivante

Dé�nition 2.1.2. Soit f(·) ∈ C0(R, X), pour tout ε > 0, l'ensemble E(f, ε) est relative-

ment dense dans R.
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Un élément de E(f, ε) est appelé ε−presque période de f.

Par conséquent, une fonction Bohr a.p. est une fonction continue qui admet des ε−presque

périodes pour tout ε > 0.

On désignera par AP 0(R, X) l'ensemble des fonctions Bohr a.p dé�nies de R à valeurs

dans X. Pour k ∈ N∗, posons

AP k(R, X) =

{
f ∈ AP 0(R, X) ∩ Ck(R, X) /∀ 0 ≤ j ≤ k,

djf

dtj
∈ AP 0(R, X)

}
,

muni de la norme

‖f‖APk := sup
t∈R
‖f(t)‖X +

k∑
j=1

sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣∣∣djf(t)

dtj

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

.

est un espace de Banach.

Exemple 2.1.1. La fonction f(t) = sin t + sin(πt) appartient à AP 0(R,R) comme le

montre la �gure 1 en dimension 2 et la �gure 2 en dimension 3.

−10 −5 0 5 10
−2

−1

0

1

2

Figure 1

f(t) = sin(t) + sin(πt)
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Figure 2

Remarque 2.1.1. On a que AP k−1(R, X) 6⊂ AP k(R, X), pour tout k ∈ Z (voir [27]).

Exemple 2.1.2. On considère la fonction

f(x) =


(
x− 2π

k

)2

sin
π

πx− 2k
si x ∈

[
2k − 2

π
,
2k − 2

π

]
−
{

2k

π

}
,

0 si x =
2k

π
,

où k = 0,±1,±2, · · · . On a que f ∈ AP 1(R,R), mais f /∈ AP 0(R,R).

Dé�nition 2.1.3. Un polynôme trigonométrique P : R → X est une fonction qui est

une combinaison linéaire des fonctions e· donnée par

P (t) =
N∑
j=1

aje
itλj , aj ∈ X, λj ∈ R.

Lorsque X = R, on a que P (t) ∈ X, et

∀j ∈ N,∃k ∈ N∗, λk = −λj, et ak = aj (complexe conjugué).

On note TP (R, X) l'ensemble des polynômes trigonométriques P : R→ X, donc TP (R, X)

est un sous-espace vectoriel de BCk(R, X).
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2.1.1 Propriétés des fonctions presque périodiques

On résume à présent les principales propriétés des fonctions Bohr a.p., résultant princi-

palement de leurs dé�nitions et des propriétés algébriques des fonctions numériques (voir

[8, 32, 42]).

Proposition 2.1.1. 1. Si f, g ∈ AP 0(R, X), alors f + g, f · g ∈ AP 0(R, X).

2. Pour tout n ∈ N, s'il existe 1 ≤ i ≤ n, telle que fi ∈ AP 0(R, Xi), où Xi est un

espace de Banach, alors (fi)1≤i≤n ∈ AP 0

(
R,

n∏
i=1

Xi

)
.

3. AP 0(K) est une algèbre de Banach.

4. Pour tout T > 0, on a C0
T (R, X) ⊂ AP 0(R, X) et TP (R, X) ⊂ AP 0(R, X). Ce

qui signi�e que toute fonction continue et tout polynôme trigonométrique sont des

fonctions Bohr a.p.

5. AP 0(R, X) ⊂ BC0(R, X), i.e. une fonction Bohr a.p. est bornée sur R.

6. AP 0(R, X) = span(T>0C
0
T (R, X)), où span(A) désigne le sous-espace vectoriel

fermé engendré par A.

7. La limite uniforme d'une suite de fonctions Bohr a.p. est une fonction Bohr a.p.

On a que (AP 0(R, X), ‖·‖∞) est un sous-espace de Banach de (BC0(R, X), ‖·‖∞).

8. Soit f(·) ∈ AP 0(R, X) et g : R→ E. On suppose qu'il existe une suite numérique

(sn)n telle que lim
n→+∞

‖f(·+ sn)− f(·)‖∞ = 0. Alors, il existe une suite numérique

(σn)n telle que lim
n→+∞

σn = +∞ et lim
n→+∞

‖f(·+ σn)− g(·)‖∞ = 0.

Dans la suite, on omettra de donner la preuve de certains résultats, pour éviter toute

redondance.

Lemme 2.1.1. Pour tout ε > 0, l'ensemble E(f, ε) donné dans la dé�nition 2.1.1 est

fermé.

Démonstration. Soit r∗ un point limite de E(f, ε); et soit la suite (rn) ⊂ E(f, ε) donnée

par

lim
n→∞

rn = r∗,
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alors, pour tout t ∈ R, on a

‖f(t+ rn)− f(t)‖∞ ≤ ε.

Par continuité de f,

‖f(t+ r∗)− f(t)‖∞ ≤ ε.

Donc, r∗ ∈ E(f, ε).

Lemme 2.1.2. Toute fonction Bohr a.p. est uniformément continue sur R.

Démonstration. Il su�t de prouver que,

∀ε > 0,∃δε > 0, telle que (r ∈ [−δε, δε]⇒ r ∈ E(f, ε)),

c'est à dire,

∀ε > 0,∃δε > 0, telle que (r ∈ [−δε, δε]⇒ ‖f(t+ r)− f(t)‖∞ ≤ ε.

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe deux suites (δn) et (tn) telle que :

lim
n→∞

δn = 0, ‖δn‖∞ ≤ 1 et ‖f(tn + δn)− f(tn)‖∞ > ε.

Comme f est a.p., il existe l > 0, et il existe un intervalle [tn, tn + lε/4] et une suite (rn)

ε/4−a.p. telle que

‖f(tn + δn + rn)− f(tn + rn)‖∞ ≥ ‖(f(tn + δn)− f(tn))‖∞ − ‖(f(tn + δn + rn)− f(tn + δn))‖∞

− ‖(f(tn + rn)− f(tn))‖∞,

> ε.

Ce qui est absurde. En e�et,

0 ≤ tn + rn ≤ lε/4, −1 ≤ tn + δn + rn ≤ lε/4 + 1, lim
n→∞

δn = 0,

et la fonction f est uniformément continue sur [−1, lε/4 + 1].

Exemple 2.1.3. Pour tout a ∈ R, la fonction t 7→ sin(αt2), n'est pas Bohr a.p, puisqu'elle

n'est pas uniformément continue.
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Lemme 2.1.3. Si f(·) ∈ AP 0(R, X), alors Rf(t) est relativement compact.

où Rf(t) désigne l'image de f.

Démonstration. Rf(t) est est relativement compact si et seulement si

∀ε > 0, il existe un nombre �ni de points, f(t1), f(t2), · · · , f(tn) telle que, Rf(t) ⊂ ∪nj=1B(f(tj), ε),

où B(x, ε) est la boule ouverte centrée en x et de rayon ε.

D'après le théorème de Bolzano-Weierstrass, de toute suite de fonctions (f(tn)) , on peut

en extraire une sous-suite convergente.

∀ε > 0, ∃lε > 0, telle que f(t) soit uniformément continue sur [0, lε], il existe alors n

points f(t1), f(t2), · · · , f(tn), 0 ≤ tk ≤ lε; k = 1, · · · , n; telle que

f(t) ∈ ∪nj=1B(f(tj), ε).

Soit t′ ∈ R, il existe alors dans [−t′, t′ + lε] une ε−presque période telle que

‖f(t′ + r)− f(t′)‖∞ ≤ ε, 0 ≤ t′ + r ≤ lε.

Comme le point f(t′ + r) appartient à l'une des boules B(f(tj), ε), on a donc,

‖f(t′)− f(tj)‖∞ ≤ ‖f(t′)− f(t′ + r)‖∞ + ‖f(t′ + r)− f(tj)‖∞,

< 2ε,

et f(t′) ∈ ∪nj=1B(f(tj), 2ε).

Remarque 2.1.2. Notons que pour X = R, cette propriété est l'analogue de la propriété

5. ci-dessus.

2.1.2 Critère de continuité

Théorème 2.1.1. Une fonction f(·) ∈ AP 0(R, X) est continue et bornée.

Démonstration. Soient f(·) ∈ AP 0(R, X), et Pn(t) un polynôme trigonométrique, telle

que

‖f(t)− Pn(t)‖∞ <
1

n
, −∞ < t < +∞.
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Le polynôme Pn(t) est une suite de fonctions convergeant uniformément vers f(t) pour

tout t. Or Pn est continue, ce qui entraine que f est continue en tout point t en vertu du

théorème de conservation de la continuité par convergence uniforme.

Supposons qu'il existe M > 0, telle que ‖P1(t)‖∞ ≤M. On a alors

‖f(t)‖∞ ≤ ‖f(t)− P1(t)‖∞ + ‖P1(t)‖∞,

≤ 1 +M ∀t ∈ R.

Ce qui achève la preuve.

Remarque 2.1.3. Il est à mentionner que, lorsqu'une fonction périodique est dérivable,

sa fonction dérivée est aussi périodique. Par ailleurs, ceci n'est pas le cas pour les fonctions

Bohr a.p. étant donné que l'on n'a pas la continuité uniforme de la dérivée. Cette condition

est nécessaire pour que la fonction dérivée soit presque périodique, et nous avons le résultat

suivant (condition su�sante) :

2.1.3 Critère de dérivabilité

Théorème 2.1.2. Si f(·) ∈ AP 0(R, X) ∩ C1(R, X) est uniformément continue sur R,

alors f ′(·) ∈ AP 0(R, X).

Démonstration. Soit ϕn(t) = n
(
f
(
t+ 1

n

)
− f(t)

)
, n ∈ N.

On a que f ′ est uniformément continue, i.e.

∀ε > 0, ∃δε > 0 telle que, ∀t1, t2 ∈ R, ‖t1 − t2‖∞ ⇒ ‖f ′(t1)− f ′(t2)‖∞ ≤ ε.

Comme 0 < 1
n
≤ ε, il vient que

∣∣∣∣∣∣∣∣n(f (t+
1

n

)
− f(t)

)
− f ′(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣n

n∫
0

(f ′ (t+ s)− f ′(t)) ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞

,

≤ n

n∫
0

‖f ′ (t+ s)− f ′(t)‖∞ ds,

≤ ε.
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Ce qui signi�e que la suite de fonctions presque périodiques n
(
f
(
t+ 1

n

)
− f(t)

)
converge

uniformément vers f ′(t). Donc f ′(t) est presque périodique (voir propriété 7. ci-dessus).

2.1.4 Critère d'intégrabilité

Théorème 2.1.3. Soit f(·) ∈ AP 0(R, X) et F : t 7→ F (t) :=
t∫

0

‖f(s)‖∞ ds. F est Bohr

a.p., si et seulement si elle est bornée sur R.

Démonstration. Posons F (t) =
t∫

0

‖f(s)‖∞ ds, F est bornée (voir théorème 2.1.1). Ainsi

∃M > 0, ‖f(t)‖∞ ≤M, ∀t ∈ R.

La caractérisation de la borne inférieure (resp. supérieure) donne

∀ε > 0, ∃t1 ∈ R, F (t1) < m+
ε

6
,

respectivement,

∀ε > 0, ∃t2 ∈ R, F (t2) > M − ε

6
.

Soit d = ‖t1 − t2‖∞, et soit l1 > 0, telle que tout intervalle de R de longueur l1, contient

les ( ε
6d

)−périodes de la fonction f.

Posons, l = l1 + d, il vient que toute ( ε
2l

)−période de la fonction f, est une ε−période de

la fonction F.

Montrons tout d'abord que si ξ = min {t1, t2} et τ = ε
6d

avec ξ + τ ∈ (α, α + l1), alors

t1 + τ, t2 + τ ∈ (α, α + l). En e�et,

‖F (t2 + τ)− F (t1 + τ)‖∞ = ‖F (t2)− F (t1) +

t2+τ∫
t1+τ

f(s) ds−
t2∫
t1

f(s) ds‖∞,

= ‖F (t2)− F (t1) +

t2∫
t1

(f(s+ τ)− f(s)) ds‖∞,

≥ ‖F (t2)− F (t1)‖∞ − d
ε

6d
,

> M −m− 2ε

6
− ε

6
,
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d'où

‖F (t2 + τ)− F (t1 + τ)‖∞ = M −m− ε

2
.

Donc

F (t1 + τ) < m+
ε

2
et F (t2 + τ) > M − ε

2
. (2.1)

Posons η = ε
2l
−période de f, et montrons que

‖F (t+ η)− F (t)‖∞ < ε, ∀t ∈ R.

Soit alors, t1 + τ ∈ (t, t+ l) satisfaisant (2.1), on a

‖F (t+ η)− F (t)‖∞ = ‖F (t1 + τ + η)− F (t1 + τ) +

t+η∫
t

f(s) ds−
t1+η∫
t1

f(s) ds‖∞,

= ‖F (t1 + τ + η)− F (t1 + τ) +

t1∫
t

f(s) ds−
t1+η∫
t+η

f(s) ds‖∞,

≥ m−
(
m+

ε

2

)
− ‖

t1∫
t

(f(s+ η)− f(s)) ds‖∞,

> − ε
2
− l ε

2l
,

donc

‖F (t+ η)− F (t)‖∞ = −ε.

De façon analogue, on obtient

‖F (t+ η)− F (t)‖∞ < ε.

Ce qui achève la preuve.

Nous donnons quelques critères permettant d'a�rmer qu'une fonction est Bohr a.p. (voir

[27, 32, 50])
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Critère de Bochner

Soit f(·) ∈ BC0(R, X). f(·) ∈ AP 0(R, X) si et seulement si

τ(f) = {τr(f) = f(·+ r), r ∈ R}

est relativement compact dans (BC0(R, X), ‖ · ‖∞).

Critère de Haraux

Soit f(·) ∈ BC0(R, X), s'il existe une partie S ⊂ R relativement dense, telle que {f(·+ s), s ∈ S}

soit précompact dans (BC0(R, X), ‖ · ‖∞), alors f(·) ∈ AP 0(R, X).

Critère de Maak

Une fonction continue f : R→ X est presque périodique, si et seulement si pour un ε > 0

donné, et une partition de R =
m∑
i=1

Ei, telle que pour tout ξ, η ∈ Ei, 1 ≤ i ≤ m, l'on ait

sup
t∈R
‖f(t+ ξ)− f(t+ η)‖ < ε.

Théorème 2.1.4. Soient X un espace de Banach, et (t, x) 7→ f(t, x) une fonction presque

périodique en t ∈ R, uniformément en fonction de x ∈ B (B est une partie de X bornée)

Supposons que fest lipschitzienne en x ∈ B, uniformément en fonction de t ∈ R, i.e.

∃L > 0 telle que

‖f(t, x)− f(t, y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞, pour tout x, y ∈ X, t ∈ R.

Si la fonction g : R→ X est presque périodique, alors la fonction composée

F (t) = f(t, g(t)) : R→ X est aussi presque périodique.

Démonstration. Soit g(·) ∈ AP (R, X), pour tout ε > 0, il existe lε > 0, telle que pour

tout intervalle de longueur lε > 0, contenant un nombre τ véri�ant

‖g(t+ τ)− g(t)‖∞ <
ε

2L
, pour tout t ∈ R. (2.2)
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Il en découle que

‖F (t+ τ)− F (t)‖∞ = ‖f(t+ τ, g(t+ τ))− f(t, g(t))‖∞,

= ‖f(t+ τ, g(t+ τ))− f(t+ τ, g(t))‖∞

+ ‖f(t+ τ, g(t))− f(t, g(t))‖∞,

≤ L‖g(t+ τ)− g(t)‖∞

+ ‖f(t+ τ, g(t))− f(t, g(t))‖∞.

En raison, de la presque périodicité de f, on peut écrire

sup
t∈R
‖f(t+ τ, g(t))− f(t, g(t))‖ < ε

2
. (2.3)

Puis, en combinant les équations (2.2) et (2.3), on obtient

sup
t∈R
‖F (t+ τ)− F (t)‖ = sup

t∈R
‖f(t+ τ, g(t+ τ))− f(t, g(t))‖ < ε.

On en déduit immédiatement que la fonction F : t 7→ f(t, g(t)) est presque périodique.

Remarque 2.1.4. Dans les hypothèses du théorème précédent en remplaçant la condition

de Lipschitz par la continuité uniforme, on obtient un résultat identique.

Notons que ces deux conditions peuvent être allégées comme le prouve le résultat suivant :

Plusieurs propriétés des fonctions a.p. sont des conséquences des résultats suivants (voir

[66]).

Lemme 2.1.4. Soient X1, X2 deux espaces de Banach. Si A : X1 → X2 est un opérateur

linéaire borné, et f(·) ∈ AP n(R, X1), alors Af ∈ AP n(R, X2), pour tout n ∈ N.

Lemme 2.1.5. Soient X1, X2 deux espaces de Banach et f(·) ∈ AP n(R, X1).

Si A : X1 → X2 est un opérateur linéaire borné de rang relativement compact, alors la

fonction F à valeurs dans X2 dé�nie par

F (t) :=

t∫
0

Af(s) ds

appartient à AP n+1(R, X2), pour tout n ∈ N.
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Lemme 2.1.6. Soient X1, X2 deux espaces de Banach, φ ∈ C(n)(X1, X2) et f(·) ∈

AP n(R, X1), alors φ ◦ f ∈ AP n(R, X2), pour tout n ∈ N.

Théorème 2.1.5. (Théorème de Bohr-Weierstrass) Pour tout f(·) ∈ AP 0(R, X), il existe

une suite Pn ∈ TP (R, X), telle que lim
n→+∞

‖f − Pn‖∞ = 0 et AP 0(R, X) est la fermeture

de TP (R, X) pour la norme de la convergence uniforme.

Le résultat suivant donne une condition sur la compacité des parties de AP (voir [66]).

Théorème 2.1.6. (Théorème de Lusternik) Soit K ⊂ AP 0(R, X). Alors K est compact

dans (AP 0(R, X), ‖ · ‖∞) si et seulement si, les conditions suivantes sont réalisées :

1. Pour tout t ∈ R, {f(t), f ∈ K} est compact dans X.

2. K est uniformément equicontinue.

3. K est equi-presque périodique, i.e.

∀ε > 0, ∃`ε > 0, ∀α ∈ R, ∃δ ∈ [α, α + `ε[, ∀ ∈ f ∈ K; ‖f(·+ δ)− f(·)‖∞ ≤ ε.

Le résultat suivant est important dans l'étude des équations intégrales avec retard in�ni

(voir [4])

Proposition 2.1.2. Soit a ∈ R× [0,+∞[→ R, telle que la fonction

(t 7→ a(t, ·)) ∈ AP 0(L1([0,+∞[)). Si f(·) ∈ AP 0(R,R), alors la fonction

h(t) =

+∞∫
t

a(t, t− s)f(s) ds

est aussi presque périodique.

Tenant compte de la condition 3. dans le théorème de Lusternik, il est di�cile d'avoir

la compacité dans l'espace AP 0(R, X). Par ailleurs, la compacti�cation de Bohr pour les

réels est une notion qui est dû à Anzai et Kakutani [81, 90], et indépendante de Weil [95].

C'est un groupe compact qu'on note par bR, tel qu'il existe un morphisme (de groupes

topologiques) ib : R→ bR, qui satisfait les propriétés suivantes
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1. ib(R) est dense dans bR.

2. Pour tout f(·) ∈ AP 0(R, X), il existe f b(·) ∈ C0(bR, E), telle que : f b ◦ ib = f. De

plus, la correspondance f 7→ f b est un isomorphisme d'espaces de Banach entre

AP 0(R, X) et C0(bR, E).

En�n, il a été prouvé dans [20], que la structure du groupe b(R) n'est pas compatible avec

la structure de variété de Banach di�érentiable. Ainsi, la notion de variété di�érentiable

sur bR n'est pas cannoniquement dé�nie.

L'étude de l'espace topologique dual de l'espace de Banach AP 0(R, X), a été faite par

Hewitt [54], dont l'idée principale est d'assimiler AP 0(R, X) à C0(bR, E). Il convient de

remarquer que, l'espace topologique dual de l'espace C0(bR, E) est un espace des mesures

de Radon sur bR, qu'on note par M(bR, E), qu'on assimile à l'espace dual de AP 0(R, X).

On peut aussi montrer que AP 0(R, X) n'est ni re�exif ni séparable.

2.2 Fonctions pseudo-presque périodiques

Le concept de pseudo-presque périodicité (p.a.p.) a été introduit par Zhang [103, 104,

105], il généralise le concept de presque périodicité au sens de Bochner, et c'est un cas

particulier de la notion de presque périodicité au sens de Besicovitch des fonctions d'ordre

1, qu'on dénote par B1(R, X).

Soit (X, ‖ · ‖) un espace de Banach, et BC(R, X) l'ensemble des fonctions continues et

bornées à valeurs dans X, qu'on munit de la norme

‖u‖∞ = sup
t∈R
‖u(t)‖

est un espace de Banach.

C(R, X) désigne la classe des fonctions continues dé�nie sur R à valeurs dans X.

Dé�nition 2.2.1. On dé�nit une classe de fonctions PAP0(R, X) par

PAP0(R, X) =

f ∈ BC(R, X) / lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

‖f(t)‖ dt = 0

 .
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Dé�nition 2.2.2. Une fonction f(·) ∈ BC(R, X) est dite pseudo presque périodique, si

elle s'écrit de la forme

f = h+ ϕ

où h(·) ∈ AP (R, X) et ϕ(·) ∈ PAP0(R, X).

On note l'ensemble de toutes ces fonctions par PAP (R, X).

La fonction h est dite presque périodique, et ϕ est dite perturbation ergodique de f.

Exemple 2.2.1. La fonction f(t) = sin t+ sin(πt) + 1/(1 + t2) ∈ PAP (R,R).

La �gure suivante illustre la di�érence entre une fonction a.p. (exemple 2.1.1) et une

fonction p.a.p. (exemple 2.2.1).

−10 −5 0 5 10

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Figure 3

sin(t) + sin(π ∗ t)
sin(t) + sin(π ∗ t) + 1/(1 + t2)

On peut reprendre la notion de pseudo presque périodicité pour une fonction

f : R× Y → X dépendant d'un paramètre dans le lemme suivant (voir [27]).

Lemme 2.2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, munis de la norme du "sup", et

soit f(·, y) ∈ BC(R × Y,X), alors f(·, y) ∈ PAP (R × Y,X), si elle satisfait aux deux

conditions suivantes :

1. ∀y ∈ Y, f(·) ∈ PAP (R, X).
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2. f est uniformément continue sur tout compact K de Y par rapport à la seconde

variable y.

2.2.1 Propriétés des fonctions pseudo presque périodiques

1. Soit f = h + ϕ ∈ PAP (R, X), où h ∈ AP (R, X) et ϕ ∈ PAP0(R, X), alors la

décomposition est unique.

2. La valeur moyenne, les coe�cients de Fourier-Bohr, les exposants de Fourier-Bohr

pour une fonction pseudo presque périodique, sont les mêmes que pour la compo-

sante Bohr a.p.

3. ϕ(·) ∈ PAP ([a,+∞[, X), est un espace de Banach, avec a ∈ R.

4. Le rang d'une fonction pseudo presque périodique est borné, et non relativement

compact.

Zhang [103] a établit le théorème de composition des fonctions pseudo presque périodiques

dans l'espace de Banach en dimension �nie. Ce résultat a été généralisé par Amir et Ma-

niar [10] à l'espace d'extrapolation, sous les mêmes conditions considérées dans [103].

D'autre part, Hong-xu Li and al [56] ont obtenu le même résultat sous la condition que

f(·, h(·)) : R→ X soit uniformément continue et bornée dans R× h(R).

L'ensemble des fonctions pseudo presque périodiques est invariant par convolution par

des fonctions L1, et on a le résultat suivant [103].

Proposition 2.2.1. Soit f(·) ∈ PAP (R, X). Si g ∈ L1(R), alors le produit de convolution

f ∗ g dé�ni sur R appartient à PAP (R, X).

Démonstration. Soit f = h + ϕ, avec h ∈ AP (R, X) et ϕ ∈ PAP0(R, X). On a la

décomposition suivante

f ∗ g = h ∗ g + ϕ ∗ g.

Il su�t de montrer que ϕ ∗ g ∈ PAP0(R, X), puisque h ∗ g ∈ AP (R, X) (voir proposition

3.4, [36]). Or, pour ϕ ∈ PAP0(R, X), et g ∈ L1(R), nous avons que ϕ ∗ g ∈ BC(R, X).
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Par hypothèse

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)‖∞ dt = 0.

Pososns

L(r) :=
1

2T

T∫
−T

+∞∫
−∞

‖ϕ(t− s)‖∞ |g(s)| ds dt,

il en découle que

1

2T

T∫
−T

‖ϕ ∗ g(t− s)‖∞ |g(s)| ds dt ≤ L(r),

=
1

2T

T∫
−T

+∞∫
−∞

‖ϕ(t− s)‖∞ |g(s)| ds dt,

=

+∞∫
−∞

|g(s)|

 1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t− s)‖∞ dt

 ds,

=

+∞∫
−∞

|g(s)|

 1

2T

T−s∫
−T−s

‖ϕ(T )‖∞ dT

 ds,

=

+∞∫
−∞

|g(s)|ϕT (s) ds,

où

ϕT (s) =
1

2T

T−s∫
−T−s

‖ϕ(σ)‖∞ dσ.

Il est évident que ϕT (s) → 0 lorsque T → ∞. En utilisant le fait que ϕT soit bornée,

g ∈ L1(R) et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

lim
T→∞

L(T ) = 0,

et donc, ϕ ∗ g ∈ PAP0(R, X).

Le lemme suivant donne l'unicité de la décomposition des fonctions pseudo presque pé-

riodiques [103].
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Lemme 2.2.2. La décomposition des fonctions pseudo presque périodiques comme somme

d'une classe de fonctions presque périodiques et d'une classe de fonctions ergodiques, est

unique, i.e.

PAP (R, X) = AP (R, X)⊕ PAP0(R, X).

Démonstration. Soit f(·) ∈ AP (R, X) ∩ PAP0(R, X). Mentionnons, tout d'abord, que la

fonction g dé�nie par g(t) := ‖f(t)‖∞ ≥ 0 pour tout t ∈ R; appartient à

AP (R, X) ∩ PAP0(R, X).

Si la valeur moyenne de g,M(g) = lim
T→+∞

1
T

T∫
0

g(s) ds = 0, alors g(t) = 0 pour tout t ∈ R,

ce qui entraine que f = 0.

Raisonnons par l'absurde, et supposons que la décomposition donnée n'est pas unique. Il

vient que,

f = h0 + ϕ0, et f = h1 + ϕ1,

avec, h0, h1 ∈ AP (R, X) et ϕ0, ϕ1 ∈ PAP0(R, X).

Après identi�cation, on obtient h0 − h1 = ϕ0 − ϕ1.

D'après-ce qui précède, h0 − h1 = ϕ0 − ϕ1 = 0, i.e. h0 = h1 et ϕ0 = ϕ1.

Proposition 2.2.2. Si f = g+ϕ ∈ PAP (R, X), où g ∈ AP (R, X), alors g(R) ∈ f(R) et

‖f‖∞ ≥ ‖g‖∞ ≥ inf
t∈R
‖g(t)‖∞ ≥ inf

t∈R
‖f(t)‖∞.

(voir [103]).

Démonstration. Si l'on suppose que, g(R) ∈ f(R), alors, il existe t0 telle que

inf
s∈R
‖g(t0)− f(s)‖ > ε.

Remarquons que pour g continue, il existe δ > 0, telle que |t| < δ, entraine que

inf
s∈R
‖Rt0(t)−Rt0(s)‖ > ε.

On utilise notamment le fait que l'ensemble des fonctions presque périodiques est invariant

par translation, ce qui donne Rt0g ∈ AP (R, X) et donc, pour tout ε > 0, ∃lε/2 > 0 telle
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que tout intervalle de longueur lε/2 contienne un nombre τ satisfaisant

sup
t∈R
‖RτRt0g(t)−Rt0g(t)‖ ≤ ε/2.

Soit maintenant t ∈ (−δ, δ), par suite t+ τ ∈ (τ − δ, τ + δ), et donc,

‖Rt0ϕ(t+ τ)‖∞ = ‖Rt0f(t+ τ)−Rt0g(t+ τ)‖∞,

≥ ‖Rt0f(t+ τ)−Rt0g(t)‖∞ + ‖Rt0g(t)−Rt0g(t+ τ)‖∞,

≥ inf
s∈R
‖Rt0f(s)−Rt0g(t)‖∞ + ‖Rt0g(t)−RτRt0g(t)‖∞,

> ε/2.

Par conséquent,M(‖Rt0ϕ‖∞) ≥ δε/lε, contradiction.

Le résultat suivant est utile pour montrer que l'espace (PAP (R, X), ‖ · ‖∞) est complet

[104].

Lemme 2.2.3. Si (fn)n∈N ∈ PAP (R, X) telle que ‖fn − f‖∞ → 0 lorsque n→∞, alors

f ∈ PAP (R, X).

Démonstration. Soit (fn)n∈N ∈ PAP (R, X) telle que ‖fn − f‖∞ → 0 lorsque n→∞, on

peut donc écrire

fn = hn + ϕn,

où (hn)n∈N ∈ AP (R, X) et (ϕn)n∈N ∈ PAP0(R, X). Grâce à la proposition 2.2.2, on a

‖hn‖∞ ≤ ‖fn‖∞, il en résulte que

‖hn − hm‖∞ ≤ ‖fn − fm‖∞.

Or, pour ‖fn − f‖∞ → 0 lorsque n → ∞, on en conclut que (fn)n∈N est une suite de

Cauchy ; et par suite, ‖hn − hm‖∞ → 0 lorsque n,m → ∞. Donc, (hn)n∈N ∈ AP (R, X)

est une suite de Cauchy.

(AP (R, X), ‖ · ‖∞) étant un espace de Banach, il existe h ∈ AP (R, X) telle que

‖hn − h‖∞ → 0 lorsque n,m→∞.
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Posant ϕ = f − h, il est à observer que

‖ϕn − ϕ‖∞ → 0 lorsque n,m→∞.

Il en découle que, ϕ ∈ BC(R, X).

Soit maintenant

1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)‖∞ dt =
1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)− ϕn(t) + ϕ(t)‖∞ dt,

≤ 1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)− ϕn(t)‖∞ dt+
1

2T

T∫
−T

‖ϕn(t)‖∞ dt,

≤ ‖ϕ− ϕn‖∞ +
1

2T

T∫
−T

‖ϕn(t)‖∞ dt.

Par passage à la limite lorsque T →∞, on en déduit que

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)‖∞ dt ≤ ‖ϕ− ϕn‖∞,

et de la limite lorsque n→∞ dans l'inégalité ci-dessus, on en conclut que

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

‖ϕ(t)‖∞ dt = 0.

On a le résultat important suivant :

Théorème 2.2.1. L'espace des fonctions pseudo presque périodiques PAP (R, X) muni

de la norme du "sup" est un espace de Banach [103].

Démonstration. d'après les résultats introduits précédemment, on a clairement,

PAP (R, X) ⊂ BC(R, X) et en vertu du lemme 2.2.3, l'ensemble PAP (R, X) est fermé.

Par conséquent, (PAP (R, X), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.
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Théorème 2.2.2. Supposons l'espace de Banach X uniformément convexe.

Soit f = h + ϕ ∈ PAP (R, X) avec h ∈ AP (R, X) et ϕ ∈ PAP0(R, X). Dé�nissons les

fonctions

H(t) :=

t∫
0

h(s) ds et Φ(t) :=

t∫
0

ϕ(s) ds, t ∈ R,

et supposons que

1. H bornée.

2. Il existe ξ(·) ∈ X telle que (Φ− ξ)(·) ∈ PAP0(R, X).

Alors, la fonction t 7→ F (t) = H(t) + Φ(t) ∈ PAP (R, X).

Démonstration. Pour la preuve, voir [32].

Théorème 2.2.3. Soit f(·, x) ∈ PAP (R ×X,X) satisfaisant la condition de Lipschitz,

i.e.

‖f(t, u)− f(t, v)‖∞ ≤ ‖u− v‖∞,

pour tout u, v ∈ X et t ∈ R.

Si ϕ(·) ∈ PAP (R, X), alors la fonction h(t) = f(t, ϕ(t)) ∈ PAP (R×X,X) [32].

Démonstration. Soit f(·, x) ∈ PAP (R ×X,X), avec f = G + H ∈ PAP (R ×X,X), où

G ∈ AP (R × X,X) et H ∈ PAP0(R × X,X). On pose de plus que, ϕ = ϕ1 + ϕ2 avec

ϕ1 ∈ AP (R, X) et ϕ2 ∈ PAP0(R, X).

Il s'agit de montrer en premier que

‖f(t, ϕ(t))‖∞ ≤ L‖ϕ‖∞ + ‖f(t, 0)‖∞,

≤ L‖ϕ‖∞ + ‖G(t, 0)‖∞ + ‖H(t, 0)‖∞,

≤ L‖ϕ‖∞ + ‖G(·, 0)‖∞ + ‖H(·, 0)‖∞,

au vu des hypothèses fournies, f(·, ϕ(·)) ∈ BC(R×X,X), et

f(·, ϕ(·)) = G(·, ϕ1(·)) + f(·, ϕ(·))−G(·, ϕ1(·)),

= G(·, ϕ1(·)) + f(·, ϕ(·))− f(·, ϕ1(·)) +H(·, ϕ1(·)).
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En vertu du théorème 2.1.4, il en découle que G(·, ϕ1(·)) ∈ AP (R×X,X).

En utilisant que f est Lipschitzienne et ϕ2 ∈ PAP0(R, X), on trouve

f(·, ϕ(·))− f(·, ϕ1(·)) ∈ PAP0(R, X),

et de montrer en second lieu que, f(·, ϕ(·)) ∈ PAP (R × X,X). Pour cela, nous allons

montrer que

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

‖H(t, ϕ1(t))‖∞ dt = 0.

Pour ce faire, on remarque que ϕ1(R) est relativement compact dans X, et donc pour tout

ε > 0, il existe un nombre �ni de boules ouvertes Ok, centrées en xk ∈ ϕ1(R), de rayon

inférieur à ε/3L, et

ϕ1(R) ⊂ ∪Nk=1Ok.

Pour k (k = 1, 2, · · · , N), l'ensemble Bk = {t ∈ R : ϕ1(t) ∈ Ok} est ouvert et

R = ∪Nk=1Bk.

Soit

Ek = Bk − ∪k−1
i=1Oi, et E1 = B1.

Alors, on véri�e que

Ei ∩ Ej = {∅} , pour tout i 6= j.

Du fait que H ∈ PAP (R, X), on peut trouver T0 telle que

1

2T

T∫
−T

‖H(t, xk)‖∞ dt <
ε

3N
, T ≥ T0, k ∈ {1, 2, · · · , N} . (2.4)

De plus, pour G ∈ AP (R, X) uniformément continue sur R× ϕ1(R), il s'ensuit que

‖G(t, xk)− g(t, x)‖∞ <
ε

3
, ∀x ∈ Ok, k ∈ {1, 2, · · · , N} . (2.5)
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Pour H(·, ϕ1(·)) = f(·, ϕ1(·))−G(·, ϕ1(·)) et H(t, xk) = f(t, xk)−G(t, xk), on peut écrire

1

2T

T∫
−T

‖H(t, ϕ1(t))‖∞ dt =
1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖H(t, xk)‖∞ dt,

≤ 1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖H(t, xk)−H(t, xk)‖∞ dt

+
1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖f(t, ϕ1(t))− f(t, xk)‖∞ dt,

≤ 1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖H(t, xk)−H(t, xk)‖∞ dt

+
1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖H(t, xk)‖∞ dt

+
1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖H(t, ϕ1(t))−H(t, xk)‖∞ dt,

≤ 1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

L‖ϕ1(t)− xk‖∞ dt

+
1

2T

N∑
k=1

∫
Ek∩[−T,T ]

‖G(t, xk)−G(t, xk)‖∞ dt

+
N∑
k=1

1

2T

T∫
−T

‖H(t, xk)‖∞ dt.

Pour tout t ∈ Ek ∩ [−T, T ], ϕ1(t) ∈ Ok. De (2.4) et (2.5), on trouve que

1

2T

T∫
−T

‖H(t, ϕ1(t))‖∞ dt ≤ ε, T ≥ T0, (2.6)

et par suite,

lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

‖H(t, ϕ1(t))‖∞ dt = 0.
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Remarque 2.2.1. Si l'on remplace dans les hypothèses du théorème précédent la condi-

tion de Lipschitz par la continuité uniforme, on obtient des résultats similaires.

49



Chapitre 3

Problèmes semi-linéaires paraboliques

Ce chapitre décrit des résultats d'existence et d'unicité des solutions u des problèmes

de Cauchy semi-linéaires paraboliques, et comment in�ue la taille du terme source sur les

critères d'existence et de non existence, on s'intéressera aux points suivants :

1. Existence locale en temps et unicité des solutions : existe-t-il des solutions dé�nies

pour t ∈ [0, T ] ? et à quelle condition sont-elles uniques ?

2. Existence globale : Supposons qu'on a l'existence locale pour

Tmax = sup {T, T ∈ (0,∞) : u solution du problème de Cauchy donné}.

A-t-on Tmax =∞?, dans le cas échéant, on dit que la solution est globale ou bien

existe tout le temps.

3. Non-existence globale (Explosion en temps �ni) : Supposons que la réponse à la

première question est positive, est-ce que Tmax <∞ ?. Si c'est le cas, on dit que la

solution explose en temps �ni. Pour le type des problèmes paraboliques considéré

ici, la non existence globale et le temps �ni des solutions (dans le sens

‖u(t, ·)‖∞ → +∞) vont ensemble.
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3.1 Existence globale et explosion des solutions d'une

classe d'équations di�érentielles ordinaires

Pour rendre plus concret le concept de blow-up, commençons par énoncer quelques

résultats élémentaires sur l'explosion des solutions d'équations di�érentielles ordinaires,

pour plus de détails, (voir [99]).

3.1.1 Explosion des solutions d'EDOs.

Considérons, l'équation di�érentielle dite de Bernoulli

y′(t) = λy(t) + yp(t), t > 0, λ ≤ 0, y(0) = y0 > 0. (3.1)

Rappelons d'abord le cas où λ = 0. L'équation (3.1) s'écrit

y′(t) = yp(t), (3.2)

une simple intégration donne ∫
dy

yp
=

∫
dt,

ce qui fournit

1

(1− p)
y1−p(t) = t+ C,

on a alors,

y(t) = ((1− p)(t+ C))
1

1−p ,

avec la condition initiale y(0) = y0 > 0, on obtient donc

y0 = ((1− p)C)
1

1−p ,

ce qui donne

C =
1

1− p
y1−p

0 .

Par ailleurs, on a

y(t) =
1

((1− p)t+ y1−p
0 )−

1
1−p

, (3.3)
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que l'on peut aussi exprimer sous la forme

y(t) = ((1− p)t+ y1−p
0 )

1
1−p , (3.4)

cette solution cesse d'exister pour les valeurs de t négatives ou nulles, en d'autres termes ;

(1− p)t+ y1−p
0 ≤ 0,

ce qui donne

t ≥ − y1−p
0

1− p
=

y1−p
0

p− 1
, (3.5)

quand 0 < p < 1, le membre de droite de (3.5) est négatif, il implique directement qu'un

tel temps t > 0 n'existe pas, et on dira que l'explosion ne persiste pas.

Quand p > 1, le temps t est positif et �ni, on dit que la solution explose en temps �ni, et

la valeur du temps d'explosion est donnée par T∗ =
y1−p

0

p− 1
.

Supposons à présent que λ < 0 et p > 1. L'équation (3.1) s'écrit en vertu du changement

de variables v = y1−p

v′ − (1− p)λv = 1− p (3.6)

après une simple résolution, on trouve

v = −1

λ
+ Ce(1−p)λt,

ce qui conduit à

y(t) = (−1

λ
+ Ce(1−p)λt)

1
1−p , (3.7)

qui correspond, pour la donnée initiale y(0) = y0 à

y(t) =

(
λ

−1 + (y1−p
0 + 1

λ
)e(1−p)λt

) 1
p−1

.

Notons que la solution n'existe pas lorsque le dénominateur s'annule et le temps d'explo-

sion est donné par T∗ =
1

(1− p)λ
log

(
1

y1−p
0 + 1

λ

)
.

On peut énoncer le théorème suivant relatif au blow-up en temps �ni.
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Théorème 3.1.1. Etant donné y solution de l'équation (3.1) avec λ < 0, il y a explosion

en temps �ni pour y0 > (−λ)
1
p−1 .

En outre, pour y0 �xé, la solution explose en temps �ni pour λ > −yp−1
0 = λ∗,

où λ∗ représente la di�usion critique. On en déduit que T∗ =
1

(1− p)λ
log

(
1

y1−p
0 + 1

λ

)
.

Démonstration. voir [99].

3.1.2 Existence globale des solutions d'EDOs

Si le dénominateur de T∗ est di�érent de 0 pour tout t > 0, la solution existe pour

tout t ∈ [0,∞) et elle est dite globale. D'où le résultat suivant

Théorème 3.1.2. Soit λ < 0, l'équation (3.1) admet une solution globale donnée par

y(t) =

(
λ

−1 + (y1−p
0 + 1

λ
)e(1−p)λt

) 1
p−1

,

pour tout t > 0 si λ < λ∗.

Remarque : Dans le cas p = 1, l'équation (3.1) est linéaire, et la solution

correspondante y(t) = y0e
(λ+1)t est globale.

3.2 Solutions du problème de Cauchy semi-linéaire pa-

rabolique

On trouvera ci-dessous une présentation succincte de l'existence (locale et globale),

l'unicité et la régularité des solutions pour le problème de Cauchy semi-linéaire parabolique

(pour plus de détails, voir [7, 13, 51, 96, 97, 98]),

ut −∆u = up dans (0, T )× RN

u(0, x) = u0(x) ≥ 0 dans RN , (3.8)

où 0 < p < 1.

Il est important de faire remarquer, que lorsque la donnée initiale est à support compact, il
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n'existe pas de solutions de (3.8) tel que l'on ait u(t, ·) ∈ Lq(RN) pour t > 0 et 1 ≤ q <∞.

Néanmoins, si u0 := ρu0 ∈ L∞(RN), on a alors pour tout t > 0, ρ(x)S(t)u0 ∈ L∞;

où S(t) est le semi-groupe de la chaleur sur RN et ρ est la fonction poids dé�nie par

ρ(x) = (1 + |x|)−α si 0 ≤ α,

ou

ρ(x) = exp(−α|x|β) si 0 ≤ α, 0 ≤ β < 2,

et véri�e

ρ−1(x+ y) ≤ ρ−1(x)ρ−1(y) ∀x, y ∈ RN .

Dé�nition 3.2.1. On dit que u est solution mild du problème (3.8), si elle véri�e l'équa-

tion intégrale

u(t, x) = S(t)u0(x) +

t∫
0

S(t− s)up(s, x) ds (3.9)

3.2.1 Existence locale et globale des solutions

On cherche à montrer l'existence locale en premier, ensuite globale des solutions posi-

tives de (3.9), qui sont solutions mild de (3.8), ensuite on prouvera, qu'elles sont solutions

classiques sous des conditions bien appropriées sur la donnée initiale u0. Cependant, il

convient de noter que le terme non linéaire up présent dans (3.8) n'est pas Lipschitzien

dans tout intervalle de la forme [0, ε) pour 0 < p < 1 et ε > 0.

Ainsi, apparaissent des di�cultés telles que : l'unicité et la régularité de la solution lorsque

u0 ≡ 0.

A�n de pallier à ces di�cultés, on introduit l'ensemble

Eρ(RN) = Eρ =
{
u : RN → R | ρu ∈ L∞(RN)

}
,

qui, muni de la norme ‖u‖ρ = ‖ρu‖∞ est un espace de Banach.

Soit aussi la fonction ϕ positive et continue dé�nie sur [0,∞) par

ϕ(t) = π−N/2
∫
e−|y|

2

ρ−1(2
√
ty) dy,
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avec ϕ(0) = 1.

Donc, le problème (3.8) sera considéré avec u0 ∈ Eρ, ce qui entrainerait u(t, ·) ∈ Eρ pour

tout t > 0. Pour cela on introduit le problème suivant

ut −∆u = g(u) dans (0, T )× RN

u(0, x) = u0(x) ≥ 0 dans RN , (3.10)

et on montre l'existence et l'unicité des solutions mild associées au problème (3.10), ce

qui permettra d'en déduire par une méthode d'approximation les solutions de (3.8).

Lemme 3.2.1. Soit g une fonction non croissante et k−Lipschitzienne véri�ant

g(0) = 0. Pour tout u0 ∈ Eρ, il existe une unique solution mild au problème (3.10), telle

que u ∈ L∞((0, T ), Eρ).

Si de plus, u et v sont deux solutions mild de (3.10) avec des données initiales respective-

ment u0 et v0, satisfaisant u0 ≥ v0, alors

u(t, x) ≥ v(t, x) ∀t > 0, ∀x ∈ RN .

En particulier, si u0 ≥ 0, on a u ≥ 0.

Démonstration. On applique le théorème du point �xe de Banach.

Soit u0 ∈ Eρ et T > 0. On dé�nit l'opérateur F pour u ∈ L∞((0, T ), Eρ) par

Fu(t, x) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)g(u(s)) ds, ∀t ∈ (0, T ), ∀x ∈ RN .

Montrons d'abord, que F envoie L∞((0, T ), Eρ) dans L
∞((0, T ), Eρ). En e�et, si l'on pose

S(t) = (4πt)−N/2 exp−|x−y|
2/4t

le noyau de la chaleur dans RN , on a alors

|Fu(t, x)| ≤ (4πt)−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4t |u0(y)| dy

+

∫ t

0

(4πs)−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4t |g(u(t− s, y))| dy ds,

≤ ‖u0‖ρ S(t)ρ−1(x) + k sup
0≤s≤T

‖u(s, ·)‖ρ
∫ t

0

S(t− s)ρ−1(x) ds,

≤ ϕ(t) ‖u0‖ρ ρ−1(x) + ktϕ(t) sup
0≤s≤T

‖u(s, ·)‖ρρ−1(x).
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Il s'ensuit que

sup
0≤t≤T

‖Fu(t, ·)‖ρ ≤ ϕ(T )

{
‖u0‖ρ + kT sup

0≤t≤T
‖u(t, ·)‖ρ

}
, (3.11)

ainsi, Fu est dé�nie presque partout et appartient à L∞ ((0, T );Eρ).

Montrons que pour t assez petit, F est contractant.

Soient u, v ∈ L∞ ((0, T );Eρ) , on alors pour tout t ∈ (0, T ) et x ∈ RN

|Fu(t, x)− Fv(t, x)| ≤ k

∫ t

0

S(t− s)|(u− v)(s)| ds,

≤ k sup
0≤s≤T

‖(u− v)(s)‖ρ
∫ t

0

S(t− s)ρ−1(x) ds,

≤ ktϕ(t) sup
0≤s≤T

‖(u− v)(s)‖ρ ρ−1(x),

ainsi

sup
0≤t≤T

|Fu(t, ·)− Fv(t, ·)| ≤ kTϕ(T ) sup
0≤t≤T

‖(u− v)(t, ·)‖ρ. (3.12)

Si on choisit T telle que kTϕ(T ) < 1, F est une contraction et d'après le théorème du

point �xe de Banach, il existe une unique solution u ∈ L∞ ((0, T );Eρ) telle que

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)g(u(s)) ds.

Pour montrer que u est globale, il su�t de montrer qu'elle est dé�nie pour tout t > 0. En

e�et, l'intervalle d'existence de la solution dépend de g et de ρ mais pas de u0, donc la

solution locale peut être prolongée en une solution globale tant qu'elle n'explose pas. Or,

la solution n'explose pas gâce à (3.11), (3.12) et au lemme de Gronwall, on a

‖u(t, ·)‖ρ ≤ ϕ(T )‖u0‖ρ expkϕ(T )t, ∀t ∈ (0, T ),

ainsi, u est dé�nie sur (0, T ) et u ∈ L∞loc ((0, T );Eρ) .

D'autre part, si u, v ∈ L∞loc ((0, T );Eρ) sont deux solutions telle que

u(t) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)g(u(s)) ds,

v(t) = S(t)v0 +

t∫
0

S(t− s)g(v(s)) ds,
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avec u0 ∈ Eρ, v0 ∈ Eρ et u0 ≥ v0. Il en découle

(v − u)(t) = S(t)(v0 − u0) +

t∫
0

S(t− s)[(g(v(s))− g(u(s)))] ds,

≤
t∫

0

S(t− s)[g(v(s))− g(u(s))]+ ds,

≤ k

t∫
0

S(t− s)[v(s)− u(s)]+ ds,

comme g est non croissante et k−Lipschitzienne, il vient que

(v − u)+ ≤ k

t∫
0

S(t− s)[v(s)− u(s)]+ ds,

et pour tout t > 0,

‖(v − u)+(t)‖ρ ≤ k

t∫
0

ϕ(t− s)‖(v − u)+(s)‖ρ ds ≤ kϕ(t)

t∫
0

‖(v − u)+(s)‖ρ ds.

Par le lemme de Gronwall, ‖(v − u)+(s)‖ρ ≡ 0 pour tout t, et donc u ≥ v.

Nous sommes en mesure d'examiner maintenant le problème (3.8). L'approche, consiste

à procéder à une approximation par les suites de fonctions, nous avons

Théorème 3.2.1. Pour toute fonction non négative u0 ∈ Eρ, il existe au moins une

solution mild u ∈ L∞loc ((0, T );Eρ) non négative au problème (3.8).

Démonstration. Soit (gn) une suite de fonctions non décroissantes et Lipschitzienne véri-

�ant

gn(r) = rp, ∀r ≥ 1/2n et g(0) = 0,

et considérons le problème suivant

ut −∆u = gn(u) dans (0, T )× RN

u(0, x) = u0(x) + 1/n dans RN . (3.13)
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En vertu du lemme 3.2.1, il existe une unique solution mild non négative, un ∈ L∞loc ((0,∞);Eρ)

satisfaisant pour tout n,

un(t) = S(t)(u0 + 1/n) +

t∫
0

S(t− s)gn(un(s)) ds. (3.14)

Si un ≥ 0, alors un(t) ≥ S(t)(u0 + 1/n) ≥ 1/n. D'autre part, si n > m on a alors par

construction

gn(u) = gm(u) si u ≥ 1/2m.

Ainsi, pour um ≥ 1/m on a deux solutions mild un et um associées à (3.13) avec les

données initiales respectives u0 + 1/m et u0 + 1/n.

Grâce au lemme 3.2.1, on en déduit que um ≥ un, et pour tout (t, x) ∈ (0,∞) × RN ,

(un(t, x)) est la borne inférieure d'une suite numérique décroissante. On dé�nit ainsi,

u(t, x) = lim
n→∞

un(t, x) dans (0,∞)× RN .

En utilisant (3.14), et le fait que un ≥ 1/n, on trouve

un(t, x) = S(t)u0 +
1

n
+

t∫
0

(4πs)n/2
∫
e−|x−y|

2/4tupn(t− s, y) dy ds,

pour tout (t, x) ∈ (0,∞)× RN . Par passage à la limite dans (3.15) et grâce au théorème

de convergence monotone, on retrouve (3.9), et pour 0 ≤ u ≤ u1, il vient que

un ∈ L∞loc ((0,∞);Eρ).

3.2.2 Régularité et unicité des solutions

Théorème 3.2.2. Soit u ∈ L∞loc ((0,∞);Eρ) une solution mild de (3.8), alors

1. u ∈ C
(
(0,∞)× RN

)
,

2. ∀t > 0, ∂u/∂xi(t, ·) ∈ C(RN) pour tout i, 1 ≤ i ≤ n,

3. ∀ρ > 0, ∇xu ∈ L∞loc ((0,∞);Eρ) ,
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4. lim
t→0

u(t, x) = u0(x), pour tout x ∈ RN .

Si de plus, u0 ∈ C(RN) la convergence est alors uniforme sur les compacts de RN .

Démonstration. Posons

u1 = S(t)u0,

et

u2 =

t∫
0

S(t− s)up(s) ds.

1. On commence tout d'abord, par prouver les résultats pour u1.

(a) D'après la théorie standard de l'équation de la chaleur linéaire, on a que

u1 ∈ C∞
(
(0,∞),RN

)
.

(b) D'après 1. u1 est di�érentiable, et on a pour 0 < ε < t et 1 ≤ i ≤ n :

|∂u1/∂xi(t, x)| ≤ (4πt)−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4t(|xi − yi|/2t)u0(y) dy,

≤ C‖u0‖ρ t−1/2

∫
exp−|y|

2 |y|ρ−1 (x+ 2
√
ty) dy,

≤ Cρ−1‖u0‖ρ ε−1/2

∫
exp−|y|

2 |y|ρ−1(2
√
ty) dy.

(c) Résulte de (b).

(d) On obtient la limite, en appliquant les propriétés du semi-groupe.

(e) Il su�t, de considérer u0 ∈ Eρ, qu'on peut écrire sous la forme

u0 = f + g,

où f est une fonction bornée à support compact, et g ∈ Eρ s'annulant sur le

support de f .

2. Montrons tout d'abord que u2 converge uniformément vers 0 quand t→ 0 sur tout

compact de RN , a�n qu'on puisse appliquer le théorème d'interversion de dérivation

et d'intégration.
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En e�et,

u2(t, x) =

t∫
0

(4πs)−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4s up(t− s, y) dy ds,

≤ sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p
t∫

0

(4πs)−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4s ρ−p(y) dy ds,

≤ sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]pπ−N/2
t∫

0

∫
exp−|y|

2

ρ−1(x+ 2
√
ty) dy ds,

≤ ρ−1(x)tϕ(t) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p.

On fait remarquer, qu'on a utilisé ici le fait que ρ−p ≤ ρ−1 dès que ρ ≤ 1 et

0 < p < 1, et on a le résultat, en faisant t→ 0.

(a) u2 : (0,∞)→ C(RN) est continue, i.e.

∀t > 0,∀K ⊂∈ RN compact, lim
t→t
‖u2(t, ·)− u2(t, ·)‖L∞(K) = 0. (3.15)

En e�et, soit x ∈ RN . Alors

|u2(t, x)− u2(t, x)| ≤
∫ t

0

(4π(t− s))−N/2
∫
| exp−|x−y|

2/4(t−s)− exp−|x−y|
2/4(t−s) |up(s, y) dy ds

+

∫ t

t

(4π(t− s))−N/2
∫

exp−|x−y|
2/4(t−s) up(s, y) dy ds

+

∫ t

0

|(4π(t− s))−N/2 − (4π(t− s))−N/2|

×
∫

exp−|x−y|
2/4(t−s) up(s, y) dy ds,

≤ Cρ−1(x) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p

×
∫ ∫ t

0

| exp−|y|
2 − exp−(t−s)|y|2/(t−s) |ρ−1(2

√
(t− s)y) dy ds

+ ρ−1(x) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p|t− t|
∫

exp−|y|
2

ρ−1(2
√
ty) dy

+ ρ−1(x) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p
∫ t

0

|1− ((t− s)/(t− s))N/2|

×
∫

exp−|y|
2

ρ−1(2
√
ty) dy ds.

On obtient (3.15) par le théorème de convergence dominée de Lebesgue sur tout

compact de RN .
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(b) Supposons que ∂u2/∂xi existe (idem. S(t−s)up(s)), car d'après ce qui précède,

on peut dériver sous le signe intégrale. Ainsi

|∂/∂xiS(t− s)up(s)| ≤ s−1/2 sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p
∫
|y| exp−|y|

2

ρ−p(x+ 2
√
sy) dy

≤ s−1/2ρ−1(x)ϕ1(s) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p.

Cette dernière expression est intégrable sur [0, t] pour tout x dans tout compact.

(c) On a

|∂u2/∂xi| ≤
t∫

0

|∂/∂xi S(t− s)up(s)| ds,

≤ ρ−1(x) sup
0≤s≤t

[‖u(s)‖ρ]p
t∫

0

s−1/2ϕ1(s) ds,

avec u2 ∈ L∞((0,∞), Eρ), ce qui prouve le résultat.

(d) On montre que, ∂u2/∂xi est continue sur RN . En e�et, pour tous x, x ∈ RN ,

on a

|∂u2/∂xi(t, x)− ∂u2/∂xi(t, x)| ds ≤
t∫

0

(2s)−1(4πs)−N/2

×
∫
| exp−|x−y|

2/4s(xi − yi)− exp−|x−y|
2/4s(xi − yi)

× |up(t− s, y) dy ds,

et qui tend vers 0 presque partout lorsque x tend vers x.

(e) On le démontre par le théorème de convergence dominée pour tout x et x dans

les compacts de RN .

Remarque 3.2.1. Comme il a été mentionné plus haut, up n'est pas Lipschitzienne sur

les intervalles de la forme [0, ε) pour 0 < p < 1 et ε > 0, ce qui in�ue sur

1. L'unicité des solutions de (3.8) : en e�et, si u0 ≡ 0, on a des solutions nulles, et

des solutions de la forme

uτ (t) = ((1− p)(t− τ)+)q, τ ≥ 0, (3.16)
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où q=1/(1-p).

2. La régularité des solutions (3.8) : en e�et, soit

k =

 [1/(1− p)] si k 6∈ Z,

[1/(1− p)]− 1 si k ∈ Z,




où [·] désigne partie entière.

Alors, toute solution ur est dé�nie et de classe C
k sur [0,∞), mais pas de classe C l (Idem.

avec C∞ si u0 ≡ 0), sur (τ − ε,∞) pour tout l > k et ε > 0. Donc les solutions ne sont

que Ck.

Grâce à l'égalité (3.16), et aux deux résultats suivants qu'on pourra démontrer l'unicité

des solutions.

Lemme 3.2.2. Soit u0 6≡ 0, (u0(x) ≥ 0) pour tout x ∈ RN, T > 0 et u une fonction non

négative sur (0, T )× RN, tel que pour tout t ∈ (0, T ) et x ∈ RN :

u(t, x) ≥ S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)up(s) ds, (3.17)

on a

u(t, x) > ((1− p)t)q ∀t ∈ (0, T ), ∀x ∈ RN. (3.18)

Démonstration. la preuve se fait en deux étapes

Etape 1.

On considère

∀x ∈ RN, ∃c, a > 0, u0(x) ≥ c exp−a|x|
2

.

et

S(t)
(

expa|.|
2
)

(x) = (1 + 4at)−N/2 exp−a|x|2/(1 + 4at).

Pour u ≥ 0, l'inégalité (3.17) s'écrit

u(t, x) ≥ S(t)
(

expca|.|
2

(x)
)

= c(1 + 4at)−N/2 exp−a|x|2/(1 + 4at). (3.19)

62



Problèmes semi-linéaires paraboliques

En remplaçant (3.19) dans (3.17), on obtient pour u0 ≥ 0

u ≥ cp
t∫

0

(1 + 4as)−N(1−p)/2(1 + 4as+ 4ap(t− s))−N/2
{
− ap|x|2

1 + 4as+ 4ap(t− s)

}
ds,

≥ cp(1 + 4at)−N/2 exp(−ap|x|2/(1 + 4apt)),

cette dernière, s'écrit avec 0 < p < 1

u ≥ cp
2

t∫
0

sp[(1 + 4aps)/(1 + 4as)p]−N/2(1 + 4aps+ 4ap2(t− s))−N/2 exp

{
− ap2|x|2

1 + 4aps+ 4ap2(t− s)

}
ds,

≥ cp
2

(1 + p)−1t1+p(1 + 4apt)−N/2 exp
{
−ap2|x|2/(1 + 4ap2t)

}
.

Car, 1 + 4ap2t ≤ 1 + 4aps + 4ap2(t − s) ≤ 1 + 4apt et (1 + 4aps)/(1 + 4as)p ≥ 1 pour

0 ≤ s ≤ t et 0 < p < 1.

En itérant ce procédé pour k ∈ N, on obtient

u ≥ cp
k+1

c(k)t1+p+...+pk(1 + 4apkt)−N/2 exp
{
−apk|x|2/(1 + 4apkt)

}
, (3.20)

où

c(k) = (1 + p+ ...+ pk)−1.(1 + p+ ...+ pk−1)−p...(1 + p)−p
k−1

.

En prenant le logarithme népérien des deux membres, il vient

log c(k) = −
k∑
j=1

pk−j log

(
j∑

h=0

pj

)
,

≥ q log(1− p).

Ainsi

c(k) ≥ (1− p)q. (3.21)

En combinant (3.20) avec (3.21) et faisant k →∞, on obtient le résultat demandé.

Etape 2.

Plus généralement, soit 0 < t0 < T et introduisons v(t) = u(t0 + t) pour 0 < t < T − t0,

on a

v(t) ≥ S(t)v0 +

t∫
0

S(t− s)vp(s) ds,
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où

v0(s) = S(t0)u0 ≥ exp−a|x|
2 ∀x ∈ RN

avec c, a > 0 dépendant de u0 et de t0.

Il en découle que si 0 ≤ t+ t0 ≤ T, alors

u(t+ t0, x) ≥ ((1− p)t)q ∀x ∈ RN ,

par suite,

∀ε > 0, ∀t > 0, u(t, x) = u(x, ε+ (t− ε)) ≥ [(1− p)(t− ε)]q ∀x ∈ RN ,

et donc,

u(t, x) ≥ ((1− p)t)q ∀t ≥ 0, ∀x ∈ RN .

Cette dernière inégalité est obtenue pour t > 0 à partir de (3.17) et du fait que si u0 6≡ 0

alors S(t)u0(x) > 0 pour t > 0 et x ∈ RN .

Remarque 3.2.2. La preuve des résultats qui seront énoncés, est obtenue par un raison-

nement analogue à celui qui précède.

Corollaire 3.2.1. Toutes les solutions u ∈ L∞loc ((0, T );Eρ) mild non triviales et non

négatives avec donnée initiale u0 ≡ 0, associées à (3.8) sont données par (3.16).

Démonstration. L'idée de la preuve, est de dé�nir l'ensemble

τ =
{
t > 0 | ∃x ∈ RN , u(t, x) > 0

}
,

et le résultat est obtenu en appliquant le lemme 3.2.2.

Théorème 3.2.3. Soient u, v ∈ L∞loc ((0,∞);Eρ) positives, et telle que pour tout t > 0

u(t) ≥ S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)up(s) ds

v(t) ≤ S(t)v0 +

t∫
0

S(t− s)vp(s) ds

64



Problèmes semi-linéaires paraboliques

où

u0, v0 ∈ Eρ, u0 ≥ v0 ≥ 0, u0 6≡ 0.

alors u(t) ≥ v(t) pour tout t ≥ 0.

Démonstration. L'idée de la preuve, est de poser g(t) = v(t) − u(t), et de prouver que

g+(t) ≡ 0.

Par conséquent, le résultat d'unicité des solutions est une conséquence directe du

théorème 3.2.3, on a donc

Corollaire 3.2.2. Pour tout u0 ∈ Eρ, u0 6≡ 0, la solution de (3.8) dont l'existence a été

prouvée dans le théorème 3.2.1 est unique.

Remarque 3.2.3. Le théorème 3.2.3 est un résultat essentiel, à savoir il nous permet

d'en déduire également la régularité, la dépendance continue des solutions par rapport aux

conditions initiales et le comportement asymptotique des solutions de (3.8).

On termine cette partie par un théorème a�rmant que les solutions obtenues pour le

problème (3.8) sont des solutions classiques.

Théorème 3.2.4. Soit u ∈ L∞loc((0;∞);Eρ) une solution mild de (3.8) avec donnée initiale

u0 6≡ 0. Alors, u ∈ C∞((0;∞);RN) est une solution classique de (3.8).

Démonstration. La preuve est technique, voir [97, 98].

u0 6≡ 0, la solution de (3.8) dont l'existence a été prouvée dans le théorème 3.2.1 est

unique

3.2.3 Explosion et exposant critique au sens de Fujita.

On reprend dans cette partie le problème (3.8) ; mais avant d'introduire les résultats

de Fujita, on donnera quelques dé�nitions utiles.
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Dé�nition 3.2.2. Une fonction non négative u = u(t, x) est appelée solution régulière de

(3.8) dans [0, T ], (T > 0) si u, ∇xu, ∇x∇xu et ut existent tous et sont continus dans

[0, T ]× RN et si (3.8) est satisfaite. De plus, u est régulière dans [0,∞] si sa restriction

à [0, T ]× RN est une fonction régulière de (3.8) pour tout T > 0.

Soit T > 0, on dé�nit l'ensemble E par

E = E([0, T ]) =
{
u = u(t, x) ∈ C([0, T ]RN), / |u(t, x)| ≤M exp(|x|β), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ RN

}
,

où, M > 0 et 0 < β < 2, sont des constantes qui peuvent dépendre de u.

Dé�nition 3.2.3. p∗(N) est dé�ni comme l'exposant critique de (3.8) et est donné par

p∗(N) := 1 +
2

N
.

Les résultats établis dans le travail pionnier de Fujita [44] sont donnés dans les théorèmes

3.2.5 et 3.2.6 ci-après :

Théorème 3.2.5. Supposons que u0 ∈ RN est régulière, et u0 6≡ 0. Si 0 < p < p∗, alors

le problème (3.8) n'admet pas de solution globale dans u ∈ E([0,∞)) (voir [44]).

On notera dans cette partie le noyau de la chaleur par

S(t, x) = (4πt)−N/2 exp

(
−|x|

2

4t

)
, t > 0, x ∈ RN ,

Théorème 3.2.6. Soit γ > 0, il existe δ > 0, telle que pour toute donnée initiale régulière

satisfaisant la propriété

0 ≤ u0(x) ≤ δS(γ, x), t ≥ 0, x ∈ RN ,

si p > p∗, alors le problème (3.8) admet une solution globale u ∈ E([0,∞)), véri�ant

0 ≤ u(t, x) ≤MS(t+ γ, x), t ≥ 0, x ∈ RN ,

où, M > 0, (voir [44]).

66



Problèmes semi-linéaires paraboliques

Remarque 3.2.4. La solution u ∈ E([0,∞)), existe globalement pour une donnée initiale

su�samment petite, on dira que le blow-up ne persiste pas.

Pour prouver le théorème 3.2.5, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.3. Supposons que u0 6≡ 0 est régulière, et soit u = u(t, x) une solution

régulière de (3.8) dans E([0, T ]), alors on a

J1−p
0 − u(t, 0)1−p ≥ (p− 1)t, 0 ≤ t ≤ T, (3.22)

où,

J0 = J0(t) =

∫
RN

S(t, x)u0(x) dx.

Démonstration. Soit ε > 0. Pour tout t ∈ [0, T ], on pose

Jε = Jε(s) =

∫
RN

S(t− s+ ε, x)u(s, x) dx,

avec x ∈ RN et Jε > 0 et continue pour tout s ∈ [0, t]. Si l'on prend u ∈ E([0, T ]), il existe

des cosntantes positives M et β < 2 telles que

0 ≤ u(s, x) ≤M exp(|x|β), 0 ≤ s ≤ T, x ∈ RN .

Le changement de variable

x = (2
√
t− s+ ε)η.

permet d'écrire

0 ≤ Jε ≤M

∫
RN

S(t− s+ ε, x) exp(|x|β) dx,

= Mπ−N/2
∫
RN

exp(−|η|2) exp(|2
√
−s+ ε|β|η|β) dη, (3.23)

≤ Mπ−N/2
∫
RN

exp(−|η|2 + γ|η|β) dη, (3.24)

avec γ = 2β(t+ ε)β/2. De l'inégalité (3.23), on peut constater que

Jε =

∫
RN

S(t− s+ ε, x)up(s, x) dx.
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est une fonction continue et convergente uniformément. Par ailleurs, elle est continûment

di�érentiable et satisfait

d

ds
Jε(s) =

∫
RN

S(t− s+ ε, x)up(s, x) dx.

Notons que S(t− s+ ε, x) est positive et véri�e∫
RN

S(t− s+ ε, x) dx = 1.

Alors l'inégalité de Jensen, conduit à

d

ds
Jε(s) =

∫
RN

S(t− s+ ε, x)up(s, x) dx ≥

∫
RN

S(t− s+ ε, x)u(s, x) dx

p = Jpε .

d

ds
Jε(s) ≥ Jpε , (3.25)

où 0 ≤ s ≤ t. Une simple intégration de (3.25), mène à

J1−p
ε (0)− J1−p

ε (t) ≥ (p− 1)t. (3.26)

En faisant ε→∞, on trouve grâce aux propriétés de la fonction de Green

Jε(t)→ (0, t), et Jε(0)→ −J0. (3.27)

Combiner (3.26) avec (3.27) on obtient l'inégalité (3.22).

Preuve du théorème 3.2.5 : Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe

une solution globale au problème (3.8) dans E([0,∞)) avec u(0, x) = u0(x) 6≡ 0. Pour user

du lemme 3.2.3, on exhibe la borne inférieure de J0, il vient que

J1−p
0 ≥ u(t, 0)1−p + (p− 1)t ≥ (p− 1)t.

Sans perte de généralité, on suppose que u0(x) > 0 au voisinage de l'origine.

Choisissons γ et δ des constantes positives tel que |x| ≤ 2δ ce qui implique que u0(x) ≥ γ
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et se restreignant à t ≥ δ2, l'on obtient alors les estimations suivantes

J0 ≥
∫

|x|≤2δ

S(t, x)u0(x) dx,

≥
∫

|x|≤2δ

γ(4πt)−N/2 exp

(
−(2δ)2

4t

)
dx,

≥
∫

|x|≤2δ

γ(4πt)−N/2 exp

(
−(2δ)2

4δ2

)
dx,

d'où

J0 ≥
∫

|x|≤2δ

(4πt)−N/2e−1 dx.

Ce qui entraîne que

J0 ≥ c1t
−N/2, t ≥ δ2. (3.28)

où c1 est une constante positive, et donc pour t ≥ δ2

J1−p
0 ≥

(
c1t
−N/2)1−p

,(
c1t
−N/2)1−p ≥ (p− 1)t,

c1−p
1 t−N(1−p)/2 ≥ (p− 1)t,

tN(1−p)/2 ≥ (p− 1)tcp−1
1 . (3.29)

Quand
N(p− 1)

2
< 1, l'inégalité (3.29) n'est pas réalisée pour t su�samment grand. Par

conséquent, le problème (3.8) ne possède pas de solution globale pour 0 < p < p∗. Notons

que le cas p = p∗ appartient au cas de blow-up [98].

Preuve du théorème 3.2.5 : La démonstration est basée sur la construction des fonc-

tions test (voir chapitres 5 et 6).
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Chapitre 4

Existence locale, globale et explosion

des solutions pour une équation de la

chaleur non locale en temps

Ce chapitre est consacré à l'étude d'un problème de Cauchy associé à une équation

parabolique semi-linéaire d'ordre supérieur avec un terme source non local en temps. On a

établi des conditions su�santes d'existence (locale et globale) et d'explosion des solutions.
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chaleur non locale en temps

On considère le problème de Cauchy associé à l'équation parabolique semi-linéaire

d'ordre 2m, m ∈ N

ut + (−∆)mu = Jα0|t(|u|p) x ∈ RN , t > 0, (4.1)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ RN , (4.2)

où, m ∈ N∗, α ∈ (0, 1), p > 1 et Jα0|t l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (voir

[86]).

On introduit, tout d'abord quelques résultats utiles pour la suite (voir [23], [33], [82], [83]

et [92]).

Lemme 4.0.4. L'espace de Sobolev W k,s(RN) est par dé�nition

W k,s(RN) =
{
f/Dβf ∈ Ls(RN) pour 0 ≤ |β| ≤ k

}
où, s ∈ [1,+∞], k ∈ N.

C'est un espace de Banach muni de la norme ‖f‖k,s =
∑
|β|≤k
‖Dβf‖s.

Notons W∞,s(RN) =
∞⋂
k=0

W k,s(RN) pour 1 ≤ s ≤ ∞.

Soit S(t) = e−t(−∆)m le semi-groupe fortement continue, dé�ni sur L2(RN) engendré par

l'opérateur (−∆)m.

On a le résultat suivant (voir [3, 82]).

Lemme 4.0.5. Soit 1 ≤ s ≤ ∞ et soit Φ ∈ Ls(RN), alors

S(t)Φ(x) ∈ C∞
(
(0,∞) ;W∞,s(RN) ∩W∞,∞(RN)

)
pour tout k ∈ Z+,α ∈ ZN+ et λ ∈ [s,∞] il existe une constante C > 0 tel que

‖∂kt ∂αxS(t)Φ‖λ ≤ Ct−[N
m

]( 1
s
− 1
λ)− |α|(m)

−k‖Φ‖s (4.3)

pour t > 0.

Dans la suite S(t) désigne le semi-groupe de la chaleur.
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chaleur non locale en temps

Lemme 4.0.6. (Inégalité d'interpolation)

Soit f ∈ Lp(RN) ∩ Lq(RN) avec 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Alors, f ∈ Lr(RN) pour tout p ≤ r ≤ q, on a donc

‖u‖r ≤ ‖u‖αp‖u‖1−α
q véri�é pour

1

r
=
α

p
+

1− α
q

et 0 ≤ α ≤ 1. (4.4)

Lemme 4.0.7. Soit 0 < a, b < 1, il existe une constante C tel que l'on ait∫ t

0

(t− s)−as−bds ≤ Ct1−a−b. (4.5)

pour t > 0.

4.0.4 Existence locale des solutions

Dé�nition 4.0.4. Soient u0 ∈ L∞(RN), m ≥ 1, p > 1 et T > 0. On appelle solution mild

u associée au problème (4.1)-(4.2), la solution u véri�ant l'équation intégrale

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)Jα0|s(|u|pu)ds, t ∈ [0, T ],

où S(t) := e(−∆)mt est le semi-groupe fortement continu dé�ni sur L2(RN) engendré par

l'opérateur Laplacien (−∆)m.

Théorème 4.0.7. (Existence locale)

Soient p > 1, α ∈ (0, 1) et m ∈ N∗. Alors, pour tout u0 ∈ C0(RN), il existe une unique

solution mild u ∈ C
(
[0, Tmax), C0(RN)

)
au problème (4.1)-(4.2) dé�nie sur (0, Tmax) sa-

tisfaisant l'alternative :

Tmax = +∞,

ou Tmax < +∞ et limt→Tmax ||u(t)||L∞(RN ) =∞,

où

Tmax := sup
{
T > 0 : u solution mild de (4.1)-(4.2) dans L∞

(
[0, T ), C0(RN)

)}
.

En outre, si u0 ∈ Lr(RN) avec 1 ≤ r <∞, alors u ∈ C
(
[0, Tmax), L

r(RN)
)
.
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chaleur non locale en temps

Démonstration. La preuve se subdivise en deux étapes :

Etape 1 : On démontre l'existence et l'unicité des solutions de (4.1)-(4.2).

• soit A0 > 0 choisi telle que ‖u0‖∞ < A0. Considérons l'ensemble

ET =
{
u ∈ L∞((0, T ), C0(RN)) ‖u(t)‖∞ ≤ ε0 + A0

}
, (4.6)

pour T > 0 à préciser plus loin, et ε0 > 0.

On utilisera les notations suivantes

‖· ‖∞,∞ := ‖· ‖L∞((0,T ),L∞(RN )), ‖· ‖∞ := ‖· ‖L∞(RN ), ‖· ‖∞,T := ‖· ‖L∞(0,T ).

Considérons l'opérateur Ψ : ET → ET dé�ni par

Ψ(u(t)) = S(t)u0 +

t∫
0

S(t− s)Jα0|s(|u|p−1u(s)) ds,

= S(t)u0 +
1

Γ(1− γ)

t∫
0

S(t− s)
s∫

0

(s− σ)−γ|u|p−1u(σ) dσ ds, (4.7)

où γ := 1− α.

Soit u ∈ ET , de (4.6) et (4.7) , on peut écrire

‖Ψ(u(t))‖∞,∞ ≤ ‖u0‖∞ + ‖
t∫

0

s∫
0

(s− σ)−γ

Γ(1− γ)
‖u(σ)‖p∞ dσ ds‖∞,T ,

≤ ‖u0‖∞ +
1

Γ(3− γ)
T 2−γ‖u‖p∞,∞,

≤ ‖u0‖∞ +
1

Γ(3− γ)
T 2−γ(A0 + ε0)p,

≤ A0 +
1

Γ(3− γ)
T 2−γ(A0 + ε0)p. (4.8)

On choisit

1

Γ(3− γ)
T 2−γ(A0 + ε0)p < ε0 ⇔ T <

[
Γ(3− γ)ε0
(A0 + ε0)p

] 1
2−γ

,

a�n d'avoir Ψ(u) ∈ ET .

• En outre, il s'agit de montrer que Ψ est une contraction. En e�et,
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soient u1, u2 ∈ ET , de (4.6) et (4.7), on a

‖Ψ(u1)−Ψ(u2)‖∞,∞ ≤ 1

Γ(1− γ)
‖

t∫
0

s∫
0

(s− σ)−γ‖ |u1|p−1u1(σ)− |u2|p−1u2(σ)‖∞ dσ ds‖∞,T ,

grâce, à l'inégalité

| |u1|p−1u1 − |u2|p−1u2| ≤ (p− 1)|u1 − u2|
(
|u1|p−1 + |u2|p−1

)
, (4.9)

on peut écrire

‖Ψ(u1)−Ψ(u2)‖∞,∞ ≤
2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(3− γ)
T 2−γ‖u1 − u2‖∞,∞. (4.10)

Si T satisfait la condition

2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(3− γ)
T 2−γ < 1⇔ T <

[
Γ(3− γ)

2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

] 1
2−γ

,

on obtient

‖Ψ(u1)−Ψ(u2)‖∞,∞ < ‖u1 − u2‖∞,∞.

Par le théorème du point �xe de Banach, on en déduit que (4.1)-(4.2) admet une solution

mild u ∈ ET pour T ≤Min

{[
Γ(3−γ)ε0
(A0+ε0)p

] 1
2−γ

,
[

Γ(3−γ)
2(p−1)(A0+ε0)p−1

] 1
2−γ
}
.

• Pour obtenir l'unicité, on considère u1, u2 ∈ ET , deux solutions mild de (4.1)-(4.2), et

en appliquant (4.6) et (4.7) on trouve

‖u1 − u2‖∞ ≤
2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(1− γ)

t∫
0

s∫
0

(s− σ)−γ‖u1(σ)− u2(σ)‖∞ dσ ds.

Grâce au théorème de Fubini, on a que

‖u1 − u2‖∞ ≤ 2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(1− γ)

t∫
0

t∫
σ

(s− σ)−γ‖u1(σ)− u2(σ)‖∞ ds dσ,

≤ 2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(1− γ)

t∫
0

‖u1(σ)− u2(σ)‖∞

t∫
σ

(s− σ)−γ ds dσ,

≤ 2(p− 1)(A0 + ε0)p−1

Γ(2− γ)

t∫
0

(t− σ)1−γ‖u1(σ)− u2(σ)‖∞ dσ.
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Par le lemme singulier de Gronwall (voir lemme 8.1.1 [25]), on en déduit l'unicité de la

solution.

Etape 2 : Prouver la régularité de la solution, revient à montrer que si

u0 ∈ C0(RN) ∩ Lr(RN), alors u ∈ C
(
[0, Tmax), C0(RN) ∩ Lr(RN)

)
.

On pose,

FT =
{
u ∈ L∞

(
(0, T ), C0(RN) ∩ Lr(RN)

)
/ ||u||∞, ||u||r ≤ A0 + ε0

}
; A0, ε0 > 0, (4.11)

pour tout t ∈ (0, T ) et Max {‖u0‖∞, ‖u0‖r} ≤ A0.

L'opérateur Ψ : FT → FT a été de�ni dans (4.7).

On notera

‖· ‖r,∞ := ‖· ‖L∞((0,T ),Lr(RN )).

Supposons qu'il existe une constante ω ≥ 1, tel que l'on ait pour pr > 1

1

pr
≤ 1

ω
≤ min

{
1

p
,
1

r
,
1

p

(
2m

N
+

1

r

)}
.

Estimation de ‖Ψ(u)‖∞,∞ : En procédant comme à l'étape 1, on a simplement

‖Ψ(u)‖∞,∞ ≤ A0 +
(A0 + ε0)p

Γ(3− γ)
T 2−γ. (4.12)

Ainsi

‖Ψ(u1)−Ψ(u2)‖∞,∞ ≤
2(A0 + ε0)p−1

Γ(3− γ)
T 2−γ supt∈(0,T )‖u1(t)− u2(t)‖∞,∞. (4.13)

Estimation de ‖Ψ(u)‖r,∞.

Notons qu'on tire alors de (4.3), (4.7) et (4.11) pour r ≤ w, que

‖Ψ(u)‖r,∞ ≤ ‖u0‖r +
1

Γ(1− γ)

t∫
0

s∫
0

‖S(t− s)(s− σ)−γ|u|p−1u(σ)‖r,∞ dσ ds,

≤ A0 +
1

Γ(1− γ)

t∫
0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )

s∫
0

(s− σ)−γ‖u‖pω dσ ds.
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En Appliquant l'inégalité d'interpolation (4.4) à ‖· ‖ω pour r ≤ ω ≤ ∞, on obtient

‖Ψ(u)‖r,∞ ≤ ‖u0‖r +
1

Γ(1− γ)

t∫
0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )

s∫
0

(s− σ)−γ‖u‖
r
ω
p

r ‖u‖
(1− r

ω )p
∞ dσ ds,

≤ A0 +
(A0 + ε0)p

Γ(1− γ)

t∫
0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )

s∫
0

(s− σ)−γ dσ ds. (4.14)

En particulier, si u véri�e (4.5), alors

‖Ψ(u)‖r,∞ ≤ A0 +
(A0 + ε0)p

Γ(3− γ)
T 2−γ− N

2m( pω−
1
r ), (4.15)

et pour r ≤ ω, il vient que

‖Ψ(u1)−Ψ(u2)‖r,∞ ≤
t∫

0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )

s∫
0

(s− σ)−γ

Γ(1− γ)
Ap−1
ω ‖u1(σ)− u2(σ)‖ω dσ ds(

avec Ap−1
ω := ‖u1‖p−1

ω + ‖u2‖p−1
ω

)
(4.16)

≤
t∫

0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )

s∫
0

(s− σ)−γ

Γ(1− γ)
A1,2
r,∞‖u1(σ)− u2(σ)‖ω dσ ds(

avec A1,2
r,∞ := ‖u1‖

(p−1) r
ω

r ‖u1‖
(p−1)(1− r

ω
)

∞ + ‖u2‖
(p−1) r

ω
r ‖u2‖

(p−1)(1− r
ω

)
∞

)
≤ 2(A0 + ε0)p−1

Γ(1− γ)
‖u1(t)− u2(t)‖r,∞

t∫
0

s∫
0

(t− s)−
N
2m( pω−

1
r )(s− σ)−γ dσ ds

≤ 2(A0 + ε0)p−1

Γ(3− γ)
T 2−γ− N

2m( pω−
1
r )‖u1 − u2‖r,∞ . (4.17)

De (4.12), (4.13), (4.15) et (4.16) permet de conclure qu'il existe dans FT un point �xe

u ∈ C
(
(0, Tmax) , C0(RN) ∩ Lr(RN)

)
, pour T assez petit.

Preuve similaire à l'étape 1, donne que u ∈ C
(
(0, Tmax) , C0(RN) ∩ Lr(RN)

)
est unique.

4.0.5 Explosion des solutions

Théorème 4.0.8. Soit u0 ∈ C0(RN), u0 6≡ 0 et soit
∫
RN

u0(x) dx ≥ 0.

La solution du problème (4.1)-(4.2) explose en temps �ni, si

1 < p ≤ 1 +
2m(2− γ)

(N − 2m+ 2mγ)+

:= p∗ ou p ≤ 1

γ

76



Existence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la

chaleur non locale en temps

pour tout m ≥ 1.

Démonstration. Supposons par l'absurde que u est solution globale de (4.1)-(4.2).

Or, comme u est solution mild, elle est alors solution faible au sens que (voir lemme 4.2

[43])

∫
RN

u0(x)ϕ(x, 0) dx+

T∫
0

∫
RN

Jα0|t(|u|p(x, t))ϕ(x, t) dx dt

= −
T∫

0

∫
RN

|u(x, t)ϕt(x, t)| dx dt+

T∫
0

∫
RN

|u(x, t)(−∆)mϕ(x, t)| dx dt. (4.18)

Soit la fonction test ϕ ∈ C1
(
[0, T ], H2m(RN)

)
à support compact et

ϕ(· , T ) = 0.

Pour la suite, on posera

ϕ(x, t) = Dα
t|T (ϕ̃(x, t)) = ϕ1(x)Dα

t|T (ϕ2(t)), (4.19)

où

ϕ1(x) = Φ

(
|x|
T

1
2m

)
et ϕ2(t) =

(
1− t

T

)η
, T > 0,

où η ≥ max
{
αp+1
p−1

; α + 1
}
, et Φ la fonction de troncature dé�nie par

φ(r) :=

 1, 0 ≤ r ≤ 1, etφ décroissante pour 1 ≤ r ≤ 2,

0, r ≥ 2.

véri�ant :

0 ≤ Φ ≤ 1, r |Φ′(r)| ≤ C1 pour tout r > 0.
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Il s'ensuit de (4.18) et (4.19) que

CT−α
∫
Ω

u0(x)ϕ1(x) dx+

T∫
0

∫
Ω

Dα
0|tJ

α
0|t(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt

=

T∫
0

∫
Ω

|u(x, t)Dα+1
t|T ϕ̃(x, t)| dx dt

+

T∫
0

∫
Ω

|u(x, t)(−∆)mDα
t|T ϕ̃(x, t)| dx dt, (4.20)

= J1 + J2, (4.21)

où Ω =
{
x ∈ RN , |x| ≤ 2T

1
2m

}
.

Pososns ΩT = [0, T ]× Ω et
∫

ΩT

=
T∫
0

∫
Ω

dx dt.

On constate que

(i)

J1 :=

∫
ΩT

|u(x, t)Dα+1
t|T ϕ̃(x, t)|,

=

∫
ΩT

|u(x, t)|ϕ̃
1
p ϕ̃−

1
p |Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)|. (4.22)

En vertu de l'inégalité de Young, on a

ab ≤ 1

2p
ap +

2p̃−1

p̃
bp̃ pour pp̃ = p+ p̃, a > 0, b > 0, p > 1 and p̃ > 1,

avec

a = |u(x, t)|ϕ̃
1
p et b = ϕ̃−

1
p |Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)|,

ce qui donne

J1 ≤
1

2p

∫
ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) +
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p (x, t)|Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)|p̃. (4.23)

De même que dans le cas de J1, on peut estimer J2. En e�et,

J2 :=

∫
ΩT

|u(x, t)(−∆)mDα
t|T ϕ̃(x, t)|,

=

∫
ΩT

|u(x, t)|ϕ̃
1
p ϕ̃−

1
p |(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)|, (4.24)
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on utilise l'inégalité de Young avec

a = |u(x, t)|ϕ̃
1
p et b = ϕ̃−

1
p |(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)|,

il vient

J2 ≤
1

2p

∫
ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) +
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p (x, t)

[
|(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)|
]p̃
. (4.25)

De (4.20),(4.23) et (4.25), on obtient

CT−α
∫
Ω

u0(x)ϕ1(x) +

T∫
0

∫
Ω

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t)

≤ 1

2p

∫
ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) +
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p |Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)|p̃

+
1

2p

∫
ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) +
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p
[
|(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)|
]p̃
. (4.26)

Ainsi

CT−α
∫
RN

u0(x)ϕ1(x) +

(
1− 1

p

)∫
ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t)

≤ 2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p |Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)|p̃ +
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p
[
|(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)|
]p̃
. (4.27)

D'après (4.19), on a que

CT−α
∫
RN
u0(x)ϕ1(x)dx+

(
1− 1

p

)∫
ΩT

(|u|p)(x, t)ϕ̃(x, t)

≤ 2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p (x, t)ϕp̃1(x)|Dα+1

t|T ϕ2(t)|p̃

+
2p̃−1

p̃

∫
ΩT

ϕ̃−
p̃
p (x, t)ϕp̃1(x)

[
|(−∆)mDα

t|Tϕ2(t)|
]p̃
. (4.28)

E�ectuant le changement de variable τ = t
T
et ξ = x

T
1

2m
dans (4.28), on obtient∫

ΩT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt ≤ CT−δ, (4.29)
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où

δ = p̃(α + 1)− N

2m
− 1 et C := C (|Ω1|, |Ω2|) ,

avec

Ω1 =
{
ξ ∈ RN/ |ξ| ≤ 2

}
et Ω2 = {τ ≥ 0; τ ≤ 1} .

On distingue trois cas

Cas 1 : p < p∗ ⇔ δ > 0.

Par passage à la limite (T →∞) dans l'inégalité (4.29), on obtient

lim
T→∞

T∫
0

∫
|x|≤2T

1
2m

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt = 0.

A l'aide du théorème de convergence dominée Lebesgue, et le fait que limT→∞ ϕ̃(x, t) = 1,

on a ∫ ∞
0

∫
RN

(|u|p(x, t)) dx dt = 0⇒ u ≡ 0.

Ce qui contredit u 6≡ 0 (⇐ u0 6≡ 0) .

Cas 2 : p = p∗ ⇔ δ = 0.

Lorsque T →∞, l'inégalité (4.28) donne que u ∈ Lp
(
(0,∞), Lp(RN)

)
.

On considère dans ce cas le changement de variables

τ =
t

T
et ξ =

xB
1

2m

T
1

2m

,

pour

ΣT := [0, T ]×
{
x ∈ RN ; |x| ≤ 2B−1/2mT 1/2m

}
et

∫
ΣT

=

∫
ΣT

dx dt,

où T et B ne tendent pas simultanément vers l'in�ni et 1 ≤ B < T . (4.28) s'écrit alors

CT−α
∫
RN

u0(x)ϕ1(x) dx+

∫
ΣT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt

≤ CT−(1+α)p̃+1+N/2mB−N/2m + CT−(1+α)p̃+1+N/2mBp̃−N/2m.
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Quand T →∞, on obtient∫
ΣT

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt ≤ CB−N/2m + CBp̃−N/2m.

On conclut comme dans le cas précédent en faisant B →∞.

Cas 3 : p < 1/δ.

On choisit la fonction test

ϕt(x, t) = Dα
t|T (ϕ(x, t)) = ϕ3(x)Dα

t|T (ϕ4(t)) , (4.30)

où

ϕ3(x) = Φ

(
|x|
R

)
et ϕ4(t) =

(
1− t

T

)η
,

avec R ∈ (0, T ) assez large et ne tend pas vers l'in�ni en même temps que T .

On trouve (comme dans (4.28))

CT−α
∫
∆

u0(x)ϕ3(x) dx+

T∫
0

∫
∆

(|u|p(x, t))ϕ̃(x, t) dx dt

≤
T∫

0

∫
∆

|u|(x, t)ϕ
1
pϕ−

1
p |Dα+1

t|T ϕ̃(x, t)| dx dt

+

T∫
0

∫
∆

|u|(x, t)ϕ
1
pϕ−

1
p |(−∆)mDα

t|T ϕ̃(x, t)| dx dt, (4.31)

où

∆T = [0, T ]×∆ et ∆ =
{
x ∈ RN ; |x| ≤ 2R

}
.

En utilisant l'inégalité de Young au membre de droite de (4.31), on obtient

CT−α
∫
∆

u0(x)ϕ3(x) dx+

(
1− 1

p

) ∫
∆T

|u|p(x, t)ϕ(x, t)

≤
∫

∆T

ϕ−
p̃
pϕp̃3(x)|Dα+1

t|T ϕ4(t)|p̃ +

∫
∆T

ϕ−
p̃
p |(−∆)mϕ3(x)Dα

t|Tϕ4(t)|p̃
 1

p̃

. (4.32)
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Par le changement de variables

x =
y

R
1

2m

et t =
τ

T
,

l'inégalité (4.32) s'écrit

CT−α
∫
∆

u0(x)ϕ3(x) dx+

(
1− 1

p

) ∫
∆T

|u|p(x, t)ϕ(x, t) dx dt

≤ CT−(α+1)p̃+1R
N
2m + CT 1−αp̃R−2mp̃+ N

2m .

Faisant T →∞, on obtient

∞∫
0

∫
∆

|u|p(x, t)ϕ(x, t) dx dt = 0.

Ceci contredit le fait que p < 1/δ.

Par conséquent, u n'est pas globale.

4.0.6 Existence globale des solutions

Théorème 4.0.9. Soient p > 1, m ≥ 1, 0 < γ < 1, et soit u ∈ C
(
[0, Tmax), C0(RN)

)
solution du problème (4.1)-(4.2) telle que

p > Max

{
1 +

2m(2− γ)

(N − 2m+ 2mγ)+

,
1

γ

}
, (4.33)

et u0 ∈ C0(RN) ∩ Lr(RN) ∩ Lη(RN) véri�ant pour r > r′ > 1 ; η > η′ > 1 (η est �préciser

plus loin) l'inégalité suivante

‖u0‖r′ + ‖u0‖η′ + ‖u0‖r + ‖u0‖∞ ≤ ε avec ε > 0 su�samment petit.

Alors u est globale. De plus,

‖u(t)‖η ≤ Ct−
N
2m

( 1
r
− 1
η

)

et ‖u(t)‖∞ ≤ Ct−α̃ pour t > 0.
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Preuve : On considère la fonction ϕ pour t ∈ [0, Tmax) dé�nie par (voir [71])

ϕ(t) = ‖u(t)‖r + t
N
2m

( 1
r
− 1
η

)‖u(t)‖η + tα̃‖u(t)‖∞ for t ∈ [0, Tmax), (4.34)

où α̃ = γ+1
p−1

et la constante η > 0 satisfaisant

1

rp
<

1

η
<

1

p
, (4.35)

et
1

r
− 1

η
=

2m

N
(α̃ + µ) , (4.36)

avec µ = N
2mρ
− (γ + 1) pour ρ > r véri�ant

N

2m

(
1

r
− 1

p

)
− α̃ < µ < Min

{
γ − α̃, N

2mr
− α̃

}
.

On prouve qu'il existe une constante ε1 tel que si ϕ(0) ≤ ε1 pour

T ∈ (0, Tmax), alors ϕ est bornée sur [0, T ]. Donc u est globale.

Estimation de ||u||r.

On rappelle que r = N(p−1)
2m(2−γ)

est un exposant critique, posons alors, r′ = N(p−1)
2mβ(2−γ)

avec 1 < r′ < r et β qui sera déterminé plus loin.

En vertu de (4.33), (4.35) et (4.36), on trouve que w telle que

Max

{
1

η
,

1

rp

}
<

1

w
< Min

{
1

p
,
1

p

(
1

r
+

2m

N

)
,
1

r

}
. (4.37)

De (4.3), (4.7) et (4.11), avec 1 < r′ < r, on a

‖u(t)‖r ≤ t−
N
2m

( 1
r′−

1
r

)‖u0‖r′ +
t∫

0

s∫
0

(s− σ)−γ‖S(t− s)|u(σ)|p‖r dσ ds,

≤ t−
N
2m

( 1
r′−

1
r

)‖u0‖r′ +
t∫

0

(t− s)−
N
2m

( p
w
− 1
r

)

s∫
0

(s− σ)−γ‖u(σ)‖pw dσ ds,

grâce à l'inégalité d'interpolation (4.4) pour w ∈ (r, η) et 0 < θ < 1− 1
p
on peut écrire

‖u(t)‖r ≤ t−
N
2m

( 1
r′−

1
r

)‖u0‖r′

+

t∫
0

(t− s)−
N
2m

( p
w
− 1
r

)

s∫
0

(s− σ)−γ‖u‖θpr
[
σ

N
2m

( 1
r
− 1
η

)‖u‖η
](1−θ)p

σ
N
2m

( 1
r
− 1
η

) dσ ds.
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On multiplie (4.38) membre à membre par tλ avec λ = (γ−2)(β−1)
p−1

et β satisfaisant

β =
N

2m(2− γ)

(
p

w
− 1

η

)
=

N

2m(2− γ)

(
p

δ
− 1

η′

)
(4.38)

et 1 + γ − β(2− γ) = 0, (4.39)

en utilisant (4.34), on obtient

tλ‖u(t)‖r ≤ tλ−
N
2m

( 1
r′−

1
r

)‖u0‖r′

+
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
tλ

t∫
0

(t− s)−
N
2m

( p
w
− 1
r

)

s∫
0

(s− σ)−γσ−
N
2m

( 1
r
− 1
η

)−λp dσ ds,

≤ tλ−
N
2m

( 1
r′−

1
r

)‖u0‖r′ + C tλ−λp+2−γ− N
2m

( p
w
− 1
r

)− N
2m

( 1
r
− 1
η

)
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
.

En appliquant (4.5) et utilisant le fait que

0 <
N

2m
(
p

w
− 1

r
) < 1, 0 <

N

2m
(
1

r
− 1

η
) < 1, 0 <

N

2m
(
p

w
− 1

η
) < 1,

λ− N

2m
(

1

r′
− 1

r
) = 0 et λ− λp+ 2− γ − N

2m
(
p

w
− 1

r
)− N

2m
(
1

r
− 1

η
) = 0,

on trouve

tλ‖u(t)‖r ≤ ‖u0‖r′ + C
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
. (4.40)

Comme dans les cas précédents, on estime ‖u(t)‖η.

Estimation de ‖u(t)‖η.

On reprend (4.37) avec δ au lieu de w, et η au lieu de r, et l'inégalité

Max

{
1

η
,

1

pη

}
<

1

δ
≤Min

{
1

p
,
1

p

(
1

η
+

2m

N

)
1

r

}
. (4.41)

On a

tλ+ N
2m

( 1
r
− 1
η

)‖u(t)‖η ≤ t
λ− N

2m
( 1
η′−

1
r

)‖u0‖η′

+
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
t
λ+ N

2m
( 1
r
− 1
η′ )

t∫
0

(t− s)−
N
2m

( p
δ
− 1
η′ )

s∫
0

(s− σ)−γσ−
N
2m

( 1
r
− 1
η

) dσ ds

pour 1 < η′ < η

≤ t
λ− N

2m
( 1
η′−

1
r

)‖u0‖η′ + Ct
λ−λp+2−γ+ N

2m
( 1
r
− 1
η

)− N
2m

( p
δ
− 1
η′ )−

N
2m

( 1
r
− 1
η

)
C
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
.
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Appliquant (4.5) et le fait que

0 <
N

2m

(
p

δ
− 1

η′

)
< 1, 0 <

N

2m

(
1

r
− 1

η

)
< 1, (4.42)

0 <
N

2m

(
1

η′
− 1

r

)
< 1 λ− N

2m

(
1

η′
− 1

r

)
= 0, (4.43)

et λ− λp+ 2− γ +
N

2m
(
1

r
− 1

η
)− N

2m
(
p

δ
− 1

η′
)− N

2m
(
1

r
− 1

η
) = 0, (4.44)

on obtient

t
N
2m

( 1
r
− 1
η

)tλ‖u(t)‖η ≤ ‖u0‖η′ + C
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
. (4.45)

Estimation de ‖u(t)‖∞.

Avec les mêmes arguments utilisés pour estimer ‖u(t)‖r et ‖u(t)‖η, on peut estimer

‖u(t)‖∞. On prend ρ au lieu de w dans (4.37), il existe alors ρ > 0 tel que

1

η
<

1

ρ
< Min

{
1

p
,

2m

Np
,
1

r

}
. (4.46)

t
γ+1
p−1 tλ‖u(t)‖∞ ≤ tλ+ γ+1

p−1
− N

2mr (|u0‖r + ‖u0‖∞)

+tλ+ γ+1
p−1

t∫
0

(t− s)−
N

2mρ

s∫
0

(s− σ)−γ‖u‖θpr
[
σ

N
2m

( 1
r
− 1
η

)‖u‖η
](1−θ)p

σ−
N
2m

( 1
r
− 1
η

) dσ ds,

≤ tλ+ γ+1
p−1
− N

2mr (|u0‖r + ‖u0‖∞) + Ctλ−λp+2−γ+ γ+1
p−1
− N

2mρ
− N

2m
( 1
r
− 1
η

)
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
.

D'après

0 <
N

2mr
< 1, 0 <

N

2mρ
< 1, 0 < − N

2m
(
1

r
− 1

η
) < 1 λ+

γ + 1

p− 1
− N

2mr
= 0,

et λ− λp+ 2− γ +
γ + 1

p− 1
− N

2mρ
− N

2m
(
1

r
− 1

η
) = 0,

on obtient

t
γ+1
p−1 tλ‖u(t)‖∞ ≤ (|u0‖r + ‖u0‖∞) + C

[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
.

Par la dé�nition de α̃ dans ϕ (4.34), on peut avoir

tα̃tλ‖u(t)‖∞ ≤ (|u0‖r + ‖u0‖∞) + C
[
supt∈(0,T )t

λϕ(t)
]p
. (4.47)
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chaleur non locale en temps

Les précédentes estimations de ‖u‖r, ‖u‖η et ‖u‖∞ nous permettent d'estimer ϕ̃(t) comme

suit

ϕ̃(t) ≤ (‖u0‖r + ‖u0‖r′ + ‖u0‖η′ + ‖u0‖∞) + C1ϕ̃(t)p

où ϕ̃(t) = supt∈(0,T )t
λϕ(t) et C1 une constante indépendente de t.

On a alors

ϕ̃(t) ≤ C + C1ϕ̃
p(t),

avec C = (‖u0‖r + ‖u0‖r′ + ‖u0‖η′ + ‖u0‖∞).

Soit h(x) = C + C1x
p − x pour x ≥ 0. Donc, h(ϕ̃(t)) ≥ 0.

Notons aussi que h(0) = C > 0 and h′(xc) = 0 si et seulement si xc = (pC1)−
1
p−1 .

En outre, h(xc) = C + C1(pC1)−1/(p−1)
(

1
p
− 1
)
et h(xc) = 0 pour

C = ε1 = (pC1)−1/(p−1)
(

1
p
− 1
)
.

La continuité de ϕ̃, implique que si

(‖u0‖r + ‖u0‖r′ + ‖u0‖η′ + ‖u0‖∞) ≤ ε1, alors ϕ̃ ≤ xc et donc ϕ̃(t) ≤ ε1 .
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Chapitre 5

Existence et non existence de solutions

mild pour un système d'évolution

fractionnaire

On généralise dans ce chapitre l'étude faite dans le chapitre précédent au cas d'un

système.
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fractionnaire

On s'intéresse ici à chercher des solutions mild au problème semi-linéaire parabolique

suivant

 ut + (−∆)m1u = Jα1

0|t (|v|
p−1v(s)) x ∈ RN , t > 0,

vt + (−∆)m2v = Jα2

0|t (|u|
q−1u(s)) x ∈ RN , t > 0,

(5.1)

muni des données initiales

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ RN , (5.2)

où p, q > 1, m1,m2 ∈ N∗, α1, α2 ∈ (0, 1) avec m1 6= m2 ou α1 6= α2 (voir [87]).

On dénote par Jα1

0|t , J
α2

0|t les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville d'ordre

αi (i = 1, 2) et par (−∆)mi le g«érateur in�nitésimal du semi-groupe fortement continu

e(−∆)mi t ne preservant pas l'ordre.

Le cas m1 = m2 = 1 et α1 = α2 = 0, dans (5.1) a été étudié par Escobedo et Herrero [40].

5.0.7 Existence locale des solutions

On donnera d'abord, la dé�nition de solutions mild associées au problème (5.1)-(5.2).

Dé�nition 5.0.5. Soient u0, v0 ∈ C0(RN). Soient p, q > 1 , αi ∈ (0, 1) et mi ≥ 1 pour

i = 1, 2.

Un couple (u, v) ∈ C([0, T ], C0(RN) × C0(RN)) est dit solution mild du problème (5.1)-

(5.2) s'il véri�e pour tout T > 0 l'équation intégrale

u(t) = S1(t)u0 +

t∫
0

S1(t− s)Jα1

0|s(|v|
p−1v)ds, t ∈ [0, T ]

v(t) = S2(t)v0 +

t∫
0

S2(t− s)Jα2

0|s(|u|
q−1u)ds, t ∈ [0, T ],

où Si(t) := e(−∆)mi t for i = 1, 2 est le semi-groupe fortement continu dé�ni sur L2(RN)

engendré par l'opérateur Laplacien (−∆)mi.
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fractionnaire

Théorème 5.0.10. (Existence locale)

On suppose p, q > 1, αi := 1−γi ∈ (0, 1) et mi ∈ N∗ (i = 1, 2). Pour toute donnée initiale

u0, v0 ∈ C0(RN) et T = T (u0, v0) > 0 telle que ‖u0‖∞, ‖v0‖∞ ≤ A0

2
pour A0 > 0 et

max {2C(p, q), 1}T (u0, v0) ≤ 1
2
, il existe une unique solution mild

(u, v) ∈
{
C
(
[0, Tmax), C0(RN)

)}2
dé�nie sur (0, Tmax) satisfaisant l'alternative :

Tmax = +∞

ou Tmax < +∞ et limt→Tmax
(
‖u(t)‖L∞(RN ) + ‖v(t)‖L∞(RN )

)
= ∞.

où

Tmax := sup
{
T > 0 : u est solution mild de (5.1)− (5.2) dans L∞((0, T ), C0(RN)× C0(RN))

}
Démonstration. • Sous l'hypothèse ‖u0‖∞, ‖v0‖∞ ≤ A0

2
pour A0 > 0,

on considère l'ensemble

ET =
{

(u, v) ∈ L∞((0, T ), C0(RN)× C0(RN)); ‖|(u, v)|‖ ≤ 2 (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞) ≤ 2A0

}
,

où T > 0 , et ‖|· |‖ la norme de ET dé�nie par

‖|(u, v)|‖ = ‖u‖1 + ‖v‖1 = ‖u‖L∞((0,T )×RN ) + ‖v‖L∞((0,T )×RN ).

On cherche à prouver que, l'opérateur Ψ est bien dé�ni et envoie ET dans lui même, et est

une contraction, pour T su�samment petit. On introduit d'abord, les notations suivantes

‖· ‖∞ := ‖· ‖L∞(RN ), ‖· ‖∞,T := ‖· ‖L∞(0,T ).

Considérons Ψ(u, v) = (Ψ1(u, v), Ψ2(u, v)) : ET → ET dé�ni par

Ψ1((u, v)) = S1(t)u0 +
1

Γ(1− γ1)

t∫
0

S1(t− s)
s∫

0

(s− σ)−γ1 |v|p−1v(σ) dσ ds, (5.3)

Ψ2((u, v)) = S2(t)v0 +
1

Γ(1− γ2)

t∫
0

S2(t− s)
s∫

0

(s− σ)−γ2|u|q−1u(σ) dσ ds. (5.4)
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Soit (u, v) ∈ ET . De (4.3) et (5.3)-(5.4), on a

‖|Ψ(u, v)|‖ ≤ (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞) + ‖
t∫

0

s∫
0

(s− σ)−γ1

Γ(1− γ1)
‖v(σ)‖p∞ dσ ds‖∞,T

+ ‖
t∫

0

s∫
0

(s− σ)−γ2

Γ(1− γ2)
‖u(σ)‖q∞ dσ ds‖∞,T ,

≤ (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞) + ‖
t∫

0

t∫
σ

(s− σ)−γ1

Γ(1− γ1)
‖v(σ)‖p∞ ds dσ‖∞,T

+ ‖
t∫

0

t∫
σ

(s− σ)−γ2

Γ(1− γ2)
‖u(σ)‖q∞ ds dσ‖∞,T ,

≤ ‖|(u0, v0)|‖+
T 2−γ1

Γ(3− γ1)
‖v‖p1 +

T 2−γ2

Γ(3− γ2)
‖u‖q1,

≤ ‖|(u0, v0)|‖+ 2T (u0, v0)A0,

≤ A0 + 2T (u0, v0)A0,

où

T (u0, v0) = max

{
T 2−γ12p−1Ap−1

0

Γ(3− γ1)
,
T 2−γ22q−1Aq−1

0

Γ(3− γ2)

}
.

Si 2T (u0, v0) ≤ 1, alors ‖|Ψ(u, v)|‖ ≤ 2A0 et Ψ(u, v) ∈ ET .

• Il reste à prouver que Ψ est une contraction. Soient (u1, v1), (u2, v2) ∈ ET , à partir de

(4.3), (5.3) et l'estimation pour tout u, v (voir [18]) :

‖up − vp‖∞ ≤ C(p)‖u− v‖∞
(
‖u‖p−1

∞ + ‖v‖p−1
∞
)
, pour tout p ≥ 1. (5.5)
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On a donc

‖|Ψ(u1, v1)−Ψ(u2, v2)|‖ ≤ 1

Γ(1− γ1)
‖

t∫
0

s∫
0

(s− σ)−γ1‖ |v1|p−1v1(σ)− |v2|p−1v2(σ)‖∞ dσ ds‖∞,T

+
1

Γ(1− γ2)
‖

t∫
0

s∫
0

(s− σ)−γ2‖ |u1|q−1u1(σ)− |u2|q−1u2(σ)‖∞ dσ ds‖∞,T ,

≤ 1

Γ(1− γ1)
‖

t∫
0

t∫
σ

(s− σ)−γ1‖ |v1|p−1v1(σ)− |v2|p−1v2(σ)‖∞ ds dσ‖∞,T

+
1

Γ(1− γ2)
‖

t∫
0

t∫
σ

(s− σ)−γ2‖ |u1|q−1u1(σ)− |u2|q−1u2(σ)‖∞ ds dσ‖∞,T ,

≤ 2C(p, q)T (u0, v0)|‖(u1, v1)− (u2, v2)|‖,

≤ 1

2
|‖(u1, v1)− (u2, v2)|‖.

Ainsi Ψ est une contraction dans ET pour T véri�ant la condition suivante :

max {2C(p, q), 1}T (u0, v0) ≤ 1

2
,

où C(p, q) = max {C(p), C(q)}. On en conclut par le théorème du point �xe de Banach

que (u, v) ∈ ET est solution mild du problème (5.1)-(5.2).

L'unicité des solutions de (5.1)-(5.2) est obtenue à partir du lemme singulier de Gronwall

(voir lemme 8.1.1 ([25])). Par conséquent, (u, v) ∈ ET est une unique solution mild au

problème (5.1)-(5.2).

5.0.8 Explosion des solutions

On s'intéresse à déterminer les critères d'explosion pour le problème (5.1)-(5.2) via

la méthode des fonctions test. On dé�nit tout d'abord les solutions faibles associées au

problème (5.1)-(5.2).

Dé�nition 5.0.6. (Solutions faibles)

u, v ∈ Lp
(
(0, T ], L∞loc(RN)

)
sont dites solutions faibles associées au problème (5.1)-(5.2),

si :
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1. u0, v0 ∈ L∞
(
(0, T ], L∞(RN) ∩H2m(RN)

)
, où m = min {m1,m2}

et T > 0.

2. Pour toutes ϕ1, ϕ2 ∈ C1 ([0, T ], H2m) telles que ϕ1(x, T ) = ϕ2(x, T ) = 0, x ∈ RN ,

l'on ait ∫
RN

u0(x)ϕ1(x, 0) dx+

T∫
0

∫
RN

Jα1

0|t (|v|
p(x, t))ϕ1(x, t) dx dt

= −
T∫

0

∫
RN

|u(x, t)(ϕ1)t(x, t)| dx dt+

T∫
0

∫
RN

|u(x, t)(−∆)m1ϕ1(x, t)| dx dt (5.6)

et ∫
RN

v0(x)ϕ2(x, 0) dx+

T∫
0

∫
RN

Jα2

0|t (|u|
q(x, t))ϕ2(x, t) dx dt

= −
T∫

0

∫
RN

|v(x, t)(ϕ2)t(x, t)| dx dt+

T∫
0

∫
RN

|v(x, t)(−∆)m2ϕ2(x, t)| dx dt. (5.7)

On note qu'une solution mild au problème (5.1)-(5.2) est aussi solution faible pour tout

T > 0 et u, v ∈ L∞
(
(0, T ], L∞(RN) ∩H2m(RN)

)
. (voir [43] pour la preuve).

Théorème 5.0.11. Supposons que u0, v0 ∈ C0(RN)∩H2m(RN) satisfaisant les conditions

u0, v0 6≡ 0 et
∫
RN

u0(x) dx ≥ 0,
∫
RN

v0(x) dx ≥ 0.

Si

N

2m
≤ max

{
pqα1 + p(1 + α2) + 1

pq − 1
,
pqα2 + q(1 + α1) + 1

pq − 1

}
, (5.8)

ou

p <
1

γ2

et q <
1

γ1

. (5.9)

Alors la solution (u, v) au problème (5.1)-(5.2) explose pour T ≤ ∞.

Démonstration. Supposons que (u, v) ∈ C0(RN)∩H2m(RN) solution globale de (5.1)-(5.2)

pour tout T >> 1, telle que pour tout u0, v0 6≡ 0 et
∫
RN

u0(x) dx ≥ 0 ,
∫
RN

v0(x) dx ≥ 0, on
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a que
∞∫
0

∫
RN
|u|q dx dt > 0,

∞∫
0

∫
RN
|v|p dx dt > 0.

On considère les fonctions ϕ1, ϕ2 ∈ C1
(
[0, T ], H2m(RN)

)
telles que

ϕ1(x, t) = Dα1

t|T (ϕ̃(x, t)) = Dα1

t|T (ϕ11(x)ϕ12(t)), (5.10)

ϕ2(x, t) = Dα2

t|T (ϕ̃(x, t)) = Dα2

t|T (ϕ11(x)ϕ12(t)), (5.11)

véri�ant : ϕ1(x, T ) = ϕ2(x, T ) = 0 pour tout x ∈ RN . De plus, ϕ1, ϕ2 véri�ant respective-

ment (5.6) et (5.7).

Aussi ϕ11(x) = φ
(
|x|
T

1
2m

)
, ϕ12(t) =

(
1− t

T

)η
+
, où m = min {m1,m2} , η >> 1.

φ est une fonction dé�nie par

φ(r) :=

 1, 0 ≤ r ≤ 1, φ décroissante pour 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 1, et |φ′(r)| ≤ C1

r
pour r > 0,

0, r ≥ 2.

De (5.6) et (5.7), on a que

CT−α1

∫
Ω

u0(x)ϕ11(x) dx+

T∫
0

∫
Ω

Jα1

0|t (|v|
p(x, t))Dα1

t|T (ϕ̃(x, t)) dx dt

= −
T∫

0

∫
Ω

|u|.DDα1

t|T (ϕ̃(x, t)) dx dt+

T∫
0

∫
Ω

|u(−∆)m1Dα1

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt, (5.12)

et

CT−α2

∫
Ω

v0(x)ϕ11(x) dx+

T∫
0

∫
Ω

Jα2

0|t (|u|
q(x, t))Dα2

t|T (ϕ̃(x, t)) dx dt

= −
T∫

0

∫
Ω

|v|.DDα2

t|T (ϕ̃(x, t)) dx dt+

T∫
0

∫
Ω

|v(−∆)m2Dα2

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt, (5.13)

avec Ω =
{
x ∈ RN ; |x| ≤ 2T 1/2m

}
.

En appliquant (5.10), (5.11), (5.12) et (5.13) il en découle que

T∫
0

∫
Ω

|v|pϕ̃(x, t) dx dt+ CT−α1

∫
Ω

u0(x)ϕ11(x) dx

=

T∫
0

∫
Ω

|u|.Dα1+1
t|T ϕ̃(x, t) dx dt+

T∫
0

∫
Ω

|u(−∆)m1Dα1

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt,
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et
T∫

0

∫
Ω

|u|qϕ̃(x, t) dx dt+ CT−α2

∫
Ω

v0(x)ϕ11(x) dx

=

T∫
0

∫
Ω

|v|.Dα2+1
t|T ϕ̃(x, t) dx dt+

T∫
0

∫
Ω

|v(−∆)m2Dα2

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt.

Donc
T∫

0

∫
Ω

|v|pϕ̃(x, t) dx dt ≤
T∫

0

∫
Ω

|u|.ϕ̃1/qϕ̃−1/q|Dα1+1
t|T ϕ̃(x, t)| dx dt

+

T∫
0

∫
Ω

|u.ϕ̃1/qϕ̃−1/q(−∆)m1Dα1

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt,

et
T∫

0

∫
Ω

|u|qϕ̃(x, t) dx dt ≤
T∫

0

∫
Ω

|v|.ϕ̃1/pϕ̃−1/p|Dα2+1
t|T ϕ̃(x, t)| dx dt

+

T∫
0

∫
Ω

|v.ϕ̃1/pϕ̃−1/p(−∆)m2Dα2

t|T (ϕ̃(x, t))| dx dt.

En Posant p̃ = p
p−1

et q̃ = q
q−1

, et grâce à l'inégalité de Hölder, on trouve

T∫
0

∫
Ω

|v|pϕ̃(x, t) dx dt

≤

 T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃(x, t) dx dt

1/q T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/q|Dα1+1
t|T ϕ̃(x, t)|q̃ dx dt

1/q̃

+

 T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃(x, t) dx dt

1/q T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/q|(−∆)m1Dα1

t|T (ϕ̃(x, t))|q̃ dx dt

1/q̃

,

et

T∫
0

∫
Ω

|u|qϕ̃(x, t) dx dt

≤

 T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃(x, t) dx dt

1/p T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/p|Dα2+1
t|T ϕ̃(x, t)|p̃ dx dt

1/p̃

+

 T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃(x, t) dx dt

1/p T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/p|(−∆)m2Dα2

t|T (ϕ̃(x, t))|p̃ dx dt

1/p̃

.
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Ainsi, l'on a
T∫
0

∫
Ω

|v|pϕ̃(x, t) dx dt ≤
(
T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃(x, t) dx dt

)1/q

×


 T∫

0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/qϕq̃11(x)|Dα1+1
t|T ϕ12(t)|q̃ dx dt

1/q̃

+

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/q|(−∆)m1ϕ11(x)Dα1

t|Tϕ12(t)|q̃ dx dt

1/q̃
 ,(5.14)

et
T∫
0

∫
Ω

|u|qϕ̃(x, t) dx dt ≤
(
T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃(x, t) dx dt

)1/p

×


 T∫

0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/pϕp̃11(x)|Dα2+1
t|T ϕ12(t)|p̃ dx dt

1/p̃

+

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/p|(−∆)m2ϕ11(x)Dα2

t|Tϕ12(t)|p̃ dx dt

1/p̃
(5.15)

En combinant (5.14)-(5.15), on obtient T∫
0

∫
Ω

|v|pϕ̃(x, t) dx dt

1− 1
pq

≤ AB1/q, (5.16)

et  T∫
0

∫
Ω

|u|qϕ̃(x, t) dx dt

1− 1
pq

≤ A1/pB, (5.17)

avec

A :=

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/qϕq̃11(x)|Dα1+1
t|T ϕ12(t)|q̃ dx dt

1/q̃

+

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−q̃/q|(−∆)m1ϕ11(x)Dα1

t|Tϕ12(t)|q̃ dx dt

1/q̃

et

B :=

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/pϕp̃11(x)|Dα2+1
t|T ϕ12(t)|p̃ dx dt

1/p̃

+

 T∫
0

∫
Ω

ϕ̃−p̃/p|(−∆)m2ϕ11(x)Dα2

t|Tϕ12(t)|p̃ dx dt

1/p̃

En utilisant le changement de variables τ = T−1t, y = T−
1

2mx, alors (5.16)-(5.17) s'écrit T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT (1+ N
2m

)(1− 1
pq

)
[
T−1−α1 + T−

m1
m
−α1

] [
T−1−α2 + T−

m2
m
−α2

] 1
q
,(5.18)
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et T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT (1+ N
2m

)(1− 1
pq

)
[
T−1−α1 + T−

m1
m
−α1

] 1
p
[
T−1−α2 + T−

m2
m
−α2

]
,(5.19)

avec C > 0.

Soit m = min {m1,m2}, alors T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT κ1 , (5.20)

et  T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT κ2 , (5.21)

avec κ1 = (1 + N
2m

)(1− 1
pq

) + (−1− α1) + (−1− α2)1
q

et κ2 = (1 + N
2m

)(1− 1
pq

) + (−1− α1)1
p

+ (−1− α2).

Lorsque κ1 ≤ 0 et κ2 ≤ 0, on retrouve (5.8).

Trois cas sont à envisager

• Cas κ1 < 0 (resp. κ2 < 0). Par passage à la limite dans (5.20) et (5.21), on trouve

lim
T→∞

T∫
0

∫
Ω

|v|p.ϕ̃ = 0, (5.22)

et

lim
T→∞

T∫
0

∫
Ω

|u|q.ϕ̃ = 0. (5.23)

En vertu du théorème de convergence dominé de Lebesgue, et la continuité de (u, v), on

obtient u ≡ 0 et v ≡ 0, ceci contredit le fait que
∞∫
0

∫
RN
|u|q dx dt > 0 et

∞∫
0

∫
RN
|v|p dx dt > 0.

• Cas κ1 = 0 (resp. κ2 = 0).

Une integration s'impose sur le support Ω∗ =
{
x ∈ RN ; |x| ≤ 2B−1/2mT 1/2m

}
où 1 ≤

B < T est assez large de sorte que T et B ne tendent pas simultanément vers l'in�ni. Soit

alors, ϕ11(x) = φ
(

|x|
B−

1
2m T

1
2m

)
plutôt que ceux choisis précédemment, et par des calculs
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similaires à ce qui précède, il vient

 T∫
0

∫
Ω∗

|v|p.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT κ1B−
N
2m

( pq−1
pq

)+
m2
qm

+
m1
m , (5.24)

et  T∫
0

∫
Ω∗

|u|q.ϕ̃

1−1/pq

≤ CT κ2B−
N
2m

( pq−1
pq

)+
m1
pm

+
m2
m , (5.25)

avec C > 0.

Faisant T →∞ etB →∞, et tenant compte de κi = 0 (i = 1, 2) et N
2
> max

{
p(m2+qm1)

pq−1
, q(m1+pm2)

pq−1

}
,

on obtient
∞∫

0

∫
Ω∗

|v|p(x, t) dx dt = 0⇒ v ≡ 0,

∞∫
0

∫
Ω∗

|u|q(x, t) dx dt = 0⇒ u ≡ 0.

Ainsi, (u, v) ≡ (0, 0). Contradiction (pour les mêmes raisons qu'avant).

• Cas p < 1
γ2

et q < 1
γ1
.

En procédant comme dans 1 et 2, on intégre sur le support

Ω∗∗ =
{
x ∈ RN ; |x| ≤ 2R

}
avec ϕ11(x) = φ

(
|x|
R

)
. On a donc, pour αi = 1− γi (i = 1, 2)

 T∫
0

∫
Ω∗∗

|v|p.ϕ̃

1−1/pq

≤ CRN( pq−1
pq

)
[
T γ2−1− 1

p + T γ2−
1
pR−m2

]1/q [
T γ1−1− 1

q + T γ1−
1
qR−m1

]
, (5.26)

et T∫
0

∫
Ω∗∗

|u|q.ϕ̃

1−1/pq

≤ CRN( pq−1
pq

)
[
T γ1−1− 1

q + T γ1−
1
qR−m1

]1/p [
T γ2−1− 1

p + T γ2−
1
pR−m2

]
, (5.27)

avec C > 0.

Faisant T →∞ et tenant compte p < 1
γ2

de q < 1
γ1
, on en déduit que

∞∫
0

∫
Ω∗

|v|p(x, t) dx dt = 0⇒ v ≡ 0,
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∞∫
0

∫
Ω∗

|u|q(x, t) dx dt = 0⇒ u ≡ 0.

Ainsi, (u, v) ≡ (0, 0), contradiction.

98



Chapitre 6

Solutions pseudo presque périodiques

du modèle de Lasota-Wazewska

Ce chapitre est consacré à une certaine classe de systèmes dynamiques modélisée par

Lasota-Wazewska. Ce modèle a été principalement utilisé pour décrire la survie des glo-

bules rouges chez les animaux.

En outre le modèle considéré ici, est plus général que celui étudié dans les travaux anté-

rieurs [55, 68, 94, 77] du fait qu'ils n'étudient que des solutions presque périodiques à un

seul retard.
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6.1 Formulation du problème

On établit dans ce chapitre des conditions d'existence, d'unicité, d'attractivité globale

et de stabilité exponentielle des solutions du modèle de Lasota-Wazewska généralisé à

coe�cients pseudo presque périodiques et à retards mixtes de type

x′ (t) = −α (t)x (t) +
m∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds +

n∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x(t−τi), (6.1)

x (s) = ϕ (s) , ϕ ∈ BC
(
]−µ, 0] ,R+

)
, (6.2)

où t ∈ R (voir [88]).

On introduit les notations suivantes :

Soit f ∈ BC(R,R), on désigne par f et f les fonctions dé�nies par

f (t) = sup
t∈R

f (t) , f (t) = inf
t∈R

f (t) .

On considère les hypothèses suivantes

(H1) La fonction α (·) est presque périodique et pour tout t ∈ R, α (t) ≥ 0.

(H2) Pour tout 1 ≤ j ≤ m et 1 ≤ i ≤ n, les fonctions aj, bi, βi, ωj : R −→ R+ sont pseudo

presque périodiques.

(H3) r =

n∑
i=1

biβi+
m∑
j=1

ajωj

α
< 1.

(H4) Pour tout 1 ≤ j ≤ m, les noyaux retard Kj : [0,+∞) −→ R+ sont continus,

intégrables et
∞∫

0

Kj (u) = 1,

∞∫
0

Kj (u) eλudu < +∞,

où λ est une constante non négative su�samment petite. On note ρ = max
1≤j≤m

∞∫
0

Kj (u) eλudu.

Notons qu'on se restreint ici aux fonctions à valeurs rpositives, puisque les solutions de

(6.1)-(6.2) n'ont de sens en biologie, que lorsque celles-ci sont non négatives.
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6.2 Existence et unicité des solutions pseudo presque

périodiques

A�n d'établir des conditions su�santes pour l'existence et l'unicité des solutions du

problème (6.1)-(6.2), on se ramène à la recherche d'un point �xe d'un opérateur bien

approprié et dé�ni sur l'espace de Banach PAP (R,R).

On énonce quelques résultats utiles pour la suite.

Lemme 6.2.1. Pour tout x (·) ∈ PAP (R,R+), la fonction x (·+ κ) ∈ PAP (R,R+) pour

tout κ ∈ R.

Démonstration. Voir lemme 1 dans [104, 105, 106].

Lemme 6.2.2. Si ϕ, ψ ∈ PAP (R,R+), alors ϕ× ψ ∈ PAP (R,R+) .

Démonstration. Voir [104, 105, 106].

Lemme 6.2.3. Pour tout x (·) ∈ PAP (R,R+), la fonction φj : t 7−→ e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds

appartient à PAP (R,R+) pour tout 1 ≤ j ≤ m.

Démonstration. En vertu du lemme 5 dans [30] (voir aussi théorème 1 dans [11]), la

fonction

t 7−→
∫ t

−∞
Kj(t− s)x (s) ds,

est pseudo presque périodique pour tout 1 ≤ j ≤ m. Par le lemme 6.2.2, la fonction

t 7−→ ωj (t)

∫ t

−∞
Kj(t− s)x (s) ds,

est aussi pseudo presque périodique pour tout 1 ≤ j ≤ m.

Pour tout x, y ∈ R+, on a que ∣∣e−x − e−y∣∣ ≤ |x− y| .
Or, la fonction (x 7−→ e−x) est lipschitzienne, et la fonction φj : t 7−→ e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds

appartient à PAP (R,R+) par le lemme 6.2.1 et le résultat sur la composition des fonctions

pseudo presque périodiques (voir corollaire 2.4, [103]). Donc x ∈ PAP (R,R+).
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Même procédé donne

Lemme 6.2.4. Pour tout x (·) ∈ PAP (R,R+), la fonction ψi : t 7−→ e−ωj(t)x(t−τi) appar-

tient à PAP (R,R+) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Théorème 6.2.1. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont véri�ées, et dé�nissons

l'opérateur non linéaire Γ pour tout x ∈ PAP (RparR+)

(Γx)(t) =

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)x(s−τi)

+
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(s−σ)x(σ)dσ

]
ds.

Alors Γ envoie PAP (R,R+) dans lui même.

Démonstration. Véri�ons en premier, que Γ est bien dé�nie. En e�et, par le lemme 6.2.1, si

ϕ (·) ∈ PAP (R,R+) alors la fonction Th (x) = x (· − h) ∈ PAP (R,R+) car, PAP (R,R+)

est un sous-espace fermé de BC(R,R+) invariant par translations.

De plus, par le théorème de composition des fonctions pseudo presque périodiques (voir

par exemple [9] ) ξ 7−→ x (s+ ξ) e−x(ξ+s) est dans PAP (R,R+). Aussi, la fonction

χ : s 7−→ χ (s) =

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)x(s−τi)

+
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(t−σ)x(σ)dσ

]
ds,

appartient à PAP (R,R+). On peut écrire donc

χ = χ1 + χ2,

où χ1 ∈ AP (R,R+) et χ2 ∈ PAP0(R,R+). On a alors

(Γχ)(t) : =

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ (s) ds,

=

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds+

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ2 (s) ds,

= (Γχ1)(t) + (Γχ2)(t).
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On veut montrer que t −→ (Γχ1)(t) :=
t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds est presque périodique. Pour

cela, on considère en vertu de la presque périodicité des fonctions α et χ1, un nombre lε

tel qu'on puisse trouver un nombre h dans un intervalle de la forme [δ, δ + lε] , où

sup
ξ∈R
|α (ξ + h)− α(ξ)| < ε et sup

ξ∈R
|χ1 (ξ + h)− χ1(ξ)| < ε, .

d'où

(Γχ1)(t+ h)− (Γχ1)(t) =

t+h∫
−∞

e
−
t+h∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds,

=

t+h∫
−∞

e
−

t∫
s−h

α(ξ+h)dξ

χ1 (s) ds−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds,

=

t∫
−∞

e
−

t∫
u
α(ξ+h)dξ

χ1 (u+ h) du−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds,

=

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ+h)dξ

χ1 (s+ h) ds−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s+ h) ds

+

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s+ h) ds−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ1 (s) ds.
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Il existe ainsi, θ ∈ ]0, 1[ tel que

|(Γχ1)(t+ h)− (Γχ1)(t)| ≤ |χ1|∞

t∫
−∞

∣∣∣∣∣e−
t∫
s
α(ξ+h)dξ

− e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ds
+

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

|χ1 (s+ h)− χ1 (s)| ds,

≤ |χ1|∞

t∫
−∞

e−
[
t∫
s
α(ξ+h)dξ+θ

(
t∫
s
α(ξ)dξ−

t∫
s
α(ξ+h)dξ

)]
×

×

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

α (ξ + h) dξ −
t∫

s

α (ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣ ds
+ ε

t∫
−∞

e−(t−s)αds,

≤ |χ1|∞

t∫
−∞

e−
t∫
s
α(ξ+h)dξ

e
−θ
(
t∫
s
α(ξ)dξ−

t∫
s
α(ξ+h)dξ

)

×

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

|α (ξ + h)− α (ξ)| dξ

∣∣∣∣∣∣ ds
+ ε

t∫
−∞

e−(t−s)αds,

≤ |χ1|∞

t∫
−∞

[
e−(t−s)α e−θε(t−s)ε (t− s)

]
ds+ ε

t∫
−∞

e−(t−s)αds,

≤ ε |χ1|∞

t∫
−∞

[
εe−(t−s)α (t− s)

]
ds+ ε

t∫
−∞

e−(t−s)αds,

≤ ε |χ1|∞
α2

+ ε

t∫
−∞

e−(t−s)αds,

≤ ε |χ1|∞
α2

+
ε

α
=

(
|χ1|∞
α2

+
1

α

)
ε.

Ainsi, la fonction (Γχ1) appartient à AP (R,R+).

On montre à présent que (Γχ2) appartient à PAP0(R,R+).

lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

∣∣∣∣∣∣
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

χ2 (s) ds

∣∣∣∣∣∣ dt ≤ lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

|χ2 (s)| ds dt,

≤ lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

 t∫
−∞

e−(t−s)α |χ2 (s)| ds

 dt,

≤ I1 + I2,
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avec

I1 = limT→+∞
1

2T

T∫
−T

(
t∫
−T

e−(t−s)α |χ2 (s)| ds

)
dt,

et

I2 = limT→+∞
1

2T

T∫
−T

( −T∫
−∞

e−(t−s)α |χ2 (s)| ds
)
dt.

Montrons que, I1 = I2 = 0.

1

2T

T∫
−T

 t∫
−T

∣∣e−(t−s)αχ2 (s)
∣∣ ds
 dt =

1

2T

T∫
−T

 t∫
−T

e−(t−s)α |χ2 (s)| ds

 dt,

≤ 1

2T

T∫
−T

 +∞∫
0

e−αξ |χ2 (t− ξ)| dξ

 dt,

≤
+∞∫
0

e−αξ

 1

2T

T∫
−T

|χ2 (t− ξ)| dt

 dξ,

≤
+∞∫
0

e−αξ

 1

2T

T−ξ∫
−T−ξ

|χ2 (u)| du

 dξ,

≤
+∞∫
0

e−αξ

 1

2T

T+ξ∫
−T−ξ

|χ2 (u)| du

 dξ.

Comme la fonction χ2 (·) ∈ PAP0 (R,R+) , alors la fonction φT dé�nie par

φT (ξ) =
T + ξ

T

1

2 (T + ξ)

T+ξ∫
−T−ξ

|χ2 (u)| ,

est bornée et véri�e lim
T→+∞

φT (ξ) = 0. Ergo, par le théorème de convergence dominée de

Lebesgue, on obtient

I1 = lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

 t∫
−T

∣∣e−(t−s)αχ2 (s)
∣∣ ds
 dt = 0.
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Notons d'autre part, que |χ2|∞ = sup
t∈R
|χ2 (t)| <∞, ainsi

I2 = lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

 −T∫
−∞

∣∣e−(t−s)αχ2 (s)
∣∣ ds
 dt,

= lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

 −T∫
−∞

e−(t−s)α |χ2 (s)| ds

 dt,

≤ lim
T→+∞

sup
t∈R
|χ2 (t)|

2T

T∫
−T

 +∞∫
t+T

e−αξdξ

 dt,

≤ lim
T→+∞

sup
t∈R
|χ2 (t)|

2T

1

α
e−αT

T∫
−T

e−α tdt,

≤ lim
T→+∞

sup
t∈R
|χ2 (t)|

2T

1

α2
e−αT

[
−e−αT + eαT

]
,

≤ lim
T→+∞

sup
t∈R
|χ2 (t)|

2T

1

α2

[
1− e−2αT

]
,

d'où

I2 = 0.

Par conséquent, (Γχ2) appartient à PAP0(R,R+).

Théorème 6.2.2. Sous les hypothèses (H1) − (H4), le modèle de Lasota�Wazewska à

retards mixtes est réalisé.

x′ (t) = −α (t)x (t) +
m∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds +

n∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x(t−τi), (6.3)

possède une unique solution pseudo presque périodique dans la région

B =
{
ψ ∈ PAP (R,R+), R1 ≤ |ψ| ≤ R2

}
,

où

R2 =

n∑
i=1

bi +
m∑
j=1

aj

α
,
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et

R1 =

n∑
i=1

bie
−βiR2 +

m∑
j=1

aje
−ωjR2

α
.

Démonstration. Montrons tout d'abord, que l'opérateur Γ envoie B dans B. En e�et,

|(Γx)(t)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)x(s−τi)

+
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(t−σ)x(σ)dσ

]
ds,

≤
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

(
n∑
i=1

bi (s) +
m∑
j=1

aj (s)

)
ds,

≤

n∑
i=1

bi +
m∑
j=1

aj

α
,

et

|(Γx)(t)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)x(s−τi)

+
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(t−σ)x(σ)dσ

]
ds,

≥
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

(
n∑
i=1

bie
−βiR2 +

m∑
j=1

aje
−ωjR2

)
ds,

≥

n∑
i=1

bie
−βiR2 +

m∑
j=1

aje
−ωjR2

α
,

ceci implique que l'opérateur Γ envoie B dans B. Pour terminer, il su�t de prouver que

Γ est une contraction. Notons que pour u, v ∈ [0,+∞[

∣∣e−u − e−v∣∣ < |u− v| .
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Soit x, y ∈ B

|(Γx)(t)− (Γy)(t)| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)x(s−τi)

+
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(s−σ)x(σ)dσ

]
ds

−
t∫

−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

bi (s) e
−βi(s)y(s−τi)

−
m∑
j=1

aj (s) e−ωj(s)
∫ s
−∞Kj(s−σ)x(σ)dσ

]
ds

∣∣∣∣∣ ,
≤ sup

t∈R

t∫
−∞

e
−

t∫
s
α(ξ)dξ

[
n∑
i=1

|bi (s)|
∣∣e−βi(s)x(s−τi) − e−βi(s)y(s−τi)

∣∣
+

m∑
j=1

|aj (s)|
∣∣∣e−ωj(s) ∫ s−∞Kj(s−σ)x(σ)dσ − e−ωj(s)

∫ s
−∞Kj(s−σ)y(σ)dσ

∣∣∣] ,
≤ sup

t∈R

t∫
−∞

e−(t−s)α

[
n∑
i=1

|bi (s)| ||βi (s)|| |x− y|∞

+
m∑
j=1

|aj (s)| |ωj (s)|
∣∣∣∣∫ s

−∞
Kj(s− σ) (x (σ)− y (σ)) dσ

∣∣∣∣
]
ds,

≤ sup
t∈R

t∫
−∞

e−(t−s)α

[
n∑
i=1

|bi (s)| ||βi (s)||+
m∑
j=1

|aj (s)| |ωj (s)|

]
ds |x− y|∞ ,

≤


n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

α

 |x− y|∞ ,
ceci implique que l'opérateur Γ est une contraction dans B. Donc, Γ possède un unique

point �xe x∗ ∈ B, i.e. Γ (x∗) = x∗ . Ainsi, x∗ est l'unique solution pseudo presque périodique

de (6.1)-(6.2) dans B.
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6.3 Attractivité globale des solutions pseudo presque

périodiques

Soit x∗ (·) la solution pseudo presque périodique du theorème 6.2.2 et x (·) une solution

arbitraire de (6.1)-(6.2). On a donc

x∗′ (t) = −α (t)x∗ (t) +
m∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds +

n∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x∗(t−τi), (6.4)

et

x′ (t) = −α (t)x (t) +
m∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds +

n∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x(t−τi).

Posons , z (·) = x (·)− x∗ (·) . On obtient alors
z′ (t) = −α (t) z (t) +

n∑
i=1

bi (t)
[
e−βi(t)x(t−τi) − e−βi(t)x∗(t−τi)

]
+

m∑
j=1

aj (t)
[
e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds − e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds

]
.

(6.5)

Ainsi, la solution pseudo presque périodique x∗ (·) associée au problème (6.1)-(6.2) est

globalement attractive si et seulement si le point d'équilibre O du système (6.5) est glo-

balement attractif. Etudions maintenant l'attractivité globale du point d'équilibre O du

système (6.5).

Théorème 6.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H4) le point d'équilibre O du système non

linéaire (6.5) est globalement attractif.

Démonstration. Montrons tout d'abord que, la solution du système (6.5) est uniformément

bornée. En d'autres termes, il existe M > 0 tel que pour tout t ≥ 0 l'on ait

|z(t)| ≤M.

Sous l'hypothèse (H3), 1 − r > 0. Ainsi, pour toute fonction continue θ (·) , il existe un

nombre assez large M > 0, tel que

|θ| < M et (1− r)M > 0.
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Soit κ un nombre réel, κ < 1. On veut prouver que pour tout t ≥ 0, |z(t)| ≤ κM.

Supposons le contraire, alors il existe t′ > 0, tel que |z(t′)| = κM,

|z(t)| < κM, 0 ≤ t ≤ t′.

Des hypothèses (H3) , (H4) et de l'équation (6.1), on peut écrire

|z (t′)| ≤

|θ (0)| e
−
t′∫
0

α(u)du
+

t′∫
0

e
−
t′∫
s
α(u)du

(
n∑
i=1

|bi (s)| |βi| |z|∞

+
m∑
j=1

|aj (s)| |ωj| |z|∞

)
ds

}
,

≤ |θ (0)| e−αt′ + |z (s)|∞

t′∫
0

e−(t′−s)α

(
n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

)
ds,

≤ κM

t′∫
0

e−(t′−s)α

(
n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

)
ds+ κMe−αt

′
,

≤ κM

{
e−αt

′
+

1

α

[
n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

](
1− e−αt′

)}
,

≤ κM

{
e−αt

′
+

1

α

[
n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

]}
< κM,

ce qui donne une contradiction. Par conséquent, pour tout t ≥ 0, |z(t)| ≤ κM.

Soit donné κ −→ 1, alors pour toutt ≥ 0, |z(t)| ≤M. Donc, il existe une constante β ≥ 0,

tel que

lim sup
t−→+∞

|z(t)| = β.

Il s'ensuit que

∀ε > 0,∃t2 < 0,∀t, (t ≥ t2 =⇒ |z(t)| ≤ (1 + ε) β) .
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·
z (t) + α (t) z (t) =

n∑
i=1

bi (t)
[
e−βi(t)x(t−τi) − e−βi(t)x∗(t−τi)

]
+

m∑
j=1

aj (t)
[
e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds − e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds

]
,

≤
n∑
i=1

|βi (t)| bi |z (t− τi)|+
m∑
j=1

ajωj |z (t)|∞ ,

≤

(
n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

)
|z(t)|∞ ,

≤

(
n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

)
(1 + ε) β.

On a alors par intégration

|z (t)| ≤

{(
n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

)
(1 + ε) β

} t∫
0

e
−

t∫
s
α(u)du

ds

+ |θ (0)| e
−

t∫
0

α(u)du
,

≤

{(
n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

)
(1 + ε) β

} t∫
0

e−α(t−s)ds

+ |θ|∞ e
−αt,

≤ |θ|∞ e
−αt +


n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

αi

 (1 + ε) β
(
1− e−αt

)
.

Ainsi,

|z(t)| ≤ max
1≤i≤n

|θ|∞ e−αt +


n∑
i=1

βibi +
m∑
j=1

ajωj

αi

 (1 + ε) β
(
1− e−αt

) .
En particulier, par passage à la limite sup, on obtient

lim sup
t−→+∞

|z(t)| ≤ [r (1 + ε) β] ,

c'est à dire,

β ≤ r (1 + ε) β.
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Faisant ε −→ 0, on trouve

β (1− r) ≤ 0.

De (H4) , on en déduit que β = 0, ce qui implique que

lim
t−→+∞

|z(t)| = lim
t−→+∞

|x (t)− x∗ (t)| = 0.

Ce qui termine la preuve.

6.4 Stabilité exponentielle des solutions pseudo presque

périodiques

On donne à présent quelques conditions su�santes qui permettent d'avoir la conver-

gence exponentielle de toutes les solutions vers la solution x∗ de (6.1)-(6.2) qui soit pseudo

presque périodique positive.

Dé�nition 6.4.1. [49] Soit V : R −→ R une fonction continue, alors D+V (t)
dt

est dé�nie

par

D+V (t)

dt
= lim

h→0+

V (t+ h)− V (t)

h
.

Remarque 6.4.1. La dérivée à droite supérieure de Dini D+V |y(t)|
dt

associée à |V (t)| est

donnée par

D+V |y(t)|
dt

= sign (V (t))
dV (t)

dt
,

où sign (·) est la fonction signe.

Théorème 6.4.1. Soit

α− eλµ
n∑
i=1

biβi − ρ
m∑
j=1

ajωj > 0. (6.6)

Supposons véri�ées toutes les conditions du théorème 6.2.2. Il en résulte que (6.1)-(6.2)

admet exactement une solution pseudo presque périodique x∗ ∈ B. En outre, x∗ (·) est

locallement exponentiellement stable, dont le domaine d'attraction dex∗ (·) est donné par

l'ensemble

D (x∗) =

{
ϕ ∈ BC ([−µ, 0] ,R) , |ϕ− x∗|1 := sup

−µ≤s≤0

∣∣ϕ (s)− x∗µ (s)
∣∣ < 1

}
.
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A savoir, il existe une constante λ > 0 et M > 1 tel que pour toute solution x (·) de

(6.1)-(6.2) dans B avec la donnée initiale ϕ ∈ D (x∗) et pour tout t > 0 on a

|x (t)− x∗ (t)| ≤M sup
−µ≤s≤0

∣∣ϕ (s)− x∗µ (s)
∣∣ e−λt,

où x∗µ (s) = x∗ (s) pour tout s ∈ [−µ, 0] .

Démonstration. Grâce au théorème 6.2.2, le problème (6.1)-(6.2) admet exactement une

solution pseudo presque périodique x∗· B. Soit x (·) une solution quelconque de (6.1)-(6.2)

munie de la donnée initiale ϕ . Soit y (·) = x (t)− x∗ (t) , il vient que

y′ (t) = d(x(t)−x∗(t))
dt

= −α (t) (x (t)− x∗ (t))

+
n∑
i=1

bi (t)
[
e−βi(t)x(t−τi) − e−βi(t)x∗(t−τi)

]
+

m∑
j=1

aj (t)
[
e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds − e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds

]
.

Dé�nissons une fonction g continue par

gρ(ξ) = − (α− ξ) + eλµ
n∑
i=1

biβi + ρ
m∑
j=1

ajωj, ξ ∈ [0, 1] .

En vertu de l'hypothèse (H5) , on peut écrire

gρ(0) < 0,

ceci entraine qu'on peut choisir une constante positive λ ∈ ]0, 1] telle que

gρ(λ) = − (α− λ) + eλµ
n∑
i=1

biβi + ρ

m∑
j=1

ajωj < 0.

On considère la fonctionnelle de Lyapunov

V : R −→ BC (R,R+)

t 7−→ y(t)eλt = |x (t)− x∗ (t)| eλt.

Calculons la dérivée à droite supérieure de Dini D+V associée à V lelong de l'équation
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(1.5) munie de la donnée initiale ϕ̃ = ϕ− x∗µ. On a alors de (6.7) pour tout t > t0

D+V (t) ≤ −α (t) |y(t)| eλt + λ |y(t)| eλt

+
n∑
i=1

bi (t)
∣∣e−βi(t)x(t−τi) − e−βi(t)x∗(t−τi)

∣∣ eλt
+

m∑
j=1

aj (t)
∣∣∣e−ωj(t) ∫ t−∞Kj(t−s)x(s)ds − e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds

∣∣∣ eλt,
≤ (−α (t) + λ) |z(t)| eλt

+
n∑
i=1

bi (t)
∣∣e−βi(t)x(t−τi) − e−βi(t)x∗(t−τi)

∣∣ eλt
+

m∑
j=1

aj (t)
∣∣∣e−ωj(t) ∫ t−∞Kj(t−s)x(s)ds − e−ωj(t)

∫ t
−∞Kj(t−s)x∗(s)ds

∣∣∣ eλt.
Posons

|ϕ− x∗|1 = sup
−µ≤s≤0

∣∣ϕ (s)− x∗µ (s)
∣∣ > 0.

Comme |ϕ− x∗|1 < 1, on peut choisir une constante positive M > 1 telle que

M |ϕ− x∗|1 < 1,

donc,

(M |ϕ− x∗|1)2 < M |ϕ− x∗|1 .

Par la dé�nition de la fonction de Lyapunov, on a pour tout t ∈ [−µ, 0]

V (t) = |y(t)| eλt < M |ϕ− x∗|1 .

Montrons que pour tout t > 0

V (t) = |y(t)| eλt < M |ϕ− x∗|1 .

En e�et, raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe t′ > 0 tel que V (t′) = M |ϕ− x∗|1 ,

V (t) < M |ϕ− x∗|1 , −∞ < t < t′.
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On peut écrire alors,

0 ≤ D+ (V (t′)−M |ϕ− x∗|1) = D+ (V (t′)) ,

≤ (−α (t′) + λ) |y(t′)| eλt′

+
n∑
i=1

bi (t
′)
∣∣e−βi(t′)x(t′−τi) − e−βi(t′)x∗(t′−τi)

∣∣ eλt′
+

m∑
j=1

aj (t′)
∣∣∣e−ωj(t′) ∫ t′−∞Kj(t

′−s)x(s)ds − e−ωj(t′)
∫ t′
−∞Kj(t

′−s)x∗(s)ds
∣∣∣ eλt′ ,

≤ (−α (t′) + λ) |y(t′)| eλt′

+eλτi
n∑
i=1

biβi |y (t′ − τi)| eλ(t′−τi)

+
m∑
j=1

ajωj

∣∣∣∫ 0

−∞Kj(s) |y (t′ + s)| eλ(s+t′)e−λsds
∣∣∣ ,

≤ (−α + λ)V (t′)

+eλµ
n∑
i=1

biβiV (t′ − τi)

+
m∑
j=1

ajωj

∣∣∣∫ 0

−∞Kj(s) |V (t′ + s)| e−λsds
∣∣∣ ,

≤ (−α + λ)V (t′)

+Meλτi
n∑
i=1

biβi

+Mρ
m∑
j=1

ajωj,

≤

(
(−α + λ) + eλµ

n∑
i=1

biβi + ρ
m∑
j=1

ajωj

)
M |ϕ− x∗|1 .

On obtient donc

(−α + λ) + eλµ
n∑
i=1

biβi + ρ
m∑
j=1

ajωj > 0,

ceci contredit l'hypothèse (H5) . Ainsi, pour tout t > 0

V (t) = |y(t)| eλt < M |ϕ− x∗|1 .

Donc, on a pour tout t > 0

|x (t)− x∗ (t)| ≤M sup
−µ≤s≤0

|ϕ (s)− x∗ (s)| e−λt.
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6.5 Applications et discussions

Parmi les méthodes universelles appliquées au modèle périodique de Lasota-Wazewska

avec ou sans impulsion, on trouve le théorème de continuation de Mawhin [45].

D'ailleurs, jusqu'à présent, plusieurs articles de recherche ont étudié le modèle de Lasota-

Wazewska avec des coe�cients variants presque périodiquement avec constante de retard,

en utilisant le théorème du point �xe de Banach. Il existe très peu d'articles de recherche

traitant du modèle de Lasota-Wazewska à retards variant. Toutefois, les retards dépen-

dant du temps présentent certaines di�cultés. En particulier, lorsque dans le modèle de

Lasota-Wazewska, l'opérateur construit dans la preuve n'est pas bien dé�ni, il est di�-

cile de trouver pour une fonction f (·) pseudo presque périodique, une fonction composée

g (·, f (·)) pseudo presque périodique.

Comparons nos résultats avec ceux des travaux antérieurs.

Pour cela, considérons pour tout 1 ≤ j ≤ m

aj (·) = 0 and τj = τj (t) ,

le modèle de (6.1)-(6.2) a été étudié dans [55] et récemment par Wang et al [77]. Aussi,

pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a que bi (·) = 0 et le problème (6.1)-(6.2) peut être réduit

au modèle considéré récemment dans le papier de [102]. De plus, Stamov [94] a travaillé

sur l'existence et l'unicité des solutions presque périodiques pour le modèle de Lasota-

Wazewska impulsif avec seulement une constante de retard. Ainsi, nos résultats peuvent

être considérés comme une généralisation et a�nement de [55], [77], [102], du fait que dans

les papier cités, les auteurs ont considéré le cas périodique ou le cas presque périodique.

A notre connaissance, il n'existe pas à postériori, des articles de recherche publiés qui

traitent des solutions pseudo presque périodique pour le modèle de Lasota-Wazewska.

Notons que la notion de pseudo presque périodicité est sans grande importance dans les

preuves des théorèmes ci-dessus ; en particulier dans les théorèmes 6.3.1 et 6.4.1. En raison

des di�érentes méthodes utilisées dans cet article et dans les références citées plus haut,

les résultats sont notamment di�érents. Les retards τj, 1 ≤ j ≤ m sont des fonctions
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constantes.

Ainsi, on peut citer quelques uns des principaux avantages de cet article :

i il traite des fonctions pseudo presque périodiques qui sont plus générales que les

fonctions presque périodiques,

ii il considère à la fois des retards in�nis (voir [102]) et plusieurs retards variant dans

le temps [55].

Il convient de mentionner que divers modèles de Lasota-Wazewska ont été étudiés par

plusieurs auteurs, voir [91], [26].

A�n d'illustrer certaines caractéristiques de nos principaux résultats, on appliquera dans

cette section nos résultats à certains systèmes particuliers et on démontra l'e�cacité de

nos critères.

Exemple 6.5.1. Considérons le modèle de Lasota-Wazewska avec des coe�cients pseudo

presque périodiques et des retards mixtes

x′ (t) = −α (t)x (t) +
3∑
j=1

aj (t) e−ωj(t)
∫ t
−∞Kj(t−s)x(s)ds +

3∑
i=1

bi (t) e
−βi(t)x(t−τi), (6.7)

où α (t) = 8 + cos2
√

5t+ cos2 t
a1 (t)

a2 (t)

a3 (t)

 =


1 + 0.25 cos2

√
2t+ 0.25 cos2 πt+ 0.5

1+t2

0.5 + 0.25 cos2
√

3t+ 0.25 cos2 πt+ 1
1+t2

0.5 + 0.25 cos2
√

5t+ 0.25 cos2
√

2t+ e−t
2 cos2 t


et 

ω1 (t)

ω2 (t)

ω3 (t)

 =


0.125 cos2

√
2t+ 0.125 cos2 πt+ 0.25

1+t2

0.125 cos2
√

2t+ 0.125 cos2 πt+ 0.25
1+t2

0.125 cos2
√

2t+ 0.125 cos2
√

2t+ 0.25e−t
2 cos2 t




b1 (t)

b2 (t)

b3 (t)

 =


1 + 0.25 cos2

√
5t+ 0.25 cos2 πt+ 0.5e−t

2 cos2 t

1 + 0.25 cos2
√

5t+ 0.25 cos2 πt+ 0.5e−t
2 cos2 t

1 + 0.25 cos2
√

5t+ 0.25 cos2 t+ 0.5e−t
2 cos2 t


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
β1 (t)

β2 (t)

β3 (t)

 =


0.125 cos2

√
2t+ 0.125 cos2 πt+ 0.25

1+t2

0.125 cos2
√

2t+ 0.125 cos2 πt+ 0.25
1+t2

0.125 cos2
√

2t+ 0.125 cos2
√

2t+ 0.25e−t
2 cos2 t


τ1 = 1, τ2 = 1, τ3 = 1

et

Kj (t) = e−t,

ainsi

r =

n∑
i=1

biβi +
m∑
j=1

ajωj

α
,

=
3

4
.

Par conséquent, toutes les conditions des résultats précédents sont satisfaites, et donc

le modèle de Lasta-Wazewska (6.7) avec des retards mixtes admet une unique solution

pseudo presque périodique dans la région

B =
{
x ∈ PAP (R,R+), R1 ≤ |x| ≤ R2

}
,

avec

R2 =

n∑
i=1

bi +
m∑
j=1

aj

α
=

12

8
=

3

2
,

et

R1 =

n∑
i=1

bie
−βiR2 +

m∑
j=1

aje
−ωjR2

α
,

=
a1e
−ω1R2 + a2e

−ω2R2 + a3e
−ω3R2 + b1e

−β1R2 + b2e
−β1R2 + b3e

−β3R2

α
,

≤ e−
1
2

3
2 + 0.5e−

1
2

3
2 + 0.5e−

1
2

3
2 + e−

1
2

3
2 + e−

1
2

3
2 + e−

1
2

3
2

10
,

≤ 5
e−

1
2

3
2

10
,

≤ e−
3
4

2
.
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Conclusion générale

Les principaux résultats de cette étude sont le point de départ de la recherche dans

certaines directions, entres autres

1. Nos résultats sont basés sur l'existence de l'exposant critique de Fujita. Peut-on

espérer améliorer les résultats obtenus en construisant d'autres exposants selon le

problème considéré ou bien s'appuyer sur d'autres qui existent dans les travaux de

recherche ?.

2. Reformuler les problèmes étudiés à des problèmes de type Cauchy-Dirichlet dans

des domaines bornés.

3. A-t-on de bonnes connaissances sur le phénomène explosion (mathématique et/ou

physique) ?. Que se passe-t-il réellement avant/ au moment/après l'explosion ?

4. Dans la résolution des problèmes d'équations di�érentielles associées à des opéra-

teurs résolvants, les conditions su�santes sur l'existence et la régularité des so-

lutions p. a. p. d'équations d'�volution incluant des fonctions de type "Weighted

Stepanov-like p.a.p" sont à considérer.
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