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Chapitre 0

Introduction générale

0.1 Introduction et motivations

Fujita, dans son travail pionnier [44] a considéré le probléme de Cauchy pour ’équation

quasi-linéaire parabolique :

W= Autw’ (o1) € RY x (0,00), (1)

u(@,0) = ¢(z) € Go(RY) = CRY)NL®RY), ¢ 20, ¢ #0, (2)

et a prouvé que :

1. Si 1 < p < p. (cas sous-critique), toutes les solutions positives non-triviales du
probléme (1)-(2) explosent en temps fini, i.e. il existe 7" € (0, 00) tel que

|u(-,t)]|oo < 00 pour t < T et lim sup |u(z,t)|e — 0.
t%TxeRN

2. Si p > p. (cas sur-critique), le probléme (1)-(2) admet des solutions positives

globales lorsque la donnée initiale ¢ est suffisamment petite, et T = +oo,

ou, p. =1+ %, est le nombre critique dit I’exposant critique de Fujita.

Notons que les travaux de Fujita ont fait 'objet de travaux plus étendus, pour plus de
détails, voir les articles de K. Deng et al. [35] et H.A. Levine [65] qui présentent une
synthése des études liées au probléme (1)-(2).

Faisant suite aux travaux de Fujita, il a été démontré que p = p, appartient au cas
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d’explosion dans les travaux de Hayakawa [52] pour N = 1,2 et Kobayashi et al. |59] pour
N > 1.

La valeur de I'exposant critique dans les problémes paraboliges est liée aux conditions
suffisantes d’explosion, aux données initiales, au terme de source non linéaire, et a la
géometrie du domaine considéré.

Cependant, il existe des solutions qui explosent en temps fini, continuent a exister au
sens faible et deviennent réguliéres (dans certains cas, bornées) immeédiatement apreés
Iexplosion, ce type de solutions a fait I'objet de plusieurs recherches [17].

On définit un point d’explosion x4 € Q(Q C RY), par la donnée d’une suite
{(zi, )}, CQx(0,T) tel que x; = xg, t; =T et u(z;,t;) =00 00.

L’ensemble de tous ces points est appelé "ensemble d’explosion."

Toutefois, si 2 = RY, la solution peut rester bornée sur les compacts de RV et explose a
I'infini (par rapport a la variable espace), i.e. u(z;,t;) — oo lorsque |z;| — oo et t; — T.
Néanmoins, il est intéressant de se demander ce que devient ce phénoméne d’explosion en
temps fini, des "solutions" (veut dire "solutions pas forcément maximales") des équations
différentielles définies sur tout I, i.e. sur tout 'intervalle de temps sur lequel est définie
I'équation différentielle 2/(t) = f(t,z(t)). Cette solution cesse d’étre définie avant d’at-
teindre la borne sup de I'intervalle de temps I. Si de plus la norme de la solution ne tend
pas vers l'infini quand elle cesse d’étre définie, alors cette solution peut étre prolongée.
On peut observer le méme phénoméne pour les temps négatifs (lorsqu’on s’intéresse a des
problémes différentiels comportant des échelles de temps trés différentes).

Dans cette optique, nous citons quelques uns des travaux qui nous ont motivés et suscités

I’essentiel des questions abordées dans cette thése.

Galaktionov et Pohozaev [47] ont traité le probléme de Cauchy

u+ (—A)"u = P, u>0 zeRY t>0,m>1p>1, (3)

u(z,0) = uy € L°RY) N LYRY), (4)
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o, ils ont introduit une nouvelle méthode basée sur I’équation modifiée préservant I'ordre
des opérateurs, et via un principe de comparaison avec les solutions auto-similaires de

I’équation construite écrites sous la forme :
b(l‘, t) = fN/me(U% n= I/tl/Qm’

ou

b(x,t) = F ! (ep(w)t) f(n) = (27T)N/ eP(W)t—i(w ) dw,

RN

p(w) est le polynome caractéristique de opérateur (—A)™,

et f(n) est la solution radiale associée a (3)-(4), ils ont montré que pour

p > pc=1+2m/N, le probléme (3)-(4) admet pour une donnée initiale v, suffisamment

petite, une solution globale, tandis-que pour p € (1, pc], ug Z 0 et [ up(x) > 0, la solution
N

de (3)-(4) explose en temps 7' > 0 fini, et [Ju(.,?)||~ > [D(p —Rl)] (T — t)_p%l — 400

lorsque t — T, ou D = D(m, N) est une constante.

Le probléme (3)-(4) a été étendu par P.Y.H. Pang et al. [80] au systéme

u + (—A)"u = xRN t>0,
v+ (=A™ = [u|? xRN t>0,
avec les données initiales
U(fL’, 0) = UO(’I)’ U(I70) = UO(J:>7 ZES RN'

Leur résultat dépend principalement des deux critéres suivants :

si

N 1+p 1+4g¢
— > 1max , ,
2m pg—1 pg—1
alors, toute solution existe globalement en temps.

D’autre part, si
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alors, toute solution avec donnée initiale positive n’existe pas globalement en temps.
Fino et Kirane [43] ont établi pour le probléme parabolique semi-linéaire avec un terme

source non local en temps

(

—Au— /t—s P tu(s)ds e RY >0,
0
gy fot N (6)
—Av— /t—s lul""u(s)ds xeRY,t>0,
0
u(z,0) =up(x),  v(x,0) = uv(x) reRY

les résultats suivants, sous des conditions appropriées :
Soient, ug, vy € Co(RY) N L2(RY) avec ug, vg > 0, si

x{(2—5)p+(1—7)pq+1 (2—7)q+(1—5)pq+1}
pg—1 ’ pg—1

N
— < ma
2

alors, il existe une unique solution mild au probléme (6), tandis que, si
1 1
p< = et g<—
0 gl

alors, toute solution (u,v) de (6) explose en temps fini.

Plus récemment, M. Loayza et al. [71] ont présenté un travail intéressant concernant le
probléme (6) avec 0 < 71, 7 < 1; p,q > 1 et des données initiales u(0), v(0) € Co(RY).

Ils ont prouvé que I'exposant critique n’est pas donné par la technique du scaling tel qu’il
a été démontré par Fujita.

Si u(t, ) est solution du probléme
—Au = |uftu, (z,t) € RY x (0, 00),
uw(z,0) = wup(z),
alors VA > 0, /\Tzlu()\gt, Az) est aussi solution, avec pour donnée initiale )\p%luo(/\x), et

on a

_2 2 _ N
[ APTug(Ar)|| e = AP=T7 7 |[ug]| La.

Une premiére motivation a 1’étude des fonctions presque périodiques est que nous cou-

vrons ’ensemble de combinaison des fonctions a différentes périodes, comme par exemple

7



Introduction générale

la fonction x — cosx + cos3x qui est périodique, méme lorsqu’on remplace 3 par un
nombre rationnel. Cependant, la somme des fonctions périodiques © — €@ et x — €iV2"
n’est pas périodique. Ce dernier est trés utile lorsque I'on veut comprendre les propriétés
des fonctions presque périodiques (Bohr a. p.). Plus généralement, les solutions d’un sys-
téeme autonome d’équations différentielles linéaires bornées en dimension finie sont presque
périodiques, et en termes physiques, les trajectoires presque périodiques sont les trajec-
toires a spectre discret.

La préhistoire de la théorie des fonctions presque périodiques débute avec Esclangon et
Bohl [39]. Cette théorie, a été progressivement développée par Bohr en 1923 dans ses trois
longs articles titrés "Zur theorie der Fast Periodische Funktionen".

Les deux premiers articles établissent la théorie des fonctions Bohr a.p. a variables réelles
tandis-que le dernier 'aborde dans I’espace complexe.

Postérieurement, la théorie a été continuellement batie par plusieurs mathématiciens tels
que Besicovitch [19], Bochner [21], Amerio et Prouse [84], Levitan [66], Von-Neumann, Fré-
chét, Pontryagin, Lusternik, Stepanov, Weyl, etc., dont nous citons quelques références
[19, 22, 32, 41, 42|. En 1933, Bochner [22] a défini et étudié les fonctions presque pé-
riodiques dans les espaces de Banach. Certaines extensions du concept de Bohr ont été
introduites, notamment par Besicovitch, Stepanov, Weyl et Eberlein, ergo il y a un certain
nombre de monographies couvrant un large spectre de ces notions de presque périodicité
(voir & ce propos les références bibliographiques utilisées).

On peut aussi faire remarquer qu’en parlant de la métrique de Stepanov, Weyl ou Besi-
covitch, consiste a se mettre sur les espaces quotients associés. Alternativement, c’est la
pseudo-métrique de Stepanov, Weyl ou Besicovitch qui est considérée.

Récemment, Zhang a étendu la notion de fonctions Bohr a.p. aux fonctions pseudo presque
périodiques (p.a.p.) [103].

Aussitot, ce nouveau concept vient mettre en ceuvre une autre généralisation existante de
(Bochner) presque périodique, par pseudo presque périodique die a Fréchet.

Une autre théorie des fonctions presque périodiques, qui ne fait pas I’objet de notre étude,
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a été développée par N’Guerekata [76], ot il a substitué les espaces de Banach par les es-
paces complets de Hausdorff localement convexes et espaces de Fréchet.

Du point de vue physique, I'étude de 'existence des solutions presque périodiques, pseudo
presque périodiques et asymptotiquement presque périodiques est attractive en théorie
qualitative des équations différentielles, en raison de leurs fréquentes applications en phy-

sique, mécanique, biologie mathématique, théorie du controle, etc.

0.2 Organisation et contenu de la thése

Le présent travail est essentiellemnt orienté dans deux directions :

1. Etude des solutions d’équations d’évolution en dimension infinie, en appliquant des

techniques de point fixe, et la méthode des fonctions test.

(a) Etude des solutions non triviales du probléme de Cauchy associé a I’équation

de la chaleur d’ordre supérieur avec un terme source non local en temps

w+ (=A)"u = J§,(luf’) xRN, t>0, (7)

u(z,0) = wup(x) r € RY, (8)

ou, me N, ae (0,1),p>1et Jgit représente l'intégrale fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville.

(b) Généraliser I’étude précédente au cas du systéme

e + (=A™ u = J (o~ tu(s)) e RNt >0,

v+ (—A)™ = Jgﬁ(lu|q’1u(s)) reRY t>0,
avec les données initiales
u(z,0) = up(w), v(z,0) =vo(x), v € RY, (10)

oup,q>1,my,mg € N* aj,ay € (0,1) et my # my ou oy # .
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2. Cette étude a été motivée d’une part, par les travaux de recherche du Pr F. Chérif
[27, 28, 29|, et d’autre part, par un certain type d’équations a retard

Pt = —a)r(t)+Y g (8) e O L n K0 L SV () At

j=1 i=1

ZE(S) = @(8)790€BC ]_N70]7R+)7

dont les domaines d’application sont assez variés, et concernent ici la biologie cel-

lulaire.

Le manuscrit de cette thése est constituté de six chapitres décrits ci-dessous.
Dans le premier chapitre, nous introduisons les définitions et notions fondamentales du
calcul fractionnaire.
Dans le deuxiéme chapitre, nous pésentons les définitions et propriétés de base liées a la
notion de fonctions pseudo-presque périodiques.
Dans le troisiéme chapitre, nous décrivons des résultats d’existence et d’unicité des solu-
tions de problémes de Cauchy semi-linéaires paraboliques.
Dans le quatriéme chapitre, nous présentons le premier travail qui se propose d’étudier le
probléme de Cauchy pour I’équation de la chaleur d’ordre supérieur avec un terme source
non local en temps, nous montrons sous certaines conditions I'existence locale, globale et
I’explosion de solutions mild.
Dans le cinquiéme chapitre, nous généralisons les résultats obtenus dans le chapitre pré-
cédent au cas d’'un systéme.
Dans le dernier chapitre, nous généralisons un modéle de dynamique dit "Lasota-Wazewska'".

Enfin, nous terminons par des conclusions et perspectives.

10



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Nous pésentons dans ce chapitre les définitions et propriétés de base liées a la notion

de calcul fractionnaire. Pour plus de détails on peut se référer a [58, 78, 89, 92|.

11
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1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1.1. La fonction Gamma I'(z) est définie par

['(z) = /tz_le_t dt, zeC. (1.1)
0

Quand la partie réelle de z est strictement positive (Re(z) > 0), cette intégrale est conver-

gente pour tout compleze z € C.

En intégrant par parties ’équation précédente, nous pouvons montrer que

I'(z+1)=2I'(z) (Re(z)>0). (1.2)
Notons que pour x > 1 :
( T(x+1)

Bl e e A ' R
Tz +1—a) s1 o € R,
=S z(x—1)(z—2)---(r—a+1) siaeZh,
! sia € Z”
e :

(z(z—1)(z—=2)- - (z—a+1)

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.1.2. On définit la fonction Béta d’Euler par 'intégrale
1

B(z,w) = /xZ1(1 — )" tdr, Re(z), Re(w) > 0. (1.3)
0
On a la relation entre la fonction Béta et la fonction Gamma :

L)l (w)

B(z,w) = TGtw)

1.1.3 La fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. La fonction de Mittag-Leffler E, d’indice o > 0, est définie pour tout

z € C, par le développement en série entiére

Eolz) =Y ——— (1.4)
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ou, I' désigne la fonction Gamma d’Fuler. Cette série converge pour tout z € C.

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions d’intégrales et de dérivées d’ordre non entier, qui ne sont
pas en général équivalentes. Nous nous restreignons ici a celles de Riemann-Liouville et

Caputo (voir [58, 83]).

1.2.1 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Le noyau de convolution d’ordre o € Rt pour les intégrales fractionnaires, est donné

par
9!
d,(t =1 e[} R*,
( ) F(O() loc( )
ou
b sit >0,
ta—l —
+
0 sit <0,
et

L, (RY)={f:R" - R/ flx € L'(R") pour tout compact K C R"}.

On note aussi

) 0 sit>0,
1 =
[t]*=t sit <.

Tenant compte, du fait que la distribution ¢ de Dirac est I’élément neutre pour le produit

de convolution, on peut donc écrire :
D, xP_, =09,

ou, ¢_, est la fonction généralisée au sens de Schwartz et est 'unique inverse convolutif
de @, dans l'algebre de convolution I, (R).
Soient o, f € C. On a

D, x Pg =Py (1.5)

13
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Montrons cette formule d’abord pour Rea > 0 et Ref > 0. On a

ta—l tﬁ—l
(I)a x (I)ﬁ * s
P( ) T(B)
a—1 t ,8 1
/ S . (L.6)
ta-i-/j—l
avec O, 3 = m. On a besoin de montrer que

/ga 1 B ldé-_ (O‘/)F(ﬁ>tcx+ﬁ—l.

I'(a+p)
En effet, on pose £ = ty dans (1.6), on obtient
1 (a)(9)
potB— 1/ B L gy — to+8-1p _ jotp-l o _
y* y = (a, B) T(atd)

0
Par prolongement analytique, et le fait que

do 387 (a1 87 g (1.7)

dt ¢ dtT(a) I'(a) I'a—1) o '

I'équation (1.5) peut étre prouvée pour d’autres valeurs de « et [3, par exemple, si

—1 <Rea < 0, alors
et d g
M(a) dtl(a+1)

et

tﬁ‘l*tal _d tﬁl* te
TB) T(a)  dt\T(B) T(a+1))’

 dtT(B+a+1)
tﬂ+0¢—1
_ +
IF(B+a)
En vertu de la formule de Cauchy
t &n—1 & & t

:/ / ...//g(g)dgdfl---dﬁn_lz (nil)!/g(ﬂ(x—f)”‘ld&

14
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on peut écrire

ou g(t) = 0 pour ¢t < 0.

Plus généralement, si ’'on considére o € C et t > 0, avec
—1

1

[(a)

9a(t) = g(t) * = g(t) * D, (1.8)

qui est bien définie au sens des distributions dés que les supports de g et ®, sont contenus
dans un méme ensemble borné, et le fait que

ot _oreslam 8T (—1)"6™n!

= = — 5™
D() |y T€S|am—n (1971 et)  (=1)2(8M(E), e )n! ’
go(t) = g(t)* ®o = g(t) * 0(t) = g(t),
g-1(t) = gt)* Dy =g(t) x'(t) = ¢'(t),
ga(t) = g(t)* Py =g(t)x8"(t) = ¢"(t),
alt) = glt)x @ =g(0)+0) = [ 90,
1 sit>0,
o(t) =
0 si t<O.

Il est & noter que I’équation (1.8) avec un « quelconque, permet de calculer les dérivées
et les intégrales de g(t) € D'(R4).

On définit le produit de convolution

g—a(t) = g(t> * P_g,
comme dérivée fractionnaire de la distribution g(¢) d’ordre «,
da
—all) = —
g O(( ) dtag’

15
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ou Rea > 0, et comme intégrale fractionnaire si Rea < 0. On a le résultat suivant (voir

[67])

Théoréme 1.2.1. Soient f,g € D'(Ry). L’intégrale d’Abel généralisée est donnée par

L[S
0 =5 | 7o

qui a pour solution
f =gx* ®a—17

ot a quelconque. En particulier, st —m < a < —m + 1 pour m € Z., alors
( ) ta+m71

m+1 +
= *
/=9 I'(a+m)

Exemple 1.2.1. Soit o € C, et soit la distribution

t st >0,
0 st t<O0.
d® et L(A+1)

0 —q(t) =T'(A\ 1)— = t)‘fa_
maque a9 =T+ e ) " Thh—a 1)

En particulier

dz 22
1 t-‘r = ’
dtz VT
d
—t,. = 0t
d d
—t5 = —0(t) =t
dt + dt ( ) ( )7
1 1 _1
d2 o di&(t)—tﬁ
dtz otz T
Par la formule d’Euler
T
I'1—2)I(z) =
(1=2)I(z) sin(mz)’
on peut écrire
1
3 4
-2y = =
(=3) = 3vr
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Donc
d ['(-0.5)
_t—l b5 t_2 .5 = _1. 5t_2 5
dt ™+ F(—1.5)
dta 1
ormule qui coincide avec — = « pour o # —
f ) d 7 ta #—1,-2,-

Définition 1.2.1. L’%ntégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, d’une

fonction f € L'([a,b]) (o1, a,b € R) est définie par
JOf(t) = P (t) * f(2).

Moyennant cette définition, on a

Jg“tf(t) = F(la)/(t f(:))l_a dr, intégrale a gauche, (1.9)
b

Jipf(t) = F(la) / r f(;—))l_a dr intégrale a droite. (1.10)
t

On peut observer dans cette formule, pour o = n (n € N*), et le fait que

['(n) = (n —1)!, la formule de Cauchy pour I'intégration successive, i.e.

hm Japf () = T f(1) et hm Jt‘bf(t) = Jilyf(t) pour tout a > 0 et m € Z*,

avec L .
) // /f \dr dt, - dtnl—ﬁ/(t—ﬂ” Lf(r)dr

et ,
il (1) // /f ydrdty - dty,q = ﬁ/ )" ()

Remarque 1.2.1. Si f(t), est bien définie sur [a,b] et F(la) / i f(:))l_a = 0 pour tout

a

a >0 et pour tout t € [a,b], alors f(t) = 0.

En pratique, les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et Caputo sont généra-

lement les plus utilisées. Nous nous limitons a ne définir que ces deux types.
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1.2.2 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0,
d’une fonction f € L'([a,b]) (0w, a,b € R) est définie par

t
d* o (n-a) L f(7) FPRUI
a|tf( ) = %Dahf f(t) = m% / m(h’, dérivée a gauche,

b
n dn —\n—« n s s N .
Dif(t) = (=1 %Dt‘b( )f(t) = T —a) dt" / - —t . n+1 dr dérivée a droite,

o, n—1<a<nelZr.

Notons que, le symbole de I'intégration fractionnaire (a gauche ou a droite) peut étre écrit

comme

J*=D"%  pour tout a > 0. (1.11)

1.2.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.2.3. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0, d’une fonc-

tion f telle que (%) f € LY([a,b]) (0w, a,b € R) est définie par

cpa _ —(n—a) d" _ 1 f(n)(T) o
Dy f(t) = D, T (t) = n—a) / (s dr, dérivée a gauche,

b
c n n— a f PRI .
t|bf( ) = (=1) Dt‘b( dt”f( T(n—a) / G —t — n+1 dr, dérivée a droite,

oun—1l<a<neZr.

Nous avouns les relations suivantes

D) = DY, (f(t)—i%f%)),

18
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et

n—1 k-1
DRI = Dy (f(t)—z%ﬂ“(b)),

Remarque 1.2.2. [l est a noter que, les dérivées au sens de Riemann-Liouville et Caputo

coincident lorsque f*)(a) =0, et f*(b) =0, pour tout k € {0,--- ,n—1}.

et Caputo coincident lorsque f*)(a) = 0, et f*)(b) = 0, pour tout k € {0,--- ,n —1}.

1.2.4 Comparaison entre la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville et celle de Caputo

Il s’impose toutefois, de remarquer que lorsque a € (n — 1,n), n € Z*, on a

lm DY) = f0() — FO(0),

a—(n—1)*

lim “D,f(t) = f7(1).

et

lim Dy f(t) = f" V),

a—(n—1)+
lim DG, f(t) = (1),
Ce qui signifie qu’en I'absence de la condition de régularité de la fonction intervenant dans
les dérivées de Riemann-Liouville, cette derniére peut coincider avec la dérivée classique,
ce qui n’est pas le cas pour les dérivées de Caputo.
Certes, il est plus avantageux d’utiliser les dérivées de Caputo, et les problémes faisant

intervenir notamment ce type de dérivées ont connu une grande extension.

En effet, si 'on considére par exemple le probléme
“Doju(t) = f(u), a€(0,1), t>0,
en prenant simplement, la condition initiale
u(0) = uyp,
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le probléme est bien défini, et admet une solution [58|.
Cependant, pour des problémes ot I’on prend la dérivee fractionnaire de Riemann-Liouville
Dgu(t) = f(u), a€(0,1), t>0,
la condition initiale, prend une intégrale (et/ou une dérivée) fractionnaire du type par
exemple
[Dg't’lu(t)} li=o = uo, sia € (1,2),

qui s’écrit aussi

1
t=0 = U(() )~

DG 2u(t)

t—0 = Ug, et [Dg“t_lu(t)]

Plusieurs mathématiciens |58, 83, 92| ont démontré que la prise en compte de ces condi-

tions initiales conduit a des résultats incohérents.

1.2.5 Propriétés des intégrales et dérivées fractionnaires

Mentionnons d’abord que, les intégrales et dérivées fractionnaires citées plus haut
conservent quelques propriétés tels que : linéarité, semi-groupe, etc.
O.P. Agarwal [1] a introduit de nouveaux opérateurs, donnant certaines de leurs proprié-
tés, et définissant ainsi, une nouvelle classe de problémes variationnels appelés problémes
variationnels généralisés (GVPS).
Il a montré que les intégrales et dérivées fractionnaires définies précédemment présentent
un cas particulier de ces opérateurs.
En effet, considérons I'opérateur d’ordre @ > 0, défini par

t b

Kol () = D / bt ) F(7) dr + q / k(. ) f(7) dr. (1.12)
— KR, t (1.13)

ou, —0o < a <t <b< +o0; p,g € R; P = (a,t,b,p,q) 'ensemble des paramétres

(appelé P—ensemble), et k,(t,7) est un noyau dépendant des paramétres a, p, q.
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KO&

(a,tbp.q) est un opérateur linéaire satisfaisant la propriété

Kpf(t) = pKp, f(t) + qKp, f(1),

avec, P, = (a,t,b,1,0) et P, = (a,t,b,0,1).

Nous énoncons le théoréme d’intégration par parties

Théoréme 1.2.2. Soient a > 0, et f,g € L'([a,b]) (o1, a,b € R), alors

/f(t)KI%‘g(t) dt = /g(t)Kg*f(t) dt  pour toutt € [a,b], (1.14)

a

ou P = (a,t,b,p,q> et P* = <a'7tab7qvp>'

Théoréme 1.2.3. i f € L'([a,b]) et ko(t,7) = ko(t — T) pour o > 0, les opérateurs K3

et Q) vérifient l'identité suivante

QKpf(t) = Kp-Qf (1), (1.15)
ou, Q est un opérateur de réflexion donné par (Qf)(t) = f(a+b—t).

Remarque 1.2.3. A partir des opérateurs définis plus haut et ko (t,7) = F—(t— )t

on retrouve les formules suivantes :

1. 8t P = P = (a,t,b,1,0), alors K3 f(t) est lintégrale a gauche de Riemann-
Liowville de f(t) d’ordre .

2. 81 P = P, = (a,t,b,0,1), alors K§ f(t) est lintégrale & droite de Riemann-
Liouville de f(t) d’ordre .

On introduit les opérateurs A% et B définis par

Alatopa I (t) = D"Ep* f(1) = Apf(1),

et
Par la linéarité de ces opérateurs, on énonce le résultat suivant
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Théoréme 1.2.4. Si f € L'([a,b]) et ko(t,7) = ko(t — 7) pour a > 0, les opérateurs

A%, BS et Q vérifient les identités suivantes

QARf(t) = (=1)"AR.Qf(1), (1.16)
QBpf(t) = (=1)"Bp.Qf(1). (1.17)
Remarque 1.2.4. Pour k,(t,7) = ﬁ(t — 7)1 on a donc

1. 8i P= P, =(a,t,b,1,0), alors A} f(t) (resp. Bg f(t)) est la dérivée a gauche de
Riemann liouville de f(t) d’ordre «, (resp. dérivée a gauche de Caputo).
2. 8i P =P, = (a,t,b,0,1), alors A% f(t) (resp. B, f(t)) est la dérivée a droite de

Riemann liouville de f(t) d’ordre «, (resp. dérivée a droite de Caputo).

1.3 Résolution d’équations intégrales fractionnaires

1.3.1 Equations intégrales d’Abel d’ordre 1.

Considérons I’équation intégrale d’Abel d’ordre 1

t

1 u(T) B N
(o) 0/ = dr=f(t), 0<a<l, (1.18)

ou, f est une fonction donnée. De (1.9), cette équation correspond a

J(u(t)) = (1), (1.19)
d’aprés (1.11), elle se transforme en

u(t) = D(f(1))-
Pour résoudre I’équation (1.18), on utilise la transformée de Laplace.

Rappelons que J*(u(t)) = Pn(t) * u(t).

Donc, sa transformée de Laplace est donnée par

cew) =4 05, (1.20)
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ce qui permet de transformer (1.19) en

u(s) = s*f(s).

Prenons la transformée de Laplace inverse de (1.21), on obtient

il vient que

D’autre part, si on écrit

on a par conséquent,

L[ e
0= fi=a | G Oy

1.3.2 Equations intégrales d’Abel d’ordre 2.

Soit I’équation intégrale d’Abel d’ordre 2

t

A u(T) B N
u<t)+F(oz)0/(t—T)1—a dr = f(t), >0, AeC,

qui s’écrit en terme d’opérateur intégrale fractionnaire
(1+AJ%)u(t) = (1),

et se résolve comme suit

u(t) = 1+ AJ*)7Hf(t) = (1 + Z(—A)”J"‘") f(t),
Notons que (voir [58])
T () = onlt)  1(0) = s 10,

(1.21)

(1.22)
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on peut écrire alors,

o0 . tom—l
u(t) = £0) + ( () F@) o)
n=1
D’aprés (1.4)
e /\ta n
ea(t; \) := —At%) Zfan—i— , t>0, a>0; AeC,

n=

ou, F, est la fonction de Mittag-Leffler d’ordre «, on note aussi que

o0 tomfl d
A= = — B (=M =€ (t;\), t>0.
2N gy = PN = A,

Les séries ci-dessus sont convergentes pour tout ¢ dans un intervalle borné.

Finalement la solution s’écrit

u(t) = f(t) + ea(t; A) = f(1).

Cependant, la transformée de Laplace nous permet d’avoir la solution sous une autre

forme

l1 + Sia} u(s) = f(s) = ails) =

par passage a la transformée de Laplace inverse, on peut écrire

Sa—l

€a(t; )\) = Ea<—)\ta) - m,

on a donc

il s’ensuit que

qui s’écrit aussi

Sa

s+ )\

ii(s) = = [s7(s) = F(0%)| + 7(0%)

et donc

I
S
~
S—
I

/f’(t — T)ea(T; N) dT + f(07)eq (T3 ).

0
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Notons que, e,(7; A) est une fonction différentiable par rapport a ¢ avec

ea(07;N) = E,(0%) = 1, et la solution est donnée par

i(s) = [s S 1} F(s) + J(s).

Par conséquent

g
—~
~+~
~—
Il

/ F(t—7)eu(rs N dr + F(1).

On conclut que la deuxiéme méthode est plus restrictive que la premiére, du fait qu’elle

requiert que f soit différentiable et de dérivée L—transformable.
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Chapitre 2

Fonctions presque périodiques, pseudo
presque périodiques et oscillations
d’une certaine classe d’équations

différentielles a retard

Ce chapitre se veut comme une introduction aux fonctions presque périodiques et
pseudo presque périodiques, ainsi que leurs propriétés de base. Nous donnerons 1’essentiel
de la théorie des oscillations pour une classe d’équations différentielles a retard de type

neutre.
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Fonctions presque périodiques, pseudo presque périodiques et oscillations
d’une certaine classe d’équations différentielles a retard

2.1 Fonctions presque périodiques

On pose K le corps des réels ou des complexes, on notera par X l'espace de Banach sur
K.
La notation BC°(R, X) signifie I'ensemble des fonctions continues bornées de R dans X.

On écrit (BC(R, X), | - |lco) 'espace de Banach muni de la norme du "sup" définie par

[ fllo = sup [|f(£)]]-
teR
Pour k € N*, on pose
k k . & f 0

et pour tout f € BC*(R, X), on pose

k
fllox = 11F oo+
j=1

& f
dti

Donc, (BC*(R, X),|| - ||cx) est un espace de Banach.
Pour tout 7 > 0, et pour tout k € N, CE(R, X) est I'espace des fonctions T'—périodiques

de classe C* définies sur R & valeurs dans X, et c’est un sous-espace de BC?(R, X).

Définition 2.1.1. Soit f(-) € C°(R, X), on dit que f est presque périodique (Bohr a.p.)

ou uniformément presque périodique, si elle vérifie
Ve>0, 3 >0, Vo e R, F6 € [a,a+ L], [|[f(-+0)— f()]eo <€
Rappelons qu'un ensemble D C R est dit relativement dense dans R, si
>0, Vo e R,DN[a, a0+ [# 0.

Posons E(f,e) :={r e R, ||[f(-+7) — f(*)|lc < €}, on peut reformuler la définition d’une

fonction Bohr a.p. de la facon suivante

Définition 2.1.2. Soit f(-) € C°(R, X), pour tout € > 0,’ensemble E(f,¢) est relative-

ment dense dans R.
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Un élément de E(f,€) est appelé e—presque période de f.

Par conséquent, une fonction Bohr a.p. est une fonction continue qui admet des e—presque
périodes pour tout € > 0.

On désignera par AP°(R, X) I'ensemble des fonctions Bohr a.p définies de R & valeurs

dans X. Pour k£ € N*, posons
k 0 k ~ & f 0
AP*(R,X)=<qf€ AP (R,X)ﬂC(R,X)/VOS]Sk,wGAP (R, X) ¢,

muni de la norme

‘ & f(t)
dti

k
1 lape = sup |l f()l|x + Y sup :
teR j—1 tER X

est un espace de Banach.

Exemple 2.1.1. La fonction f(t) = sint + sin(nt) appartient ¢ AP°(R,R) comme le

montre la figure 1 en dimension 2 et la figure 2 en dimension 3.

2 | |—f(t) = sin(t) + sin(nt)
1 [ |
O [ -
1t |
_2 [ | | | | | |
—10 ) 0 ) 10
Figure 1
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Figure 2

Remarque 2.1.1. On a que AP* (R, X) ¢ AP*(R, X), pour tout k € Z (voir [27]).
Exemple 2.1.2. On considére la fonction

(z—z—ﬂ)Qsin T st x € [2k—2 2k_2] —{%}
flz) = k mx — 2k T T T

2k
0 st x=—,
7

ot k=0,+£1,42,---. On a que f € APY(R,R), mais f ¢ AP°(R,R).

Définition 2.1.3. Un polynome trigonométrique P : R — X est une fonction qui est

une combinaison linéaire des fonctions e donnée par
N
P(t) =) a;e™, a;€X, \;€R.
j=1
Lorsque X =R, on a que P(t) € X, et
VjeN, 3k e N, N\, = —)\;, et a, = a; (complexe conjugué).

On note T'P(R, X) I’ensemble des polynomes trigonométriques P : R — X, donc TP(R, X)

est un sous-espace vectoriel de BC*(R, X).
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2.1.1 Propriétés des fonctions presque périodiques

On résume a présent les principales propriétés des fonctions Bohr a.p., résultant princi-
palement de leurs définitions et des propriétés algébriques des fonctions numériques (voir

8, 32, 42)).

Proposition 2.1.1. 1. Si f,ge AP°(R,X), alors f +g, f-g € AP'(R, X).
2. Pour tout n € N, 8%l existe 1 < i < n, telle que f; € AP'(R,X;), ou X; est un
espace de Banach, alors (f;)1<i<n € AP° (R, 12[1X1> )
3. AP(K) est une algébre de Banach. :
4. Pour tout T > 0, on a CA(R,X) C AP'(R,X) et TP(R,X) C AP'(R, X). Ce
qui signifie que toute fonction continue et tout polynome trigonométrique sont des

fonctions Bohr a.p.

5. AP'(R, X) C BC°(R, X), i.e. une fonction Bohr a.p. est bornée sur R.

6. AP°(R, X) = span(r-0 C%(R, X)), ou span(A) désigne le sous-espace vectoriel

fermé engendré par A.

7. La limite uniforme d’une suite de fonctions Bohr a.p. est une fonction Bohr a.p.

On a que (AP°(R, X), || ||ls) est un sous-espace de Banach de (BCO(R, X), |- |lso)-

8. Soit f(-) € AP’ (R, X) et g: R — E. On suppose qu’il existe une suite numérique
(Sp)n telle que lirf £+ 50) = f()llo = 0. Alors, il existe une suite numérique
n—-+0o0

(@) telle que lim o, =+00 et lim_[[f(-+ ) = g()llx = 0.

Dans la suite, on omettra de donner la preuve de certains résultats, pour éviter toute

redondance.

Lemme 2.1.1. Pour tout € > 0, l'ensemble E(f,€) donné dans la définition 2.1.1 est

fermé.

Démonstration. Soit r* un point limite de E(f,¢€); et soit la suite (r,) C E(f,€) donnée
par

: *
lim r, = r",
n—oo
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alors, pour tout t € R, on a

[f(E+7m) = F(D)llee < e

Par continuité de f,
1fE+7) = f)llw <€

Donc, r* € E(f,¢). O
Lemme 2.1.2. Toute fonction Bohr a.p. est uniformément continue sur R.
Démonstration. 11 suffit de prouver que,

Ve > 0,30, > 0, telle que (r € [—0, 6] = r € E(f,€)),
c’est a dire,

Ve > 0,30, > 0, telle que (1 € [0, 6] = ||[f(t+7) — f(t)]|eo < €

Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe deux suites (d,) et (¢,) telle que :

T 6y =0, [l < 1 et [1F(t +82) = 7t > e

Comme f est a.p., il existe [ > 0, et il existe un intervalle [t,,t, + l./4] et une suite (r,)

¢/4—a.p. telle que

[f(tn +0n+70) = fltn +10)llee = [(f(tn+6n) = F(t))lloo — 1(f(tn + 60 +70) = f(tn + n))lloo

= N+ rm) = f(En) oo,

> €.
Ce qui est absurde. En effet,
0<tp+ry<lys, =1 <ty +0p+rn <lepy+1, T}LHJO(S”:O’
et la fonction f est uniformément continue sur [—1,1./4 + 1]. O

Exemple 2.1.3. Pour tout a € R, la fonction t — sin(at?), n'est pas Bohr a.p, puisqu’elle

n’est pas uniformément continue.
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Lemme 2.1.3. Si f(-) € AP*(R, X), alors Ry est relativement compact.

ot Ry désigne l'image de f.
Démonstration. Ry est est relativement compact si et seulement si
Ve > 0, il existe un nombre fini de points, f(t1), f(t2), -, f(t,) telle que, Ry C UG_ B(f(t;),€),

ou B(x,¢€) est la boule ouverte centrée en z et de rayon e.

D’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, de toute suite de fonctions (f(¢,)), on peut
en extraire une sous-suite convergente.

Ve > 0, Jl. > 0, telle que f(t) soit uniformément continue sur [0,[], il existe alors n

points f(t1), f(t2), -, f(tn), 0 <tx <l k=1, - n; telle que
f(t) € Ui_ B(f(t)), €).
Soit t' € R, il existe alors dans [—t', ' + ] une e—presque période telle que
IFE +7) = f)lle <& 0<t +7 <L

Comme le point f(t' + r) appartient a I'une des boules B(f(t;),€), on a donc,

LFE) = fE)lle < ) = F(E +1)lloo + 1F(E + 1) = f(E) oo,

< 2

et f(') € Ui B(f(t;),2e). O

Remarque 2.1.2. Notons que pour X = R, cette propriété est [’analogue de la propriété

5. ci-dessus.

2.1.2 Critére de continuité
Théoréme 2.1.1. Une fonction f(-) € AP°(R, X) est continue et bornée.

Démonstration. Soient f(-) € APY(R, X), et P,(t) un polynome trigonométrique, telle
que

1
| f(t) — Pu(t)||oo < e —00 < t < +00.
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Le polynome P,(t) est une suite de fonctions convergeant uniformément vers f(¢) pour
tout t. Or P, est continue, ce qui entraine que f est continue en tout point ¢ en vertu du
théoréme de conservation de la continuité par convergence uniforme.

Supposons qu’il existe M > 0, telle que ||P(t)||cc < M. On a alors

1Ol < [F() = Pr®)lloc + [1P1(8) ||,
< 1+M vVt € R.

Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2.1.3. Il est a mentionner que, lorsqu’une fonction périodique est dérivable,
sa fonction dérivée est aussi périodique. Par ailleurs, ceci n’est pas le cas pour les fonctions
Bohr a.p. étant donné que l’on n’a pas la continuité uniforme de la dérivée. Cette condition
est nécessaire pour que la fonction dérivée soit presque périodique, et nous avons le résultat

sutvant (condition suffisante) :

2.1.3 Critére de dérivabilité

Théoréme 2.1.2. Si f(-) € AP°(R, X) N CY(R, X) est uniformément continue sur R,
alors f'(-) € AP°(R, X).

Démonstration. Soit ¢, (t) =n (f(t+ 1) — f(t)), neN.

On a que f’ est uniformément continue, i.e.
Ve > 0, 30, > 0 telle que, Vi, ts € R, ||t1 — tg”oo = ||f/(t1) — f/(tg)”oo <e.

Comme 0 < £ < ¢, il vient que
n

n<f(t+%>—f(t))—f’(t)Hoo = |l / (7't +5)— (1)) ds||

IN
(T\
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Ce qui signifie que la suite de fonctions presque périodiques n (f (¢ + 1) — f(t)) converge
uniformément vers f’(t). Donc f’(t) est presque périodique (voir propriété 7. ci-dessus).

]

2.1.4 Critére d’intégrabilité

t
Théoréme 2.1.3. Soit f(-) € AP°(R,X) et F:t+— F(t) := [||f(s)|cds. F est Bohr
0

a.p., st et seulement si elle est bornée sur R.

t
Démonstration. Posons F(t) = [ | f(s)]leo ds, F est bornée (voir théoréme 2.1.1). Ainsi
0
AM >0, [|f(t)lle <M, VEER.
La caractérisation de la borne inférieure (resp. supérieure) donne

Ve >0, 3t; eR, F(t;) < m+g,

respectivement,

Ve>0, 3t, € R, F(t,) >M—§.

Soit d = ||t; — t2||eo, et soit {1 > 0, telle que tout intervalle de R de longueur [;, contient

les (55)—périodes de la fonction f.

£

5;)—période de la fonction f, est une e—période de

Posons, [ = [; 4 d, il vient que toute (
la fonction F.
Montrons tout d’abord que si §& = min {t1,%,} et 7 = G avec { +7 € (a,a + 1), alors

t1 4+ 7, to+ 7 € (o, + 1). En effet,

|F(ts+7) — F(ts + o = [[F(tz) — F(ta) + / £(s)ds — / £(5) s,

to

— |IF(t) — F(t) + / (s +7) — £(5)) ds] .

t1

€

> ”F(t2)_F(t1)||oo_d@a
a €
> M—m———=2
T T 6
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d’ou
|F(ts+7) = F(t +7)llow = M —m = 3.
Donc
ﬂh+ﬂ<m+§etF@+ﬂ>M—§ (2.1)
Posons 1 = 5;—période de f, et montrons que
[F(t+n) - Ft)llw <€ VteR.
Soit alors, t; + 7 € (t,t + ) satisfaisant (2.1), on a
t+n ti1+n
IF(t+0) = FO)l = [P+ 7+0) = Pt )+ [ f6)ds— [ f(5)dsl
t t1
t1 t1+n
= [|[Ftth+7+n)—F(t1+7)+ /f(s) ds — / f(5) ds]| oo,
t t+n

> m—Gw+9—H/U@+m—ﬂ$Mﬂw

R
2 2
donc
IF(t+n) = F(t)]|eo = —¢.
De fagon analogue, on obtient
|F(t+n) = F(t)]e <€
Ce qui achéve la preuve. -

Nous donnons quelques critéres permettant d’affirmer qu'une fonction est Bohr a.p. (voir

27, 32, 50])
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Critére de Bochner

Soit f(-) € BC°(R, X). f(-) € AP°(R, X) si et seulement si

T(f) =A{n(f) = f(-+7), r €R}

est relativement compact dans (BC°(R, X), || - [|oo)-

Critére de Haraux
Soit f(-) € BC°(R, X), §’il existe une partie S C R relativement dense, telle que {f(- + s), s € S}
soit précompact dans (BC°(R, X), || - |l«), alors f(-) € AP°(R, X).

Critére de Maak
Une fonction continue f : R — X est presque périodique, si et seulement si pour un € > 0

m
donné, et une partition de R = Y E;, telle que pour tout &, n € E;, 1 <i < m, l'on ait
i=1

sup [[f(£+&) — ft+n)ll <e

teR
Théoréme 2.1.4. Soient X un espace de Banach, et (t,x) — f(t,x) une fonction presque
périodique en t € R, uniformément en fonction de v € B (B est une partie de X bornée)

Supposons que fest lipschitzienne en x € B, uniformément en fonction de t € R, i.e.

dL > 0 telle que
If(t,z) — f(t,9)||eo < L||z — y||cw, pour toutz,y € X, teR.

Si la fonction g : R — X est presque périodique, alors la fonction composée

F(t) = f(t,g(t)) : R — X est aussi presque périodique.

Démonstration. Soit g(-) € AP(R, X), pour tout € > 0, il existe [ > 0, telle que pour

tout intervalle de longueur /. > 0, contenant un nombre 7 vérifiant

lg(t +7) — g(t)|lco < pour tout t € R. (2.2)

€
2L’
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Il en découle que

[F(t+7) = F)llw = [f(t+79(t+7)) = [t 9(t)],
= lft+7g+7) = ft+7,90)]
+ I+ 7,9(0) = f(E (1)
< Lllg(t+7) — g(t)]ls

+ fE+79@) = £t 9(t) |-

En raison, de la presque périodicité de f, on peut écrire
€

sup [|f(t + 7, 9(t)) — [t g(®)I] <

2.3
teR 2 (2:3)

Puis, en combinant les équations (2.2) et (2.3), on obtient

sup [ (¢ +7) = F()l| = sup || £t + 7,9t + 7)) = f(t 9@ < e

On en déduit immédiatement que la fonction F': ¢t — f(¢, g(t)) est presque périodique. [

Remarque 2.1.4. Dans les hypotheéses du théoréme précédent en remplacant la condition
de Lipschitz par la continuité uniforme, on obtient un résultat identique.

Notons que ces deux conditions peuvent étre allégées comme le prouve le résultat suivant :

Plusieurs propriétés des fonctions a.p. sont des conséquences des résultats suivants (voir

[66]).

Lemme 2.1.4. Soient X, Xy deuz espaces de Banach. Si A : X1 — Xy est un opérateur

linéaire borné, et f(-) € AP"(R, Xy), alors Af € AP"(R, X3), pour tout n € N.

Lemme 2.1.5. Soient X1, Xy deux espaces de Banach et f(-) € AP"(R, X;).
St A Xy — Xy est un opérateur linéaire borné de rang relativement compact, alors la

fonction F' a valeurs dans Xy définie par

F(t) = /Af(s) ds

appartient a AP (R, X5), pour tout n € N.
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Lemme 2.1.6. Soient X, Xy deuz espaces de Banach, ¢ € O™ (X, Xy) et f(-) €
AP"(R, Xy), alors ¢ o f € AP™(R, X5), pour tout n € N.

Théoréme 2.1.5. (Théoreme de Bohr-Weierstrass) Pour tout f(-) € APY(R, X), il existe
une suite P, € TP(R, X), telle que lifil |f = Pulloo = 0 et AP°(R, X) est la fermeture
n—-+0oo

de TP(R, X) pour la norme de la convergence uniforme.
Le résultat suivant donne une condition sur la compacité des parties de AP (voir [66]).

Théoréme 2.1.6. (Théoréeme de Lusternik) Soit K C AP°(R, X). Alors K est compact

dans (AP°(R, X), || - |ls) i et seulement si, les conditions suivantes sont réalisées :
1. Pour tout t € R, {f(t), f € K} est compact dans X.
2. K est uniformément equicontinue.

3. K est equi-presque périodique, i.e.
Ve>0,3>0,VaeR, 3 €(a,a+l[,Ve feK; |f(-+I)—f()|lw e

Le résultat suivant est important dans I’étude des équations intégrales avec retard infini

(voir [4])

Proposition 2.1.2. Soit a € R x [0, +00[— R, telle que la fonction
(t— a(t,)) € AP°(LY ([0, +00])). Si f(-) € AP°(R,R), alors la fonction

—+00

h(t) = / a(t,t —s)f(s)ds

t

est ausst presque périodique.

Tenant compte de la condition 3. dans le théoréme de Lusternik, il est difficile d’avoir
la compacité dans 'espace APY(R, X). Par ailleurs, la compactification de Bohr pour les
réels est une notion qui est di & Anzai et Kakutani [81, 90|, et indépendante de Weil [95].
C’est un groupe compact qu’on note par bR, tel qu’il existe un morphisme (de groupes

topologiques) 7, : R — bR, qui satisfait les propriétés suivantes
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1. 4(R) est dense dans bR.

2. Pour tout f(-) € AP°(R, X), il existe f°(-) € C°(bR, E), telle que : f*oi, = f. De
plus, la correspondance f — f° est un isomorphisme d’espaces de Banach entre
AP'(R, X) et C°(R, E).

Enfin, il a été prouvé dans 20|, que la structure du groupe b(R) n’est pas compatible avec
la structure de variété de Banach différentiable. Ainsi, la notion de variété différentiable
sur bR n’est pas cannoniquement définie.

L’étude de I'espace topologique dual de I'espace de Banach AP°(R, X), a été faite par
Hewitt [54], dont I'idée principale est d’assimiler AP°(R, X) a C°(bR, E). Il convient de
remarquer que, 'espace topologique dual de 'espace C°(bR, E) est un espace des mesures
de Radon sur bR, qu’on note par M (bR, E), qu'on assimile a I'espace dual de AP°(R, X).

On peut aussi montrer que AP°(R, X) n’est ni reflexif ni séparable.

2.2 Fonctions pseudo-presque périodiques

Le concept de pseudo-presque périodicité (p.a.p.) a été introduit par Zhang [103, 104,
105], il généralise le concept de presque périodicité au sens de Bochner, et c’est un cas
particulier de la notion de presque périodicité au sens de Besicovitch des fonctions d’ordre
1, qu’on dénote par B'(R, X).

Soit (X, | -||) un espace de Banach, et BC'(R, X) 'ensemble des fonctions continues et

bornées a valeurs dans X, qu’on munit de la norme
[[ulloc = sup [Ju(®)]|
teR

est un espace de Banach.

C(R, X) désigne la classe des fonctions continues définie sur R a valeurs dans X.

Définition 2.2.1. On définit une classe de fonctions PAPy(R, X) par

PAR(R,X) =1 f € BC[R,.X)/ lim /||f )| dt =0

20
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Définition 2.2.2. Une fonction f(-) € BC(R, X) est dite pseudo presque périodique, si
elle s’écrit de la forme
f=h+e
ot h(-) € AP(R, X) et p(-) € PAP(R, X).
On note l’ensemble de toutes ces fonctions par PAP(R, X).

La fonction h est dite presque périodique, et ¢ est dite perturbation ergodique de f.
Exemple 2.2.1. La fonction f(t) = sint + sin(nt) + 1/(1 +t*) € PAP(R,R).

La figure suivante illustre la différence entre une fonction a.p. (exemple 2.1.1) et une

fonction p.a.p. (exemple 2.2.1).

L5r | |— sin(t) + sin(mw x t)

—sin(t) + sin(m*xt) + 1/(1 + %)

0.5 :

—0.5| 8

—10 -5 0 5 10
Figure 3

On peut reprendre la notion de pseudo presque périodicité pour une fonction

f R xY — X dépendant d’'un paramétre dans le lemme suivant (voir [27]).

Lemme 2.2.1. Soient X et'Y deux espaces de Banach, munis de la norme du "sup”, et
soit f(-,y) € BCR x Y, X), alors f(-,y) € PAP(R x Y, X), si elle satisfait auzr deuz

conditions suivantes :

1. VyeY, f(-) e PAP(R, X).
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2. [ est uniformément continue sur tout compact K de Y par rapport a la seconde

variable y.

2.2.1 Propriétés des fonctions pseudo presque périodiques

1. Soit f = h+¢ € PAP(R,X), o h € AP(R,X) et ¢ € PAP(R,X), alors la
décomposition est unique.

2. La valeur moyenne, les coefficients de Fourier-Bohr, les exposants de Fourier-Bohr
pour une fonction pseudo presque périodique, sont les mémes que pour la compo-

sante Bohr a.p.
3. ¢(+) € PAP([a,+][, X), est un espace de Banach, avec a € R.

4. Le rang d’une fonction pseudo presque périodique est borné, et non relativement

compact.

Zhang [103] a établit le théoréme de composition des fonctions pseudo presque périodiques
dans l'espace de Banach en dimension finie. Ce résultat a été généralisé par Amir et Ma-
niar [10] & l'espace d’extrapolation, sous les mémes conditions considérées dans [103].

D’autre part, Hong-xu Li and al [56] ont obtenu le méme résultat sous la condition que

f(,h(+)) : R — X soit uniformément continue et bornée dans R x A(R).

[’ensemble des fonctions pseudo presque périodiques est invariant par convolution par

des fonctions L', et on a le résultat suivant [103].

Proposition 2.2.1. Soit f(-) € PAP(R, X). Si g € L'(R), alors le produit de convolution
f * g défini sur R appartient & PAP(R, X).

Démonstration. Soit f = h+ ¢, avec h € AP(R,X) et ¢ € PAFR(R,X). On a la
décomposition suivante

fxg=hxg+epxg.
Il suffit de montrer que p x g € PAPy(R, X), puisque hx g € AP(R, X) (voir proposition

3.4, [36]). Or, pour p € PAPy(R, X), et g € L*(R), nous avons que ¢ * g € BC(R, X).
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Par hypotheése

Jim —/Ilw oo dt = 0.

Pososns
1 T 400
L) = o7 [ [ ot = s)le o)l dsa,
—T —o0
il en découle que
/||<,o*g iolg()|dsdt < L(r),
T +oo
5 | [ 1ot 9lelaldsae
—T —o0
- /\g<s>| /Hsot—sﬂoodt ds,
+o00

- / 96) [ 57 / [o(T)ow dT | ds,

fT s

ou

1 T—s
5 [ Ie@ldo

—T—s

Il est évident que r(s) — 0 lorsque T" — oo. En utilisant le fait que @7 soit bornée,

g € LY(R) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on trouve

lim L(T) = 0,

T—00
et donc, ¢ x g € PAPy(R, X).
Le lemme suivant donne l'unicité de la décomposition des fonctions pseudo presque pé-

riodiques [103)].
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Lemme 2.2.2. La décomposition des fonctions pseudo presque périodiques comme somme
d’une classe de fonctions presque périodiques et d’une classe de fonctions ergodiques, est
unique, i.e.

PAP(R, X) = AP(R, X) ® PAPy(R, X).

Démonstration. Soit f(-) € AP(R, X) N PAP,(R, X). Mentionnons, tout d’abord, que la
fonction g définie par g(t) := || f(t)||oc > 0 pour tout ¢ € R; appartient a
AP(R, X) N PAP(R, X).

T
Si la valeur moyenne de g, M(g) = Thrf + [ g9(s)ds = 0, alors g(t) = 0 pour tout ¢t € R,
—+00 0

ce qui entraine que f = 0.
Raisonnons par ’absurde, et supposons que la décomposition donnée n’est pas unique. Il
vient que,

f:h0+9007 et f:hl_'_gph

avec, ho, hy € AP(R, X) et g, p1 € PAP(R, X).
Apres identification, on obtient hg — hy = g — 1.

D’aprés-ce qui précede, hog — hy = @9 — 1 = 0, i.e. hg = hy et g = 1. O
Proposition 2.2.2. Si f = g+¢p € PAP(R, X), ou g € AP(R, X), alors g(R) € f(R) et
> > > .
£l = gl = inf lg(8)] > in | FD)]
(voir [103]).

Démonstration. Si on suppose que, g(R) € f(R), alors, il existe ty telle que
inf — .
inf |lg(to) — ()l > ¢
Remarquons que pour g continue, il existe § > 0, telle que |t| < §, entraine que
inf Ry, () = Rug ()| > €.

On utilise notamment le fait que I’ensemble des fonctions presque périodiques est invariant

par translation, ce qui donne Ry, g € AP(R, X) et donc, pour tout € > 0, /5 > 0 telle
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que tout intervalle de longueur [./; contienne un nombre 7 satisfaisant

sup [[R-Ri9(t) — Riyg(t)|| < €/2.

teR

Soit maintenant ¢ € (=4, ), par suite t + 7 € (7 — 9,7 + 0), et donc,

Rugp(t +T)lloo = [[Rag f(t+7) = Rigg(t +7)l|oo,
> | Rugf(t+7) = Rugg(t)lloo + 1Rt 9 () = Rugg(t + 7)o,
> 1nf [Re f(5) = Rugg(t)lloc + [Rugg(t) = ReReog(#)]loc:
> €/2.
Par conséquent, M(||R,¢l|) > 0€/lc, contradiction. O
Le résultat suivant est utile pour montrer que l'espace (PAP(R,X), || - |l«) est complet

[104].

Lemme 2.2.3. Si (f,)neny € PAP(R, X) telle que || f, — f|lo — 0 lorsque n — oo, alors
f e PAP(R, X).

Démonstration. Soit (fn)neny € PAP(R, X) telle que ||f, — f|loc — 0 lorsque n — oo, on
peut donc écrire

fn = hn + Pns
ot (hp)neny € AP(R, X) et (pn)nen € PAPy(R, X). Grace a la proposition 2.2.2, on a

1halloo < || fnlloo, il en résulte que

||hn - hmHoo < an - meoo

Or, pour ||f, — flle — 0 lorsque n — oo, on en conclut que (f,).en est une suite de
Cauchy ; et par suite, ||, — hmlleo — 0 lorsque n,m — oo. Donc, (hy)neny € AP(R, X)
est une suite de Cauchy.

(AP(R, X), || - |lo) étant un espace de Banach, il existe h € AP(R, X) telle que

|hn — hlloc — 0 lorsque n,m — oo.
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Posant ¢ = f — h, il est a observer que
llon — @lloc — 0 lorsque n,m — co.

Il en découle que, p € BC(R, X).

Soit maintenant

o7 [ ettt :5%/mmwwmw+wmuw
L/w (Ol + 5 t/wnuma

1
— Onlloo + =— ()]l oo dt.
I w|+ﬂ/w<m
-7

IN

IN

Par passage a la limite lorsque 7" — oo, on en déduit que

hm —/H<P Moo dt < [l — ©nlloo;

et de la limite lorsque n — oo dans l'inégalité ci-dessus, on en conclut que

mh—/w Voo dt = 0.

On a le résultat important suivant :

Théoréme 2.2.1. L’espace des fonctions pseudo presque périodiques PAP(R, X) muni

de la norme du "sup” est un espace de Banach [103].

Démonstration. d’apreés les résultats introduits précédemment, on a clairement,
PAP(R,X) C BC(R, X) et en vertu du lemme 2.2.3, I'ensemble PAP(R, X) est fermé.
Par conséquent, (PAP(R, X), || - [[s) est un espace de Banach. O
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Théoréme 2.2.2. Supposons l’espace de Banach X uniformément conveze.
Soit f = h+¢ € PAPR,X) avec h € AP(R,X) et ¢ € PAP)(R, X). Définissons les

fonctions
t t

H(t) := /h(s) ds et ®(t) = /gp(s) ds, teR,
0 0
et supposons que

1. H bornée.
2. 1l existe £(-) € X telle que (P — &)(-) € PAPy)(R, X).

Alors, la fonction t — F(t) = H(t) + ®(t) € PAP(R, X).
Démonstration. Pour la preuve, voir [32]. O

Théoréme 2.2.3. Soit f(-,z) € PAP(R x X, X)) satisfaisant la condition de Lipschitz,
i.e.
1 (8 u) = f(t0) oo < [lu = vlloo,
pour tout u,v € X ett € R.
Si () € PAP(R, X), alors la fonction h(t) = f(t,¢(t)) € PAP(R x X, X) [32].

Démonstration. Soit f(-,x) € PAP(R x X, X), avec f =G+ H € PAP(R x X, X), ou
G e AP(Rx X, X) et H € PAPy(R x X, X). On pose de plus que, ¢ = @1 + yo avec
o1 € AP(R, X) et s € PAR(R, X).

Il s’agit de montrer en premier que

17 ()l < Lllglloo + [1£(Z,0) oo,

Llplloo + 1G (%, 0)l[oo + [1H (£, 0)[]oo,

IN

< Lllgllee + 1G(-, 0)lloe + [1H (-, 0)]oo

au vu des hypothéses fournies, f(-,¢(-)) € BC(R x X, X), et
f(7 90()) = G(a 901()) + f(? SO()) - G(7 901<)>7
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En vertu du théoréme 2.1.4, il en découle que G(-, ¢1(-)) € AP(R x X, X).

En utilisant que f est Lipschitzienne et @y € PAP,(R, X), on trouve

f(" 90()) - f('?@pl(')) € PAPO(Ra X),

et de montrer en second lieu que, f(-,¢(:)) € PAP(R x X, X). Pour cela, nous allons

montrer que

T

. 1

;Q&T/wma%wmmm_o
-7

Pour ce faire, on remarque que ¢1(R) est relativement compact dans X, et donc pour tout
e > 0, il existe un nombre fini de boules ouvertes Oy, centrées en x; € ¢1(R), de rayon
inférieur a €/3L, et

Pour k(k=1,2,--- ,N), 'ensemble By, = {t € R: ¢1(t) € O} est ouvert et
R = Uy, By.

Soit
Ek = Bk — U?;llOl', et ]El = Bl-

Alors, on vérifie que

E;NE; ={0}, pour tout i# j.

Du fait que H € PAP(R, X)), on peut trouver Tj telle que
T
1 €
— H —., T >1T 1,2,--- N}, 2.4
o7 [IHE st < 5 T2 T ke 120 N (2.4
7

De plus, pour G € AP(R, X) uniformément continue sur R x ¢1(R), il s’ensuit que

IG(t, zx) — g(t, 2)]loe < § Vz €Oy ke{l,2,-- N} (2.5)
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Fonctions presque périodiques, pseudo presque périodiques et oscillations
d’une certaine classe d’équations différentielles a retard

Pour H(-,01(+)) = f(-,01()) = G(-, 1(+)) et H(t,zx) = f(t, zx) — G(t, zx), on peut écrire

T

1

o [ 1Ot = Z / 7t 1) o .
-T Ekﬂ

IN

N
1
—TZ / (8, 2) — H(E 20| dt
k=
kN[=T.T)

1 N
+ T / £t o1(t) — F(t, z0)] dt,
=L (-]

IN

%Z / () — H ()
kN [=T.T]

+ %Z / I 2) o

* Z / | H (¢, p1(t)) — H(t, 21)|| oo dt,

IN

1
L [ La0-al.
k=lpg nl=T,T]

N
1
3 [ 16t - et
F

N T
1
s Yo [ e
“r

k=1

Pour tout t € Ex N [T, T], ¢1(t) € Ok. De (2.4) et (2.5), on trouve que

1
o [ 1 eO)lxde < e 721, 26)

et par suite,

T—o0 27T

lim —/HH ,01(1))|| 0o dt = 0.

NQ



Fonctions presque périodiques, pseudo presque périodiques et oscillations
d’une certaine classe d’équations différentielles a retard

Remarque 2.2.1. Si l'on remplace dans les hypotheses du théoréme précédent la condi-

tion de Lipschitz par la continuité uniforme, on obtient des résultats similaires.

A0



Chapitre 3

Problémes semi-linéaires paraboliques

Ce chapitre décrit des résultats d’existence et d’unicité des solutions u des problémes
de Cauchy semi-linéaires paraboliques, et comment influe la taille du terme source sur les

critéres d’existence et de non existence, on s’intéressera aux points suivants :

1. Existence locale en temps et unicité des solutions : existe-t-il des solutions définies

pour t € [0,T]? et a quelle condition sont-elles uniques ?

2. Existence globale : Supposons qu’on a 'existence locale pour
Tonax = sup{T, T € (0,00) : usolution du probléme de Cauchy donné}.
A-t-on T,,,. = oo?, dans le cas échéant, on dit que la solution est globale ou bien

existe tout le temps.

3. Non-existence globale (Explosion en temps fini) : Supposons que la réponse a la
premiére question est positive, est-ce que T},,, < 0o ?. Si c’est le cas, on dit que la
solution explose en temps fini. Pour le type des problémes paraboliques considéré
ici, la non existence globale et le temps fini des solutions (dans le sens

|lu(t, )|l — +00) vont ensemble.

=N



Probléemes semi-linéaires paraboliques

3.1 Existence globale et explosion des solutions d’une

classe d’équations différentielles ordinaires

Pour rendre plus concret le concept de blow-up, commencons par énoncer quelques

résultats élémentaires sur ’explosion des solutions d’équations différentielles ordinaires,

pour plus de détails, (voir [99]).

3.1.1 Explosion des solutions d’EDOs.

Considérons, ’équation différentielle dite de Bernoulli
y'(t) = My(t) +9P(t), t>0, A<0, y(0) =yo > 0.

Rappelons d’abord le cas ou A = 0. L’équation (3.1) s’écrit

une simple intégration donne
d
-]
yp

Yy P(t) =t + O,

ce qui fournit

(1-p)

on a alors,
y(t) = (1= p)(t + C)) ™7,

avec la condition initiale y(0) = yo > 0, on obtient donc
_1
Yo = (1 —p)C)7>,

ce qui donne

Par ailleurs, on a

(3.1)

(3.2)

(3.3)



Probléemes semi-linéaires paraboliques

que 'on peut aussi exprimer sous la forme
y(t) = (1 =p)t+y5 )T, (3.4)
cette solution cesse d’exister pour les valeurs de ¢ négatives ou nulles, en d’autres termes;
(1—p)t+y " <0,

ce qui donne
v w
t> -2 == (3.5)
1—-p p-1

quand 0 < p < 1, le membre de droite de (3.5) est négatif, il implique directement qu’'un
tel temps £ > 0 n’existe pas, et on dira que I’explosion ne persiste pas.

Quand p > 1, le temps t est positif et fini, on dit que la solution explose en temps fini, et
1-p

la valeur du temps d’explosion est donnée par T, = Yo .

p—1
Supposons a présent que A < 0 et p > 1. L’équation (3.1) s’écrit en vertu du changement
de variables v = y'~?

vV—(1-plv=1-p (3.6)

aprés une simple résolution, on trouve

ce qui conduit a

1 1
y(t) = (=5 + e, (3.7)

qui correspond, pour la donnée initiale y(0) =y a

1

() = >
R R P e

Notons que la solution n’existe pas lorsque le dénominateur s’annule et le temps d’explo-

(1-p) yo P+ L
On peut énoncer le théoréme suivant relatif au blow-up en temps fini.

1 1
sion est donné par T, = 3 log )

)]



Probléemes semi-linéaires paraboliques

Théoréme 3.1.1. Etant donné y solution de ’équation (3.1) avec A < 0, il y a explosion
en temps fini pour yo > (—)\)Til.

En outre, pour yy fixé, la solution explose en temps fini pour A > yO = A\,

ol A, représente la diffusion critique. On en déduit que T, = ( T )
+

Démonstration. voir [99)].

3.1.2 Existence globale des solutions d’EDOs

Si le dénominateur de T est différent de 0 pour tout ¢ > 0, la solution existe pour

tout t € [0,00) et elle est dite globale. Dot le résultat suivant

Théoréme 3.1.2. Soit A < 0, [’équation (3.1) admet une solution globale donnée par

1

p—1
0 A
Yy\t) = = )
—1t (g 7 g)elooN

pour tout t > 0 st A < A,.

Remarque : Dans le cas p = 1, ’équation (3.1) est linéaire, et la solution

A1)t

correspondante (1) = yoe' est globale.

3.2 Solutions du probléme de Cauchy semi-linéaire pa-
rabolique

On trouvera ci-dessous une présentation succincte de 'existence (locale et globale),
I'unicité et la régularité des solutions pour le probléme de Cauchy semi-linéaire parabolique
(pour plus de détails, voir [7, 13, 51, 96, 97, 98|),

—Au = P dans (0,7) x RY
u(0,2) = wup(z) >0 dans RY, (3.8)
oul<p<l.
Il est important de faire remarquer, que lorsque la donnée initiale est a support compact, il

=9



Probléemes semi-linéaires paraboliques

n’existe pas de solutions de (3.8) tel que Pon ait u(t,-) € LI(RY) pourt > 0et 1 < ¢ < co.
Néanmoins, si ugy := pug € L°(RY), on a alors pour tout ¢ > 0, p(z)S(t)ug € L*>;

ot S(t) est le semi-groupe de la chaleur sur RY et p est la fonction poids définie par
ple) = (1 +|z)~" si0<a,
ou
p(r) = exp(—alzl’) si0<a,0<3<2,
et vérifie
pia+y) <p (@) (y) Yo,y RV

Définition 3.2.1. On dit que u est solution mild du probleme (3.8), si elle vérifie ’équa-

tion intégrale

u(t,z) = S(Huo(z) + / S(t— )b (s, ) ds (3.9)

3.2.1 Existence locale et globale des solutions

On cherche & montrer Iexistence locale en premier, ensuite globale des solutions posi-
tives de (3.9), qui sont solutions mild de (3.8), ensuite on prouvera, qu’elles sont solutions
classiques sous des conditions bien appropriées sur la donnée initiale uy. Cependant, il
convient de noter que le terme non linéaire u? présent dans (3.8) n’est pas Lipschitzien
dans tout intervalle de la forme [0,€) pour 0 < p < 1 et € > 0.

Ainsi, apparaissent des difficultés telles que : I'unicité et la régularité de la solution lorsque
ug = 0.

Afin de pallier a ces difficultés, on introduit ’ensemble
E,RY)=E,={u:RY - R|pue L*R")},

qui, muni de la norme |jul|, = ||pu||~ est un espace de Banach.

Soit aussi la fonction ¢ positive et continue définie sur [0, 00) par

plt) = a2 / e p (2Vty) dy,

=A



Probléemes semi-linéaires paraboliques

avec ¢(0) = 1.
Donc, le probléme (3.8) sera considéré avec uy € E,, ce qui entrainerait u(t,-) € E, pour
tout ¢ > 0. Pour cela on introduit le probléme suivant
u—Au = g(u) dans (0,T) x RY
u(0,2) = wup(z) >0 dans RY, (3.10)
et on montre 'existence et I'unicité des solutions mild associées au probléme (3.10), ce

qui permettra d’en déduire par une méthode d’approximation les solutions de (3.8).

Lemme 3.2.1. Soit g une fonction non croissante et k— Lipschitzienne vérifiant

g(0) = 0. Pour tout uyg € E,, il existe une unique solution mild au probleme (3.10), telle
que uw € L>((0,7T), E,).

Si de plus, u et v sont deux solutions mild de (3.10) avec des données initiales respective-

ment ug et vy, satisfaisant ug > vy, alors
u(t,r) > v(t,r) Vt>0, Yo € RY.
En particulier, si ug > 0, on a u > 0.

Démonstration. On applique le théoréme du point fixe de Banach.

Soit ug € E, et T'> 0. On définit 'opérateur F' pour u € L>((0,7), E,) par

t
Fu(t,z) = S(t)uo + /S(t —$)g(u(s))ds, Vte(0,T), Vo € RV,
0
Montrons d’abord, que F envoie L>((0,7), E,) dans L>((0,T), E,). En effet, si I'on pose

S(t) = (4mt)~N/? exp~lr—vl* /4
le noyau de la chaleur dans R, on a alors

Fu(t,z)] < (4mt)N2 / exp™ =V ()] dy

t
T / (4ms) V2 / exp VA g u(t — s,9))] dy ds,
0

IN

t
luoll, S()p™ (%) + & sup Hu(s,-)!lp/ S(t—s)p ' (z) ds,
0<s<T 0

o(t) [[uoll, p~" (x) + kteo(t) sup [u(s, ) p~" ().

IN

44



Probléemes semi-linéaires paraboliques

Il s’ensuit que

sup [[Fu(t,-)|l, < (T) {HUOHer kT sup Hu(t,~)|\p}, (3.11)
0<t<T

0<t<T
ainsi, F'u est définie presque partout et appartient a L> ((0,7); E,).
Montrons que pour t assez petit, F' est contractant.

Soient u,v € L ((0,7T); E,), on alors pour tout ¢t € (0,T) et z € RY

|Fu(t,z) — Fo(t,z)] < k/o S(t—s)|(u—wv)(s)|ds,

t
<k swp =0, [ S0 @)ds
0<s<T 0
< ktelt) sup [(u— o)), (@),
<s<T
ainsi
sup [Fu(t, ) — Fu(t, )| < KT(T) sup |[(u—v)(t, )], (3.12)
0<t<T 0<t<T

Si on choisit T telle que kT p(T) < 1, F est une contraction et d’aprés le théoréme du

point fixe de Banach, il existe une unique solution u € L*> ((0,7"); E,) telle que

t

u(t) = S(t)ug + /S(t — 8)g(u(s)) ds.

0

Pour montrer que u est globale, il suffit de montrer qu’elle est définie pour tout ¢t > 0. En
effet, I'intervalle d’existence de la solution dépend de g et de p mais pas de ug, donc la
solution locale peut étre prolongée en une solution globale tant qu’elle n’explose pas. Or,

la solution n’explose pas gace a (3.11), (3.12) et au lemme de Gronwall, on a
lu(t, ) < @(T)lluoll, exp™™, vt € (0,T),

ainsi, u est définie sur (0,7") et w € L3S ((0,7); E,) .
D’autre part, si u, v € Lys. ((0,7); E,) sont deux solutions telle que

loc

t

zw>=swm+/ﬂwwmmm@,

o(t) =S@%+/ﬂwwmw$m&

=R



Probléemes semi-linéaires paraboliques

avec ug € I/,, vg € E, et ug > vp. Il en découle

t

<v—m@>::S@mm—my+/sa—swAMQ»—mw$Mda

0

IN

/Sﬁ—ﬁMﬂﬂ%ﬂW@mwh

0

IN

b [ 8= 9)lol) - uls). ds

comme ¢ est non croissante et k—Lipschitzienne, il vient que

t

v =) <k [ Sl =)ol - ulo)- ds,

0
et pour tout ¢t > 0,

t

(v —w)+ (@), < /f/so(t = 8)[[(v =) (s)llp ds < ke(t) / 10— u)1(s)], ds.

0

Par le lemme de Gronwall, ||(v — u)+(s)||, = 0 pour tout ¢, et donc u > v. O

Nous sommes en mesure d’examiner maintenant le probléme (3.8). L’approche, consiste

a procéder a une approximation par les suites de fonctions, nous avons

Théoréme 3.2.1. Pour toute fonction non négative uwy € E,, il existe au moins une

solution mild u € L7, ((0,T); E,) non négative au probléme (3.8).

loc

Démonstration. Soit (g,) une suite de fonctions non décroissantes et Lipschitzienne véri-
fiant

gn(r) =71, ¥r>1/2n et g(0) =0,

et considérons le probléme suivant

u—Au = gp(u) dans (0,T) x RY

uw(0,2) = wup(z)+1/n dans RY. (3.13)

s



Probléemes semi-linéaires paraboliques

En vertu du lemme 3.2.1, il existe une unique solution mild non négative, u,, € L;?. ((0,00); E,)

satisfaisant pour tout n,

t

un(t) = S(t)(up +1/n) + /S(t — 8)gn(un(s)) ds. (3.14)

0
Si u, > 0, alors u,(t) > S(t)(ug + 1/n) > 1/n. D’autre part, si n > m on a alors par
construction

gn(u) = gm(u) siu>1/2m.

Ainsi, pour u,, > 1/m on a deux solutions mild u, et wu,, associées a (3.13) avec les
données initiales respectives ug + 1/m et ug + 1/n.
Gréace au lemme 3.2.1, on en déduit que u,, > u,, et pour tout (¢,z) € (0,00) x RY,

(un(t,x)) est la borne inférieure d’une suite numérique décroissante. On définit ainsi,

u(t,r) = lim u,(t,z) dans (0,00) x RY.

n—oo

En utilisant (3.14), et le fait que u,, > 1/n, on trouve O

t

1
un(t,x) = S(t)uo + — + /(47rs)”/2 / e lTYE At yp (t — s ) dy ds,
n
0

pour tout (¢,7) € (0,00) x RY. Par passage a la limite dans (3.15) et grace au théoréme
de convergence monotone, on retrouve (3.9), et pour 0 < u < wuy, il vient que

un, € LS ((0,00); E,).

loc

3.2.2 Reégularité et unicité des solutions

Théoréme 3.2.2. Soit u € LS ((0,00); E,) une solution mild de (3.8), alors
1. ue C((0,00) x RY),
2. ¥t >0, Ou/dz;(t,-) € C(RN) pour tout i, 1 <i <n,

3. Vp>0,V,ue L ((0,00); E,),

loc

mQ
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4. lirrol u(t, ) = ug(x), pour tout x € RY.
ﬁ
Si de plus, ug € C(RY) la convergence est alors uniforme sur les compacts de R .
Démonstration. Posons
uy = S(t)uo,

et
t

Uy = / S(t — s)uP(s) ds.

1. On commence tout d’abord, par prouver les résultats pour wu;.

(a) D’aprés la théorie standard de 1’équation de la chaleur linéaire, on a que

u; € C* ((0,00), RY) .

(b) D’apres 1. uy est différentiable, et on a pour 0 <e<tet 1 <i<n:
|Ouy /O (t, )| < (47Tt)N/2/eXpxy2/4t(!f€i—y@-|/2t)u()(y) dy,
< Clluly ™ [ exo Myl (o 4+ 2vE0) dy,
< Cp‘1||uO||p€_1/2/eXp‘y'2 lylp~ (2v/ty) dy.
(c) Résulte de (b).

(d) On obtient la limite, en appliquant les propriétés du semi-groupe.

(e) Il suffit, de considérer uy € E,, qu’on peut écrire sous la forme

Ug = f + 9,
ou f est une fonction bornée a support compact, et g € F, s’annulant sur le
support de f.

2. Montrons tout d’abord que us converge uniformément vers 0 quand ¢ — 0 sur tout
compact de RY, afin qu’on puisse appliquer le théoréme d’interversion de dérivation

et d’'intégration.

=0
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En effet,
t

us(t,x) = /(47T5)‘N/2/exp_|$_y|2/48 uP(t — s,y) dyds,
0
t

< sup [Ju(s)], ) / (ams) 2 [0 2y dy s,

0<s<t

< sup [[Ju(s)||,)P7™ N/Q//exp W” o=z + 2v/ty) dy ds,

0<s<t

< pH(@)te(t) sup [uls )H 7.

S

On fait remarquer, qu’on a utilisé ici le fait que p™ < p~! dés que p < 1 et
0 <p<1,eton ale résultat, en faisant ¢t — 0.
(a) wug : (0,00) — C(RY) est continue, i.e.
Vi > 0,VK ce RY compact, ltl_rg |ua(t, ) — us(t, )| ooy = 0. (3.15)
En effet, soit # € RY. Alors
i ,
alta) —usE )] < [ (ale = )V [ Jexpr e WD xBTS (s ) dy
0
t
+ /(47r(t—s))_N/2/exp_lx_yl2/4(t_s) uP(s,y) dyds
t
t
A L
0

X /explxy2/4(t5) uP(s,y) dy ds,

< Cp~ () sup [[lu(s)],]"

0<s<t

P ]
X // |exp™ W — exp™ I E) o712/t = s)y) dy ds
0

4 o7 a) sup (o)L 1] [ exp 57 2vE) dy

+ p i @) sup [llus)llo” / 1= (= s)/(t =)™

X /exp|y| p L (2Vty) dy ds.

On obtient (3.15) par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue sur tout

compact de RV,

cN



Probléemes semi-linéaires paraboliques

(b) Supposons que Jus/dx; existe (idem. S(t — s)uP(s)), car d’aprés ce qui précéde,

on peut dériver sous le signe intégrale. Ainsi

|0/0x;S(t — s)uP(s)]

IN

_ 2
s sup [u() P [ lolesp 7o+ 2v50) dy
< Sl [l
Cette derniére expression est intégrable sur [0, ¢] pour tout = dans tout compact.

(c) On a

Ous /O] < / 10/02: S(t — s)uP(s)] ds,

0
t

< 7o) sup [ [ 5 en(s)ds
0<s<t
0
avec up € L*((0,00), E,), ce qui prouve le résultat.

(d) On montre que, duy/dx; est continue sur RY. En effet, pour tous x,7 € RY,

ol a
t

|Ous/0z(t, x) — Qus /0x;(t,T)|ds < /(23)_1(47rs)_N/2

X /!exp S (g — ) — exp Pz — )

X |uP(t —s,y)dyds,

et qui tend vers 0 presque partout lorsque = tend vers 7.

(e) On le démontre par le théoréme de convergence dominée pour tout = et T dans

les compacts de RV,

]

Remarque 3.2.1. Comme il a été mentionné plus haut, uP n’est pas Lipschitzienne sur

les intervalles de la forme [0,€) pour 0 < p <1 et e > 0, ce qui influe sur

1. L’unicité des solutions de (3.8) : en effet, si ug = 0, on a des solutions nulles, et

des solutions de la forme

w(t) = (1= p)(t—7))% 720, (3.16)

-1
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ot q=1/(1-p).
2. La régularité des solutions (3.8) : en effet, soit

[1/(L=p)] si k¢LZ,
[1/(1—p)]—1 si k€Z,

L —

ou [-] désigne partie entiére.

Alors, toute solution u, est définie et de classe C* sur [0, 00), mais pas de classe C* (Idem.

avec C™ siug = 0), sur (1 — €,00) pour tout | > k et € > 0. Donc les solutions ne sont

que C*.

Grace a l'égalité (3.16), et aux deux résultats suivants qu’on pourra démontrer I'unicité

des solutions.

Lemme 3.2.2. Soit ug # 0, (ug(z) > 0) pour tout x € RN, T' > 0 et u une fonction non

négative sur (0,T) x RN, tel que pour tout t € (0,T) et v € RY :
t

u(t,x) > S(t)up + /S(t — s)uP(s) ds,

u(t,r) > ((1 —p)t)? Vte (0,T), Vo c R".

Démonstration. la preuve se fait en deux étapes
Etape 1.
On consideére
Vo € RY, 3c,a >0, wuo(z) > cexp P
et
S(t) (exp“"|2> (z) = (1 + 4at) ™% exp —al|z|?/(1 + 4at).

Pour u > 0, 'inégalité (3.17) s’écrit

u(t,z) > S(t) (expc“|"2(x)> = ¢(1 + 4at)™N? exp —al|z|?/(1 + 4at).

(RO

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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En remplacant (3.19) dans (3.17), on obtient pour uy > 0

ap|z|? s
1+ 4as + 4ap(t — s) ’

t
u = /(1 + 4as)"NUP/2(1 4 das + dap(t — 5)) N2 {—
0
> @1+ 4at) % exp(—ap|z|? /(1 + dapt)),

cette derniére, s’écrit avec 0 < p < 1

t

2|2
2 —N/2 2 —N/2 ap®|z|
u > /Sp[(1+4aps)/(1+4as)p] (1 + 4aps + 4ap*(t — s)) eXp{_1+4aps+4ap2(t—s)

0
> (14 p) (1 + dapt) N exp {—ap?|a?/(1 + dap?t) } .

Car, 1+ 4ap®t < 1+ 4aps + 4ap*(t — s) < 1+ 4apt et (1 + 4aps)/(1 + 4as)? > 1 pour
0<s<tet0O<p<l.

En itérant ce procédé pour k£ € N, on obtient

k+1

w> (k)P (1 4 dapt) TN exp {—aptla?/(1 + dap®t)} (3.20)

ou

k—1

ck)=1+p+..+p) " (L+p+..+p"H P (1+p7" .

En prenant le logarithme népérien des deux membres, il vient

loge(k) = — Zpkfj log (Zﬂ) ;

j=1 h=0
> qlog(1 —p).
Ainsi
c(k) > (1 —p) (3.21)

En combinant (3.20) avec (3.21) et faisant k& — oo, on obtient le résultat demandé.
Etape 2.
Plus généralement, soit 0 < to < 7" et introduisons v(t) = u(ty +t) pour 0 < t < T — to,

on a

v(t) > S(t)ve + /S(t — s)vP(s) ds,

(R
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ou

vo(s) = S(to)ug > exp vz e RY

avec ¢,a > 0 dépendant de ug et de t,.

Il en découle que si 0 <t +1ty < T, alors
u(t +to,2) > (1 —p)t)? Vo eRY,
par suite,
Ve >0, Vt >0, u(t,z) =u(z, e+ (t —€)) > [(1 = p)(t —€)]? Vo € RY,

et donc,

u(t,z) > (1 —p)t)? vVt >0, Vo € RV,

Cette derniére inégalité est obtenue pour ¢ > 0 & partir de (3.17) et du fait que si ug Z 0

alors S(t)ug(z) > 0 pour t > 0 et x € RV, O

Remarque 3.2.2. La preuve des résultats qui seront énoncés, est obtenue par un raison-

nement analogue a celui qui précede.

Corollaire 3.2.1. Toutes les solutions v € Lj. ((0,7); E,) mild non triviales et non

loc

négatives avec donnée initiale ug = 0, associées a (3.8) sont données par (3.16).
Démonstration. L’idée de la preuve, est de définir ’ensemble

T={t>0|3x e RY, u(t,z) >0},
et le résultat est obtenu en appliquant le lemme 3.2.2. O

Théoréme 3.2.3. Soient u,v € LiS. ((0,00); E,) positives, et telle que pour tout t > 0

loc

u(t) > S(t)ug+ [ S(t — s)uP(s)ds

o — .

v(t) < S(t)vy + /S(t — s)vP(s) ds

Ay |
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o

Ug, Vo EEp, Uy > Vg ZO, U();z‘éo

alors u(t) > v(t) pour tout t > 0.

Démonstration. L’idée de la preuve, est de poser g(t) = v(t) — u(t), et de prouver que

g+(t) = 0. O

Par conséquent, le résultat d’unicité des solutions est une conséquence directe du

théoréme 3.2.3, on a donc

Corollaire 3.2.2. Pour tout uy € E,, ug # 0, la solution de (3.8) dont existence a été

prouvée dans le théoreme 3.2.1 est unique.

Remarque 3.2.3. Le théoreme 3.2.3 est un résultat essentiel, a savoir il nous permet
d’en déduire également la régularité, la dépendance continue des solutions par rapport auz

conditions initiales et le comportement asymptotique des solutions de (3.8).

On termine cette partie par un théoréme affirmant que les solutions obtenues pour le

probléme (3.8) sont des solutions classiques.

Théoréme 3.2.4. Soitu € L2 ((0;00); E,) une solution mild de (3.8) avec donnée initiale

loc

ug Z 0. Alors, u € C*((0;00); RY) est une solution classique de (3.8).
Démonstration. La preuve est technique, voir [97, 98]. [

uy Z 0, la solution de (3.8) dont existence a été prouvée dans le théoréme 3.2.1 est

unique

3.2.3 Explosion et exposant critique au sens de Fujita.

On reprend dans cette partie le probléme (3.8); mais avant d’introduire les résultats

de Fujita, on donnera quelques définitions utiles.
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Définition 3.2.2. Une fonction non négative u = u(t, z) est appelée solution réguliére de
(3.8) dans [0,T], (T > 0) si u, Vyu, V,Vau et u, existent tous et sont continus dans
[0, 7] x RN et si (5.8) est satisfaite. De plus, u est réquliere dans [0, 00| si sa restriction

a [0,T] x RN est une fonction réguliere de (5.8) pour tout T > 0.

Soit T" > 0, on définit 'ensemble £ par
E=E([0,T]) = {u=u(t,z) € C([0,T|RY), / |u(t,z)] < Mexp(|z|’), 0 <t <T,x € RV},
ou, M > 0et 0 <[ <2, sont des constantes qui peuvent dépendre de u.

Définition 3.2.3. p*(N) est défini comme l'ezposant critique de (3.8) et est donné par

2
(N) :=14+ —.
p*(N) + %

Les résultats établis dans le travail pionnier de Fujita [44] sont donnés dans les théorémes

3.2.5 et 3.2.6 ci-apres :

Théoréme 3.2.5. Supposons que uy € RN est régulicre, et ug #Z 0. Si 0 < p < p*, alors
le probléme (3.8) n’admet pas de solution globale dans u € £(]0,00)) (voir [44]).
On notera dans cette partie le noyau de la chaleur par

|22

—) t>0,zeRY,

S(t,x) = (4mt) "M% exp ( n

Théoréme 3.2.6. Soit v > 0, il existe 0 > 0, telle que pour toute donnée initiale réguliére

satisfaisant la propriété
0 <up(x) <68(vy,z), t>0,zcRY,
si p > p*, alors le probleme (3.8) admet une solution globale u € £([0, 00)), vérifiant
0<u(t,z) < MS(t+~v,2), t>0x¢cR",

ou, M >0, (voir [44]).
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Remarque 3.2.4. La solution u € ([0, 00)), existe globalement pour une donnée initiale

suffisamment petite, on dira que le blow-up ne persiste pas.
Pour prouver le théoréme 3.2.5, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 3.2.3. Supposons que uy # 0 est réguliere, et soit u = u(t,z) une solution

réguliere de (3.8) dans E([0,T)), alors on a
Jo P —u(t, 0P > (p-1)t, 0<t<T, (3.22)

o1,

Jo = Jo(t) = / S(t, x)uo(x) da.

Démonstration. Soit € > 0. Pour tout ¢ € [0, 7], on pose

Je=J(s) = /S(t — s+ e, x)u(s, x)de,
RN

avec x € RY et J. > 0 et continue pour tout s € [0,¢]. Si 'on prend u € £([0, T)), il existe

des cosntantes positives M et 5 < 2 telles que
0 <u(s,z) < Mexp(|z?), 0<s<T, vcR".

Le changement de variable
=2Vt —s+em.

permet d’écrire

0 < JE§M/S(t—s—l—e,x)exp(|$|ﬁ)dx,

RN
— Mr-N/2 [ exp(-ln)exp(2v=s T ) (3.23)
]RN
< Mr-N72 [ esp(-lul? + ) dn (3.24)
]RN

avec v = 2°(t + €)%/2. De I'inégalité (3.23), on peut constater que
Je = /S(t — s+ e,x)uf(s,x)dx.
RN
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est une fonction continue et convergente uniformément. Par ailleurs, elle est continiiment

différentiable et satisfait

d

%‘]E(S) = /S(t —s+e,x)ul(s,x)d.

RN

Notons que S(t — s + €, x) est positive et vérifie

/S(t—s+e,w)dx:1.

RN

Alors l'inégalité de Jensen, conduit a

d
d—Jg(s) = /S(t —s+e,x)ul(s,x)dr > /S(t —s+e€x)u(s,x)de
5 ]RN N
d
—J(s) > JP,
VIO
ot 0 < s < t. Une simple intégration de (3.25), méne a

JeP(0) = J7(8) = (p— Dt
En faisant ¢ — oo, on trouve grace aux propriétés de la fonction de Green
J(t) — (0,t), et J.(0) = —Jp.

Combiner (3.26) avec (3.27) on obtient I'inégalité (3.22).

(3.26)

(3.27)

]

Preuve du théoréme 3.2.5 : Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe

une solution globale au probléme (3.8) dans £([0, 00)) avec u(0,x) = ug(z) # 0. Pour user

du lemme 3.2.3, on exhibe la borne inférieure de Jy, il vient que

Jo P Zu(t, 0077+ (p— 1)t = (p— 1.

Sans perte de généralité, on suppose que ug(x) > 0 au voisinage de 'origine.

Choisissons 7 et ¢ des constantes positives tel que |z| < 2§ ce qui implique que wug(z) > 7y
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et se restreignant a ¢t > 62, I'on obtient alors les estimations suivantes

JARS / S(t, 2)uol(a) de,

|z|<26
> / ~(47t) ™% exp (— (24?2) dz,
|| <26
> [ e (<50 i
|| <26
d’ou
Jo > / (4nt)~N2e 1 da.
|| <26
Ce qui entraine que
Jo > et ™2t > 52 (3.28)
oll ¢; est une constante positive, et donc pour t > §2
B e (),
(at™)" = (-1,
c}_pt_N(l_p)/Q > (p—1)t,
tNA=P2 > — 1)t (3.29)

Quand w < 1, I'inégalité (3.29) n’est pas réalisée pour ¢ suffisamment grand. Par
conséquent, le probléme (3.8) ne posséde pas de solution globale pour 0 < p < p*. Notons
que le cas p = p* appartient au cas de blow-up [98].

Preuve du théoréme 3.2.5 : La démonstration est basée sur la construction des fonc-

tions test (voir chapitres 5 et 6).
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Chapitre 4

Existence locale, globale et explosion
des solutions pour une équation de la

chaleur non locale en temps

Ce chapitre est consacré a I’étude d’un probléme de Cauchy associé & une équation
parabolique semi-linéaire d’ordre supérieur avec un terme source non local en temps. On a

établi des conditions suffisantes d’existence (locale et globale) et d’explosion des solutions.
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Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

On considére le probléme de Cauchy associé a I’équation parabolique semi-linéaire

d’ordre 2m, m € N
up + (=A)"u = Jg(Juff) € RY ¢>0, (4.1)

u(z,0) = wup(x) r € RY, (4.2)

ou, m € N, o€ (0,1),p>1et Jg; Vintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (voir

[36])-

On introduit, tout d’abord quelques résultats utiles pour la suite (voir [23], [33], [82], [83]
et [92]).

Lemme 4.0.4. L’espace de Sobolev W**(RYN) est par définition
W (RY) = {f/ D’f € L*(RY) pour0 < || < k}
ou, s € [1,400], k € N.

C’est un espace de Banach muni de la norme ||f|lxs = > [ID?f]s.
181<k

Notons W*(RN) = (| Wk*(RY) pour 1 < s < oo.
k=0

Soit S(t) = e *=2)" le semi-groupe fortement continue, défini sur L?(R") engendré par
lopérateur (—A)™.

On a le résultat suivant (voir |3, 82]).

Lemme 4.0.5. Soit 1 < s < oo et soit ® € L*(RY), alors
S(t)®(z) € C™ ((0,00) ; W*(RY) N W>>=(RY))
pour tout k € Z,,« € Zf et A € [s,00] il existe une constante C > 0 tel que
orazs el < ot WER "G o), (43)
pour t > 0.

Dans la suite S(t) désigne le semi-groupe de la chaleur.
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chaleur non locale en temps

Lemme 4.0.6. (Inégalité d’interpolation)
Soit f € LP(RY) N LY(RY) avee 1 < p < ¢ < 0.

Alors, f € L"(RY) pour tout p <r < q, on a donc

1 a 1—«

ully < lullgflulli™®  vérifié pour ST +—— e 0<a<l

q

Lemme 4.0.7. Soit 0 < a,b < 1, il existe une constante C' tel que l'on ait
t
/ (t —s) s Pds < Ct'=*",
0

pour t > 0.

4.0.4 Existence locale des solutions

(4.4)

(4.5)

Définition 4.0.4. Soient ug € L°(RY), m > 1, p> 1 et T > 0. On appelle solution mild

u associée au probléeme (4.1)-(4.2), la solution w vérifiant I'équation intégrale

u(t) = S(t)uo —I—/O S(t = s)Jgjs(JulPu)ds, t€[0,T7,

ot S(t) := e est le semi-groupe fortement continu défini sur L*(RN) engendré par

Uopérateur Laplacien (—A)™.

Théoréme 4.0.7. (Ezistence locale)

Soient p > 1, a € (0,1) et m € N*. Alors, pour tout uy € Co(RY), il existe une unique

solution mild u € C ([0, Tinas), Co(RY)) au probléme (4.1)-(4.2) définie sur (0, Trnqp) sa-

tisfaisant [’alternative :
Tmax = +OO,
ot Thpar < +00 et limy,p - ||u(t)||Loo(RN) = 00,

o1

Trnaz == sup {T > 0: usolution mild de (4.1)-(4.2) dans L= ([0,T), Co(R™)) } .

En outre, si ug € L"(RY) avec 1 <r < o0, alors u € C ([0, Tyas), L"(RY)) .
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chaleur non locale en temps

Démonstration. La preuve se subdivise en deux étapes :

Etape 1 : On démontre 'existence et I'unicité des solutions de (4.1)-(4.2).

e soit Ay > 0 choisi telle que

Ul < Ag. Considérons ’ensemble
[[uoll

Ep ={ue L™((0,T),Co(R™)) [lu(t)]le < €0+ Ao},

pour T > 0 a préciser plus loin, et ¢y > 0.

On utilisera les notations suivantes

I lloo.co == lI- lloeqo,z), o0 @))s Ml lloo := [+ llzoe ey,

Considérons 'opérateur ¥ : Er — Ep défini par

V(u(t) =

= S(t)uo +

ouvy:=1—-a.

Soit u € Er, de (4.6) et (4.7)

W (u(t)) oo <
<
<
<

On choisit
1

I'(3—7)

afin d’avoir ¥ (u) € Er.

TQ_’Y(A() + €0)p <gel< |:

t

S(t)ug + /S(t — s)JgiS(|u|p_1u(s)) ds,

0
t

1

i) / S(t—s) /S(s — o) P u(o) do ds,

, on peut écrire

luoll + | / / Sl

T2 ull5 oo

)& do ds|ocr,

[[wolloo +

F(3 20,
_
['(3—7)
1
L3 —7)

[[wolloo + T°77 (Ao + €o),

AO + T27’Y(AO + 60)p.

F(?’ - 7)60] ﬁ
(Ao + €o)P

e En outre, il s’agit de montrer que ¥ est une contraction. En effet,

vl

I loor = [+l 0.7

(4.6)

(4.7)

(4.8)
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soient uy,us € Ep, de (4.6) et (4.7), on a

t s
1
W (u1) = ¥(uz) oo < —m_v)H//(s—a)”H [ur [P~ s (0) = [uz P~ uz(0) ]| oo do ds|loc,r,
0 0

grace, a I'inégalité

g [P g = JugP  ug] < (p— 1)|ur — ug| (Jua [P~ + |uoP) (4.9)
on peut écrire
Ag+e _
[9(t) — W(ua)lmone < 22 DA O oy e (420)
'3 —7)
Si T satisfait la condition
2(p — 1)(A p-1 r(3— e
(p )( 0+60> T277<1@T< (3 ’7) - W,
'3 —7) 2(p — 1)(Ag + €o)P~

on obtient

H\P(ul) - \Ij<u2)||oo,oo < ||U1 - u2||oo,<>0'

Par le théoréme du point fixe de Banach, on en déduit que (4.1)-(4.2) admet une solution

1 1
. . I'(3—7)eo | 2=7 '(3—) 2—v
mild u € Ep pourTSMm{[(Aﬁzo)g} , [W] }

e Pour obtenir 'unicité, on considére uy,us € Ep, deux solutions mild de (4.1)-(4.2), et

en appliquant (4.6) et (4.7) on trouve

2 A p 1
ot — ualoo < 2= 0“0 //s—a iy (0) — ua(0) oo do ds.
0 0

Grace au théoréme de Fubini, on a que

2 A—l—e p—1
T I ” o) //s—a iy (0) — a0 oo ds do,

t

N

< L p)((lA_O+€0 /||U1 ) — uz(o )||oo/(8—<f) 7 ds do,
< 2(p - 1)(140 + EO)Pfl /(t _ O_)lf'yHul(o_) . u2(0)||oo do.

['(2—7)
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Par le lemme singulier de Gronwall (voir lemme 8.1.1 [25]), on en déduit 'unicité de la
solution.

Etape 2 : Prouver la régularité de la solution, revient a montrer que si

up € Co(RM) N L"(RY), alors u € C ([0, Trnaz), Co(RY) N L"(RY)) .

On pose,
Fr :{u e L ((0,7), CoRYY N L' (RY)) / [|ullso [l < Ao+ 60}; Ag,e0 > 0, (4.11)

pour tout t € (0,7") et Max {||uol|eo, ||to]|-} < Ao.
L’opérateur ¥ : Fr — Fr a été defini dans (4.7).

On notera

1§ ”r,oo = - ||L°°((07T)7LT(RN))'

Supposons qu’il existe une constante w > 1, tel que 'on ait pour pr > 1
1 1 (111 /2m 1
— < —<miny—,—,— | —+— .
pr T w prp\N r

Estimation de ||V (u)|c00 : En procédant comme a 'étape 1, on a simplement

(Ao +€0)’ oy

1 ()| oo,00 < Ao + TG ) (4.12)
Ainsi
2(A0 + )Pt
W (1) — U(uz)loo,c0 < %TQ T supre (0,1 ||ur () — w2 (t)]]so,00- (4.13)

Estimation de ||V (u)||co-

Notons qu’on tire alors de (4.3), (4.7) et (4.11) pour r < w, que

t s
1
v < - t — — o) ylP ! do d
¥ < ol + g [ [ 156 =96 = o) lup ™ ado) | o s,
0 0
t s

- Ao+ﬁ/(t_s>—;¥n(s—i) /(s_a)wungdads.
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En Appliquant I'inégalité d’interpolation (4.4) & |- ||, pour r < w < oo, on obtient

u U b | o)y mal(51) S s — o) ull#Pllu (1=5)r ods
e < ol + = O/of ) 0/< )l S do ds.
—(A0+60)p | -5 ~am (2-1) 8 s—o0) Tdods
< Aot Fr—o O/(t ) 0/( )" do ds. (4.14)

En particulier, si u vérifie (4.5), alors
10 ()]l r00 < Ao+ (4.15)

et pour r < w, il vient que

M) = ¥l < [ (=9 B ED [ED (o) ~ wafo)l do s

(avee AL = flua |57 + [fuz/|Z7) (4.16)
L s
_N(p_1 s—o) "
0 0
-1 -1H(1-= 1)

(avee AR = 7775 €072 + fual )% | 7V

< %H w nm//t—s—z% 1) (s — o) dor ds
-7
20A0 +e€)Pt o Nip 1
(1_‘(23_(33) T2 Y Qm(w T)Hul_uQ“T,oo' (417)

De (4.12), (4.13), (4.15) et (4.16) permet de conclure qu’il existe dans Fr un point fixe

u € C((0, Thnae) , Co(RN) N L™(RY)), pour T assez petit.

Preuve similaire a I'étape 1, donne que u € C ((0, Trnas) , Co(RY) N L™(RY)) est unique.
[

4.0.5 Explosion des solutions

Théoréme 4.0.8. Soit uy € Co(RY), ug #Z 0 et soit f uo(x) dxr > 0.
La solution du probléme (4.1)-(4.2) explose en temps ﬁm st

2m(2 — v)
(N —2m + 2m~y) .

l<p<1+

2

=p" ou p<

=R
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pour tout m > 1.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que u est solution globale de (4.1)-(4.2).
Or, comme u est solution mild, elle est alors solution faible au sens que (voir lemme 4.2

[43])

/uo(x)cp(x,()) d:v+]/J&t(|u|p(m,t))go(x,t) dar it

_— /T / (e, )on (e, 1)] da dt + /T / (e, £) (=AY, )| da dt. (4.18)

Soit la fonction test ¢ € C* ([0, T], H*™(RY)) a support compact et
90(' 7T) =0.

Pour la suite, on posera

p(x,t) = Dijp(@(x, 1)) = 1(2) Dijr(e2(1), (4.19)

ou

gol(x):CD(jLi) et 902@):(1—%)”, T>0,

ol 1 > max {O;pfﬁl; a+ 1} , et @ la fonction de troncature définie par

o) 1, 0<r <1, et¢odécroissante pour 1 <r < 2,
r) =

0, r>2.

vérifiant :

0<®<1, r|d(r)<C pour tout r > 0.
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Il s’ensuit de (4.18) et (4.19) que

T
cr— /uo d:lH—// opeJoje([ul”(z, 1)) p(x, t) dz dt
0 Q

= //|uxtD°‘Jrl o(x,t)| dx dt

i / / u(w, £) (— A" DB, £)| da d, (4.20)
= Ji+Jy (4.21)

oﬁQ:{xERN, |z| < 272w

—

T
Pososns Qr = [0,7] x Qet [ = [ [ dzdt.
Qr 0Q
On constate que
(i)

/|u x,t) Dtof;lgo(x )],

/ u(e, )| 5 DEE B, ). (4.22)

En vertu de I'inégalité de Young, on a

1 Pl - _ -
ab< —a? + —0b" pour pp=p+p, a>0, b>0, p>1 and p>1,

2p

avec
1 Ll
a=lu(z,t)|gr et b= »|Dif'G(x,t)],

ce qui donne

1 ~ 2Pt ~-b a+1 D
J1g2—pQ/ (ul? (2, 1)F(x. 1) + 59/ G DD P, (423)

De méme que dans le cas de .J;, on peut estimer J5. En effet,

_ / (e, £)(—A)" DSy @(a, )],
Qr
= /|u(m,t)|t,511’(,5_;|( A)"Dyrp(z, t)l, (4.24)
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chaleur non locale en temps

on utilise 'inégalité de Young avec
1
a=lu(z,1)|gr et

il vient

) < %/ (luf (2, )3, 1) + 2o

De (4.20),(4.23) et (4.25), on obtient

< Zip / (lul? (2, )3 (. t) + e / 5 F D3 B, )]
+ Qip / <|u|p<x,t>>&<x,t>+% 50 [|(~A)" D@, 1))
Qr Qp
Ainsi
o [uarento) + (1—%) [ 0)zte.0
< I [Ftmpeear+ = (o I-am s o))
Qr Qp

D’aprés (4.19), on a que

oo /R up(@)p(e)de + (1 - %) /Q RERCRECY

< = /QTG%: H() D3 ealt) P

+ 2}‘ / T@'i?(x,t)soff(x) [1(=2)"Dgrpa(t)]7

dans (4.28), on obtient

Effectuant le changement de variable 7 = % et & = pos
2m

/(|u|p(x,t))§5(:1c,t) dedt < CT°,
Qrp

=0

(4.25)

(4.26)

(4.28)

(4.29)



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

ou

~ N
S=Fla+1)— o —1 et Ci=C(0,I%]),

m

avec
O ={¢eRY/ [§]<2} et Q={r>07<1}.

On distingue trois cas

Casl:p<p*<d>0.

Par passage a la limite (7" — oo) dans l'inégalité (4.29), on obtient

lim/T / (ul? (2, )3z, £) da dt 0.

T—o0

0 \e|<orom
A T’aide du théoréme de convergence dominée Lebesgue, et le fait que limp o, p(x,t) = 1,

on a

/OOO AN(\UIP($,t))dxdt — 0= u=0.

Ce qui contredit u Z 0 (<= ug #0) .

Cas2:p=p"<0=0.

Lorsque T — oo, l'inégalité (4.28) donne que u € LP ((0,00), LP(RY)).
On considére dans ce cas le changement de variables

1

t ¢ ¢ rBam
T = — e =
T Tam

pour

Spi=[0,T] x {z € RY; |z| < 2B~/ ot /: / dzx dt,
X

X7

ou T et B ne tendent pas simultanément vers l'infini et 1 < B < T'. (4.28) s’écrit alors

cT— /uo(x)gol(a:) dx+/(|u]p(x,t))g5(x,t) dx dt

RN X
< OT—(1+a)5+1+N/2mB—N/2m + OT—(1+a)ﬁ+1+N/2mBﬁ—N/2m'

QN



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

Quand T" — oo, on obtient

[ )30, 0 e < 5 o

S
On conclut comme dans le cas précédent en faisant B — oo.
Cas 3 :p<1/d.

On choisit la fonction test

pi(,t) = Dijr (2(x, 1)) = ¢s(2) Dijr (a(1)) (4.30)

ou

w0 (B} e = (1- 1)

avec R € (0,T) assez large et ne tend pas vers l'infini en méme temps que 7.

On trouve (comme dans (4.28))

T
cTr— /uo da:—i—// (|uP(x,t)p(x, t) dx dt
0 A

//|u|xt P DS B(w, 1)| du dt

/ / Jul (2, ) BV 5 F | (— A)" DRy B, )| dc (4.31)
ou
Ar=[0,T] xA et A={zeR"; |z|<2R}.

En utilisant 'inégalité de Young au membre de droite de (4.31), on obtient

cT—* A/ ()03 () d + (1 - %)A[ ulP (z, )5 (, 1)

< [etd@pganr+ | [ H-ara@Dgar| @

Ar

[l

Q1



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

Par le changement de variables

I'inégalité (4.32) s’écrit
cT— /uo( Jos(x) dx + (1 - —) /|u|p x,t)p(x,t) dx dt
A
< CTf(oz+1)p+1Rﬁ + CTlfapr2mp+%'

Faisant 7" — oo, on obtient

//|u|pxt (z,t)dzdt = 0.
0 A

Ceci contredit le fait que p < 1/6.

Par conséquent, u n’est pas globale. O

4.0.6 Existence globale des solutions

Théoréme 4.0.9. Soient p > 1, m > 1,0 < v < 1, et soit u € C ([O,Tmm),CO(RN))
solution du probléeme (4.1)-(4.2) telle que

2m(2 — ) 1 }
> Mazx <1+ s = (s 4.33
y { N —2m+2my),’ 7 (4:33)

et ug € Co(RY) N L™ (RYN) N L"(RYN) wérifiant pour v > 1" > 1;n>n" > 1 (n est préciser

plus loin) Uinégalité suivante

llwollr + [Juwolly + lJuwollr + [[uolle < € avec €>0 suffisamment petit.

Alors u est globale. De plus,

lu(®)], < Ct G

et |u®t)|e < Ct° pour t > 0.

Q)



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

Preuve : On considére la fonction ¢ pour ¢ € [0, T,,4,) définie par (voir [71])

N (11 5
e(t) = [lu(t)]l- + ol ")”u(t)Hn + t*u(t)|loo for t € [0, Trax), (4.34)
ol a = ;Tﬂ et la constante 7 > 0 satisfaisant
1 1 1
— < =<, (4.35)
rp nop
1 1 2m
t — -2 = = 4.36
o o= @, (4.36)
avec (L = %p — (y+ 1) pour p > r vérifiant

N /1 1 N
pe (2-2) ~a<p<minfy-a s -al,

2m \r p 2mr

On prouve qu’il existe une constante €; tel que si p(0) < € pour
T € (0, Tnaz), alors ¢ est bornée sur [0, 7]. Donc u est globale.

Estimation de ||u|,.

N(p—1)

On rappelle que r = Np=l) oot yn exposant critique, posons alors, r’ = ImpE—)

2m(2—7)

avec 1 <1’ < r et 8 qui sera déterminé plus loin.

En vertu de (4.33), (4.35) et (4.36), on trouve que w telle que

11 1 11/1 2 1
Ma:c{—,—} <—<Min{—,— <—+—m> ,—}. (4.37)
n rp w pp\r N r
De (4.3), (4.7) et (4.11), avec 1 <r' <r, on a

1 1

t s
lu(®)], < t—zw—r)nuonw+//(s—o)‘”||5(t—s)lu(a)lpllrdods,
0 0
t

S

< eEE D+ [t -5 HED [(s -0 u(o) L dods,
0 0

grace a l'inégalité d’interpolation (4.4) pour w € (r,n) et 0 <0 <1 — % on peut écrire

(1-0)p
# [t=9 BED [ o)l (B P uly) T oA doas.
0 0
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chaleur non locale en temps

On multiplie (4.38) membre & membre par t* avec \ = % et /3 satisfaisant
p
N 1 N 1
g p_y - & (P_Z (4.38)
2m(2—v) \w 7 2m2—)\d6 7
et 1+~v—p5(2—-v) = 0, (4.39)
en utilisant (4.34), on obtient
Pla@ll, < 73D lug )
t s
0 0

1 1 p_1 N

< ZQ\fﬁ(ﬁf;)”uouw + CtA—AIH-Z—“f—% Gy [supte(oﬁT)t)‘go(t)]p.

En appliquant (4.5) et utilisant le fait que

0<%(%—%)<1, 0 %(%—%)<1, O<%(%—%)<1,
A ae(a -1 =0 et Amdpazoy- - Lo,
on trouve
lu®)llr < lluoll + C [suprent*e(®)]” (4.40)
Comme dans les cas précédents, on estime ||u(?)]|,.
Estimation de |[u(t)],.
On reprend (4.37) avec § au lieu de w, et i au lieu de r, et 'inégalité
Maa:{l,i}<1§Mm{1,l(l+2—m) 1} (4.41)
npn) 0 pp\n N/Jr

On a

N 11 N1 1
Pl < T fuolly

+ [supte(o’T)tAgp(t)}pt”%(%fﬁ) /(t - 3)7%(%#) /(s - 0)_707%(%’%) do ds
0

pour 1<n <n

1_1 11

< t}\—%(#—%)”uOHn/ +Ct)\—)\P‘F?—'Y‘F%(;_;)_gm(%_n/) gm(r n)C’ [Supte((],T)t)\QO(t)]p.

QA



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

Appliquant (4.5) et le fait que

N 1 N (1 1
0<—(2-Z)<1, 0<—(--=)<1, (4.42)

2m \o0 7/ 2m \r 7

N (1 1 N (1 1
0<—(=-=-)<1 A—=—2—(===)=o, (4.43)

2m \ 1/ 2m \n' r

N1 1. Np 1. N1 1
t A—Ap+2— — (- ) ——(=—-=)——(-=)=0 4.44

on obtient
N1_1

12D ()l < luolly + C [suprent™e (1)) (4.45)

Estimation de ||u(t)||oo-
Avec les mémes arguments utilisés pour estimer ||u(t)|, et [|u(t)|,, on peut estimer

|t(t)]|oo- On prend p au lieu de w dans (4.37), il existe alors p > 0 tel que

11 1 2m 1
—<—<M2'n{—,—m,—}. (4.46)
N p

141 Tl N
M u(®)lee < T2 (fuglr + [|uolloo)
t s (1-6)
1-0)p
O /(t—s)ZmNﬂ /(s—a)—vnun;‘ip oG D ull, | o dods

0 0
v+l N N N1 1
T

o _ gyt N N (11
< I (uolle + [[uollee) + COT I T3 G [supreo o (1))

D’apreés
N N 1 1 1 N
0 <1, 0c—cl, Dc—r(toye1 Agpli 2
2m 2mp 2m n p—1 2mr
v+1 N N 1 1
‘ prETaE -1 2mp 2m<r 77) ’
on obtient

L_i'_l
M u®lloo < (luolls + lluolleo) + C [supreomte(t)]
Par la définition de o dans ¢ (4.34), on peut avoir

M u(t)lloo < (Juolly + lluolloc) + C [supremt e (t)]”. (4.47)

QX



Ezxistence locale, globale et explosion des solutions pour une équation de la
chaleur non locale en temps

Les précédentes estimations de ||ul|,, [|u||, et |||l nous permettent d’estimer @(t) comme

suit

P(t) < (lluolly + lluoll + luolly + lluollee) + Crep(2)?

ot P(t) = supeomt ¢(t) et Cy une constante indépendente de .

On a alors
o(t) < C+ C1eP(t),

avec C' = ([[uollr + [luoll + [[uolly + lluol)-

Soit h(x) = C + C1aP — x pour z > 0. Donc, h(p(t)) > 0.

Notons aussi que h(0) = C' > 0 and h/(z.) = 0 si et seulement si z, = (pCl)_Tll.
En outre, h(z.) = C + Cy(pCy)~V/P~D <% — 1) et h(x.) = 0 pour

C =e = (pC)~ V=D (% — 1>.

La continuité de @, implique que si

(luollr + [Jwollr + [Juwolly + |uolleo) < €1, alors @ < z. et donc p(t) < ¢ .

QR



Chapitre 5

Existence et non existence de solutions
mild pour un systéme d’évolution

fractionnaire

On généralise dans ce chapitre I'étude faite dans le chapitre précédent au cas d’'un

systéme.
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Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

On s’intéresse ici a chercher des solutions mild au probléme semi-linéaire parabolique

suivant

u + (—A) ™My = JOCT;(|U|p_1v(s)) reRY t>0,

(5.1)
v+ (—A)™ = Jgif(\u]q_lu(s)) reRY t>0,
muni des données initiales
u(z,0) = ug(x), v(x,0)=1v9(z), =€ RY, (5.2)

oup,q > 1, my,my € N* ay,as € (0,1) avec my # msy ou oy # oy (voir [87]).
On dénote par Jgﬁ, Joaﬁ les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre
a; (i =1,2) et par (—A)™ le ghnérateur infinitésimal du semi-groupe fortement continu

A)

e(=2)™t ne preservant pas ordre.

Le cas m; = mg =1l et a; = ap =0, dans (5.1) a été étudié par Escobedo et Herrero [40].

5.0.7 Existence locale des solutions

On donnera d’abord, la définition de solutions mild associées au probléme (5.1)-(5.2).

Définition 5.0.5. Soient ug, vo € Co(RY). Soient p,q > 1, o; € (0,1) et m; > 1 pour
i=1,2

Un couple (u,v) € C([0,T], Co(RN) x Co(RYN)) est dit solution mild du probleme (5.1)-
(5.2) sl vérifie pour tout T > 0 [’équation intégrale

u(t) = S1(t)up + /Sl(t - S)Jgi;(|v|p_1v)ds, tel0,T]

0
t

v(t) = Sa(t)vg + /SQ(t — S)Jaiﬂulq*lu)ds, t e 0,17,

0

oty Si(t) := e=A™t for i = 1,2 est le semi-groupe fortement continu défini sur L*(RN)

engendré par l'opérateur Laplacien (—A)™:.
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Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

Théoréme 5.0.10. (Ezistence locale)

On suppose p,q > 1, a; :=1—,; € (0,1) et m; € N* (i = 1,2). Pour toute donnée initiale
g, vy € Co(RN) et T = T (ug, vg) > 0 telle que |[uolloo, [[volloo < 42 pour Ag > 0 et

max {2C(p, q), 1} T (ug, vo) < %, il existe une unique solution mild

(u,v) € {C ([0, Taz), C’O(RN))}2 définie sur (0, Thaz) satisfaisant lalternative :

Tnae = +00

0 Thnge < +00 et limyyr,,,, (|u(®)| peo@yy + [0(@E)] Le@y)) = oo

ot

Trnaz :=sup {T > 0: u est solution mild de (5.1) — (5.2) dans L=((0,T), Co(RY) x Co(RY))}

Démonstration. e Sous Ihypothése ||ug||co, [|vo]lco < 42 pour Ay > 0,

on considére I'ensemble
Er = {(u,v) € L®((0,T), Co(R") x Co(R™)); [[|(u, 0)IIl <2 (luolloc + llvolloc) <2 A0},
ouT >0, et |||-||| la norme de Er définie par

I (w, o)l = Nlully + lvlle = (el Lo,y srny + 10lloo 0,7) )

On cherche a prouver que, 'opérateur W est bien défini et envoie Fr dans lui méme, et est

une contraction, pour 7' suffisamment petit. On introduit d’abord, les notations suivantes

I lloo == I @y, I lloo := I+ [z 0.1)-

Considérons U(u,v) = (Vy(u,v), ¥a(u,v)): Er — Er défini par

t s

Uy ((u,v)) = Si(t)ug + ﬁ / Si(t —s) /(s — o) " w|P (o) do ds, (5.3)

0
s

Uo((u,0)) = Sg(t)vo—i—ﬁ / Syt — s) / (s — o) 2 Ul (o) dods.  (5.4)

0
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Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

Soit (u,v) € Ep. De (4.3) et (5.3)-(5.4), on a

(s—ao)™
0o < (ol + ) + | / / P (), do s

y / / ||u< 2, dords|l ez,

< (ol + l1oll) + / / S (o) dsdoo
£ / / (o) 2 ds ol
2—m 2—2
< |||<uO,vo>|u+muvuf+muuu%,
< (o, w0l + 27 (g, v0) Ao,
< Ap + 2T (uo, vo) Ao,

ou

T (ug,vg) = max {Tz_%2p_1‘4€1 TZ‘”?q‘lA%l}

F'B-—m) = TB-7)
Si 27T (ug, vo) < 1, alors |||W(u,v)|]] < 240 et ¥(u,v) € Er.
e Il reste & prouver que ¥ est une contraction. Soient (uy,v1), (uz,v2) € Ep, a partir de

(4.3), (5.3) et I'estimation pour tout w,v (voir [18]) :

[u” = v"]loe < C(p)llu—vlloo (s +lvll5"),  pour tout p>1.  (5.5)

an



Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

On a donc
1 t s
L e L A A | LT R N NC TN
0 0
1 t s
= mrml [ [ o) = el o) o do s
0 0
1 t t
< —F(l_%)H//(s—o)‘“H |01 [P~ 01 (0) = [0a]P " 03(0)] o ds do || o
0 o

t t
1
+ —F(l_%)ll//(s—aWH ug |9y () = Jua]? M un(0) || oo ds do| o1,
0 o

< 2C(p, q) T(uo, vo)|[l(u1, v1) = (uz, va)l[l
1
< SlllCur, v1) = (uz, v2)l]]-

Ainsi W est une contraction dans Er pour T vérifiant la condition suivante :

maz {2C(p, q), 1} T (uo, vo) <

Y

N | —

ou C(p,q) = maz {C(p),C(q)}. On en conclut par le théoréme du point fixe de Banach
que (u,v) € Er est solution mild du probléme (5.1)-(5.2).

L’unicité des solutions de (5.1)-(5.2) est obtenue a partir du lemme singulier de Gronwall
(voir lemme 8.1.1 (|25])). Par conséquent, (u,v) € Er est une unique solution mild au

probléme (5.1)-(5.2). O

5.0.8 Explosion des solutions

On s’intéresse a déterminer les critéres d’explosion pour le probléeme (5.1)-(5.2) via
la méthode des fonctions test. On définit tout d’abord les solutions faibles associées au

probléme (5.1)-(5.2).

Définition 5.0.6. (Solutions faibles)

loc

u,v € L ((0,T), LS. (RN)) sont dites solutions faibles associées au probleme (5.1)-(5.2),

8t :

a1



Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

1. ug,vp € L ((0,T], L>*RN) N H*™(RY)), ot m = min {my, m»}
et T'> 0.

2. Pour toutes @1,y € CL([0,T], H*™) telles que p1(x,T) = po(x,T) =0, z € RY,

lVon ait
/uo(x)gol(:c,O) da:+/T/J§i;(1v|p(m,t))gpl(x,t) du di
_ —/T/|u(x,t)(<,01)t(x,t)|dxdt—|—/T/|u(x,t)(—A)m1<pl(x,t)|dxdt (5.6)
et - -
/%(xm(x,m d:c+/T Je2 ([ul*(,£)) o, 1) do dt
_ —/T/]v(:c,t)(gog)t(m,t)]dxdt+/T/]v(a:,t)(—A)m%pQ(x,t)]d:cdt. (5.7)

On note qu’une solution mild au probléme (5.1)-(5.2) est aussi solution faible pour tout

T >0etu,ve L>((0,T], LRY) N H*™(RY)) . (voir [43] pour la preuve).

Théoréme 5.0.11. Supposons que ug, vg € Co(RN)NH*™(RY) satisfaisant les conditions

ug,v9 Z0 et [ ug(x)dx >0, [ vo(z)dx > 0.

RN RN
St

N 1 1 1 1

N g { P2 +p(1 4 ag) + 7 pqas + q(1 + a1) + 7 (5.8)

2m pg—1 pg—1
ou

1 1
p< — et qg< —. (5.9)

V2 T

Alors la solution (u,v) au probleme (5.1)-(5.2) explose pour T < oo.

Démonstration. Supposons que (u,v) € Co(RY)NH?*™(RY) solution globale de (5.1)-(5.2)

pour tout T >> 1, telle que pour tout ug, vy Z 0 et [ ug(x)dz >0, [ vo(z)dx >0, on
RN RN
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Ezxistence et non existence de solutions mild pour un systéme d’évolution
fractionnaire

a que
[ [ lutdedt >0, [ [ |[v]Pdxdt>0.

0 RN 0 RN
On considére les fonctions ¢y, ps € C* ([0, T], H*™(RY)) telles que

p1(w.1) = D (3(x,£)) = Dih(pn (@)pun(t)), (5.10)

pa(z,t) = Da‘%(~(x,t)) = DE\QT(SOH(I)SOU@)), (5.11)
vérifiant : o1(z,T) = po(x, T) = 0 pour tout x € RY. De plus, 1, ¢, vérifiant respective-
ment (5.6) et (5.7).

Aussi ¢11(7) = ¢ (;;) , pa(t) = (1 - t)+7 ot m = min {my, ma}, n >> 1.

¢ est une fonction définie par

C
0<r<1, ¢décroissante pour1<r<20<¢<1,et|¢(r)]<— pourr >0,
r

0, r>2.

De (5.6) et (5.7), on a que

T
CT‘(’“/ o(z)p11(x da:+//JOt v[P(z, 1)) Dy (@(x, 1)) do dt

0

//|u| DDj(¢(x,t)) do dt +

/ [u(=A)" Dy (p(, t))| dx dt, (5.12)
Q

o\ﬂ S

et

oo / vo(@)en (@) dr+ [ [ Jo(ul?(w, ) D3 (e, 1)) da dt

T
//|v| DDj7(¢(x, 1)) dw dt +
0

avec Q = {z € RY; |z < 2T'/?m},

St~
Ot~ :’\

/ o(—A)™ D3 (G 1) dwdt,  (5.13)
Q

En appliquant (5.10), (5.11), (5.12) et (5.13) il en découle que

T

/ / WP, t) da dt + CT— / o(z) 11 () dx

0 Q Q
T

T
://]u| fo}“(p z,t) d:cdt+//|u A)™ D (@(z,1))] dz dt,
0 Q

0
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fractionnaire

et
T
//|u!q z,t)dedt+ CT™ O‘Z/Uo(x)gon(x) dx
0 Q
T T
//|U| DG, t)dxdtJr//lv AY™ DE2 (e, 1)) du
0 Q 0
Donc
T T
//W (. )dwdt < //yu\ B9 D B, )| d it
0 Q 0 Q
T
[ [ugtaz sy Dy @ o)l et
0 Q
et
T T
//|u|q () dedt < //| B E VP D3 B, )| das it
0 0 Q
T
[ [0 ay g Bl do e
0 Q

En Posant p = z% et ¢= qqu, et grace a 'inégalité de Holder, on trouve

T
[ [ |vP@(x,t)dedt
00

1/q

T T
//\u]q.aﬁ(x,t) dx dt //95_‘?/‘1|D§T}+1gp(a:,t)]‘7dxdt
0 0 0 0

1/q T 1/q

T
[ [urza@ndsar | | [ [ s @i )
0 Q 0 Q

[ ul®@(z,t) da dt
0

1/q

et

T 1/p T 1/p
< //|v|pfﬁ(x,t) dx dt //6_5/p|Dfl‘§1+lcp(a:,t)|ﬁdxdt

0 Q 0 Q

T /p , 1/p
+ //|v\p.(ﬁ(:c,t)d:cdt //ggﬁ/py(— 7 Dg (B(, )P da

0 Q 0 Q

oA
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fractionnaire

Ainsi I'on a

T 1/q
ff|v|p (x,t)dedt < (ff|u|q (x,1) d:vdt) X
0 Q

T 1/q T 1/3
/ / 5T (@) D o (BT dudt |+ / / G (=AY oy (0) Dihpra(D) dedt || (5.14)
0 Q 0 Q
et
T T 1/p
[ [ |ul*® xtda:dt<(ff|v|p xtdxdt) X
0Q 0Q
T 1/p T 1/p
/ / G ()| DS () dudt |+ / / G| (=)o (2) Digora(B) P dadt | |(5.15)
0 Q 0 Q
En combinant (5.14)-(5.15), on obtient
T =55
/ / PRt dedt | < ABY (5.16)
0 Q
et
T =42
//|u|qg5(x,t) dx dt < AVPB, (5.17)
0 Q
avec
T Vi o 17
/ / @*qu?l(q;)\Da‘lT“gom(t)|adxdt + / / &V (=A)™ 11 () Dyppr (1|7 dv dt
0 Q 0 Q
et

1/p

T
= [ [#rd@ing ool da
0 Q

T
+ [ [e-a
0 Q

1/p

)m29011($)D;T§1Q012(25)|ﬁd{B dt

En utilisant le changement de variables 7 = T, y = T 2az, alors (5.16)-(5.17) s’écrit

1-1/pgq

T
/ / .3
0 Q

qOx

1

< o7 A0 [T 1-an +T*77m] [T*I*% + T 02| (5.18)
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et
T 1-1/pq

//|u|qu“ < o705 T—l—a1+T—%—a1F [T—l—awT—%—@] (5.19)
0 Q

avec C' > 0.
Soit m = min {my, ms}, alors

1-1/pq

IA

cT™, (5.20)

T
/ / .3
0 Q

et

T 1-1/pq
//]u\q.@ < T, (5.21)
0 Q

avec K = (1+ 25)(1 — ) (=) + (=1 - o)
et iy = (1+5)(1 = )+ (=1 —a1); + (=1 —as).
Lorsque k1 < 0 et k2 < 0, on retrouve (5.8).

Trois cas sont a envisager

e Cas 11 < 0 (resp. k2 < 0). Par passage a la limite dans (5.20) et (5.21), on trouve

T
lim//\v[p.@:O, (5.22)
T—o0

0 Q

et

lim //]u\q@:O. (5.23)
T—o0

En vertu du théoréme de convergence dominé de Lebesgue, et la continuité de (u,v), on
obtient u = 0 et v = 0, ceci contredit le fait que T [ |u|?dzdt > 0 et 70 [ |v|Pdxdt > 0.
e Cas k1 = 0 (resp. ko = 0). o o

Une integration s'impose sur le support Q* = {z € RY; [z| < 2B~1/2mTV/2m} on 1 <

B < T est assez large de sorte que 7' et B ne tendent pas simultanément vers ’infini. Soit

alors, p11(z) = ¢ <#> plutot que ceux choisis précédemment, et par des calculs
B 2mT2m
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similaires a ce qui précéde, il vient

T 1-1/pq
/ / .3 < oTMBT TR (5.24)
0 O

et
T 1-1/pq
[ [z < CTRB AR (5.25)
0 O

avec C' > 0.

Faisant T — oo et B — 00, et tenant compte de k; = 0 (i = 1,2) et & > max {p(m2+qm1) a(m1+pmy) },

pg—1 7 pg—1

on obtient

//]v|p(:v,t)d:cdt:O:>vEO,
0 O

o0

//|u\q(x,t)dxdt =0=u=0.

0 Qr
Ainsi, (u,v) = (0,0). Contradiction (pour les mémes raisons qu’avant).

1 1
oCasp<7—Qetq<7—1.
En procédant comme dans 1 et 2, on intégre sur le support

Q* = {.CE e RY; |z] < 2R} avec p11(x) = ¢ (%') . On a donc, pour a; =1 —; (i = 1,2)

T 1-1/pq
_ 1
//mp.@ < CRVR) [TW*“% +T”2’%R‘m2] /q [T”H*% +T’“’§R‘m1} . (5.26)
0 Q**
et
T 1-1/pq
_ 1
u|”. < CRVUE) [T“—l—% +T71—%R—m1] " [TW—“% +T72—%R—m2] . (5.27)
0 Q**
avec C' > 0.

Faisant T' — oo et tenant compte p < 7% de g < %, on en déduit que

//|v|p(a:,t)d:cdt:():>v£0,
0 O
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o0

//|u|q(a:,t)dxdt =0=u=0.

0 O

Ainsi, (u,v) = (0,0), contradiction.
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Chapitre 6

Solutions pseudo presque périodiques

du modéle de Lasota-Wazewska

Ce chapitre est consacré a une certaine classe de systémes dynamiques modélisée par
Lasota-Wazewska. Ce modéle a été principalement utilisé pour décrire la survie des glo-
bules rouges chez les animaux.

En outre le modéle considéré ici, est plus général que celui étudié¢ dans les travaux anté-
rieurs [55, 68, 94, 77| du fait qu’ils n’étudient que des solutions presque périodiques a un

seul retard.
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Solutions pseudo presque périodiques du modéle de Lasota- Wazewska

6.1 Formulation du probléme

On établit dans ce chapitre des conditions d’existence, d’unicité, d’attractivité globale
et de stabilité exponentielle des solutions du modéle de Lasota-Wazewska généralisé a

coefficients pseudo presque périodiques et a retards mixtes de type

() = — Z () @i ) [l Kj(t=s)a(s)ds Z b; (t) e~ PFiBz(t=mi) (6.1)

i=1

z(s) = p(s),p€ BC(_ RY), (6.2)

oute R (voir [88]).

On introduit les notations suivantes :
Soit f € BC(R,R), on désigne par f et f les fonctions définies par

J(t)=supf(t),f(t)=inff(t).

teR - teR

On considére les hypothéses suivantes
(H;) La fonction «/ () est presque périodique et pour tout ¢ € R, « (t) > 0.
(Hs) Pour tout 1 < j <m et 1 <i<mn, les fonctions a;,b;, B;,w; : R — R™ sont pseudo

presque périodiques.
n

> b¢ﬁ¢+f) ajw;
(Hg) r="=_J=1 <.

o3

(Hy) Pour tout 1 < j < m, les noyaux retard K, : [0,+00) — RT sont continus,

intégrables et

9] o.9]
/Kj 1,/KJ ’\“du<—|—oo
0 0
ol A est une constante non négative suffisamment petite. On note p = max f K; (u) eMdu.

1< ]<m
Notons qu’on se restreint ici aux fonctions a valeurs rpositives, puisque les solutions de

(6.1)-(6.2) n’ont de sens en biologie, que lorsque celles-ci sont non négatives.
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Solutions pseudo presque périodiques du modéle de Lasota- Wazewska

6.2 Existence et unicité des solutions pseudo presque
périodiques

Afin d’établir des conditions suffisantes pour 'existence et 'unicité des solutions du
probléme (6.1)-(6.2), on se raméne a la recherche d’un point fixe d’'un opérateur bien
approprié et défini sur ’espace de Banach PAP(R,R).

On énonce quelques résultats utiles pour la suite.

Lemme 6.2.1. Pour tout z (-) € PAP (R,R"), la fonction x (- + k) € PAP (R,R™) pour

tout k € R.

Démonstration. Voir lemme 1 dans [104, 105, 106]. O
Lemme 6.2.2. Si p,¢) € PAP (R,R"), alors ¢ x » € PAP (R,R").

Démonstration. Voir [104, 105, 106]. O

Lemme 6.2.3. Pour tout z (-) € PAP(R,R"), la fonction ¢; : t —s e i Jooo Kilt=s)a(s)ds

appartient ¢ PAP(R,RY) pour tout 1 < j < m.

Démonstration. En vertu du lemme 5 dans [30| (voir aussi théoréeme 1 dans [11]), la

fonction
t
Es / K;(t — ) (s) ds.
est pseudo presque périodique pour tout 1 < j < m. Par le lemme 6.2.2, la fonction

t
t— w; (t)/ K;(t —s)z (s) ds,
—00
est aussi pseudo presque périodique pour tout 1 < 5 < m.
Pour tout z,y € R*, on a que

e —e Y| < |z —yl.

Or, la fonction (x — e~*) est lipschitzienne, et la fonction ¢, : ¢ — ewi(®) [oo Ki(t=9)(s)ds
appartient & PAP(R,R™) par le lemme 6.2.1 et le résultat sur la composition des fonctions

pseudo presque périodiques (voir corollaire 2.4, [103]). Donc z € PAP(R,R™). O
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Solutions pseudo presque périodiques du modéle de Lasota- Wazewska

Meéme procédé donne

Lemme 6.2.4. Pour tout x (-) € PAP(R,R"), la fonction v; : t — e~ *i2t=7) gppap.

tient @ PAP(R,R™) pour tout 1 <i <mn.

Théoréme 6.2.1. Supposons que les hypotheéses (Hy) et (Hs) sont vérifiées, et définissons

Uopérateur non linéaire T pour tout x € PAP(RparR™)

Z b (5) e Brta=)

+ Z a; (3) e—wi(s) Sl Kj(s—a)w(ﬁ)dzf] ds.

Alors T’ envoie PAP(R,R") dans lui méme.

t

To)t) = / Jotns

— 00

Démonstration. Vérifions en premier, que I est bien définie. En effet, par le lemme 6.2.1, si
¢ (-) € PAP(R,R") alors la fonction 7}, (z) = 2 (- — h) € PAP(R,R™) car, PAP(R,R™")
est un sous-espace fermé de BC(R,R") invariant par translations.

De plus, par le théoréme de composition des fonctions pseudo presque périodiques (voir

par exemple [9] ) € — (s + &) e+ est dans PAP(R,RT). Aussi, la fonction

X : s+—>x(s [Zb e Bils)z(s—m)

+ Z aj (s) e—wi(s) 2o Kj(t—ff)z(a)dcr] ds,

j=1

appartient & PAP(R,R™). On peut écrire donc

X = X1+ Xz,

ou x1 € AP(R,R") et xo € PAP)(R,R"). On a alors

t

T = / e 1O (s ds,

— o0
t t t

— [a(¢)de —toz(é)df
= /e f Xl(s)d8+/e f X2 (s) ds,

—0o0 —00

= (Mx)®) + Tx2)(#)-
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L [a(e)d
On veut montrer que t — (I'y1)(¢) := f e s X1 () ds est presque périodique. Pour

cela, on considére en vertu de la presque per10d101te des fonctions « et yp, un nombre I,

tel qu’on puisse trouver un nombre h dans un intervalle de la forme [,d + [.|, ou

sup |a (€ +h) — a(§)] < eet sup |x1 (§+h) —xa(§)] <e,.

£eR £eR
d’ou
t+h z}h t j
— [ a(&)de — [ a(§)dg
Cuwe+h - = [o T aea- [ ma
T T aternae P
- a(é+ — [a(&)d
= /e s=h X1 (s)ds — /e sf © £X1 (s)ds,
) t t t
— [« h)d. a(é)d
_ /€{(£+)£ du—/ f )5 (s) ds,
) t t t t
— [« h)d. o
= /e sf(£+)£)(1(s+h)ds—/e fote X1 (s+ h)ds
t ) t t
o a(é)d
—|—/ e 1(s+h)ds— /e fe® 5)(1 (s)ds.

—0o0
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Il existe ainsi, 6 € ]0, 1] tel que
t

CaE+1) - O] < bl [

—0o0
t

= Ja(§)dg
+/e JoO | ) = (6)] s,

—0o0

~falernyde  — [a()de

e s — € s S

t

[fta E+h)de+o <f a(&)dﬁ—ft a(§+h)d§>
S |X1|oo / e L s %
ti ¢ .
% /O‘ (€ +h)dg — /04 (€)dg|ds p +¢ / e~ t=)ags,
i t t t
— [a(e+h)ds —0 (f a§)dé—[ a(£+h)d§>
< |xi / e = e \* s
t_ t
x /|O‘(§+h) —a(§)|dg|ds p +e / e~ ()2,
¢ ) t
< |X1|00 / [6_(t_8)g e~ 0elt=5)¢ (t — s)} ds + ¢ / 6_(t_s)gd3,
- t | K
< el / [ee™ 7 (t = 5)] ds + € / e~ g,
- t K
<

6|X1|oo+€/€—(t—s)ad87

—0o0

1
S %—'—E: %‘F— €.
o? o o? a

Ainsi, la fonction (I'y;) appartient & AP(R,R™).

On montre a présent que (I'yq) appartient & PAPy (R, RY).

T t
1 —fa(ﬁ)dﬁ —foé(ﬁ)dﬁ
. . s < -
Tgr—ir-loo QT/ /6 (S) ds| dt - TEI—OI—IOO QT// ‘XQ )|d8 dt’
—T oo —T —oc0
< lim — **f| (s)|ds | dt
< lmogp | ) SOl
-T \-oo
S [1 + [27
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avec

=
|
N~
m\

O X2 (s)] dS) dt

1
I =limp_, 5T f
-T

et
T =T
=t (a9l )
—T \—oo
Montrons que, I = I, = 0.
T /[t T o/t
1 1
o7 /|e(ts)aX2 (s)|ds | dt = o7 &/e(ts)ab@ (s)|ds | dt,
—-T T =T T
T “+o00o

1

< o [ | [ eshet-ola a

“r \0

+oo

< /eaﬁ /|><2 (t—¢&)|dt | de,
0
+oo

< [ / e (u)| du | d,
0 —T ¢
+o00 ] T+E

< e :

< /e 5T / Ix2 (w)| du | d€
0 ~T—¢

Comme la fonction yo (1) € PAP (R,R™), alors la fonction ¢ définie par

ree Tie

_l’_

or (&) =~ 2(T +€) /’X2
—T—¢

est bornée et vérifie Tlim o7 (€) = 0. Ergo, par le théoréme de convergence dominée de
—+00

Lebesgue, on obtient

T t
1 —(t—s
b g [ f1e e as =
=T T
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Notons d’autre part, que |xa|, = sup |x2 (t)| < oo, ainsi
teR

T /-T
_ : 1 (t— s)a
I, = T—>+oo_T/ /‘e 2 (s)|ds | dt,
“r
T /-T
. 1 —(t—s)a
= Jdin oz [ el a
—T \~oo

sup [xa (1) T [ *2

< 1 teR —at
o B (T )
Sro\ t+r
swhe (], 1
G e il
= T—1>Too 2T ge e dt,
“r
sup [z ()]
< . S _ —aT - —aT aT
< i B e e,
sup [z (£)]
- TETOO 2T o2 [1—e]
d’ou
_[2 == 0
Par conséquent, (I'ys) appartient & PAPy(R, R™T). ]

Théoréme 6.2.2. Sous les hypothéses (Hy) — (Hy), le modéle de Lasota—Wazewska a

retards miztes est réalisé.
) =—a)z(t)+ Z aj (t)e i ® i Kjlt=s)a(s)ds | Z b; (t) e PiDz(t=m), (6.3)
i=1
possede une unique solution pseudo presque périodique dans la région
B={yePAPR,R"), R, < || < Ry},

ol N .
Z +2.4
=1 _]:1

Ry =2

(e
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et
n . m
> bie™ e 4 37 ajem

i=1 j=1—"

Rlz

a
Démonstration. Montrons tout d’abord, que I'opérateur I' envoie B dans B. En effet,

t

o) - | [ [Zb - toten

[e.9]

+Zaj (S)€_w] s) [° . Kj(t—o)z(o) 0] dS

IN
8\u
(b‘
v o
2
o
5
R
]
&
©
+
(]
QQ
©
N———
QU
)

IA

et

|(Tz)(t)] = /esfa(é)dg [Z b () e~ Bl

+ Z a; (s) e—wi(s) 2o Kj(ta)w(a)dol ds,

J=1

¢ ¢ n m
= J(§)d¢ a —
> /e f (E @e_BiRQ—i- E aje_“’J'R2> ds,

e i=1 j=1

S BiRy | \- iR
o Pii2 Lo Wji2
> bie + 2 ae
=1

i=1

a
ceci implique que 'opérateur I' envoie B dans B. Pour terminer, il suffit de prouver que

" est une contraction. Notons que pour u,v € [0, +00]

e —e | <|u—ul.
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Soit z,y € B

(Tz)(t) — (Ty)(t)] = / o o0 [Zb (5) e~ Puls)ats=m)

Y

Of(f )dg
< su e b; (s)] e~ Bils)e(s=mi) _ o=Bi(s)y(s=7i)
- telg / [Z b (5) }
+ Z ’aj (S)’ ‘e—wj(s) ffoo Kj(s—o)x(o)do e—wj(s) ffoo Kj(s—o)y(o)do ] ’
< sy [ e[S -,

teR
—00

+ ZT::M] | |ewj (s \‘/ Kj(s = o) (z(0) —y(0))do

] ds,

< Stléﬂg/ ”)“[ZIb 1B (s |I+Z|CL] )| w; (s |1d8|9€—y|
S = - |$_y|oov

(¢

ceci implique que l'opérateur I' est une contraction dans B. Donc, I' posséde un unique
point fixe x* € B, i.e. I (z*) = x*. Ainsi, z* est 'unique solution pseudo presque périodique

de (6.1)-(6.2) dans B. O
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6.3 Attractivité globale des solutions pseudo presque
périodiques

Soit z* (-) la solution pseudo presque périodique du theoréme 6.2.2 et x (-) une solution

arbitraire de (6.1)-(6.2). On a donc

o (t) = —a(t) 2" () + Z a; (t) e=wi (D) [ o Kj(t=s)a"(s)ds Z b (t) e Pilt)e(t=mi) (6.4)
Jj=1 i=1
et
2 (t) = —a(t)x(t) + Z a; (t) o wi(8) [L o Kj(t=s)a(s)ds + Z b () e~ Bit)z(t—i)
j=1 i=1

Posons , z(-) =z () — z* (-) . On obtient alors

Z(t) = —a(t)z(t)+ X b (t) [erfilelizm) — e=filhe(t=m)]

m , t (6.5)
4350 (1) [ I Koten@s _ o) Kj(t—s):v*(s)ds} .

=1

Ainsi, la solution pseudo presque périodique z* (-) associée au probléme (6.1)-(6.2) est
globalement attractive si et seulement si le point d’équilibre O du systéme (6.5) est glo-
balement attractif. Etudions maintenant 'attractivité globale du point d’équilibre O du

systéme (6.5).

Théoréme 6.3.1. Sous les hypothéses (Hy) — (Hy) le point d’équilibre O du systéme non

linéaire (6.5) est globalement attractif.

Démonstration. Montrons tout d’abord que, la solution du systéme (6.5) est uniformément

bornée. En d’autres termes, il existe M > 0 tel que pour tout £ > 0 I'on ait
|z(t)] < M.

Sous I’hypothése (Hs), 1 —r > 0. Ainsi, pour toute fonction continue 6 (-), il existe un

nombre assez large M > 0, tel que

0] <M et (1—7r)M > 0.
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Soit k un nombre réel, k < 1. On veut prouver que pour tout ¢ > 0, |z(¢)] < kM.

Supposons le contraire, alors il existe ¢’ > 0, tel que

()] = KM,
lz(t)] < &M, 0<t<t.
Des hypothéses (Hj), (Hy) et de Péquation (6.1), on peut écrire

t/ v

20 < {lpole / (Z b (11521

0

+ Zlay (8)] s |2] ) dS},
t/

10.(0)] ™2 + |2 (s)], / e (7o (Z% + Z—ajwj> ds,
i=1 j=1

0

e~ (t'=s)a (Z blﬁmLZa]w]) ds + kMe™ ",
LIS am 4 Y o (1—6‘“’)},
Li=1 j=1 ]
e+ S BE Y aw }
Li=1 Jj=1 §

IN

IN

IA

&

<
—

IN
=N
<

[\
<
T
_|_
=

< KM,

ce qui donne une contradiction. Par conséquent, pour tout ¢ > 0, |z(¢)| < kM.
Soit donné k — 1, alors pour toutt > 0, |2(t)| < M. Donc, il existe une constante 5 > 0,

tel que

limsup |z(t)| = 5.

t—+4o00

Il s’ensuit que

Ve > 0,3t < 0,4, (t > ts = |2(£)| < (1 +¢) ).
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) +a(t)z(t) = Zb w(t=m) _ = Bilt)e (b))

+ Z a] (t) |:e_wj (t) fioo Kj (t—S)ZE(S)dS — e_wj (t) fﬁoo Kj (t—s)$*(s)ds

IN

Zm, ) b |2 (t — 7 y+zajwjyz .

7=1

< (ZM+Z%%) 2(8) | »
< (Z@b +Za3w]> (1+¢)B.

On a alors par intégration

t

1z (t)] < {(Z@b —i—Za]wj) (1+¢€) 5}/6_sfa(U)duds

0
—ftoa(u)du
+10(0)fe :
t
< {(Zﬁzb +Za]wj> (1+¢) 5}/6_0‘(t_5)ds
0
+10] e
Zﬁzbz + Z a;W;
< JBlee+ i=1 j=1 (1468 (1 _ e—gt).
&y
Alinsi,
Z;M—'— Zlajwj
—at i= Jj= o —at
|2(0)] < max |16].,e™ + o (L+€ep(1—e™)

En particulier, par passage a la limite sup, on obtient

limsup |z(t)| < [r (1 +¢€) 5],

t—>4o00
c’est a dire,

B<r(l+ep.
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Faisant ¢ — 0, on trouve
g(1—r)<0.
De (Hy), on en déduit que § = 0, ce qui implique que
Jim[=(0)] = T [z () = o (0] =0.

Ce qui termine la preuve. O

6.4 Stabilité exponentielle des solutions pseudo presque
périodiques

On donne a présent quelques conditions suffisantes qui permettent d’avoir la conver-
gence exponentielle de toutes les solutions vers la solution z* de (6.1)-(6.2) qui soit pseudo

presque périodique positive.

Définition 6.4.1. [/9] Soit V : R — R une fonction continue, alors Dtx(t) est définie

par
DTV(t) —— —
1) _—V@Eth -V
dt h—0+ h
Remarque 6.4.1. La dérivée a droite supérieure de Dini % associée o |V (t)| est
donnée par
DYV Jy(1)] v (t)
= " gian (V (1) —~
OT— sign (v (1) 20,
ot sign (+) est la fonction signe.
Théoréme 6.4.1. Soit
g—e’\“zw—pz%wj > 0. (6.6)
i=1 j=1

Supposons vérifiées toutes les conditions du théoréme 6.2.2. Il en résulte que (6.1)-(6.2)
admet exactement une solution pseudo presque périodique x* € B. En outre, x*(-) est
locallement exponentiellement stable, dont le domaine d’attraction dex* () est donné par

[’ensemble

D) = {o € BC-n0l B, o—sli= sw o)~ ()] <1}

—u<s<0
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A savoir, il existe une constante A > 0 et M > 1 tel que pour toute solution x (-) de

(6.1)-(6.2) dans B avec la donnée initiale p € D (x*) et pour tout t >0 on a

2 (t) — 2" (t)] < M_§1<1£)<0 ¢ (s) — ), (9)) e

oz}, (s) = x* (s) pour tout s € [—p,0].

Démonstration. Grace au théoréme 6.2.2, le probléme (6.1)-(6.2) admet exactement une
solution pseudo presque périodique x*- B. Soit z () une solution quelconque de (6.1)-(6.2)

munie de la donnée initiale ¢ . Soit y (-) = x (t) — z* (¢), il vient que

y () = 2OZEO = —a (1) (x (t) — 2" (¢)

n i b (1) [e- P27 _ =i ()]
i=1

+ i a; () [{wj(t) St Kit=9)a(s)ds _ ,—w;i(0) [* Kj<tfs>x*<s>ds] '
j=1
Définissons une fonction g continue par
n m
9o(&) = —(@=+eMD bifi+p) aw, £€0,1].
i=1 j=1
En vertu de I’hypothése (Hs), on peut écrire
9,(0) <0,
ceci entraine qu’on peut choisir une constante positive A € |0, 1] telle que
gp(N) =—(a—A)+ e’\“Z?@-—l— pZajwj < 0.
i=1 j=1

On considére la fonctionnelle de Lyapunov

V:R — BC (R,RY)

t— y(t)eM =z (t) — 2z ()] M.

Calculons la dérivée a droite supérieure de Dini DTV associée a V lelong de I’équation
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(1.5) munie de la donnée initiale ¢ = ¢ — x7%. On a alors de (6.7) pour tout ¢ > t,

DTV(t) < —a (t) ly(t)| e + Ay (t)| e

+ i b (£) | e~ P (t=m) _ e=Bida"(t=) | At

n g a; (t) ’e—wm) S Ks(t=sa(e)ds _ oy (t) [ K (t=s)a" (s)ds | ae,
j=1

< (=a )+ A) ()] e

n f: by (1) | e~ B0 (=m) — =i (=) | A1

+ Zg a; (t) ’e—wj(t) [t oo Kj(t—s)z(s)ds _ e~ wi(t) It Kj(t—s)z*(s)ds A

<.
Il
-

Posons

lp—a*|;, = sup ‘gp(s) —mz (s)‘ > 0.
—p<s<0

Comme |p — z*|; < 1, on peut choisir une constante positive M > 1 telle que
Mo —x*|, <1,

donc,

(Mo —a"|,)* < Mo —a7|,.

Par la définition de la fonction de Lyapunov, on a pour tout ¢ € [—pu, 0]
V(t) = lyt) ¥ < M|y — a7,

Montrons que pour tout t > 0
V(1) = ly(t)] e < Mg —a™];.

En effet, raisonnons par I'absurde, et supposons qu'’il existe ¢’ > 0 tel que

V(t) = Mlp—a7;,

V(i) < M|p—za*,, —co<t<t.
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On peut écrire alors,

+ Z bz (t/) ‘e—ﬁi(t/)l‘(t,—ﬁ') _ e_ﬁi(tl)x*(t,_ﬁ') ez\t,
i=1

n i a; (t') o) [ Kyt —s)e(ods _ ey (¢) 2 Ky (¢ =s)a (s)ds | o'
j=1

< (=a )+ ) y(#)]
S BRy (¢ - ) A
i=1

3 @ | [ K ly (¢ + 8)] Xt 0e s,
j=1
< (—a+ NV ()

+eM S 0BV (H — 1)
=1

1=

ffoo K;i(s) |V (t' + s)| e ds

+ > a;w; ;
j=1
< (—a+ NV ()
+Me S b By
i=1

_'_Mp Z a;wy,
j=1

< ((—Q+A)+€A“Z%+pzm) Mo —a*, .
= =1

On obtient donc
(—a+ M)+ e bifi+p > aw; >0,
i=1

j=1
ceci contredit I’hypothése (Hj) . Ainsi, pour tout ¢ > 0
V(t) = ly@t)| e < M |p — %], .

Donc, on a pour tout ¢t > 0

o) =" (O] < M _sup_ o (s) = (s)] e
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6.5 Applications et discussions

Parmi les méthodes universelles appliquées au modéle périodique de Lasota-Wazewska
avec ou sans impulsion, on trouve le théoréme de continuation de Mawhin [45].
D’ailleurs, jusqu’a présent, plusieurs articles de recherche ont étudié le modéle de Lasota-
Wazewska avec des coefficients variants presque périodiquement avec constante de retard,
en utilisant le théoréme du point fixe de Banach. Il existe trés peu d’articles de recherche
traitant du modéle de Lasota-Wazewska a retards variant. Toutefois, les retards dépen-
dant du temps présentent certaines difficultés. En particulier, lorsque dans le modéle de
Lasota-Wazewska, I'opérateur construit dans la preuve n’est pas bien défini, il est diffi-
cile de trouver pour une fonction f (-) pseudo presque périodique, une fonction composée
g (-, f (+)) pseudo presque périodique.

Comparons nos résultats avec ceux des travaux antérieurs.

Pour cela, considérons pour tout 1 < j <m
a;j (-)=0and 7; = 7; (1),

le modéle de (6.1)-(6.2) a été étudié dans |55 et récemment par Wang et al |77]. Aussi,
pour tout 1 < ¢ < n, on a que b;(-) = 0 et le probléme (6.1)-(6.2) peut étre réduit
au modéele considéré récemment dans le papier de [102]. De plus, Stamov [94] a travaillé
sur 'existence et 1'unicité des solutions presque périodiques pour le modéle de Lasota-
Wazewska impulsif avec seulement une constante de retard. Ainsi, nos résultats peuvent
étre considérés comme une généralisation et affinement de [55], [77], [102], du fait que dans
les papier cités, les auteurs ont considéré le cas périodique ou le cas presque périodique.
A notre connaissance, il n’existe pas a postériori, des articles de recherche publiés qui
traitent des solutions pseudo presque périodique pour le modéle de Lasota-Wazewska.
Notons que la notion de pseudo presque périodicité est sans grande importance dans les
preuves des théorémes ci-dessus ; en particulier dans les théorémes 6.3.1 et 6.4.1. En raison
des différentes méthodes utilisées dans cet article et dans les références citées plus haut,

les résultats sont notamment différents. Les retards 7;, 1 < 5 < m sont des fonctions
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constantes.

Ainsi, on peut citer quelques uns des principaux avantages de cet article :

i il traite des fonctions pseudo presque périodiques qui sont plus générales que les
fonctions presque périodiques,
ii il consideére a la fois des retards infinis (voir [102]) et plusieurs retards variant dans

le temps [55].

Il convient de mentionner que divers modéles de Lasota-Wazewska ont été étudiés par
plusieurs auteurs, voir [91], |[26].

Afin d’illustrer certaines caractéristiques de nos principaux résultats, on appliquera dans
cette section nos résultats a certains systémes particuliers et on démontra 'efficacité de

nos criteéres.

Exemple 6.5.1. Considérons le modéle de Lasota- Wazewska avec des coefficients pseudo

presque périodiques et des retards miztes

3 3
P () = —a () + 3 a; (B) e O K000 L § g gy ~BO0-m) - (6.7)
7=1

i=1

ot o (t) = 8 + cos? /5t + cos® t

ap (t) 14 0.25cos? v/2t + 0.25 cos® it 4 -2

1412
ax (t) | = 0.5 + 0.25 cos? v/3t + 0.25 cos? mt + 1J+t2
as (t) 0.5 -+ 0.25 cos? /5t + 0.25 cos? /2t + et cost
et

wi () 0.125 cos? v/2t 4 0.125 cos? it + 25

wp(t) | = 0.125 cos? v/2t + 0.125 cos? mt + 223

ws (1) 0.125 cos? v/2t + 0.125 cos? v/2t 4 0.25¢ 1 =
by (t) 1+ 0.25 cos? /5t + 0.25 cos? 7t 4 0.5e " cost
by(t) | = 1+0.25c08% /5t +0.25cos? 7t + 0.5¢ " "
bs (t) 1+ 0.25 cos2 V5t + 0.25 cos? £ + 0.5e 1 cos’



Solutions pseudo presque périodiques du modéle de Lasota- Wazewska

fr®) 0.125 cos? /2t + 0.125 cos? it + 22,
Ba(t) | = 0.125 cos® /2t + 0.125 cos? 7t + fftz
B3 (t) 0.125 cos? v/2t + 0.125 cos? /2t + 0.25¢ 1> cos® t

7'1:1,7'2:1, 7'3:1

et
K;(t) =e™,
ainst
Z blﬁl -+ Z a]wj
i=1 =1
r = ,
(0%
3
= 7

Par conséquent, toutes les conditions des résultats précédents sont satisfaites, et donc
le modéle de Lasta-Wazewska (6.7) avec des retards miztes admet une unique solution

pseudo presque périodique dans la région

B={z e PAP(R,R"),R; <|z| < Ry},

avec
n m
b + > a;
R &5 J; 712 3
2 — a - 8 - 27
et
n — m .
3 b0 4 3% gy
~ £y 23
Rl = : _] )
a
are e 4 gem @R 4 goeWsRy bie PRz 4 pye=PiR2 4 bg,e*ER2
e~23 +0.5e725 +0.5e" 23 +e 22 +e 23 fe 22
< :
10
13
< 5@ 22
—_ 10 )
_3
e 1
< .




Conclusion générale

Les principaux résultats de cette étude sont le point de départ de la recherche dans

certaines directions, entres autres

1. Nos résultats sont basés sur l'existence de ’exposant critique de Fujita. Peut-on
espérer améliorer les résultats obtenus en construisant d’autres exposants selon le
probléme considéré ou bien s’appuyer sur d’autres qui existent dans les travaux de

recherche 7.

2. Reformuler les problémes étudiés a des problémes de type Cauchy-Dirichlet dans

des domaines bornés.

3. A-t-on de bonnes connaissances sur le phénoméne explosion (mathématique et/ou

physique) 7. Que se passe-t-il réellement avant/ au moment/aprés I'explosion ?

4. Dans la résolution des problémes d’équations différentielles associées a des opéra-
teurs résolvants, les conditions suffisantes sur l’existence et la régularité des so-
lutions p. a. p. d’équations d’volution incluant des fonctions de type "Weighted

Stepanov-like p.a.p" sont & considérer.
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