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I ntroduction

Le probléme de contréle optimal discret s occupe de I’ optimisation de systemes dynamiques
en dimension finie ou I’évolution d’un systeme ( physique, chimique, écologique, demande
d’ un produit...) d'une période a une autre est régie par une variable dite de contréle (ou
variable décision ) et de variables d’ état qui décrivert |’ état du systéme a chague période.

En général le probleme de contrdle optimal discret nécessite moins de bagages mathématiques
sophistiqués que le probléme de contréle optimal continu, cependant beaucoup de problemes
de colts, d'identification de systémes (estimation de paramétres) sont plus facilement éudiés
dans le cadre de systémes optimaux discrets que continus.

La discrétisation de problémes continus, est devenue une technique importante notamment
pour le contrdle de systemes dynamiques due a la dépendance croissante aux ordinateurs pour
le calcul des solutions dans un grand nombre d’ applications.

Bien que le principe du maximum pour les systémes continus fOt établit par Pontryagin et
Al.[60] depuis 40 ans, le détail de la démonstration du principe du maximum discret fOt
éclairé récemment.

La premiere mention du principe du maximum des systémes discrets peut étre attribuée a
Rozonoer [62] . Il affirma que I'extension du principe du maximum continu aux systémes
discrets n’est possible que dans le cas linéaire.

Commencant en 1964 et plus tard en 1966, Halkin [21], [22] présentat une preuve soignée du
principe du maximum discret, simultanément Propoi [61] en présentat une autre mais sous
une hypothese de convexité forte.

Une éude dans le cas ou la commande est soumise a des contraintes en utilisant les méthodes
de Halkin, fut faite par Bruckner et Wu [5]. .Holtzman et Halkin [24][25][26] ont beaucoup
étendu les résultats de Halkin en introduisant le concept de convexité directionnelle.

Cannon, Cullum, Polak [7] et Da Cunha et Polak [14] ont présenté plus tard une méthode
pour traiter de tels problemes, en utilisant un théoréme de base de I’ optimisation et une
approche systématique aux approximations coniques ce qui leur ont permis de simplifier
largement la preuve du principe du maximum discret en incluant le cas des contraintes sur les
coordonnées de phase.

L’ optimisation au sens de Pareto est un domaine de la théorie de |’ optimisation multiobjectif.
Le probléme d’ optimisation multiobjectif peut étre formulé de la fagon suivante:

(P Minimiser f(x) = (f1(x),f2(x),...,f, (X)) sachant xI X .

Ce genre de probléme est aussi appelé optimisation vectorielle. Contrairement a la
programmation mathématique classique ou il y’a qu’ une seule forction objectif, une solution
optimale au sens qui minimise en méme temps toutes les fonctions objectives n’existe pas
nécessairement en optimisation multiobjective, ¢’est pourquoi la décision finale devrait étre
prise dans le sens qui tienne compte de toutes les fonctions objectifs. Ainsi un nouveau
probléme de jugement de valeur appelé compromis de valeur se fait sentir.

Une approche d’évaluation du modele est de trouver une fonction scalaire u(fy,f,,....f5) qui

représente la préférence du décideur, appelé aussi fonction de préférence. Une fonction de
préférence dans un probléme de décision soumis a des facteurs aléatoires est appelé fonction
d utilité.

Une fois obtenu une fonction de préférence a notre probléme, celui ci se réduit a un
programme mathématique classique :

Maximiser u(f1(x),.....f5 (x)) ,x1 X.



Kuhn Tucker [37] fut le premier mathématicien & donner en 1951 quelques résultats
intéressants dans le domaine de I’ optimisation multiobjectif. Depuis lors des recherches
abondantes dans ce domaine furent effectués aussi bien théoriques que pratiques .

Deux notions de bases de la théorie de I’ optimisation multiobjectif: ordre de préférence et
structure de domination sont étudiées dans cette these en apportant une contribution
personnelle pour définir un ordre de préférence al’ aide d' une structure de domination.

Nous faisons également une synthese sur les différentes approches de résolution d’'un
probléme d’ optimisation multiobjectif en mettant en relief I’'importance des notions de
solutions proprement efficaces connues jusgu’a ce jour, sans oublier la théorie de la dudité
qui est abordée dans cette these avec ses différents aspects de problémes duaux et qui visent
en un certain sens a généraliser ce qui est connu en optimisation classique.



CHAPITRE |

INTRODUCTION AU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL DISCRET

Le premier chapitre est consacré & une introduction au probléme de contrdle optimal discret. Nous
formulons ce probleme a une seule fonction objectif puis nous donnons deux exemples
d gpplications: I'un au probléme d élevage & I'autre a la gestion de stocks. Puis nous donnons
diverses formulations notamment les problemes a extrémités gauches fixes, a extrémités gauches et
droites fixes, contraintes sur les coordonnées de phases, contraintes a extrémités libres puis objets a
retard de plusieurs itérations. Puis nous faisons le lien avec la programmation mathématique c'est a
dire que nous montrons que nous pouvons formuler un probléme de contréle optima discret a une
seule fonction objectif, comme un programme non linéaire classque cependant vu la gructure
paticuliére des contraintes nous nous atendons a avoir des conditions d optimdités qui
s énonceront de maniére plus spécifiques que les théoremes générauix d’ optimisation.

Dans le paragraphe suivant nous donnons un bref apercu sur le probléme de contrdle optima continu
qui higtoriquement fut éudié avant le probleme de contréle optima discret, nous énoncons le
principe du maximum des objets continus et discrets.

Enfin le dernier paragyaphe est consacré au lien avec la programmation dynamique qui est une source
possible de résolution de probléme de contréle optimal discret.



I. 1) Formulation du probleme de contrdle optimal discret & une fonction
obj ectif

Nous formulons d’ abord |e probleme que nous éclaircirons par la suite par quelques exemples.

x(N) = (x*(N),x3(N),..., x"(N))Jl R" N vecteurs appelés trajectoire de phase.
)= (u*@)....u @)1 R rfixé

u(2) = (u(2),....u @) R

.u(N) = (U*(N),...,u"(N))T R N autres vecteurs appelés commande du processus ou
contréle du processus.
Soient d’ autre part les fonctions suivantes :

f:R"" RF® R iT 01...n N
xu® f'(xu) 7 {L2..N} N
posons.fy (% )= B (U, (W2 etsoit T RY U T R, 1ECEN
L e probléme consiste & déterminer un controle admissible cest adire u(L),u(2),..., u(N)
avec u(t)T U, 1£t£N ette quelatrgectoire de phase correspondante a ce controle satisfait a
lacondition initide x(0) = x, et vérifiele systéme d équations aux différences finis suivant :
x(t)= f(x(t- Dult) . 1ELEN

e maximisele critére: J = g fto(x(t - 1),u(t))
t=1

Nous donnons a présent deux exemples pour éclaircir cette formulation:

1% exemple: Probléme delafermed devage:

Dans une ferme d élevage, nous possedons du béal. Chague année une partie de ce bé&ail et
envoyée aux abattoirs et |e reste est gardé pour reproduction. La quantité de bétail gardée alaferme
pour reproduction augmentede “’a’’ fois pendant I'année (a> 1).

Soit j (X) le revenu de la vente du bétail aux organisations qui gérent les abattoirs quand une
quantité x de bétail aéélivrée.

De quele maniere la ferme peut-€le obtenir en N années un revenu maximd s la quantité minimae
de bé&ail alivrer chaque année est égdeab ?



Pour formuler ce probleme appelons Xl(O) la quantité de bé&ail initide et Xl(t) la quantité de bétall
qui rese alaferme alafin delat®™année 1£t £ N et U(t) laquantité de bétail envoyée aux
abattoirs durant lat™™ année,

A lafinde (t - 1)°™année, il reste alaferme Xt - 1) quantité de bétail et grace ala reproduction,
il yaura Xt - 1) quantité de bétail au cours de la {*™ année et avant o’ envoyer une certaine
quantité aux abattoirs. Par conséguent comme nous envoyons u(t) quantité aux abettoirsil resteraa
la fin de la t°™ anée a.x'(t - 1)- u(t) quantité de bétail. D’oll I'équation de récurrence :
x{t)=axt{t- 1- ut), 1ELEN.

La quantité de bétail qui reste alafin de chague période doit étre positive ou nulle d ou la contrainte
Xl(t) 30, 1£t£ N e commeil faut livrer au moins b quantité aux abattoirs a chague période,
nousaurons U(t)3 b, 1Et £ N . D'ou laformulation:

Trowver u(1)u(2).....,u(N) tesque:

XHt)=axi(t- 1- ut)LEtEN
x}(0)= c(c donné,c>0)
u(t)® bLEtE N

xi(t)2 OLELE N

Maximiser J = tglf (u(t))

i
T
T
T
|
I
T
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T
I
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2°™ exemple: Probléme de gestion de stocks

Le tableau suwant donne pour les 5 périodes qui font I’objet de I &ude, les quantités d un certain
bien qu’' un marchand aura arevendre ains que les prix d’ achats:

période i 1 2 3 4 5
demandei 2 3 4 3 2
prix p 13 15 20 11 12

Sachant que ce marchand dispose d’ une capacité de stockage ( le colt de stockage est nul) de 5
unités, le probleme consste a déterminer la politique d'achat optimae, c'est a dire que nous
cherchons a déterminer les quantités a acheter a chague période de maniére aminimiser le co(t total
d achat sur les 5 périodes. Nous savons de plus que:
(i) Lesachats sefont en début de période .

(i) Nous devons stocker les ventes de la période en cours.

(iif) Nous commencons et nous finissons avec un stock nul.

(iv) Lesquantités achetées sont nécessairement entiéres.
Soit x; la quantité restant en stock alafin delaj®™période 1£ j £5 et u; laquantité achetée ala
j'®™ période 1£ j £5. De (i) et (i) nous déduisons : O£ X £5- dj, 1£ j £5. De (iii) nous

déduisons Xy = %5 = 0.
A lafin dela(j-1)"®™ période, il reste en stock X;. 1 quantité de marchandise et au début de



la j**™ période nous achetons u j quantité . Donc a la j*™™ période nous aurons une cuantité égale &
Xj.1tU; et de cette quantité nous prélevons |a demande d; et il restera une quantite égale a
Xj.1tu;- dj alafindela j*°™ période, of ol laformulation:

iTrouvery,, u,,...,ustel que

:

1% =% =0

{0E X, £5-d;u;T N1£ j£5

IMaximiser (- 13, - 15u, - 20u, - 11u, - 12u,)

qui est un probleme de contrdle optimal discret .

La formulation du probleme de contrdle optima discret que nous venons de donner n'est pas la
seule possible. En effet nous pourrons gjouter 2 types de contraintes a savoir un type de cortraintes
sur I'éat fina ¢ est adire poser x(N)=x,, ol x est donné, ou bien lier I'éat find et initid par une
contrainte du type f (X(0), x(N))=0 o f : R"” R7® R, et un deuxiéme type de contraintes
sur la coordonnées de phase uniquement ¢’ est & dire une contrainte du genre 0, (X, )£0 1£t £N

ol G: R'® R . Dans le probléme de la ferme d'édevage nous avons n=r =1,

fO(x(t- Dult) =F @(K) . Ug =[o+¥[ arlx)=-x(t)
f.(x(t - D,ut))=ax{t- 1)- u(t), tandis que dans le probléme de gestion de stocks nous
aonsn=r=1, fto(x(t - D,ult) = p.u,. Ut =N et g (X ) seraun vecteur de composantes

qtl(xt) et qtz(xt) avec qtl(xt) =X+ dt -5 « qtz(xt) =-X de plus nous avons
Le probléme de contréle optimd discret formulé précédemment est dit du type

«a extrémités gauche fixe» c'est a dire que nous avons fixé I'é&at initid du systeme a savoir
x(0) = x, . Si nous avons gjouté une contrainte du type x(N) = x,, oubien  (x(0), x(N))=0,
nous aurons aors un probléme de contréle optima discret du type

« aextrémités fixés ».

Une formulation plus générae du probléme consiste a donner des sous ensembles de R" soient M,

et {M },.,., €t arésoudrele probléme de contrle optimal disoret suivant:

::: Trouver x(0),u(L),u(2).....,u(N tel que
x(t)= f(xt - 2, u(t)

tut)i U, 1£t£N

IXET M, O£tEN

%Maxi miser J =té':1ft°(x(t- 2),uft)

Dans ce cas nous avons a faire a un probleme de controle optima discret a extrémités libres et a
contraintes imposées aux coordonnées de phase.



Jusgu'ici  nous avons suppose que I’ éat de phase a I’ingtant t dépendait plus ou moins directement
del’é&at de phase al'indant (t - 1) . En fait nous pouvons montrer que méme s les coordonnées de
phase & I'ingtant t dépendent des coordonnées de phase & I'instant (t- 1) et (t- 2) par exemple
aors nous pouvons se ramener au cas précédent. En effet soit le probléme

I Maximiser J :g £O(x(t - D, ult),x(t- 2)

(030 = £ - DXt - 2)u) LELEN

()l Ue(x(t-1) x(t - 2)) 1ELEN

i X(- 1),x(0) donnés
Ceci est un probleme «d objet a retard d'une itération » et nous pouvons le formuler comme éant
un probléme classique de controle optimal discret car s nous posons y(t)=x(t- 1) O0£t£ N
dorsle probléme (I1) seraéquivaent &
I Maximiser 3= & f(x{t- 2)ut) yit - 1)

:::x(t):ft(x(t- 1),y(t- Dut) 1EtEN
tu®)l U (x(t-2),y(t- 1) 1EtEN

'y(t):( 1OEtEN

|x( 1), x(0) donnés

i
|

Donc en doublant le nombre de coordonnées de phase nous réduisons le probléme d objet a retard
d une itération au probléme classique de contréle optimd discret.

Nous pouvons généradiser ains pour un probléme «d' objet a retard de ( itérations ». De méme s
nous imposons «du retard » non seulement sur les coordonnées de phase mais auss au contréle,
aors nous pouvons toujours se ramener au probleme de contrdle optimal classique.

Exemple:
Soit |e probléme suivant:

-}-Maximiser J =tglft°(><(t - 1 x(t- 2)uft - 2),u(t)

IXt)= f(xtt- Dx(t- 2utt- Du(t) 18tEN
Tu®)l Uy (x(t-2),x(t- 2,ult- 1) 1£tEN
1x( 1), x(0), u(0) donnés
En posant Z(t) = u(t )et y(t)=x(t - 1), O£t £ N nous aurons & résoudre;

Maxmser J= a fo( (t-2),yt-1)zt- 2)ut)

x(t)= f(xt - )y(t 1).7t- u(t) 1ELEN
z(t)=u(t) OEtEN

(
u(

10-
Tu)l Ue(x(t-1),y(t- 1),z(t- 1) 1£tEN
|y(t) x{t-1) OEt£N

1 (- 1), x(0), u(0) donnés

qui est un probléme d' objet sansretard .



I. 2) Lien avec la programmation mathématique

Nous pouvons formuler le probleme de contréle optima discret comme probléme d optimisation
classique. En effet soit le probléme suivant:

i Maximi _N.o

iMaximiser J —ta_llft (x(t - 2),u(t))

Ixt)= f,(xt- Dut) 1ELEN

Tu(t)l U; 1£t£N

%X(O)= X,

Soient X(t) = (xl(t_),XZ(t),....,xn(t)) ult) = (u(t), U2 (t),.....u" (t)).

Posons Z:(xt é) O£tEN ,1E£iEN ,1£j£r, 1£sEN ona zl RP avec
p=(N+Z1)n+ Nr . Soient x, (z):§<tl(z),xt2(z),....,xt'\I (z)g O£tE£ N

2@.-n/@2  IELEN o x(@)=x=x()

i =l =h
ud =u’(s)=h!(z).
Nous vérifions a'sément gue le probleme formulé ci-dessus est équivalent au probléme suivant:

MaX|m|ser J= a f°¢<t 1(z),ht(z))

= f G( t z) 1£tEN
-:-ht( )I U, 1£t£N
Pxol@)=x,
TMaxF( )
qui est bien un probleme d' optimisation classique car &ant delaforme | . p

1zl HavecHI R

iviciz = @h ()i RROEtENIESENX (2= fiix (D (D}x (@)=xeth ()T ULELEN]

Exemple:
Soit le probléme de contréle suivant: Trouver u(L),u(2),...,u(N)T R' td que

xH(t)= x4t - 1)+ u(t)
x2(t) = x2(t - 1u(t) N fixé
x*(0)=0,x*(0)=1
o<uft)£a- xft- 1) , x}t)l R, O£tEN  x2)] R, OE£tEN, u)l R,
1£t£N e demaniereamaximiser Logu(l)+ Logu(2) +....Logu(N).
Id n=2,r =1. Pour leformuler en tant que probléme d optimisation nous posons
= (Xéxgxixlzx,l\l ,X,%] U, Uy, Uy | cestadire pour N =2



Z:%’X(%’X%’)@X;’X;Wiuzgav& xi=xi(s) 1£ j£2,s=012 u =u(k) k=12

. Nous aurons dors le probleme équivaent d optimisation suivant:
i Maximiser (Logu, + Logu,)

:Xé=0,X§ =1
=Xy
% =% +U,

I 2 2

IX1 = XUy
.:.x§:><f.u2
i0<uy £a- X

1
fo<u,£a- x

La quegtion que nous pourrons se poser est: Qudle ext I'intérét de congruire une théorie sur le
probléme de contréle optima discret S nous savons que nous pouvons le formuler en tant que
probléme de programmation mathématique & par suite gppliquer les méhodes classques
d optimisation pour le résoudre ? Pour cela considérons le probleme le plus générd a savoir:

Trouver x(0), u(1), ....,u(N) tel que:

: Maximiser J =t%lft°(x(t - 1,u(t)

Jlix(t): f.(x(t- Dult) 1EtEN
iu(t)l U, 1£tEN
it M, OELEN

Dans ce probleme nous avons N+1 reaions vectoridles qui définissent les contraintes et pour
chague t le vecteur x(t) gpparait a au plus trois de ces rdaions vectoridles. En effet x(t) gpparait
dans x(t) = f(x(t - 1),u(t))et au plus dans x(t+1) = f,,,(x(t)u(t +1))et dans x(t)T M,, tandis
que u(t) apparait dans au plus deux relations vectoridles et pour chaque i e chague s
X, = X' (s)appardit dans au plus n + 2 rdaions car il apparcit une fois dans
x. = f!(x(s- 1) u(s))et auplus n foisdars x.,, = f..,(x(s),u(s+1)) et unefoisdans x(t)T M, .

Toutes ces consdérations font que le probleme de contrdle optimal discret possede une structure
bien spécide et par conséquent nous atendons a ce que les conditions nécessaires et suffisantes
d optimalité s énonceront de maniére plus spécifique que les théorémes généraux d optimisation. La
programmation mathématique et donc I'une des sources permettant de donner des critéres
d optimalité du probléme de contréle optima discret. Cependant | existe deux autres sources a
savoir le probléme de contrble optima continu qui historiquement fut &udié avant le probléme de
contréle optimal discret, et la programmation dynamique.

I. 3) Introduction au probléme de contr6le optimal continu



Soit I'équation différentille %:g(y,v) (@) ot y=(y%,....y"Jl R est appelé vecteur

d éat de phase et V = (Vl,vz,...,vr )T R et appelé vecteur controle. Soit V I R unensemble
appelé domaine de commande. Soit T un nombre réd fixé. Appeons contréle admissible toute
fonction V(t )( continue par morceax) définie sur [0,T] telle que vt )T v "t 1[0,T] .Sait
Yol R"et M;1 R" et nousdonnons unefonction g°(y,v).

Le probléme consste & trouver un contrdle admissble vt ) tedle que la soluion yf(t )
correspondante & I'équation différentielle (1) soumise & la condition initide y(0) =y, satisfait &

J(T)i M, ettelieque g%yt ),vit )t soit madmum
0

Il exige une condition nécessaire doptimdité gopelée principe du maximum qui et du a

L.pontryagin. Pour |’ énoncer nous congtruisons une fonction H gppelé hamiltonien qui est défini par

H(y.vt)=ajg'(y.v) o g(y,V)=§Jl(y,V),----,9“(y,V)§et les j  sont des fonctions
i=0

numériques de T . Nous supposons de plus que M; = R" ( probléme a extrémités droite libre).

Principe du maximum:
Si les fonctions g' sont de classe C' et s (Y, V) est une solution optimale dorsil existe n fonctions
numériques dérivablesj 1] 5,...,] n tellesque

dj n j _
| — ﬂH = 21 g (y,V) N — H —
at —-ﬂyi—-jazloj j—ﬂyi ol I =1n avec ] 0=1 et

H(y.7.t)=MaxH(y,vt) "t e j (T)=0.

Dés que ce principe fut trouvé, il y'a eu pluseurs tentatives de recherche d une variante discrete.
C'est ROZONOER qui fut le premier a donner une forme initide du principe du maximum discret et
a dfirmé que I’ extension du principe du maximum aux systémes discrets est possible seulement dans
le cas linéaire. Commencant en 1964 et plus tard en 1966, HALKIN [22] [21] présente une
démongtration du principe discret du maximum. PROPOI [61] arive ala méme concluson sous
I hypothése d’ une certaine condition de forte convexité.

|. 4) Enoncé du principe discret du maximum

Congdérons le probleme de controle optimal discret suivant:



MaX|m|ser I=3 fO(x(t - 1),u(t))

0= - D4 1E0EN
ut)l U 1£t£N

TX(O) =X

N est fixg, f,° données (1£t £ N) ()T R, x(t) = (3(t), )¢ (t),.... x"(t))
u(t):(ul(t),uz(t),..., 10);:E =(f%, 2., ") Nous définissons de maniére analogue
I’ hamiltonien H par Hy ,x,u) = f'(x,u) oli'y ; sont des fonctions numériques de lavariable

t.

Principe discret du maximum:
Nous supposons que f , f Osont convexes aing queU. S ()'ZJ) est un processus optimad aorsil
exise n fonctions numériquesy 1y o,....y |, tellesque:

H ~ — .
y (t- 1):11;——6/ (t)X({t-2),0@) 1£j£n
y0—11£t£N ety (N)=0" |1£|£n etdepluspourtoutt tdquel£t £ N

Hiy (0%t - 2.3(0)=MaxH (©.xt- 3,u(o).

Remarques:
1) Ladifférence qui existe entre le principe discret du maximum et |e principe du maximum(continu)

et que dans le principe discret nous imposons une condition de convexité, sans cette condition nous

H
devons remplacer la maximisation du hamiltonien par ‘H— =0.
u

2) S au lieu de maximiser, nous minimisons J dors il faudrait prendrey o = - 1 dansI’énoncé du
principe discret du maximum. Aing a partir du probléme de contréle optima continu nous pourrons
énoncer par anaogie des théorémes d’ optimdité ressemblant a ceux des objets discrets ce qui nous
permettra de prédire le caractere des résultats.

3) En pratique pour résoudre un probléme de contrdle optimal continu sur ordinateur nous sommes
obligés de le rendre discret (par exemple remplacer lamaximisation de |’ intégrae par lamaximisation
d' une somme finie, remplacer un systeme différentied par un syseme d' équations aux différences
finis) d’ ol la nécessité de savoir résoudre un probléme de contrdle optimal discret.

[.5) Lien avec la programmation dynamique

Une autre approche pour résoudre un probléme de contrdle optima des objets discrets est la
programmetion dynamique due au mathémeticien anérican RBELLMAN.

L’idée maitresse de la programmeation dynamique est la suivante: pour I optimalité du processus tout
entier il faut qu'a chaque stade intermédiaire la partie suivante du processus possede egaement la
propriété d optimalité. Plus précisément, supposons que nous voulons résoudre le probleme discret



IMaximiser J =4 fo(x(t - 1),u(t)

. t=1

1

[x(t)=f(x(t- Dut) 1£tEN
ju(t)T U ((x(t-1)) 1EtEN

:

ix(0)= X,

u(2),u(?),....,u(k) et latrgectoire x(0), x(2), .....,x(k) du début du processus jusqu’au moment t = k
et nous voulons terminer e processus ¢’ est adire chaisir u(k + 1),....,u(N) e x(k+1),....x(N). Mais
9 la partie terminae du processus ( du moment t = k au moment t = N ) n'est pasoptimae dansle
Sens du maximum de lafonction

nous avons d§ja chois d' une certaine maniére la controle

N
Jo= & f2(x(t- 1),u(t)), le processus tout entier ne sera pas optimal . En effet s nous avions pu
t=k+1

amdliorer la «queue »du processus (C'est a dire changer x(k+1),...,.x(N) et u(k+1),...,u(N) de

N
maniére que la somme des termes correspondants de lafonction J = & £2(x(t - 1),u(t)) augmente)
t=1

, hous aurions obtenu une améioration globae du processus . Cette idée transparente et rédisée
d aprés BELLMAN de lafagon suivante:
Supposons qu'au moment t = k nous nous trouvions dga au point x = x(k). Effectuons de toutes les
manieres possibles, la partie terminae du processus: u(k+1),...,u(N); x(k+1),....x(N) de maniere a
satisfaire les contraintes du probléme. Pour chacune de ces parties termindes du processus,
N
cdculonslasomme J, = § f2(x(t- 1), u(t)) et désignons par w, (x) = w, (x(k)) laplus grande de
t=k+1
ces sommes. Aind en partant du point X = x(k), nous pouvons choidr la partie terminde du

N
processus u(k+1),...,u(N); x(k+1),...,.x(N) de sorte que lasomme J, = é f,° (x(t - 1), u(t)) prenne
t=k+1
lavdeur Wk(x) , éant entendu gqu’une vaeur plus grande de cette somme ne peut ére obtenue a
partir du point X. En posant dans ce raisonnement k = 0,1,..., N, nous obtenons N +1 fonctions
W, (x),Wl(x),...,WN (x) .

N
Il est clair d'une part que W,,(x) = 0, puisquelasomme J, = § f°(x(t- 1), u(t)) pour k = N ne
t=k+1
contient aucun terme. Et d'autre pat que W,(x,) est la vdeur maximde de la somme

J= &gi .2 (x(t - 1),u(t)) que nous pouvons obtenir en nous déplagant & partir du point X = X, et en
t=1

nous servant de tous les processus admissibles u(l),...,u(N);x(0),....,x(N). Autrement dit W, (xo) est

justement la vaeur de lafonction J pour le processus optimal a éat initid x(O) = X,, desorte que le

probleme de contrdle optimal discret se réduit précisément alarecherche delavaeur W, (xo) et des

moyensd'y parvenir .

Ains s nous saions caculer successivement les fonctions Wy (X)W, (X),..., W, (x) en

commengant par W, (x)=0 jusgu'a la fonction cherchée W, (x), cda signifierait que nous

possédons une méthode de résolution du probléme discret de contrdle optima . Une telle méthode

est facile a obtenir.

Supposons que nous nous trouvons al’ingtant t = k-1 au point x = x(k-1). En partant de ce point

choigssons la meilleure terminaison du processus ¢ est adire choisissons u(t) , x(t) pour



t =k, k+1 ..., N de maniére que la somme Jk_lzg fto(x(t-l),u(t)) prenne sa vaeur maximae
t=k

W, _,(x). Cette somme peut s écrire sous laforme

N
Jea = £2(x(k - 2)u(k))+ & £ (x(t- 2),ult)), le deuxieme terme du second membre éant égal &

t=k+1
Ji. |l est dlair que ce terme est égdl & w, (x(k)) c'est adire alavaeur maximae delasomme J,

lorsque nous nous déplagons du point x(k). (En effet, I'amdioration de la «queue »; c'est a dire
I"’augmentation de la somme J,, nous amenerait, d'aprés ce qui a é¢é dit plus haut & une
augmentation delasomme J, _ 1, ce qui est impossible puisque J,_, =W, _, (x).

- —_£0
Ainsw,_,(x) = fo(x(k - 1),u(k)) +w, (x(k)) (2.2).
Remarquons maintenant que cette relation et veérifiée s x(k), u(k) participent a une terminaison
optimale du processus partant du point x = X(k-1). Mais s nous choisissons x(k), u(k) d une maniere
qudoonque en saisfasant & x(t)= f(x(t- 2),u(t)), et u(t)i U,(x(t-1),t=1,..,N dors la
rdation (1.1) sera remplacge par linégditt W, ()3 fo(x(k - 1),u(k))+w, (x(k))
(1.2)
car le second membre de (1.2) contient une certaine somme J, _ ; non néoessairement maximale.
Par conséquent, W, _ l(x) est la plus grande de toutes les vaeurs de la somme

f2(x(k - 1),u(k))+w, (x(k)) que nous pouvons obtenir en choisissant o une maniére admissible
UK)X(K) ¢ est adire W,,_;(X)=M angko(x(k - Dou(k) +w, (x(k))g.

Remplagant ici dans le second membre x(k) par f,(x(k - 1), u(k)) et se rappelant que

X(k-1) = x, nous écrirons cette relaion sous laforme définitive:

w,_,(x)= Max gfko(x,u)+wk(fk(x,u))‘é,k:1,2,....,N (1.3).

ul Uk(x)

Ici le maximum et caculé sur tous les u = u(k) (puisque x(k) ne fait pas partie du second membre),
Cestadiresur touslespoints ul U, (x).

La relation (1.3) sappelle équation de BELLMAN et permet de calculer successivement les
fonctions W W . 1,-+-,\W en commengant par W, =0 jusqu'a la fonction cherchée W, (x).
La méthode de recherche de la fonction inconnue W, a I'aide des relations (1.3) seppdle
programmation dynamique.

L’ gpplication pratique de cette méhode nécessite générdement I’'emploi d ordinateurs a grand
volume de mémoire. En calculant successvement les fonctions W al’aide des relations (1.3), nous
ne savons pas jusgu’ au dernier moment (C'est a dire le moment ol nous obtenons le nombre W) ,
quels seront les éats x(t) qui forment la trgjectoire optimale issue du point x(O) = X, . Il faut donc
chercher et garder en mémoire les vaeurs des fonctions W, théoriquement pour toutes les valeurs

de x. Ceci équivaut atrouver en méme temps toutes les trgectoires optimales.
Pour la raison indiquée, la méthode de programmation dynamique est pratiquement peu efficace,
malgré laremarquable générdité de son domaine d gpplication théorique.
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CHAPITRE 11

PRINCIPE DU MAXIMUM DESSYSTEMESDISCRETS

Dans ce chapitre (principe du maximum des systemes discrets) nous éudions le probléme de
contréle optima discret. Pluseurs formulations de ce probleme sont a envisager.

Nous commencons par le probléme de contréle optima discret avec contraintes sur I'éat initid et
find en énoncant une condition nécessaire d'optimalité connue sous le nom de principe du maximum
discret. Puis nous passons au probleme avec contrainte sur les coordonnées de phase en énoncant
soN principe du maximum associ€, puis nous éendons le principe du maximum discret qui est du a
HOLTZMAN en condgdérant la fonction objectif non plus comme fonction de I'é&at find, mas
comme fonction de I'&at final du systeme et de la contrdle, nous introduisons aors le concept de
convexité directionndlle.

Il faut dire que I'une des sources qui a permis déablir ces divers principes du maximum est le
principe du maximum générdise qui énonce des conditions doptimdité d'un programme non linéaire
bien spécid qui fait intervenir une certaine variable de contrdle. Nous remarquons une certaine
andogie avec les systémes dynamiques ou sont énoncés des résultats sur |'existence des solutions de
systémes d'équations différentielles vérifiant des conditions initides et ou interviennent une variable de
controle.

Autre source permettant d'éablir le principe du maximum discret et la notion de programme
mathématique mixte qui se préte particulierement bien a I'éude des sysemes évolutifs en temps
discret.

Dans un premier temps nous énongons la condition nécessaire doptimdité qui donne le maximum de
Lagrangien par rgpport a la variable de controle, puis sous des hypothéses de convexité nous
donnons des conditions suffisantes pour g'un programme mathématique soit mixte.

Comme application nous consdérons le probléme de contrfle optima discret a extrémité
gauche fixe et des contraintes sur I'extrémité droite, nous utilisons les résultats sur les
programmes mathématiques mixtes pour en deéduire un principe du maximum pour ce type de
probléme.
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I1. 1) Probleme de controdle optimal discret avec contraintes sur I’ éat
initial et final
Nous considérons |e probléme suivant:
}_Maxgo(xk)
Xia1 - X = Fi(x,0)
(C)_Il_hi( Xo)=0 iT{12,..1}
u T Wil {0,1,2,...k- 3
fgi(x() =0 il {12,...m}

1{012..k-1

ol gy:R"® R,fi:R"" R"® R",hi:R"® R,WI R",g;:R"® R

Pour énoncer le principe du maximum qui donne une condition nécessaire d optimdité, nous
faisons les hypothéses suivantes.

)" ul w,"iT{0,...k} :f;(x,u) estdeux fois continGment différentiable par rapport ax.

2) Les f; et ses déiveées partielles du premier et second ordre par rapport a x sont
uniformément bornéssur A~ W et cdlapour tout ensembleborné A1 R".

N f. (x,u o .
3) il {O,...k- :I} lamatricel +% est nonsnguligresur R~ W,

4) L’ensemble{fi(x,u):uT V\} est convexe pour chaguexi R".

5) "iT{1..1} "j7{0,...m} hetg; sont deux fois continiment différentiables sur R et
T R "”hl( ) Thy(x) ﬂhl(X)Ud} Tgo(x) Tai(x)  gm(x)t

1 > = Ix 77 1x ﬁ T oIx T oIx T X
familleslibres

ont deux

Enoncé du principe du maximum des systémes discr ets: [20]
S Uy,Uq,...., U1 €t Xg,Xq,...X €5t une solution optimae de (C), dorsil existe une suite de
vecteurs non nulspg, Pq,-.- Py tel que nous avons :

1°) Maximisation de Hamiltonien:
fi(%i,0;)Pisa @ fi(Xiu)Piss "iT{0%..k-3 e "ulWw.

2°) Equations adjointes.

14



T
0]

& .
Pi - Pi+1 zﬁfi(x’ﬁi )B Pisx "i1{0L..k- 1

3°) Conditions de transversdité: 1l existedesréds aq,a,,...a, € bg,bq,....b,

HUBERT HALKIN [20] éablit ce principe du maximum en consdérant les deux ensembles:
W :i[(xo,x},...,xk,uo,ul,...,uk_l)T Rk ek ij {12,...,1} hi(xo):og o
Td"ll {O,...,k-]} Xi+1'Xi:fi(Xi’Ui)etui| w b
SXk) ={(X0r--: Xk Uges Ui 1) G5 (Xk) =0, 1ET £ M, gg(Xic) > 9o (Ric )}
Nous remarquons que W et S(X,,) sont digointscar sinon Tg, Ty, ..., Uj.1 € Xg,Xq,..X, Ne

seraient pas une solution optimale. Dans le cas des contraintes linéaires, nous montrons que W
et X, ) sont convexes et par suite comme ils sont dioints aors ils sont séparables (i.e il

existe un hyperplan de séparation entre W et S(Yk) ) et dans ce casla preuve du principe du
maximum est fecile & éteblir. Cependant dans le cas générd, W et S(X,) ne sont pas

convexes et c'est pourquoi HALKIN contourne la difficulté en linéarisant le probléme autour
de la solution optimae ¢’ est adire qu'il remplace:

&y o
1) lesfonctions h;(x) par h;(X) +§Whi(x) = (x- %o)
X=X, @
£S o
2) lesfonctions g; () par g (>_(k)+9ﬂ—ﬂxgi(x) 7 (x- %)
% X=X 9
& o]
3) lesfonctions f;(x, ) par fi(yi,u)+§ﬂ_“xfi(x,ui) = (x- %)
X=7(i 4]

puisil définit les deux ensembles W* (%, ) et S*(X,) comme étant respectivement
W et §(X,) maispour le probléme linéarisé et il montre ains que W* (X, ) et S*(%,)
sont convexes puis qu'ils sont séparables.

II. 2) Probleme de contrdle optimal discret avec contraintes sur les
coordonnées de phase

A présent rous pouvons considérer le probleme de contrdle optimal discret avec en plus des
contraintes imposées aux coordonnées de phase et pour leque il existe auss un principe du
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maximum. Considérons pour cda Wg,Wy,...,Wr.; des sous ensembles donnés de R* ang
gue les fonctions suivantes.

fR" Wy ® R t1{01..T- 3
hR"® R

9:R"® R

gR"® R™

g R"® R™

Nous consdérons aors e probleme suivant:
Déerminer les vecteurs d'états Xq,X;,...,X; 1 R" e les vecteurs de contrdle

Ug,Uy,...,Ur. ;I R résolvant le probléme suivant:

: Max go(xr)

| h(XO) =0

X - X =fi(xu) t1{0..,T-1

fu Tw ti{o,...T- 1

.:.g(xT) =0

fa.(x)£0 ti{o,...T}

Quelques hypotheses s imposent pour ce probléme a savair:

(P)

H1) Pour chague ul W,, ft(x, u) et contindment différentiable par rapport ax au voisnage
de x=x, (t=01,...,T- 1) .

H2) Pour chaque x1 R" I’ensemble{ft(x,u) s ul V\/t} estconvexe " t1{01,...,T- .

H3) h et g sont contindment différentiables au voisnage respectivement de x = x €t
X=X ,0 € q;(t=0,..,T) sont différentiables respectivement en,
X = Xqgyeey X X7

H4) Lesvecteurs Nh!(x) (j=1,...,1) sont linésirement indépendants ainsi que
Ng!(x7) (j=1...,m) ob h= (hl,hz,...,h') etg= (gl,gz,...,gm).

H5) Pour chague tT {01,..., T} avec m, t O il nexigepasde !  nul, | ¢ T R™
il (Na,(x,) =0

avec | | £0 stisfdsanta ) | %(x) .

t1ai(x)=0

16



Remarquons que H5) est véifiée s pour chaque t fixé {Nq{(xt) L qi(x) = 0} et unefamille

libre

Principe du maximum des systémes discr ets46]

S Xg,Xp,... X7 1 R"etug,uy,...,ur_1 1 R" et une solution optimae de (P) vérifiant les
hypothéses H1) & H5) dors il existe des vecteurs pg,py,...,pr 1 R"etl (T R™, |, £0
(t=0,...,T-)etal R', bl R™ e by2 0 tel quenousavons py,py,-.-,pr.a,b,bg non
tous nuls et

1) Maximisation du Hamiltoniet " ul W,
Peaafi(Xe:Up) ® Peaafi(x,u) (£=01..,T- 1

2) Equations adjointes:
Pt - Pt+1 = pt+1Nxft(Xt’ut) +1 tht(Xt) (t =01,...,T- 1) -

3) Conditions de transversdité:
pO = aNh(Xo)
pr =bNg(x7) +boNgo(xr) +1 rar(xr)

4) Conditions de complémentarité:
| g¢(x)=0 (t=01,...,T).

MAGNANTI [46] montre ce principe du maximum en le consdérant comme un cas particulier
d un probleme de programmation non linéaire pour lequd il existe un principe du maximum
généraisé. Citons ce principe. Pour cdlasoit Ul R" et soit donné les fonctions suivantes:

ERV® R GRY® R"

QORM® R2
HRY" R " U® R QRY® R%

Nous considérons le nouveau probleme:
I Max Hy)
iG(y)=0
I £0
(P)i W)
1Q(2) £0
: H(y,z,u)=0
ful U
Comme pour le probleme (P), nous faisons les hypotheses suivantes:
H'1) Pour chaque ul U, H(y,z, u) est contindment différentiable par rapport a (y, z) au
voisinage de (y,z) =(v,2).

17



H'2) Pour chague y1 RN, zT RM, I'ensamble { H(y, z,u) /uT U} est un convexede R".

H'3) G(y) et continiment différentiadble au voisnage de y=y , Fy) & Q(y) sont
différentisblesen y =y et Q(2) ext différentiableen z=7z.

H'4) Lesvecteurs NG!(y) (j=1...,m) sont linégirement indépendants.

H'S) Soient A ={iT{1...5}/Q'(5) =0}, A ={iT {1...%}/Qi(2)= ¢}

Posons 5, =|A| et's, =[A].

Soient Q*: RN ® R td que chague composante de Q" et laredtriction de Q 'aA
(LEiEs).

Q”:RM® R2 td que chague composante de QO et larestrictionde Q ' & A

(1£i£s,) dos A=A ou il neige ps n*TR® non nu td que
nf £0avecnf.NQ"(y) =0 et A = /& ouil nexigepes i T R% nonnul

telsque i £ 0 avec ' .N'Q" (2) = 0.

Nous remarguons que le probléme (P) et un cas particulier du probléme (P) avec

&g O &y O
O T Gy o ,
Z:g _,u:g L Y=X,U=W, T W Wi,
&5 &ur,p
Hy) = 9o(x1) » Gly) =9(x7)
a(x,) v
20+ foloit) - % o
H(y,zu)=¢ x+f00u) - x% u
e u
é - X u
g X+ fra (6 ty) - %
gﬂo(xo) 9
— X -
3-8 Za afy)=aslx).
S (41 1)
Remarquons que [NZH(y, z,u), NyH(y,z,u)]
&h(x,) u
& . a
d +R,fo(xo.up) -1 G
= g L+ N, fy(xg,u) - 3
e 4
é . a
g | + NxfT-l(XT-liuT-l) -1

et donc les hypotheses H'1, H'2, H'3, H'4 e H'5 sont des conséquences directes des
hypothéses H1 a Hb5.

18



Remarquons gue les conditions imposées au probleme (P) n'impliquent pas que y puisse
S exprimer en fonction de z et u delardation H(y,z, u) =0, bien que ceci soit possible pour
le probléme (P).

Théoreme: ( Principe du maximum genéraise)[46]

Soit y=y,z=Z etu=1T unesolution optimale de (P). Supposors que H'1 aH'3
et H'5 sont vérifiées, dorsil exiteunréd b, 3 0 et desvecteursbi R™,s1 R,
mi R%,ml R%2,d1 RNavec mE OMEO (bg,b,s)? 0 td que:

@ -d=b,NF(y)+b RG(y)+nmiQ(y)

(© nYy) =0, mQ(z) =0

(d) s[H(y.zT)- H(y.zu)]2 0 "ul U

II. 3) Casou lafonction objectif dépend del’ état final et du contrdle

HOLTZMAN [26] étend le principe du maximum discret en consdérant lafonction objectif g,
non comme fonction de |'é&at find x; mais fonction du controle U et de x; et introduit le
concept de convexite directionndle. Pour cdail établit comme MAGNANTI un autre principe

du maximum générdisé que nous citons d- dessous. Soit |e probleme:
I Max F(y, u)
|
'|' G(y,u) =

Qly,u)£0
(P ) (z u)£0
‘H(y,z,u) =0

1u| U

Nous faisons les hypothéses suivantes.
H"'"1=H"1

H'2) " yT RY," zT RM " ul U,"uT Ul 1]0] ileiste TT U tel que:
Hy. )2 TF(y,u)+(1- 1 )F(y.u)

Qly. W) £1Q(y,u)+(1- 1)Qy.u)
Q(z,U) £1Q(z,u) +(1- 1)Q(z,u)
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G(y, @) =1 G(y,u) +(1- 1)G(y,u)
H(y,zT) =1H(y,zu) +(1- 1 )H(y,z,u)

H"'3) Pour chague ul U, G(y,u) est continment différentiable au voisinage de

y=y, Hy,u) e Q(y,u) sont différenticbles en y=y et Q(z u) e différentiable en
z=12.

H"4) Lesvecteurs NG!(y,T) (j=1,...,m) sont linéairement indépendants

H"'5) c'est I'hypothése H'5) avec Q'(Y) et Q' (2) remplacé par Q' (V,T) et Q'(Z,U) dansles
définitionsde A et A .

Théoreme ( Principe du maximum généraist) [46]

S y=Vy,z=2Z,u=1 e solution optimale de (P") & supposons que H"1, aH"3 et H"5

sont vérifiées, dorsil exigeunréd b, 3 0, desvecteursb R™,sT R",mi R%,

ml R%,avecm £0,M£0 ,dT R, (by,b,s)* 0 telsque:

@) y(u)- y(u)2 0 "ul U avec
y (u) =boHy,u) +bG(y,u) + nQ(y, u) + MQ(z,u) +sH(Y,z,u).

I1. 4) Cas ou le domaine de commande admissible dépend de I’ état du
systeme

Jusgu’a présent nous avons sUpPosé que les commandes rédisables vérifigent u, T U, ol
U, I R". Cependant nous pouvons considérer I’ ensemble U; dépendant de |’ état x;
cestadire

gue nous cong dérons le probléme suivant : [59]



,MmJ af °(xi. ;)
1 i=0

;';xiﬂ-xI f(x u) Ofifk-1
%uiT U, (x) ol chague x; 1 R" et chague u; T R™ .

Nous supposons que toutes les fonctions dans ce probléme sont contindment différentiables et
que lesjacobiensde g, €t g, sont des matrices de plein rang.

Nous supposeronsauss que: " i1 {0,....k- §  X; :{(x,u)T R" R™/ul Ui(x)}eﬂ

convexe.

Définissons F x u :( ) Nous faisons comme hypothése que
"l {0 ..... (x ) estdlrectlonnellement convexec est adires x1 R"
u'etuTU T[O]] $u(l )T U;(x) te que

-%-fi(x,u )_| fi( ) +(1- I)fi( x,u')

FEO(xu(1)) £1£2(x,u) +(1- 1)F0(x,u")

(S U;(x) =& dors F-(x Ui( )) = /E et sera par convention directionnellement convexe).
Soit I'hamiltonien H; (x;,pi.q, U ) = p°F2(X;, U )+ <pi.a, f (X, u;) > etlecone

radid RC[(X;,T;), X;) ={1 (% - %, u - W) /1 2 0(x,u)T X} avec

X ={(x, u)/ ul Ui(x)} :

Théoreme:[59]

S (g, Ty,...,Ue1), (XgsRy,- Ry ) €t une solution optimale du probléme précédent, dorsil

exige un réd p, £0 et des vecteurs p;,pP,,...,Py.Mg,MMy NON tous nuls td que

< TH,; (%, s Th)
0]

I'adhérencede RC((X;, T;),X;) . O£i£k-1.

Deplus” i {0,....k- " u T Ui()_(i) : Hi (X, Piaa ) £ Hi (Ri, pr21,T; ) et les conditions

de transversdité suivantes sont satisfaites:

_ 'ﬂgo(xo) _ﬂgk(xk)T
Tk e P 1x

J(dx;,du) >+ <p.; - p;,dx >E0  ceci pour tout (dx;,du;)T

Po o Mk-

A I"ade de ce théoréme et en utilisant le fameux lemme de FARKAS nous obtenons le principe
dumaximum discret du probléme précédent avec X, ={(x;,u)/R;(x;,u;) £0} et
Ui(x)={u /Ri(x;,u)£0} , OE£i£k-1 olchague R; est contindment différertiable,
R:R" R"® R'i.
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Théoreme: [59]
Nous supposons que toutes les hypothéses du théoreme précédent sont satisfaites avec en plus
les gradients des contraintes actives sont linéairement indépendants ¢ et adire:

{NR{(Xi,Ui) il I(Xi,Ui)} libre,
I(Xi,ui)={j ' Ri(%, 1) =0, i£j£|i} (R{eﬂlaj‘é'“ecomposantedeRi), dors il exise
des vecteurs non tous nuls pgy, Py,---, P Mo. M, Po £ 0 etdesvecteurs | ,1 ,...,1 ., tels

que:

H, (%P0 1) +ﬂRi( i!Ui)Tl'

X
x X !

"i1{0,...,k} |, £0 etauss: p, - pj4 =

o ﬂHi(7i1pi+1,‘_Ji)T +ﬂRi(7i!U'

;
) ;=0 <R(xX,,7;),l ;>=0 O0E£ifk-1

fu Tu
Hi (R pies, W) EH (X0, e, T) " T U (X)) OEiEK- Let
_ ﬂgo(xo)T _ ﬂgk(xk)T
Po = T ax My, Pk = x m -

I1. 5) Programmes mathématiques mixtes [50]

Une notion nouvelle, les programmes mathématiques mixtes, se préte particulierement bien a
I" éude des systémes évolutifs en temps discret:

La condition nécessaire d optimdité est obtenue sous une forme qui donne le maximum du
Lagrangien par rapport alavariable controle

Probléeme:
Nous consdérons le programme mathématique (1.1) suivant:

1 Max f°(x,u) ,(x,u)T X” U: X convexe de R", U quelconque

Tfi(x,W)30 1£i£mg

%fi(x,u) =0 my+1£i£m

Lesfonctions numériques f' (O£ i £ m) sont définiesdans X~ U et vérifient:

Pour tout u fixé dans U, f'(x,u) est différentiable par rapport ax dans X.

Définition:

Le programme mathématique précedent et dit mixte au point (xo,uo) sil véifie la condition

uivante
S (Xq,Ug) est une solution optimale, dors pour tout sous ensemblefini {uy, Uy, ..., uy} deU

, (X0,0) est une solution optimale du probléme relaxé;
iMaxg®(x,y) , (x,y)T X" Y

}gi(x,y)3 0 1f£ifm,

%gi(x,y) =0 my+1£if£m



Remargue :
Il est & noter que les fonctions g' et I'ensemble Y varient avec le choix du sous ensemble fini

de U.

A présent nous donnons quelques conditions suffisantes pour gu’un programme mathématique
soit mixte. Pour cela nous définissons les ensembles suivants:
Pour x éément de X

A(x)=[z=(z°,z1 ..... zm)T R™Y/$ul U:"iOLi£myZ £f'(x,u)et" i, my+1£i£m, 2 =fi(x,u)}
80 }z:(zo,zl,...,zm)T R™/$ul Uetv:(vl,vz,...,vm)T R™Met z° £ °(x, u)fl

X)={ ¢
%et" iT{L..m}:vZ £ (x,u) et il {my+1,..,m} v'Z =f(x,u) i;

Critere:
S pour tout x de X , I'enveloppe convexe de A(X) est contenu dans I’ ensemble B(x), dors le
programme (1.1) est mixte en tout point.

Nous remarquonsque " X1 X, A(X)1 B(X) car il suffit de prendrev = (1,1,...,1).

Corollaire:
S pour tout x de X, A(x) est un ensemble convexe, dors le programme mathématique (1.1) est
mixte entout point de X~ U.

Preuve:
En effet comme A(X) est convexe donc A(X) coincide avec son envel oppe convexe
et puisque A(x) 1 B(x),dors!’enveloppe convexe de A(X) est contenu dans B(X)

et en utilisant le critere précédent, nous concluons que le programme mathématique (1.1) et
mixte en tout pointde X~ U.

Remargue:
Un cas particulier important ou les hypotheses du corollaire précédent sont vérifiées, et celui

ot U est un ensemble convexe d' un espace vectorid sur R et pour
O£i£my: f'(x,u) estconcave par rapport au, et pour my +1£i £m: f'(x,u)

et linéaire affine par rapport Au. En effet § z:(zo,zl,...,zm)i A(x) et
Wz(wo,wl,...,wm)T A(x) et] 1[0 dors$ul U:" i OE£i£m,,

Z E£f'(x,u)et" i,m,+1£i£m, Z' =f'(x,u)
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$vi Ui OLiEm, W £f' (x,u)et" i,my+1£i£m, w' =f'(x,v)
et commepour O£ £m,: fi(x,u) est concave par rapport au donc nous avons:
T mgb (L u (1 1 )v) 2 (X u) + (2- 1)F(x,v)

317 +(1-1)w!

etcommepour My +1ET £ m: f ! a,u.lestlinéa'repar rapport au donc nous avons.
“iT{mg+Lmpf(x,u (- 1)) = (x,u)+ (1 1)F (x,v)

=1z +(1- 1w
et comme U est convexedors | u+(1- | JvT U,donc | z+(1- 1 )wT A(x).

Dans ce cas le probléme (1.1) et un programme mathématique du type «différentiable par
rapport a X et convexe par rapport a U ».

Exemple:
Max(x +f(u)) xT R*, - 1£u£ +1
i+1 s uso0
x+u3 0 avec f(u)=i _
-1 s u<O0

x? - (1- u2)3 =0

Montrons que ce programme est mixte en tout point.

‘ N
Al =1(@b) T REsuT [-1+fas x+1(u) bEx+u 0=x- [1- ) ?3
i

N ~ ~ 3
B(x) =} (ab.qT R3:$(uvw)i [-1+1)" R%a£ x+f(u), bv £ x+u, we=x2- @- u2d tpour

f b
x>1:A(x)] C(x):{(a,b,c)T R%af x+1, bEx+1, c>0}

et C(x) est un convexe donc Co(A(x)) i Co(C(x)) =C(x) et C(x)1 B(x)

Tag x+1
cas (ab,dT Cx)p {bEx+1
le>0
i
;aE x+f(u) g
b %Vb£X+U avec U:]_,V:]_,sz

fow=x - (1- 2
donc Co(A(x))i B(x) et d' gprés|e critére précédent, le programme mathémeatique et mixte
pour Xx>1 .
Pour 0£x£1, A(X)1 D(x)={(ab,c)T R:a£x+1bT R.cl R

et D(x) est convexe donc Co(A(x))i D(x) et deplus D(x)1 B(x) car il suffit de prendre

v=0,w=0,u= (1- x2/3’)}é d ot Co(A(x)) 1 B(x) et par site le programme mathématique
est mixte aux points x 1 [0, 1] .
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I[I. 6) Conditions nécessaires doptimalité d'un programme
mathématique mixte

A présent donnons une condition nécessaire d’ optimdité d’ un programme mathématique mixte,

Théoréme: Condition nécessaire d’ optimalité [50]
S (X,U) e une solution optimale du programme (1.1) e 9 ce progranme e mixte en
(x,1), dorsil existe desnombresréds a; , 0£i £m  qui véifient:

1) lal=1
i=0

2°)pour OE£ifm,,a 30
3°) pour O£i£m,, af'(X,U) =0 cest adire que les multiplicateurs des contraintes non
saturées sont nuls.

m
4°) En posant  L(a,x,u) = § af'(x,u) nous avons en tout point x=(x1,...,x”) de X :
i=0

a (x" - X")ﬂ—l‘k(a,x,u) £0

n
k=1 X

5°) Max L(aX,u) =L(ax,T)

Remargues
1) Pour un probléme indépendant de x, on obtient une généralisation des programmes convexes

car dans ce cas U éant convexe, f; concaves O£if£m, et f; linéare dfine
my +1£ i £ m dorsle programme et mixte.

2) Pour un probléme indépendant de u et défini par des fonctions f'(x) + h(x) , nous pouvons
considérer le probléme équivalent défini par f'(x) + h'(u) en adjoignant lalisison x- u=0, et
nous obtenons une généralisation des programmes définis par des fonctions qui sont sommes de
fonctions différentiables et de fonctions concaves.

3) Notre formulation des programmes mixtes a éé choise pour sa commodité dans les
problemes de contrdle optimal en temps discret: Elle donne directement les conditions de
maximum par rgpport a la commande. Elle permet de générdiser la plupart des conditions
nécessaires qui concluent au maximum du hamiltonien par rapport ala commande.

4) L’ hypothése de programme mixte est en un certain sens minimale pour obtenir la condition 5
du théoreme précédent; plus précisement, S |e probleme est indépendant de X et S nous avons:
a, >0 , dors les conditions nécessaires du théoréme précedent sont auss des conditions

suffisantes d’ optimalité pour le probleme (1.1) et pour tout probléme rdaxé (1.2). En effet,
pour tout y qui véifie: pour 1Ei£my: g'(y)2 0 et pour my+1£i£m: g'(y)=0, nous
avons les conclusions 2, 3 et 5 du théoreme précédent:
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N OE O N
a0’ (V)£ a yﬂ’g (au;- L@u.+aaf'(u)£q af'(u)=a,f °(1)
=130§#5 i=0 i=0

=a,9°(0)
et comme a, >0P ¢°(y)£g°(0) "yl Y donc y=0 est solution optimale du probléme
relaxé (1.2).
D’autre part, y=0 éant une solution optimae de tout probléme rdaxé, T et une solution

optimale du probléme (1.1). Eneffets ul Uesttd que fl(u)20 pour 1£i£m, e
f'(u)=0 pour my+1£i£m dors en choisissant N=1, nous aurons un ensemble fini
{u}T Uolu=ue go(yl)=ylf°(u1)+(1- yl)fO(U) ou y, 3 0/y, £1. Comme pour

tout y; 1[0, 1] g°(y,) £9%(0) b °(1) £°(0) P O(u,)££°(T)
cequi implique T et solution optimale de (1.1) .

[1. 7) Application au principe du maximum en temps discr et

Probléme:

i eT 1 ) u

iMax g i (Xo U t)+ (x1.T)g

I &i=0 ¢!

"tT[0, T- 1] X T Xpag s U T Uyp, %o = Xg

kT [1, n]:xfr- x¢ =15(xqu.t)
iT[1, m]:d(x.u.t)20
“il [m+1, n]: g (x,u,t)=0
VT, me] s d (x4,T)2 0
i1 [mr+1, ne]: g (xr,T)=0

)"

i
i
i
i
i,
i
i,
i
i,
i
i
i
f

"t1]0, T- 1], X, estunconvexeouvertde R" et U, un ensemble quelconque.
Toutes les fonctions j ,f*,g' sont définies dans I’ ensemble suivant;

tTEO(Xt U,~ {t}) E (Xt ’ {T})a dles sont supposées différentiables par rapport a la

premiére variable. Nous notons X, ={xo} et pour O£ tE£T- 1, x, T X, & Xy T Xpua,
nous désignons par A (X;,Xs1) [respectivement Bi(x,X(.1)] I'ensemble des points
(I.y,z)TR” R" R™qu véifiet: Il exise u T U, [respectivement u 1 U, et
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(v, wi)T R"" R™] tels que : | £j (x¢,ugt) pour
LEKE n: yE =f%(x, up, 1) +xf - xK*7

[respectivement  vE yE = £ (xg,up,t) + - x¢™] pour  1Ei£m;: z{ £ (X, U t)
[respectivement W}z, £ g (x,u;,t)] pour m, +1£i £ n; : 2, = g (x;, Uy, t) [respectivement
wiz =g' (X, g t)]

A I'ade du critere assurant la mixité d’un programme mathématique énoncé auparavant nous
obtenons le critere suivant:

Critére:
Pour que le probléme (2.1) soit un programme mixte en tout point, il suffit que pour
O£t£T- 1, I'enveloppe convexe de A (X;,X41) Soit contenue dans By (X, X41) pour

tout (X, Xc+1)T X~ Xiaqs il suffit en particulier que A (X, X41) Soit convexe.
Sdon |e théoreme précédent, il en résulte le résultat suivant:

Théoreme:[50]

S X (0O£t£T)et G(0Et£T-1) et une solution optimae du probléme (2.1) et s le
probléme est mixte en ce point, dorsil existe des nombres non tous nuls:
abl(OEtETLIEIEn)et qf (O£ tET- 1, 1EKE n)telsque

1°) a3 0
2°)pour O£ t£T- 1 et L£i £my:b} 3 0 et big' (X, T;,t) =0

3°) pour 1£i £ myp:bt 3 0 et blg'(%r,T)=0

H
4)pour LELET-1et1£KEN: gf - qtk+1=1f—k(it,nt,abt,qt+1,t)
X

[
1 i 19
5)pour LEK £n: k:a—x,T+ab — X+, T
) po ar 'ﬂxk(T ) 24 ﬂxk(T )

6°)pour O£t£T- 1, H(X;,u,a by, 04q,t) ateintsonmaximumsur U, en T ;
le hamiltonien H éant défini par:

n ne .
H(x,u,ab,q,t) =g (x,u,t)+éqkfk(x,u,t)+étb'g'(x,u,t).
k=1 i=1
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CHAPITRE 111

OPTIMISATION MULTIOBJECTIF ET OPTIMISATION AU
SENSDE PARETO

Nous abordons dans ce troisiéme chapitre quelques déments de la théorie générae de I'optimisation
multiobjectif et doptimisation au sens de PARETO en particulier. Nous introdusons d'abord deux
notions importantes qui sont |'ordre de préférence et de structure de domination.

Un ordre de préférence et en quelque sorte une relation binaire définie sur un ensemble Y par
exemple un ensemble de biens, et qui spécifie quand est ce qu'un bien et "meilleur” quun autre pour
un certain décideur. Tandis qu'une structure de domination est une application multivoque c'est adire
une application de Y dans I'ensemble des partiesde Y et qui permet de définir pour un bien donné,
quelles sort les biens qui sont moins meilleurs que ce bien en question.

Evidemment il existe une reaion entre ces deux notions et "Y' U" dans un aticle cité plus loin définit
une structure de domination a |'aide d'un ordre de préférence, tandis que nous nous proposons une
condition suffisante permettant de définir un ordre de préférence a l'ade dune dructure de
domination. Nous passons ensuite a la notion déément efficace qui est en quelque sorte un meilleur
édément del'ensemble Y, notion liée al'ordre de préférence et ala structure de domination

Nous traitons plus particulierement le cas le plus important ou la structure de domination est une
gpplication multivoque congtante notamment un cdne convexe pointé, puis NOUS pPassons en revue
quelques propriétés sur les ensembles efficaces aprés avoir donné quelques exemples d'ordre de
préférence comme l'ordre de PARETO, l'ordre lexicographique, I'ordre dun cbne convexe
polyhédral.

Vient enslite la notion de solution efficace qui représente une meilleure solution du probléme générd
doptimisation multiobjectif, cette notion est liée a une structure de domination ou un ordre de
préférence.

L'objectif fondamentd de la théorie de I'optimisation multiobjectif est de trouver I'ensemble des
solutions efficaces et déudier aing leurs propriétés a gébriques et topologiques.

Par exemple pour un probléme donné est ce que I'ensemble des solutions efficaces existe toujours?

Il y'a plusieurs résultats qui permettent de I'affirmer non seulement pour les solutions efficaces mais
pour d'autres notions plus finies que sont les solutions proprement efficaces au sens de BENSON,
de BORWEIN, de GEOFFRION, de KUHN-TUCKER...

Nous abordons ensuite quelques édéments d'optimisation au sens de PARETO notion qui
trouve ses gpplications en économie, en datistique etc.... Nous donnons des conditions
nécessaires ou suffisantes d'optimum de PARETO, nous traitons d'abord le cas générd puis
nous passons aul cas de critéres différentiables.
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A présent nous voulons éendre le probléme de contrdle optimal discret au cas ou nous aurions
pluseurs critéres a optimiser alafais.

Nous donnerons d abord quelques notions qui permettront de définir les différents sens que
nous pouvons donner al’ optimaité d’ un probléme de programmation multiobjectif.

Définition:
Nous appelons probléme de programmeation multiobjectif, le probléme suivant:

}%@QWQXf@me:R”® RPe x1 R
|

Dans cette définition nous dlons préciser le sens de « Maximiser f(x) ».

[11. 1) Ordrede préférence et structure de domination

Définition d'un ordre de préérence:

Nous définissons sur un ensemble Y quelconque, une relation binaire notée «> » que nous
appelons ordre de préférence et qui doit é&re au moins une relaion dite d ordre partiel trict
c' e adireirréflexive e trangtive.

L'irréflexivité veut direque " y | Yonapasy > Y.
Nous pouvons générdiser lanotion d’ ordre de préférence a celle de structure de domination.

D€finition d’une structur e de domination:
Une dructure de domination D est une application de RP dans I'ensemble des parties de
RPqui vérifie les deux axiomes suivants

1) L'asymérie: S d 1 D(y)etd * Oalors (- d)i D(y+d)"yi Y.
NouAs,vérifior)s aisémAent queD et asy[nétriquesi et seulement S nous avons.
"yl Y,"yT Yyl y+D(y)etyT y+D(y)p y=y".

2) Latransttivité " yT YsdT D(y)etdT D(y+d)p d+d7 D(y).
Nous vérifions asément que D et trangditive s et seulement §
- oayl y+D(y) u,. .
"y, YLy Yoo o wb oyl y'+D(y").
( ) iyl y =Dy ) )
Qudle et lardation qui existe entre un ordre de préférence et une structure de domination ?

YU [84] définit une Structure de domination al’aide d un ordre de préférence comme suit: Soit
« > » un ordre de préférence.

Pour chaque yT R® D(y)={d1 RP:ys> y+d}E{0} ( atrement dit «d» est une
deéviation a partir de «y » qui ne donne pas un éément «malleur » que «y »).

Montrons que c'est une structure de domination.



1) L'asymétrie: Soit dT D(y) d 2 0b y>y+d et comme «> » est une relation transitive

et irréflexive dors dle et asymétrique d' apres le lemme suivant:
Lemme:
Toute relation « R » trangtive et irréfléxive est nécessairement asymétrique.

Preuve:

D’ abord une définition: Nous disons qu’ une relation «R » est asymétrique S pour tout y, z tel
gue «y Rz » dorsnousnavonspas «z Ry ».
Soient y, z tel que «y R z» dors § nous avons «z R y», nous déduisons par trangtivité de
«R»que«y Ry»: Cequi contredit I'irréflexivité de « R ». CQFD.

«>» éant asymérique, nous navors pas Y+d >y cest a dire nous navons pas
y+d>(y+d)- d donc (- d)i D(y+d).
g e - -~ iy>y+d
2) Latrandtivité Soient d1 D(y) et d'l D(y+d) dors j
) Latransitivité (v) (y+d) [y rdsy+d+d

donc y >~ y+d +d' car «> »esttrangtive, doti d +d'T D(y) C.Q.F.D.

Remargues:
1) A l'ade de la dructure de dominaion définie par YU, I'ordre de préférence et

complétement définit dans'Y ¢ et adire que s nous donnons deux déments y I Yet y 1Y
NOUS pouUVONS savoir 9§ y>Yy ou y'>Yy ou bien non, en effet nous voyons par exemple s
y- yI D(y) s c'est le cas nous aurons par définition de D(y) Ly y'+(y- y') cest adire
y>y.

2) Laquestion que nous pouvons maintenant se poser est la suivante:
Pouvons nous définir un ordre de préférence al’ aide d’ une structure de domination ?

Jeffirme que s nous prenons comme hypothése que " yT Y (YT RP) Of D(y) dors la
relation « > » définie par y>y'0 y1 y+ D(y) est un ordre de préférence.

Eneffet s « > » n'est pasirréflexiveadors $y | Y:y =y donc y1 y+ D(y)c est adire

$di D(y):y=y+d donc d = 0: contradiction avec I’ hypothése.

Sy-ye y-y dos yl y+D(y)et y'T y+D(y) dou y'T y+D(y)car D est
trangtivedonc y > Vy"'.

La structure de domination définie par YU ne \ifie pas |” hypothese précédente et je montre
que larelation « = » définiepar x>, y U yT x+ D(x) n'est pas un ordre de préférence ol
D et lastructure de domination définie par YU. En effet comme 01 D(x)

dors x = x+01 x+D(x) cestadire X X donc « > »n'est pasirréflexive.

Mais nous nous demandons S nous pouvons définir un autre ordre de préférence al’aide de la
sructure de domination définie par Y U.

A présent introduisons une notion importante en optimisation multiobjectif qu'est la notion
d dément efficace:



[11. 2) Définition d’ élément efficace

1) Soit «> » un ordre de préférence dans un ensemble Y. Nous disons que §1 Y est un
éément efficacede Y S il Nexisepas Y| Ytdquey> V.

Nous notons par E(y, ) I’ensemble des déments efficaces de Y.

E(Y,-)={91 Y:$yl Y avecy> §}.

Nous pouvons auss définir la notion d' éément efficace a l’aide d’ une structure de domination
comme suit:

2) Soit Y1 RP e D une structure de domination. §/1 Y est un dément efficace sil nexiste
pasde Y| Y avec y! Y et 91 y+ D(y) et nous notors I’ ensemble des déments efficaces

par: E(Y,>-)={9T Y:$yl Y y* ye 91 y+D(y)}.

Remargues:
*Cette définition 2 coincide avec celle donnée en 1 en prenant comme sructure de domination

celledéfiniepar YU D(y)={dT R”:y> y+d}E {0} commeil et facile dele véifier,

Définition: Soit C un sous-ensemble deR" . Nous disons que C est un cone s nous avons:
pour tout X | Cetpour tout| 3 0,1 x| C.

*Le cas le plusimportant et e plus intéressant de structure de domination D est quand D est
congtant c'est adire " y1 Y D(y)=C avec Cl RP e plus particuliérement lorsque C et
un cone donné. Dans ce casiil faut et il suffit que D vérifie lesaxiomes 1 et 2 d’ une Structure de
domination; pour cela nous avons.

D est asymétrique U [d I Ddrob (-d)I D] U D est un cone pointu

(par définition).

Desttranstif U [d,d'T Db d+d'1 D] nestvraeques D est cone convexe.

Aing les cOnes convexes pointus sont souvent utilisés pour définir une structure de domination.

A présent donnons des exemples d’ ordre de préférence :

1. 3) Exemples d’ordre de préférences

(i) Ordre de PARETO: «> »=£ cestadire D =RP

Y =(ye Yorn¥o)T R, y'= (v ¥y, )T R?
yEY vatdreyl y ety £y, "i 1£i£p

(ii) Ordre de PARETO faible: « > » = < c'est adire D\ {0} ={yT RP:y>0}.

y = (yl,yz,...,yp)T RP, y'= (y'l,y'2 ,...,y‘p)T RP
y<y' veut direpour tout i tel que IEi£p, Y <Y;.
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(iii) Ordre |exicographique: « > » = =
y:(yliyZ""’yp)T R", yI:(yll’yIZ""’ylp)T R
y>= y'U $ki i..p: y, =y; "i<kety, <y cetadre
D={d7 R”:$k1 {L..,p}:d =0"i<ketd, > 0}E {0}.Ici D est un coneni
ouvert ni fermé.

(iv) Ordre définit par un cone convexe polyhédral:

Soit A une (I p)matriceet D={d1 RP:Ad 2 0}={dT R°/Ad ? 0" i=1p|.
g, 0

g ="

+. Nous supposons de plus que Ker A = {y DAy = O} = {O} pour que D soit pointu.
(; -
5.5

Cet ordre est essentidlement réduit al’ ordre de PARETO comme le montre le lemme suivant;

L emme:
SoitY1 RP,Aune(l” p)mariceavec KerA={0}et D={dT R"/Ad 3 0}
dors E(Y,D)={yT Y: AyT E(aY,R ).

Preuve:

g1 Y td que 91 E(Y,D)d et seulementsiilexise y I Y td que §- y1 D\{0}.

Comme KerA={0}, §-yl D\{d} s & salement s Ay3 Ay ces a dire
AJT E(AY,R.). CQFD.

111. 4) Propriétés des ensembles efficaces

Proposition 1:[84] R
Exceptélecasou D ={0}, y1 E(Y,D) impliqueque y1 Y (frontigredeY) avec

D unconede RP.

Preuve: ) o

Eneffees Y1 Y dors yl Y(Vintérieur deY) donc $r >0:B(y,r )i Y ou

B(y,r ) estlaboule ouverte ( pour n'importe quelle norme de R° ) centréeen y derayon
dr

r >0.Soitd1 D-{0jety=y- ir— Comme d1 Dadors ——1 D
| d] 2 a2
car D estuncone. Donc Y = Y+M%T Y+D deplusy?! ycard?® Oetr >0.
- dir r N N
YIYecaly- y'leE:?d’ byl B(y,r)iv.

Doncy| Y+D avec Y| Y ety y': cequi contredit lefait que yT E(Y,D). C.Q.F.D.
Nous déduisons de cette proposition que S D n'est pas réduit a0 e Y est un ouvert aors
E(Y,D)=£.
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Proposition 2:[76] )
Soient D; et D, deux structures de domination tels que pour tout y | 'Y,

D,(y)i D,(y)dorsnousavons E(Y,D,)1 E(Y,D,).

Preuve:

soit y1 E(Y,D,)s yi E(Y,D,)dorsil exise y* 1 Y tel que y1 y* +D,(y})
e y! y1 Or par hypothése nous déduisons que y* + Dl(yl)i yh+ Dz(yl) donc
yl y'+D,(y}) e y?! y*cequi contredit lefat que yT E(Y,D,). CQFD.

Proposition 3:[69]
Soit D un cdne non vide contenant 0. Alors nous avons E(Y,D) E E(Y + D, D) avec égdité

S D est en plus pointu convexe.

Preuve:

soit yT E(Y +D,D)s yi E(Y,D)dorsil exisey' T Y tel queyT y'+ Det

yt ytor yt=y'+0T Y+ D donc yT y*+ D e y'1 Y+ D cequi contrecit le fait
que y1 E(Y +D,D),dou yi E(Y,D).

Si D est en plus pointu convexe, Soit y1 E(Y,D)s yi E(Y + D,D)dorsil exise

Y1 Yetdl Det di D-{0} td que y=y+d +d" et comme D est un cne convexe
dors d+d"'T D e de plus d+d'"t O car snon nous aurions d'': 0,d"'T D «
(- d")=dT D cequi contredit le fait que D est pointu. Donc Y1 Y +D et y?! Y et ceci
contredit I'hypothése y1 E(Y, D). C.Q.F.D.

Exemple:
Soit Y = {(yly) 0Ly, =y, £1 e
D ={(d,.d,)T R? 2d,}E{(d,,d,)T Re:d,3 2d,3 0}
dz
d,=2d,

La partie du plan hachurée
représente D.
lci D est un cHne pointu

S (L)1 E(v,D) dors $y =(y,,¥,) * [L1), (v, y,)1 Y td
1d,?2d,3 0

que (11) = (v, ¥,)+ (d,,d,) ot fou

1d,3 2d,30



iy, +d; =1 id;=1-y,

-I-Y2+d2=1 -I-d2=1' Y2 1y, £2y,-1
Ld,2 20,2 0b [1-y,2 2(1- y) b fou
::: ou ::: ou ly £2y,-1
td;22d,2 0 f11-y,32(1-ys,)
1, £2y -1
eccomme (v, ,)1 Y O£ y; =Y, £1dors fou by,£2y,-1
ty £2y,-1
P y,3 1P y, =1donc y =(y,y,)= (L1) cequi contredit y = (y,,y,)* (L1)
donc (11)1 E(Y,D).Deplus (11) = (0,0)+881,09+8é,19 C'et adire que
€2 g é2 g

(1)7 Y+D+D e (11)7 E(Y +D,D) donc nous navons pas E(Y,D)1 E(Y +D,D)
bien que D soit un cdne pointu. Ceci veut dire que | hypothése de convexité dans |la propostion
précédente est importante; en effet dans cet exemple D n’est pas convexe.

Proposition 4:[76]
Soient Y;,Y, | RP, D une structure de domination constante sur RP.
Alorsnousavons: E(Y, +Y,,D)1 E(Y,,D)+E(Y,, D).

Preuve:

Eﬂ E(Y, +Y,,D),dors § = y1 + y2 ou le Y et yZT Y, . Montrons que

y'T E(Y,,D). Supposons e contraire doncil existe y1 Y, et dT D - {0} td que:
yr=y+d. Alos =y +y* = y+y? +det y+y?1 Y, +Y, ce qui contredit le fait
que §¥1 E(Y, +Y,,D). Nous montrons de maniére similaire que yZT E(Y,,D) donc nous
avons §1 E(Y,,D)+E(Y,,D) C.QFD.

Laréciproque de cette proposition n'est pas vraie comme le montre |e contre exemple suivant:
Soient Y, =Y, ={(y,.y,)1 R®:y2+y2£1 D=R?. y'=(- 10)I E(Y,,D)
car sinon $(x, %) (- 10) td que : (- 10)=(x,,x,) +(d,,d,) ot X2 +X3 £1 e

d,® 04d,3 0.
ix +d, =-1  ix=-1-d,
I - Iy = Y2 42
X, +d, =0 x, =-d I + +
:, 22 22 :, 2 ) 2 i b idl d2 2d1£0D d1:d2:O
X +tX £1 jlt+d°+2d,+d;£1 7d,20,d,30

fd,2 0,d,2 0 {d,20,d,30
donc (x,, x,) = (- 1,0): Contradiction.
y? =(0,- )1 E(Y,,D) carsinon $(y,,y,)* (0-2)et (d',,d",) tel que
(0" l) - (y1’y2)+(dll’dl2)ou yf + y% £le d'13 0, dl23 0



1y, +d,=0
J:,'y22+d'22: 1y ‘}d'f+d'§+2d'2£ 0
ivity: £1 1d120,d,% 0
fdy30,d,3 0
ce qui contredit (y;,y,)* (0,-2).
Donc y'1 E(Y, D) e y*1 E(Y,,D) mais y* +y? = (- 1-1) > [ v2-+2) e

b d;=d,=0p (y,y,)=(0-1)

(— 2 - «/E):gﬁ ﬁgfe Q E% Y, +Y, cestadire y* +y?- yi D\{0}
2 22 272

ol y= ( V2. ﬁ) donc y* +y?i E(Y,+Y,,D).

Proposition 5:[76]
SoitY1 RPeDunconedans RP eta > 0. Alorsnous avons E[@Y,D)=aE(y,D) .
Lapreuve de cette proposition est immédiate.

Il existe une autre caractérisation d’ ééments efficaces dans le cas ou la structure de domination
D est un cone convexe condant, celle ¢i est basée sur la notion de plus grand sous espace
vectorid contenu dans un cone convexe. Avant d énoncer cette caractérisation donnons
quel ques réaultats prdiminaires:

Définition:
Soit C un cone convexede R". | = €)c (- c) estappelé «Linedity space» .

Remarque: -
S C et saulementuncone, dors" al R,"xI L , a.x| L.Endfea

sit XI L.S5a3 0commexl CP a.x| C car Cestuncone Deméme x1 (- C)
donc $yl C/x=-ye -x=yl cp a(- X)I C ca C et un cone . Donc nous
aonsa.xl Ce-a.xl Cpaxl CC(-C)=L.

Sa<0pP -a>0donc (- a)xi L ceci daprésle cas précédent. Donc nous avons
i-axi C iaxl-C

fet b |et paxl CC(-C)=L.cQFb.

fLaxl -C laxicC

S C est seulement un cone, L riest pas toujours un sous espace vectoriel de R" commele

montre I’ exemple suivant:
Soit C ={(x,y)T R/x.y3 0} Cestbienun conecommeil est aisé de le montrer.

cc(-c)=ccc=c. (o) c, (0-1)i C mas(10)+(0-1)=(1-1)i C
donc L =(C)C (- C) mest pas un sous espace vectoriel de R? . Cependant nous avons les
trois lemmes suivants:

Lemmea:
S Cestconeconvexede R", L=C G (- C) est un sous espace vectoriel de R"

Preuve:



D' gores laremarque précédente, il suffit seulement de vérifier que:
"xIL,"ylL,x+yl L.
. - ixl C . ) .
Soient x,yl L P in CD x+yl C ca Cest uncone convexe. Nous avons auss
|

b (-x)+(-y)JiCpk -(x+y)l C donc x+yl CC(- C)=L. CQFD.

Lemmeb:
S C egt un cdne convexe de R", L=C C (- C) est le plus grand sous espace vectoriel
contenu dans C.

Preuve:
Il est evident que L est contenu dans C. D’autre part o gores le lemme précedent il suffit de
montrer que s F est un sous espace vectoriel contenu dansC, dors F 1 L.
- ixl F ixl C . -
soit x| Fdors{ . P i .~ caFl Cdouxi CC(-C)=L CQFD.
i-xI'F  7-xIC

Lemme c:
L’intersection de deux cones est un cone.

Preuve: ~ ~ -
Soient Cyet G, deux cones. S X1 G, C G, eta >0dorsx| G dona.xl G

ca C, est un cone, de méme X1 C, dou a.x| Cy car G, est un cone dod

a.xl C,CC, CQFD.

Théoréme:[84]

Soit C un cone convexe de R" ( qui contient I’ origine), posons C = L' CcC

avec L I’ orthogona du «Linedity space» L. Alorsnousavons: C= LA C e C estun
cone pointu.

Preuve:
Il faut montrer ue C= L+ C et LCC ={0}.
Comme C est un cone convexe, L est un sous espace vectorid de R" (voir lemme a). Nous
avons: R"= LA L” . soit xT C donc x1 R" et par suite X se décompose de maniére
unique sous laforme:
x=y+zouyl Letzl L .

R - i-ylC - A
yiL=CC(-C)p yi (- C) donc%'XT c P z=x-yl C ca Cotneconvexe

Findement zT L CC=Cepasittx=y+zl L+C doncCl L+C.



D'atre pat, L=CC(-C)i C e Cl C e comme C est un cone convexe aors
L+Cl Cdou C=L+C. B
LcC=LcL ¢c={ojcc={0} .ponc C=LAC.

Lefat que C soit un cone résuite du lemme ¢ et du fait que " estun Sous espace vectorid
donc un cone.

C_:C(- 5):(L“(;C)(;[(-L) JeipwsqueL etunsousespace, - L =L
cc¢(C)=rcce(-c )=L C L ={0} donc C est pointu. C.Q.F.D.

Le théoreme suivant donne une caractérisation d'un éément efficace lorsque la Structure de
domination est un cone convexe constant:

Proposition 6:[84]
Soit D un cone convexe constant de RP et Y une partie de RP.
Une condition nécessaire et suffisante pour que y,1 E(Y,D) est que:

DYC(y, +L)={y,}

2) y; 1 E(v",D").
ouL=DC(- D), Y,,Y ,D" sont respectivement les projections de Yp,Y,D sur L.

Preuve:
La condition est nécessaire en effet: s 1) n'apasliey, il est dair que y,1 E(Y,D).

Supposonsque 2) est faux. Alorsil existe yA TY e¢h"20,h" 1D que:

ya = yA +h" (@

Soit Y| Y, un point dont laprojection sur " est y" donc nous avons

y=y +y- aec y-1 L.Posonsy, =y, + Y5 ot y5 1 L.Del &aité (1)
précédente noustironsque: y, =y +h” +y; = (y- yL)+h“ +ys = y+(yg - yL)+ h"
Pusgue h™ 1 0, e y(')‘- y-1 L, nousavons y(')‘- y-+h" 1 0 as Yo'y

et auss y(')‘ yL+hAT L+hA I L+D". Nousvoyonsque
yo- Y-+h T L+h"1 L+D" & vy, y.Ains y,i E(Y,D) cequi consitue
une contradiction.

La condition est suffisante en effet: supposons que y, i E(Y,D) doncil exige yI Y, h1 0
h1 D, td que y0 =y+h ).

Ecrivons Y = yo + yo ,y=y" +y" h=h" +h"(pour ladécomposition de h nous
utilisons le théoréme précédent) ol y(')‘,yL,hLT L et ya v ,h" T L . Delégité(2)
noustironsque: Yo =y +h" (3)

Remarquonsque, ht O, h" eth"ne peuvent &re simultanément nuls. Considérons deux cas
possibles:
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Casl: h" 1 0 I’ égdlité (3) contredit la condition 2 du théoreme.

Cas2: h" =0 dors h" =h? 0,ans Yo = y+h' oubien Y=Yo- ht1 Yot L
et ceci contredit la condition 1 du théoréme . C.Q.F.D.

A présent abordons quelques déments d' optimisation multiobjectif. Soit le probleme de
programmation multiobjectif suivant:

(p)})“("f‘xi(m'Ser ™M wtRe RRaxi R,
|

Nous voudrons définir une solution optimae de ce probleme ( P).

S f(x) = (f,(x), () f,(x) ets X T X esttel que

Max £,(x) = 1,(5), Max £,(x) = £,(5), ... Max £,(x)= ,(x,)

autrement dit § XOT X maximise en méme tempstous les critéres f4, T, ,....,fp aorscet X

pourrait ére consdéré comme solution optimale du probléme (P). Or il et rare qu'un tdl cas
puisse se présenter car en générd f, T, ..., fp ateignent leur maximum en différents points

XX 5ee0y Xy VU gue ces critéres peuvent étre incompatibles alafois.

[11.5) Approche par une suite hiérarchique de criteres de performance

Une facon de définir la solution optimae est par la méthode «d optimisation d' une suite
hiérarchique de critére de performance » qui consiste a établir d’ abord un ordre de préférence
sur lescritéres fq, ..., ;. Supposons que cet ordre soit le suivant (£, fp0ennn, fp).

Nous résolvons ensuite le probléme de programmation mathématique: I\/Ila)l(x fl(x) et soit X4
I"’ensemble des solutions optimaes. Nous résolvons ensLite I\I/ng f,(x), soit X, I'ensemble de

ses solutions optimales, et nous continuons ainsi jusgu'a résoudre le probléme  Max f(x)

Xl Xp. 1

dont X, est I'ensemble des solutions optimales

Nous choisissons un Xp | X, qui sera considéré comme une solution optimae & notre
probléme (P ). Nousremarquonsque X, I X 1 ...l X; 1 X,

L’idée d’ une telle approche de solution fut proposée par NELSON [56]

Une autre maniére de définir la solution optimale est de chercher les solutions efficaces.

[11. 6) Définition d’une solution efficace

Nous considérons |le probleme
i Minimiser f(x N
(P) Wt Re Raxi R
ixlI X
Soit D une structure de domination de Y = f(X).
X1 X et dite solution efficace du probléme (P) relative ala structure de domination D S



f(%)1 E(Y,D) cestadireil nexisepas X| X tel que ()1 f(x)+D(f(x)) et

f(x)1 f(%).

L’ objectif fondamenta de lathéorie de la programmation multiobjectif et de trouver I'ensemble
des solutions efficaces du probléme (P) et d' éudier ans leurs propriétés agébriques et
topologiques.

Il exige auss plusieurs définitions de solutions efficaces et sous certaines hypothéses il existe
des relations entre ces diverses notions d' efficacité.
Définissons quel ques unes de ces notions:

Définition du cone tangent :
Soit ST RP et yl S.LeconetangentaSen y est noté T(S,y) est définit par:
T(Sy) est I'ensemble des vecteurs qui sont limites des suites convergentes de laforme

(k) Ct 1 IRY (k) i i (k) =
(tk(y y))an oot | IR e (y )k“NeﬁtsultedeStel que ngy y.

[11.7) Définition de I’ efficacité propre au sens de BORWEIN

Unpoint XI X est dit solution proprement efficace au sens de BORWEIN du probléme (P)
s T(Y +D, f (%)) C (- D)={0}, D é&ant un cone convexe fermé de RP.



Nous montrons que toute solution proprement efficace au sens de BORWEIN et efficace. En
effet:

Prop osition:[76]
S X1 X est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN aors X est une solution

efficace.

Preuve:
Supposons que X I X ne soit passolution efficacedonc $dT D - {0} et Syl Y

tel que f (%) =y+d.Sait d, :gi- - e =ket Y =y pourtout k 3 1.
é kg

"k31,d I DcaDestunconedon "k3 1,y ) +d TY+D e deplusnous
avons
lim (y® +d )= y+d = f (%) etlligltk(y(k)+dk- f(%))=-d donc:

k® ¥
-dT T(v+D,f(R)C(- D) e -d?® O cequi contredit le fait que X est une solution
proprement efficace au sens de BORWEIN . C.Q.F.D.

Laréciprogque est fausse comme le montre I’ exemple suivant:
soit X ={(x,%)1 R +x2 £1}, x=(x,%), f(x)=x e D=R? (i.e ensemble de
tous les couples de réds dont les deux composantes sont postifs ou nuls). Nous avons
f(X)= X et (- 10)et (0,-1) sont deux solutions efficaces.
Voyons s (- 1,0) est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN. Soit

=& 1+ L 110 (
T T K g

H
+

y(kl),y@)) et d =(0,0), t, =k pour tout k31 . Nous avons

f(- 10)=(- 1,0) et (y®F +(y@f =1- kl; lea

doncy, I Y, t30,d T Deonat/y +d, - (- 10) = %,-19%%@@ (0-1)
&k’ g

et (0-2)1 (- D) dou (0-1)7 T(Y +D, f(- 1,0))C (- D) et (0,- 1) (0,0) donc

(- 1,0) ' est pas une solution proprement efficace au sens de BORWEIN.

Faisons laméme éude pour (0,- 1): Nousavons y, = 8871 1+ kizg% 32,® (0,- 1)
e o

& - 10 +¢- 1+i9 =1- 881 %9{51 donc Y 1Y pour tout k non nul.

kg & Ko

Soit d, =(0,0)ett, =k . Nousavons t,(y, + dy - (0,-1) =& 1,%9%@@ (- 1,0) donc
e a

(- 10)T1 T(v+D,f(0-2)C(- D) e (- 1,0)* (00)donc (0-1) n'est pas une solution

proprement efficace au sens de BORWEIN.

A présent définissons I’ efficacité propre au sens de BENSON. Pour cela hous définissons
d abord la notion de cone salllant:

Définition d’'un cone saillant:




Soit SI RP. Le cone «illant de S noté P(S) et ofinit par:
P(s)={h:h=a y,a 3 oetyl S} .

[11. 8) Définition de |’ efficacité propre au sens de BENSON

X1 X est dite solution proprement efficace au sens de BENSON du probléme (P) ( D est
toujours un cone convexe fermé congtant) si ol (P(Y +D - f ()))C (- D) ={0}

(cl désignelafermeture ou bien I’ adhérence).

Nous pouvons facilement voir que T(Y + D, (%))1 d(P(Y +D- (%)) doncs X estune
solution proprement efficace au sens de BENSON dors ¢'est auss une solution proprement
efficace au sens de BORWEIN. La réciprogue n’est pas vraie en généra mais sous certaines
conditions ele est vrae e avant dénoncer ces conditions définissons quelques notions
d analyse convexe.

Définition de fonction D-convexe et d’ ensemble K -convexe:
1) Soit X un ensemble convexe dans R" et une gpplication f: X ® RP. Soit D un cone

convexe dans RP.  est dite D-convexesi " (x!,x?)1 X?et" a1 [0,1] nousavons :
16 20 1 207
af& 2+(1-a)f& +-f§x +(1- a)x“¥9 D.
8 a (1 ) 8 7} ( ) 2
2) Soit K un cne convexe de R". Nous disons gque X est K-convexe s X+K est convexe.

La rdaion exigant entre ensemble D-convexe et fonction D-convexe et donnée par la
propogition suivante qui et immédiate:

Proposition:
Soit X un convexede R, f:R"® RP, D un cone convexe dans RP.

S f est D-convexedors f (X )est D-convexe.

L’ équivalence entre |’ efficacité propre au sens de BENSON et BORWEIN est donnée par le
théoreme suivant:

Théoréme:
S X es convexe e f est D-convexe dors I'€efficacité propre au sens de BENSON et
équivaente al’ efficacité propre au sens de BORWEIN.

Preuve:

Nous avons vu auparavant que sans aucune hypothese toute solution proprement efficace au
sens de BENSON est proprement efficace au sens de BORWEIN. |l reste a montrer que toute
solution proprement efficace au sens de BORWEIN est proprement efficace au sens de
BENSON.

Soit donc X une solution proprement efficace au sens de BORWEIN.Nous avons donc par
hypothese:

T(v+D, (%) C(- D)={0}, ot Y = f(X), de plus f est D-convexe donc f (X )est D-
convexe (d' aprés la proposition précédente) et claveut direque Y + D est convexe.
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Montronsque T(Y + D, (X)) = CI[P(Y +D- f()‘())] Il est évident que nous avons
T(v+D, ()1 d[P(v+D- f(g))] . Soit hT P(Y +D- f(%))doncil exisea 3 0 td

que h=a(y- f(x)ou yl Y+D . Sait h, :5-%9f(%)+%y, comme Y+D et
é kg

convexe dors hy I Y+ D pour tout KT N*et de plus im h, = f(%). Soit t, =ak,

b fR)=aly- fR)wnsgeoaly- f(&)=h done

hi T(Y +D, f (%) e par siite P(Y +D- f(X))i T(Y+D,f(%))et puisque le cone
tangent & un ensemble est toujours fermé, dors T(Y + D, (X)) est fermé et par suite nous
déduisons que cl[P(Y+D- f())]1 T(Y +D, (X)) ool I'égdité. Nous avons donc:
d[P(v+D- f(R))]C(- D)=T(Y +D,f(%))C (- D) ={0} donc Rest proprement efficace
au sensde BENSON. C.Q.F.D.

Dans un chapitre ultérieur nous définirons deux autres types de solution proprement efficace a
savoir : solution proprement efficace au sens de GEOFFRION et au sensde
KUHN-TUCHER.

Un cas particulier de programmation mutiobjectif est le probléme d' optimisation au sens de
PARETO qui consste a prendre I’ ordre de PARETO comme structure de domination ¢'est a
dire D =RP. [53]

[11. 9) Définition del’ optimum de PARETO

i Max| f,(x),...., f, (x)|
1) X* I X est un optimum de PARETO du probleme | D%
1 X

oS yl Xtdque"i:1£i £ p, f(y)? f (x*) e uneau moinsde cesinégdités est stricte.

Sil Nexige

2) X* | X est un optimum de PARETO faiblesil nexisepas Y| X ted que

"i:1£i £ p, f(y)> f(x*)

S P est I'ensemble des optimums de PARETO et Ps I'ensemble des optimums de PARETO
faible, il est facile de vérifier que P1 Py

Exemples:.
1>x:{(x1,xz)T R*/5¢ + £ 4E (- 10] [o1]), x = (x, %)

) = X, dors nous pouvons vérifier que:
P ={(x,%)1 R2/x +x2=1,0£x,£1,0£ % £1} et
P.=PE{( .1/- 1£1 £0}.

1
=X
N
/\
\—/

2) X1 R", f,(x)=- f,(x) dors P=R".Eneffetsoit X, 1 R" s X, | P dorsil existe
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Pve)® f06) | 1 6(06)2 fulx) 1 Rv)® fi(x)
WXL )™ 1 ) - 160 e E 1)
p % :Z(Z;;)) : ((XO))ceqw contrediit e fait qu' une au moins des inégdités (1) est dtricte, donc
X1 P.

3) X ={(x, )T R¥/%.% =0, <1, <1, f(x,%)=(x.%,).
Id P=/e P, ={(x0)/x1 [0,}E{(0,y)/ yT [01]}.

Ces exemples montrent qu'en générd P 1 P . Maisil existe une condition suffisante pour que
P = P; cdle-ci est donnée par le lemme suivant:

Lemme 1.
S X est convexeets fq, 1‘2,...,fp sont strictement concaves dors P = P .

Preuve:
Nous avons vu auparavant que sans aucune condition nous avons toujours P 1 Ps et il auffit

de montrer maintenant que Py I P. Soit X T Py s Xy I P dorsil existe yOT X td que
"i:1£i £ p, f(y,)? f (x,) avec uneau moinsde cesinégalités strictes.

X est convexe donc %(xo +y,)1 X et commeles f; sont strictement concaves alors

"LE £ p, 0+ 1) 2160+ 51 (0) 7 3 () 5 ) = )

donc"i:1£i £ p, f%il(xo+y0) > (x,) et ceci contredit que X, 1 P;. C.Q.F.D.

Le résultat suivant nous permet de trouver les optimums de PARETO en résolvant un probléme
d optimisation unicritére:

Théoreme 1.
Sil existe p nombres postifsou nuissoient | ;3 0,1 ,3 0,......,| o > 0 nontousnuls
wsque 5 1. f.(X)=spd |- f.(y) @
o ix iz Il
aors X est un optimum de PARETO faible (x1 P, ).

Sil existe des nombres strictement positifs | 1 >0,1 5, >0,......,| p > 0 vérifiant (2) dlors X
est un optimum de PARETO (x1 P).



Preuve:

sient| 13 0,1 3 0,......,| ;3 0 nontousnuistelsque: al fl( ):S}Jpg | i fi (y)
i=1 yI X j=1

.S x| P;dorsil exise y* | X tel que:

"i:1£i £ p, f(y*)> fi(x)danscecasg | i fi(y )>a| f. ( X) et ceci contrediit (2).

Donc X1 P;.

Soient | 1>0,1 ; >0,......,| ;>0 véifiant (2) et supposons que x| P dorsil existe
yl Xtdque"i:1£i £ p, f(y)23 f (x)avec une au moins de cesinégalités strictes

Dans ce cas 0N a auss a | . fl (y)> al i fi (X): cequi contredit (2)  C.QF.D.

i=1

Dans le théoreme 1, nous voyons |’ utilité de I’ gppellation « Optimum de PARETO faible » qui

est due ax conditions | 12 0,1 ;3 O,......,] ;3 O faibles par rapport aux conditions plus
fotes | 1>0, , >0,...... p > 0 caractérisant un Optimum de PARETO.
Conséguences:

1)S X | X esttd que f,(x*) = Max f(y)dorsx* T P;.
y

En effet ceci correspond aucasou | ;=11 , =1 _=...=1 =0«
g I fi(X*) = f,(x*) = Max f,(y)= I\/la)l(xg_ I fi(y) et d' apréslethéoréme X< 1 P .
i=1 Y y i=1

Ceci nous permet de trouver un optimum de PARETO faible en choisissant un critére que nous
maximisons.

S x| X estte queg f.(x*)= I\/llaxg‘ f(y) dorsx* 1 P.
i=1 i=1

En effet il suffit deprendrel | =1 , =1 g ST |, =1>0 et d'appliquer le théoréme 1.

Nous pouvons donc séectionner les optimums de PARETO avec une combinaison convexe
des criteres.

Une autre maniere de sdlectionner les optimums de PARETO est |e procédé suivant:

Soit X, 1 Xte que Min f (%) = MaxeMln f,(x )g dors X, est un optimum de PARETO

X X £|£p

i Max| f,(x),...., f . "
faible du probléme § ; )[( ( )J.Ene‘fets' Xo | P dors$y, | Xtel que
1 X

"ELEEp fi(yo) > i (x). Soit joT {1.2.... p}tel que Min i (yo) = , (¥o).

Min f,(x,) £ T, (%) < T, (o) = Min f,(y,) = F(y,) £ MaxF (x) = MaxeMln f,(x )gdonc

1EiEp IEifp Xl X xI X £|£p

Min . (x,) < MaxeMln f.(x )Ecequi contredit le choix de Xy donc Xo 1 P; .

1EiEp X X 1£|p



[11. 10) Quelques propriétéstopologiques des optimums de PARETO

1) S les critéres fl,fz,...,fp sont continus sur X aors I'ensemble des optimums de
PARETO fable est fermé.

2) S en outre X est compact dors P est un compact non vide de X et P un sous-ensemble
non videde X.

Cependant en générd P n'est pas fermé comme le montre I’ exemple suivarnt:
X ={(x,%)T R?/x +x2 £1E (0,2] {0}), fi ()= X ,i=1ou 2 dors

P={2.0} E{(x,%)T R?/x¢+xZ=1etx, 3 0, >0}.
Ici X est compact f,, f, continues sur X et pourtant P n'est pas fermé car (10)1 d (P) mas
(10)i P.

[11.11) Casdescriteresdifférentiables
Dans le cas ol les critéres sont différentiables nous avons e théoréme suivant:

Théoreéme 2:
Soit X un ouvert de R" et fq, f2,...,fIO p fonctions numériques différentiables sur X.
i Max| f,(x)....., f, ()

S X est un optimum de PARETO du probléme Dy TP dorsil existe
ix
201,30, o> 0 nontousnuistel que g_ | iNfi(X)zo ot NIf; représente le
i=1
gradient de f;.

p ~
S x ateint le maximum sur X de & | i i dorsnousavonsg | iNfi(X)=O et nous avons
i=1 i=1

en outre la condition du deuxiéme ordre § | i N2 fi (X)£0 o N?f désigne lamatrice
i=1

hessennede f (Cext adirequelaformebilinéeireg | iszi (X)est semi oéfinie négative).

i=1

Cependant la condition du deuxiéme ordre n' est pas nécessairement vérifiée par tous les
optimums de PARETO: considérons par exemplelecasoll X = R et
f,(x)= e, f,(x)= €*, (p=2). Nous vérifions que tout point x est optimum de PARETO

€t que nous avons la condition du premier ordre 5 | i Nfi (X) =0 en choigssant
i=1

—_ A~ X — ~AX
Il—e dlz—e.



Cependant nous avons pour tout X : |1f1"(X)+| 2f2"(X)> 0.

[11.12) Casdescriteres concaves

D’ gpresle théoréme 1, tout éat x qui maximise une combinaison convexe des criteres est un
optimum de PARETO faible. Réciproquement il n’est pasvral en généra qu’ un optimum de
PARETO faible atteigne le maximum d’ au moins une combinaison convexe des critéres, en effet
conddérons |’ exemple suivant:

X ={(x, x,)1 R/XZ+3C£1,%.% 0,%,3 0} C{(x,x,)T RE/XZ+X- 3x, - 3x, +33 Ojavec
fl(xl’ X2) = Xl ! fZ(Xl’XZ): X2 )

X2

N

X
- - 0
Le point W :283 2‘/§ , S 2\/§ " est un optimum de PARETO par lequel il ne passe aucun
7]

hyperplan d’ appui X donc W ' atteint le maximum d aucune combinaison | 1f1+| 5 f2.

Cependant nous avons le résultat suivant:

Théoreme 3:[53]
S X est convexeet fy, fz,...,fp concaves alors

xiPOSl 20,1 20:81 f(X)=pq!;f(y).
1 p o1 Il yi X izg 11
Remarque:
sxl PP xT P P $l 30, o2 0t queglifi(x)zajpélifi (y) mais
i=1 vl X =1
nous ne pouvons pas affirmer que s
xI PP $l 0.1 >0:41.f(X)=sp | f:(y)
1 p” i ix o
comme le montre I exemple suivant:

Exemple:
X ={(x.%)1 R +x2 £1}, f.()=x ,i=lou2.



(1L0)T P et les sauls multiplicateurs en ce point sont les couples (| ,0)oul >0. En effet
(Lo)i PP @O)T PP sl 20l,%0:1 .1+1,.0= SuEi (% +1,%)

X %5 I X
car X est convexe e f;,f, concaves. Supposons | ; >0etl ,>0 et résolvons le

probléme

i Max(l % +1 ,x
: (1X1 2 2), Nous formons la fonction de Lagrange L ol

|
IX+XEL
L=-1,%- 1% +m(x2+x2- 1). Les conditions de KUHN-TUCKER donnent:
iLy, =0
[ -1, +2mx =0
i bx, L _
! 82 2 10-00 1 2 * 2, =
+ - 1= _
i MeX X 1,'2, 0 i M+ - 1)=0
! Ix+x2 £1

w2 2
+
{Xl X2 £1
s M, = 0 aors des premiéres équations nous en déduisons | ; =1 , =0 cequi est exdut

L,

i
%=

i 2Mm
doncmy1 O Nousaurons:[x L b |: + | -1b m = |%L+|22
1 . .:.2 2 4nj— 4n]2 5
e =1
T
! I
:|:X1: |2j_|2
:' l| b Max(l 1X1+|2X2):m>|100ntradictionavec
{XZ: ——
I 17 +15
|11+|2. = Sj;i (1% +1,%,).
Xl’XZIX

(N.B: Ici les conditions de KUHN-TUCKER sont des conditions nécessaires et suffisantes
d optimalité car le probleme et convexe ¢’ est adire lafonction a maximiser est concave et la
contrainte est convexe).

Supposons & présent que | 1=0,| 2>Oaiors

( SJ[)JA (I1x1+I2x2)=( SJT‘ [ 2X2)2|2ets'

Xl’X2 I X Xl’XZ I X

|1.1+| 2.0= QJ ) (1 %, +1 ,x,)dors| 1:| ,Ccequ contreit | 1=0, | 2>0
xl,x2 I X

donc nous avons nécessarement | ; >0etl , =0.

Cependant il existe un résultat qui S énonce:

a7



Théoreme 4:[53]
S X est un polytope (c' et adire |’ envel oppe convexe d un nombre fini de points) et S
f1, f2,...,fID ot affinesdors:

X PO Sl >0..,0 >0: 81 1. )=spg | T (y).

i=1 vi X o1
1. 13) Exemple d’ application ( Programmation linaire multiobjectif)

Supposons que X soit un polyedre borné et d'intérieur non vide dans R™:
X :{XT R"/"j:1£j£n, <bj,x >ED j}et considérons les critéres  affines
f1, 2., fptelque: i:1£i0 £ p, fi(x)=<c,x>+g

dors x est un optimum de PARETO s et seulement s (d' apres le théoréme 4) nous avons. il
exige | >O,| ,> o,...,l >Ote| que:

al ?C X>+g, T—Supal g?c,y>+g. Qe qui implique que

ylxil
p
| <G x>—MaxaI <G,y>dol <al,c, X>= Max<al,q Wy >
—1 X =1 i=1 i=1

Remarquons que pour ce probleme d optimisation convexe I hypothese de qualification est
veérifiée puisque X et d'intérieur non vide. Donc il existe des multiplicateurs de
KUHN-TUCKER

p,>0,p,>0,...,p,>0td que

i"jP1EJEnN pj(< b, x> - bj):O

]

15. lic + a. pjb; =0

| i=1

et ce sysieme caractérise entierement les optimums de PARETO.

[11. 14) Deux approches de résolution par passage a un probléme
d’ optimisation unicritere

Il existe une autre fa(;on de passer a un probleme classique d' optimisation ¢ est la suivante:
iMin f , e T IX
ixl X1 R
Pour ce probléme, par définition X | X est un optimum de PARETO sil n'existe pas
yi X:f,(y)£ f,(X),"i 1£i £ p e uneau moins de ces inégdités est stricte.

Nous résolvons une suite de problemes perturbés c'est a dire soit e =(e1,e2,...,ep)T R’ et
i Min f, (x)
soit P, ( ) ( )£ei 1Ei£pit k ,nousavonslerésulta suivant qui est immeédiat:

~



Théoreme:[76]
1) X est un optimum de PARETO de( P) §i et seulement § X est solution optimale de
P (f(x)) pour tout k1 {12....., p}.

2) S X edt I'unique solution de R, (f(X)) pour un certain ki {1,2....., p} dors X est un
optimum de PARETO de ( P).

L’inconvénient de ce résultat est qu'il reste théorique donc ne permet pas de donner un

moyen de trouver I’optimum de PARETO X . Cependant nous verrons dans un chapitre
ultérieur une méthode de calcul de X en se basant sur la résolution de probléme classique
d optimisation.

Il existe une autre maniere de se ramener a un probleme classique d optimisation C'est en
faisant la combinaison des deux maniéres précédentes. En effet soient les deux problemes: [12]

1 Max>z,(fl(x),..., fp(x))<
) i Max| £, (x),...., f, (x) “ (2)}fi(x)3 y, 1Ei£p
ixi X1 R %zi ol

avec C* :{zT R"/"y3 0,y 0)z y<>0}( <Z,y>dédgneleproduit scalare usudle de
RP) . Nous avons le résuitat suivant:

Théoreme:[12]

1) S Xp et solution optimale de (2) pour un yT Rpfixé, dors X( est un optimum de
PARETO du probleme (1).

2) S Xp est un optimum de PARETO du probleme (1), dors X est solution optimale du
probléme (2) avec y = (f, (X, ) . (X,))-

ey T

Démonstr ation:

1) Soit Xq une solution optimale de (2) pour un yI RP. Supposons que X ne soit pas un
optimum de PARETO de (1) dors il exise Xg | X /"1 1EI£ P nous avons :
fi(x,)® fi(x) et $i, L1, £ p/ f, (x)> f, () Comme X est solution rédisable de
(dors" il {1...,p}, f,(x,)® v, . Nous déduisons dors que

"L p f () y et i T {L, p} f (x)> y, cestadireque

X4 est une solution rédlisable de (2) .

Comme § = (f,(x,)- (X s T, (%)~ F,(%))2 0t Y2 Odors

que X est une solution optimale de (2) . D’ou X est un optimum de PARETO du probléme
D).



2) Soit Xg un optimum de PARETO de (1) et montrons que Xy est solution optimale de (2)
avec y = (f,(x, ) f, (Xo)) - Soit X une solution rédiseble de (2) donc

"TLETEp f(x)® f(x) .S $i, 1£0, £ p/ £, (x)> f, (x,) dors Xq neserait pasun
optimum de PARETO de (1) : cequi estimpossibledonc: " i 1£i £ p f,(x)= f,(x,) d’ou

g zf(x) = 5_ z f,(%,) C est adire quelafonction objectif de (2) est constante donc X est
i=1 i=1

solution optimaede (2). C.Q.F.D.

Remargue:

Le théoreme que nous venons de démontrer nous permet de donner une procédure pour
trouver tous les optimums de PARETO de (1).

En effet, nous résolvons le probleme d’ optimisation paramétrique (2) et soit X, (y) une solution
optimae. Nous résolvons ensuite le systeme suivant

d'inconnue y = (yl,..., yp):

1, (% (¥)) = v,

(S):
L 06(Y)=y,

et le théoréme précédent permet d affirmer que I’ ensemble des optimums de PARETO de (1)

est {x,(y)/ y est solution de S}.

Cependant cette procédure est difficile a mettre en oeuvre en pratique éant donné la difficulté
de trouver une solution optimale paramétrique et surtout la résolution du systéme

(S qui et fadtidieuse vu son caractére non linéaire.

Donc pour appliquer la procédure, nous devons résoudre un probleme d optimisation
paramérique et deuxiemement résoudre (S) ¢’ est a dire trouver les points fixes de la fonction
vectoridle

f0X0=(floX0, ..... , f OXO).

CORLEY [11] raméne la recherche de I’ optimum de PARETO a cdui de trouver les points
fixes d une cartaine fonction multivoque, amdiorant aing la procédure précédente vu qu'il n'y a
pas de probleme d’ optimisation a résoudre.




CHAPITRE 1V

CARACTERISATION DESSOLUTIONSEFFICACESET
PROPREMENT EFFICACES

Dans ce quatrieme chapitre nous traitons de la caractérisation des solutions efficaces et proprement
efficaces.

Nous commencons par les notions de vecteur maximal et faiblement maxima qui générdise un peu la
notion doptimum de PARETO, en effet nous montrons que trouver les optimums de PARETO

revient atrouver les vecteurs maximaux dans |'espace objectif.

Nous passons en revue une caractérisation geométrique de vecteur maximal et faiblement maxima a
I'aide d'un théoreme dit théoréme de contact, cette caractérisation utilise I'orthant non négatif.

Adutre propriété géométrigue est qu'un vecteur maxima a un sous-ensemble Z de R' setrouve sur la
frontiere de Z.

Nous pouvons auss caractériser un vecteur maximal a l'aide de la notion de vecteur p-linéairement
maxima ol p est un vecteur défini pogtif e nous montrons qu'un vecteur et maximal 9 et seulement
S pour tout p défini pogtif il est p-linéairement maximd.

Nous avons auss un moyen andytique pour trouver un vecteur plinéarement maxima cest de
résoudre un certain probléme d'optimisation classique.

Cependant en pratique pour trouver un vecteur maximal il n'est pas commode de résoudre tous les
problemes d'optimisation classique pour trouver un vecteur p-linéairement maxima pour tout p défini
pogitif.

C'est pour cda guon donne un moyen de trouver un vecteur maxima en ne résolvant qu'un seul

probleme doptimisation classque. Nous obtenons ains une condition suffisante d'avoir un vecteur
maxima ou faiblement maximal. Cependant cette condition n'est pas nécessaire e hous montrons
quil en e and sous une hypothése de convexité directionndle de I'ensemble sur lequel nous
recherchons le vecteur maximd.

Nous rous intéressons auss a la caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces, c'est
a dire que nous voulons éendre le principe de "scdarisation” de recherche de vecteur maxima a
cdui de recherche de solutions efficaces et proprement efficaces, nous donnons des conditions
nécessaires et des conditions suffisantes pour les solutions efficaces et proprement efficaces au sens
de BENSON. Ces conditions portent surtout sur la structure de domination notamment lorsgue
cdle-ci est un cdne convexe aigu ou un cone convexe fermé pointé, parfois nous exigeons davoir
une gructure de domination qui soit un cdne convexe fermé pointé et que I'ensemble sur lequel nous
recherchons les solutions efficaces soit un polyedre convexe pour avoir I'équivaence entre solution
efficace et proprement efficace au sens de BENSON. Autre moyen de "scdarisation” pour trouver
les optimums de PARETO et de rechercher la meilleure gpproximation au point idéal que nous
appelons solution compromise et ceci en utilisant une famille de normes de R" véifiant trois
propriétés.

Nous aurons dors comme résultat que I'ensemble des optimums de PARETO est dense dans

I'ensemble des solutions compromises. Nous donnons ensuite des conditions nécessaires ou
auffisantes pour avoir des solutions proprement efficaces ou efficaces a l'ade de solution
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compromise et ceci hon pas seulement pour les normes précédentes mais auss pour la norme de
TCHEBYTCHEV.
Nous remarquerons gque dans tous ces résultats nous exigeons principaement que I'espace

objectif Rf doit étre fermeé et c'est pour cela que nous donnons une condition suffisante pour
que I'espace objectif R’ soit fermé qui est un résuitat origingl.
Nous abordons égdement une méthode de "scaarisation” généraisée basée sur lanotion de

représentant d'un cdne convexe fermé, pour donner des conditions de solutions proprement
efficaces au sens de BENSON.

Nous passons ensuite au cas ou le probléme d'optimisation multiobjectif et différentiable en
énoncant des conditions d'optimalité andogues aux conditions de KUHN-TUCKER bien
connues en optimisation classique, nous en profitons pour définir les solutions proprement
efficaces au sens de KUHN-TUCKER et au sens de GEOFFRION aing que la relation entre
ces deux notions.



Nous avons vu au chapitre 3 comment nous pouvons trouver les optimums de PARETO en
résolvant un probleme classque d' optimisation c'est a dire que nous avons «scaarise » le
probléme.

Ce principe de «scdarisation » des optimums de PARETO peut étre généralisé aux vecteurs
maximaux et faiblement maximaux que nous définirons plus bas ce qui permettra d obtenir
d autres résultats supplémentaires applicables aux optimums de PARETO.

V. 1) Vecteur s maximaux

Soit ZI R" . Définition: [41]
1) Un vecteur 21 z est appelé vecteur maxima de Z Sil n'exisepas z1 Z/z> z0
(e"i=1..nz*z°e$j/z;>2)o0 z=(z,...,2,) & 2° :(zf,...,zﬂ) :

2) Un vecteur 1z et appelé vecteur faiblement maxima de Z Siil n'existe pas de
z1 2/1z2>2° (ie"i=1,..,n 2 >2°) .

De ces définitions nous déduisons aisément que s x 1 X est un optimum de PARETO du
probléme

t Max (fl(x),...,f
+XT X

Z= {(fl(x),fz(x),...,fp(x)) , x1 X} et réciproguement.

Demémes x 1 X est un optimum de PARETO faible, dors (fl(x*),fz(x*),...,fp(x* )) et

p(x)) aors (fl(x*),fz(x*),...,fp(x*)) et un vecteur maxima de

un vecteur failblement maxima de ' ensemble Z précédent et réciproquement.

Aing résoudre un probleme d’ optimisation multiobjectif revient atrouver les vecteurs maximaux
et faiblement maximaux dans|’ensemble Z = {(fl(x),fz(x),...,fp(x)) , X1 X} :

Propriétés géométriques des vecteur s maximaux et faiblement maximaux:
Nous pouvons caractériser géométriquement les vecteurs maximaux et faiblement maximaux a
I’aide d’ un théoréme appel é théoréme du contact. Pour cela définissons e cone positif P par:

P:{yT R"/ys3 O} et le cone Srictement positif P' par: P':{yT R”/y>0} . Pour un

sous-ensemble Sde R"™ et yT R" nous définissons Sty par S+y ={s+y/sl § .



T héoréme du contact:[41]
Soit 1 Z et z1 R".
(a) z° est un vecteur maximal deZ s et seulements ZC (P+ ZO) :[ZO] .

(b) z° est un vecteur faiblement maxima deZ s et seulements ZC (P'+ZO) = A.

A |’ aide du théoréme du contact nous déduisons e corollaire suivant;

Corollaire:
Tout vecteur maxima de Z est nécessairement faiblement maximd.

Eneffets z° estmaximd dez dors P+2°1 P+2° ce qui implique que
ZC (P'+z°)i ZC (P+zo) :{zo} et comme 2° 1 P'+2° donc

ZC (P'+zo) =/

Une autre caractéristique géométrique d' un vecteur maximal et qu'il se trouve sur la frontiere
dez

Corollaire:
Tout vecteur maxima de Z es sur lafrontiere de Z.

Une aLitre maniére de caractériser un vecteur maximal z°1 Z et de dire gu'il N'existe pas
de pointsde Z setrouvant sur les demies droites issues de z°. Plus précisément nous avons:
Définition:

Soit p1 R" défini positif (i.e p> 0). Nousdisonsque z° T Z est un vecteur
p- linésirement maximal de Z sil nexigepasr >0/ 20 +r pi Z.
Théoreme:[41]

unvecteur z° 1 Z est un vecteur maxima dans Z S et seulements z%est
p-linéairement maxima de Z, pour tout p défini pogtif.

Aing I existence de vecteurs maximaux de Z est assuré 9 nous avons:
Z(;{L(p),pS 0} 1 /Eou L(p) est I'ensemble de tous les vecteurs p- linairement maximaux
deZ.

Exemple: Z ={(x,y)T Rzly(x2 +4) £ 8}

N



‘_}'\J\ 'k v

D'gores le théoréme du contact I'ensemble des vecteurs maximaux edt:
{(x,y)T Rz:y(x2+4):8etx3 O}et ced auss |'ensamble des vecteurs fablement
meaximaux. Nous remarquons que Z est non borné donc n'est pas compact et pourtant les

vecteurs maximaux et faiblement maximaux exisent.

Remargue:

S 2%t p-linéairement maxima de Z ou p et défini pogtif dors:

pTzO:Sup{pTz/zT S} ol S:{ZT Zlz=2+cp, cl R}.

En effet g z=22+cpl Z/c£0 nous avons
p'z=p"(2°+cp) = p"2%+dJpf* £ p"2°

¢ s c>0p +cpilZ car 2% plindrement  maximd. Donc S

z=2°+pi SP c£0e p'z°3 p'z C.QFD

Réciproquement s z° est tel que p'z° = Sup{pTz/zT S} e p unitaire défini positif et S

défini  précédemment, aors 70 et p-linéeirement maximd. En effet 9 20 néait pas

linésirement maxima, dors $c¢>0/2°+cpl Zet dans ce cas X +cpl S e de plus

pT(ZO + cp) _ pTZO +c||p||2 S pTZO

p'z0 = Sup{ p'z/z1 S} .Lefait que z° 1 Z découle du résultat stivant:

car p défini positif (donc ||p|® >0) ce qui contredit

Théoreme:[41]

S ZVesttel que p'z° = Sup{ p'z/zi S} oll p unitaire défini positif, dors 2°T Z

En conduson s p unitaire défini positif dors: 20 et p-linéairement maximad de
z0 p'2°= Sup{pTz/zT S} avec
S:{zT Zlz=2+cp, ci R}. De cette fagon nous avons un moyen anaytique pour
3 T
z

trouver |es vecteurs p-linéairement maximaux: ¢ est de résoudre le probleme ! MAax P

fzI' S
et nous disons que nous avons «scaarise» le probléeme de recherche de vecteurs p-
linéairement maximaix.
Nous pouvons auss «scaariser » le probleme de recherche de vecteurs maximaux et
falblement maximaux en effet nous avons:

Théoreme:[41]



iMaxh Tz=h "2

1)s $h>0,hi R"/j . b 2%t maxima dansZ.
121 z
3 T
2)§ $h’> 0/ 2°soit un point de maximum strict du probléme | MTaXZh z
TZ

dors z%est un vecteur maximal de Z.

X T__ . T.0
3) $h>0, hi R”/}_'VIT""XZh 2=h 2" 0 et faiblement maximd de Z.

fz
En généra la réciproque du théoréme précédent n'est pas vraie sans restriction supplémentaire
aur I'ensemble Z pour cela nous avons.

Définition:

Soit pT R™, p* 0. Nousdisons que Z est p-directionnellement convexe S:
"Z42°1Z,"1 1[0, $b 30:1 2" +(1-1)Z +bpl Z.
Remarque:

Un ensemble convexe est toujours p-directionnelement convexe " p* 0 car il auffit de prendre
b =0 dansladéfinition. Réciproquement un ensemble p-directionnellement convexe ' est pas
toujours convexe comme le montre |’ exemple suivant:

2
p-directionnellement convexe " p* 0 comme nous pouvons le véifier aisement.

Z:} (,2,) Rz/(zl+l +4222:4\2 est une €llipse non convexe et
|

Théoreme:[41]
S Z est pdirectionndlement convexe avec p défini pogtif et 9 z%est un vecteur maximal ou
. . e iMaxh Tz=hT2°
faiblement maximal de Z dors $h défini postif td que | Dy
fz
D’ gpres les deux théoremes précédents nous avons pour Z p-directionnelement convexe:
N T, _nT,0
20 estfablementmaima de 20 $hS0, hi Rn/}M?(zh z=h'z
fz
mai'S NOUS ne pouvons pas affirmer que :
3 T _ . T_0
z%est maximd de ZU $h>0, hi Rn/},.MTath z=h'z"
fz

Cependant nous pouvons affirmer cette derniére proposition S Z est de nature bien particuliére,
Sz= Co{ al,...,a”} (i.e Z, est enveloppe convexede a,...,a") aors nous avons:

Théoreme:[41]
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3 T__,.T.0
z%est maximd de Z, U $h>0, hi R'”/I'MAaXh z=h'z"
izl z,

Ce dernier réaultat et en particulier vrai S Z; est un polyedre convexe ensemble largement
utilise en programmetion linéaire mutiobjectif.
S 7, :{x1a1+...+xnan / x; 3 0 pour tout i} cestadires Z; estlecone convexe engendré

par {al,...,a”} aorsle théoreme précédent est auss valable.

V. 2)Caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces

Le principe de «scaarisation »du probleme de recherche des vecteurs maximaux et faiblement
maximaux peut ére éendu plus générdement a la recherche des solutions efficaces et
proprement efficaces. La caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces peut se
faire comme quit:

1) En « scdarisant »le probléme par combinaison linéaire,

2) Par recherche de lameilleure gpproximation au point idédl.

3) Par résolution d’ un probléme d’ optimisation classique avec contraintes paramétriques
supplémentaires.

4) Par une méthode de « scdarisation » généraisée.

1) Caractérisation par « scalarisation » [69]

Soit D une structure de domination qui sera Suppose étre un cone convexe .
Y1 RPet E(Y,D) I'ensemble des solutions efficaces de Y ¢ et adire:

R - _‘|,{O} s0iD

Yol E(Y.D)U (Y- yo)C(-D) _}/Esi 01 D
S D est un cone convexe fermé nous noterons P(Y,D) I'ensemble des solutions proprement
efficaces au sens de BENSON c'est adire rappeonsle:

Yol P(Y,D)U P(Y +D- yo)G(- D) ={0}

Définition:

Soit X1 RP.Lapolaire postive de X est définie par:
& :[X*T RP:<x,x*>3 0," x1 X} .
Lapolaire positive dtricte de X est définie par :

X :{X*T RP:<x,x*>>0," xT X - {O}} .

Nous pouvons trouver une solution proprement efficace au sens de BENSON en
« ccaarisant » le probléme de lamaniére suivante:

Théoreme:[76]



Soit D un cone convexe fermé de RP. S $mi D¥td que y, soit solution optimae de
i Min<my > . .
i vy aors y,est solution proprement efficace au sens de BENSON.
|

Réciproquement, une solution proprement efficace au sens de BENSON est solution du
probléme
jMin<my > . - i
lyT v sous certaines conditions, plus précisement:

|

Définition:

Soit K1 RPun cone. Nous disons que K est pointé (ou pointu) S nous avons:
"x:x1 K,xt 0b (-x)I K.

En particulier un cone pointé ne contiendra pas de sous espace vectorid de RP.

Théoreme:[76]
S D et un cdne convexe fermé pointé et Y D-convexedors yo 1 P(Y,D) b $mi D¥td
: . i Min<my >
que Yy, et solution optimale de; in y
|

Comme pour les solutions proprement efficaces au sens de BENSON, nous pouvons auss
« scalariser » le probléme pour trouver des solutions efficaces.

Théoreme:[76]

, N . 5~ 0 : , . i Min<my >

Soit D un cdne convexe. S $ml D™ td que y, ot solution optimale de: in
|

aors y, est une solution efficace.

Nous remargquons gque nous avons pas besoin que D soit fermé ( comme pour les solutions
proprement efficaces) pour trouver les solutions efficaces. La réciproque du théoréme
précédent N’ est vraie que sous certaines conditions. En effet nous avons:

Définition:

Soit K1 RPuncone. Nousdisons que K est aigu S safermeture est contenue dans un certain

demi-espace  owvert.  Plus  précisément  sil exise x*TRP-{0} e s
0 0

H* :{XT RP/ < x,x* >>0} dors K1 H*E{0}.

Remargue:
En générd il n'y apas de relation entre un cdne pointé et un cone aigu:

Exemples:
.2
1) K1 :{(x,y)l R /O£x£y£2x}eﬂuncﬁneconvexeaiguetpointé
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. .2 R :
2K = KlE{(x,y)I R /2x£y£x£0}eﬂunconenonconvexenonagu
2
et non pointé.
L2 . L2
3) K3:{(x,y)l R /y=x3 O}E{(x,y)l R /Ix£0y£0y? x}eﬂ
un cone pointé non aigu.
Cependant tout cone aiqu est pointécars " x T K < x,x* >> 0 oux=0dorss K est

non pointé $x * 0 xT KC (-K)b<-x,x*>>0 dou < x,x* > 0 imposshle.
Nous avons auss le résultat suivant:

Proposition:[76]
Soit K un cone convexe. K estaigu U K est pointé.

Donc pour un cone convexe fermé il y’ a équivaence entre cone pointé et cone aigu.

Théoréme:[76]

Soit D un cdne convexe aigu et Y D-convexe. S yoeﬂ solution efficace dors

0 \|,Min<m,y>
$ml D - {O} / yoestsolutionoptimdede|
Tyly

Dans ce théoréme la condition sur D d'ére aigu ne peut pas ére diminée comme le montre
I’ exemple suivant:

Exemple

Y ={(y1,y2)T R%/-y, £y, £y,0uy; £Y, £-y1}
D ={(dy.d,) T R?/d; =}

D°={(ml,mz)T R2 /" (dy,d,)T D myd; +myd, 2 o}
{(m.m)T R2/"d, 1 R myd, > 0

={(m.0), m1 R}
| Min<my >
le probléme | , mi D°-{0} n'a pas de solutions car " mi D°- {0} nous
Tyly
avons

<my>=my;® -¥ oi m=(m,0) ety=(y,y,)enefets ny >0 nous faisons tendre
y1® -¥ a3 ny <0 nousfasonstendre y; ® +¥ .

D e un cne En dfe § (d,d)IDP dy=0 e par st
"1 201(dy,dy)=(1dy,0)1 D.



D est convexe eneffetsi | 1 [01], (dy.d,)T D, (d'y,d',)T Db d, =d', =0 dou

| (dy,dp)+(2- 1)y, d) =(1 dy +(2- 1), 0) T D.

D est nonpointécar (0,)T D et - (0,1)=(0-1)T D

Comme D est un cdne convexe fermé et qu'il est non pointé aors d' aoprés la propostion
précédente D n'est pasaigu.

Cependant il y’ a une solution efficace en effet nous avons.
¥=(7.,9,)1 E(Y,D)U $y =(y,,y,)1 Y-{0}/§=y+dpouruncertaindl D.

y=y+dO :Xl —Y1 S §:(00), nous choissons y, =¥ ety,td que
1Y2 =y, +dj
(y1,¥2)T Y- {0} et celaest toujours possible car s §; > 0 nous prenons y, = %yld’ou
- 1. ., . 1 -
-Y1 <0< SY1<Y1C estadire (y;,y,) = @13)’1%' Y - {0}

e 1_06

S ¥,<0 nous prenons auss (yl,yz)zgyl,zylaqui appatient a Y-{0 car

V€571 E-

S ¥,=0 nous prenons y=(0Y)qui et dans Y-{G e nous avons
y=y+doud=(0,¥,- )T D.

Doncs §* (0,0) P ¥ n'est pas une solution efficace,

o o _ ~ 1Y1=0 _ (0.
Sy=(00,y=y+dU %y2+d2:Op y=(y1,y2)=(0-d,)

eyl YU -d, =00 y=0 doncil nexisepas y* 0,yl Y/§=y+doudl Dcequi
veut dire que ¥ = (0,0) est lasolution efficace o ol E(Y,D) ={(0,0)} .
D’autre part Y est D-convexe car j'affirme que Y +D = R? (qui et convexe) en effet

Y+DIi R? @ s (x4,x5)1 R?nous choisissons y = (x4,y,) , d =(0,d,), nous avons
deux cas:

1% cas S x, =0 nousprenons y, =d, =0 dou (xl,xz) =y+dl Y+D.

2™ cas S X, 1 Onousprenons y, = dxy| etd, =x, - y, avec e={ _ et dans
cecas y+d = (xg,exq]) +(0,%5 - @xq]) = (x1,Xp) dou (x1,%,) T Y +D.

Nous avons auss la caractérisation suivante d’ une solution efficace:

Théoreme:[76]
Soit D un cone convexe aigu ouvert et Y D-convexe.
i$mi D°-{0}
¥ est solution efficacedeY U : iMin<my >

+ Y solution optimalede | -
i iyly
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Donc 9 nous ne supposons pas que D est ouvert dors toute solution optimae de

[ Min<my >
ol n1 D°nest pas nécessairement une solution efficace, cependant il y'a

—\

Tvly
un cas ou hous pouvons |’ affirmer:

Théoreme:[76]
Soit D un cone convexe agu & ni D°. S § et la sule solution optimde de

Min <my >

\I
Ve
”~

dors § est une solution efficace.

Il existe un cas ou il y'a équivaence entre solution efficace et solution proprement efficace et

| Min<my >
gue cette solution soit optimale pour |' ml D, pour cdanous avons:
Tvly

Définition:
Nous disons que Y est un polyédre convexe s Y et I'intersection finie de demi espaces fermés
cestadre Y :{x/ <b ,x>Eb, 1£i£ m} .

Théoréme:
S Y est un polyedre convexe et D un cone convexe ferme pointé dors:
¥ est une solution efficaceU ¥ est une solution propremert efficace au sens de BENSON

Min < my >
U $mi D /¥ soit solution optimale de

— —\—/

ylvY

2) Recherche de la meilleur e approximation au point idéal [69]
FMinf(x) = (fa(x).....fp(x))
[

fxT X1 R"

Revenons au probléme o optimisation muitiobjectif: (P)

avec lastructure de domination D = RP ¢’ est adire qu une solution est efficace s et seulement
s ¢'est un optimum de PARETO. Posons Y = f(X).

Nous supposonsque " i T {1,...,p} :¥; = Inf(fi(x),xT X) >-¥

Définition:
Nous appedons point idéal ou point utopique le vectewr Y1 RP td que
yﬁyouy:(yl,...,yp).
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Nous rgppeons que la norme de  Tchebytchev et  définie  par
n T P. — < _

yl R": ||y||¥ = Mu%ﬂy'ﬂ ol y—(yl,...,yp).
Considérons une famille de normes {||||a al A} oll A est un ensemble o’ indices minoré et

non magjoré. Nous supposons que cette famille de normes vérifie les trois propriétés suivantes:

Propriété P1:
"al A, $M(a)>0/"yT R |y|, £M(a)y,.

Propriétée P2:
M(a)lvl, %@, "yT RP.

Propriété P3:
S‘_O£y£y'(,j

' P vl <[y’ "alA.
v 4 b,

Exemples:
1

o aba o
Il =[G . al La¥[=A y=(ny,)

1% 0 .
b) v, =Ivly *aga yile al[1+¥[=A.
i=1 a

3 p

Soit S, :+l_m=(ml,...,mp)i RP:gm=1,"i 1£i£p m >O§ , al’ade de la famille
i=1

de normes précédente nous définissons la (m a) normedey par:

My =] mAy|, oumi S, avec mAy = (my;,...,mpy,)

Définition d’une solution compromise:
Nous disonsque y1 Y est une solution compromise au probléme d’ optimisation multiobjectif
(P) sil exise n' 1 S, tel que y soit solution optimale du probléme:

wirly - 51

fyly

m

a ou yestunpoint idéd.
Sous certaines conditions toute solution compromise est une solution proprement efficace au
sens de BENSON. Plus précisément nous avons.

Théoréme:[69]
SY+R® estferméetIafarnilledenormes{||.||a ,al A} vérifie les propriétés



P1, P2, P3 dors;

1) Toute solution compromise est une solution proprement efficace au sens de BENSON.
2) Toute solution efficace et limite d’ une suite de solutions compromise.

Donc les optimums de PARETO sont obtenus a I’ aide de la meilleure approximation au point
idéd.

Cependant il ne faut pas croire que la limite d une suite de solutions compromise et efficace,
prenons par exemple:

Y ={(Y1,y2)3)’% +(y2 - 1)2 51} E{(yl,Y2)3Y1 0y, - ]}et y=(-1-1).

¥=(00 net pas une solution efficace as sns de PARETO car
(0-1)£(00) et (0-1)* (0,0) et (0-)T Y.

L’ ensemble des solutions efficaces ( optimums de PARETO) et :

E(Y) ={(y1,y2)T R%y, 2 +(y,- )° =1let - 1£y, <O et0<y, £]} E{(0-1).

Il est clair que ¥ = (0,0) T E(Y

~—

J affirme que:
Y +R: :{(3/1’)’2)T R%/y;2 0y, 2 ]} E[(VLYZ)T RZ/y,3 1- |1-y% , - 1£Y1£0]
Enefe: soient A ={(y1,y2)T R%y,30,y,3 ]}

B:[(yl,yz)T R%:y, 3 1- 41- yZ , - 1£y1£0]
S (y1,y2)T AP (y1,y,)1Y etcomme Y1 Y +R? donc (yy,y,)1 Y +R?
d'ot Al Y +R?
S (y1,y,)1 B etsi y, £1b |1- y2 3 1-y,
b 1-yf 3 (1')’2)2
b y2+(y,- 1) £1b (yoy,)1 Y1 Y +R?
P (yy,y,)T Y+R2
S (y..y,)1 Betsi yo >1soient y'y =y +1,y9o=Yyy-1
y12-1P y;+13 0y, >1P y,-1>0P (y',y,)1 R%
et (y.y2)=(Y1-1.y2+D) =(-1) +(y1,y'o) T Y +R:
donc Bi Y +R2 dol AE BI Y +R2.

Réciproguement

S (71,72)T Y+R: P $(y'1.y2)0 RZ $ (y1.y2)

—_

Y/ SY130, Vo+l=y,+1+yH

or " (ypy )T Y, yp3-1



1)&303}/23'1 ;;YZ3 -1
car (y1,¥2)T YP fou b jou
I 2 I 2
TYE+(y2- 97 €1 f(y2- 1) £1-yf
x 1y2° -1 6
:Ey23—1 .:.ou i
- 3 .
P — Py ey 418 y,01b g0 - Py2ted
T|y2 Yeqt-vi Y23 1-/1- y sy, £-1 etcomme 1- |[1- y} 3 03 - I
dol Y, +1=(y, +1) +y',3 0P ¥, - 1P (y,¥,)1 A
Sy;,<0 ,71+1=(y1+1)+y'10r" (yl,yz)TY,y13-lcar:
ly;30y,? ly;30 1y, s -1
(3’1,3/2)T U} ou D} ou p, ou b y3-1

| | I
fyl2+(y2- D7 E1 gy £1- (y2- D761 v £l
doll y,+1=(y,+1)+y,2 0P -1£y, £0. Nous avons nécessairement y; £0 car §
y1 >0 dorsy; =y, +y'1>0 cequi contredit -1£y,; £0.
S yl =0b Vl =y1 +yI1=yI13 Ob 71 3 Oetd,aprale%précvéjmt (VI’VZ)T A.
Sy, ! 0commey,; £0dors(y,y,) i {(yl,yz)/y1 30,y,8 - 1} et comme de plus
(y1,y,)1 Y dorsnécessairement nousavons: y;2 +(y, - 1)° £1 cequi donne:
L2 L2
(yl' Y1) +(72' Y2'1) £1
2 1 1 1 1
178 "‘(Vz' 1) +y'12- 2y V1 +Y 22'2)/2(V2 - 1)51
V2 +(V2- ) +y' P HY P E L2y Y +2y'5 (Y, - 1) (@)
S V,31P ¥, 1- 4/1- V42 car 1- 4/1- ¥;2 £1 cequi implique (v1,¥,)1 B
S ¥, £1 I'inégdité (1) donne que 712 +(372 - 1)2 £1dou:
o 2 - — _ - _ _
(V2- 9% £1- ,°P [72- J€41- V° P 1- Y, £41- ,° P 7, 2 1- 1- ¥
dou (v,,y,)1 B donc Y+R%1 AE B e par conséquent Y +R3 =AE Baui et un
ensemble fermé. Soit C(Y) I'ensemble de toutes les solutions compromises. D’apres le
théoréme précédent nous avons. E(Y)1 C(Y), donc §¥=(00)1 E(Y)I C(Y) dou:
g1 C(Y) masyT E(Y).

Pour une solution compromise avec la norme de Tchebytchev ¢'est a dire pour une solution

optimae du probléme J{M'n"y j|¥ pour un certan 1 Sy, nous avons des resultats

fyly
différents du théoréme précédent. Plus précisément nous avons.

Théoréme:[69]
S Y +RP estfermé



H"ni Sy il existe une solution efficace qui soit compromise pour |a norme de Tchebytchev.

2) SI y<y dors toute solution efficace et solution compromise pour la norme de
Tchebytchev

Remarque:
Dans le théoreme précédent S nous enlevons la condition y <y il n'est pas toujours vrai que

toute solution efficace est une solution compromise pour la norme de Tchebytchev.

Exemple:

Y ={(y1y2)T R?/ys+y,° 1,06y, £1, y=9=(00).

(0,1) est une solution proprement efficace au sens de BENSON, en effet cela veut dire que:
Pl +R2 - (01)) ¢ - RZ) ={(00)} .

Nous avons Y + RZ = Y E{(yl,yz)i R%/y, 3 lety, 3 O}.

P(Y+Ri- (0,1))={(y1 y2)1 R?/y;+y,3 Oety, 2 0}

Cependant (0,1) N’ est pas une solution compromise pour lanorme de Tchebytchev snon
$m=(m,m,)/m >0, m, >0, m +m, =1 et (0,1) serait solution optimale de:

) MinMax{my;, my,}|
1y1+y2 $let O£y  £1
Sn<ng o (LO)T Y et||mA(1,0), = Max{m, 0.mp} =m <m, =|mA(0,1)], ce
qui contredit le fait que (0,1) est solution optimale de (T).

(T . Nous avons || mA (0,1)||¥ = Max{0m , Lm} =m,

S 131pfm8nta=?nl—2, y1=%aety2 =1- %a nousauronsmlylzémz<m2

et myYy» =mz§- Eaz<rrb donc

| mA (y1.y2)], = Ma{my,,mpy,} <m, =] mA(0,2),
donc (0,1) n'est pas solution compromise pour lanorme de Tchebytchev.

Congdérons les deux familles de normes:
18
D . =My +ga1|yi| azl , y=(yp.yp)
1=

2) |y, =]1ay]y 0b I, estunematrice carrée d ordre p définie par ses déments:

iaf(p- Y(a- 1) +1 o
(Ia)jk:1l; [ %'1)[“3' 1)a+]] S J_k'

1 /a-1](p- 9a+1 e



Avec ces deux familles de normes nous pouvons completement caractériser les solutions
proprement efficaces au sens de BENSON a I’ aide de solutions compromises dans le cas ou
Yy <Y . Plus précisgment nous avons.

Théoreme:[69]
it YI RP/Y+RP etfeméet y<¥ dors
Yo est solution proprement efficace (j . 1Y est solution compromise

| s
au sens de Benson % 1avec les deux normes précédentes

Remargue:
Nous voyons que dans tous ces résultats de caractérisation d’une solution proprement efficace
ou efficace al’ ade de la recherche de la meilleure gpproximation au point idédl, nous exigeons

que Y +RP soit fermé Cependant j affirme que cette condition est vérifiées Y1 R? et
Y fermé. Nous avons.

Lemme:
S Yl RP @Y estfemédors Y +RP et fermé

Preuve:
it (z,),,, unesitede Y +RY telque z,® z .
"nTNS$y, TYet$d,20:2,=y,+d, .(Yn),, €t Nécessirement une site

bornée car comme O£y, £z, (card, 2 0)" nT N dors |y,| £z,|| ob || est lanorme
eudidienne e comme (z,),, converge, donc Cest une slite bomée

P $c>0:"n30|z,|£cdol |y,||£|zn|£cP (yn)., bornée

N0

(yn), éant bornée admet une sous suite convergente : Yo, %734®Y sitd=2z-y
comme y, £2zp " k dors en passant a la limite nous aurons YE£2 dou d3 0

n, = Zn, " ynk % ¥#,®Z-y=d30 e comme Y et femé donc yI'Y dou

z=y+d 1 Y+R? C.QFD.

3) Caractérisation par résolution d’un probleme d’ optimisation avec contrainte

supplémentair e paramétrique [69]

FMin f(x) = (f(x),...,fo(x

Soit le probléme (P)1| A ( ) (1( )or Tl ))
ix1 X1 R"

al’aide de ce probléme nous définissons le probléme a k'*™ objectif avec contrainte, comme
éant |e probléme d optimisation scaaire suivant:
iMinf, (X )
Pk(e)i k( ) _ _ R ou e:(el,ez s ep)l RP
ifilx)£e, 1Ei£p , it k, xI X
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Il exisgte un lien entre la rgchache des optimums de PARETO pour le probleme (P) et la
résolution du probléme ak'“™ objectif avec contrainte.

Théoreme:[69]

X et optimum de PARETO de (P 9§ & seulement SXest solution optimde de
P (€) oue=f(X) etceci " ki {1,....,p}.

L’ inconvénient de ce théoréme est de résoudre p problémes & K™ objectif avec contrainte et
deuxiemement il faut connaitre le vecteur € donc X auss (I’ optimum de PARETO).

Nous pouvons dans certains cas ne pas résoudre les p problémes a k'°™ objectif avec
contrainte grace au résultat suivant:



Théoréme:[69]
S xXest I'unique solution optimale de P, (€) pour un certaink T {1,...,p} et€=f(X) dors X
et un optimum de PARETO du probléme (P).

Toute solution proprement efficace au sens de BENSON avec D = RP est néoessairement un
optimum de PARETO. En effet 9 y est proprement efficace au sens de BENSON dors:

(v - y)g(- RE)i (Y +RP - y)Q(RE)i Ay +R%- yig(- RE) = {0} et comme
of (Y-y)C ( RE) donc (Y -y)C (RE) ={0} d'oll yest solution efficace avec D = RY
donc c'est un optimum de PARETO. Laréciprogque en générd n'est pasvraie

Exemple:
Y ={(y1y2) T R2 1y +y, 2 O E{(yay2) T R®1ys 2 JE{(vy2)T R? 1y, 1
7 = (0.0) est un optimum de PARETO car (¥ - §) G (-R2) =¥ ¢ (- R2) ={(00)} .
Cependant § N’ est pas une solution proprement efficace au sens de BENSON: En effet
Y +RZ =Y puisques ¥=(y1,Y,) T Y+RZ P y=y+d ol y=(y;,y,)1 Y e
d =(dy,d,)1 RZ. Nousavons y = (y; +dy,y, +d,).
Siy1+y,2 0P (yp+dp)+(y, +dp)® y1+y,3 0P I Y.
Sy, 31b y,+d;3y,31p yi VY.
Sy,31b y,+d,3y,31b yiY doiY+R21 YecommeY +R2EY dors
Y+R? =Y.
Leconesallantde Y + R? - yestP(Y+R2 - y):P(Y) ={ay/yl Yeta: 0
et P(Y) = {(y1 y2)1 R%/y,;3 Oouy, 3 O}

(-1, 071 PY)C ( Rf) b P(Y)G ( R+) 1 {(0,0)} donc § st pas proprement efficace
au sens de BENSON.

Montrons que P(Y) = {(yl,yz)i R2?/y, >0ouy, > 0} E{(00)} . ait (y1.y,)1 R
S y;>0ety,3 0P y; +y, >0P (yq,y5)1 YT P(Y)P (y1,y,)1 P(Y).
S y; >0ety, <0enprenanta =y, NOUSaUrons

& y,0 y_29: ]
gl ylﬂl Y e agl Voo (Y1'Y2) P (Y1,Y2)| P(Y)-

Sy, >0ety; 3 0P y;+y, >0P (y;,y5)1 YT P(Y)P (y1,y5)1 P(Y).
Siyg>0ety; <Oenprenanta =y,,

?1 Tvye ag—l 1——(y1,>/2) b (yr.y2)T P(Y)

Donc nous avons montré que {(yl,yz)T R%/y,>0o0uy, > O} 1 P(Y) s (1)



=ay;
ay,
Sa=0 (y,y,)=(00T {(yl,yZ)T R?/y,>00uy, >O} E{(00)} .
a>0 siy,31b ay;%a>0p y; >0
S sy,31b ay,3a>0p y,>0
Sy;+Y,2% 0onadeuxcas:

—)

Réciproquement s (y1,y,)T P(Y)P $a 3 Oet (7,,V,)1 Y/'z

—_——
N =

$(71,9,) = (00)P (y1.y,)=(00)1 {(yl,yz) i R2/y,>00uy, > o} E{(0,0}

1y1>0 171£0
s (V,.9,)t (00) P fou carsinon fet  dors ¥, +¥, <O0:impossible
1¥2>0 1¥2£0

Donc s 71>0p y]_:ay1>0 eg 72 >0pb y2=a72 >0

Donc P(Y)] {(yl,yz)T R?/y;>0 ou y, >0} E{(0.0)}..ccccorn )
DWe@ P PY) ={(y1,y2)T R%/y,>0 ou y, >o} E{(0.0).

Cependant BENSON et MORIN ont montré que tout_\optimum de PARETO est solution
proprement efficace a condition que les problemes du K™ objectif avec contrainte soit stable.
Plus précisément:

Définition: (Fonction de perturbation)

Lafonction de perturbation wy:RP* ® R =[- ¥ +¥]associée au probléme R (e)
et définie par:

wy (u) = Inf{fk(x) fi(x)- e £y, i=1..,k-Lk+1,..;p , x] X}

ol u= (ul,u2,...,uk_l,ukﬂ,...,up)i RP!

Définition: (Stabilité)

wy (0) - wy (u)
ul

Autrement dit la stqbi lité implique que s nous perturbons les seconds membres des contraintes

du probleme de K°™ objectif avec contraintes, aors la vaeur de la fonction a I’ optimum ne

présentera pas une grande perturbation. Ceci est d autant plus utile en pratique car en rédité

NOUS Ne connaissons pas avec exactitude la vaeur du second membre.

£EM .

P () est dit tables w (0)estfiniet $ M >0 :" ut 0

Théoréme:[69]
S f;,f,,.., f, sont convexes sur un convexe non vide X et que X et un optimum de

PARETO du probieme | ™1 1) = (11 o )
FxI X
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dors : X est solution proprement efficace au sens de BENSON s e seulement s
(I eP(f X) +RP - ))Q(-RB):{O}), " ki {1 p} , Pk(é) et sable ol

e= f

En pratique il n"est pas toujours facile de véifier la stabilité des probleme B, (e) . Cependant §
nous exigeons que certaines conditions dites contraintes de qudification soient satisfaites, dors
la stabilité sera prouvée. Pour plus de déails voir : GEOFFRION [17*]

Nous pouvons caractériser une solution proprement efficace en résolvant un probléme
d optimisation scalaire bien gpécid: En effet nous avons le réaultat:

Lemme:
S fy,f5,....f, sont convexes sur un convexe X dors X est solution proprement efficace au

sensde BENSON § et seulements " kT {1,...,p} ,$m=(n1,...,m<_l,m<+l,...,n1))

I Minf «(X)+ & mfi(x)
nl RP?!te gue X soit solution optlmaiede| itk .

FxT X
En fait ce lemme découle des deux premiers théoremes du paragraphe 1.
Dans I’ exemple précédent nous avions une solution efficace qui N’ &ait pas proprement efficace
au sens de BENSON. En fait nous ne pouvons pas dire que celaa eu lieu car le probleme du

k'®™ objectif avec contrainte ' é&ant pas stable puisque Y n'éant pas un ensemble convexe et
donc le théoreme précédent n'est pas applicable.

A présent donnons un exemple ou Y est convexe avec une solution efficace non proprement
efficace au sens de BENSON:

Exemple:

Min(fy(y),f2(y))
Y

{()’1'312)T R*/y,3y5 . y1£0}, Y est convexe

e e e /
—_—)

ou y=(y1’}’2) et fl(y) =Y1 1:2(3/) =Y2

_<

S D=R?, y=(00) estunesolution efficace car (Y - ¥) G (- R2) ={(0.0)} .
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Nous vérifionsaissment que Y + R? =Y E R et que

Ay +R2- yjz{(yl,yz)i R2/y,? o}.
Ay +R2- ng(-RE):{(yl,yz)i R2/y, £0ety, :0} +{(00} donc  y=(09

n'est pas une soIL{tjon proprement efficace au sens de BENSON. Cda est du au fait que 'un
des problemes a k'*™ objectif avec contrainte n’est pas sable. Vérifions-le

u=(ug,u,), wy(u) = Inf{yll Yo EUy, (y1,y2)T Y} €=1(0,0)=(0,0)
¥ S u, <0
W=l G s 0
S u, >0etuy =0 dors:
W1(0)'W1(U): Juz :«/U—Z: 1
Jul ui +us U2 Jup
w4 (0) - wy(u)

Jul

4) M éthode de « scalarisation » génér alisée:[17]

w1((00)) =0, w;

£ 3/4@3{6® +¥

doncil nexisepas M >0:" u! O £M.

Définition:
Soit K un cone convexe fermé de R". Nous appelons représentant de K, toute fonction

convexe positivement homogéne mR" ® R tdl que K :{yT R"/m(y) £ 0} .

Exemple:
S K =- R dorsun représentant de K est:

m(y)=1l\£lig>r§{yi} Y =(Y1rYn)-

En générd un cone convexe fermé possede plusieurs représentants et parmi ces représentants
nous avons la fonction distance  d (y) = Inf{||y - x|, x1 K} qui joue un rdle important

dans la caractérisation des solutions proprement efficaces a I'ade d'une scdarisation
générdiste.

Définition:

Soit m un représentant de K. Nous appelons un (K,m) systéme de scdarisation toute famille
d application {f  , t> 0} avaeursréelesddfiniesur R" vérifiant les propriétés suivantes

Propriété 1:

Pour chaque t>0 f,est croissante par rapport al’ordre partiel induit dans K. C'est adire
: \ 9 Tk9
S xEy P f(x)£f(Y) g?)u xEy O x-yTKg

Propriété 2:

"yTRMK, " t>0:f(y)2 mly) e tl(jDrQ+ft(O):O
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Propriété 3:

.- , . _ f(0+1y)-,(0)
n 3 3 ] - t t
WR,H@”%@®WﬂWH@ﬁJ%O |

S K ed un cone convexe fermé pointé, rous pouvons condruire un (K,m) systeme de
scalarisation de la maniére suivante :$ el R" /" y1 K-{0} (ey)<0. Eneffet d aprésla
proposition du paragraphe 1 comme K = K est pointé donc K est aigu et cdla veut dire
$xx10/" yl K-{0},(x*,y)>0 e en prenat e=-Xx* nous aurons
oyl K-{0 (ey)={(-x*y)=-(x*y)<0 .

Soit f une fonction numérique positive croissante convexe sur R. Par exemple f(x) = e*.
Nous posons  f (y) =m(y) +t f((e, y)) . Véifionsque {f , t>0} e un (km) systéme
de scalarisation.

)" t>0 f, est convexe comme combinaison linéare a coefficients postifs de fonctions
convexes. En effet mest convexeet h(y) = f((e, y)) auss car:

h(y)=f((ey)) . h(ly+(-1)z) =f((ely+(1-1)2)
= f(l {(ey)+(1- 1 X z))
£l f((ey)) +(1- 1 )i((ez) =1 h(y)+(1- 1) h(z).

S yEz ie$plK:y=z+p: ft(y):m(z+p)+tf((e,z+p>)
S p=0ey=z dorsft(y):ft(z)
fi(y)=m(z+ p)+tf(<e,z>+<e,p>) comme m &t convexe positivement homogéne dors
1 )
m(z+p) £m(z)+ m(p) , eneffet : m(z+p) =m§:25(z+p)%
o, 10,60 L o)l =
—2m%22+2pb£282 Z)+2m(p)l‘ii m(z) +m(p)

(e,p)<0 car pl K-{0} b (e,2) +(g,p) <(e,z) e commef et croissante

f((e, 2)+(e, p}) £ f(<e, z}) d ou
fi(y) £ m(z)+ n]g((?)ﬂf((e' z)) £m(z) +tf((e,2)) =f (z) donc f est croissante sur

R" par rapport al’ ordre induit sur K donc f , véifiela
propriété 1

2)s yTR"K: f(y)=mly)+ tf({ey))® my)

>0 30
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f¢(0) = m(0) +tf((e0))
= m(0) +tf(0) % %® m(0)

én(0) = (0+o)£m(o)fm(o)‘=zm(o)p m(o)° ou_ w00 aubie
&1 K (car K conefermé ) dou m(0) £0 4

[m(O) =m(20) =2m(0) b 2m(0) - m(0) =0P m(0) = 0] donc lapropriété 2 est vérifiée

3) Soit yT Rn ’ flt (O’y) — l 3237"2) OM

fu(1y)- F(0)= mliy) +t7((e1 ) - m(0) - 7(0)

=1 m(y) +tf(l {ey))- tf(0)
ft(ly)l—()—m +|£[f(|<e,y))-f(0)]
Nous avons un résultat:

Proposition:[76]
s f et convexe propre et s x1 int(domf) dors f'(x,d) exite et et fini " d R".
(domf : domaine ffectif de f ={xT R"/f(x) < +¥})

f(x+1d)- f(x)z(im(domf): intérieur de dorm)

a[?'(x d)= lim
g V9= o I
Dans notre cas nous avons une fonction numeérique convexe d' une seule variable qui est

o) = f(l <e,y>) qui est propreet dom f =R donc 07 R donc d aprés|a proposition

B _ f(I{ey)- (O _ .
[/ 1 =l R
précédente $ /I %lé/g?@o I

(1) - (0) _
donc | ?L!ng e m(y) +t|

par suite f ', (0,y) = m(y) + t1 %t3/4 % W6® m(y) et lapropriété 3 et vérifiée.
¥4 F®

Conclusion:
S K est un cbne convexe fermé pointé aors {ft, t>0}est un (K,m) systeme de

scalaistion o m et un représentant de K et f(y) =m(y)+t f((ey))on
"y1 K- {0}, (ey) <0 ef: convexe croissante positive

A présent donnons une caractérisation des solutions proprement efficaces al’aide d’'un (K,m)
systéme de scalarisation:
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Théoreme:[17]
K éant un cdne convexe fermeé pointé soit {f ¢, t> 0} un (K,m) systéme de scadarisation .
y* T Y est une solution proprement efficace au sens de BENSON S et seulement S y* est

solution optimale de Min f', (0,u- y) pour uncertain ul R" ett>0.
yl'Y

Définition:
Nous disons que le (K,m) systéme de scaarisation estforts "y 1 R"- K, m(y) 3 dy(y).

Théoreme:[17]
K éant un cdne convexe fermé pointé soit {f ¢, t> O} un (K,m) systéme de scalarisation.

a)Sy*1 Y est solution optimae de |VI|IJ1 f¢(u-y) pour uncertain ul R" ett>0.
y

dorsy* est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN.

b) Supposons que le systéme de scdarisation et fort, aors la condition précédente et
nécessaire et suffisante pour que y* soit une solution proprement efficace au sens de
BORWEIN.

V. 3) Conditions d’ optimalité d’un probleme de programmation
multiobjectif différentiable

Jusgu’a présent nous avons donné des conditions d optimdité d’'un probléme d’ optimisation
multiobjectif essentidlement a I'aide des techniques de scaarisdion. En programmeation
i Minf(x)
|
mathématique classique ¢ et adirepour leprobléme jg; (X) €0 1£i£€m, f:R"® R
: B _
ihi(x)=0 1£j£p
nous savons que sous certaines hypothéses de qudifications de contraintes toute solution
optimale vérifie les conditions de KUHN-TUCKER bien connues.

Dans ce paragraphe nous nous proposons de donner les relations de KUHN-TUCKER pour
un probléme d' optimisation multiobjectif. Considérons le probléme suivant: [71]

i Minimiser f(x) = (f4(x),f2(X).....fm(x))
i
(v P)}. o) £0
ih(x)=0
Ixi x
fiX® R 1£i£m,gX® RP, h:X® RY.
Nous supposerons gue toutes les fonctions aing définies sont différentiables sur I’ ouvert X.

ol X1 R"est unouvert,

Définition:
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Soit Y1 R'. Levecteur g R'est appelé vecteur de convergence pour Y au point

y* 1Y sil existe unesiite (yy),; , dansY & unesuite numérique (a ), ; , de nombres réels
drictement postifstd que: limy, =y°, lima, =0et lim Yo ¥ qg.
k® ¥ k® ¥ kO¥ a

ki N

Soient X°={xT X 1g(x) £0, h(x) =O} et C(X°,x°) I'ensemble de tous les vecteurs de
convergence pou X° au point x°T X°.
sait D ={dT R"/N"g; (x").d£0etNTh(x?).d =0, iT I} ot

I :{iT {1...p} 1 gi(x°) = O} .
Définition de contrainte de qualification:

Nous disons que les fonctions g et h satisfont aux contraintes de qudification au point x°
s DI C(X°,x°).

Remarque:
C(X°x°) n'est rien d’ autre que le cone tangent a X° au point x°.

Nous avons la condition nécessaire d' optimalité du probleme (VP) qui s énonce:

Théoreme:[71]

Supposons que :

(i) f,g,h sont différenticblesen x°1 X°

(i) x° et un minimum de PARETO pour le probleme (VP)
(ili) g et h satisfont aux contraintes de quaification au point x°
dorsil exige u°T RT, u°t 0, v°T R? , w°l RY td que

TRTF(x). ue+NTg(xe).ve+NTh(x?) . we=0 (1)
|

flbc) v=0 @
ig(x°)£0 (3)
1h(x) =0 )
Remargue:

L e théoréme précédent est valable ol la condition (iii) est remplacée par:
D ={dT R"/NTh(x’).d =0T x®,x?).

A présent passons aux conditions suffisantes d optimalité. Ces conditions sont analogues a
celles du probleme classique de programmation mathématique.

Théoreme:[71]

Supposons que:

(i) f,0,h sont différentisblesen x°1 X°

(iyfh " i1 I ,g; sont convexesau point x° ol | ={iT {1....p} 1 gi(x°) = 0}
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(i) $u°>0, el R™ v°3 0,vel R wes o,wel R te que:
a) NTf(x°).uw+N"g, (x°).v>+NTh(x*).w°= 0 o g; =(g;);;,
b) g(x°) £0
c) h(x°)=0

aorsx°® est un minimum de PARETO def sur X°.

Dans ce théoréme nous pouvons remplacer la condition de convexité de f, g, et h par une
condition moins forte de pseudo- convexité.

Définition:
Soit f:R" ® R unefonction différentiable sur R
Nous disons que f est pseudo-convexe au point x* 9 nous avons.

"yT RERTF(x*).(y- x*)2 0b f(y)3 f(x*).

Théoreme:[71]
Supposons que:
() f, gy, hsont différentiables au point x°, oli g, =(g;);,

(i) $u°>0, T R™,v°3 0O,v°l R|'|,W°T RY td que

) (x- x7)".(NTF(x°).u+ g, (x7).v>+KTh(x).we) 3 0
b) g(x°) £0

c) h(x°)=0

(i) (u) " +(v°) " g, +(w°) " h est pseudo-convexe au point x°
aorsx°® est un minimum de PARETO def sur X°.

Nous pouvons auss remplacer la condition de pseudo-convexité d’ une combinaison linéaire de
f, g, h par une pseudo-convexité d une combinaison def, g, et h séparément.

Théoreme:[71]
Supposons que:

(i) f, 9, hsont différentidbles au point x° , ou g, = (gi)iil
(i) $u°>0, u°T R™,v°3 0,v°l RP,w°l RY td que

m
a) é u?fi est pseudo- convexe en x°
i=1
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[] 0 .
b) A Vv;0; estquas-convexeenx°®
il

g .0 - 0
C) d Wjih; est quas-convexeen X
i=1

.
d) " x1 xe éﬁlgeéu?f, éav Og; 0_+N§1_5 0h x° —u (x x°)2 0
£Fifp i£q

DD>

e) veg(x°) =0
fogx)EO
h) h(x°) =0

aorsx°® est un minimum de PARETO def sur X°.

Il existe auss des conditions de KUHN-TUCKER pour une catégorie de solutions proprement
efficace: Solutions proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER.
Historiquement ¢’ est cette solution proprement efficace qui fit définie avant toutes |es autres.

Soit le probleme:
| Minimiser f(x) = (f1(x). f2(x)......F5(¥))
|
igy(x)£0
192(X) £0
(P)i-
gm(X)£0
oo "il{1...p}e"jT{1...m}, f;etg; sont supposés continCiment différentiables sur
R".

|
i
i
i
i
1
|

Définition: (solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER) [69]
X° est dt solution proprement efficace au sens de KUHN-TUKER 9 x° et un minimum de

PARETO de (P) e il mexiste pas de hT R" tel que " i, 1£i£p (Nf;(x°),h)£0 et
(i (x°),h) < 0 pour uncertaink et " jT J(x°) :{j/gj(x°) =O} , <Ngj(x°),h>£0.

]_Minf(x):(-x, x? - 2x)

Exemple: !-XE 0
IxTR
T



X, st minimum de PARETO s'il n'existe pas x 3 0tel quef(x) T f(xo).
avec une au moins de ces 2 inegdités ext gricte.

¥y x3
~ 1X° Xo

|
Fx%- x5 - 2x+2xg £0

. ‘!x3 Xo 0 ‘!x3 Xo
%(x-xo)(x+x0)-2(x-x0)£0 %(x-xo)(x+xo-2)£0
~ 1X3 Xg ~ 1Xg EX

| | U xg £X£2- Xq
TX+Xg£E2 1Xg£2-X

cequi impliqueque Xy <2- Xy Cest adire.
Doncs xq 2 1 dors xq est un minimum de PARETO.

Voyonss X =1 est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER:

(Rfy(xo).,hy=-h<0,"h>0 e "hT R{Rf,(x0),h)=(2x0- 2).h=0

et (Ng;(xo),h) =-h<0 "h>0, donc x, =1 n'est pas proprement efficace au sens de

KUHN-TICKER.

S x >1p -}(lflfl(xo),h> =-h£0 "h30
§(Nf2(xo). h) =(2xo- 2.h£0 "hEO

proprement efficace au sens de KUHN-TICKER.

donc dans ce cas X est une solution

Définition: (Solution proprement efficace au sens de GEOFFRION)
Soit le probléme : Min f(x) :(fl(x),fz(x),...,fp(x)) x1 X avec D=RP.
Nous disons que xYest une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION s C'est une
solution efficace et il exiseunréd M > 0 tel que pour chague i et pour chagque x 1 X
stisfaisant &

. o - .
fi (X) <f; (xo) , Il exige au moinsunj td que fj(xo) <fi(x) M £EM
f; 0 - f;(x7)
Théoreme:[69]
Une solution est proprement efficace au sens de GEOFFRION S seulement S cest une
solution proprement efficace au sens de BENSON avec D=RP.

Sous certains hypothéses de convexité toute solution proprement efficace au sens de
KUHN-TUCKER est proprement efficace au sens de GEOFFRION:

Théoreme:[69]

S "iT{1...p} et"jT{1..,m} f; etg; sont convexes, aors toute solution proprement
efficace au sens de KUHN-TUCKER est proprement efficace au sens de GEOFFRION.
Sans les hypothéses de convexité, e théoréme précédent n'est pas toujours vrai:
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g 2 U3
Exemple: }Mm(-x X )
f-x£0

s x30b (-x2,x%) (0.0)P X, =0 estun minimum de PARETO,

Nous remarguons que lafonction f1(x) = - x? est non convexe. Idi f,(x) = x* et par

site " hi R (Nfy(xo),h)=-2xo.h=0 e (Nf,(xo).h)=3x§.n=0, I(xo)={1,
g:(x) = - x

;N

(Ngy(xo),h)=-h£0 "h? 0 doncil nexiste pas hi R/J|[<|§hcl(x0)’h>£ 0 avec uneau
§(Nf,(x0).h) £0

moins de ces inégdités Stricte, donc est une solution proprement efficace au sens de

KUHN-TUCKER.

S x>0b -x?<0=fy(xq) e fo(x) =x3>0=1f,(xo)

fl(xo)—_fl(x):ﬁ:l%’éﬂ ® +¥ doncn’&st [uti t

(- Taba) - x %% 0 pas une solution propremen

efficace au sens de GEOFFRION.

D’autre part la réciproque du théoréme précédent et vraie moyennant une qudification de
contraintes.

Définition: Contrainte de qudification de KUHN-TUCKER
Nous disons que (P) satisfait aux contraintes de qudification au sens de KUHN-TUCKER au
point x° (solution rédissble de P) d tout vectewr hsatidasat a

"l J(xo) ={j/gj(x0) :O}

<Ngj(x°), h> £ 0 et tangent a un arc différentiable contenu locdement dans le domaine des
solutions rédisdbles. En d'autres termes il exise t>0 e une fonction vectoridle
q:[0.f]® R" tel que:

1) q et différenticbleent =0

2) q(0) =x°

3) " t1[o] g(q(t)) £0 ou g(x) :(gl(x),....,gm(x))

4) $a > 0/%?(0) =ah.

Théoreme:[69]

S le probléme (P) satisfait aux contraintes de qudification au sens de KUHN-TUCKER au
point x° et 9 x° et une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION, aors x° et
solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER.

Dans ce théoreme nous remarquons qu'il N'y a pas d' hypotheses de convexité, mais S nous

supprimons la condition sur les contraintes de quaification aors le théoréme précédent ne sera
pas toujours vra comme le montre I’ exemple suivant:
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Exemple:

I Min(-3x; - 2x, +3, - Xq- 3%, +1)
[-X1£0

:-x2£0
Hx.-1%+x,£0

e 01(¥)=-x1 . 92(0)=-%2 , 3(x)=(x1- 9’ +xp. x°=(10) et un minimum ce
PARETO car
s L ) . \
f(X)£f(X°):(0,0)U :, 3X1 2X2+3£OU :,3X1+2X2 3
T_Xl- 3)(2 +1£0 ’I‘Xl+3X23 1

Soit X ={(x1,x2)T R*/x;20,%,2 0, (- 1)3 +X, EO} dors nous pouvons vérifier

graphiquement  que {xT R? /f(x) £ f(x )}(;X {( )} donc il nexiste pes
xT X /1f(x) 2 f(x°): cequi veutdirequex —(],O) est un minimum de PARETO.
Montrons andytiquement que {xl R? /f }

S x=(xX1,%p) T X P 3x; +2x, £ 3% - 2(x1 )3etdeplus
3, - 2(x- 12 3= Ax; - 1)- 2(x, - 1)° =(x1-1[3-2x1-1)2]nousavonsajssi:
(x1- D°£-x, £0P (x.- VP £0P x, - 1£0 et datre part:

3- 2(x,- 9?3 00 (x1-1)2£§U 1- x1£\Ecarx1- 1£0

- 3 : 3
U x,3 1-\/:qU|estvracarx13 Oetl-\/:<0
2 2

donc 3x; - 2(x; - 1)3 - 3= (xy- 1)[3- 2(xy - 1)2 <0sideplusx; 1.

Cequi veut direque 3x; +2x, <3 pour x; * 1donc x {xT R /f(x)£ f(x°)} .
x°=(1,0) est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION en effet:

f1(x°) = fo(x°) =0. S fy(x) < fy(x°) et f,(x) >f,(x°) cecasne peut pasavair lieu car §
x| X nous avons vu précédemment que 3x, +2x, £3 donc f1(x) 3 f(x°) : contradiction.
Donc le seul cas que nous pouvons avair est: X1 X, fo(x) <f,(x°) et f4(x) >fy(x°) et par
suite:

f2( ) 2() Xq+3X,- 1
fo(x)- f1(x?)  3- 3x.- 2x,

Soit S={xT X /f,(x) £ f,(x°) etfy(x) 2 f1(x)} - {x7}




alorsS:{(xl,xz)T R%/x;% 0, %20, (x;- )% +x, £0, x; +3x, 2 1, x1<]}.
X +3X,-1
3- 3Xq - 2X5
X7 +3X,-1
3- 3%y - 2%y
solution proprement efficace au sens de GEOFFRION.

Lafonction (x1,X,) ® est continue sur le compact S donc elle y est bornée

doll $M >0/" (x1,%,)T S, £M ce qui prouve que x°=(L0) est une

Voyons s x° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER:
HNEL ()LD EO 30 42n, 2 0

(Rif 5(x°),h) £ 0 5 bhy+31,30 _ jh3 0

(Rgz(x)ny0 " ho? O th, =0

(Rgs(x’)hygo th2£0

donc tout vecteur h = gglgou h, > 0 véifie
2

(Rf1(x°),h) <0, (Nfy(x°),h) <0, (Ngy(x?),h) £0, (Ngs(x®),h) £0 ce qui veut dire
que x°=(1,0) n'est pas une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER. Ceci

est du au fait que le probléme en question ne satisfait pas aux contraintes de qudification au
sens de KUHN-TUCKER au point x°=(10), en efet s h=(hy,h,) et tel que

(Ng,(x°),n)£0 et (Ngs(x°),h) £0 cest adire " h= ?Olg h n'est tangent & aucun arc

différentiable contenu locdement dans X, comme nous pouvons le vérifier graphiquement (il
suffit de prendre h; > 0).

Passons aux conditions d' optimadité S X° et une solution proprement efficace au sens de
KUHN-TUCKER dors ¢'est un optimum de PARETO et d' gprés le premier théoréme de ce
paragraphe 5, 9 en plus les contraintes de qudification sont vérifiées dors x° vérifie les
conditions de KUHN-TUCKER. En rédité nous navons pas besoin de la satisfaction des
contraintes de quaification car nous avons.

Théoreme:[69]
S Xx° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER alors.

$m=(my,...,mp) T RPet$l = (I 4,....1 )T R™ tel que

i - mo
'rg mNf; (x°)+ 3 | ;Ng;(x°) =0

Ti=1 i=1
I m

o o p—
}_a 1igi(x?) =0
[ i=1

¥m>0,|30

i

autrement dit toute solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER vérifie les
conditions de KUHN-TUCKER.

81



Nous pouvons auss remarquer que toute solution proprement efficace au sens de
GEOFFRION x° vérifie les conditions de KUHN-TUCKER s les contraintes de qudification
au sens de KUHN-TUCKER sont vérifiées au point X° et ceci en vertu dun théoreme de ce
paragraphe.

Pour les conditions suffisantes nous avons le résultat suivant:

Théoreéme:
S chague f,,1£i£p e chague g, 1EIEmM et convexe e d
$m=(my,...,mp) T RPet$l = (I 4,....1 )T R™ tel que

] g N o ‘r’n N o

ra mNfi (x)+ Q1 Ng;(x) =0

Ti=1 i=1

9y .

raligi(x)=0

}m>o,|30

fet x°T X

aorsx° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER

Auparavant nous avons vu que tout optimum de PARETO qui vérifiat les contraintes de
qudification, vérifie les conditions de KUHN-TUCKER. Nous avons le méme résultat s
I optimum de PARETO vérifie les contraintes de qudification au sens de KUHN-TUCKER:

Théoreme:[69]
S le probléme (P) satisfait aux contraintes de qudification au sens de KUHN-TUCKER au
point x° 1 X et 5 x° est un minimum de PARETO, dors,

$m:(ml,...,rrb)T RPet$l =(1,...| n)T R™tel que:

PP oo
ia mNf, (x?)+a ! iNg;(x?)=0

li=1 i=1
i

o o —
%a l1gi(x°) =0
li=1
I'm>0,1230
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CHAPITRE V

DUALITE EN OPTIMISATION MULTIOBJECTIF

Dans ce chapitre nous abordons la dudité en optimisation multiobjectif. Nous débutons par la dudité
dans les programmes convexes.

Nous définissons ce que nous appelons probléme dua a partir d'un probleme dit prima congstant en
une minimisation au sens multiobyjectif.

A travers tout ce chapitre nous définissons plusieurs types de problémes duaux et pour chacun de
ces types il faudra é&ablir la dudité faible et la dudité forte. La dudité faible consste a dire que la
fonction objectif du prima qu'on désire minimiser et meilleure que lafonction objectif du dud et ceci
pour tout couple de solutions rédisables du primd et du dud. La dudité forte exprime la possibilité
d'avoir une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION du dud a partir d'une solution
proprement efficace au sens de GEOFFRION du primd et que les deux fonctions objectifs y sont
égaes.

Dans un premier temps nous consdérons le probleme prima qui consste a minimiser wne fonction
vectoridle convexe sous contrainte dinégaités convexes, nous définissons le dud de WOLFE
conggant principdement & maximiser une fonction vectorielle ressemblant au Lagrangien classque
sous contrainte principale que le gradient de ce Lagrangien soit nul.

Pour ladudlité forte du dua de WOL FE une hypothése de contrainte de qudification est exigée.
Nous passons ensuite a la dualité pour les programmes non convexes. Pour cela deux autres types
de problemes dualix sont envisagés en plus du dua de WOLFE.

Dans un premier type la fonction du dua coincide avec cele du primd et dans un deuxieme type
nous consdérons le probleme prima avec contraintes d'égalités et dinégdités pour lequel nous
congtruisons le probléme dua a l'aide dune partition de I'ensemble des indices des contraintes
dinégdités et dégdités.

I faut remarquer que dans tous ces problemes duauix, la dudité faible et éablie en général sous une
hypothése de pseudo-convexité de la fonction objectif et de quasi-convexité des contraintes, tandis
gue la dudité forte est établie seulement pour obtenir des solutions efficaces du probléme dua méme
a partir dune solution proprement efficace du primal, donc ces résultats sont moins forts que ceux
pour les programmes convexes.

Nous avons également des conditions suffisantes permettant d'affirmer que nous pouvons obtenir une
solution proprement efficace du primd a I'aide d'une solution proprement efficace du dud: cest la
dudlité réciproque.

Nous éudions ensuite la dudité dans le cas plus généra cest-a-dire a I'aide des structures de
domination, de solutions efficaces, proprement efficaces puis nous définissons le Lagrangien
vectorid, point sdle e nous donnons des résultats qui sont analogues aux résultats connus en
optimisation classique par exemple dés que nous avons un point salle, nous avons auss une solution
optimale, résultat qui se généraise aux cas multiobjectif.



Nous abordons les notions de carte primade et carte duae qui permettent de définir le probléme
dud en toute genérdité d'un probleme d'optimisation multiobjectif.

V. 1) Dualité pour les programmes convexes [81]

Définissons d’ abord ce que nous entendons par problémes duaux en optimisation multiobjectif.

Définition:
Soit le probléme d’ optimisation:
i Minimisery (x
Pty )

ixI F
a(P°) nous associons le probleme suivant:
o1 Maximiser f (x)
D)i -

RANE
Nous disons que (D°) est un probléme dua du probleme (P°) 9 hous avons:
(i) duditéfaible : pour tout x I F et pour tout ul G

y(x)3pf(u) (eil nexige pas (x,u)T F" G:y;(x)Ef;(u) "i:1Ei£k et

avecaumoinsun j tel quey ;(x) <f ;(u)).

oy : R"® R¥, Fi R"

ol f:R"® R¥, Gl R"

(i) duditéforte : S x° est une solution proprement efficace (au sens de GEOFFRION) de
(P°) dors (D°) possede une solution proprement efficace (au sens de GEOFFRION) soit u° et
tel que y (x°) =f(u°).

Soit le probleme d' optimisation multiobjectif:
j Minimiser f(x)
1
t9(x)£0
Nous considérons les optimums de PARETO comme solutions optimaes de (PV).
En rdaion avec (PV) nous définissons auss le probléme
i Minimiser | Tf(x
(PVI )I ( )oul 30,1Te=1 e=(11,....,1)
to(x)£0
GEOFFRION [17** ] aéabli |e résultat suivant:

ouf:R"® Rfetg: R"® R™.

T~
I R¥.

Lemme:

(i) Supposonsque " i T {1,...,k} 1;>0.

S x° et une solution optimae de (PVI ) aors x° est une solution proprement efficace au sens
de GEOFFRION du probléme (PV).

(i) S f et g sont convexes aors x° est proprement efficace au sens de GEOFFRION de (PV)
S e seulement s X° est solution optimale de (PVI ) pour un certain | > 0.

Remargues:
Notons que dansla partie (i) du lemme précédent, il n'y aaucune hypothése de convexité.



Nous obtenons égdement des résultats smilaires au lemme précédent avec les problémes
uivants

} Maximiser f(x) et‘IMaximiserI Tt (x)
1 !

to(x)£0 fo(x)£0
Remarquons auss que le (i) du lemme précédent découle du premier théoreme du paragraphe
« Caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces» du chapitre 4: En effet

ol >0,17e=1,e=(11..1)" 1 R

k
comme | >0p "di R¥- {0} (I,d)=41;d;, >0 donc d1 (RK)SO et que de plusiil
i=1

y'a équivdence entre solution proprement efficace au sens de BENSON et au sens de
GEOFFRION.

En relation avec (PVI ) considéronsle probléme d optimisation scalaire:

IMax | T(u)+yTg(u)
(DVI )i NI Tf(u)+RNy g(u) =0 | >0,1Te=1,e=(11..)" T R¥.

IVER

Ty
WOLFE [83] amontré que (DVI ) est un probléme dud de (PVI ) ceci atraversle résultat
vivant:
Théoreme:[81]
S x est une solution réglisable pour (PVI ) et (u, y) solution rédissble pour (DVI ) etsifetg
sont convexesaors | Tf(x) 2 1 Tf(u) +yTg(u).
S Xq et une solution optimale globale ou locale de (PVI ) et s une contrainte de qualification
est stifaite au point x, [48] dorsil existe y 3 0 tel que y'g(xo) =0 et (xo,y) est une
solution optimale globale, x, pour (PVI ) ety pour (DVI ).

Avec |e probléme (PV) considérons le probleme d optimisation multiobjectif suivant:

1 Maximiser f(u) +y Tg(u).e
(DV) ! NI T (u)+NyTg(u) =0

¥y3 0,1 >0,1Te=1
Nous montrons que (DV) est un probléme dua de (PV) appelé dual de WOLFE ceci &
travers les deux résultats suivants:

Théoreme: (Duditéfable) [81]
Soit x une solution rédlisable de (PV) et (u,1 ,y) une solution rédlisable de (DV).
S f et g sont convexesdors f(x) 3 p f(u) +yTg(u).e.

Théoréme: (Dudité forte) [81]
Soient f et g convexes & X une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION du
probléme (PV) et qui véifie une contrainte de qualification. Alors il existe (I,y) tel que



(xo.,!,y) est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION de (DV) et les
fonctions objectifs de (PV) et (DV) y sont égaes.

A présent nous donnons quel ques résultats assurant que les composantes de la fonction objectif
du probléme dua sont des fonctions non mgjorées. Ces résultats sont de Smples extensions
des résultats pour le probléme de minimisation scaaire donnés par MANGASARIAN [48] et
WOLFE [83]:

Théoreme:[81]

S (x,1,y) et une solution rédisble du probléme dud et td que le systéme
g(x) +Ng(x).z£ 0 n'a pas de solutions en ' R", aors chague composante de la fonction
objectif du probleme dud est une fonction non mgjorée dans I’ ensemble des solutions duaes
rédisables.

Corollaire:

S le probleme (DV) posséde au moins une solution rédisable (x,I ,y) et g le probleme (PV)
n'a pas de solutions rédisables dors 9 g et concave ou linéaire, le probleme dud (DV)

possede une fonction objectif dont chaque composante et une fonction non mgorée dans
I’ensemble des solutions duales rédisables.

Finalement pour les problemes linéaires nous savons quand est ce que le probléme primd (PV)
N’ a pas de solutions efficaces. En effet nous avons:

Théoreme:[81]

Soient f et g des fonctions linaires définies sur R" et I'ensemble des solutions rédisables de
(PV) est non vide. S le probleme dua (DV) n'a pes de solution rédisable, dors (PV) n'apas
de solutions efficaces.

V. 2) Dualité pour les programmes non convexes

Dans ce paragraphe quelques réaultats de dudité des problémes de minimisation scaaire
donnés par BECTOR [3], MAHAJAN et VARTAK [47], MOND et WEIR [51] sont
généraisés au probléme d’ optimisation multiobjectif.

Les résultats de ce paragraphe ne sont pas auss fort que ceux du paragraphe précédent V.1 vu
que la solution optimale du dua n'est pas nécessairement proprement efficace mais seulement
efficace, méme s nous avons au départ une solution proprement efficace pour le probléme
primdl.

Considérons a nouveau les problemes (PV) & (DV) définis dans le paragraphe précédent:

Théoreme: (Duditéfable) [81]
S f+ yTge est pseudo-convexe adors pour toute solution rédisable de (PV) soit x, et pour
toute solution rédisable de (DV) soit (u,1,y) nousavons f(x) 2 p f(u)+yTg(u) e

Théoreme: (Duditéforte) [81]



Soit X une solution proprement efficace de (PV) qui satisfait une contrainte de qudification de
KUHN-TUCKER. Il existe (I,y) tel que (xo,l,y) et solution rédlisable de (DV) e les
fonctions objectivfs de (PV) et (DV) y sont égales.

S nous avons de plus f + yTge pseudo-convexe aors (xo,l ,y) et une solution efficace de
(DV).

Congdérons le probléme suivant:
i Maximiser f(u)
ks

iy'g(u)2 0
fy30,1>0,l1%=1
Sous certaines conditions (DV1) est un autre probléme dud de (PV). En effet nous avons:

Théoréme: ( Dualitéfable)[81]
soit X une solution rédisable de (PV) et (u, ! ,y) une solution rédlisable de (DV1).

S f et pseudo-convexe et y'g est quasi-convexedors f(x) 3 p f(u).

Théoreme: (Duditéforte) [81]

Soit X une solution proprement efficace de (PV) ou est satisfaite une contrainte de qudification
de KUHN-TUCKER. Il existe (o, ,y) solution rédisable de (DV1) tel que les fonctions
objectifs de (PV) et (DV1) y sont égdes. S de plus f est pseudo-convexe et yTg est quas-
convexedors (Xq,! ,y) est une solution efficace de (DV1).

A présent nous considérons un probleme dua plus générd ou intervient dans le probléme

primal auss bien des contraintes d' égdités que d inégdités.

. . i Minimiser f(x)

Soit le probleme (PEV) : |
fo(x)£0 , h(x)=0

owf:R"®RK ,g:R"® R™, h : R"® R' sont toutes différentiables

Soient M ={1,2,..,m , L={1,2,.,1},1,1 M, Ofafr dque

a

"a,bT{0,1,.,1} ratb, I,Cl,=/& ¢ M:élaasoit{aa} une
a=0 Ofafr

” [ 0
partition de L ?e J,Cly,=A&pourathbe E J, :LB'

a=0
Remarquons que certains |, ouJ, peuvent &re vides S M edt patitionné en r; sous
ensembles digoints et L et partitionnéen r, sous ensembles digoints, r = Max{r;,r,} s bien
ques rp>r, dorsJ, =/, "a>r,.

En relation avec (PEV) considérons le probleme suivant:
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Maximiser f(x) + 3 y;g;(u) e+ a z;h;(u) e

il i1Jo

\I
I’

R T (u) + Ry "g(u) + izh(u) = 0
(DEV) Té vigi( )+ézj (W0, a=1,2,.,r
fy20 ,1>0 ,lTe=1

dors (DEV) est un probleme dud ( sous certaines conditions ) comme le montre les résultats
uvants

Théoréme: (Dudlitéfaible) [81]
Soit x une solution rédlisable de (PEV) et (u, ! ,y,2z) une solution rédiscble de (DEV). S

[¢] o
f+a yigiet+ a z;h;e est pseudo-convexe

ity ilJa
etd é_ yig; + é_ zjh; a=1,2,..,r etquas-convexedors
il ilJa
f(x)2p f(u)+ & vigi (W) e+ & zih;(u) e
il i3,

Théoréme: (Duditéforte) [81]
it X une solution proprement efficace de (PEV) ol et stifaite une contrainte de
qudification de KUHN-TUCKER. Il existe dors (I ,y,z) tel que (xo,!,y,z) soit solution
réadisable de (DEV) et ou les fonctions objectifs de (PEV) et (DEV) y sont égaes.
S deplus f + é_ y,ge+ é zjh,e est pseudo-convexe et é yig; + é zjh; et

ity il Ja il il
quas-convexe " a =1, 2,..., r dors (xq,l ,y,z) est une solution efficace de (DEV).

Exem Q|eS'
Min (x . x2)'
1) o tI ( ’ )
tx£0

La fonction objectif et les contraintes sont convexes et chagque X <0 et une solution
proprement efficace. Le probléme dua td qu'il a é&é défini pour les programmes convexes
sécritdors

i t t

i Max (x,xz) +(yx,yx)

tp+2l ,x+y=0

'Iil »,>0,1,>0,1,+l,=1,y30
|

-(y+14)

21-14)

1
proprement efficaces vérifient X < Ey , "y 3 0. A chague solution proprement efficace du

Nous avons x = e comme y3 Oetl 1]0, 1] aors x<0. Les solutions

pima  Xg <0 correspond une solution proprement efficece du dud SOt



& 2Xq

5
gXoJ 1= 2% - 1,I s =1-1 1’y:OE et les fonctions objectifs du prima et du dud y sont

égaes.

i t
iMin(-e'Xz,xz)
f1- x£0

L’ unique solution proprement efficace est X = 1. Nous avons un probléme non convexe e le
dud td qu'il aété défini pour les programmes non convexes s écrit dors:

: Max(- e'Xz,xz)

2)

?ZI 1xe'x2 +2l ,x =y

.:.y(l- x)2 0

TI 1>0, [ 2>0, | 1+| 2 :1,y3 0

Le point (le, 0<l,;<1,1-1,2 ;*+21-1 1))est une solution efficace pour le

probléme dud. Il y'a dudité faible puisque la fonction objectif et pseudo-convexe et les
contraintes linéaires et la vaeur des fonctions objectifs du primd et du dua y sont égaes.

V. 3) Dualitéréciproque [80]

Reprenons les deux problémes:

I Max f(u) +y'g(u)e

(PV)‘!Minf(x) o bt ot B .
i (OV)i RI ' (u) +Ry'g(u) =0 od

19() £0 i .
Ty3 0,1 >0,1'e=1

f:R"® Rketg: R"® R™ e e=(11...D)'T RXet| T RX.

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que sous certaines conditions a toute solution
proprement efficace du prima (PV) nous pouvions trouver une solution proprement efficace au
sens de GEOFFRION du dua (DV).

Nous nous proposons dans ce paragraphe d' éudier la réciproque c'est a dire donner des
conditions suffisantes qui permettent & toute solution proprement efficace du dua de trouver une
solution proprement efficace du prima (PV). Pour cdla nous avons le résultat suivant da a
WEIR [80]:

Théoréme:[80]

S f e g sont convexes e deux fois différentisbles et s (Xq,yo,l o) et une solution
proprement efficace du probléme dua (DV) et 5 de pluslamatrice Hessenne (n” n)

N2l §f(xo) + N2yl g(x,) est définie positive ou définie négative, dors x, est une solution
proprement efficace du probléme prima (PV).



V. 4) Dualité Lagrangienne [75]

A présent nous considérons le probléme d’ optimisation multiobjectif dans le cas général c'est a
dire le probléme qui consiste a trouver |’ensemble de toutes les solutions efficaces (ou non

dominé) par rapport a un certain cone de domination. Nous définirons les notions de Carte
prima, Carte dude et le Lagrangien vectoriel analogue au Lagrangien dans le cas d' optimisation
scdare. Nous énoncerons comme dans le cas scdaire le théoréme des multiplicateurs de

Lagrange, lethéoreme du point selle et le théoréme de dudité.

1) Cone des paints extr émes et lemmes fondamentaux

Définition: (Céne du point extréme)

Soit Y un ensemble quelconque de RP et D un conede RP.

y° et un D-point extréme de Y § y°T Y e il nexige pas y'T Y, yl? y° td que
vl yt+D.

Nous noterons Ext[Y/D] I’ ensemble de tous les D-points extrémes de Y.

En rédité cette définition coincide avec cdle du point efficace vu au chapitre 3 rddivement a
une structure de domination sauf qu'ici la structure de domination est une application constante
(D est un cone congtant).

Donnons quel ques résultats sur I’ ensemble Ext[Y/D]:

Lemmel:
S Al /E est un compact de RP et D un cone convexe ferméte que int(D*) * A dors
Al Ext[A/D]+D.

(D* et le cone polaire positif D* :{vi RP /{v,d)2 0 " di D}).

L emme2:
Al RP,BI RP, Dunconede RP dorsExt[(A+B)/D]I Ext[A/D]+Ext[B/D].
Celemme n’est rien d' autre que |’ énoncé de la proposition 4 du chapitre 3.

Preuve:

Soit yl Ext[(A+B)/D], comme Ext[Y/D]I Y dors $al Aet$b] B/y=a+b

(car Ext[(A+B)/D] I A+B). S al Ext[A/D] etbl Ext{B/D]P y | Ext[A/D]+Ext[B/D] sinon
al Ext{A/D] ou bl Ext[B/D]. Supposons sans perte de générdité que al Ext[A/D] dors

$al A,at aeal a+D,danscecasa+bl a+b+Deta+b! a+b cequi implique
que

a+b1 Ext[(A+B)/D]: contradiction.

Remargue:



S nous définissons une relaion « £ 5 » dans RP par:

"x,yT RP x£5yU y- xT D- {0} dorsdanscecas direquey®| Ext[A/D] est
équivaent adirequil nexistepas y*1 Y telquey? £p y° donc nous pourrons penser que
y° egt un dément minimum de Y danslesenssuivant: " y 1 Y , y°£p y. Enfaitil nenestrien
comme |le montre I’ exemple suivant:

Y :{(yl,yz)T R2/y?+y3 £1} ,D=R2 dors nous véifions asément que
Ext[Y/D]:{(yl,yz)T RZ/y?+y2 =1et - 1£y,£0, - 1£y, £o}.

Yo =(a,b) T Ex[Y/D] équivat a dire quil n'existe pas (y1,y2)T Y /(y1,y2) £p (a,b)
Cestadreil mexistepas (y;,y,)1 Y/a 2y, etb3 y, avec(a,b)® (y.y,).
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&1l -10;

Si nous prenons par exemple =c—,—=| Ext[Y/D] et pourtant nous n'avons pas
p p ple Yo =g 5 [Y/D] et p P

"(yo¥2)TY, Yofp(yiys) puisque (-10)TY mas nous navons pas
a1l -106

-10) £ ——.

(10t g 2 755

Cependant j’ affirme réciproquement que si D est un cone pointéets " y1 Y y, £ y aors
Yo I EXt[Y/D].

Eneffets yo I Ext[Y/D] dors $yT Y/y£p yo donc $y1 Y/y,- yT D-{0}

et d’autre part nous avons:

y- Yol D-{0 car"yl Yyy£pydoncyy- yT DC(-D)={0}

(car D pointé) ce qui implique que y, =Y : contradiction.

Soient f = (fl,fz,...,fp) , 9=(91,9,,-..0) deux fonctions vectorielles définies sur XI R"

et soit X':{XT X/g(x)EO} ety =f[X’] :{f(x) , x1 X'} I RP, D un cone convexe.
Nous considérons e probléme d’ optimisation multiobjectif suivant appelé probleme primal:
iMinpf(x) . . .
(P)iXT w ou Minpf(x) désigne Ext[Y/D] .
|

Remarque:
TANINO et SAWARAGI [76] considérent un probléme prima plus général a savoir

i Minpf(x) _ o _
[ ~ un —pOUQ estun cone convexe fermé pointé d'intérieur non vide.
19(X) £ 0 xI X'I' R

Définition:

Nous disons que x° est une solution optimale de (P) (ou solution efficace) st g(x°) £ 0 et
x*T Xetf(x°)T Ext[Y/D].

Nous imposerons quelques conditions supplémentaires de convexité et de compacité au
probléme primal sans quoi il serait difficile de construire une théorie sur la dualité.

Rappel ons quel ques définitions sur la convexité:

Définitions:

(i) Y un sous ensemblede RP, D unconede RP.

Y est dit ensemble D-convexe si et seulement si Y +D est un ensemble convexe.

(i) f: X® RP ,Dunconede RP, X convexe.

f est dite fonction D-convexe si et seulement si " (xl,xz)i X%, "al[0]:

af(x1)+(1- a)f(xz)i f(ax1 +(1- a)x2)+ D.
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F: X ® P(RP)
x® Fx)I RP

F est D-convexe si et seulement si " (xl,xz)T X2, "al[0]:
aF(x1)+(1- a)F(xz)i F(ax1+(1- a)xz) +D.

Nous avons le lemme suivant:

(iii)

une fonction multivoque.

Lemme 3:
Soit X un convexede R", D un cone convexe de RP.

f: X® RP unefonction D-convexe aors Y = f[X] est D-convexe dans RP.

Preuve:
Soient zy T Y+D, z,1 Y+D, | 1[01] il sagitdemontrerque | z; +(1- 1)z, T Y +D.
z7TY+DP $x;1 Xet$d,; 1 D: z; =f(xq) +d;
z, 1 Y+DP $x,1 Xet$d, 1 D:z, =f(x,) +d, d'ou:
I zy+(1- 1)zo =1 (f(xq) +dy) +(1- 1)(f(x5) +dy)
=1f(xq) +(1- 1 )f(x) +1dy +(1-1)d,
=1f(x)+(1- 1)f(x,)+d ou d=ldy+(1-1)d,
D est convexedonc di D, f est D-convexe donc:
I f(x) +(L- 1)f(xx)T f(Ixy+(1- 1)x,)+D cequiimpliqueque $dT D tel que:
| (%) +(@- 1)f(xp) =f(Ixg + (L- 1 )x,)+d dou:
1 zy+(1- 1)z, =f(I X, +(1- 1)x,)+d+d . D &ant un cdne convexe donc d+di D d'ol
l 2y +(1- 1)z,1 f(I X, +(@- 1 )x,)+ DT f(X)+D=Y+D. C.QFD.

Nous supposerons par la suite que X ! /E est un compact convexe de R", f D-convexe
continue sur X, g RY'-convexe continue sur X ( g est RY'-convexe s chague g; est convexe
1£i £m).

D un cone convexe fermé tel que int(D*) ¢ / et D E RP. Cette derniére condition est tout &

fait naturelle car une solution optimale du probleme primal devrait étre choisie parmi les
optimums de PARETO. Remarquons que les deux derniéres conditions ne sont pas exigées par
TANINO et SAWARAGI dans le probléme cité dans la remarque précédente.

Lemme4:
Y est un D-convexe de RP, D un cone convexe de RP tel queint(D*)! /&, s y°i Y vérifie
[Y+D- y°]§:(-5) ={0}s e seulement s il existe VIiintD* tedl que

"y1Y (Wy)E(Vy).
([Y+D-y°] désigne I’ ensemble {a(y+d- y°)te queyl Y, dl Detas 0} ).

Remarquons que la condition [Y +D- y°]G(-D)={0} veut dire que y° est solution
proprement efficace au sens de BENSON et ce dernier lemme raméne la recherche d’'une
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solution proprement efficace au sens de BENSON a la résolution d'un probléme
d optimisation classique

i Min(v, -
i An< y} ouVvlintD* .
iyly

TANINO et SAWARAGI [75] donnent une démonstration de ce lemme, alors que
moi- méme je propose de le démontrer de la fagon suivante :
La condition est suffisante car comme nous I’ avons vu dans le premier théoréme du paragraphe

I N~ . . _ i Min{m
« Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4, toute solution optimale de | in\<( y)
Ty
ol mi D est solution proprement efficace au sens de BENSON.

Réciproguement comme int(D*) * A aors D est aigu d' apres la proposition suivante:

Proposition: [76]

Soit K unconede R" . int(K*) ! /U K est aigu. et par conséquent D est pointé d’ aprés une
proposition du paragraphe « Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4. Comme Y est D-
convexe aors Y est D -convexe car:

Y+D=(Y+D)+D ,Y+D convexei _
_ yP (Y +D)+D estconvexe.
D - convexe b D - convexe g
D’ apres le deuxieme théoreme du paragraphe « Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4

s yoest olution proprement efficace au sens de BENSON alors $mi D% tel que: y0 soit

. . IMin{my) . S
optimale du probléme | Ty etil estclareque ml intD . C.Q.F.D.
Ty

2) Carteprimal et multiplicateurs de L agrange :

Rappelons le probleme primal
.I. MInD f(X) g(X) — (gl(X),...,gm(X))

|
(P)igx)£0
.:AIXT X f(x)=(f1(x),...,fp(x))

Nous considérons (P) comme un cas particulier d’une famille de problémes perturbés (Pu):
soit mi R™

iMinp f(x)
(R,)ia(x) £u il est évident que pour u = 0 nous retrouvons le probléme (P) .

Ix1 x

|
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V(u) =1 w(u)] ={xT X(u) /£(x)T W(u)}
Résoudre (P) revient a déterminer W(0) et V(0).

Définition:
La fonction multivoque W est appel ée carte primale.
Le résultat suivant donne le lien qui existe entre Y (u) et W(u) .

Proposition1:[75]
W(u) +D =Y (u) + D.

Preuve:
W(U) = EXT[Y(u)/ D]1 Y(u) P W(u)+DI Y(u)+D
Y(u) 1 /E et est compact car image directe d' une fonction continue par un compact et d aprés
lelemmel Y (u)1 EXT[Y(u)/D]+D dot Y(u)+ D1 W(u)+D+D
I
D

car D cOne convexe.

Gréce a cette proposition nous pouvons éablir des propriétés de W(u) a partir de celle de Y (u)
comme nous le voyons dans les propositions 2, 3 et 4 ci-apres:

Proposition 2: [75]
Pour chaque ul G, W(u) est un ensemble D-convexe de RP.

Preuve:

Commef est D-convexe, X convexe alors d’ apres le lemme3 Y (u) est D-convexe, donc

Y (u) + D est convexe et d apres la proposition précédente W(u) + D est convexe donc W(u) est
D-convexe.

Proposition 3: [75]
W(u) est D monotone c’est adire " u*,u?1 G : u' £ u? aors W(ul)i W(uz) +D.

Preuve:
S ut£u? b{ x1 X : (x)£u}| {xl X g()£u2} Cest adire

ul)]l f[X ] dou Y(ut)i Y(u?).

Deplusw( )l Y( )l ( )l w( )+D C.QFD.

X(ut) 1 x(u?)

Proposition 4: [75]
W est une fonction multivoque D-convexe.

Preuve:
En vertu de la propositionl, il suffit de montrer que:

"uu?TG,"alfo, ] aY(u1)+(1- a)Y(uz)i Y[a ut +(1- a)uz] +D
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Zarw(ul)+(1- a) w(u?)i a[w(u1)+ D]+(1- a)[W(uz) +D|=

a[Y(ul) "

= aY(ul) +(1- a)Y(uZ) +D

aw(ut)+(1- a) w(u?)i a[Y(u1)+ D

+(1- a)[Y(u2)+ D

] Y[a ut +(1- a)u2]+D+D
a W(u1)+(1- a)W(uz)i Y[a ul +(1- a)uzl + D=W[a ul +(1- a)uzl +D .

Montrons donc que aY(ul) +(1- a) Y(uz)i Y

aut+(1- a)u2]+D.

Soit y1 aY(u1)+(1- a)Y(uZ)D $x11 X, x21 X :g(xl)Eu1 , g(xz)ﬁu2 et
y:af(x1)+(1- a)f(xz) , Xestconvexe b ax'+(1- a) x?1 X.

gest RT convexe b g{ax1+(1- a)x2]£ag(x1) ( )Eau +(1- a) u?.
Donc a x! +(1- a)x*1 X[a ut+(1- a) uzl = f’ax +(1- a ]I Y’au +(1- a) uz]
f est convexe b af(x1)+(1- a) f(xz)T f’a x1+(1- a)xz] +D

Pyl Yfau(l-a)u?]+D  CQFD.

A présent énoncons le théoréme des multiplicateurs de Lagrange pour le probleme (P)

ThéorémeA: [75]
S X est une solution proprement efficace au sens de BENSON du probleme

: Minp f(x) 1g(x) =[1(%),-, gm(¥)]
(Pigx)£0 et
pxT X F1(0) = (7)., Fo ()

si $xT X : g(x') <0 ( condition de la contrainte de qualification de Slater ) aors il existe

I'TRT td que: f(X)1 Ext[{f(x)+<<r,g(x)>>/xT X}/D] et <I_, g(>_<)>:O
ol <<I , g(x)>> :(<I (X)L (s a(x) e (1 g(x)>)T RP .

Il existe une autre version plus générale du théoréme des multiplicateurs de Lagrange [76] (
TANINO, SAWARAGI, NAKAYAMA) pour le probléme suivant :

I Minp f(x)
(R) %g(x) £00 ol X’ est un convexe compact non vide de R",

l ~ <
ixT X1 R

DI RP , QI R" sont deux cones convexes fermés pointés d'intérieurs non vides f est

continue et D-convexe, g est continue et Q convexe.
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Théoreme des multiplicateurs de L agrange pour (P'): [76]
S X est une solution proprement efficace au sens de BENSON de (P,) et S et satifaite la

contrainte de qualification de Slater (i.e $xT X' : a(x) <q O) aors il existe une matrice L
dordre (p” m) tel que CQI1 D et f(x)1 MinD{f(x)+fg(x) x1 X'} et L g(x)=0.

3) Lagrangien vectoriel et point selle:

Définition du L agrangien vectoriel pour le probléme (P):
Cestunefonction L: X" RT® RP

(x,1)® L(x, )= x)+< gx>

Dé&finition du L agrangien vectorigl pour le probléme(P;):
Soit L I'ensemble de toutes les matrices L d’ordre (p” m) tel que LQI1 D

L:X"L® RP

(x,L)® L(x, L) =f(x)+L g(x)

avec L est Lagrangien vectoriel du probléme (P,).

Définition_( point selle du Lagrangien vectoriel )
a) (i, I_)T X" RT est un point selle du Lagrangien vectoriel L du probléme ( P) si nous
avons:

@ L(x,T)i EXT[{(X,I_)IXT X}/D]

b) (X , E)T X" L est un point selle du Lagrangien vectoriel L du probléme (P1) s nous
avons:

() L%, T)7 Ming{L(x, ), xT x} ¢ Maxp{L(x, L), LTL}.
Oul rappelons le MinD{L(x : f) , x1 X‘} = EXT[{ L(x , f) x 1 X'} / D]
et Maxp{L(X, L), T L} :EXT[{L(Y, L), LT L}/(-D)].
Proposition 4.1: [75]

()‘( , I_)T X~ RT est un point selle du Lagrangien vectoriel L du probléme (P) si et seulement
S:

@ Lx.T
(b) o(x)£
© (7. gx)=0

IEXT[ x,T), xIX/D]

O\/
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Preuve:
la condition est nécessaire, en effet s (Y, I_) est un point selle dors (a) est vé&ifié car cela

découle de la définition d’ un point selle. Noussavonsque " | T RT L(%,1)3 L(X,I)

donc " 1 T RY, f(%)+(T,g(®)2 f(X)+{1,a®) P (T.9(x))? (I,9(x)) @)

P g(X) £ 0 car sinon $i0:gio(Y) >0 etenposant | ; = L (‘<I_,g(7>‘+1) et

9i,(%)

& o)
I :E0,0,....,O, i, 00: nousavons | 3 0 et (I,g(X)) = i,9i, (%)
e i siéme composante (4]
=|(Tgm)|+1>(T.am)| > (Mo} P (1,9 > (T, 9(R) ce qui contredit (2),
donc nous avons hien g(X) £ 0 et lacondition b) est vérifiée.
Noussavonsque " | T RT", <I_,g(7)>3 {I ,g(X)) nous posons | =0 d'oll <I_,g(>_<)> 3 0.
D’autre part
g(X) £E0b <I_, g(i)> £0carl 30dou <I_, g(>_()> = 0: C'est lacondition ¢) C.Q.F.D.
Réciproguement la condition est suffisante, en effet :

bp "1 TRY{,9gX)EO
o b "I TRI(I,g®)E(,0M®) P F(X)+(1.90)£F® +(T.9()
P L(XI)E L(Y,I_) "] 1 RT. Ceci avec la condition @) donne que ()‘(,I_) est un point sdle

deL pour (P). C.Q.F.D.

Nous avons un résultat analogue pour le probléme (P1) qui s énonce:
Proposition 4'.1: [76]

(Y,I_)T X" L est un point selle du probléme (P,) si et seulement si:
T L(x,T)1T MinD{L(x,I_) x1 X'}

I 9(x) £q 0

=

§ | g(X) =0

Théoreme4.1: [75]
S X est une solution proprement efficace de (P) au sens de BENSON et que la condition de

qualification de Slater est vérifiée dlorsil existe 1 T RT tel que ()‘(,I_) est un point selle pour
le Lagrangien L du probleme (P).

Preuve:

D’ apréslethéoréme A $1 T RT tel que f(X)1 Ext[{L(x,I_) , x1 X} /D] et <I_,g(X)> =0

et comme X est une solution proprement efficace donc X1 X etg(X)£0 et dapres la
proposition 4.1 on déduit que ()‘(,I_) est un point selle du Lagrangien L pour le probleme (P).
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Nous avons auss un résultat analogue au théoréme 4.1 mais pour le probleme (P;) énoncé
précédemment sauf qu'il faut remplacer I’existencede 1 T R par I’ existence d’ une matrice
L dordre (p” m) tel que TQI D et (L) seraun point selle du Lagrangien vectoriel

L(x,L)=f(X)+Lg(x).
En optimisation classique (avec une seule fonction objectif) nous savons que S NOUs avons un
point selle, alors nous avons automatiquement une solution optimale.

Nous avons un théoréme analogue en optimisation multiobjectif:

Théoreme 4.2: [75]
S ()‘(,I_) T X~ RT est un point selle du Lagrangien vectoriel du probléme (P) alors X est une
solution efficace de (P).

Preuve:
g(X) £ 0 d aprésla proposition 4.1, donc X est une solution réglisable de (P).

Supposons que X ne soit pas une solution efficace de (P), alors $X T X:g(X) £0,

f(x)* f(x) et f(X)1 f(X) +D, dans ces conditions comme <I_,g(>_<)> = O(proposition 4.1)
dors f(X)+<<1,g(X) >>I f(X)+D+<<T,g(X)>> +R¥ car nousavonsen plus:

01 <<T,g(%) >> +R¥ puisgue g(X) £0b <<T,g(X)>>£0p <<T ,-g(%) >>1 R}

b <<T,g(X)>>+<<T - ¢(X) >>1 <<T",g(X) >>+R" etcomme DE RYp D+R=D

dol: f(X)+ << I_,_g(>‘<) >>1 f(X)+<<I,g(X)>>p L()‘(,I_)T L(i,l_)+ D
{L(x,l_),xT X} / D] ce qui contredit le fait que ()‘(,I_)eﬂ un

ce qui implique que L(Y,I_) | BExt
point selle C.Q.F.D.

Nous avonsauss pour le probléme (P:1) un théoreme analogue a 4.2:

Théoréeme4'.2: [76]
S ()‘(I) I X" L est un point selle du Lagrangien vectoriel L de (Py) alors X est une solution

efficace de (P).

V.5) Théoriede ladualité et carte duale

Pour chaque | T R nous définissons les ensembles suivants:
X(1) ={L(x1 ) 1xT X} ={f(+<<1,g(x)>>/xT X}, F(1) = Bx{X(1 )/ D].
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Définition:

La fonction multivogue F : R ® P(Rp) (ensemble des parties de RP) est appelée carte
dude (dua map).

Cette carte dudle est anadogue alafonction f (1) = Min(f (x)+ <1,g(x) >,x T X) connueen
iMinf(x) 9=(91,,9m)

optimisation classque , .
190 E0 "1 =(1 1ol )

A présent quelques propriétés de la carte duale:

Proposition: [75]
"I TRT, F(I') estunensemble D-convexe de RP.

Preuve:

Commef et g sont respectivement D-convexe et R -convexe, dors |’ application

L(.,| ) est D-convexe sur X pour chaque | fixé | T R :eneffet, " a1 [01]," x3,x, T X

nous avons:

al(xy, 1) +(1- a)L(x,,1 ) =af(xq) +(1- a)f(xy) +a <<1,g(xy) >> +

(1- a) <<I,g(xp) >> =

af(x) +(1- a)f(xp)+<<I agx;) +(1- a)gxp) > flaxg +(1- a)xy) + D+ << ag(xy) +(1- a)gxp) >
T L(ax, +(1- a)xp,1 ) +D.

D' gorés le lemme 3 {L(x,l ), x1 X} est D-convexe C'est adire X(I ) est D-convexe pour
chague | T RT.

f et g sont continues donc L(.,I ) est continue sur X e comme X et compact dors
{L(x,l ) x1 X} et compact comme image directe d’'un compact par une application
continue, donc X(I ) est compact pour chaque | T RT' .

D’ apreslelemme 1 nous avons

X(1')1 Bxt[X(1)/D]+Ddonc X(1) +D1 Ext{X(I )/ D|+D =F(l) +D.D'adtrepat,
F(I)I X(I) donc F(1)+DI X(I1)+D dou : F(I)+D=X(I)+D e comme
X(1')+D est convexe (car X(I )est D-convexe) dors F(I )+ D et un ensamble convexe
donc F(I ) est D-convexe C.Q.F.D.

i Min f(x
Il est bien connu en optimisation classque i o(x) £(0) que f est une fonction concave ou
|
f(1)=Min(f(x)+ <I,9(x) >xT X). Nous avons un résultat anadlogue en optimisation

multiobjectif

Proposition 5.2: [75]
F est D-concavecestadire " 11,1 21 RY," al [01]:




Flall+(t- a)i2)1 aF(11)+(1- a)F (12)+D.

Prewe
Flalt+(-a)i?)= Ext[X(aI 1+(1- a)l 2)/D]

= Ext

{L(x,al 1+(1- a)l 2),XT X} /D

. Ext[{f (x)+<<all+(1- a)l2,g(x) > x1 x} /D]

_ Ext[{a(f(x)+ <11g(x) >>)+(1- a)(f )+ <<12,9(x) >>),xT x} /D]
= Ext[{aL(x,I Y+ 1- a)Lx)2)x1 x} / D] .

Posons:

A ={aL(x,I 1)+(1- a)L(x,I 2),xT X} ,

B:a{L(x,I ) x x} +(1- a){L(x,I 2)x1 x}.

Nousavons A | B et B est compact donc B1 Ext{B/D]+D (d'goréslelemme1).
Ex{A/D]1 Al Bl Ext[B/D]|+D dou

F(al L+(1- a)l 2) = Ext{A/D]1 Ext[B/D]+D.D’apréslelemme 2 nous avons:
a{L(x,Il),xT X}/D (1- a){l_(x,l 2)x1 X}/D
une propriété connue: Si D est un conedlors " a > 0 Ext{aA / D] = aExt[A / D] donc:
{L(x,ll),xT X}/D {L(x,l 2) x1 x} /D

Flalt+(-a) 2)i aF(1Y)+(1-a)F(12)+D CQFD.

Ext[B / D] 1 Ext + Ext €t nous avons

Flalt+(1- )1 ?)1 aBx +D

+(1- a)Ext

A présent nous donnons larelation qui existe entre lacarte primde W et lacartedude F .
Cette relation et une extenson de la relation bien connue en optimisation classique:

f(1) =inf{w(u)+<1,u>/ul Gavecf(l)= Min{f (x)+ <1 ,0(x) >} e

w(u) = Inf{f(x)/ g(x) £ u} et G:{u/$xT R"/ g(x) £u}.

Proposition 5.3: [75]

) I
Nousavons: F (I ) = Ext éJiEG

(W(u)+ <1 ,u>>)/ Dg

Preuve:
Soit x1 7 X posons y* = f(xH)+ << ,g(x}) >>et ut = g(x}).
Nous avons y* = f(x1)+ << | ,ul >>et comme f(xl)T Y(ul) dors f(xl)T W(ul) +D car

f(x1)1 Y(ul)+ D (puisque f(x) = f(x}) +0et 0T D) et d’ aprésla propositionl
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Y(ul)+D = W(ul) +D.Aind
vy T W)+ D+ << ,ul >>i uIT;G(W(u)+ <<l,u>>)+D
P X(I)1 uIT‘EG(W(u)+ <I|,u>>)+D
b X()+DI uIT‘EG(W(u)+ <<|,u>>)+D+De comme D et un cone convexe donc
D+D=D
dou: b X(I)+DI u|T‘56(W(u)+ <<|,u>>)+D (D).
Réciproquement soit v 1 uIT‘EG(W( u)+<<|,u>>)+D

dors $y' 1 E (W(u)+ <<l u>>)et $dy T D/vy =y +dy.
u

yi IT‘EG(W(u)+ <<l,u>>) b $utl G/y'T w(uh)+<<1,ut >>
u

byl << ,ut>>1 Ext[Y(ul)/D]
b $x!T X7yl <<I ,ul >>=f(x!) ettd que g(xl) £ul dors
yl=f(x)+ <<l ,ut >> 3 f(xb)+ <<I ,g(x}) >> ce qui implique que:
yii L(x1,|)+RE‘| X(1)+D (car DE RP)
P v, =y +d; T (X(1)+D)+D=X(1)+D
= |T‘EG(W(u)+ <<l,u>>)+DI X(I)+D (2.
De l(11) et (2) nous déduisons que uIT‘EG(W(u)+ <<l,u>>)+D=X(I)+D.

Comme D est un cone convexe fermé pointé (car Int(D*) * AEdonc D est aigud ol D est

pointé) alors d aprés la proposition 3 du chapitre 3, nous avons
Ext{X+ D /D] = Ext[X/ D|d'ou:

F(1)=Bx{X()/D|=Bx|X(l )+D/D]= ExtngG(W(u)+ <<l,u>>)+D/ pY

¢!
ep u
=ExtzE (W(u)+<<I|,u>>)/D; C.QFD.

&TG( & ) 8| Q

Remargue:
. N .1 Minf(x)
Il est bien connu en optimisation classqueig(x) £0 f et g convexesque
|

W(u)+ <1 ,u>est minimiséau point u= 000 W(u) = Min{f(x) / g(x) £ u} [25] .

X
De méme en optimisation multiobjectif nous avons un résultat andogue a savoir que la
D-convexité de W assure qu'il n'existe pas de point de W(u)+ << | ,u>> qui domine un

point de W(0).
En effet d gpres le théoréme A de ce chapitre S X est une solution proprement efficace de (P)

au sens de BENSON et s une condition de Slater est vérifiée dors nous avons $1 1 RT td
que
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fx)1 Ext[{ L(x,1),xT X} / D] =F (I_) et o aprés la proposition précédente nous déduisons

101 BExt®E (W(u)+ <! ,u>>)/DY.
e (%) BASE (W(wy+ <<I ,u>>)/ D

i Minf(x)
A présent définissons le probléme dud: Le probléme primal est (P)_.l_g(x) £0 ol
Ix1 X
f(x):( ) )’ +Om( )) '
i
% ang ﬂou F(l MinD{f(x)+ << ,g(x) >>}
1R X

L eprobleme dud est

aiMngF(l )% représente Extgllz F(1)/- Dy

Le théoreme suivant donne une propriété que doit vérifier une solution proprement efficace du
prima en terme de carte dua et de ce fait peut ére consdéré comme un théoréme généra de
dudlité en optimisation multiobjectif.

Théoréme5.1: [75]
S X est une solution proprement efficace au sens de BENSON de (P) et s la condition de
Siater et véificedors f(X) T Maxp E F(I ).

ITRT

Nous pouvons dire en un certain sens que ce théoreme représente la dudité forte entre
probléme (P) et son dudl.

Preuve:

mlethéoréme 3.1decechapitre $I T RT te que f(X) 1 F(I_) . Supposons que
f(X)1 MaxD”I‘—:RTF(I ) donc $I T RMet $yi F(r) td que f(X)E£py donc
$d: 0di D

tel que V- f(X) =d danscecas L(R,1) = f(R)+<<I,g(X)>>=y- d+ << ,g(x) >>
doly= L(Y,r) +d- <<1,g(xX) >>.

|30 g(X)E0P <I,g(X) >E0P <<I,g(X)>>£0b - <<I,g(X) >>1 R? d'ou

d- <<1,9(X)>>I D+R2 =D (car DE R?)deplusd- << ,g(X)>>! Ocard? O e
DC ( RE) ={0} (puisque DQ(- RE)] DG (- D) ={0} car D pointe)

cequi implique que:

yi L()‘(,I~)+D eyl L(Y,r) ce qui contredit ¥ T F(I ) dou f(X)1 MaxDHER F(I) .

A présent nous dlons éablir Uil y'a dudité faible entre probleme prima et probleme dud
énoncé précédemment. Pour cela nous avons besoin du lemme suivant:
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Lemme:
Soit D un cne convexe pointé contenant | origine.

a)S Yy, Ep Yot Yo Ep Y3 P Y1 Ep V3.
b)S y1 £p yset y1 Ep Yo P Yy, £Y3.

Preuve:

Prouvons d' abord que D+(D- {0}) =D-{0}.

Nousavons D +(D - {0}) E D - {0} car D contient I'origine. Soit di D+(D-{0})

ce qui implique $d;T Det $d,T D-{O}td que d=d,+d,. D et un cone
convexeb D+D=D, b di D+(D-{O})i D+D=Db di D.

Sd=0p d,;=-d,doncd, 1 D,d,* Oet -d, T D: cequi contredit lefait que D est
pointé donc d * O par suited T D - {0} donc D+(D- {0})] D- {0} dod
D+(D-{0})=D-{0}.

1Y1Ep Y2 0 1¥2- %1

a) | |
iY2EpYs (Y3~ VY2

—) —

}p (yo- yi)+(ys- y,)T D+D- {0} =D- {0}

D

D- {0
P ys-y,1D-{0
PyiEpys

b) Supposons que y, £ Y3, comme y; £ Yy, aorsd gores a) nous avons y, £ y3 ce
qui contredit y; £ yz donc y, £ Y3 C.Q.F.D.

Théoréme5.2: (Dudlité fable) [75]
Soit x une solution rédliseble du problémeprima (P) et yT F(1), 1 T RT dorsy 75 f(x) .

Preuve:

yfi_Df(x) U f(x)£p y. Nousavons: x solution rédisable du probléme primal donc x 1 X
e g(x)£0.1 1 RT donc <l ,g(x) >£ 0 dou << 1 ,g(x) >>£ 0

cequi implique que:

fO)+<<1,9(x) >>£ f(x)d'obl f(x) - [f(x)+<<I,9(x)]T RR 1 D donc
f(x)+<<1,9(x) >>Ep f(x). D'atre pat yT F(I )P f(x)+<<I,9(x) >y eten
appliquant le lemme précédent le b) avec y; = f(X)+ <<| ,g(Xx) >>,y3 =V,y, = f(X) nous
auronsy, £ y; cestadire f(x)£, y. C.QF.D.

II'y'a un cas ou une solution rédisable du prima est en méme temps optimale au probleme

primal qu'au dud, c'est le cas ou f(X) minimise (au sens multiobjectif) lafonction de Lagrange
pour un certain |, ce ci est donné par le théoreme suivant:

Théoreme5.3: [75]
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S X et une solution rédisable du probléme prima (P) tel que f(X) T F (I_)

pour un certain 1 T RT dors v = f(X) est une solution efficace auss bien pour le probléme
prima que pour le probleme dudl.

Preuve

S f(X) n'est pas une solution efficace du probleme primd (P) dors:

$XT X/g(X)£0 et f(X) £p f(X). Nousavons aussi:

<<1,9(X) >>£0b - <<I,g(X)>> RP1 Db f(X)+<<I,g(X)>>£p f(X) donc nous
avons

f(X)+<<I,g(X)>>£p f(X)U
e f(X)£p f(X)

précédent .

f(X)+ <<T,g(X) >>£p f(X) contredit le fait que f(X)T F(T') donc y=f(%) est une

b f(X)+<<l,g(X)>>£p f(X) ced daprés le lemme

solution efficace de (P). De méme supposons que f(X) ne soit pas une solution efficace du
problémedual, donc $yT E F(I ) td que f(X)£p ¥ .

ITRT
syl E F()p 81 TRM/yI F(T)etcomme <<T,g(X) >>£0

[TRT

b -<<l,gx)>I RlI D
f()+<<1,9(%) >£p f(X)U
mais f(X)Ep V¥

donc f(X)1 MaxDlTERmF(I ) C.QFD.

b f(X)+<<I,9(X)>>£p Y cequi contredit y1 F (I_)
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Conclusion générale

A travers cette these nous avons traité le probléme de contréle optimal discret en énoncant
les divers principes du maximum relatifs a différentes formulations.

Une nouvelle voie de recherche est de trouver un principe du maximum des systémes
discrets dans le cas multiobjectif c'est a dire dans le cas ou on a a optimiser plusieurs
fonctions objectifs.

Nous avons également fait une synthese des principaux résultats qui existent en
optimisation multiobjectif notamment concernant la caractérisation des solutions efficaces
et proprement efficaces, ceci nous permet de pouvoir les appliquer au probleme de contréle
optimal discret multiobjectif.

Cette these pourra contribuer également a développer des méthodes numériques dans le
domaine de l'optimisation multiobjectif non linéaire, a cet effet nous avons fait une
prépublication interne sur les vecteurs suprémalx et quasi-suprémaux dans la méthode des
contraintes d'égalités propres.

Une autre voie de recherche est de pouvoir exploiter les possibilités de la dualité
multiobjectif pour les méthodes numériques, en effet nous remarquons qu'il existe
beaucoup d'analogies entre la dualité Lagrangienne multiobjectif et la dualité Lagrangienne
classique d'un programme non linéaire a une seule fonction objectif .
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