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Introduction 
 
Le problème de contrôle optimal discret s’occupe de l’optimisation de systèmes dynamiques 
en dimension finie où l’évolution d’un système ( physique, chimique, écologique, demande 
d’un produit...) d’une période à une autre est régie par une variable dite de contrôle (ou 
variable décision ) et de variables d’état qui décrivent l’état du système à chaque période. 
 
En général le problème de contrôle optimal discret nécessite moins de bagages mathématiques 
sophistiqués que le problème de contrôle optimal continu, cependant beaucoup de problèmes 
de coûts, d’identification de systèmes (estimation de paramètres) sont plus facilement étudiés 
dans le cadre de systèmes optimaux discrets que continus. 
 
La discrétisation de problèmes continus, est devenue une technique importante notamment 
pour le contrôle de systèmes dynamiques due à la dépendance croissante aux ordinateurs pour 
le calcul des solutions dans un grand nombre d’applications. 
 
Bien que le principe du maximum pour les systèmes continus fût établit par Pontryagin et 
Al.[60] depuis 40 ans, le détail de la démonstration du principe du maximum discret fût  
éclairé récemment. 
La première mention du principe du maximum des systèmes discrets peut être attribuée à 
Rozonoer [62] . Il affirma que  l’extension du principe du maximum continu aux systèmes 
discrets n’est possible que dans le cas linéaire. 
Commençant en 1964 et plus tard en 1966, Halkin [21], [22] présentat une preuve soignée du 
principe du maximum discret, simultanément Propoi [61] en présentat une autre mais sous 
une hypothèse de convexité forte.  
Une étude dans le cas où la  commande est soumise à des contraintes en utilisant les méthodes 
de Halkin, fut faite par Bruckner et Wu [5]. .Holtzman et Halkin [24][25][26] ont beaucoup 
étendu les résultats de Halkin en introduisant le concept de convexité directionnelle. 
Cannon, Cullum,  Polak [7] et Da Cunha et Polak [14] ont présenté plus tard une méthode  
pour traiter de tels problèmes, en utilisant un théorème de base de l’optimisation et une 
approche systématique aux approximations coniques ce qui leur ont permis de simplifier 
largement la preuve du principe du maximum discret en incluant le cas des contraintes sur les 
coordonnées de phase. 
 
L’optimisation au sens de Pareto est un domaine de la théorie de l’optimisation multiobjectif. 
Le problème d’optimisation multiobjectif  peut être formulé de la façon suivante: 
(P)    Minimiser f x f x f x f xp( ) ( ( ), ( ),..., ( ))= 1 2 sachant x X∈  .  
Ce genre de problème est aussi appelé optimisation vectorielle. Contrairement à la 
programmation mathématique classique où  il y’a qu’une seule fonction objectif, une solution 
optimale au sens qui minimise en même temps toutes les fonctions objectives n’existe pas 
nécessairement en optimisation multiobjective, c’est pourquoi la décision finale devrait être 
prise dans le sens qui tienne compte de toutes les fonctions objectifs. Ainsi un nouveau 
problème de jugement de valeur  appelé compromis de valeur se fait sentir.  
 
Une approche d’évaluation du modèle est de trouver une fonction scalaire u f f fp( , , ..., )1 2 qui 
représente la préférence du décideur, appelé aussi fonction de préférence. Une fonction de 
préférence dans un problème de décision soumis à des facteurs aléatoires est appelé fonction 
d’utilité.  
Une fois obtenu une fonction de préférence à notre problème, celui ci se réduit à un 
programme mathématique classique :  
Maximiser  u f x f x x Xp( ( ),...., ( )) ,1 ∈ .  



Kuhn Tucker [37] fut le premier mathématicien à donner en 1951 quelques résultats 
intéressants dans le domaine de l’optimisation multiobjectif. Depuis lors des recherches 
abondantes dans ce domaine furent effectués aussi bien théoriques que pratiques . 
 
Deux notions de bases de la théorie de l’optimisation multiobjectif: ordre de préférence et 
structure de domination sont étudiées dans cette thèse en apportant une contribution 
personnelle pour définir un ordre de préférence à l’aide d’une structure de domination. 
 
Nous faisons également une synthèse sur les différentes approches de résolution d’un 
problème d’optimisation multiobjectif en mettant en relief  l’importance des notions de 
solutions proprement efficaces connues jusqu’à ce jour, sans oublier la théorie de la dualité 
qui est abordée dans cette thèse avec ses différents aspects de problèmes duaux et qui visent 
en un certain sens à généraliser ce qui est connu en optimisation classique.  
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CHAPITRE I 
 

INTRODUCTION AU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL DISCRET 
 
 
Le premier chapitre est consacré à une introduction au problème de contrôle optimal discret. Nous 
formulons ce problème à une seule fonction objectif puis nous donnons deux exemples 
d’applications: l’un au problème d’élevage et l’autre à la gestion de stocks. Puis nous donnons 
diverses formulations notamment les problèmes à extrémités gauches fixes, à extrémités gauches et 
droites fixes, contraintes sur les coordonnées de phases, contraintes à extrémités libres puis objets à 
retard de plusieurs itérations. Puis nous faisons le lien avec la programmation mathématique c’est à 
dire que nous montrons que nous pouvons formuler un problème de contrôle optimal discret à une 
seule fonction objectif, comme un programme non linéaire classique cependant vu la structure 
particulière des contraintes nous nous attendons à avoir des conditions d’optimalités qui 
s’énonceront de manière plus spécifiques que les théorèmes généraux d’optimisation.  
Dans le paragraphe suivant nous donnons un bref aperçu sur le problème de contrôle optimal continu 
qui historiquement fut étudié avant le problème de contrôle optimal discret, nous énonçons le 
principe du maximum des objets continus et discrets.  
Enfin le dernier paragraphe est consacré au lien avec la programmation dynamique qui est une source 
possible de résolution de problème de contrôle optimal discret. 
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I. 1) Formulation du problème de contrôle optimal discret à une fonction 
objectif  
 
Nous formulons d’abord le problème que nous éclaircirons par la suite par quelques exemples. 
 
Soient ( ) ( ) ( ) ( )( ) nn Rxxxx ∈= 1,....,1,11 21  n est un entier naturel non nul fixé  
           ( ) ( ) ( ) ( )( ) nn Rxxxx ∈= 2,....,2,22 21  
              . 
              . 
              . 
            ( ) ( ) ( ) ( )( ) nn RNxNxNxNx ∈= ,....,, 21    N vecteurs appelés trajectoire de phase. 
et soient  ( ) ( ) ( )( ) rr Ruuu ∈= 1,....,11 1  r fixé  
               ( ) ( ) ( )( ) rr Ruuu ∈= 2,....,22 1  
                . 
                . 
                . 
                ( ) ( ) ( )( ) rr RNuNuNu ∈= ,....,1   N autres vecteurs appelés commande du processus ou 
contrôle du processus. 
Soient d’autre part les fonctions suivantes : 
                

f t
i Rn Rr R: × →             { } Nni ⊂∈ ,...,1,0  

        ( ) ( )uxi
tfux ,, →         { } NNt ⊂∈ ,....2,1  

Posons ( ) ( ) ( )





= uxn

tfuxtfuxtf ,,....,,1,   et soit x Rn
0 ∈  et U Rt

r⊂   ,   1 ≤ ≤t N  . 

Le problème consiste à déterminer un contrôle admissible c'est à dire ( ) ( ) ( )Nuuu ,...,2,1   
avec ( ) tUtu ∈   1 ≤ ≤t N   et tel que la trajectoire de phase correspondante à ce contrôle satisfait à 
la condition initiale ( ) 00 xx =   et vérifie le système d’équations aux différences finis suivant : 
                     ( ) ( ) ( )( )tutxtftx ,1−=    ,   1≤ ≤t N  

 

et maximise le critère : ( ) ( )( )∑ −=
=

N

t
tutxtfJ

1
,10    

Nous donnons à présent deux exemples pour éclaircir cette formulation: 
 
1er exemple:  Problème de la ferme d’élevage:   
Dans une ferme d’élevage, nous possèdons du bétail. Chaque année une partie de ce bétail est 
envoyée aux abattoirs et le reste est gardé pour reproduction. La quantité de bétail gardée à la ferme 
pour reproduction augmente de ‘’a ’’ fois pendant l’année ( a > 1).  
Soit ( )xϕ  le revenu de la vente du bétail aux organisations qui gèrent les abattoirs quand une 
quantité x de bétail a été livrée.  
De quelle manière la ferme peut-elle obtenir en N années un revenu maximal si la quantité minimale 
de bétail à livrer chaque année est égale à b ?  
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Pour formuler ce problème appelons ( )01x  la quantité de bétail initiale et ( )tx1  la quantité de bétail 
qui reste à la ferme à la fin de la tieme année  1≤ ≤t N  et  ( )tu  la quantité de bétail envoyée aux 
abattoirs durant la tieme  année. 
A la fin de ( )iemet 1− année, il reste à la ferme ( )11 −tx  quantité de bétail et grâce à la reproduction, 

il y’aura ( )1. 1 −txa  quantité de bétail au cours de la tieme année et avant d’envoyer une certaine 
quantité aux abattoirs. Par conséquent comme nous envoyons ( )tu  quantité aux abattoirs il restera à 

la fin de la tieme année ( ) ( )tutxa −−1. 1  quantité de bétail. D’où l’équation de récurrence : 

( ) ( ) ( )tutxatx −−= 1. 11 ,  1≤ ≤t N . 
La quantité de bétail qui reste à la fin de chaque période doit être positive ou nulle  d’où la contrainte  

( ) 01 ≥tx , 1≤ ≤t N  et comme il faut livrer au moins  b quantité aux abattoirs à chaque période, 
nous aurons ( ) btu ≥ , 1≤ ≤t N  . D’où la formulation: 
Trouver ( ) ( ) ( )Nuuu ,....,2,1  tels que : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )( )















∑=

≤≤≥
≤≤≥

>=
≤≤−−=

=

N

t
tuJMaximiser

Nttx
Ntbtu

cccx
Nttutxatx

1

10
1

0, donné 0
11.

1

1

11

φ

 

 
2ieme exemple:  Problème de gestion de stocks   
Le tableau suivant donne pour les 5 périodes qui font l’objet de l’étude, les quantités d’un certain 
bien qu’un marchand aura à revendre ainsi que les prix d’achats: 
 

période i 1 2 3 4 5 
demande i 2 3 4 3 2 
prix pi  13 15 20 11 12 
 
Sachant que ce marchand dispose d’une capacité de stockage ( le coût de stockage est nul) de 5 
unités, le problème consiste à déterminer la politique d’achat optimale, c’est à dire que nous 
cherchons à déterminer les quantités à acheter à chaque période  de manière à minimiser le coût total 
d’achat sur les 5 périodes.  Nous savons de plus que:  
           (i)  Les achats se font en début de période . 
          (ii)  Nous devons stocker les ventes de la période en cours. 
         (iii)  Nous commençons et nous finissons avec un stock nul. 
         (iv)  Les quantités achetées sont nécessairement entières. 
Soit x j  la quantité restant en stock à la fin de la jieme période  1 5≤ ≤j  et u j  la quantité achetée à la 
jieme période 1 5≤ ≤j . De (i) et (ii) nous déduisons : 0 5≤ ≤ −x dj j ,  1 5≤ ≤j . De (iii) nous 

déduisons x x0 5 0= = . 
A la fin de la (j-1)ieme période, il reste en stock x j−1 quantité de marchandise et au début de   
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la jieme période nous achetons u j  quantité . Donc à la jieme période nous aurons une quantité égale à 
x uj j− +1  et de cette quantité nous prélevons la demande d j  et il restera une quantité égale à  

x u dj j j− + −1  à la fin de la  jieme période , d’où la formulation: 

( )













−−−−−
≤≤∈−≤≤

==

≤≤−+= −

54321

50

1

521

1211201513
5150

0

51
,...,,

uuuuuMaximiser
jNudx

xx

jduxx
queteluuuTrouver

jjj

jjjj

         

 qui est un problème de contrôle optimal discret . 
 
La formulation du problème de contrôle optimal discret que nous venons de donner n’est pas la 
seule possible. En effet nous pourrons ajouter 2 types de contraintes à savoir un type de contraintes 
sur l’état final c’est à dire poser ( ) NxNx =  où xN  est donné, ou bien lier l’état final et initial par une 

contrainte du type ( ) ( )( ) 0,0 =Nxxφ  où φ : Rn Rn R× → , et un deuxième type de contraintes 
sur la coordonnées de phase uniquement c’est à dire une contrainte du genre ( ) 0≤tt xq   1 ≤ ≤t N  

où q Rn Rt : →  . Dans le problème de la ferme d’élevage nous avons n r= = 1, 

( ) ( )( ) ( )( )tututxft φ=− ,10  ,  Ut b= +∞,  ( ) ( )txxq tt
1−=  

( ) ( )( ) ( ) ( )tutxatutxft −−=− 1.,1 1 , tandis que dans le problème de gestion de stocks nous 

avons n r= = 1 , ( ) ( )( )
ttt uptutxf =− ,10 , Ut N=   et ( )tt xq  sera un vecteur de composantes 

( )tt xq 1  et ( )tt xq 2  avec ( ) 51 −+=
tttt dxxq  et ( )

ttt xxq −=2  de plus nous avons  

( ) ( )( )
tttt duxtutxf −+=−

− 1
,1 .  

Le problème de contrôle optimal discret formulé précédemment est dit du type  
« à extrémités gauche fixe » c’est à dire que nous avons fixé l’état initial du système à savoir 

( ) 00 xx =  . Si nous avons ajouté une contrainte du type ( ) NxNx =  ou bien ( ) ( )( ) 0,0 =Nxxφ ,  
nous aurons alors un problème de contrôle optimal discret du type  
« à extrémités fixés ».  
Une formulation plus générale du problème consiste à donner des sous ensembles de Rn  soient M0 
et { } NttM ≤≤1  et à résoudre le problème de contrôle optimal discret suivant: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( )
( )

( ) ( )( )















∑ −=

≤≤∈
≤≤∈

−=

=

N

t
t

t

t

t

tutxfJMaximiser

NtMtx
NtUtu

tutxftx
quetelNuuuxTrouver

1

0 ,1  

0  
1   

,1
,....,2,1,0

 

Dans ce cas nous avons à faire à un problème de contrôle optimal discret à extrémités libres et à 
contraintes imposées aux coordonnées de phase. 
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Jusqu’ici  nous avons supposé que l’état de phase à l’instant t dépendait plus ou moins directement 
de l’état de phase à l’instant  ( )1−t . En fait nous pouvons montrer que même si les coordonnées de 
phase à l’instant t dépendent des coordonnées de phase à l’instant ( )1−t  et  ( )2−t  par exemple 
alors nous pouvons se ramener au cas précédent.  En effet soit le problème  

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )













−
≤≤−∈

≤≤−−=

∑ −−=
=

donnésxx
NttxUtu

Nttutxtxftx

txtutxfJMaximiser

II
t

t

N

t
t

  0,1
1   2,1-tx

1    ,2,1

2,,1  
1

0

 

Ceci est un problème « d’objet à retard d’une itération » et nous pouvons le formuler comme étant 
un problème classique de contrôle optimal discret car si nous posons ( ) ( )1−= txty   0 ≤ ≤t N   
alors le problème (II) sera équivalent à: 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

















≤≤−=

−

≤≤−∈
≤≤−−=

∑ −−=
=

donnésxx

NttyUtu
Nttutytxftx

tytutxfJMaximiser

Nttxty
t

t

N

t
t

  0,1

1   1,1-tx
1    ,1,1

1,,1  

01

1

0

 

Donc en doublant le nombre de coordonnées de phase nous réduisons le problème d’objet à retard 
d’une itération au problème classique de contrôle optimal discret.  
Nous pouvons généraliser ainsi pour un problème « d’objet à retard de θ  itérations ». De même si 
nous imposons « du retard » non seulement sur les coordonnées de phase mais aussi au contrôle, 
alors nous pouvons toujours se ramener au problème de contrôle optimal classique. 
 
Exemple:   
Soit le problème suivant: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )













−
≤≤−−∈

≤≤−−−=

∑ −−−=
=

donnésxx
NttutxUtu

Nttututxtxftx

tututxtxfJMaximiser

t

t

N

t
t

  0u,0,1
1   1,2,1-tx

1    ,1,2,1

,1,2,1  
1

0

 

En posant ( ) ( )tutz =  et ( ) ( )1−= txty , 0 ≤ ≤t N  nous aurons à résoudre: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
















−
≤≤−=

≤≤−−∈
≤≤=

≤≤−−−=

∑ −−−=
=

donnésxx
Nttxty

NttztyUtu
Nttutz

Nttutztytxftx

tutztytxfJMaximiser

t

t

N

t
t

  0u,0,1
0   1

1   1,1,1-tx
0    

1    ,1,1,1

,1,1,1  
1

0

 

qui est un problème d’objet sans retard . 
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I. 2) Lien avec la programmation mathématique  
 
Nous pouvons formuler le problème de contrôle optimal discret comme problème d’optimisation 
classique. En effet soit le problème suivant: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )
( )














≤≤∈
≤≤−=

∑ −=
=

0

1

0

x=0
1   

1    ,1

,1  

x
NtUtu

Nttutxftx

tutxfJMaximiser

t

t

N

t
t

 

Soient ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,....,, 21=     ( ) ( ) ( ) ( )( )tutututu r,....,, 21= . 

Posons ( )j
s

i
t uxz ,=   0 ≤ ≤t N  , 1 ≤ ≤i N  , 1 ≤ ≤j r  ,  1 ≤ ≤s N   on a  z R p∈  avec  

( ) NrnNp ++= 1  . Soient ( ) ( ) ( ) ( )





= zzzzt

N
ttt

ξξξξ ,....,, 21   0 ≤ ≤t N   

et  ( ) ( ) ( ) ( )





= zzzzt

r
ttt

ηηηη ,....,, 21   1≤ ≤t N   où ( ) ( )tixi
txzi

t ==ξ , 

( ) ( )zsuu j
s

jj
s η== .   

Nous vérifions aisément que le problème formulé ci-dessus est équivalent au problème suivant: 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( )
( )














≤≤∈

≤≤=

∑=

−

= −

00

1

1 1
0

x=

1   

1    ,

,  

z

NtUzt

Ntzzfzt

zzfJMaximiser

t

ttt

N

t ttt

ξ

η

ηξξ

ηξ

    

 

qui est bien un problème d’optimisation classique car étant de la forme 
( )







⊂∈ pRHavecHz

zFMax
 

avec 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }NttUztetxzztztfztzszt t

NsNtRH p ≤≤∈==
−

≤≤≤≤∈== 1;,,
001

,1,0,z ηξηξξηξ  

 
Exemple:  
Soit le problème de contrôle suivant: Trouver ( ) ( ) ( ) +∈ *,...,2,1 RNuuu  tel que: 

( ) ( ) ( )tutxtx +−= 111  

( ) ( ) ( )tutxtx .122 −=             N  fixé  
( ) ( ) 10,00 21 == xx           

( ) ( )10 1 −−≤< txatu  , ( ) Rtx ∈1 , 0 ≤ ≤t N     ( ) Rtx ∈2 , 0 ≤ ≤t N ,  ( ) *
+∈ Rtu  

1≤ ≤t N    et de manière à maximiser ( ) ( ) ( )NuLoguLoguLog ....21 ++ . 
Ici n r= =2 1,  . Pour le formuler en tant que problème d’optimisation nous posons  

( )NNN uuuxxxxxxz ,...,,,,,...,,,, 21
212

1
1
1

2
0

1
0=  c’est à dire pour N = 2 
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




= 21

2
2

1
2

2
1

1
1

2
0

1
0 ,,,,,,, uuxxxxxxz  avec ( )sxx jj

s =  1 2 0 1 2≤ ≤ =j s, , ,   ( ) 2,1  == kkuuk  

. Nous aurons alors le problème équivalent d’optimisation suivant: 
( )




















−≤<

−≤<

=

=

+=

+=

==

+

1
12

1
01

2
2
1

2
2

1
2
0

2
1

2
1
1

1
2

1
1
0

1
1

2
0

1
0

21

0

0

.

.

1 , 0

xau

xau

uxx

uxx

uxx

uxx

xx

uLoguLogMaximiser

 

 
La question que nous pourrons se poser est: Quelle est l’intérêt de construire une théorie sur le 
problème de contrôle optimal discret si nous savons que nous pouvons  le formuler en tant que 
problème de programmation mathématique et par suite appliquer les méthodes classiques 
d’optimisation pour le résoudre ? Pour cela considérons le problème le plus général à savoir:  
Trouver x(0), u(1), ....,u(N) tel que: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )
( )














≤≤∈
≤≤∈

≤≤−=

∑ −=
=

NttMtx
NtUtu

Nttutxftx

tutxfJMaximiser

t

t

N

t
t

0  
1   

1    ,1

,1  
1

0

 

 
Dans ce problème nous avons 3N+1 relations vectorielles qui définissent les contraintes et pour 
chaque t le vecteur x(t) apparaît à au plus trois de ces relations vectorielles. En effet x(t) apparaît 
dans ( ) ( ) ( )( )tutxftx t ,1−= et au plus dans ( ) ( ) ( )( )1,1 1 +=+ + tutxftx t et dans ( ) tMtx ∈ , tandis 
que u(t) apparaît dans au plus deux relations vectorielles et pour chaque i et chaque s, 

( )sxx ii
s = apparaît dans au plus n + 2 relations car il apparaît une fois dans 

( ) ( )( )susxfx i
s

i
s ,1−= et au plus n  fois dans ( ) ( )( )1,11 += ++ susxfx i

s
i
s et une fois dans ( ) tMtx ∈  .  

Toutes ces considérations font que le problème de contrôle optimal discret possède une structure 
bien spéciale et par conséquent nous attendons à ce que les conditions nécessaires et suffisantes 
d’optimalité s’énonceront de manière plus spécifique que les théorèmes généraux d’optimisation. La 
programmation mathématique est donc l’une des sources permettant de donner des critères 
d’optimalité du problème de contrôle optimal discret. Cependant il existe deux autres sources à 
savoir le problème de contrôle optimal continu qui historiquement fut étudié avant le problème de 
contrôle optimal discret, et la programmation dynamique. 
 
 
 
I. 3) Introduction au problème de contrôle optimal continu  
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Soit l’équation différentielle: ( )vyg
d
dy ,=
τ

 (1) où ( ) nRyyy n ∈= ,....,1  est appelé vecteur 

d’état de phase et ( ) rRvvvv r ∈= ,...,, 21 est appelé vecteur contrôle. Soit V Rr⊂ un en semble 
appelé domaine de commande. Soit T  un nombre réel fixé. Appelons contrôle admissible toute 
fonction ( )τv ( continue par morceaux) définie sur 0,T  telle que ( ) [ ]TVv ,0  ∈∀∈ ττ  .Soit 

y Rn
0 ∈  et M Rn

1 ⊂  et nous donnons une fonction ( )vyg ,0 . 
Le problème consiste à trouver un contrôle admissible ( )τv  telle que la solution ( )τy  
correspondante à l’équation différentielle (1) soumise à la condition initiale ( ) 00 yy =  satisfait à 

( ) 1MTy ∈  et telle que ( ) ( )( )∫
T

dvyg
0

0 , τττ  soit maximum. 

Il existe une condition nécessaire d’optimalité appelée principe du maximum qui est du à 
L.pontryagin. Pour l’énoncer nous construisons une fonction H appelé hamiltonien qui est défini par  

( ) ( )∑
=

=
n

i

i
i vygvyH

0

,,, ϕτ  où ( ) ( ) ( )




= vyngvygvyg ,,....,,1, et les ϕ i  sont  des fonctions 

numériques de τ . Nous supposons de plus que M Rn
1 =  ( problème à extrémités droite libre). 

 
Principe du maximum:  
 Si les fonctions gi  sont de classe C1 et si ( )vy ~,~ est une solution optimale alors il existe n fonctions 
numériques dérivables ϕ ϕ ϕ1 2, ,..., n  telles que: 

( )
∑−=−=
=

n

j i

j

ji y
vyg

y
H

d
id

0

,
∂

∂ϕ
∂
∂

τ

ϕ
 où i n= 1,  avec ϕ0 1=  et 

( ) ( )ττ ,,,~,~ vyHMaxvyH
Vv∈

=   ( ) 0    =∀ Tet ϕτ . 

 
Dés que ce principe fut trouvé, il y’a eu plusieurs tentatives de recherche d’une variante discrète. 
C’est ROZONOER qui fut le premier à donner une forme initiale du principe du maximum discret et 
a affirmé que l’extension du principe du maximum aux systèmes discrets est possible seulement dans 
le cas linéaire. Commençant  en 1964 et plus tard en 1966, HALKIN [22] [21] présente une 
démonstration du principe discret du maximum. PROPOI [61] arrive à la même conclusion sous 
l’hypothèse d’une certaine condition de forte convexité.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I. 4) Enoncé du principe discret du maximum  
 
Considérons le problème de contrôle optimal discret suivant: 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )
( )













≤≤∈
≤≤−=

∑ −=
=

0

1

0

x=0
1   

1    ,1

,1  

x
NtUtu

Nttutxftx

tutxfJMaximiser
N

t
t

   

N est fixé, f t
0  données  ( )Nt ≤≤1 ,  ( ) nRtx ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtx n,...,, 21=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) rr Rtutututu ∈= ,...,, 21 ,  ( )nffff ,...,, 21= .Nous définissons de manière analogue 

l’hamiltonien H par ( ) ( )∑
=

=
n

i

i
i uxfuxH

0

,,, ψψ  où ψ i  sont des fonctions numériques de la variable 

t. 
 
Principe discret du maximum:  
Nous supposons que f f, 0sont convexes ainsi que U. Si ( )ux ~,~  est un processus optimal alors il 
existe n fonctions numériques ψ ψ ψ1 2, ,..., n  telles que: 

( ) ( ) ( ) ( )( )tutxt
x
Ht jj

~,1~,1 −=− ψ
∂
∂ψ     1≤ ≤j n  

( ) niiNetNt i ≤≤∀=≤≤= 10     1,10 ψψ  et de plus pour tout t  tel que 1≤ ≤t N  
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )tutxtHMaxtutxtH

Utu
,1,~,1~, −=−

∈
ψψ . 

Remarques:  
1) La différence qui existe entre le principe discret du maximum et le principe du maximum(continu) 
est que dans le principe discret nous imposons une condition de convexité, sans cette condition nous 

devons remplacer la maximisation du hamiltonien par 
∂
∂

H
u

= 0  . 

 
2) Si au lieu de maximiser, nous minimisons J alors il faudrait prendre ψ 0 1= −  dans l’énoncé du 
principe discret du maximum. Ainsi à partir du problème de contrôle optimal continu nous pourrons 
énoncer par analogie des théorèmes d’optimalité ressemblant  à ceux des objets discrets ce qui nous 
permettra de prédire le caractère des résultats. 
 
3) En pratique pour résoudre un problème de contrôle optimal continu sur ordinateur nous sommes 
obligés de le rendre discret (par exemple remplacer la maximisation de l’intégrale par la maximisation 
d’une somme finie, remplacer un système différentiel par un système d’équations aux différences 
finis) d’où la nécessité de savoir résoudre un problème de contrôle optimal discret. 
 
 
I. 5) Lien avec la programmation dynamique 
 
Une autre approche pour résoudre un problème de contrôle optimal des objets discrets est la 
programmation dynamique due au mathématicien américain R.BELLMAN. 
L’idée maîtresse de la programmation dynamique est la suivante: pour l’optimalité du processus tout 
entier il faut qu’à chaque stade intermédiaire la partie suivante du processus possède également la 
propriété d’optimalité. Plus précisément, supposons que nous voulons résoudre le problème discret 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )














≤≤∈
≤≤−=

∑ −=
=

0

1

0

x=0

1   1-tx
1    ,1

,1  

x

NttUtu
Nttutxftx

tutxfJMaximiser
N

t
t

nous avons déjà choisi d’une certaine manière la contrôle 

u(1),u(2),....,u(k) et la trajectoire x(0), x(1), .....,x(k) du début du processus jusqu’au moment t = k 
et nous voulons terminer le processus c’est à dire choisir u(k + 1),....,u(N) et x(k+1),....,x(N). Mais 
si la partie terminale du processus ( du moment t = k au moment t = N ) n’est pas optimale dans le 
sens du maximum de la fonction  

( ) ( )( )∑
+=

−=
N

kt
tk tutxfJ

1

0 ,1 , le processus tout entier ne sera pas optimal . En effet si nous avions pu 

améliorer la « queue » du processus (c’est à dire changer x(k+1),...,x(N) et u(k+1),...,u(N) de 

manière que la somme des termes correspondants de la fonction ( ) ( )( )∑
=

−=
N

t
t tutxfJ

1

0 ,1 augmente) 

, nous aurions obtenu une amélioration globale du processus . Cette idée transparente est réalisée 
d’après BELLMAN de la façon suivante: 
Supposons qu’au moment t = k nous nous trouvions déjà au point x = x(k). Effectuons de toutes les 
manières possibles, la partie terminale du processus: u(k+1),...,u(N); x(k+1),...,x(N) de manière à 
satisfaire les contraintes du problème. Pour chacune de ces parties terminales du processus, 

calculons la somme ( ) ( )( )∑
+=

−=
N

kt
tk tutxfJ

1

0 ,1  et désignons par ( ) ( )( )kxx kk ωω =  la plus grande de 

ces sommes. Ainsi en partant du point x = x(k), nous pouvons choisir la partie terminale du 

processus u(k+1),...,u(N); x(k+1),...,x(N) de sorte que la somme ( ) ( )( )∑
+=

−=
N

kt
tk tutxfJ

1

0 ,1  prenne 

la valeur ( )xkω , étant entendu qu’une valeur plus grande de cette somme ne peut être obtenue à 
partir du point x. En posant dans ce raisonnement k = 0,1,..., N , nous obtenons N +1 fonctions 

( ) ( ) ( )xxx Nωωω ,...,, 10 . 

Il est clair d'une part que ( ) 0=xNω , puisque la somme ( ) ( )( )∑
+=

−=
N

kt
tk tutxfJ

1

0 ,1 pour k = N ne 

contient aucun terme. Et d’autre part que ( )00 xω  est la valeur maximale de la somme 

( ) ( )( )∑
=

−=
N

t
t tutxfJ

1

0 ,1 que nous pouvons obtenir en nous déplaçant à partir du point x x= 0  et en 

nous servant de tous les processus admissibles u(1),...,u(N);x(0),....,x(N). Autrement dit ( )00 xω  est 
justement la valeur de la fonction J pour le processus optimal à état initial ( ) 00 xx = , de sorte que le 
problème de contrôle optimal discret se réduit précisément à la recherche de la valeur ( )00 xω  et des 
moyens d’y parvenir . 
Ainsi si nous savions calculer successivement les fonctions ( ) ( ) ( )xxx NN 01 ,...,, ωωω −  en 
commençant par ( ) 0=xNω  jusqu’à la fonction cherchée ( )x0ω , cela signifierait que nous 
possédons une méthode de résolution du problème discret de contrôle optimal . Une telle méthode 
est facile à obtenir. 
Supposons que nous nous trouvons à l’instant t = k-1 au point x = x(k-1). En partant de ce point  
choisissons la meilleure terminaison du processus c’est à dire choisissons u(t) , x(t) pour  
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t = k , k+1 ,...., N de manière que la somme ( ) ( )( )∑
=

− −=
N

kt
tk tutxfJ ,10

1  prenne sa valeur maximale 

( )xk 1−ω . Cette somme peut s’écrire sous la forme  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )∑
+=

− −+−=
N

kt
tkk tutxfkukxfJ

1

00
1 ,1,1 , le deuxième terme du second membre étant égal à 

Jk . Il est clair que ce terme est égal à ( )( )kxkω  c’est à dire à la valeur maximale de la somme Jk  
lorsque nous nous déplaçons du point x(k). (En effet, l’amélioration de la « queue »; c’est à dire 
l’augmentation de la somme Jk , nous amènerait, d’après ce qui a été dit plus haut à une 
augmentation de la somme Jk −1, ce qui est impossible puisque ( )xJ kk 11 −− =ω .  

Ainsi ( ) ( ) ( )( ) ( )( )kxkukxfx kkk ωω +−=− ,10
1   ( )1 . 1 . 

Remarquons maintenant que cette relation est vérifiée si x(k), u(k) participent à une terminaison 
optimale du processus partant du point x = x(k-1). Mais si nous choisissons x(k), u(k) d’une manière 
quelconque en satisfaisant à: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) NttxUtuettutxftx tt ,...,1 , 1-  ,,1 =∈−=  alors la 

relation ( )1 . 1  sera remplacée par l’inégalité  ( ) ( ) ( )( ) ( )( )kxkukxfx kkk ωω +−≥− ,10
1           

( )2 . 1  
car le second membre de ( )2 . 1  contient une certaine somme Jk −1 non nécessairement maximale. 
Par conséquent, ( )xk 1−ω est la plus grande de toutes les valeurs de la somme  

( ) ( )( ) ( )( )kxkukxf kk ω+− ,10  que nous pouvons obtenir en choisissant d’une manière admissible 

u(k),x(k) c’est à dire ( ) ( ) ( )( ) ( )( )



 +−=− kxkkukxfMaxx

kk ωω ,10
1 . 

Remplaçant ici dans le second membre x(k) par ( ) ( )( )kukxf k ,1− et se rappelant que  
x(k-1) = x, nous écrirons cette relation sous la forme définitive: 

( )
( )

( ) ( )( )
 +

∈
=− uxkfkuxf

xkUu
Maxx

kk ,,0
1 ωω , k = 1 , 2 , ...., N   ( )3 . 1 . 

Ici le maximum est calculé sur tous les u = u(k) (puisque x(k) ne fait pas partie du second membre), 
c’est à dire sur tous les points ( )xUu k∈ . 
La relation ( )3 . 1  s’appelle équation de BELLMAN et permet de calculer successivement les 
fonctions ω ω ωN N, ,...,−1 0 en commençant par ω N = 0 jusqu’à la fonction cherchée ( )x0ω . 
La méthode de recherche de la fonction inconnue ω 0  à l’aide des relations ( )3 . 1  s’appelle 
programmation dynamique. 
L’application pratique de cette méthode nécessite généralement l’emploi d’ordinateurs à grand 
volume de mémoire. En calculant successivement les fonctions ω k  à l’aide des relations ( )3 . 1 , nous 
ne savons pas jusqu’au dernier moment (c’est à dire le moment où nous obtenons le nombre ω0) , 
quels seront les états x(t) qui forment la trajectoire optimale issue du point ( ) 00 xx = . Il faut donc 
chercher et garder en mémoire les valeurs des fonctions ω k  théoriquement pour toutes les valeurs 
de x. Ceci équivaut à trouver en même temps toutes les trajectoires optimales.  
Pour la raison indiquée, la méthode de programmation dynamique est pratiquement peu efficace, 
malgré la remarquable généralité de son domaine d’application théorique. 
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CHAPITRE II 
  

PRINCIPE DU MAXIMUM DES SYSTEMES DISCRETS  
 
 
Dans ce chapitre (principe du maximum des systèmes discrets) nous étudions le problème de 
contrôle optimal discret. Plusieurs formulations de ce problème sont à envisager.  
Nous commençons par le problème de contrôle optimal discret avec contraintes sur l'état initial et 
final en énonçant une condition nécessaire d'optimalité connue sous le nom de principe du maximum 
discret. Puis nous passons au problème avec contrainte sur les coordonnées de phase en énonçant 
son principe du maximum associé, puis nous étendons le principe du maximum discret qui est du à 
HOLTZMAN en considérant la fonction objectif non plus comme fonction de l'état final, mais 
comme fonction de l'état final du système et de la contrôle, nous introduisons alors le concept de 
convexité directionnelle. 
Il faut dire que l'une des sources qui a permis d'établir ces divers principes du maximum est le 
principe du maximum généralisé qui énonce des conditions d'optimalité d'un programme non linéaire 
bien spécial qui fait intervenir une certaine variable de contrôle. Nous remarquons une certaine 
analogie avec les systèmes dynamiques où sont énoncés des résultats sur l'existence des solutions de 
systèmes d'équations différentielles vérifiant des conditions initiales et où interviennent une variable de 
contrôle.  
Autre source permettant d'établir le principe du maximum discret est la notion de programme 
mathématique mixte qui se prête particulièrement bien à l'étude des systèmes évolutifs en temps 
discret. 
Dans un premier temps nous énonçons la condition nécessaire d'optimalité qui donne le maximum de 
Lagrangien par rapport à la variable de contrôle, puis sous des hypothèses de convexité nous 
donnons des conditions suffisantes pour q'un programme mathématique soit mixte. 
Comme application nous considérons le problème de contrôle optimal discret à extrémité 
gauche fixe et des contraintes sur l'extrémité droite, nous utilisons les résultats sur les 
programmes mathématiques mixtes pour en déduire un principe du maximum pour ce type de 
problème. 
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II. 1) Problème de contrôle optimal discret avec contraintes sur l’état 
initial et final  
 
Nous considérons le problème suivant: 

( )
{ }

( ) { }
{ }

( ) { }

C

Maxg x

x x f x u i k

h x i l

u i k

g x i m

k

i i i i i

i

i

i k

0

1

0

01 2 1

0 12

01 2 1

0 12

( )

( , ) , , ,...

, ,...

, , ,...

, ,...

+ − = ∈ −

= ∈

∈ ∈ −

= ∈















Ω
   

où g R Rn
0: → , f R R Ri

n r n: × → , h R Ri
n: → ,Ω ⊂ Rr ,g R Ri

n: →    
 
Pour énoncer le principe du maximum qui donne une condition nécessaire d’optimalité, nous 
faisons les hypothèses suivantes: 
 
1) ∀ ∈u Ω , { }∀ ∈i k0,... : ( )f x ui ,  est deux fois continûment différentiable par rapport à x. 
 
2) Les fi  et ses dérivées partielles du premier et second ordre par rapport à x sont 

uniformément bornés sur A × Ω   et cela pour tout ensemble borné A R n⊂ . 
 

3) { }∀ ∈ −i k0 1,... la matrice
( )

I
f x u

x
i+

∂
∂

,
 est non singulière sur Rn × Ω . 

 
4) L’ensemble ( ){ }f x u ui , : ∈Ω   est convexe pour chaque x R n∈ . 

 
5) { }∀ ∈i l1,... { }∀ ∈j m0,... h i etg j   sont deux fois continûment différentiables sur Rn et 

∀ ∈x Rn ( ) ( ) ( )∂
∂

∂
∂

∂
∂

h x
x

h x
x

h x
x
l1 2, ,...,









et
( ) ( ) ( )∂

∂
∂

∂
∂

∂
g x

x
g x

x
g x

x
m0 1, ,...,









sont deux 

familles libres. 
 
Enoncé du principe du maximum des systèmes discrets: [20] 
Si u u uk0 1 1, ,...., − et x x xk0 1, ,...  est une solution optimale de (C), alors il existe une suite de 
vecteurs non nuls p p pk0 1, ,...   tel que nous avons : 
 
1°) Maximisation de Hamiltonien:  

( ) ( ) { }f x u p f x u p i k et ui i i i i i i, . , . , ,...+ +≥ ∀ ∈ − ∀ ∈1 1 0 1 1 Ω  . 
 
2°) Equations adjointes: 
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( ) { }p p
x

f x u p i ki i i i

T

i− =








 ∀ ∈ −+ +1 1 01 1

∂
∂

, . , ,...  

 
3°) Conditions de transversalité:  Il existe des réels α α α1 2, ,... l  et β β β0 1, ,..., m   
tels que : 

 ( )p
x

h xi i
i

l

x x
0

1
0

=
=
∑

=

α
∂

∂
  

 ( )
k

m

i
iik

xx
xg

x
p

=
∑
=

=
0 ∂

∂β  et β0 0≥   

 
 
HUBERT HALKIN [20] établit ce principe du maximum en considérant les deux ensembles: 

( ) ( ) { } ( )
{ } ( )

W
x x x u u u R i l h x

et i k x x f x u et u
k k

k n kr
i

i i i i i i

=
∈ ∀ ∈ =

∀ ∈ − − = ∈












−

+ +

+

0 1 0 1 1
1

0

1

1 2 0

0 1

, ,..., , , ,..., / , ,...,

,..., , Ω
 et  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }S x x x u u g x i m g x g xk k k i k k k= = ≤ ≤ >−0 0 1 0 00 1,..., , ,..., / , ,  

Nous remarquons que W et ( )S x k  sont disjoints car sinon u u u k0 1 1, ,..., −  et x x xk0 1, ,...  ne 
seraient pas une solution optimale. Dans le cas des contraintes linéaires, nous montrons que W 
et   ( )S x k  sont convexes et par suite comme ils sont disjoints alors ils sont séparables (i.e il 

existe un hyperplan de séparation entre W et   ( )S x k  ) et dans ce cas la preuve du principe du 

maximum est facile à établir. Cependant dans le cas général, W et   ( )S x k   ne sont pas 
convexes et c’est pourquoi HALKIN contourne la difficulté en linéarisant le problème autour 
de la solution optimale c’est à dire qu’il remplace : 

1) les fonctions ( )h xi  par ( ) ( )h x
x

h xi i
x x

0

0

+














=

∂
∂

( )x x− 0   

2) les fonctions ( )g xi  par ( ) ( )g x
x

g xi k i
x xk

+












=

∂
∂

( )x xk−  

3) les fonctions ( )f x ui ,  par ( ) ( )f x u
x

f x ui i i i
x xi

, ,+














=

∂
∂

( )x xk−   

puis il définit les deux ensembles ( )W xk
+  et ( )S xk

+   comme étant respectivement  

W et ( )S x k   mais pour le problème linéarisé et il montre ainsi que ( )W xk
+  et ( )S xk

+    
sont convexes puis qu’ils sont séparables. 
 
 
II. 2) Problème de contrôle optimal discret avec contraintes sur les 
coordonnées de phase  
 
A présent nous pouvons considérer le problème de contrôle optimal discret avec en plus des 
contraintes imposées aux coordonnées de phase et pour lequel il existe aussi un principe du 
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maximum. Considérons pour cela Ω Ω Ω0 1 1, ,..., T−  des sous ensembles donnés de Rr  ainsi 
que les fonctions suivantes: 
 
 
 
ft Rn

t R n: × →Ω { }t T∈ −01 1, ,...  

h R Rn l: →   
g R Rn

0: →   

g R Rn m: →   

q R Rt
n mt: →    

 
Nous considérons alors le problème suivant:  
Déterminer les vecteurs d’états x x x RT

n
0 1, ,..., ∈  et les vecteurs de contrôle 

u u u RT
r

0 1 1, , ... , − ∈ résolvant le problème suivant: 

( )

( )
( )

( ) { }
{ }

( )
( ) { }

P

Max g x

h x

x x f x u T

u T

g x

q x T

T

t t t t t

t t

T

t t

0

0

1

0

0 1

0 1

0

0 0

=

− = ∈ −

∈ ∈ −

=

≤ ∈

















+ , , ...,

,...,

,...,

   t

    t

   t

Ω
 

Quelques hypothèses s’imposent pour ce problème à savoir: 
 
H1) Pour chaque u t∈Ω , ( )f x ut ,   est continûment différentiable par rapport à x au voisinage 
de ( )x x t Tt= = −  01 1, ,..., . 
 
H2) Pour chaque x Rn∈  l’ensemble ( ){ }f x ut t, :  u ∈Ω est convexe { }∀ ∈ −t T01 1, ,..., . 

 
H3) h et g sont continûment différentiables au voisinage respectivement de x x= 0  et  
x xT=  , g0   et ( )q t Tt  = 0, ... ,  sont différentiables respectivement en,  
x x x xT= =1,...,  . 
 
H4) Les vecteurs ( ) ( )∇ =h x j lj

0 1 , ...,  sont linéairement indépendants ainsi que  

( ) ( )∇ =g x j mj
T  1,...,  où ( )h h h hl= 1 2, ,...,  et ( )g g g gm= 1 2, ,..., . 

 
H5) Pour chaque { }t T∈ 01, ,...,  avec mt ≠ 0  il n’existe pas de λ t  nul , λ t Rmt∈  

avec λ t ≤ 0  satisfaisant à 
( )

( )
λ

λ
t t t

t t t

q x

q x

∇ =

=







0

0
 . 
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Remarquons que H5) est vérifiée si pour chaque t fixé ( ) ( ){ }∇ =q x xt
i

t t
i

t  q: 0  est une famille 

libre. 
 
Principe du maximum des systèmes discrets:[46] 

Si  x x x R u u RT
n

T
r

0 1 0 1 1, , ... , , ,...,∈ ∈− et u  est une solution optimale de (P) vérifiant les 

hypothèses H1) à H5) alors il existe des vecteurs p p p R RT
n

t
m t

t0 1 0, ,... , ,∈ ∈ ≤ et  λ λ  

( )t T R Rl m= − ∈ ∈0 1,..., , et  α β  et β0 0≥   tel que nous avons p p pT0 1 0, ,..., , , ,α β β  non 
tous nuls et: 
 
1) Maximisation du Hamiltonien:  ∀ ∈u tΩ  
 ( ) ( ) ( )p f x u p f x u t Tt t t t t t t+ +≥ = −1 1 0 1 1, , , ,...,    
 
2) Equations adjointes:  
 ( ) ( )p p p f x u q xt t t x t t t t t t− = ∇ + ∇+ +1 1 , λ  ( )t T= −01 1, ,...,   . 
 
3) Conditions de transversalité:  

 
( )
( ) ( ) ( )

p h x

p g x g x q xT T T T T T

0 0

0 0

=

= + ∇ +

α∇

β∇ β λ
   

 
4) Conditions de complémentarité:  
 ( ) ( )λ t t tq x t T= =0 0 1   , ,...,  . 
 
MAGNANTI [46] montre ce principe du maximum en le considérant comme un cas particulier 
d’un problème de programmation non linéaire pour lequel il existe un principe du maximum 
généralisé. Citons ce principe. Pour cela soit U⊂ R L et soit donné les fonctions suivantes: 

F R R

H R R U R

N

N M r

:

:

→

× × →
     

G R R

Q R R

N m

N s

:

:

→

→ 1
     Q R RM s: → 2   

 
Nous  considérons le nouveau problème : 

( )

( )
( )
( )
( )
( )

P

Max F y

G y

Q y

Q z

H y z u

u U

'

, ,

=

≤

≤

=

∈
















0

0

0

0

 

Comme pour le problème (P), nous faisons les hypothèses suivantes: 
 
H'1) Pour chaque u U∈ , ( )H y z u, ,  est continûment différentiable par rapport à ( y, z) au 
voisinage de ( ) ( )y z y z, ,= . 
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H'2) Pour chaque y R z RN M∈ ∈, , l’ensemble ( ){ }H y z u u U, , / ∈ est un convexe de Rr . 

 
H'3) G(y) est continûment différentiable au voisinage de y y=  , F(y) et Q(y) sont 
différentiables en  y y=  et ( )Q z  est différentiable en z z= . 
 
H'4) Les vecteurs ( ) ( )∇ =G y j mj   1,...,  sont linéairement indépendants. 
 

H'5) Soient { } ( ){ }A i s Q y= ∈ =1 01,..., /  i , { } ( ){ }A i s Q z= ∈ =1 02,... , /  i   

Posons s A et s A1 2= =   . 

Soient Q R RA N s: → 1  tel que chaque composante de QA  est la restriction de Q i à A  

( )1 1≤ ≤i s . 

Q R RA M s: → 2  tel que chaque composante de QA  est la restriction de Q i à A   

( )1 2≤ ≤i s  alors A = ∅  ou il n’existe pas µ A sR∈ 1  non nul tel que  

( )µ µA A AQ y≤ ∇ =0 0 avec .  et A = ∅  ou il n’existe pas µA sR∈ 2  non nul  

tels que ( )µ µA A AQ z≤ ∇ =0 0 avec . . 
Nous remarquons que le problème (P) est un cas particulier du problème  (P’) avec 

z

x
x

x

u
u

u

x

T T

T T=



















=



















= = × × ×

− −

−

0

1

1

0

1

1

0 1 1  ,  u  ,  y  ,  U Ω Ω Ω...   

( ) ( ) ( ) ( )F y g x y g xT T= =0  ,  G . 

( )

( )
( )

( )

( ) 





















−
−

−
−+

=

−−−−

−

TTTTT

T

xuxfx
x

xuxfx
xuxfx

xh

uzyH

   ,+                                                               
                                                              

       ,+                          
      ,

,,

1111

2

21111

10000

0

O

 

( )

( )
( )

( )

Q z

q x

q x

q xT T

=





















− −

0 0

1 1

1 1

 et  ( ) ( )Q y q xT T=  . 

Remarquons que  ( ) ( )[ ]∇ ∇z yH y z u H y z u, , , , ,   

( )
( )

( )

( )

=

∇

+ ∇ −

+ ∇ −

+ ∇ −























− − −

h x

I f x u I

f x u I

f x u I

x

x

x T T T

0

0 0 0

1 1 1

1 1 1

,

,

,

       

                         I     

                                                            

                                                             I       

 

 
et donc les hypothèses H'1, H'2, H'3, H'4 et H'5 sont des conséquences directes des 
hypothèses H1 à H5.  
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Remarquons que les conditions imposées au problème (P’) n’impliquent pas que y puisse 
s’exprimer en fonction de z et u  de la relation ( )H y z u, , = 0 , bien que ceci soit possible pour 
le problème (P). 
 
Théorème: ( Principe du maximum généralisé)[46] 
Soit y y z u= = = ,  z   et u   une solution optimale de (P’). Supposons que H'1 à H'3 

et H'5 sont vérifiées, alors il existe un réel β0 0≥  et des vecteurs β σ∈ ∈R Rm r, , 

µ µ δ∈ ∈ ∈R R Rs s N1 2, , avec ( )µ µ β β σ≤ ≤ ≠0 0 00, , ,    tel que :     
 
(a)  ( ) ( ) ( )− = ∇ + ∇ +δ β β µ∇0 F y G y Q y  
 

(b) 
( )
( ) ( )

δ σ

σ µ

= ∇

= ∇ + ∇







 

 
y

z

H y z u

H y z u Q z

, ,

, ,0
 

 
(c) ( ) ( )µ µQ y Q z= =0 0 ,   
 
(d)  ( ) ( )[ ]σ H y z u H y z u u U, , , ,− ≥ ∀ ∈0    

 
 
II. 3)  Cas où la fonction objectif dépend de l’état final et du contrôle 
 
HOLTZMAN [26] étend le principe du maximum discret en considérant la fonction objectif g0  
non comme fonction de l’état final xT  mais fonction du contrôle U  et de xT  et introduit le 
concept de convexité directionnelle. Pour cela il établit comme MAGNANTI un autre principe 
du maximum généralisé que nous citons ci-dessous. Soit le problème: 
 

( )

( )
( )
( )
( )
( )

P

Max F y u

G y u

Q y u

Q z u

H y z u

u U

' '

,

,

,

,

, ,

=

≤

≤

=

∈
















0

0

0

0

  

 
Nous faisons les hypothèses suivantes: 
 
H''1 = H'1 
 
H''2 ) [ ]∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈y R z R u U u UN M, , , ' , ,λ 0 1  il existe ~u U∈  tel que: 

( ) ( ) ( ) ( )F y u F y u F y u,~ , , '≥ + −λ λ1  

( ) ( ) ( ) ( )Q y u Q y u Q y u,~ , , '≤ + −λ λ1  

( ) ( ) ( ) ( )Q z u Q z u Q z u,~ , , '≤ + −λ λ1  
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( ) ( ) ( ) ( )G y u G y u G y u, ~ , , '= + −λ λ1  

( ) ( ) ( ) ( )H y z u H y z u H y z u, ,~ , , , , '= + −λ λ1  
 
H''3) Pour chaque u U∈ , ( )G y u,  est continûment différentiable au voisinage de  
 
y y= , ( )F y u,  et ( )Q y u,  sont différentiables en y y=  et ( )Q z u,  est différentiable en 
z z= . 
 
H''4) Les vecteurs ( ) ( )∇ =G y u j mj , ,...,  1  sont linéairement indépendants. 
 
H''5) c’est l’hypothèse H'5) avec ( ) ( )Q y Q zi i et  remplacé par ( ) ( )Q y u Q z ui i, , et  dans les 
définitions de A et A . 
 
Théorème  ( Principe du maximum généralisé) [46] 
Si y y z z u u= = =, ,  est solution optimale de (P’’) et supposons que H''1, à H''3 et H''5 

sont vérifiées, alors il existe un réel β0 0≥  , des vecteurs β σ∈ ∈R Rm r, , µ ∈R s1 , 

µ ∈Rs2 , avec µ µ≤ ≤0 0,  ,δ ∈R N ( ), , ,β β σ0 0≠  tels que : 
 
(a’) ( ) ( ) ( )− = ∇ + ∇ +δ β β µ∇0 y y yF G Qy u y u y u, , ,   

 

(b’)  
( )
( ) ( )

δ σ∇

σ∇ µ

=

= + ∇







y

z

H y z u

H y z u zQ z u

, ,

, , ,0
 

 
(c’)  ( )µQ y u, = 0  , ( )µQ z u, = 0   
 
(d’)  ( ) ( )ψ ψu u u U− ≥ ∀ ∈0  avec  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψ β β µ µ σu F y u G y u Q y u Q z u H y z u= + + + +0 , , , , , , . 

 
 
II. 4) Cas où le domaine de commande admissible dépend de l’état du 
système   
 
Jusqu’à présent nous avons supposé que les commandes réalisables vérifiaient u Ui i∈  où 

U Ri
r⊂ . Cependant nous pouvons considérer l’ensemble Ui  dépendant de l’état x i   

c’est à dire 
que nous considérons le problème suivant : [59] 
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( )

( )
( )

( )
( )

Min J f x u

x x f x u i k

u U x

g x

g x

i i i
i

k

i i i i i

i i i

k k

=

− = ≤ ≤ −

∈

=

=


















=

−

+

∑ 0

0

1

1

0 0

0 1

0

0

,

,

où chaque x Ri
n∈  et chaque u Ri

m∈  . 

 
Nous supposons que toutes les fonctions dans ce problème sont continûment différentiables et 
que les jacobiens de g0  et gk  sont des matrices de plein rang. 

Nous supposerons aussi que: { } ( ) ( ){ }∀ ∈ − = ∈ × ∈i k X x u R R u U xi
n m

i0 1,..., , / est 

convexe. 
Définissons ( ) ( ) ( )( )F x u f x u f x ui i i, , , ,= 0 . Nous faisons comme hypothèse que  

{ } ( )( )∀ ∈ −i k F x U xi i0 1,..., ,  est directionnellement convexe c’est à dire si x Rn∈  

( ) [ ]u U xi' ' ' et u  et ,∈ ∈λ 0 1   ( ) ( )∃ ∈u U xiλ  tel que: 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

f x u f x u f x u

f x u f x u f x u

i i i

i i i

, , ' , ' '

, , ' , ' '

λ λ λ

λ λ λ

= + −

≤ + −







1

10 0 0
 

( Si ( )U xi = ∅  alors ( )( )F x U xi i, = ∅  et sera par convention directionnellement convexe).  

Soit l’hamiltonien ( ) ( ) ( )H x p u p f x u p f x ui i i i i i i i i i, , , , ,+ += + < >1
0 0

1  et le cône 

radial ( )( ) ( ) ( ){ }RC x u X x x u u x u Xi i i i i i i i i i, , , / , ,= − − ≥ ∈λ λ 0  avec  

( ) ( ){ }X x u u U xi i= ∈, / . 

 
Théorème:[59]  
Si ( )u u uk0 1 1, ,..., − , ( )x x xk0 1, ,...,  est une solution optimale du problème précédent, alors il 
existe un réel p0 0≤  et des vecteurs p p pk k1 2 0, ,..., , ,µ µ  non tous nuls tel que: 

( )
( ) ( )< > + < − >≤+

+
∂

∂
δ δ δ

H x p u
x u

x u p p xi i i i
i i i i i

, ,
,

, , ,1
1 0  ceci pour tout ( )δ δx ui i, ∈ 

l’adhérence de  ( )( )RC x u Xi i i, ,   ,    0 1≤ ≤ −i k . 

De plus { } ( )∀ ∈ − ∀ ∈i k u Ui i ix0 1,... ,  : ( ) ( )H x p u H x p ui i i i i i i i, , , ,+ +≤1 1 et les conditions 

de transversalité suivantes sont satisfaites: 

( )
p

g x
x

T

0
0 0

0= −
∂

∂
µ ,  

( )
p

g x
xk

k k
T

k=
∂

∂
µ . 

 
A l’aide de ce théorème et en utilisant le fameux lemme de FARKAS nous obtenons le principe 
du maximum discret du problème précédent avec ( ) ( ){ }X x u R x ui i i i i i= ≤, / , 0  et  

( ) ( ){ }U x u R x ui i i i i i= ≤/ , 0  ,   0 1≤ ≤ −i k  où chaque R i  est continûment différentiable, 

R R R Ri
n m l i: × → . 
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Théorème: [59]  
Nous supposons que toutes les hypothèses du théorème précédent sont satisfaites avec en plus 
les gradients des contraintes actives sont linéairement indépendants c’est à dire: 

( ) ( ){ }∇ ∈R x u I x ui
j

i i i i, , ,  j libre, 

( ) ( ){ }I x u j  x u j li i i
j

i i i, : , ,= = ≤ ≤ R  i0 ( )R est la j composantei
j ième

i de R , alors il existe 

des vecteurs non tous nuls p p pk k0 1 0 0 0, ,..., , ,µ µ  ,    p ≤  et des vecteurs λ λ λ0 1 1, ,..., k −  tels 
que: 

{ }∀ ∈ ≤i k i0 0,...,  λ  et aussi: 
( ) ( )

p p
H x p u

x
R x u

xi i
i i i i

T
i i i

T

i− = ++
+

1
1∂

∂
∂

∂
λ

, , ,
 

et  
( ) ( )∂

∂
∂

∂
λ

H x p u
u

R x u
u

i i i i
T

i i i
T

i
, , ,+ + =1 0  ( )< >=R x ui i i i, , λ 0      0 1≤ ≤ −i k    et  

( ) ( )H x p u H x p ui i i i i i i i, , , ,+ +≤1 1  ( )∀ ∈ ≤ ≤ −u U x i ki i i    0 1 et  

( )
p

g x
x

T

0
0 0

0= −
∂

∂
µ ,  

( )
p

g x
xk

k k
T

k=
∂

∂
µ . 

 
 
II. 5) Programmes mathématiques mixtes [50]  
 
Une notion nouvelle, les programmes mathématiques mixtes, se prête particulièrement bien à 
l’étude des systèmes évolutifs en temps discret:  
La condition nécessaire d’optimalité est obtenue sous une forme qui donne le maximum du 
Lagrangien par rapport à la variable contrôle  
 
Problème:   
Nous considérons le programme mathématique (1.1) suivant: 

( ) ( )
( )
( )

Max f x u x u X U : que

f x u i m

f x u i m

n

i

i

0

0

0

0 1

0 1

, , ,

,

,

          ,  X convexe de R  U quelcon

   

   m

∈ ×

≥ ≤ ≤

= + ≤ ≤










 

Les fonctions numériques ( )f i mi 0 ≤ ≤ sont définies dans X U×  et vérifient: 

Pour tout u fixé dans U, ( )f x ui ,  est différentiable par rapport à x dans X. 
 
Définition:  
Le programme mathématique précédent est dit mixte au point ( )x u0 0,  s’il vérifie la condition 
suivante:  
Si ( )x u0 0,  est une solution optimale, alors pour tout sous ensemble fini { }u u uN1 2, , ... ,  de U 

, ( )x0 0,  est une solution optimale du problème relaxé: 

( ) ( )
( )
( )

Maxg x y x y X Y

g x y i m

g x y i m

i

i

0

0

0

0 1

0 1

, , ,

,

,

   

     

     m

∈ ×

≥ ≤ ≤

= + ≤ ≤









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où Y y y y y
N

R
N

y y y
N

y
j

j

N
= = 





∈ ≥ ≥ ≥
=
∑ ≤

















1 2 1
0

2
0 0

1
1, ,..., / , ,..., ,   

{ } ( ) ( ) ( )∀ ∈ = + −










= =
∑ ∑i m x y y f x u y f x ui j i

j
j

N
j

j

N
i0 1

1 1
0,..., , , ,  g . 

 
Remarque :  
Il est à noter que les fonctions g i  et l’ensemble Y  varient avec le choix du sous ensemble fini 
de U. 
 
A présent nous donnons quelques conditions suffisantes pour qu’un programme mathématique 
soit mixte. Pour cela nous définissons les ensembles suivants:  
Pour x élément de X  

( ) ( ) ( ) ( ){ }A x z z z z R u U i i m f x u i , i m , f x um m i i i i= = ∈ ∃ ∈ ∀ ≤ ≤ ≤ ∀ + ≤ ≤ =+0 1 1
0 00 1, , ..., / : , , z  et  m  z

( ) ( ) ( ) ( )
{ } ( ) { } ( )

B x
z z z z R u U et v v v v R et z f x u

et i m v z f x u i m m z f x u

m m m m

i i i i i i
=

= ∈ ∃ ∈ = ∈ ≤

∀ ∈ ≤ ∀ ∈ + =













+0 1 1 1 2 0 0

0 01 1

, ,..., / , ,..., ,

,..., : , ,... , , et  v
 

 
Critère:  
Si pour tout x de X , l’enveloppe convexe de A(x) est contenu dans l’ensemble B(x), alors le 
programme (1.1) est mixte en tout point. 
 
 
Nous remarquons que ∀ ∈x X , A x B x( ) ( )⊂  car il suffit de prendre v = (1,1,…,1). 
 
Corollaire:  
Si pour tout x de X, A(x) est un ensemble convexe, alors le programme mathématique (1.1) est 
mixte en tout point de X U× . 
 
Preuve: 
En effet comme  A(x) est convexe donc  A(x) coïncide avec son enveloppe convexe 
et puisque  A x B x( ) ( )⊂ , alors l’enveloppe convexe de  A(x) est contenu dans B(x)  
et en utilisant le critère précédent, nous concluons que le programme mathématique (1.1) est 
mixte en tout point de X U× .   
 
Remarque:  
Un cas particulier important où les hypothèses du corollaire précédent sont vérifiées, est celui 
où U  est un ensemble convexe d’un espace vectoriel sur R  et pour  

( )0 0≤ ≤i m x ui  f: ,  est concave par rapport à u, et pour ( )m i m x ui
0 1+ ≤ ≤ : , f  

est linéaire affine par rapport à u . En effet si ( ) ( )z z z z A xm= ∈0 1, ,...,  et 

( ) ( )w w w w A xm= ∈0 1, ,...,  et [ ]λ ∈ 0 1,  alors ∃ ∈u U: ∀ ≤ ≤i i m0 0 , 

z f x ui i≤ ( , ) et ∀i , m i m0 1+ ≤ ≤ , z f x ui i= ( , )  
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∃ ∈v U: ∀ ≤ ≤i i m0 0 , w f x ui i≤ ( , ) et ∀i , m i m0 1+ ≤ ≤ , w f x vi i= ( , )  

et comme pour ( )0 0≤ ≤i m x ui  f: ,  est concave par rapport à u  donc nous avons: 

{ } ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

∀ ∈ + − ≥ + −

≥ + −

i m f x u v f x u f x v

z w

i i i

i i

1 1 1

1

0,... : , , ,λ λ λ λ

λ λ                                                     
 

et comme pour m i m f x ui
0 1+ ≤ ≤   : ,a f est linéaire par rapport à u  donc nous avons: 

{ } ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

∀ ∈ + + − = + −

= + −

i m m f x u v f x u f x v

z w

i i i

i i

0 1 1 1

1

,... : , , ,λ λ λ λ

λ λ                                                     
 

et comme  U est convexe alors ( )λ λu v U+ − ∈1 , donc ( ) ( )λ λz w A x+ − ∈1 . 
Dans ce cas le problème (1.1) est un programme mathématique du type « différentiable par 
rapport à x  et convexe par rapport à  u ». 
 
Exemple: 

( )( )

( )

( )

Max x f u R u

x u u

x u

+ ∈ − ≤ ≤ +

+ ≥ =
+ ≥
− <





− − =

+   x  

  f
   si  u
   si  u

, 1 1

0     avec
1 0
1 0

1 02 2 3

 

Montrons que ce programme est mixte en tout point. 

( ) ( ) [ ] ( ) ( )A x a b c R u a x f u x u x u= ∈ ∃ ∈ − + ≤ + ≤ + = − −








, , : , : , ,3 1 1 2 1 2 3
 b  c

( ) ( ) ( ) [ ] ( )B x a b c R u v w R a x f u x u x u= ∈ ∃ ∈ − + × ≤ + ≤ + = − −
















, , : , , , : , ,3 1 1 2 2 1 2 3

 bv  wc pour 

( ) ( ) ( ){ }x x C x a b c R a x x> ⊂ = ∈ ≤ + ≤ + >1 1 1 03  A   b  ,  c: , , : ,  

et ( )C x  est un convexe donc ( )( ) ( )( ) ( )Co A x Co C x C x⊂ =  et ( ) ( )C x B x⊂  

 car si ( ) ( )a b c C x
a x
b x
c

, , ∈ ⇒
≤ +
≤ +
>









1
1

0
 

                                   

( )

( )
⇒

≤ +

≤ +

= − −











a x f u

vb x u

cw x u2 2 3
1

 avec u
x
C

= = =1 1
2

  v   w, ,   

donc ( )( ) ( )Co A x B x⊂  et d’après le critère précédent, le programme mathématique est mixte 

pour x > 1 . 
Pour ( ) ( ) ( ){ }0 1 13≤ ≤ ⊂ = ∈ ≤ + ∈ ∈x x D x a b c R a x b R c R  A, , , : , ,  

et ( )D x  est convexe donc ( )( ) ( )Co A x D x⊂  et de plus ( ) ( )D x B x⊂  car il suffit de prendre 

( )v w u x= = = −0 0 1 2 3
1

2, ,  d’où ( )( ) ( )Co A x B x⊂ et par suite le programme mathématique 

est mixte aux points [ ]x ∈ 0 1  , . 
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II. 6) Conditions nécessaires d’optimalité d’un programme 
mathématique mixte 
 
A présent donnons une condition nécessaire d’optimalité d’un programme mathématique mixte. 
 
Théorème:  Condition nécessaire d’optimalité [50] 
 Si ( )x u,  est une solution optimale du programme (1.1) et si ce programme est mixte en 

( )x u, , alors il existe des nombres réels a i mi  , 0 ≤ ≤   qui vérifient: 

1°)  a i
i

m

=
∑ =

0

1 

 
2°) pour   0 0≤ ≤i m  , a i ≥ 0  

3°) pour  0 0≤ ≤i m  , ( )a f x ui
i , = 0  c’est à dire que les multiplicateurs des contraintes non 

saturées sont nuls. 

4°) En posant ( ) ( )L a x u a f x ui
i

i

m

, , ,=
=
∑

0

 nous avons en tout point ( )x x xn= 1,...,  de X :  

( ) ( )x x a x uk k
k

k

n

− ≤
=
∑ ∂

∂
 L
 x

, , 0
1

 

 
5°) ( ) ( )Max L a x u L a x u, , , ,=  
 
Remarques   
1) Pour un problème indépendant de x, on obtient une généralisation des programmes convexes 
car dans ce cas U étant convexe, fi  concaves   0 0≤ ≤i m  et fi  linéaire affine 
 m0 1+ ≤ ≤i m  alors le programme est mixte. 
 
2) Pour un problème indépendant de u et défini par des fonctions ( ) ( )f x h xi i+ , nous pouvons 

considérer le problème équivalent défini par ( ) ( )f x h ui i+  en adjoignant la liaison x u− = 0 , et 
nous obtenons une généralisation des programmes définis par des fonctions qui sont sommes de 
fonctions différentiables et de fonctions concaves. 
 
3) Notre formulation des programmes mixtes a été choisie pour sa commodité dans les 
problèmes de contrôle optimal en temps discret: Elle donne directement les conditions de 
maximum par rapport à la commande. Elle permet de généraliser la plupart des conditions 
nécessaires qui concluent au maximum du hamiltonien par rapport à la commande. 
 
4) L’hypothèse de programme mixte est en un certain sens minimale pour obtenir la condition 5 
du théorème précédent; plus précisément, si le problème est indépendant de x et si nous avons: 
a0 0>  , alors les conditions nécessaires du théorème précédent sont aussi des conditions 
suffisantes d’optimalité pour le problème (1.1) et pour tout problème relaxé (1.2). En effet, 
pour tout y qui vérifie: pour ( )1 00≤ ≤ ≥i m yi:  g  et pour ( )m i m yi

0 1 0+ ≤ ≤ =: g , nous 
avons les conclusions 2, 3 et 5 du théorème précédent: 
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( ) ( ) ( ) ( )a g y a g y a y f u y f ui
i

i

m

i
j i

j
j

N
j

j

N
i

i

m

0
0

0 1 10

1≤ = + −




















= = ==

∑ ∑ ∑∑  donc 

( ) ( ) ( ) ( )a g y y a f u a f u a f uj
i

i
j

i

m

i
i

i

m

j

N

i
i

i

m

0
0

0 01 0

≤ −








 +

= == =
∑ ∑∑ ∑  

( ) { ( ) ( ) ( )a g y y L a u L a u a f u a f u a f uj
j

j

N

i
i

i

m

i
i

i

m

0
0

01 0 0
0

0

0

≤ −

≤















+ ≤ =
≥= = =

∑ ∑ ∑( , ( ,
1 244 344

    

                                 ( )= a g0
0 0  

et comme ( ) ( )a g y g y Y0
0 00 0> ⇒ ≤ ∀ ∈    donc y = 0  est solution optimale du problème 

relaxé (1.2). 
D’autre part, y = 0  étant une solution optimale de tout problème relaxé, u  est une solution 

optimale du problème (1.1). En effet si u U∈ est tel que ( )f ui ≥ 0  pour  1 0≤ ≤i m  et 

( )f ui = 0  pour   m0 1+ ≤ ≤i m  alors en choisissant N=1, nous aurons un ensemble fini 

{ }u U1 ⊂  où u u1 =  et ( ) ( ) ( ) ( )g y y f u y f u0
1

1 0
1

1 01= + −  où y y1 10 1≥ ≤/ . Comme pour 

tout [ ] ( ) ( ) ( ) ( )y y g g g1
0

1
0 0 00 1 0 1 0∈ ≤ ⇒ ≤ ,   g  ( ) ( )⇒ ≤f u f u0

1
0  

ce qui implique u  est solution optimale de (1.1) . 
 
 
II. 7) Application au principe du maximum en temps discret 
 
Problème:   

( )

( ) ( )

[ ]
[ ] ( )

[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )
[ ] ( )

21

0 1

1

1 0

0

1 0

1 0

0

1

1 1 0 0

1

.

, , ,

:

: , ,

: , ,

: , ,

: ,

: ,

Max x u t x T

t X U

k x f x u t

i x u t

i m x u t

i x T

i m x T

t t
t

T

T

t t t t

t
k

t
k k

t t

t
i

t t

t t
i

t t

T
i

T

T T
i

T

ϕ ϕ

ξ

    

 ,  T   x  ,  u  ,  x

 ,  n   x

 ,  m   g

+1 ,  n   g

 ,  m   g

+  ,  n   g

=

−

+ +

+

∑ +












∀ ∈ − ∈ ∈ =

∀ ∈ − =

∀ ∈ ≥

∀ ∈ =

∀ ∈ ≥

∀ ∈ =























 

 

[ ]∀ ∈ −t 0 1 ,  T ,  Xt+1  est un convexe ouvert de Rn  et Ut un ensemble quelconque. 

Toutes les fonctions  ϕ, ,f gk i sont définies dans l’ensemble suivant: 

{ }( ) { }( )∪ × × ∪ ×
=

−

t

T

t t tX U t X T
0

1
et elles sont supposées différentiables par rapport à la 

première variable. Nous notons { }X0 0= ξ  et pour 0 1≤ ≤ − ∈t T Xt t  x,  et x Xt t+ +∈1 1 , 

nous désignons par ( )A x xt t t, +1  [respectivement ( )B x xt t t, +1 ] l’ensemble des points 

( )λ, ,y z R R Rt t
n n t∈ × × qui vérifient: Il existe u Ut t∈  [respectivement u Ut t∈ et 



 27 

( )v w R Rt t
n n t, ∈ × ] tels que : ( )λ ϕ≤   x u tt t, ,  pour 

( )1 1≤ ≤ = + − +k n : f x u t x xt
k k

t t t
k

t
k y , ,  

[respectivement ( )v f x u t x xt
k

t
k k

t t t
k

t
k y = + − +, , 1 ] pour ( )1≤ ≤ ≤i m g x u tt t

i i
t t  z: , ,  

[respectivement ( )w z g x u tt
i

t
i i

t t≤ , , ] pour ( )m i n g x u tt t t
i i

t t+ ≤ ≤ =1   z: , ,  [respectivement 

( )w z g x u tt
i

t
i i

t t= , , ] 
 
A l’aide du critère assurant la mixité d’un programme mathématique énoncé auparavant nous 
obtenons le critère suivant: 
 
Critère:  
Pour que le problème (2.1) soit un programme mixte en tout point, il suffit que pour  
0 1≤ ≤ −t T , l’enveloppe convexe de ( )A x xt t t, +1  soit contenue dans ( )B x xt t t, +1  pour 

tout ( )x x X Xt t t t, + +∈ ×1 1; il suffit en particulier que ( )A x xt t t, +1  soit convexe. 
 
Selon le théorème précédent, il en résulte le résultat suivant: 
 
Théorème:[50]  
Si ( )x t Tt 0 ≤ ≤ et ( )u t Tt 0 1≤ ≤ −  est une solution optimale du problème (2.1) et si le 
problème est mixte en ce point, alors il existe des nombres non tous nuls: 

( )a b t T i nt
i

t, ,0 1≤ ≤ ≤ ≤ et ( )q t T k nt
k
+ ≤ ≤ − ≤ ≤1 0 1 1  , tels que: 

 
1°) a ≥ 0  
 
2°) pour 0 1≤ ≤ −t T  et 1 0≤ ≤ ≥i m bt t

i:  et ( )b g x u tt
i i

t t, , = 0  
 
3°) pour  1 0≤ ≤ ≥i m bT T

i:  et ( )b g x TT
i i

T , = 0  
 

4°) pour  1 1≤ ≤ −t T  et 1 ≤ ≤k n :  ( )q q x u a b q tt
k

t
k

k t t t t− =+ +1 1
∂

∂

 H

  x
, , , , ,  

5°) pour ( ) ( )1
1

≤ ≤ = +
=
∑k n a x T bi
i

n i

k
x TT

k
k T T

T
T: , , q

 

 x

 g

 x

∂ ϕ

∂

∂

∂
 

 
6°) pour  0 1≤ ≤ −t T , ( )H x u a b q tt t t, , , , ,+1  atteint son maximum sur U t  en u t ;  
le hamiltonien H étant défini par: 

( ) ( ) ( ) ( )H x u a b q t a x u t q f x u t b g x u tk k

k

n
i i

i

nt
, , , , , , , , , , ,= + + ∑

= =
∑ϕ 

1 1
. 
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CHAPITRE III 
 
 OPTIMISATION MULTIOBJECTIF ET OPTIMISATION AU 
SENS DE PARETO 
 
 
Nous abordons dans ce troisième chapitre quelques éléments de la théorie générale de l'optimisation 
multiobjectif et d'optimisation au sens de PARETO en particulier. Nous introduisons d'abord deux 
notions importantes qui sont l'ordre de préférence et de structure de domination. 
Un ordre de préférence est en quelque sorte une relation binaire définie sur un ensemble Y par 
exemple un ensemble de biens, et qui spécifie quand est ce qu'un bien est "meilleur" qu'un autre pour 
un certain décideur. Tandis qu'une structure de domination est une application multivoque c'est à dire 
une application de Y dans l'ensemble des parties de Y et qui permet de définir pour un bien donné, 
qu'elles sont les biens qui sont moins meilleurs que ce bien en question. 
Evidemment il existe une relation entre ces deux notions et "YU" dans un article cité plus loin définit 
une structure de domination à l'aide d'un ordre de préférence, tandis que nous nous proposons une 
condition suffisante permettant de définir un ordre de préférence à l'aide d'une structure de 
domination. Nous passons ensuite à la notion d'élément efficace qui est en quelque sorte un meilleur 
élément de l'ensemble Y, notion liée à l'ordre de préférence et à la structure de domination  
Nous traitons plus particulièrement le cas le plus important où la structure de domination est une 
application multivoque constante notamment un cône convexe pointé, puis nous passons en revue 
quelques propriétés sur les ensembles efficaces après avoir donné quelques exemples d'ordre de 
préférence comme l'ordre de PARETO, l'ordre lexicographique, l'ordre d'un cône convexe 
polyhédral. 
Vient ensuite la notion de solution efficace qui représente une meilleure solution  du problème général 
d'optimisation multiobjectif, cette notion est liée à une structure de domination ou un ordre de 
préférence. 
L'objectif fondamental de la théorie de l'optimisation multiobjectif est de trouver l'ensemble des 
solutions efficaces et d'étudier ainsi leurs propriétés algébriques et topologiques. 
Par exemple pour un problème donné est ce que l'ensemble des solutions efficaces existe toujours? 
Il y'a plusieurs résultats qui permettent de l'affirmer non seulement pour les solutions efficaces mais 
pour d'autres notions plus finies que sont les solutions proprement efficaces au sens de BENSON, 
de BORWEIN, de GEOFFRION, de KUHN-TUCKER… 
 
Nous abordons ensuite quelques éléments d'optimisation au sens de PARETO notion qui 
trouve ses applications en économie, en statistique etc.… Nous donnons des conditions 
nécessaires ou suffisantes d'optimum de PARETO, nous traitons d'abord le cas général puis 
nous passons au cas de critères différentiables. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 29 

 
A présent nous voulons étendre le problème de contrôle optimal discret au cas où nous aurions 
plusieurs critères à optimiser à la fois. 
Nous donnerons d’abord quelques notions qui permettront de définir les différents sens que 
nous pouvons donner à l’optimalité d’un problème de programmation multiobjectif. 
 
Définition:  
Nous appelons problème de programmation multiobjectif, le problème suivant: 
 

( )




∈ Xx
xfMaximiser

où f Rn R p: →  et  X Rn⊂  

 
Dans cette définition nous allons préciser le sens de « Maximiser f(x) ». 
 
 
III. 1) Ordre de préférence et structure de domination 
 
Définition d’un ordre de préférence: 
Nous définissons sur un ensemble Y quelconque, une relation binaire notée « f  » que nous 
appelons ordre de préférence et qui doit être au moins une relation dite d’ordre partiel strict 
c’est à dire irréflexive et transitive. 
 
L’irréflexivité veut dire que ∀ ∈y Y on a pas y yf . 
 
Nous pouvons généraliser la notion d’ordre de préférence à celle de structure de domination. 
 
Définition d’une structure de domination: 
Une structure de domination D est une application de R p  dans l’ensemble des parties de 
R pqui vérifie les deux axiomes suivants: 
 
1) L’asymétrie: Si ( ) ( ) ( ) YydyDdalorsdetyDd ∈∀+∉−≠∈     0  . 
Nous vérifions aisément que D est asymétrique si et seulement si nous avons: 

( ) ( ) ''  '' :', yyyDyyetyDyyYyYy =⇒+∈+∈∈∀∈∀ . 
 
2) La transitivité: ( ) ( ) ( )yDdddyDdetyDdsiYy ∈+⇒+∈∈∈∀ ''    . 
Nous vérifions aisément que D est transitive si et seulement si   

( ) ( )
( ) ( )''''

'''''
''

'',', 3 yDyy
yDyy
yDyy

Yyyy +∈⇒








+∈
+∈

∈∀ . 

Quelle est la relation qui existe entre un ordre de préférence et une structure de domination ? 
 
YU [84] définit une structure de domination à l’aide d’un ordre de préférence comme suit: Soit 
« f  » un ordre de préférence. 
Pour chaque ( ) { } { }0:  ∪+∈=∈ dyyRdyDRy pp f  ( autrement dit « d » est une 
déviation à partir de « y » qui ne donne pas un élément « meilleur » que « y »). 
Montrons que c'est une  structure de domination. 
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1) L’asymétrie: Soit ( ) dyydyDd +⇒≠∈ f0    et comme « f  » est une relation transitive 
et irréflexive alors elle est asymétrique d’après le lemme suivant: 
Lemme:  
Toute relation « R » transitive et irréfléxive est nécessairement asymétrique. 
 
Preuve:  
 D’abord une définition: Nous disons qu’une relation « R » est asymétrique si pour tout y, z tel 
que « y R z » alors nous n'avons pas « z R y ». 
Soient y, z  tel que « y R z » alors si nous avons « z R y », nous déduisons par transitivité de 
« R » que « y R y »: Ce qui contredit l’irréflexivité de « R ». CQFD. 
 
 « f  » étant asymétrique, nous n'avons pas y d y+ f  c’est à dire nous n'avons pas 

( ) ddydy −++ f  donc ( ) ( )dyDd +∉− . 

2) La transitivité: Soient  ( )yDd ∈  et  ( )dyDd +∈'   alors  




+++
+

'ddydy
dyy

f
f

 

donc y y d df + + '  car « f  » est transitive, d’où ( )yDdd ∈+ '   C.Q.F.D. 
 
Remarques:   
1) A l’aide de la structure de domination définie par YU, l’ordre de préférence est 
complètement définit dans Y c’est à dire que si nous donnons deux éléments y Y∈  et y Y' ∈  
nous pouvons savoir si 'yy f  ou yy f'  ou bien non, en effet nous voyons par exemple si 

')(' yDyy ∈−  si c’est le cas nous aurons par définition de ( ) ( )''' :' yyyyyD −+f c’est à dire 
y y' f . 
 
2) La question que nous pouvons maintenant se poser est la suivante: 
Pouvons nous définir un ordre de préférence à l’aide d’une structure de domination ?  
 
J’affirme que si nous prenons comme hypothèse que ( )yDRYYy p ∉⊂∈∀ 0  ) (  alors la 
relation « f  » définie  par ( )yDyyyy +∈⇔ ''f  est un ordre de préférence. 
En effet si « f  » n’est pas irréflexive alors ∃ ∈y Y y y: f  donc ( )yDyy +∈ c’est à dire 

( ) dyyyDd +=∈∃ :  donc d = 0: contradiction avec l’hypothèse. 
Si y yf '  et y y' ''f  alors ( )yDyy +∈' et ( )'''' yDyy +∈  d’où ( )yDyy +∈'' car D est 
transitive donc  y yf ' ' . 
La structure de domination définie par YU ne vérifie pas l’hypothèse précédente et je montre 
que la relation « f1 » définie par ( )xDxyyx +∈⇔1f  n’est pas un ordre de préférence où 
D est la structure de domination définie par YU. En effet comme ( )xD∈0   
alors  ( )xDxxx +∈+= 0  c’est à dire x xf1  donc « f1 » n’est pas irréflexive.  
Mais nous nous demandons si nous pouvons définir un autre ordre de préférence à l’aide de la 
structure de domination définie par YU. 
 
A présent introduisons une notion importante en optimisation multiobjectif qu’est la notion 
d’élément efficace: 
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III. 2) Définition d’élément efficace  
 
1) Soit « f  » un ordre de préférence dans un ensemble Y. Nous disons que $y Y∈  est un 
élément efficace de Y si il n’existe pas y Y∈  tel que y yf $ . 
Nous  notons par ( )f,yE  l’ensemble des éléments efficaces de Y. 

( ) { }yyavecYyYyYE ˆ   :ˆ, ff ∈∃/∈= . 
 
Nous pouvons aussi définir la notion d’élément efficace à l’aide d’une structure de domination 
comme suit: 
 
2) Soit Y R p⊂  et D une structure de domination. $y Y∈  est un élément efficace s'il n’existe 
pas de y Y∈  avec y y≠ $  et ( )yDyy +∈ˆ  et nous notons l’ensemble des éléments efficaces 
par: ( ) ( ){ }yDyyetyyYyYyYE +∈≠∈∃/∈= ˆ  ˆ  :ˆ,f . 
 
Remarques:   
*Cette définition 2 coïncide avec celle donnée en 1 en prenant comme structure de domination 
celle définie par YU ( ) { } { }0: ∪+∈= dyyRdyD p f comme il est facile de le vérifier.  
 

Définition: Soit C  un sous-ensemble de Rn . Nous disons que C  est un cône si nous avons: 
pour tout  x C∈ et pour  tout λ ≥ 0  , λx C∈ . 
 
*Le cas le plus important et le plus intéressant de structure de domination D est quand D est 
constant c’est à dire ( ) CyDYy =∈∀    avec C Rp⊂  et plus particulièrement lorsque C  est 
un cône donné. Dans ce cas il faut et il suffit que D vérifie les axiomes 1 et 2 d’une structure de 
domination;  pour cela nous avons: 
D est asymétrique ⇔ ∈ ≠ ⇒ − ∉ ⇔d D d d D, ( )0 D est un cône pointu  
(par définition). 
D est transitif ⇔ ∈ ⇒ + ∈d d D d d D, ' '  n’est vraie que si D est cône convexe. 
Ainsi les cônes convexes pointus sont souvent utilisés pour définir une structure de domination. 
 
A présent donnons des exemples d’ordre de préférence : 
 
 
III. 3) Exemples d’ordre de préférences 
 
(i) Ordre de PARETO:  « f  » = ≤  c’est à dire D R p= +   

     ( ) p
p Ryyyy ∈= ,...,, 21 , ( ) p

p Ryyyy ∈= ',...,','' 21  

     y y≤ '  veut dire y y et y y i i pi i≠ ≤ ∀ ≤ ≤' '        1  
 
(ii) Ordre de PARETO faible: « f  » = < c’est à dire { } { }0:0\ >∈= yRyD p . 

( ) p
p Ryyyy ∈= ,...,, 21 , ( ) p

p Ryyyy ∈= ',...,','' 21  

'yy<  veut dire pour tout i tel que pi≤≤1 , ii yy '< . 
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(iii) Ordre lexicographique: « f  » = fl    

      ( ) p
p Ryyyy ∈= ,...,, 21 , ( ) p

p Ryyyy ∈= ',...,','' 21  

      { } kykyetkiiyiypkyly '    ':,...,1' <<∀=∈∃⇔f  c’est à dire  

    { }{ } { }00    0:,...,1: ∪><∀=∈∃∈= ki
p detkidpkRdD . Ici D est un cône ni  

    ouvert ni fermé. 
 
(iv) Ordre définit par un cône convexe polyhédral:  
Soit A une ( )pl × matrice et { } { }piAdRdAdRdD i

pp ,1 0/0 : =∀≥∈=≥∈= . 



















=

pd

d

d

d 2

1

. Nous supposons de plus que { } { }00: === AyyAKer pour que D soit pointu. 

Cet ordre est essentiellement réduit à l’ordre de PARETO comme le montre le lemme suivant: 
 
Lemme:   
Soit Y R p⊂ , A une ( )pl × matrice avec { }0=KerA et { }0/ ≥∈= AdRdD p  
alors  ( ) ( ){ }lRAYEAyYyDYE +∈∈= ,:, . 
 
Preuve:   

$y Y∈  tel que ( )DYEy ,ˆ ∉ si et seulement si il existe y Y∈  tel que { }0\ˆ Dyy ∈− . 
Comme { }0=KerA , { }0\ˆ Dyy ∈−  si et seulement si Ay Ay$ ≥  c’est à dire 

( )lRAYEyA +∉ ,ˆ . C.Q.F.D. 
 
 
III. 4) Propriétés des ensembles efficaces 
 
Proposition 1:[84]   
Excepté le cas où { }0=D , ( )DYEy ,∈  implique que y Y∈∂  (frontière de Y)  avec  

D  un cône de R p . 
 
Preuve:  
En effet si y Y∉∂  alors y Y∈ & ( l’intérieur de Y) donc ( ) YyB ⊂>∃ ρρ ,:0  où 

( )ρ,yB  est la boule ouverte ( pour n’importe quelle norme de Rp ) centrée en y de rayon 

ρ > 0. Soit { }0−∈ Dd et y y
d
d

' = −
ρ
2

 .  Comme  d D∈ alors 
d
d

Dρ
2

∈  

car  D est un cône. Donc y y
d
d

y D= + ∈ +' '
ρ
2

 de plus y y≠ 'car d ≠ 0 et ρ > 0. 

y Y' ∈  car ρρρ
<==−

22
'

d

d
yy ( ) YyBy ⊂∈⇒ ρ,' . 

Donc y y D∈ +'  avec y Y' ∈  et y y≠ ' : ce qui contredit le fait que ( )DYEy ,∈ . C.Q.F.D. 
Nous déduisons de cette proposition que si D n’est pas réduit à 0 et Y est un ouvert alors 

( ) ∅=DYE , . 
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Proposition 2:[76]   
Soient D1 et D2 deux structures de domination tels que pour tout y Y∈ ,  

( ) ( )yDyD 21 ⊂ alors nous avons ( ) ( )12 ,, DYEDYE ⊂ . 
Preuve:  
Soit ( )2,DYEy ∈  si ( )1,DYEy ∉ alors il existe y Y1 ∈  tel que ( )1

1
1 yDyy +∈  

et  y y≠ 1. Or par hypothèse nous déduisons que ( ) ( )1
2

11
1

1 yDyyDy +⊂+  donc  

( )1
2

1 yDyy +∈  et  y y≠ 1 ce qui contredit le fait que ( )2,DYEy ∈ .   C.Q.F.D. 
 
Proposition 3:[69]   
Soit D un cône non vide contenant 0. Alors nous avons ( ) ( )DDYEDYE ,, +⊃  avec égalité 
si D est en plus pointu convexe. 
 
Preuve: 
Soit ( )DDYEy ,+∈ si ( )DYEy ,∉ alors il existe y Y1 ∈  tel que y y D∈ +1 et 

 y y≠ 1.Or y y Y D1 1 0= + ∈ +  donc y y D∈ +1  et y Y D1 ∈ +  ce qui contredit le fait 
que ( )DDYEy ,+∈ , d’où ( )DYEy ,∈ . 
Si D est en plus pointu convexe, Soit ( )DYEy ,∈ si ( )DDYEy ,+∉ alors il existe  
y Y' ∈ et d D' ∈  et { }0'' −∈ Dd  tel que y y d d= + +' ' '' et comme D est un cône convexe 
alors d d D' ''+ ∈  et de plus d d' ''+ ≠ 0  car sinon nous aurions d' ' ≠ 0,d D' ' ∈  et 
( ) Ddd ∈=− '''  ce qui contredit le fait que D est pointu. Donc y y D∈ +'  et y y≠ 'et ceci 
contredit l’hypothèse  ( )DYEy ,∈ . C.Q.F.D. 
 
Exemple:  
Soit ( ){ }10:, 21

2
21 ≤=≤∈= yyRyyY  et  

( ){ }12
2

21 2:, ddRddD ≥∈= ( ){ }02:, 21
2

21 ≥≥∈∪ ddRdd  
d2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
                  
Vérifions que  ( ) ( )DYE ,1,1 ∈ . Si ( ) ( )DYE ,1,1 ∉  alors ( ) ( )1,1, 21 ≠=∃ yyy , ( ) Yyy ∈21,  tel 

que ( ) ( ) ( )2121 ,,1,1 ddyy += où 








≥≥

≥≥

02

02

21

12

dd
ou

dd

         

d2=(1/2)d1 

d2=2d1 

La partie du plan hachurée 
représente D. 
Ici D est un cône pointu. 

Y 
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y d
y d
d d
ou
d d

1 1

2 2

2 1

1 2

1
1

2 0

2 0

+ =
+ =
≥ ≥

≥ ≥














⇒

d y
d y

y y
ou

y y

1 1

2 2

2 1

1 2

1
1

1 2 1

1 2 1

= −
= −

− ≥ −

− ≥ −














( )

( )

⇒
y y
ou
y y

2 1

1 2

2 1

2 1

≤ −

≤ −







 

et comme ( ) Yyy ∈21, ⇒ ≤ = ≤0 11 2y y  alors 12
12

12

22

21

12

−≤⇒








−≤

−≤

yy
yy

ou

yy

 

⇒ ≥ ⇒ =y y2 21 1 donc ( ) ( )1,1, 21 == yyy  ce qui contredit ( ) ( )1,1, 21 ≠= yyy  

donc  ( ) ( )DYE ,1,1 ∈ . De plus ( ) ( ) 





+






+= 1 ,

2
1

0 ,
2
1

0,01,1  c’est à dire que  

( ) DDY ++∈1,1  et ( ) ( )DDYE ,1,1 +∉  donc nous n'avons pas  ( ) ( )DDYEDYE ,, +⊂  
bien que D soit un cône pointu. Ceci veut dire que l’hypothèse de convexité dans la proposition 
précédente est importante; en effet dans cet exemple D n’est pas convexe. 
 
Proposition 4:[76]  
Soient Y Y R p

1 2, ⊂ ,  D une structure de domination constante sur R p . 
Alors nous avons : ( ) ( ) ( )DYEDYEDYYE ,,, 2121 +⊂+ . 
 
Preuve:  
Soient ( )DYYEy ,ˆ 21 +∈ , alors $y y y= +1 2  où y Y1

1∈  et y Y2
2∈  . Montrons que  

y E Y D1
1∈ ( , ). Supposons le contraire donc il existe y Y∈ 1 et { }0−∈ Dd  tel que: 

y y d1 = + . Alors $y y y y y d= + = + +1 2 2 et y y Y Y+ ∈ +2
1 2  ce qui contredit le fait 

que ( )DYYEy ,ˆ 21 +∈ . Nous montrons de manière similaire que y E Y D2
2∈ ( , ) donc nous 

avons: ( ) ( )DYEDYEy ,,ˆ 21 +∈   C.Q.F.D. 
 
La réciproque de cette proposition n’est pas vraie comme le montre le contre exemple suivant: 
Soient ( ){ } 22

2
2
1

2
2121    1:, +=≤+∈== RDyyRyyYY  . ( ) ( )DYEy ,0,1 1

1 ∈−=   

car sinon ( ) ( )0,1, 21 −≠∃ xx  tel que : ( ) ( ) ( )2121 ,,0,1 ddxx +=−  où x x1
2

2
2 1+ ≤  et 

d d1 20 0≥ ≥, . 











≥≥
≤+

=+

−=+

⇒

0 , 0
1

0

1

21

2
2

2
1

22

11

dd
xx

dx

dx











≥≥
≤+++

−=
−−=

⇒

0 , 0
121

1

21

2
21

2
1

22

11

dd
ddd

dx
dx





≥≥
≤++

⇒
0 , 0

02

21

1
2
2

2
1

dd
ddd ⇒ = =d d1 2 0 

donc ( ) ( )0,1, 21 −=xx : Contradiction. 
( ) ( )DYEy ,1,0 2

2 ∈−=  car sinon ( ) ( )1,0, 21 −≠∃ yy et ( )21 ',' dd  tel que: 

( ) ( ) ( )2121 ',',1,0 ddyy +=− où y y1
2

2
2 1+ ≤  et  d d' , '1 20 0≥ ≥   
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









≥≥
≤+

−=+

=+

⇒

0' , 0'
1

1'

0'

21

2
2

2
1

22

11

dd
yy

dy

dy





≥≥
≤++

⇒
0' , 0'

0'2''

21

2
2
2

2
1

dd
ddd ⇒ = =d d' '1 2 0 ( ) ( )1,0, 21 −=⇒ yy  

ce qui contredit ( ) ( )1,0, 21 −≠yy . 

Donc ( )DYEy ,1
1 ∈  et ( )DYEy ,2

2 ∈  mais ( ) ( )2,21,121 −−>−−=+ yy  et  

( ) 212
2

,
2
2

2
2

,
2
2

2,2 YY +∈







−−+








−−=−−   c’est à dire { }0\21 Dyyy ∈−+  

où ( )2,2 −−=y   donc ( )DYYEyy ,21
21 +∉+ . 

 
Proposition 5:[76]  
Soit Y R p⊂  et D un cône dans R p  et α > 0 . Alors nous  avons: ( ) ( )DYEE DY ,, αα =  . 
La preuve de cette proposition est immédiate. 
 
Il existe une autre caractérisation d’éléments efficaces dans le cas où la structure de domination 
D est un cône convexe constant, celle ci est basée sur la notion de plus grand sous espace 
vectoriel contenu dans un cône convexe. Avant d’énoncer cette caractérisation donnons 
quelques résultats préliminaires: 
 
Définition:  
Soit C un cône convexe de Rn . ( ) ( )CCL −∩=  est appelé « Lineality space » . 
 
Remarque:  
Si C  est seulement un cône,  alors ∀ ∈α R ,∀ ∈ ∈x L x L    , .α . En effet  
soit x L∈  . Si α ≥ 0 comme x C x C∈ ⇒ ∈α .  car C est un cône. De même ( )Cx −∈  
donc  ∃ ∈ = −y C x y/  et ( ) CxCyx ∈−⇒∈=− α  car C est un cône . Donc nous 
avons: α . x C∈  et − ∈α .x C ( ) LCCx =−∩∈⇒ .α . 
Si α < 0⇒ − >α 0  donc ( ) Lx∈−α  ceci d’après le cas précédent. Donc nous avons  









−

−

−∈

∈

Cx
et

Cx

.

.

α

α
⇒









∈

−∈

Cx
et

Cx

.

.

α

α
( ) LCCx =−∩∈⇒ .α  . C.Q.F.D. 

Si C est seulement un cône, L n’est pas toujours un sous espace vectoriel de Rn  comme le 
montre l’exemple suivant: 
Soit ( ){ }0./, 2 ≥∈= yxRyxC   C est bien un cône comme il est aisé de le montrer. 

( ) CCCCC =∩=−∩  . ( ) C∈0,1 , ( ) C∈−1,0  mais ( ) ( ) ( ) C∉−=−+ 1,11,00,1   

donc  ( ) ( )CCL −∩=  n’est pas un sous espace vectoriel de R2  . Cependant nous avons les 
trois  lemmes suivants: 
 
Lemme a:  
Si C est cône convexe de Rn  , ( )CCL −∩=  est un sous espace vectoriel de Rn   
 
Preuve:   
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D’après la remarque précédente,  il suffit seulement de vérifier que: 
∀ ∈ ∀ ∈ + ∈x L y L x y L      ,   ,  . 

Soient Cyx
Cy
Cx

Lyx ∈+⇒




∈
∈

⇒∈,   car C est un cône convexe. Nous avons aussi  

 

( ) ( ) Cyx
Cy
Cx

∈−+−⇒




∈−
∈− ( ) Cyx ∈+−⇒   donc ( ) LCCyx =−∩∈+ .  C.Q.F.D. 

 
Lemme b:   
Si C est un cône convexe de Rn  , ( )CCL −∩=  est le plus grand sous espace vectoriel 
contenu dans C. 
 
Preuve:  
Il est évident que L est contenu dans C. D’autre part d’après le lemme précédent il suffit de 
montrer que si F est un sous espace vectoriel contenu dans C, alors F L⊂ . 

Soit x F∈  alors 




∈−
∈

⇒




∈−
∈

Cx
Cx

Fx
Fx

 car F C⊂  d’où ( ) LCCx =−∩∈   C.Q.F.D. 

 
Lemme c:  
L’intersection de deux cônes est un cône. 
 
Preuve:  
Soient C1et C2  deux cônes. Si x C C∈ ∩1 2 ,  et α > 0 alors x C∈ 1 d’où α.x C∈ 1 

car C1 est un cône, de même x C∈ 2  d’où α.x C∈ 2 car C2  est un cône d’où 

α.x C C∈ ∩1 2  C.Q.F.D. 

 
 
 
Théorème:[84]  
Soit C  un cône convexe de Rn  ( qui contient l’origine),  posons C L C= ∩⊥    
avec L⊥  l’orthogonal du « Lineality space » L. Alors nous avons : C L C= ⊕  et  C  est un 
cône pointu. 
 
Preuve:  
Il faut montrer que C L C= +  et { }0=∩CL . 

Comme C est un cône convexe, L est un sous espace vectoriel de Rn  (voir lemme a).  Nous 
avons : R L Ln = ⊕ ⊥  . Soit x C∈  donc x Rn∈  et par suite x  se décompose de manière 
unique sous la forme:  
x y z= +  où y L∈  et z L∈ ⊥ .   

( ) ( )CyCCLy −∈⇒−∩=∈   donc Cyxz
Cx

Cy
∈−=⇒





∈
∈−

  car C cône convexe. 

Finalement z L C C∈ ∩ =⊥  et par suite x y z L C= + ∈ +   donc C L C⊂ + . 
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D’autre part, ( ) CCCL ⊂−∩=  et C C⊂  et comme C est un cône convexe alors 

L C C+ ⊂  d’où  C L C= + . 
{ } { }00 =∩=∩∩=∩ ⊥ CCLLCL  . Donc  C L C= ⊕ . 

Le fait que C  soit un cône résulte du lemme c  et du fait que L⊥  est un sous espace vectoriel 
donc un cône. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]CLCLCC −∩−∩∩=−∩ ⊥⊥  et puisque L⊥  est un sous espace,  − =⊥ ⊥L L  

 ( ) ( ) { }0=∩=−∩∩=−∩ ⊥⊥ LLCCLCC  donc  C  est pointu . C.Q.F.D. 
 
Le théorème suivant donne une caractérisation d’un élément efficace lorsque la structure de 
domination est un cône convexe constant: 
 
Proposition 6:[84]   
Soit D un cône convexe constant de R p  et Y une partie de R p .  
Une condition nécessaire et suffisante pour que ( )DYEy ,0 ∈  est  que: 
1) ( ) { }00 yLyY =+∩  et  
 
2) ( )⊥⊥⊥ ∈ DYEy ,0 . 

où ( )DDL −∩= , y Y D0
⊥ ⊥ ⊥, , sont respectivement les projections de y Y D0, ,  sur L⊥ . 

 
Preuve:  
La condition est nécessaire en effet: si 1) n’a pas lieu, il est clair que ( )DYEy ,0 ∉ . 

Supposons que 2)  est  faux.  Alors il existe y Y⊥ ⊥∈  et h⊥ ≠ 0, h D⊥ ⊥∈  tel que: 

y y h0
⊥ ⊥ ⊥= +    (1). 

 Soit  y Y∈ , un point dont la projection sur L⊥  est y⊥  donc nous avons: 

y y yL= +⊥ , avec  y LL ∈ . Posons y y yL
0 0 0= +⊥  où  y LL

0 ∈ . De l’égalité (1)  
précédente nous tirons que: ( ) LLL yhyyyhyy 000 ++−=++= ⊥⊥⊥ ( ) ⊥+−+= hyyy LL

0  

Puisque   h⊥ ≠ 0,  et  y y LL L
0 − ∈ ,  nous avons  y y hL L

0 0− + ≠⊥   ainsi  y y0 ≠   
 
et aussi : y y h L h L DL L

0 − + ∈ + ⊂ +⊥ ⊥ ⊥ . Nous voyons que   

 y y h L h L DL L
0 − + ∈ + ⊂ +⊥ ⊥ ⊥  et   y y0 ≠  . Ainsi ( )DYEy ,0 ∉  ce qui constitue 

une contradiction. 
 
La condition est suffisante en effet: supposons que ( )DYEy ,0 ∉  donc il existe y Y∈ , h ≠ 0  
h D∈  ,  tel que  y y h0 = +   (2). 

Ecrivons y y y y y y h h hL L L
0 0 0= + = + = +⊥ ⊥ ⊥ ,  , ( pour la décomposition de h nous 

utilisons le théorème précédent) où y y h LL L L
0 , , ∈  et y y h L0

⊥ ⊥ ⊥ ⊥∈, ,  . De l’égalité (2) 

nous tirons que : y y h0
⊥ ⊥ ⊥= +    (3)  

Remarquons que,  h ≠ 0, h⊥  et hL  ne peuvent être simultanément nuls. Considérons deux cas 
possibles: 
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Cas 1: h⊥ ≠ 0 l’égalité (3) contredit la condition 2 du théorème. 
 
Cas 2: h⊥ = 0  alors  h hL = ≠ 0, ainsi y y hL

0 = +  ou bien y y h y LL= − ∈ +0 0   
et ceci contredit la condition 1 du théorème . C.Q.F.D. 
 
A présent abordons quelques éléments d’optimisation multiobjectif. Soit le problème de 
programmation  multiobjectif suivant: 

( ) ( )




∈ Xx
xfMaximiser

P
  

 où f R Rn p: →  et X Rn⊂  . 

Nous voudrons définir une solution optimale de ce problème ( P ). 
Si ( ) ( ) ( ) ( )( )xfxfxfxf p,...,, 21=  et si x X0 ∈  est tel que: 

( ) ( )011 xfxfMax
Xx

=
∈

, ( ) ( )022 xfxfMax
Xx

=
∈

, ....., ( ) ( )0xfxfMax ppXx
=

∈
 

autrement dit si x X0 ∈  maximise en même temps tous les critères f f f p1 2, ,....,  alors cet x0 

pourrait être considéré comme solution optimale du problème ( P ). Or il est rare qu’un tel cas 
puisse se présenter car en général f f f p1 2, ,....,  atteignent leur maximum en différents points 

x x xp1 2, ,...,  vu que ces critères peuvent être incompatibles à la fois. 

 
 
III. 5) Approche par une suite hiérarchique de critères de performance 
 
Une façon de définir la solution optimale est par la méthode « d’optimisation d’une suite 
hiérarchique de critère de performance » qui consiste à établir d’abord un ordre de préférence 
sur les critères f f f p1 2, ,...., . Supposons que cet ordre soit le suivant ( )pfff ,....,, 21 . 

Nous résolvons ensuite le problème de programmation mathématique: ( )xfMax
Xx 1∈

et soit X1 

l’ensemble des solutions optimales. Nous résolvons  ensuite ( )xfMax
Xx

2
1∈

, soit X2  l’ensemble de 

ses solutions optimales, et nous continuons ainsi jusqu’à résoudre le problème ( )xfMax p
Xx P 1−∈

 

dont X p  est l'ensemble des solutions optimales. 

Nous choisissons un x X p0 ∈  qui sera considéré comme une solution optimale à notre 

problème ( P ). Nous remarquons que X X X Xp p⊂ ⊂ ⊂ ⊂−1 1... . 

L’idée d’une telle approche de solution fut proposée par NELSON [56] 
 
Une autre manière de définir la solution optimale est de chercher les solutions efficaces. 
 
 
III. 6) Définition d’une solution efficace  
 
Nous considérons  le problème  

( ) ( )




∈ Xx
xfMinimiser

P
  

 où f R Rn p: →  et X Rn⊂  . 

Soit D une structure de domination de Y= f(X). 
$x X∈  est dite solution efficace du problème (P) relative à la structure de domination D si  
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( ) ( )DYExf ,ˆ ∈  c’est à dire il n’existe pas x X∈  tel que ( ) ( ) ( )( )xfDxfxf +∈ˆ  et  
( ) ( )xfxf ˆ≠ .  

 
L’objectif fondamental de la théorie de la programmation multiobjectif est de trouver l’ensemble 
des solutions efficaces du problème (P) et d’étudier ainsi leurs propriétés algébriques et 
topologiques. 
 
Il existe aussi plusieurs définitions de solutions efficaces et sous certaines hypothèses il existe 
des relations entre ces diverses notions d’efficacité. 
Définissons quelques unes de ces notions: 
 
Définition du cône tangent:  
Soit S R p⊂   et  y S∈ . Le cône tangent à S  en y est noté ( )yST ,  est définit par:  
T(S,y) est l’ensemble des vecteurs qui sont limites des suites convergentes de la forme  

( )( )( )t y yk
k

k IN
−

∈
 où t IRk ∈ + et ( )( )y k

k IN∈
est suite de S tel que ( )lim

k

ky y
→∞

= . 

 
III. 7) Définition de l’efficacité propre au sens de BORWEIN  
 
Un point $x X∈  est dit solution proprement efficace au sens de BORWEIN du problème (P)  
si ( )( ) ( ) { }0ˆ, =−∩+ DxfDYT ,  D étant un cône convexe fermé de R p . 
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Nous montrons que toute solution proprement efficace au sens de BORWEIN est efficace. En 
effet: 
 
Proposition:[76]  
Si $x X∈  est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN alors $x  est une solution 
efficace. 
 
Preuve:  
Supposons que $x X∈  ne soit pas solution efficace donc { }0 −∈∃ Dd  et ∃ ∈y Y  

tel que ( ) dyxf +=ˆ . Soit  d
k

dk 





 −=

1
1 , t kk =  et y yk( ) =  pour tout k ≥ 1. 

∀ ≥ ∈k d Dk1 ,  car D est un cône d’où ∀ ≥ + ∈ +k y d Y Dk
k1 , ( )  et de plus nous 

avons: 
( ) ( )xfdydy k

k

k
ˆlim )( =+=+

∞→
 et ( )( ) dxfdyt k

k
kk

−=−+
∞→

ˆlim )(  donc: 

( )( ) ( )DxfDYTd −∩+∈− ˆ,  et − ≠d 0 ce qui contredit le fait que $x  est une solution 
proprement efficace au sens de BORWEIN . C.Q.F.D.  
 
La réciproque est fausse comme le montre l’exemple suivant: 
Soit ( ){ }1 : , 2

2
2
1

2
21 ≤+∈= xxRxxX , ( ) ( ) xxfxxx ==  , , 21  et D R= +

2  (i.e ensemble de 
tous les couples de réels dont les deux composantes sont positifs ou nuls). Nous avons 

( ) XXf =  et ( )0,1− et ( )1,0 −  sont deux solutions efficaces. 
Voyons si ( )0,1−  est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN. Soit 

( ))2()1(
2 ,

1
,

1
1 kkk yy

kk
y =






 −

+−=  et ( )0,0=kd , t kk =  pour tout k ≥ 1 . Nous avons: 

( ) ( )0,10,1 −=−f  et ( ) ( ) 1
1

1
4

2
2)2(2)1( ≤

−
−=+

k
k

yy kk   

donc y Y t d Dk k k∈ ≥ ∈ ,  , 0  et on a ( )( ) ( )1,01,
1

0,1 − →





 −=−−+ ∞→kkkk k

dyt  

et ( ) ( )D−∈−1,0  d’où ( ) ( )( ) ( )DfDYT −∩−+∈− 0,1,1,0  et ( ) ( )0,01,0 ≠−  donc  
( )0,1−  n’est pas une solution proprement efficace au sens de BORWEIN.  

Faisons la même étude pour ( )1,0 − : Nous avons ( )1,0
1

1,
1

2 − →





 +−

−
= ∞→kk kk

y  

1
11

1
1

1
1
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2

2

2

≤





 −−=






 +−+






 −

kkkk
 donc  y Yk ∈  pour tout k non nul. 

Soit  ( ) ktetd kk ==   0,0  . Nous avons ( )( ) ( )0,1
1

,11,0 − →





−=−−+ ∞→kkkk k

dyt  donc 

( ) ( )( ) ( )DfDYT −∩−+∈− 1,0,0,1  et ( ) ( )0,00,1 ≠− donc ( )1,0 −  n’est pas une solution 
proprement efficace au sens de BORWEIN. 
A présent définissons l’efficacité propre au sens de BENSON. Pour cela nous définissons 
d’abord la notion de cône saillant: 
 
Définition d’un cône saillant:  
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Soit  S R p⊂ . Le cône saillant de S noté ( )SP  est définit par: 
( ) { }SyetyhhSP ∈≥==   0,   : αα  . 

 
 
III. 8) Définition de l’efficacité propre au sens de BENSON 
 

$x X∈  est dite solution proprement efficace au sens de BENSON du problème (P) ( D est 
toujours un cône convexe fermé constant) si ( )( )( ) ( ) { }0ˆ =−∩−+ DxfDYPcl  
( cl   désigne la fermeture ou bien l’adhérence ). 
Nous pouvons facilement voir que ( )( ) ( )( )( )xfDYPclxfDYT ˆˆ, −+⊂+  donc si $x  est une 
solution proprement efficace au sens de BENSON alors c’est aussi une solution proprement 
efficace au sens de BORWEIN. La réciproque n’est pas vraie en général mais sous certaines 
conditions elle est vraie et avant d’énoncer ces conditions définissons quelques notions 
d’analyse convexe. 
 
Définition de fonction D-convexe et d’ensemble K-convexe:  
1) Soit X un ensemble convexe dans Rn  et une application f X Rp: → . Soit  D un cône 

convexe dans R p . f est dite D-convexe si ( ) [ ]1,0  , 221 ∈∀∈∀ αetXxx  nous avons :  

( ) ( ) Dxxfxfxf ∈−+−−+ 





















 2121 11 αααα . 

2)  Soit K un cône convexe de Rn . Nous disons que X est K-convexe si X+K est convexe. 
 
La relation existant entre ensemble D-convexe et fonction D-convexe est donnée par la 
proposition suivante qui est immédiate: 
 
Proposition:  
Soit X un convexe de Rn , f R Rn p: → , D un cône convexe dans R p . 
Si f est D-convexe alors ( )Xf est D-convexe.  
 
L’équivalence entre l’efficacité propre au sens de BENSON et BORWEIN est donnée par le 
théorème suivant: 
 
Théorème: 
Si X est convexe et f est D-convexe alors l’efficacité propre au sens de BENSON est 
équivalente à l’efficacité propre au sens de BORWEIN. 
 
Preuve:  
Nous avons vu auparavant que sans aucune hypothèse toute solution proprement efficace au 
sens de BENSON est proprement efficace au sens de BORWEIN. Il reste à montrer que toute 
solution proprement efficace au sens de BORWEIN est proprement efficace au sens de 
BENSON. 
Soit donc $x  une solution proprement efficace au sens de BORWEIN.Nous avons donc par 
hypothèse: 

( )( ) ( ) { }0ˆ, =−∩+ DxfDYT , où ( )XfY = , de plus f est D-convexe donc ( )Xf est D-
convexe (d’après la proposition précédente) et cela veut dire que Y D+   est convexe. 
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Montrons que ( )( ) ( )( )[ ]xfDYPclxfDYT ˆˆ, −+=+ : Il est évident que nous avons 
( )( ) ( )( )[ ]xfDYPclxfDYT ˆˆ, −+⊂+  . Soit ( )( )xfDYPh ˆ−+∈ donc il existe α ≥ 0 tel 

que ( )( )xfyh ˆ−=α où y Y D∈ +  . Soit ( ) y
k

xf
k

hk
1

ˆ
1

1 +





 −= , comme Y+D est 

convexe alors h Y Dk ∈ +  pour tout k N∈ *et de plus ( )xfhkk
ˆlim =

∞→
. Soit tk k= α , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) hxfy
k

xfyxfht kk =−
∞→

−  →=− ˆˆˆ αα  donc  

( )( )xfDYTh ˆ,+∈  et par suite ( )( ) ( )( )xfDYTxfDYP ˆ,ˆ +⊂−+ et puisque le cône 
tangent à un ensemble est toujours fermé, alors ( )( )xfDYT ˆ,+ est fermé et par suite nous 
déduisons que ( )( )[ ] ( )( )xfDYTxfDYPcl ˆ,ˆ +⊂−+  d’où l’égalité. Nous avons donc: 

( )( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) { }0ˆ,ˆ =−∩+=−∩−+ DxfDYTDxfDYPcl  donc $xest proprement efficace 
au sens de BENSON.    C.Q.F.D. 
 
Dans un chapitre ultérieur nous définirons deux autres types de solution proprement efficace à 
savoir : solution proprement efficace au sens de GEOFFRION et au sens de  
KUHN-TUCHER. 
Un cas particulier de programmation mutiobjectif est le problème d’optimisation au sens de 
PARETO qui consiste à prendre l’ordre de PARETO comme structure de domination c’est à 
dire D R p= + .  [53] 
 
 
III. 9) Définition de l’optimum de PARETO  
 

1) x X* ∈  est un optimum de PARETO du problème 
( ) ( )[ ]





∈ Xx

xfxfMax p,....,1  s'il n'existe   

pas y X∈  tel que ( ) ( )* , 1 : xfyfpii ii ≥≤≤∀  et une au moins de ces inégalités est stricte. 

 
2) x X* ∈  est un optimum de PARETO faible s'il n’existe pas y X∈  tel que: 

( ) ( )* , 1 : xfyfpii ii >≤≤∀  
Si P est l’ensemble des optimums de PARETO et Pf  l’ensemble des optimums de PARETO 

faible, il est facile de vérifier que P Pf⊂ . 

 
 
 
Exemples: 
1) ( ){ } [ ] [ ]( )1,00,11/, 2

2
2
1

2
21 ×−∪≤+∈= xxRxxX , ( )21, xxx =  

( ) ( ) 2211  , xxfxxf ==  alors nous pouvons vérifier que: 
( ){ }10 , 10 , 1/, 21

2
2

2
1

2
21 ≤≤≤≤=+∈= xxxxRxxP  et  
( ){ }01/1, ≤≤−∪= λλPPf . 

 
2) X Rn⊂ , ( ) ( )xfxf 21 −=  alors P Rn= . En effet soit x Rn

0 ∈  si x P0 ∉  alors il existe  
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( ) ( )
( ) ( )




≥

≥
∈

0202

0101
0 )1/(

xfyf

xfyf
Xy

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )




≤

≥
⇒





−≥−

≥
⇒

0101

0101

0101

0101

xfyf

xfyf

xfyf

xfyf
 

( ) ( )
( ) ( )




=

=
⇒

0202

0101

xfyf

xfyf
ce qui contredit le fait qu’une au moins des inégalités ( )1  est stricte, donc 

x P0 ∈  . 
 
3) ( ){ }1,1 , 0./, 2121

2
21 <<=∈= xxxxRxxX ,  ( ) ( )2121 ,, xxxxf = . 

Ici P = ∅ et ( ) [ [{ } ( ) [ [{ } 1,0/,01,0/0, ∈∪∈= yyxxPf . 

 
Ces exemples montrent qu’en général P Pf≠ . Mais il existe une condition suffisante pour que 

P Pf=  celle-ci est donnée par le lemme suivant: 

 
Lemme 1:  
Si X est convexe et si f f f p1 2, ,... ,  sont strictement concaves alors P Pf= . 

 
Preuve:  
Nous avons vu auparavant que sans aucune condition nous avons toujours P Pf⊂  et il suffit 

de montrer maintenant que P Pf ⊂ . Soit x Pf0 ∈  si x P0 ∉  alors il existe y X0 ∈  tel que: 

( ) ( )00 , 1 : xfyfpii ii ≥≤≤∀  avec une au moins de ces inégalités strictes.  

X est convexe donc ( ) Xyx ∈+ 002
1

 et comme les fi  sont strictement concaves alors  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0000000 2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

 , 1 : xfxfxfyfxfyxfpii iiiii =+≥+>





 +≤≤∀  

donc ( ) ( )0002
1

 , 1 : xfyxfpii i >





 +≤≤∀  et ceci contredit que x Pf0 ∈ .  C.Q.F.D. 

 
Le résultat suivant nous permet de trouver les optimums de PARETO en résolvant un problème 
d’optimisation unicritère: 
 
 
Théorème 1:  
S'il existe p nombres positifs ou nuls soient λ λ λ1 20 0 0≥ ≥ ≥, ,......, p  non tous nuls  

tels que: ( ) ( )∑∑
=∈=

=
p

iXy

p

i

yifixifi Sup
11

λλ       (2) 

alors x  est un optimum de PARETO faible ( )fPx ∈ . 

S'il existe des nombres strictement positifs λ λ λ1 20 0 0> > >, ,......, p  vérifiant (2) alors x  

est un optimum de PARETO ( )Px∈ . 
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Preuve:  

soient λ λ λ1 20 0 0≥ ≥ ≥, ,......, p   non tous nuls tels que : ( ) ( )∑∑
=∈=

=
p

iXy

p

i

yifixifi Sup
11

λλ       

(2). Si x Pf∉ alors il existe y X* ∈  tel que: 

( ) ( )xfyfpii ii >≤≤∀ * , 1 : dans ce cas ( ) ( )∑∑
==

>
p

i

p

i

xifiyifi
11

* λλ et ceci contredit (2).  

Donc x Pf∈ . 

Soient λ λ λ1 20 0 0> > >, ,......, p  vérifiant (2) et supposons que x P∉  alors il existe 

y X∈  tel que ( ) ( )xfyfpii ii ≥≤≤∀  , 1 : avec une au moins de ces inégalités strictes. 

Dans ce cas on a aussi ( ) ( )∑∑
==

>
p

i

p

i

xifiyifi
11

λλ : ce qui contredit (2)       C.Q.F.D.  

 
Dans le théorème 1, nous voyons l’utilité de l’appellation « Optimum de PARETO faible » qui 
est due aux conditions λ λ λ1 20 0 0≥ ≥ ≥, ,......, p  faibles par rapport aux conditions plus 

fortes  λ λ λ1 20 0 0> > >, ,......, p  caractérisant un Optimum de PARETO. 

 
Conséquences:  
1) Si x X* ∈  est tel que ( ) ( )yfMaxxf

Xy
11 *

∈
=  alors x Pf* ∈ . 

En effet ceci correspond au cas où λ λ λ λ1 2 3
1 0= = = ==, ...... p  et  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
=

∈∈
=

===
p

i
XyXy

p

i

yfxf
iiii

MaxyfMaxxf
1

11
1

** λλ  et d’après le théorème  x Pf* ∈ . 

Ceci nous permet de trouver un optimum de PARETO faible en choisissant un critère que nous 
maximisons. 
 

2) Si x X* ∈  est tel que ( ) ( )∑∑
=

∈
=

=
p

i
i

Xy

p

i
i yfMaxxf

11

*  alors x P* ∈  . 

En effet il suffit de prendre λ λ λ λ1 2 3
1 0= = = = >=...... p  et d’appliquer le théorème 1. 

 
Nous pouvons donc sélectionner les optimums de PARETO avec une combinaison convexe 
des critères. 
Une autre manière de sélectionner les optimums de PARETO est le procédé suivant: 

Soit x X0 ∈ tel que ( ) ( )



=

≤≤∈≤≤
xfMinMaxxfMin i

piXx
i

pi 1
0

1
 alors x0 est un optimum de PARETO  

faible du problème 
( ) ( )[ ]





∈ Xx

xfxfMax p,....,1 . En effet si x Pf0 ∉  alors ∃ ∈y X0 tel que: 

( ) ( )00   1 : xfyfpii ii >≤≤∀ . Soit { }pj ,...,2,10 ∈ tel que ( ) ( )00
1 0

yfyfMin ji
pi

=
≤≤

. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



=≤==<≤

≤≤∈∈≤≤≤≤
xfMinMaxxFMaxyFyfMinyfxfxfMin i

piXxXx
i

pi
jji

pi 1
00

1
000

1 00
donc 

( ) ( )



<

≤∈≤≤
xfMinMaxxfMin i

ipXx
i

pi 1
0

1
ce qui contredit le choix de x0 donc x Pf0 ∈  . 
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III. 10) Quelques propriétés topologiques des optimums de PARETO 
 
1) Si les critères f f f p1 2, ,... ,  sont continus sur X alors l’ensemble des optimums de 

PARETO  faible est fermé. 
 
2) Si en outre X est compact alors Pf est un compact non vide de X et P un sous-ensemble 

non vide de  X. 
 
Cependant en général P n’est pas fermé comme le montre l’exemple suivant: 

( ){ } [ ] { }( )02,01/, 2
2

2
1

2
21 ×∪≤+∈= xxRxxX , ( ) 2  1 , ouiixxif ==  alors  

( ){ } ( ){ }0 , 0  1/,0,2 21
2
2

2
1

2
21 >≥=+∈∪= xxetxxRxxP . 

Ici X est compact f f1 2,  continues sur X et pourtant P n’est pas fermé car ( ) ( )Pcl∈0,1  mais 
( ) P∉0,1 . 

 
 
III. 11) Cas des critères différentiables 
 
Dans le cas où les critères sont différentiables nous avons le théorème suivant: 
 
Théorème 2: 
Soit X un ouvert de Rn  et f f f p1 2, ,... ,  p fonctions numériques différentiables sur X. 

Si x  est un optimum de PARETO du problème  
( ) ( )[ ]





∈ Xx

xfxfMax p,....,1  alors il existe  

λ λ λ1 20 00≥ ≥≥, ,..., p  non tous nuls tel que: ( ) 0
1

=∑
=

∇
p

i

xf iiλ  où ∇fi  représente le 

gradient de fi . 
 

Si x atteint le maximum sur X de λi fi
i

p

=
∑

1
 alors nous avons ( ) 0

1

=∑
=

∇
p

i

xf iiλ  et nous avons 

en outre la condition du deuxième ordre ( ) 0
1

2 ≤∑
=

∇
p

i

xifiλ  où ∇2 f  désigne la matrice 

hessienne de f  (c’est à dire que la forme bilinéaire ( )∑
=

∇
p

i

xifi
1

2λ est semi définie négative). 

 
Cependant la condition du deuxième ordre n’est pas nécessairement vérifiée par tous les 
optimums de PARETO: considérons par exemple le cas où X R=   et 

( ) ( ) xx exfexf −== 21  ,  , (p = 2). Nous vérifions que tout point x est optimum de PARETO  

et que nous avons la condition du premier ordre ( ) 0
1

=∑
=

∇
p

i

xf iiλ  en choisissant  

λ λ1 2= =−e et ex x  .  
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Cependant nous avons pour tout x : ( ) ( ) 0''22''11 >+ xfxf λλ .  

 
 
III. 12) Cas des critères concaves  
 
D’après le théorème 1, tout état x qui maximise une combinaison convexe des critères est un 
optimum de PARETO faible. Réciproquement il n’est pas vrai en général qu’un optimum de 
PARETO faible atteigne le maximum d’au moins une combinaison convexe des critères, en effet 
considérons l’exemple suivant: 

( ){ } ( ){ }0333/,0,0 , 1/, 21
2
2

2
1

2
2121

2
2

2
1

2
21 ≥+−−+∈∩≥≥≤+∈= xxxxRxxxxxxRxxX avec 

( ) ( ) 22121211 , , , xxxfxxxf ==  . 
 
 

X2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 x1

 

 

Le point 












 −−=
2

33,
2

33ω est un optimum de PARETO par lequel il ne passe aucun 

hyperplan d’appui à X donc ω  n’atteint le maximum d’aucune combinaison λ λ1 21 2f f+ . 

Cependant nous avons  le résultat suivant: 
 
Théorème 3:[53]  
Si X est convexe et f f f p1 2, ,... ,  concaves alors 

( ) ( )∑∑
=∈=

=∃⇔∈ ≥≥
p

iXy

p

i
f yifixifi SuppPx

11

 : 0,...,01 λλλλ . 

Remarque: 

Si x P x Pf p∈ ⇒ ∈ ⇒ ∃ ≥ ≥λ λ1 0 0,...,  tel que ( ) ( )∑∑
=∈=

=
p

iXy

p

i

yifixifi Sup
11

λλ  mais 

nous ne pouvons  pas affirmer que si 

x P p∈ ⇒ ∃ > >λ λ1 0 0,..., : ( ) ( )∑∑
=∈=

=
p

iXy

p

i

yifixifi Sup
11

λλ  

comme le montre l’exemple suivant: 
 
Exemple: 

( ){ }1/, 2
2

2
1

2
21 ≤+∈= xxRxxX , ( ) 2  1 , ouiixxif ==  . 
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( ) P∈0,1  et les seuls multiplicateurs en ce point sont les couples ( ) 00,   >λλ où . En effet  

( ) ( ) fPP ∈⇒∈ 0,10,1
( )

( )2211

2
,

1

2121
0.1. : 0,0 xx

Xxx

Sup λλλλλλ +

∈

∃⇒ =+≥≥  

car X est convexe et f f1 2,  concaves. Supposons λ λ1 20 0> >  et  et résolvons le 
problème  

( )




≤+

+

12
2

2
1

2211

xx

xxMax λλ
. Nous formons la fonction de Lagrange L où : 

( )12
2

2
112211 −++−−= xxxxL µλλ . Les conditions de KUHN-TUCKER donnent: 























=

=

≤+

=−+

12
2

2
1

2
2

2
1

011

0

0

2

1

xx

xx

X

X

L

L

µ ( )












≤+

=−+

=+−

=+−

⇔

1

01

02

02

2
2

2
1

2
2

2
11

212

111

xx

xx

x

x

µ
µλ
µλ

 

si µ1 0=  alors des premières équations nous en déduisons λ λ1 2 0= =  ce qui est exclut 

donc µ1 0≠  . Nous aurons 1
44

1

2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1

1

2
2

1

1
1

=+⇒
















=+

=

=

µ
λ

µ
λ

µ
λ
µ
λ

xx

x

x

⇒ =
+

µ
λ λ

1
1
2

2
2

2
 













+
=

+
=

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

1
1

λλ

λλ

λ

λ

x

x

( ) 1
2
2

2
12211 λλλλλ >+=+⇒ xxMax  contradiction avec    

( )
( )2211

2
,

1

21
0.1. xx

Xxx

Sup λλλλ +

∈

=+ .  

(N.B: Ici les conditions de KUHN-TUCKER sont des conditions nécessaires et suffisantes 
d’optimalité car le problème est convexe c’est à dire la fonction à maximiser est concave et la 
contrainte est convexe). 
Supposons à présent que λ λ

1 2
0 0= > ,  alors: 

( )
( )

( )
( )

222

2
,

12
,

1

2211 λλλλ =
∈

=+

∈

xSupSup
Xxx

xx

Xxx
 et si  

( )
( )2211

2
,

1

21
0.1. xx

Xxx

Sup λλλλ +

∈

=+ alors λ λ
1 2

= ce qui contredit λ λ
1 2

0 0= > ,  

donc nous avons nécessairement λ λ1 20 0> =  et . 
 
Cependant il existe un résultat qui s’énonce: 
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Théorème 4:[53]  
Si X est un polytope (c’est à dire l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points) et si  
f f f p1 2, ,... ,  sont affines alors: 

( ) ( )∑∑
=∈=

=∃⇔∈ >>
p

iXy

p

i

yifixifi SuppPx
11

 : 0,...,01 λλλλ  . 

 
III. 13) Exemple d’application ( Programmation linéaire multiobjectif) 
 
Supposons que X soit un polyèdre borné et d’intérieur non vide dans Rm : 

X x R j j n b xm
j j= ∈ ∀ ≤ ≤ < >≤/ , :  , 1 β{ }et considérons les critères affines 

f f f p1 2, ,... ,  tel que : ( )
i

xcxfpii ii γ+>=<≤≤∀ , , 1 :  

alors x est un optimum de PARETO si et seulement si (d’après le théorême 4) nous avons: il 
existe λ λ λ1 20 0 0> > >, ,..., p  tel que: 

∑∑
=∈=






=





 +><+><

p

iXy

p

i iycixc
iiSup

ii
11

,, γλγλ ce qui implique que  

λ λi i
i

p

y X i i
i

p
c x Max c y< > = < >

= ∈ =
∑ ∑, ,

1 1
d’où: < >= < >

= ∈ =
∑ ∑λ λi i
i

p

y X i i
i

p
c x Max c y

1 1
, ,  

 
Remarquons que pour ce problème d’optimisation convexe l’hypothèse de qualification est 
vérifiée puisque X est d’intérieur non vide. Donc il existe des multiplicateurs de  
KUHN-TUCKER 
p p pn1 20 0 0> > >, ,....,  tel que: 

( )









=+

=−><≤≤∀

∑∑
==

0

0,      1 : 

11

p

j
jj

p

i
ii

jjj

bpc

xbpnjj

λ

β

  

et ce système caractérise entièrement les optimums de PARETO. 
 
 
III. 14) Deux approches de résolution par passage à un problème 
d’optimisation unicritère 
 
Il existe une autre façon de passer à un problème classique d’optimisation c’est la suivante: 

Soit  ( P) 
( ) ( )[ ]





⊂∈ n

p

RXx

xfxfMin ,....,1  .  

Pour ce problème,  par définition ~x X∈  est un optimum de PARETO s'il n’existe pas 
( ) ( ) piixfyfXy ii ≤≤∀≤∈ 1   , ~ :  et une au moins de ces inégalités est stricte. 

Nous résolvons une suite de problèmes perturbés c’est à dire soit ( ) p
p R∈= εεεε ,...,, 21  et 

soit ( )
( )

( )








∈
≠≤≤≤

Xx
kipixf

xfMin

P ii

k

k   1  

 

εε  , nous avons le résultat suivant qui est immédiat: 
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Théorème:[76] 
 1)  $x  est un optimum de PARETO de ( P) si et seulement si $x  est solution optimale de  

( )( )xfPk ˆ  pour tout { }pk ,....,2,1∈ . 
     
 2)  Si $x  est l’unique solution de ( )( )xfPk ˆ  pour un certain { }pk ,....,2,1∈  alors $x  est un 
optimum de PARETO de ( P). 
 
L’inconvénient de ce résultat est qu’il reste théorique donc ne permet pas de donner un  
moyen de trouver l’optimum de PARETO $x  . Cependant nous verrons dans un chapitre 
ultérieur une méthode de calcul de $x  en se basant sur la résolution de problème classique 
d’optimisation. 
Il existe une autre manière de se ramener à un problème classique d’optimisation c’est en 
faisant la combinaison des deux manières précédentes. En effet soient les deux problèmes: [12] 

( 1) 
( ) ( )[ ]





⊂∈ n

p

RXx

xfxfMax ,....,1   et  

( ) ( )( )
( )










∈

≤≤≥
+Cz

piyxf

xfxfzMax

ii

p

1   

,...,, 

)2(
1

       

avec { }0,  0 , 0/ >≠≥∀∈=+ yzyyRzC p  ( z y, désigne le produit scalaire usuelle de 

R p
) . Nous avons le résultat suivant: 

 
Théorème:[12]  

 1) Si x0 est solution optimale de (2) pour un y R p∈ fixé, alors x0 est un optimum de 
PARETO du problème (1). 
       
2) Si x0 est un optimum de PARETO du problème (1), alors x0 est solution optimale du 
problème (2) avec ( ) ( )( )001 ,..., xfxfy p= . 

 
Démonstration: 

1)  Soit x0  une solution optimale de (2) pour un y R p∈ . Supposons que x0 ne soit pas un 
optimum de PARETO de (1) alors il existe x X i i p1 1∈ ∀ ≤ ≤/     nous avons : 

( ) ( )01 xfxf ii ≥  et ( ) ( )0111 11
/1  xfxfpii ii >≤≤∃  .Comme x0 est solution réalisable de 

(2) alors { } ( ) ii yxfpi ≥∈∀ 0 , ,...,1 . Nous déduisons alors que  
{ } ( ) { } ( )

11 111 /,...,1   , ,...,1 iiii yxfpietyxfpi >∈∃≥∈∀  c’est à dire que 

x1 est une solution réalisable de (2) . 
Comme ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,......,~

010111 ≥−−= xfxfxfxfy pp  et ~y ≠ 0 alors  

z y,~ > 0 ce qui donne ( ) ( )∑∑
==

>
p

i
ii

p

i
ii xfzxfz

1
0

1
1  où ( )pzzz ,....,1=  et ceci contredit le fait 

que x0 est une solution optimale de (2) . D’où x0 est un optimum de PARETO du problème 
(1) . 
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2) Soit x0 un optimum de PARETO de (1) et montrons que x0 est solution optimale de (2) 
avec ( ) ( )( )001 ,..., xfxfy p=  . Soit x  une solution réalisable de (2) donc  

( ) ( )0  1  xfxfpii ii ≥≤≤∀  . Si ( ) ( )011 11
/1 xfxfpii ii >≤≤∃  alors x0 ne serait pas un 

optimum de PARETO de (1) : ce qui est impossible donc: ( ) ( )0  1  xfxfpii ii =≤≤∀  d’où 

( ) ( )∑∑
==

=
p

i
ii

p

i
ii xfzxfz

1
0

1

 c’est à dire que la fonction objectif de (2) est constante donc x0 est 

solution optimale de (2).   C.Q.F.D. 
 
Remarque: 
Le théorème que nous venons de démontrer nous permet de donner une procédure pour 
trouver tous les optimums de PARETO de (1).  
En effet, nous résolvons le problème d’optimisation paramétrique (2) et soit ( )yx0  une solution 
optimale. Nous résolvons ensuite le système suivant  
d’inconnue ( )pyyy ,...,1= :       

( )
( )( )

( )( )







=

=

pp yyxf

yyxf

S

0

101

M     

et le théorème précédent permet d’affirmer que l’ensemble des optimums de PARETO de (1) 
est ( ){ }Sdesolutionestyyx     /0 . 
Cependant cette procédure est difficile à mettre en oeuvre en pratique étant donné la difficulté 
de trouver une solution optimale paramétrique et surtout la résolution du système  
(S) qui est fastidieuse vu son caractère non linéaire.  
Donc pour appliquer la procédure, nous devons résoudre un problème d’optimisation 
paramétrique et deuxièmement résoudre (S) c’est à dire trouver les points fixes de la fonction 
vectorielle 

( )0010 ,....., xfxfxf p ooo =  . 

CORLEY [11] ramène la recherche de l’optimum de PARETO à celui de trouver les points 
fixes  d’une certaine fonction multivoque, améliorant ainsi la procédure précédente vu qu’il n’y a 
pas de problème d’optimisation à résoudre. 
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CHAPITRE IV 
  
 CARACTERISATION DES SOLUTIONS EFFICACES ET 
PROPREMENT EFFICACES 
 
 
Dans ce quatrième chapitre nous traitons de la caractérisation des solutions efficaces et proprement 
efficaces. 
Nous commençons par les notions de vecteur maximal et faiblement maximal qui généralise un peu la 
notion d'optimum de PARETO, en effet nous montrons que trouver les optimums de PARETO 
revient à trouver les vecteurs maximaux dans l'espace objectif. 
Nous passons en revue une caractérisation géométrique de vecteur maximal et faiblement maximal à 
l'aide d'un théorème dit théorème de contact, cette caractérisation utilise l'orthant non négatif. 
 
Autre propriété géométrique est qu'un vecteur maximal à un sous-ensemble Z de Rn  se trouve sur la 
frontière de Z. 
Nous pouvons aussi caractériser un vecteur maximal à l'aide de la notion de vecteur p-linéairement 
maximal où p est un vecteur défini positif et nous montrons qu'un vecteur est maximal si et seulement 
si pour tout p défini positif il est p-linéairement maximal. 
Nous avons aussi un moyen analytique pour trouver un vecteur p-linéairement maximal c'est de 
résoudre un certain problème d'optimisation classique. 
Cependant en pratique pour trouver un vecteur maximal il n'est pas commode de résoudre tous les 
problèmes d'optimisation classique pour trouver un vecteur p-linéairement maximal pour tout p défini 
positif. 
C'est pour cela qu'on donne un moyen de trouver un vecteur maximal en ne résolvant qu'un seul 
problème d'optimisation classique. Nous obtenons ainsi une condition suffisante d'avoir un vecteur 
maximal ou faiblement maximal. Cependant cette condition n'est pas nécessaire et nous montrons 
qu'il en est ainsi sous une hypothèse de convexité directionnelle de l'ensemble sur lequel nous 
recherchons le vecteur maximal. 
 
Nous nous intéressons aussi à la caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces, c'est 
à dire que nous voulons étendre le principe de "scalarisation" de recherche de vecteur maximal à 
celui de recherche de solutions efficaces et proprement efficaces, nous donnons des conditions 
nécessaires et des conditions suffisantes pour les solutions efficaces et proprement efficaces au sens 
de BENSON. Ces conditions portent surtout sur la structure de domination notamment lorsque 
celle-ci est un cône convexe aigu ou un cône convexe fermé pointé, parfois nous exigeons d'avoir 
une structure de domination qui soit un cône convexe fermé pointé et que l'ensemble sur lequel nous 
recherchons les solutions efficaces soit un polyèdre convexe pour avoir l'équivalence entre solution 
efficace et proprement efficace au sens de BENSON. Autre moyen de "scalarisation" pour trouver 
les optimums de PARETO est de rechercher la meilleure approximation au point idéal que nous 
appelons solution compromise et ceci en utilisant une famille de normes de Rn vérifiant trois 
propriétés.  
 
Nous aurons alors comme résultat que l'ensemble des optimums de PARETO est dense dans 
l'ensemble des solutions compromises. Nous donnons ensuite des conditions nécessaires ou 
suffisantes pour avoir des solutions proprement efficaces ou efficaces à l'aide de solution 
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compromise et ceci non pas seulement pour les normes précédentes mais aussi pour la norme de 
TCHEBYTCHEV. 
Nous remarquerons que dans tous ces résultats nous exigeons principalement que l'espace 
objectif R p

+
 doit être fermé et c'est pour cela que nous donnons une condition suffisante pour 

que l'espace objectif R p

+
 soit fermé qui est un résultat original. 

Nous abordons également une méthode de "scalarisation" généralisée basée sur la notion de 
représentant d'un cône convexe fermé, pour donner des conditions de solutions proprement 
efficaces au sens de BENSON. 
 
 
 Nous passons ensuite au cas où le problème d'optimisation multiobjectif  est différentiable en 
énonçant des conditions d'optimalité analogues aux conditions de KUHN-TUCKER bien 
connues en optimisation classique, nous en profitons pour définir les solutions proprement 
efficaces au sens de KUHN-TUCKER et au sens de GEOFFRION ainsi que la relation entre 
ces deux notions. 
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Nous avons vu au chapitre 3 comment nous pouvons trouver les optimums de PARETO en 
résolvant un problème classique d’optimisation c’est à dire que nous avons « scalarisé » le 
problème. 
Ce principe de « scalarisation » des optimums de PARETO peut être généralisé aux vecteurs 
maximaux et faiblement maximaux que nous définirons plus bas ce qui permettra d’obtenir 
d’autres résultats supplémentaires applicables aux optimums de PARETO. 
 
 
IV. 1) Vecteurs maximaux 
 
Soit Z Rn⊂  . Définition: [41] 
1) Un vecteur z Z0 ∈  est appelé vecteur maximal de Z s’il n’existe pas z Z z z∈ >/ 0    

(i.e ∀ = ≥i n  z zi i1 0,...,  et ∃ >j z zj j/ 0 ) où  ( )z z zn= 1,...,  et ( )z z zn
0

1
0 0= , ...,  . 

 
2) Un vecteur z Z0 ∈  est appelé vecteur faiblement maximal de Z s’il n’existe pas de  
z Z z z∈ >/ 0  ( i.e ∀ = >i n  z zi i1 0,..., ) . 
 
De ces définitions nous déduisons aisément que si x X∗ ∈  est un optimum de PARETO du 
problème 
 

( ) ( )( )Max f x f x

x X
p1 ,...,

∈






 alors ( ) ( ) ( )( )f x f x f xp1 2

∗ ∗ ∗, ,...,  est un vecteur maximal de 

( ) ( ) ( )( ){ }Z f x f x f x Xp= ∈1 2, ,..., ,  x  et réciproquement.  

De même si x X∗ ∈  est un optimum de PARETO faible, alors ( ) ( ) ( )( )f x f x f xp1 2
∗ ∗ ∗, ,...,  est 

un vecteur faiblement maximal de l’ensemble Z précédent et réciproquement. 
 
Ainsi résoudre un problème d’optimisation multiobjectif revient à trouver les vecteurs maximaux 

et faiblement maximaux dans l’ensemble ( ) ( ) ( )( ){ }Z f x f x f x Xp= ∈1 2, ,..., ,  x . 

 
Propriétés géométriques des vecteurs maximaux et faiblement maximaux:  
Nous pouvons caractériser géométriquement les vecteurs maximaux et faiblement maximaux à 
l’aide d’un théorème appelé théorème du contact. Pour cela définissons le cône positif P par: 

{ }P y R yn= ∈ ≥/ 0  et le cône strictement positif P'  par: { }P y R yn' /= ∈ > 0  . Pour un 

sous-ensemble S de Rn  et y Rn∈  nous définissons S+y  par { }S y s y s S+ = + ∈/  . 
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Théorème du contact:[41]   
Soit z Z0 ∈  et z Rn∈  . 

(a) z0  est un vecteur maximal de Z si et seulement si ( ) { }Z P z z∩ + =0 0  . 

(b) z0  est un vecteur faiblement maximal de Z si et seulement si ( )Z P z∩ + = ∅' 0 . 

 
A l’aide du théorème du contact nous déduisons le corollaire suivant: 
 
Corollaire:  
Tout vecteur maximal de Z est nécessairement faiblement maximal.  
 
En effet si z0   est maximal de Z alors P z P z'+ ⊂ +0 0  ce qui implique que  

( ) ( ) { }Z P z Z P z z∩ + ⊂ ∩ + =  ' 0 0 0  et comme z P z0 0∉ +'  donc  

( )Z P z∩ + = ∅ ' 0  . 

 
Une autre caractéristique géométrique d’un vecteur maximal est qu’il se trouve sur la frontière 
de Z  
 
Corollaire: 
  Tout vecteur maximal de Z est sur la frontière de Z. 

Une autre manière de caractériser un vecteur maximal z Z0 ∈  est de dire qu’il n’existe pas 

de points de Z  se trouvant sur les demies droites issues de z0 . Plus précisément nous avons: 
 
Définition:   
Soit p Rn∈ défini positif (i.e p > 0 ). Nous disons que z Z0 ∈ est un vecteur  

p- linéairement  maximal de Z  s’il n’existe pas ρ ρ> + ∈0 0/ z Z p . 
 
Théorème:[41]  
un vecteur z Z0 ∈  est un vecteur maximal dans Z  si et seulement si z0 est  
p-linéairement maximal de Z, pour tout p défini positif. 
 
Ainsi l’existence de vecteurs maximaux de Z est assuré si nous avons: 

( ){ }Z L p p∩ > ≠ ∅, 0 où  L(p) est l’ensemble de tous les vecteurs p- linéairement maximaux 

de Z.   
 

Exemple: ( ) ( ){ }Z x y R y x= ∈ + ≤, /2 2 4 8  

                  
     
         Y 
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        X 
 
 
 
D’après le théorème du contact l’ensemble des vecteurs maximaux est: 

( ) ( ){ }x y R y x, :∈ + = ≥2 2 4 8 0 et x et c’est aussi l’ensemble des vecteurs faiblement 

maximaux. Nous remarquons que Z est non borné donc n’est pas compact et pourtant les 

vecteurs maximaux et faiblement maximaux existent.  
 
Remarque: 
Si z0 est p-linéairement maximal de Z où p est défini positif alors : 

{ }p z Sup p z z ST T0 = ∈/  où { }S z Z z z cp R= ∈ = + ∈/ ,0  c .  

En effet si z z cp Z c= + ∈ ≤0 0/  nous avons : 

 ( )p z p z cp p z c p p zT T T T= + = + ≤0 0 2 0  

et si c z cp Z> ⇒ + ∉0 0  car z0 est p-linéairement maximal. Donc si 

z z cp S c= + ∈ ⇒ ≤0 0  et p z p zT T0 ≥   C.Q.F.D 

Réciproquement si  z0  est tel que { }p z Sup p z z ST T0 = ∈/  et p unitaire défini positif et S 

défini précédemment, alors z0  est p-linéairement maximal. En effet si z0  n’était pas 
linéairement maximal, alors ∃ > + ∈c z cp Z0 0/ et dans ce cas z cp S0 + ∈  et de plus: 

( )p z cp p z c p p zT T T0 0 2 0+ = + >  car  p défini positif (donc p 2 0> ) ce qui contredit 

{ }p z Sup p z z ST T0 = ∈/ . Le fait que z Z0 ∈ découle du résultat suivant: 

 
Théorème:[41]   

Si z0 est tel que { }p z Sup p z z ST T0 = ∈/ où p unitaire défini positif, alors z Z0 ∈   

 
En conclusion  si p unitaire défini positif alors: z0  est p-linéairement maximal de 

Z ⇔ { }p z Sup p z z ST T0 = ∈/  avec  

{ }S z Z z z cp R= ∈ = + ∈/ ,0  c . De cette façon nous avons un moyen analytique pour 

trouver les vecteurs p-linéairement maximaux: c’est de résoudre le problème Max p z
z S

T

∈






 

et nous disons que nous avons « scalarisé » le problème de recherche de vecteurs p-
linéairement maximaux. 
Nous pouvons aussi « scalariser » le problème de recherche de vecteurs  maximaux et 
faiblement maximaux en effet nous avons: 
 
Théorème:[41] 

y x 4 8+ =c h
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1) si ∃η > ∈
=

∈






⇒0

0
  

 T  T
, /η

η η
R

Max z z
z Z

n z0 est maximal dans Z. 

 

2) si ∃η > 0 0/ z soit un point de maximum strict du problème Max z
z Z

η T

∈






  

alors z0 est un vecteur maximal de Z. 
 

3) ∃η > ∈
=

∈






⇒0

0
0  

 T  T
, /η

η η
R

Max z z
z Z

zn est faiblement maximal de Z. 

En général la réciproque du théorème précédent n’est pas vraie sans restriction supplémentaire 
sur l’ensemble Z pour cela nous avons: 
 
Définition:  
Soit p Rn∈ ≠  p, 0  . Nous disons que Z est p-directionnellement convexe si: 

[ ] ( )∀ ∈ ∀λ ∈ ∃β ≥ + − + ∈z z Z z Z1 2 1 20 1 0 1, , , :        z  pλ λ β . 
 
Remarque:   
Un ensemble convexe est toujours p-directionnellement convexe ∀ ≠p 0  car il suffit de prendre 
β = 0  dans la définition. Réciproquement un ensemble p-directionnellement convexe n’est pas 
toujours convexe comme le montre l’exemple suivant: 

( ) ( )






 =++∈= 442

1/, 2
2

2

1221 zzRzzZ  est une ellipse non convexe et  

p-directionnellement convexe ∀ ≠p 0  comme nous pouvons le vérifier aisément. 
 
Théorème:[41]  
Si Z est p-directionnellement convexe avec p défini positif et si z0 est un vecteur maximal ou 

faiblement maximal de Z alors ∃η  défini positif tel que  Max z z
z Z

η η T  T=
∈







0
 

 
D’après les deux théorèmes précédents nous avons pour Z p-directionnellement convexe: 

z0  est faiblement maximal de Z ⇔ ∃η > ∈
=

∈






0

0
  

 T  T
, /η

η η
R

Max z z
z Z

n  

mais nous ne pouvons pas affirmer que :  

z0 est  maximal de Z ⇔ ∃η > ∈
=

∈






0

0
  

 T  T
, /η

η η
R

Max z z
z Z

n . 

Cependant nous pouvons affirmer cette dernière proposition si Z est de nature bien particulière.  

Si { }Z Co a a n
1

1= ,...,  (i.e Z1  est enveloppe convexe de a a n1,..., ) alors nous avons: 

 
Théorème:[41]  
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z0 est  maximal de Z1 ⇔ ∃η > ∈
=

∈






0

0

1
  

 T  T
, /η

η η
R

Max z z
z Z

n . 

 
Ce dernier résultat est en particulier vrai si Z1  est un polyèdre convexe ensemble largement 
utilisé en programmation linéaire mutiobjectif. 

Si { }Z x a x a xn
n

i1 1
1 0= + + ≥... /  pour tout i  c’est à dire si Z1  est le cône convexe engendré 

par { }a a n1,..., alors le théorème précédent est aussi valable. 

 

 
IV. 2)Caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces 
 
Le principe de « scalarisation »du problème de recherche des vecteurs maximaux et faiblement 
maximaux peut être étendu plus généralement à la recherche des solutions efficaces et 
proprement efficaces. La caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces peut se 
faire comme suit: 
 
1) En « scalarisant »le problème par combinaison linéaire. 
2) Par recherche de la meilleure approximation au point idéal. 
3) Par résolution d’un problème d’ optimisation classique avec contraintes paramétriques 
supplémentaires.  
4)  Par une méthode de « scalarisation » généralisée. 
 
1) Caractérisation par « scalarisation » [69] 
Soit D une structure de domination qui sera supposé être un cône convexe . 
Y Rp⊂ et E Y D( , )  l’ensemble des solutions efficaces de Y c’est à dire: 

y E Y D Y y D0 0∈ ⇔ − ∩ −( , ) ( ) ( )
{ }

=
∈

∅ ∉





0 0

0

 si 

 si 

D

D
 

Si D est un cône convexe fermé nous noterons P(Y,D) l’ensemble des solutions proprement 
efficaces au sens de BENSON c’est à dire rappelons le: 

( ) { }y P Y D P Y D y D0 0 0∈ ⇔ + − ∩ − =( , ) ( )  
 
Définition:  
Soit X Rp⊂ . La polaire positive de X est définie par:  

{ }X x R x x x Xp0 0= ∈ < > ≥ ∀ ∈* : , * , . 

La polaire positive stricte de X est définie par : 

{ }{ }X x R x x x Xso p= ∈ < > > ∀ ∈ −* : , * ,0 0 . 

 
Nous pouvons trouver une solution proprement efficace au sens de BENSON en 
« scalarisant » le problème de la manière suivante: 
 
Théorème:[76] 
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Soit D un cône convexe fermé de Rp . Si ∃µ ∈Dso tel que y0  soit solution optimale de 
Min y
y Y

< >
∈





µ,
alors y0 est solution proprement efficace au sens de BENSON. 

 
Réciproquement, une solution proprement efficace au sens de BENSON est solution du 
problème 

Min y
y Y

< >
∈





µ,
sous certaines conditions, plus précisément: 

 
Définition:  
Soit K Rp⊂ un cône. Nous disons que K est pointé (ou pointu) si nous avons: 
∀ ∈ ≠ ⇒ − ∉x x K x x K: , ( )0 . 

En particulier un cône pointé ne contiendra pas de sous espace vectoriel de Rp . 
 
Théorème:[76]  
Si D est un cône convexe fermé pointé et Y D-convexe alors: y P Y D Dso

0 ∈ ⇒ ∃µ ∈( , ) tel 

que y0 est solution optimale de: 
Min y
y Y

< >
∈





µ,
 

 
Comme pour les solutions proprement efficaces au sens de BENSON, nous pouvons aussi 
« scalariser » le problème pour trouver des solutions efficaces. 
 
Théorème:[76]  

Soit D un cône convexe. Si ∃µ ∈Dso  tel que y0 soit solution optimale de: 
Min y
y Y

< >
∈





µ,
 

alors y0  est une solution efficace. 
 
Nous remarquons que nous avons pas besoin que D soit fermé ( comme pour les solutions 
proprement efficaces) pour trouver les solutions efficaces. La réciproque du théorème 
précédent n’est vraie que sous certaines conditions. En effet nous avons: 
 
Définition:  
Soit K R p⊂ un cône. Nous disons que K est aigu si sa fermeture est contenue dans un certain 
demi-espace ouvert. Plus précisément s'il existe { }x R p* ∈ − 0  et si 

{ }H x R x xp+ = ∈ < >>
0

0/ , * alors { }K H⊂ ∪+
0

0 . 

 
Remarque: 
En général il n’y a pas de relation entre un cône pointé et un cône aigu:  
 
Exemples:  

1) { }K x y R x y x
1

2
0 2= ∈ ≤ ≤ ≤( , ) / est un cône convexe aigu et pointé. 
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2) { }K x y R x y x
2 1

2
2 0=  K ∪ ∈ ≤ ≤ ≤( , ) / est un cône non convexe non aigu  

et non pointé. 

3) { } { }K x y R y x x y R x y y x
3

2
0

2
0 0= ∈ = ≥ ∪ ∈ ≤ ≤ ≠( , ) / ( , ) / , , est 

un cône pointé non aigu. 
 
Cependant tout cône aigu est pointé car si ∀ ∈x K   < >x x, * > 0  ou x = 0 alors si K est 
non pointé ∃ ≠ ∈ ∩x 0   x K (-K) ⇒< − >>x x, * 0  d’où < ><x x, * 0  impossible. 
Nous avons aussi le résultat suivant: 
 
 
 
Proposition:[76]  
Soit K un cône convexe. K est aigu ⇔ K est pointé. 
 
Donc pour un cône convexe fermé il y’a équivalence entre cône pointé et cône aigu. 
 
Théorème:[76]  

Soit D un cône convexe aigu et Y D-convexe. Si y
0

est solution efficace alors 

{ }∃µ ∈ −D
0

0 /  y
0

 est solution optimale de 
Min y

y Y

< >

∈





µ ,
 . 

Dans ce théorème la condition sur D d’être aigu ne peut pas être éliminée comme le montre 
l’exemple suivant: 
 
Exemple:   

{ }Y y y R y y y y y= ∈ − ≤ ≤ ≤ ≤ −( , ) /1 2
2

1 2 1 2 1 ou y1  

( ){ }D d d R d= ∈ =1 2
2

1 0, /  

( ) ( ){ }
( ){ }
( ){ }

D R d d D  d d

R d R  d

R

° = ∈ ∀ ∈ + ≥

= ∈ ∀ ∈ ≥

= ∈

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ

1 2
2

1 2 1 2

1 2
2

2 2 2

1 1

0

0

0

, / ,

, /

,

1 2

   

    ,  

 

le problème 
Min y

y Y

< >

∈





µ ,
, { }µ ∈ °−D 0  n’a pas de solutions car { }∀µ ∈ °−D 0 nous 

avons: 
< >= → −∞µ µ, y y1 1  où ( ) ( )µ µ= 1 20, , et y = y1 y en effet si µ1 0>  nous faisons tendre 
y1 → −∞  et si µ1 0<  nous faisons tendre y1 → +∞ .  
D est un cône: En effet si ( )d d D d1 2 2 0, ∈ ⇒ =  et par suite 

( ) ( )∀λ ≥ = ∈0 02 1  d1λ λ, ,d d D . 
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D est convexe: en effet si [ ] ( ) ( )λ ∈ ∈ ∈ ⇒ = =0 1 02 2 2 2, , , ' ' ,  d  d'1 1d D , d D d d  d’où: 

( ) ( )( ) ( )( )λ λ λ λd d d d d d D1 2 1 2 1 11 1 0, ' , ' ' ,+ − = + − ∈ . 

D est non pointé car ( ) ( ) ( )0 1 0 1, ,∈ − = − ∈D et D0,1  
Comme D est un cône convexe fermé et qu’il est non pointé alors d’après la proposition 
précédente D n’est pas aigu. 
 
Cependant il y’a une solution efficace en effet nous avons: 

( ) ( ) ( ) { }~ ~ , ~ , , / ~y y y E Y D y y y Y y y d pour un = ∈ ⇔ /∃ = ∈ − = + ∈1 2 1 2 0 certain d D . 

~
~
~y y d
y y
y y d

= + ⇔
=
= +





1 1

2 2 2
Si ( )~ ,y ≠ 0 0 , nous choissons y y1 1= ~  et y2 tel que 

( ) { }y y Y1 2 0, ∈ −  et cela est toujours possible car si ~y1 0>  nous prenons y y2 1
1
2

= ~ d’où 

− < < <~ ~ ~y y y1 1 10
1
2

 c’est à dire ( ) { }y y y y Y1 2 1 1
1
2

0, ~ , ~= 





∈ − .  

Si ~y1 0<  nous prenons aussi ( )y y y y1 2 1 1
1
2

, ~ , ~= 





qui appartient à { }Y − 0  car 

~ ~ ~y y y1 1 1
1
2

≤ ≤ − . 

Si ~y1 0=  nous prenons ( )y = 01, qui est dans { }Y − 0  et nous avons 

( )~ ~y y d où d D= + − ∈= 0, y2 1 . 
Donc si ( )~ , ~y y≠ ⇒0 0 n’est pas une solution efficace. 

Si ( )~ ,y = 0 0 , ( ) ( )~ , ,y y d
y
y d

y y y d= + ⇔
=
+ =





⇒ = = −1

2 2
1 2 2

0
0

0  

et y Y d y∈ ⇔ − = ⇔ =2 0 0  donc il n’existe pas y ≠ ∈ ∈0 , y Y / y = y + d où d D~ ce qui 

veut dire que ( )~ ,y = 0 0  est la solution efficace d’où E(Y,D) ( ){ }= 0 0, .  

D’autre part Y est D-convexe car j’affirme que Y D R+ = 2  (qui est convexe) en effet 
Y D R+ ⊂ 2  et si ( )x x R1 2

2, ∈ nous choisissons ( ) ( )y x y d= =1 2 20, , ,  d , nous avons 
deux cas: 
 
1er cas  Si x2 0=  nous prenons y d2 2 0= =  d’où ( )x x y d Y D1 2, = + ∈ + . 

2ème cas Si x2 0≠ nous prenons y x x y2 1 2 2 2= = −ε  et d  avec ε =
+ >
− <





1 0
1 0

2

2

 si x
 si x

et dans 

ce cas  ( ) ( ) ( )y d x x x x x x+ = + − =1 1 2 1 1 20, , ,ε ε d’où ( )x x Y D1 2, ∈ + . 

 
Nous avons aussi la caractérisation suivante d’une solution efficace: 
 
Théorème:[76]  
Soit D un cône convexe aigu ouvert et Y D-convexe. 

~y est solution efficace de Y 
{ }

⇔

∃µ ∈ °−

∈












D

y

0

~ solution optimale de 
Min < , y >
y Y

µ  
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Donc si nous ne supposons pas que D est ouvert alors toute solution optimale de 

Min y

y Y

< >

∈





µ ,
 où µ ∈ °D n’est pas nécessairement une solution efficace, cependant il y’a 

un cas où nous pouvons l’affirmer: 
 
Théorème:[76]  
Soit D un cône convexe aigu et µ ∈ °D . Si ~y  est la seule solution optimale de  

Min y

y Y

< >

∈





µ ,
  

alors ~y  est une solution efficace. 
 
Il existe un cas où il y’a équivalence entre solution efficace et solution proprement efficace et 

que cette solution soit optimale pour 
Min y

y Y

< >

∈





µ ,
 µ ∈Dso , pour cela nous avons: 

 
Définition:  
Nous disons que Y est un polyèdre convexe si Y est l’intersection finie de demi espaces fermés 

c’est à dire: { }Y x b x i mi
i= < >≤ ≤ ≤/ , β   1 . 

 
Théorème: 
Si Y est un polyèdre convexe et D un cône convexe fermé pointé alors: 
~y  est une solution efficace⇔ ~y est une solution proprement efficace au sens de BENSON 

          ⇔ ∃µ ∈D yso / ~ soit solution optimale de 
Min y

y Y

< >

∈





µ ,
 

 
2) Recherche de la meilleure approximation au point idéal [69] 

Revenons au problème d’optimisation multiobjectif: ( )
( ) ( ) ( )( )

P
Min f x f x f x

x X R

p

n

=

∈ ⊂







1 ,...,
 

avec la structure de domination D R p= +  c’est à dire qu’une solution est efficace si et seulement 
si c’est un optimum de PARETO. Posons ( )Y f X= .  

Nous supposons que { }∀ ∈i p1,..., : ( )( )~ ,y Inf f x x Xi i= ∈ > −∞  

 
Définition:   
Nous appelons point idéal ou point utopique le vecteur y R p∈  tel que:  

( )y y yp≤ ~ ~ ~ ,..., ~ où y = y1 . 
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Nous rappelons que la norme de Tchebytchev est définie par 

{ }∀ ∈ =∞ ≤ ≤
y R Max yp

i p
i:  y

1
où ( )y y y p= 1,..., .  

Considérons une famille de normes { }. α α ,  A∈ où A est un ensemble d’indices minoré et 

non majoré. Nous supposons que cette famille de normes vérifie les trois propriétés suivantes: 
 
Propriété P1:   

( ) ( )∀α ∈ ∃ > ∀ ∈ ≤∞A , y R M yp M :  yα α α0 / . 

 
Propriété P2:  

( )M y yα α α→∞ ∞ → ∀ ∈  y R p . 

 
 
Propriété P3: 

Si 
0 ≤ ≤

≠




⇒ < ∀α ∈
y y

y y
y y

'
'

'α α
 , A . 

 
Exemples:  

        a) [ [ ( )y y A  , y yi
i

p

pα
α α

α=






∈ ∞ = =
=
∑

1

1

1 ,  1,+   y ,..., . 

        b) [ [y y y Ai
i

α α
α= +









 ∈ ∞ =∞

=
∑1

1
     1,+ . 

 

Soit ( )S Rp p
p

i
i

p
= = ∈ ∀ ≤ ≤











=
∑µ µ µ µ µ1

1
,..., : = 1 ,  i  1 i p  > 0 i  , a l’aide de la famille 

de normes précédente nous définissons la ( )µ α, norme de y par:  

( )y y y yp pα
µ

αµ µ µ µ µ= ⊗ ∈ ⊗   où  S   avec  y =p 1 1,...,  

 
Définition d’une solution compromise:  
Nous disons que y Y∈  est une solution compromise  au problème d’optimisation multiobjectif 
(P) s'il existe µ ∈Sp  tel que y  soit solution optimale du problème: 

     
Min y y

y Y

−

∈






α
µ

  où  y est un point idéal. 

 
Sous certaines conditions toute solution compromise est une solution proprement efficace au 
sens de BENSON. Plus précisément nous avons: 
 
Théorème:[69]  
Si Y Rp+ +  est fermé et la famille de normes { }. α α ,  A∈  vérifie les propriétés 
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P1, P2, P3 alors: 
        
       1) Toute solution compromise est une solution proprement efficace au sens de BENSON. 
       2) Toute solution efficace est limite d’une suite de solutions compromise. 
 
Donc les optimums de PARETO sont obtenus à l’aide de la meilleure approximation au point 
idéal.  
 
Cependant il ne faut pas croire que la limite d’une suite de solutions compromise est efficace, 
prenons par exemple: 

( ) ( ){ } ( ){ }Y y y y y y y y y= + − ≤ ∪ ≥ ≥ −1 2 1
2

2
2

1 2 1 21 1 0 1, : , : , et ( )y = − −1 1, . 

( )~ ,y = 0 0  n’est pas une solution efficace au sens de PARETO car 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0 1 0 0, , ,− ≤ − ≠ et 0,  et ( )0 1,− ∈Y .  
L’ensemble des solutions efficaces ( optimums de PARETO) est : 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }E Y y y R y y y= ∈ + − = − ≤ < ≤ ∪ −1 2
2

1
2

2
2

11 1 1 0 1 0 1, : , et  et 0 < y2 .  

Il est clair que ( ) ( )~ ,y E Y= ∈0 0 . 
 
J’affirme que : 

( ){ } ( ){ }Y R y y R y y y y R y y y+ = ∈ ≥ ≥ − ∪ ∈ ≥ − − − ≤ ≤+
2

1 2
2

1 2 1 2
2

2 1
2

10 1 1 1 1 0, / , , /   ,  

 En effet :    soient   ( ){ }A y y R y y= ∈ ≥ ≥ −1 2
2

1 20 1, : ,  

          ( ){ }B y y R y y= ∈ ≥ − − − ≤ ≤1 2
2

2 1
2

11 1 1 0, : , y     

 Si  ( ) ( ) ( )y y A y y Y  et comme  Y Y R y Y R1 2 1 2
2

2
2, , ,∈ ⇒ ∈ ⊂ + ∈ ++ +  donc  y   1  

d où  A' ⊂ Y + R+
2  

Si  ( )y y B  et si  y y y1 2 2 1
2

21 1 1, ∈ ≤ ⇒ − ≥ −   

           ( )⇒ − ≥1 1
2 2y  

2  1- y  

              ( ) ( )⇒ + − ≤ ⇒ ∈ ⊂ + +y y y y Y Y R1
2

2
2

1 2
21 1 ,  

                 ( )⇒ ∈ + +y y Y R1 2
2,   

Si  ( )y y B et si y y y1 2 1 1 1 2 1, ∈ > = + = −2  soient  y'1  ,  y'2  

      ( )y y y y y R1 1 2 2 1 2
21 1 0 1 1 0≥ − ⇒ + ≥ > ⇒ − > ⇒ ∈ +  y ' , '   

      ( ) ( ) ( ) ( )et  y y y y y y Y R1 2 1 2 1 2
21 1 11, ' , ' , ' , '= − + = − + ∈ + +    

      donc  B Y R où  A⊂ + ∪ ⊂+
2   d B Y + R +

2' .   
 
Réciproquement

( ) ( ) ( )si  y Y R y y R y y Y
y y y
y y y

y y y yy         si      1, 2
2

1 2
2

1 2
1 1 1

2 2 2
1 2 2 20 1 1∈ + ⇒ ∃ ∈ ∃ ∈

= +
= +





≥ + = + ++ +' , ' , /
'
'

, '

 
 

( )or  y y Y ,∀ ∈ ≥1 2,   y -12  



 65 

( )
( ) ( )

car  y Y
y
ou

y y

y
ou

y y

y
  et  y

1, 2

1 2

1
2

2
2

2

2
2

1
2

0 1

1 1

1

1 1

∈ ⇒
≥ ≥ −

+ − ≤










⇒
≥ −

− ≤ −










 

⇒

≥ −

− ≤ −










⇒

≥ −

≤ − + ≥ ⇒ ≥ −

≥ − − ≤ − − − ≥ ≥ −























⇒ ≥ −

y

ou

y y

y
ou

y y y

y y y

y
2

2 1
2

2

2 1
2

2

2 1
2

1
2

2

1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 0 1

1
  si  y

  si  y   et comme  

2

2

 
d’où ( )y y y y y y A2 2 2 2 1 21 1 0 1+ = + + ≥ ⇒ ≥ − ⇒ ∈( ) ' , . 

Si ( )y y y1 1 10 1 1< + = + +  ,  y1 '  or ( )∀ ∈ ≥ −y y Y ,1 2 1,  y1  car : 

( )
( )

y y Y
y y

y

1 2

1 2

2
2

2

0 1

1 1

,
,

∈ ⇔
≥ ≥ −

+ − ≤










        ou

y1 ( )
⇒

≥

≤ − − ≤










y

y

1

2
2

2

0

1 1 1

    ou

y1

⇒

≥ −

≤









y1

2

1

1

    ou

y1

⇒ ≥ −y1 1  

d’où ( ) y1 + = + + ≥ ⇒ − ≤ ≤1 1 0 1 01 1 1y y y' . Nous avons nécessairement y1 0≤  car si 
y1 0>  alors y y y1 1 1 0= + >'  ce qui contredit − ≤ ≤1 01y .  
Si y y y y y y1 1 1 1 1 10 0 0= ⇒ = + = ≥ ⇒ ≥' ' et d’après le cas précédent ( )y y A1 2, ∈ . 

Si y1 0≠  comme y1 0≤  alors ( ) ( ){ }y y y y y1 2 1 2 1 0 1, , /∉ ≥ ≥ − ,  y2 et comme de plus 

( )y y Y1 2, ∈  alors nécessairement nous avons : ( )y1
2

2
21 1+ − ≤y  ce qui donne: 

( ) ( )
( ) ( )

y y y y

y y y y y y y y

1 1
2

2 2
2

1
2

2
2

1
2

1 1 2
2

2 2

1 1

1 2 2 1 1

− + − − ≤

+ − + − + − − ≤

' '

' ' ' '
 

( ) ( )y y y y y y y y1
2

2
2

1
2

2
2

1 1 2 21 1 2 2 1+ − + + ≤ + + −' ' ' '         (1) 

Si y y y2 2 1
21 1 1≥ ⇒ ≥ − − car 1 1 11

2− − ≤y  ce qui implique ( )y y B1 2, ∈ . 

Si y2 1≤  l’inégalité (1) donne que ( )y1
2

2
21 1+ − ≤y  d’où: 

( )y y2
2

1
21 1− ≤ − ⇒ − ≤ −y y2 1

21 1 ⇒ − ≤ −1 12 1
2y y ⇒ ≥ − −y y2 1

21 1  

d’où ( )y y B1 2, ∈  donc Y R A B+ ⊂ ∪+
2  et par conséquent Y R A B+ = ∪+

2 qui est un 
ensemble fermé. Soit C(Y) l’ensemble de toutes les solutions compromises. D’après le 
théorème précédent nous avons: E Y C Y( ) ( )⊂ , donc ~ ( , ) ( ) ( )y E Y C Y= ∈ ⊂0 0  d’où: 
~ ( )y C Y∈  mais ~ ( )y E Y∉ . 
 
Pour une solution compromise avec la norme de Tchebytchev c’est à dire pour une solution 

optimale du problème 
Min 

y Y

y - y ∞

∈







µ

 pour un certain µ ∈Sp , nous avons des résultats 

différents du théorème précédent. Plus précisément nous avons: 
 
Théorème:[69]  
Si Y Rp+ +  est fermé  
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1) ∀µ ∈Sp  il existe une solution efficace qui soit compromise pour la norme de Tchebytchev. 

 
2) Si y y< ~  alors toute solution efficace est solution compromise pour la norme de 
Tchebytchev  
 
Remarque:  
Dans le théorème précédent si nous enlevons la condition y y< ~  il n’est pas toujours vrai que 
toute solution efficace est une solution compromise pour la norme de Tchebytchev. 
 
Exemple:  

( ){ }Y y y R y y= ∈ + ≥ ≤ ≤1 2
2

1 2 1 1, /  ,  0 y1  ,  ( )y y= =~ ,0 0 . 

( )0 1,  est une solution proprement efficace au sens de BENSON, en effet cela veut dire que: 

( )( ) ( ) ( ){ }P Y R R+ − ∩ − =+ +
2 20 1 0 0, , . 

Nous  avons ( ){ }Y R Y y y R y+ = ∪ ∈ ≥ ≥+
2

1 2
2

1 1 0, /  et y2 . 

( )( ) ( ){ }P Y R y y R y y+ − = ∈ + ≥ ≥+
2

1 2
2

1 201 0 0, , /  et y1 . 

 
Cependant  ( )0 1,  n’est pas une solution compromise pour la norme de Tchebytchev sinon  

( )∃µ = > > + =µ µ µ µ µ µ1 2 1 20 0 1, /  ,   ,  2 1  et ( )0 1,  serait solution optimale de: 

(T)
{ }[ ]Min Max y y

y y

µ µ1 1 2 2

1 2 1 1

,

+ ≥ ≤ ≤





  et  0 y1

. Nous avons ( ) { }   µ µ µ µ⊗ = =
∞

01 0 11 2 2, . , .Max  

Si µ µ1 2<  :   ( ) ( ) { } ( )1 0 1 1 2, ∈ ⊗ = = < = ⊗
∞ ∞

Y et Max 1,0  ,  0.  0,12µ µ µ µ µ µ  ce 

qui contredit le fait que ( )0 1,  est solution optimale de (T). 

Si µ µ1 2≥  : en prenant α
µ
µ

= 2

1
, y1

1
2

1
1
2

= = −α α et y2  nous aurons µ µ µ1 1 2 2
1
2

y = <  

et µ µ α µ2 2 2 21
1
2

y = −





<  donc 

( ) { } y1µ µ µ µ⊗ = <
∞

, ,y Max y y2 1 1 2 2 2 ( )= ⊗
∞

 0,1µ  

donc ( )0 1,  n’est pas solution compromise pour la norme de Tchebytchev. 
 
Considérons les deux familles de normes:  

1)  y y yi
i

p

α α
= +∞

=
∑1

1
       ( )α ≥ 1    ,     y = y1,..., y p  

2)  y yα α= ∞ I  où  Iα  est une matrice carrée d’ordre p définie par ses éléments: 

( )
( )( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
I

p
p

p

jkα

α α
α α

α
α α

=

− − +
− − +

− +
≠










1 1 1
1 1 1

1 1

    si   j = k

-1
                             si  j k

. 
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Avec ces deux familles de normes nous pouvons complètement  caractériser les solutions 
proprement efficaces au sens de BENSON à l’aide de solutions compromises dans le cas où 
y y< ~  . Plus précisément nous avons: 
 
Théorème:[69]     
soit  Y R Y Rp p⊂ + +/   est fermé et   y y< ~  alors:  
y tion propr y

cédentes
0 0  est solu ement efficace 

au sens de Benson 
 est solution compromise

avec les deux normes pré
   





⇔




  

 
Remarque:    
Nous voyons que dans tous ces résultats de caractérisation d’une solution proprement efficace 
ou efficace à l’aide de la recherche de la meilleure approximation au point idéal, nous exigeons 
que  Y Rp+ +   soit fermé. Cependant j’affirme que cette condition est vérifiée si  Y Rp⊂ +   et  
Y  fermé. Nous avons: 
 
Lemme:   
Si  Y Rp⊂ +   et Y  est fermé alors  Y Rp+ +   est fermé  
 
Preuve:   
soit  ( )zn n≥0    une suite de  Y RP+ +   tel que  z zn →  . 

( )∀ ∈ ∃ ∈ ∃ ≥ = + ≥n N  Y  et  y dn n n n n n y   d   :  z   . yn0 0   est nécessairement une suite 

bornée car comme ( )0 0≤ ≤ ≥ ∀ ∈y z n N n n n car d  alors y zn n≤  où .  est la norme 

euclidienne et comme ( )zn n≥0  converge, donc c’est une suite bornée  

( )⇒ ∃ > ∀ ≥ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≥ c    où  0 0 0: n z c d' y z c yn n n n n  bornée. 

( )yn n  étant bornée admet une sous suite convergente : y yn kk →∞
 →   soit d z y= − , 

comme  y zn nk k
≤ ∀ k  alors en passant à la limite nous aurons y z≤   d’où d ≥ 0   

d z y z y dn n n kk k k
= −  → − = ≥

→∞
0   et comme Y est fermé donc y Y∈  d’où  

z y d  Y R p= + ∈ + +      C.Q.F.D.  
  
3)  Caractérisation par résolution d’un problème d’optimisation avec contrainte 
supplémentaire paramétrique [69] 

Soit le problème   ( )
( ) ( ) ( )( )

P
Min  f f x f x

x X R

p

n

x =

∈ ⊂







1 ,...,
 

 
à l’aide de ce problème nous définissons le problème à kième objectif avec contrainte, comme 
étant le problème d’optimisation scalaire suivant: 

( )
( )

( )
P

Min f x

f x i p  k  , Xk
k

i i 

ε
ε≤ ≤ ≤ ≠ ∈



 ,     i   x1 ,

   où   ( )ε ε ε ε= ∈1 2 ,   ,  ... ,   p R p  
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Il existe un lien entre la recherche des optimums de PARETO pour le problème (P) et la 
résolution du problème à kième objectif avec contrainte. 
_ 
Théorème:[69] 
x  est optimum de PARETO de (P) si et seulement sixest solution optimale de 

( ) ( )Pk ε ε ou = f x  et ceci { }∀ ∈ k 1, ...., p . 
 
L’inconvénient de ce théorème est de résoudre p problèmes à kième objectif avec contrainte et 
deuxièmement il faut connaître le vecteur ε donc x  aussi (l’optimum de PARETO). 
Nous pouvons dans certains cas ne pas résoudre les p problèmes à kième objectif avec 
contrainte grâce au résultat suivant: 
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Théorème:[69] 
Si xest l’unique solution optimale de ( )Pk ε pour un certain { } ( )k p∈ 1,...,  et = f x  ε alors x   
est un optimum de PARETO du  problème (P). 
   
Toute solution proprement efficace au sens de BENSON avec D R p= + est nécessairement un 
optimum de PARETO. En effet si yest proprement efficace au sens de BENSON alors: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }Y y R Y R y R P Y R y Rp p p P p− ∩ − ⊂ + − ∩ ⊂ + − ∩ − =+ + + + + 0 et comme 

0 ( ) ( ) ( ) ( ) { }∈ − ∩ − ∩ =+ +Y y R Rp p  donc  Y - y 0 d’où yest solution efficace avec D R p= +  

donc c’est un optimum de PARETO. La réciproque en général n’est pas vraie   
 
Exemple: 

( ){ } ( ){ } ( ){ }Y y y R y y y y R y y y R y= ∈ + ≥ ∪ ∈ ≥ ∪ ∈ ≥1 2
2

1 2 1 2
2

1 1 2
2

20 1 1, / , / , /  

( )~ ,y = 0 0 est un optimum de PARETO car ( ) ( ) ( ) ( ){ }Y y R Y R− ∩ − = ∩ − =+ +
~ ,2 2 0 0 . 

Cependant ~y  n’est pas une solution proprement efficace au sens de BENSON: En effet 

Y R Y+ =+
2  puisque si ( )y y y Y R y y d= ∈ + ⇒ = ++1 2

2,  où ( )y y y Y= ∈1 2,  et 

( )d d d R= ∈ +1 2
2, . Nous avons ( )y y d y d= + +1 1 2 2, . 

Si ( ) ( )y y y d y d y y y Y1 2 1 1 2 2 1 20 0+ ≥ ⇒ + + + ≥ + ≥ ⇒ ∈ . 
Si y y d y y Y1 1 1 11 1≥ ⇒ + ≥ ≥ ⇒ ∈ . 

Si y y d y y Y2 2 2 21 1≥ ⇒ + ≥ ≥ ⇒ ∈     d’où Y R Y+ ⊂+
2 et comme Y R Y+ ⊃+

2 alors  

Y R Y+ =+
2 .  

Le cône saillant de ( ) ( ) { }Y R y Y R y P Y y y Y et + − + − = = ∈ ≥+ +
2 2~ ~ / est P 0α α  

et ( ) ( ){ }P Y y y R y= ∈ ≥ ≥1 2
2

1 20 0, /  ou y . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }− ∈ ∩ − ⇒ ∩ − ≠+ +1 0 0 02 2  , ,P Y R P Y R donc ~y  n’est pas proprement efficace 

au sens de BENSON. 
 

Montrons que ( ) ( ){ } ( ){ }P Y y y R y= ∈ > > ∪1 2
2

1 0 0 0 0, / , ou y2 . Soit ( )y y R1 2
2, ∈ : 

Si ( ) ( ) ( ) ( )y y y y y Y P Y y y P Y1 1 2 1 2 1 20 0 0> ≥ ⇒ + > ⇒ ∈ ⊂ ⇒ ∈ et y 2 , , . 
Si y1 0 0> < et y  en prenant = y2 1α  nous aurons 

1 2

1
,
y
y

Y








 ∈ et ( ) α 1 2

1
1 2, ,

y
y

y y








 = ( ) ( )⇒ ∈y y P Y1 2, . 

Si ( ) ( ) ( ) ( )y y y y y Y P Y y y P Y2 1 2 1 2 1 20 0 0> ≥ ⇒ + > ⇒ ∈ ⊂ ⇒ ∈ et y1 , , . 
Siy0 0 0> < et y  en prenant = y1 2α , 

y
y

Y1

2
1,









 ∈ et ( ) α

y
y

y y1

2
1 21, ,









 = ( ) ( )⇒ ∈y y P Y1 2,  

Donc nous avons montré que ( ){ } ( )y y R y P Y1 2
2

1 0 0, /∈ > > ⊂ ou y2 ........ (1) 
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Réciproquement si ( ) ( ) ( )y y P Y y Y
y y
y y1 2 2

1 1

2 2
0, ~ , ~ /

~
~∈ ⇒ ∃α ≥ ∈

=
=





 et y1
α
α

 

Si ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }α = = ∈ ∈ > > ∪0 0 0 0 0 0 02 1 2
2

1    y  ou y1 2, , , / ,y y y R y . 

Si 
α α α

α α
> ≥ ⇒ ≥ > ⇒ >

≥ ⇒ ≥ > ⇒ >
+ ≥

0 1 0 0
1 0 0

0

1 1

2 2

2

    si y
           si y
           si y  on a deux cas :

1

2

1

~ ~
~ ~
~ ~

y y
y y

y
 

           

si( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }~ , ~ , , , , / ,y y y y y y R y1 2 1 2 1 2
2

10 0 0 0 0 0 0 0= ⇒ = ∈ ∈ > > ∪ ou y2    

si ( ) ( )~ , ~ ,

~

~
y y

y
ou
y

1 2

1

2

0 0
0

0
≠ ⇒

>

>









car sinon 

~

~

y
et
y

1

2

0

0

≤

≤









alors ~ ~y y1 2 0+ < : impossible. 

      Donc si ~ ~y y y1 1 10 0> ⇒ = >α    et si ~ ~y y y2 2 20 0> ⇒ = >α   
 

Donc   ( ) ( ){ } ( ){ }P Y y y R y⊂ ∈ > > ∪1 2
2

1 20 0 0 0, / , .  ou  y ............. (2) 

(1) et (2) ( ) ( ){ } ( ){ }⇒ = ∈ > > ∪P Y y y R y1 2
2

1 20 0 0 0, / , .  ou  y  

 
 
Cependant BENSON et MORIN ont montré que tout optimum de PARETO est solution 
proprement efficace à condition que les problèmes du kième objectif avec contrainte soit stable. 
Plus précisément: 
       
Définition:   (Fonction de perturbation)  
La fonction de perturbation [ ]w R Rk

p: ,− → = −∞ +∞1 associée au problème ( )Pk ε  
est définie par:  

( ) ( ) ( ){ }w u Inf f x x uk k i i i= − ≤ ∈ :  f   ,   i = 1,..., k -1,k +1,...;p   ,  x X ε  

où    ( )u u u u u u Rk k p
p= ∈− +
−

1 2 1 1
1, ,..., , ,...,  

 
Définition:   (Stabilité) 

  ( )Pk ε  est dit stable si ( )wk 0 est fini et ∃ ∀ ≠  M > 0  :   u 0     
( ) ( )w w u

u
Mk k0 −

≤  .  

Autrement dit la stabilité implique que si nous perturbons les seconds membres des contraintes 
du problème de kième objectif avec contraintes, alors la valeur de la fonction à l’optimum ne 
présentera pas une grande perturbation. Ceci est d’autant plus utile en pratique car en réalité 
nous ne connaissons pas avec exactitude la valeur du second membre. 
 
Théorème:[69]   
Si  f1 2 ,  f  , ...,  fp  sont convexes sur un convexe non vide X et que x  est un optimum de 

PARETO du problème 
( ) ( ) ( )( )Min  f f x f x

x X
px =

∈






1 ,...,
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alors : x  est solution proprement efficace au sens de BENSON si et seulement si 

( ) ( )( ) ( ) { }( )i e  P R f x Rp p. f X + − ∩ − =+ + 0 , { } ( )∀ ∈  k  ,...,  p  ,   Pk1 ε  est stable où 

( )ε = f x . 
 
En pratique il n’est pas toujours facile de vérifier la stabilité des problème ( )Pk ε . Cependant si 
nous exigeons que certaines conditions dites contraintes de qualification soient satisfaites, alors 
la stabilité sera prouvée. Pour plus de détails voir : GEOFFRION  [17*] 
 
Nous pouvons caractériser une solution proprement efficace en résolvant un problème 
d’optimisation scalaire bien spécial: En effet nous avons  le résultat: 
 
Lemme:   
Si f f fp1 2, ,...,  sont convexes sur un convexe X alors x  est solution proprement efficace au 

sens de BENSON si et seulement si { } ( )∀ ∈ ∃µ − +k p k k p1 1 1,..., ,..., , ,..., , = 1µ µ µ µ  

µ ∈ +
−R p 1  tel que x  soit solution optimale de 

( ) ( )Min f x f x

x X

i i
i k

k +

∈






≠
∑µ

. 

En fait ce lemme découle des deux premiers théorèmes du paragraphe 1. 
 
Dans l’exemple précédent nous avions une solution efficace qui n’était pas proprement efficace 
au sens de BENSON. En fait nous ne pouvons pas dire que cela a eu lieu car le problème du 
kième objectif avec contrainte n’étant pas stable puisque Y n’étant pas un ensemble convexe et 
donc le théorème précédent n’est pas applicable. 
 
A présent donnons un exemple où Y est convexe avec une solution efficace non proprement 
efficace au sens de BENSON: 
 
Exemple:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )( )Min f y f y

y Y
1 2,

∈






où ( )y y y= 1 2,   et ( ) ( )f y y y y1 1 2= =  ,     f2  

( ){ }Y y y R y y= ∈ ≥ ≤1 2
2

2 1
2 0, /   ,   y1 ,  Y est convexe  

Si D R= +
2  , ( )y = 0 0,  est une solution efficace car ( ) ( ) ( ){ }Y y R− ∩ − =+

2 0 0, . 

 

y2 

y1 
O 

Y 
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Nous vérifions aisément que Y R Y R+ = ∪+ +
2 2 et que 

( ) ( ){ }P Y R y y y R y+ − = ∈ ≥+
2

1 2
2

2 0, / . 

( ) ( ) ( ){ } ( ){ }P Y R y R y y R y+ − ∩ − = ∈ ≤ = ≠+ +
2 2

1 2
2

1 0 0 0 0, / , et y2 donc ( )y = 0 0,  

n’est pas une solution proprement efficace au sens de BENSON. Cela est du au fait que l’un 
des problèmes à kième objectif avec contrainte n’est pas stable. Vérifions-le: 

( ) ( ) ( ){ }u u u u Inf y u y Y= = ≤ ∈1 2 1 2 2 2, / , ,  w   y  ,  y1 1  ( ) ( )ε = =f 0 0 0 0, ,  

( )( ) ( )w u
u1

2
0 0 0

0

0
, = =

+∞ <

− ≥






 ,  w

  si  u

  si u1
2

2
.  

Si u2 0 0> = et u1  alors : 

  
( ) ( )w w u

u
u

u u

u
u u u

1 1 2

1
2

2
2

2

2 2
0

0 1
2

−
=

+
= =  → +∞→

 

donc il n’existe pas M > 0 : ∀ ≠  u 0   
( ) ( )w w u

u
M1 10 −

≤ . 

 
4) Méthode de « scalarisation » généralisée:[17] 
 
Définition:   
Soit K un cône convexe fermé de Rn . Nous appelons représentant de K, toute fonction 

convexe positivement homogène m R Rn: →  tel que ( ){ }K y R m yn= ∈ ≤/ 0 . 

 
Exemple:  
Si K Rn= − +  alors un représentant de K est: 
  ( ) { } ( )m y Max y y

i n
i n=

≤ ≤1
 ,  y = y1,..., . 

 
En général un cône convexe fermé possède plusieurs représentants et parmi ces représentants 
nous avons la fonction distance  ( ) { }d y Inf y xK = − ∈ ,   x K qui joue un rôle important 

dans la caractérisation des solutions proprement efficaces à l’aide d’une scalarisation 
généralisée. 
 
Définition: 
Soit m un représentant de K.   Nous appelons un (K,m) système de scalarisation toute famille 
d’application { }φ t  ,   t > 0 à valeurs réelles définie sur R n  vérifiant les propriétés suivantes. 

 
Propriété 1:  
Pour chaque  t > 0    tφ est croissante par rapport à l’ordre partiel induit dans K. C’est à dire 

si  ( ) ( )x y  x Y
K

t t≤ ⇒ ≤ φ φ   où  x
K
≤ ⇔ ∈



y   x - y K  

 
Propriété 2:  
∀ ∈ y Rn \ K ,  ∀ > t 0  : ( ) ( ) ( )φ φt

t
y m y≥ =

→ +
  et  lim t

0
0 0  
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Propriété 3:  

( ) ( )∀ ∈  →
→ +  y  , 'tR y m yn

t
φ 0

0
,  où  ( ) ( ) ( )

φ
φ λ φ

λλ
' , limt

t ty
y

0
0 0

0
=

+ −
> →

 

 
Si  K est un cône convexe fermé pointé,  nous pouvons construire un (K,m) système de 
scalarisation de la manière suivante : { }∃ ∈ ∀ ∈ <  e R   y K - 0   e,yn / 0 . En effet d’après la 

proposition du paragraphe 1 comme K K=  est pointé donc K est aigu et cela veut dire  
{ }∃ ∀ ∈ − >≠  x   y K 0 , x*,y* /0 0  et en prenant  e x= − *  nous aurons 

{ }∀ ∈ − = − = − <  y   K e y x y x y0 0, *, *,  . 
 
Soit f une fonction numérique positive croissante convexe sur R. Par exemple ( )f x e x= . 

Nous posons   ( ) ( ) ( )φ t y m y t  f e y= + , . Vérifions que { }φ t  ,    t > 0  et un (k,m) système 

de scalarisation. 
  
 1) ∀  t > 0     φ t  est convexe comme combinaison linéaire à coefficients positifs de fonctions 

convexes. En effet  m est convexe et  ( ) ( )h y f e y= ,  aussi car:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h y f e y z f e y z

e z

e y f e z y

= = + −

+ −

≤ + − = + −

, , ,

,

, ,

    h y + 1-

                                                  = f e,y

                                                   f  h  h z  .

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

1

1

1 1

  

 
Si  y z

K
≤    i.e  ( ) ( ) ( )∃ ∈ = + +  p K  :   y = z + p  :   e, z + ptφ y m z p t f  

 Si   p = 0 et y = z  alors ( ) ( )φ φt ty z=    

( ) ( ) ( )φ t y m z p t f e p= + + +e,z ,   comme m et convexe positivement homogène alors 

( ) ( ) ( )m z p m z m p+ ≤ +   , ( ) ( )en effet  :   m z + p = +





m z p2
1
2

                 

      

( ) ( ) ( ) ( )= +





≤ +





= +2
1
2

1
2

2
1
2

1
2

 m z p m z m p m z m p  

{ }e p e z e p e z, , , ,< ∈ ⇒ + <0  car  p K - 0    et comme f est croissante   

( ) ( )f e z e p f e z, , ,+ ≤    d’où    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )φ φt ty m z m p t f e z m z t f e z z≤ + + ≤ + =
≤0

, ,    donc φ t  est croissante sur 

Rn  par rapport à l’ordre induit sur K donc φ t  vérifie la  
propriété 1 
 

2)  Si  ( ) ( ) ( ) ( )y R K : y m y t f e y m yn
t∈ = + ≥

> ≥

\ ,  φ
0 0
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

φ t

t

m t f

t f m

0 0

0 0
0

= +

+  →
>
→

e,0

       = m 0  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
m m m m m m

K   (car K
m

0 0 0 0 0 2 0 0 0

0 0
0 0

= + ≤ + = ⇒ ≥

∈ ≤













⇒ =
 cone fermé ) d'où  m 0

        ou bien 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]m m m m m m0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0= = ⇒ − = ⇒ =.   donc la propriété 2 est vérifiée  

 

3)  Soit  ( ) ( ) ( )
y R y

yn t t∈ =
−

> →
 ,     ' tφ

φ λ φ
λλ

0
0

0
, lim  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

φ λ φ λ λ

λ λ

φ λ φ
λ λ

λ

t t

t t

y m y t f m t f

t f e y t f

y
m y

t
f e y f

− = + − −

+ −

−
= + −

0 0

0

0
0

e, y 0

                     =  m y ,

,

 

Nous avons un résultat:  
 
Proposition:[76]  
si f est convexe propre et si  ( )x dom f∈ int  alors ( )f x d' ,  existe et est fini  ∀ ∈ d R n . 

(dom f :  domaine effectif de  ( ){ })f x R f xn= ∈ < +∞/  

( ) ( ) ( )
f x d

f x d f x
' , lim=

+ −







> →λ

λ
λ0

( int(domf): intérieur de domf) 

 
Dans notre cas nous avons une fonction numérique convexe d’une seule variable qui est 

( ) ( )g f e yλ λ= ,  qui est propre et dom  f R=  donc  0 ∈
•
R  donc d’après la proposition 

précédente 
( ) ( )

∃
−

= ∈> →
 l / lim

,

λ

λ

λ0

0f e y f
l R    

donc  
( ) ( ) ( )lim

λ

φ λ φ
λ> →

−
= +

0

0t ty
m y t l  

                                                                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 par suite ( ) ( ) ( )φ' ,t y m y t l m y0
0

= +  →
 →t

>
  et la propriété 3 est vérifiée. 

 
Conclusion:  
Si K est un cône convexe fermé pointé alors { }φ t  ,    t > 0 est un (K,m) système de 

scalarisation où m est un représentant de K et ( ) ( ) ( )φ t y m y t  f e y= + , où 

{ }∀ ∈ − <y K 0 0 ,  e, y  et f: convexe croissante positive. 
 
A présent donnons une caractérisation des solutions proprement efficaces à l’aide d’un (K,m) 
système de scalarisation: 
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Théorème:[17]  
K étant un cône convexe fermé pointé soit { }φ t  ,    t > 0 un (K,m) système de scalarisation . 
y Y* ∈ est une solution proprement efficace au sens de BENSON si et seulement si y* est 

solution optimale de ( )Min u y
y Y∈

− ' tφ 0,  pour un certain u R n∈  et t> 0 . 

 
Définition:  
Nous disons que le (K,m) système de scalarisation  est fort si ∀ ∈ −y R Kn , ( ) ( )m y d yK≥ . 
 
Théorème:[17]  
K étant un cône convexe fermé pointé soit { }φ t  ,    t > 0 un (K,m) système de scalarisation. 

a) Si y* ∈Y  est solution optimale de ( )Min u y
y Y∈

− tφ  pour un certain u R n∈  et t> 0 . 

alors y* est une solution proprement efficace au sens de BORWEIN. 
 
b) Supposons que le système de scalarisation est fort, alors la condition précédente est 
nécessaire et suffisante pour que y* soit une solution proprement efficace au sens de 
BORWEIN. 
 
 
 
IV. 3) Conditions d’optimalité d’un problème de programmation 
multiobjectif différentiable  
 
Jusqu’à présent nous avons donné des conditions d’optimalité d’un problème d’optimisation 
multiobjectif essentiellement à l’aide des techniques de scalarisation. En programmation 

mathématique classique c’est à dire pour le problème 

( )
( )
( )

Min f

g x

x
i

x

     1 i m

h      1 j pj

≤ ≤ ≤

= ≤ ≤









0

0

 ,  f R Rn: →  

nous savons que sous certaines hypothèses de qualifications de contraintes toute solution 
optimale vérifie les conditions de KUHN-TUCKER bien connues. 
 
Dans ce paragraphe nous nous proposons de donner les relations de KUHN-TUCKER pour 
un problème d’optimisation multiobjectif. Considérons le problème suivant: [71] 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
( )

VP

Minimiser f x f x f x

g x

h x

x X

mf x =

≤

=

∈













1 2

0

0

, ,...,

où X R n⊂ est un ouvert,  

f X Ri : → , 1 ≤ ≤i m  , g X Rp: → → ,  h:X Rq . 

Nous supposerons que toutes les fonctions ainsi définies sont différentiables sur l’ouvert X. 
 
Définition:  
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Soit Y⊂ R l . Le vecteur q R l∈ est appelé vecteur de convergence pour Y au point  
y° ∈Y  s’il existe une suite ( )y k k N∈ dans Y et une suite numérique ( )α k k N∈ de nombres réels 

strictement positifs tel que : lim
k

k k
k

k
y y

y y
q

→∞ →∞ →∞
= ° =

− °
= ,  lim  et lim

k k
α

α
0 . 

 
Soient ( ) ( ){ }X x X g x° = ∈ ≤ =/ 0 0 ,  h x  et ( )C X x° °,  l’ensemble de tous les vecteurs de 

convergence pou X° au point x X°∈ ° . 

Soit: ( ) ( ){ }D d R g x d h x dn T
i= ∈ ∇ ° ≤ ∇ ° = ∈/ . .0 0 et  ,  i IT où 

{ } ( ){ }I i p g xi= ∈ ° =1 0,..., / . 

 
Définition de contrainte de qualification:  
Nous disons que les fonctions g et h satisfont aux contraintes de qualification au point x°  
si ( )D C X x⊂ ° °, . 
 
Remarque:  
C(X°,x°) n’est rien d’autre que le cône tangent à X° au point x°. 
 
Nous avons la condition nécessaire d’optimalité du problème (VP) qui s’énonce: 
 
Théorème:[71]   
Supposons que : 
(i) f,g,h sont différentiables en x° ∈ °X  
(ii) x° est un minimum de PARETO pour le problème (VP) 
(iii) g et h satisfont aux contraintes de qualification au point x° 
alors il existe u Rm°∈ °≠ °∈ °∈+  ,  u 0 ,  v R  ,  w R+

p q  tel que: 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

∇ ° °+∇ ° °+∇ ° °=

° °=

° ≤

° =














T T T

T

f x u g x v h x w

v

. . . 0

0

0

0

       (1)

g x                (2)

g x                        (3)

h x                        (4)

 

Remarque:  
Le théorème précédent est valable où la condition (iii) est remplacée par: 

( ){ } ( )D d R h x d C X xh
n T= ∈ ∇ ° = ⊂ ° °/ . ,0 . 

 
A présent passons aux conditions suffisantes d’optimalité. Ces conditions sont analogues à 
celles du problème classique de programmation mathématique. 
 
Théorème:[71]   
Supposons que: 
(i) f,g,h sont différentiables en x° ∈ °X  
(ii) f,h, ∀ ∈i I ,g i sont convexes au point x° où { } ( ){ }I i p g xi= ∈ ° =1 0,..., /  
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(iii) ∃ °> °∈ °≥ °∈ °≥ °∈u v v R w w RI q0 0 0 ,  u R m , , , ,  tel que: 
      
a) ( ) ( ) ( )∇ ° °+∇ ° °+∇ ° °=T T

I
Tf x u g x v h x w. . . 0  où ( )g gI i i I= ∈  

       
b) ( )g x° ≤ 0  
      
c)  h(x°) = 0 
 
alors x° est un minimum de PARETO de f sur X°. 
 
Dans ce théorème nous pouvons remplacer la condition de convexité de f, g I et h par une 
condition moins forte de pseudo-convexité. 
 
Définition:   
Soit φ:R Rn →  une fonction différentiable sur Rn.  
Nous disons que φ est pseudo-convexe au point x* si nous avons: 

( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ ∇ − ≥ ⇒ ≥y R x y x y xn T: * . * *φ φ φ0 . 
 
Théorème:[71]  
Supposons que: 
(i) f , g I , h sont différentiables au point x° , où ( )g gI i i I= ∈  

(ii) ∃ °> °∈ °≥ °∈ °∈u v v R w RI q0 0 ,  u R m , , ,  tel que: 
      

a) ( ) ( ) ( ) ( )( )x x f x u g x v h x wT T T
I

T− ° ∇ ° °+∇ ° °+∇ ° ° ≥. . . . 0  

      
b) ( )g x° ≤ 0  
      
c)  h(x°) = 0 

(iii) ( ) ( ) ( )u f v g w hT T
I

T° + ° + °  est pseudo-convexe au point x°  
alors x° est un minimum de PARETO de f sur X°. 
 
Nous pouvons aussi remplacer la condition de pseudo-convexité d’une combinaison linéaire de 
f, g I , h par une pseudo-convexité d’une combinaison de f, g I  et h séparément. 
 
Théorème:[71]  
Supposons que: 
(i) f, g I , h sont différentiables au point x° , où ( )g gI i i I= ∈  

(ii) ∃ °> °∈ °≥ °∈ °∈u v v R w Rp q0 0 ,  u R m , , ,  tel que:     

a) u fi i
i

m
0

1=
∑  est pseudo-convexe en x°  
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b) v gi i
i I

0

∈
∑  est quasi-convexe en x°  

      

c) w hi i
i

q
0

1=
∑  est quasi-convexe en x°  

      

d) ∀ ∈ °x X  ( ) ( ) ( ) ( )∇








 + ∇











 + ∇

























− ° ≥∑ ∑ ∑
≤ ≤ ≤ ≤

u f x v g x w h x x xi i
i

i i
i p

i i
i q

T

0 0 0 0

1

0 0

1

0  

     
e) v°g(x°) = 0 
      
f) g(x°)≤ 0  
      
h) h(x°) = 0 
 
alors x° est un minimum de PARETO de f sur X°. 
 
Il existe aussi des conditions de KUHN-TUCKER pour une catégorie de solutions proprement 
efficace: Solutions proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER.  
Historiquement c’est cette solution proprement efficace qui fût définie avant toutes les autres. 
 
Soit le problème: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
( )

( )

P

Minimiser f x f x f x

g x

g x

g x

x R

p

m

n'

, ,....,f x =

≤

≤

•
•
•

≤



















∈

1 2

1

2

0

0

0

 

où { } { }∀ ∈ ∀ ∈i p1,...,  et j 1,...,m , fi  et g j  sont supposés continûment différentiables sur 

Rn . 
 
Définition: (solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER) [69] 
x° est dit solution proprement efficace au sens de KUHN-TUKER si x° est un minimum de 
PARETO de (P’) et il n’existe pas de h R n∈  tel que ∀ ≤ ≤i ,  1 i p  ( )∇ ° ≤f x hi , 0  et 

( )∇ ° <f x hk , 0  pour un certain k et ( ) ( ){ } ( )∀ ∈ ° = ° = ∇ ° ≤j J x j g x x hj/ ,0 0 ,    g j . 

 

Exemple: 

( ) ( )Min f x , x

x
x R

x  x2= − −

− ≤
∈










2

0  
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x0  est minimum de PARETO s’il n’existe pas ( ) ( )x f x≥ <0 0 tel que f x . 

( ) ( )f x f x
x x

x x x x
< ⇔

− ≤ −

− ≤ −






0

0
2

0
2

02 2
avec une au moins de ces 2 inégalités est stricte. 

           ⇔
≥

− − + ≤







x x

x x x x
0

2
0
2

02 2 0
 

           ( )( ) ( )⇔
≥

− + − − ≤




x x

x x x x x x
0

0 0 02 0
 ( )( )⇔

≥

− + − ≤




x x

x x x x
0

0 0 2 0
 

            ⇔
≥
+ ≤





⇔
≤
≤ −





x x
x x

x x
x x

0

0

0

02 2
⇔ ≤ ≤ −x x x0 02  

ce qui implique que x x0 02< −  c’est à dire x0 1<  . 
Donc si x0 1≥  alors x0  est un minimum de PARETO. 
 
Voyons si x0 1=  est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER: 

( )∇ = − < ∀ >f x h h1 0 0,  ,  h 0   et  ( ) ( )∀ ∈ ∇ = − =h R x h x hf2 0 02 2 0, .   

et ( )∇ = − < ∀ >g x h h1 0 0 0,   h , donc x0 1=  n’est pas proprement efficace au sens de  

KUHN-TICKER. 

Si 
( )
( ) ( )

x
f x h h

f x h x h
0

1 0

2 0 0
1

0

2 2 0
> ⇒

∇ = − ≤ ∀ ≥

∇ = − ≤ ∀ ≤







,

, .

   h 0

    h 0
donc dans ce cas x0  est une solution 

proprement efficace au sens de KUHN-TICKER. 
 
Définition:(Solution proprement efficace  au sens de GEOFFRION) 
Soit le problème : ( )Min f x f x f x f x x Xp( ) ( ), ( ),..., ( )= ∈1 2 avec D R p= + . 

Nous disons que x0 est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION si c’est une 
solution efficace et il existe un réel M > 0  tel que pour chaque i et pour chaque x X∈  
satisfaisant à: 

f x f xi i( ) ( )< 0 , il existe au moins un j tel que f x f xj j( ) ( )0 < et 
f x f x

f x f x
Mi i

j j

( ) ( )

( ) ( )

0

0
−

−
≤ . 

 
Théorème:[69] 
Une solution est proprement efficace au sens de GEOFFRION si seulement si c'est une 
solution proprement efficace au sens de BENSON avec pRD += . 
 
Sous certains hypothèses de convexité toute solution proprement efficace au sens de  
KUHN-TUCKER est proprement efficace au sens de GEOFFRION: 
 
Théorème:[69]  
Si { } { }∀ ∈ ∀ ∈i p1,...,  et j 1,...,m fi  et g j  sont convexes, alors toute solution proprement 

efficace au sens de KUHN-TUCKER est proprement efficace au sens de GEOFFRION. 
Sans les hypothèses de convexité, le théorème précédent n’est pas toujours vrai: 
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Exemple: ( )Min x

x

−

− ≤







2

0

 ,  x3

 

si ( ) ( )x x x x≥ ⇒ − /< ⇒ =0 0 0 02 3
0, ,  est un minimum de PARETO. 

Nous remarquons que la fonction ( )f x x1
2= −  est non convexe. Ici ( )f x x2

3=  et par  
 
Suite ( )∀ ∈ ∇ = − =h R  x h x hf1 0 02 0, .  et ( )∇ = =f x h x h2 0 0

23 0, . , ( ) { }J x0 1= , 

( )g x x1 = −  

( )∇ = − ≤ ∀ ≥g x h h1 0 0,    h 0  donc il n’existe pas 
( )
( )

h R
f x h

f x h
∈

∇ ≤

∇ ≤






/

,

,

1 0

2 0

0

0
avec une au 

moins de ces inégalités stricte, donc x0 0=  est une solution proprement efficace au sens de  
KUHN-TUCKER. 
Si ( ) ( ) ( )x x f x x x f x> ⇒ − < = = > =0 0 02

1 0
3

2 0  et  f2  

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
f x f x

x

x x x
1 0 1

2 2 0

2

3 0
1−

−
= =  → +∞→ +  donc x0 0=  n’est pas une solution proprement 

efficace au sens de GEOFFRION. 
 
D’autre part la réciproque du théorème précédent est vraie moyennant une qualification de 
contraintes. 
 
Définition:Contrainte de qualification de KUHN-TUCKER  
Nous disons que (P’) satisfait aux contraintes de qualification au sens de KUHN-TUCKER au 
point x° (solution réalisable de P’) si tout vecteur h satisfaisant à 

( ) ( ){ }∀ ∈ = =j J x j g xj
0 0 0/  

( )∇ ≤g x hj
0 0,  est tangent à un arc différentiable contenu localement dans le domaine des 

solutions réalisables. En d’autres termes il existe t > 0  et une fonction vectorielle 

[ ]θ :  0, t → Rn  tel que: 

1) θ  est différentiable en t = 0 
2) ( )θ 0 0= x  

3) [ ] ( )( )∀ ∈ ≤t t0 0,   g tθ  où  ( ) ( ) ( )( )g x g x g xm= 1 ,....,  

4) ( )∃α > =0 0/
d
dt

h
θ

α . 

 
Théorème:[69]   
Si le problème (P’) satisfait aux contraintes de qualification au sens de KUHN-TUCKER au 
point x° et si x° est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION, alors x° est 
solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER. 
 
Dans ce théorème nous remarquons qu’il n’y a pas d’hypothèses de convexité, mais si nous 
supprimons la condition sur les contraintes de qualification alors le théorème précédent ne sera 
pas toujours vrai comme le montre l’exemple suivant: 
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Exemple:  

 
( )

( )

Min x x x x

x
x

x x

− − + − − +

− ≤
− ≤

− + ≤













3 2 3 3 1

0
0

1 0

1 2 1 2

1

2

1
3

2

 ,  

ici  

( ) ( ) ( )( )f x f x f x= 1 2,  où 
( )
( )

f x x x

f x x x
1 1 2

2 1 2

3 2 3

3 1

= − − +

= − − +
 

et ( )g x x1 1= −   ,  ( )g x x2 2= −  ,  ( ) ( )g x x x3 1
3

21= − + . ( )x°= 10,  est un minimum de 
PARETO car: 

( ) ( ) ( )f x f x
x x

x x
x x

x x
≤ ° = ⇔

− − + ≤
− − + ≤





⇔
+ ≥

+ ≥




0 0
3 2 3 0

3 1 0
3 2 3

3 1
1 2

1 2

1 2

1 2
, . 

Soit ( ) ( ){ }X x x R x x= ∈ ≥ ≥ − + ≤1 2
2

1
3

20 0 1 0, /  ,  x  ,  x2 1 alors nous pouvons vérifier 

graphiquement que ( ) ( ){ } ( ){ }x R f x f x X∈ ≤ ° ∩ =2 1 0/ , donc il n’existe pas 

( ) ( )x X f x f x∈ < °/ : ce qui veut dire que ( )x°= 10,  est un minimum de PARETO. 

Montrons analytiquement que ( ) ( ){ } ( ){ }x R f x f x X∈ ≤ ° ∩ =2 1 0/ , : 

Si ( ) ( )x x x X x x x x= ∈ ⇒ + ≤ − −1 2 1 2 1 1
33 2 3 2 1,  et de plus: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]3 2 1 3 3 1 2 1 1 3 2 11 1
3

1 1
3

1 1
2x x x x x x− − − = − − − = − − − nous avons aussi: 

( ) ( )x x x x1
3

2 1
3

11 0 1 0 1 0− ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤  et d’autre part: 

( ) ( )3 2 1 0 1
3
2

1
3
21

2
1

2
1− − ≥ ⇔ − ≤ ⇔ − ≤x x x  car x1 1 0− ≤  

            ⇔ ≥ −x1 1
3
2

qui est vrai car x1 0≥ et 1
3
2

0− <  

donc ( ) ( ) ( )[ ]3 2 1 3 1 3 2 1 0 11 1
3

1 1
2x x x x− − − = − − − < ≠ si de plus x1 . 

Ce qui veut dire que 3 2 31 2x x+ <  pour x1 1≠ donc ( ) ( ){ }x x R f x f x∉ ∈ ≤ °2 / . 

( )x°= 10,  est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION en effet: 

( ) ( )f x f x1 2 0° = ° =  . Si ( ) ( ) ( ) ( )f x f x x f x1 1 2< ° > ° et f2  ce cas ne peut pas avoir lieu car si  
x X∈  nous avons vu précédemment que 3 2 31 2x x+ ≤  donc ( ) ( )f x f x1 1≥ ° : contradiction. 
Donc le seul cas que nous pouvons avoir est: ( ) ( ) ( ) ( )x X , x f x x f x∈ < ° > ° f  et f2 12 1  et par 
suite: 

( ) ( )
( ) ( )

f
f
2

1

x f x
x f x

x x
x x

° −
− °

=
+ −

− −
2

1

1 2

1 2

3 1
3 3 2

 .  

Soit ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }S x X f x f x x f x x= ∈ ≤ ° ≥ ° − °/ 2 2 1 et f1  
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alors ( ) ( ){ }S x x R x x x= ∈ ≥ ≥ − + ≤ + ≥ <1 2
2

1
3

2 20 0 1 0 3 1 1, /  ,  x  , x  ,  x  ,  x2 1 1 1 . 

La fonction ( )x x
x x

x x1 2
1 2

1 2

3 1
3 3 2

, →
+ −

− −
 est continue sur le compact S donc elle y est bornée 

d’où ( )∃ > ∀ ∈
+ −

− −
≤M x x S ,

x x
x x

M0
3 1

3 3 21 2
1 2

1 2
/ ,   ce qui prouve que ( )x°= 10,  est une 

solution proprement efficace au sens de GEOFFRION.  
 
Voyons si x° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER: 

( ) { }

( )
( )
( )
( )

I x

x h

x h

x h

x h

h h
h h
h
h

h
h

° =

∇ ° ≤

∇ ° ≤

∇ ° ≤

∇ ° ≤














⇔

+ ≥
+ ≥
≥
≤











⇔
≥
=





2 3

0

0

0

0

3 2 0
3 0
0
0

0
0

1 2

1 2

2

2

1

2
,

,

,

,

,

 ,  

f

f

g

g

1

2

2

3

 

donc tout vecteur h
h

=








1

0
où h1 0>  vérifie: 

( ) ( ) ( ) ( )∇ ° < ∇ ° < ∇ ° ≤ ∇ ° ≤f x h f x h g x h g x h1 2 2 30 0 0 0, , , , ,   ,   ,   ce qui veut dire 

que ( )x°= 10,  n’est pas une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER. Ceci 
est du au fait que le problème en question ne satisfait pas aux contraintes de qualification au 
sens de KUHN-TUCKER au point ( )x°= 10, , en effet si ( )h h h= 1 2,  est tel que 

( )∇ ° ≤g x h2 0,  et ( )∇ ° ≤g x h3 0,  c’est à dire ∀ =






h

h1

0
 h n’est tangent à aucun arc 

différentiable contenu localement dans X, comme nous pouvons le vérifier graphiquement (il 
suffit de prendre h1 0> ). 
 
Passons aux conditions d’optimalité: Si x° est une solution proprement efficace au sens de 
KUHN-TUCKER alors c’est un optimum de PARETO et d’après le premier théorème de ce 
paragraphe 5, si en plus les contraintes de qualification sont vérifiées alors x° vérifie les 
conditions de KUHN-TUCKER. En réalité nous n'avons pas besoin de la satisfaction des 
contraintes de qualification car nous avons: 
 
Théorème:[69]   
Si x° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER alors: 

( ) ( )∃µ = ∈ ∃λ ∈µ µ λ λ1,..., ,...,p
p

m
mR R et = 1  tel que: 

( ) ( )

( )

µ λ

λ

µ λ

i i
i

p

i i
i

m

i i
i

m

f x g x

g x

∇ ° + ∇ ° =

° =

> ≥

















= =

=

∑ ∑

∑

1 1

1

0

0

0 ,  0

 

autrement dit toute solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER vérifie les 
conditions de KUHN-TUCKER. 
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Nous pouvons aussi remarquer que toute solution proprement efficace au sens de 
GEOFFRION x° vérifie les conditions de KUHN-TUCKER si les contraintes de qualification 
au sens de KUHN-TUCKER sont vérifiées au point x° et ceci en vertu d'un  théorème de ce 
paragraphe. 
 
Pour les conditions suffisantes nous avons le résultat suivant: 
 
Théorème:  
Si chaque fi ,  1 i p≤ ≤  et chaque g i mi ,  1≤ ≤  est convexe et si 

( ) ( )∃µ = ∈ ∃λ ∈µ µ λ λ1,..., ,...,p
p

m
mR R et = 1  tel que: 

( ) ( )

( )

µ λ

λ

µ λ

i i
i

p

i i
i

m

i i
i

m

f x g x

g x

∇ ° + ∇ ° =

° =

> ≥

°∈
















= =

=

∑ ∑

∑

1 1

1

0

0

0 ,  0

et  x X

 

alors x° est une solution proprement efficace au sens de KUHN-TUCKER 
 
Auparavant nous avons vu que tout optimum de PARETO qui vérifiait les contraintes de 
qualification, vérifie les conditions de KUHN-TUCKER. Nous avons le même résultat si 
l’optimum de PARETO vérifie les contraintes de qualification au sens de KUHN-TUCKER: 
 
Théorème:[69]  
Si le problème (P’) satisfait aux contraintes de qualification au sens de KUHN-TUCKER au 
point x° ∈X et si x° est un minimum de PARETO, alors: 

( ) ( )∃µ = ∈ ∃λ ∈µ µ λ λ1,..., ,...,p
p

m
mR R et = 1 tel que: 

( ) ( )

( )

µ λ

λ

µ λ

i i
i

p

i i
i

m

i i
i

m

f x g x

g x

∇ ° + ∇ ° =

° =

> ≥

















= =

=

∑ ∑

∑

1 1

1

0

0

0 ,  0

.
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CHAPITRE V 
 
 DUALITE EN OPTIMISATION MULTIOBJECTIF 
 
 
Dans ce chapitre nous abordons la dualité en optimisation multiobjectif. Nous débutons par la dualité 
dans les programmes convexes. 
 
Nous définissons ce que nous appelons problème dual à partir d'un problème dit primal consistant en 
une minimisation au sens multiobjectif.  
 
A travers tout ce chapitre nous définissons plusieurs types de problèmes duaux et pour chacun de 
ces types il faudra établir la dualité faible et la dualité forte. La dualité faible consiste à dire que la 
fonction objectif du primal qu'on désire minimiser est meilleure que la fonction objectif du dual et ceci 
pour tout couple de solutions réalisables du primal et du dual. La dualité forte exprime la possibilité 
d'avoir une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION du dual à partir d'une solution 
proprement efficace au sens de GEOFFRION du primal et que les deux fonctions objectifs y sont 
égales. 
 
Dans un premier temps nous considérons le problème primal qui consiste à minimiser une fonction 
vectorielle convexe sous contrainte d'inégalités convexes, nous définissons le dual de WOLFE 
consistant principalement à maximiser une fonction vectorielle ressemblant au Lagrangien classique 
sous contrainte principale que le gradient de ce Lagrangien soit nul. 
Pour la dualité forte du dual de WOLFE une hypothèse de contrainte de qualification est exigée. 
Nous passons ensuite à la dualité pour les programmes non convexes. Pour cela deux autres types 
de problèmes duaux sont envisagés en plus du dual de WOLFE. 
 
Dans un premier type la fonction du dual coïncide avec celle du primal et dans un deuxième type 
nous considérons le problème primal avec contraintes d'égalités et d'inégalités pour lequel nous 
construisons le problème dual à l'aide d'une partition de l'ensemble des indices des contraintes 
d'inégalités et d'égalités. 
 
Il faut remarquer que dans tous ces problèmes duaux, la dualité faible est établie en général sous une 
hypothèse de pseudo-convexité de la fonction objectif et de quasi-convexité des contraintes, tandis 
que la dualité forte est établie seulement pour obtenir des solutions efficaces du problème dual même 
à partir d'une solution proprement efficace du primal, donc ces résultats sont moins forts que ceux 
pour les programmes convexes. 
 
Nous avons également des conditions suffisantes permettant d'affirmer que nous pouvons obtenir une 
solution proprement efficace du primal à l'aide d'une solution proprement efficace du dual: c'est la 
dualité réciproque. 
 
Nous étudions ensuite la dualité dans le cas plus général c'est-à-dire à l'aide des structures de 
domination, de solutions efficaces, proprement efficaces puis nous définissons le Lagrangien 
vectoriel, point selle et nous donnons des résultats qui sont analogues aux résultats connus en 
optimisation classique par exemple dés que nous avons un point selle, nous avons aussi une solution 
optimale, résultat qui se généralise aux cas multiobjectif. 
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Nous abordons les notions de carte primale et carte duale qui permettent de définir le problème 
dual en toute généralité d'un problème d'optimisation multiobjectif. 
 
V. 1) Dualité pour les programmes convexes [81] 
  
Définissons d’abord ce que nous entendons par problèmes duaux en optimisation multiobjectif. 
 
Définition:   
Soit le problème d’optimisation: 

( ) ( )
P

Minimiser x

x F
R Rn k n°

∈





→ ⊂
ψ

ψ  où  :  R  ,  F   

à (P°) nous associons le problème suivant: 

(D°)
Maximiser x
x G

R Rn k nφ
φ

( )
∈





→ ⊂  où    :  R  ,  G  

Nous disons que (D°) est un problème dual du problème (P°) si nous avons: 
(i) dualité faible : pour tout x F∈  et pour tout u G∈   
          ( ) ( )ψ φx uP≥   (i.e il n’existe pas ( ) ( ) ( )x u F G : x u i : i ki i, ∈ × ≤ ∀ ≤ ≤    ψ φ 1  et 
avec au moins un ( ) ( )j tel que x uj jψ φ< ). 

 
(ii) dualité forte  : Si x° est une solution proprement efficace (au sens de GEOFFRION) de 
(P°) alors (D°) possède une solution proprement efficace (au sens de GEOFFRION) soit u° et 
tel que ( ) ( )ψ φx u° = ° . 
 
Soit le problème d’optimisation multiobjectif: 

(PV)
( )

( )
Minimiser f x

g x
R R Rn k n m

≤






→ →

0
  où f  et g :  R:  . 

Nous considérons les optimums de PARETO comme solutions optimales de (PV). 
En relation avec (PV) nous définissons aussi le problème  

( ) ( )
( )

( )PV
Minimiser f x

g x
e R

T
T T kλ

λ
λ λ

≤






≥ = = ∈

0
0 1 11 1 où  ,     e , ,...., . 

GEOFFRION [17** ] a établi le résultat suivant: 
 
Lemme:  
(i) Supposons que { }∀ ∈ >i k i1 0,...,   λ  . 
Si x° est une solution optimale de ( )PVλ  alors x° est une solution proprement efficace au sens 
de GEOFFRION du problème (PV). 
 
(ii) Si f et g sont convexes alors x° est proprement efficace au sens de GEOFFRION de (PV) 
si et seulement si x° est solution optimale de ( )PVλ  pour un certain λ > 0 . 
 
Remarques:   
Notons que dans la partie (i) du lemme précédent, il n'y a aucune hypothèse de convexité. 
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Nous obtenons également des résultats similaires au lemme précédent avec les problèmes 
suivants: 

( )
( )

( )
( )

( )
Maximiser f x

g x

f x

g x
e R

T
T T k

≤





 ≤






> = = ∈

0 0
0 1 11 1  et 

Maximiser 
  où  ,   ,  e

λ
λ λ , ,...,

.
 

Remarquons aussi que le (i) du lemme précédent découle du premier théorème du paragraphe 
« Caractérisation des solutions efficaces et proprement efficaces » du chapitre 4: En effet 

comme { }λ λ λ> ⇒ ∀ ∈ − = >+
=
∑0 0 0

1
d R dk

i i
i

k
   ,d  donc ( )d Rk so

∈ +  et que de plus il 

y’a équivalence entre solution proprement efficace au sens de BENSON et au sens de 
GEOFFRION. 
 
En relation avec ( )PVλ  considérons le problème d’optimisation scalaire: 

( )
( ) ( )

( ) ( )DV

Max f u y g u

f u y g u

y

T T

T Tλ

λ +

∇λ + ∇ =

≥










0

0

            ( )λ λ> = = ∈0 1 11 1 ,    ,  eT T ke R, ,..., . 

WOLFE [83 ] a montré que ( )DVλ  est un problème dual de ( )PVλ  ceci à travers le résultat 
suivant: 
 
Théorème:[81]  
Si x est une solution réalisable pour ( )PVλ  et (u , y) solution réalisable pour ( )DVλ  et si f et g 

sont convexes alors ( ) ( ) ( )λ λT T Tf x f u y g u≥ + . 
Si x0  est une solution optimale globale ou locale de ( )PVλ  et si une contrainte de qualification 

est satisfaite au point x0  [48] alors il existe y ≥ 0  tel que ( )y g xT
0 0=  et ( )x y0 ,  est une 

solution optimale globale, x0  pour ( )PVλ  et y pour ( )DVλ . 
 
Avec le problème (PV) considérons le problème d’optimisation multiobjectif suivant: 
 

( )DV

( ) ( )
( ) ( )

Maximiser f u y g u e

f u y g u

y e

T

T T

T

+

∇λ + ∇ =

≥ > =










.

0

0 0 1 ,   ,  λ λ

  

Nous montrons que ( )DV  est un problème dual de (PV) appelé dual de WOLFE ceci à 
travers les deux résultats suivants: 
 
Théorème: (Dualité faible) [81] 
Soit x une solution réalisable de (PV) et ( )u y, ,λ  une solution réalisable de (DV).  

Si f et g sont convexes alors ( ) ( ) ( )f x f u y g u eP
T≥ + . . 

 
Théorème: (Dualité forte) [81] 
Soient f et g convexes et x0  une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION du 
problème (PV) et qui vérifie une contrainte de qualification. Alors il existe ( )λ, y  tel que 
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( )x y0 , ,λ  est une solution proprement efficace au sens de GEOFFRION de (DV) et les 
fonctions objectifs de (PV) et (DV) y sont égales. 
 
A présent nous donnons quelques résultats assurant que les composantes de la fonction objectif 
du problème dual sont des fonctions non majorées.  Ces résultats sont de simples extensions 
des résultats pour le problème de minimisation scalaire donnés par MANGASARIAN [48] et 
WOLFE [83]: 
 
Théorème:[81]  
Si ( )x y, ,λ  est une solution réalisable du problème dual et tel que le système 

( ) ( )g x g x z+ ∇ ≤. 0  n’a pas de solutions en z∈R n , alors chaque composante de la fonction 
objectif du problème dual est une fonction non majorée dans l’ensemble des solutions duales 
réalisables. 
 
Corollaire:   
Si le problème (DV) possède au moins une solution réalisable ( )x y, ,λ  et si le problème (PV) 
n’a pas de solutions réalisables alors si g est concave ou linéaire, le problème dual (DV) 
possède une fonction objectif dont chaque composante est une fonction non majorée dans 
l’ensemble des solutions duales réalisables. 
 
Finalement pour les problèmes linéaires nous savons quand est ce que le problème primal (PV) 
n’a pas de solutions efficaces. En effet nous avons:  
 
Théorème:[81]   
Soient f et g des fonctions linéaires définies sur Rn  et l’ensemble des solutions réalisables de 
(PV) est non vide. Si le problème dual (DV) n’a pas de solution réalisable, alors (PV) n’a pas 
de solutions efficaces. 
 
 
V. 2) Dualité pour les programmes non convexes  
 
Dans ce paragraphe quelques résultats de dualité des problèmes de minimisation scalaire 
donnés par BECTOR [3], MAHAJAN et VARTAK [47], MOND et WEIR [51] sont 
généralisés au problème d’optimisation multiobjectif.  
 
Les résultats de ce paragraphe ne sont pas aussi fort que ceux du paragraphe précédent V.1 vu 
que la solution optimale du dual n’est pas nécessairement proprement efficace mais seulement 
efficace, même si nous avons au départ une solution proprement efficace pour le problème 
primal. 
Considérons à nouveau les problèmes (PV) et (DV) définis dans le paragraphe précédent:   
 
Théorème:  ( Dualité faible ) [81] 
Si f y geT+  est pseudo-convexe alors pour toute solution réalisable de (PV) soit x, et pour 

toute solution réalisable de (DV) soit ( )u y, ,λ  nous avons ( ) ( ) ( )f x f u y g uP
T≥ +  e   

 
Théorème:  ( Dualité forte ) [81] 
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Soit x0  une solution proprement efficace de (PV) qui satisfait une contrainte de qualification de 
KUHN-TUCKER. Il existe ( )λ, y  tel que ( )x y0 , ,λ  est solution réalisable de (DV) et les 
fonctions objectivfs de (PV) et (DV) y sont égales. 
Si nous avons de plus f y geT+  pseudo-convexe alors ( )x y0 , ,λ  est une solution efficace de 
(DV). 
 
Considérons le problème suivant: 

( )

( )
( ) ( )

( )
DV

Maximiser u

f u y g u

y g u

y e

t t

t

t

1
0

0

0 0 1

 f

  ,    ,  

∇λ + ∇ =

≥

≥ > =













λ λ

 

Sous certaines conditions (DV1) est un autre problème dual de (PV). En effet nous avons:  
 
Théorème:  ( Dualité faible ).[81] 
soit x une solution réalisable de (PV) et ( )u y, ,λ  une solution réalisable de (DV1). 

Si f est pseudo-convexe et y gT  est quasi-convexe alors: ( ) ( )f x f uP≥ . 
 
Théorème:  ( Dualité forte ) [81] 
soit x0  une solution proprement efficace de (PV) où est satisfaite une contrainte de qualification 
de KUHN-TUCKER. Il existe ( )x y0 , ,λ  solution réalisable de (DV1) tel que les fonctions 

objectifs de (PV) et (DV1) y sont égales. Si de plus f est pseudo-convexe et y gT  est quasi-
convexe alors ( )x y0 , ,λ  est une solution efficace de (DV1). 
 
A présent nous considérons un problème dual plus général où intervient dans le problème 
primal aussi bien des contraintes d’égalités que d’inégalités: 

Soit le problème (PEV) : 
( )

( ) ( )
Minimiser x

g x x

 f

  ,  h≤ =





 0 0
 

où f  : R R Rn k m l R   ,  g  :  R   ,  h  :  Rn n→ → →  sont toutes différentiables. 
Soient { } { }M = 1 2    m   ,   L = 1 ,  2 ,...,  l , ,..., , I M ,α α⊂ ≤ ≤   0 r  tel que: 

{ }∀α ∈ ≠ ∩ = ∅ ∪ , 0 , 1 ,..., r   :   ,  I    et  M =
=0

β α β α β α αI I
r

 et soit { }J
r

α
α0≤ ≤

 une 

partition de L i e  J J
r

. α β
α

αα β∩ = ∅ ≠ ∪






  pour   et J = L 

=0
. 

Remarquons que certains Iα α  ou J  peuvent être vides. Si M est partitionné en r1  sous 

ensembles disjoints et L est partitionné en r2  sous ensembles disjoints, { }r Max r r= 1 2,  si bien 

que si r r1 2>  alors J rα = ∅ ∀α >  ,  1 . 
 
En relation avec (PEV) considérons le problème suivant: 
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

DEV

Maximiser y g u z h u

f u y g u z h u

y g u z h u

y e

i i j j
j Ji I

T T T

i i
i I

j j
j J

 f x  e  e

  ,   = 1 ,  2 ,..., r

      ,        ,  T

+ +

∇λ + ∇ + ∇ =

+ ≥

≥ > =















∈∈

∈ ∈

∑∑

∑ ∑

00

0

0

0 0 1
α α

α

λ λ

  

alors (DEV) est un problème dual ( sous certaines conditions ) comme le montre les résultats 
suivants:  
 
Théorème:  ( Dualité faible ) [81] 
Soit x une solution réalisable de (PEV) et ( )u y z, , ,λ  une solution réalisable de (DEV). Si 

f y g e z h ei i j j
j Ji I

+ +
∈∈
∑∑

αα

 est pseudo-convexe  

et si y g z hi i j j
j Ji I

+
∈∈
∑∑

αα

α      = 1 ,  2 ,...,  r  est quasi-convexe alors 

( ) ( ) ( ) ( )f x f u y g u z h uP i i j j
j Ji I

≥ + +
∈∈
∑∑  e  e

00

. 

 
Théorème:  ( Dualité forte ) [81] 
soit x0  une solution proprement efficace de (PEV) où est satisfaite une contrainte de 
qualification de KUHN-TUCKER. Il existe alors ( )λ, ,y z  tel que ( )x y z0 , , ,λ  soit solution 
réalisable de (DEV) et où les fonctions objectifs de (PEV) et (DEV) y sont égales. 
Si de plus f y g e z h ei i j j

j Ji I
+ +

∈∈
∑∑

αα

 est pseudo-convexe et y g z hi i j j
j Ji I

+
∈∈
∑∑

αα

 est  

quasi-convexe ∀α = 1 ,  2 ,...,  r  alors ( )x y z0 , , ,λ  est une solution efficace de (DEV). 
 
Exemples:   

1)  soit ( )Min  

x

t
x ,  x2

0≤






 

La fonction objectif et les contraintes sont convexes et chaque x < 0  est une solution 
proprement efficace. Le problème dual tel qu’il a été défini pour les programmes convexes 
s’écrit alors:  

( ) ( )Max x x yx yx

y

t t, ,2

1 2

2 1 1 2

2 0
0 0 1 0

+

+ + =
> > + = ≥













λ λ
λ λ λ λ

 x
 ,   ,   ,  y

 

Nous avons 
( )
( )x
y

=
− +

−
λ
λ

1

12 1
 et comme ] [y ≥ ∈0 0 11 et     λ ,  alors x< 0 . Les solutions 

proprement efficaces vérifient x y  , y< ∀ ≥
1
2

0 . A chaque solution proprement efficace du 

primal x0 0<  correspond une solution proprement efficace du dual soit: 
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x
x

x
y0 1

0

0
2 1

2
2 1

1 0, , ,λ λ λ=
−

= − =








  et les fonctions objectifs du primal et du dual y sont 

égales. 
 

2)  ( )Min e x

x

x
t

−

− ≤







− 2 2

1 0

,   

L’unique solution proprement efficace est x = 1. Nous avons un problème non convexe et le 
dual tel qu’il a été défini pour les programmes non convexes s’écrit alors: 

( )

( )

Max e x

xe x y

y x

x

x

−

+ =

− ≥

> > + = ≥














−

−

2

2

2

1 2

1 2 1 2

2 2

1 0

0 0 1 0

,

λ λ

λ λ λ λ ,   ,   ,  y

 

Le point ( )( )x e= < < − + −−1 0 1 1 2 2 11 1 1
1

1   ,   ,  , λ λ λ λ est une solution efficace pour le 

problème dual. Il y’a dualité faible puisque la fonction objectif est pseudo-convexe et les 
contraintes linéaires et la valeur des fonctions objectifs du primal et du dual y sont égales.  
 
 
V. 3) Dualité réciproque  [80] 
 
Reprenons les deux problèmes: 

(PV)
Min f x
g x

( )
( ) ≤



 0

      et     (DV)

Max f u y g u e

f u y g u

y e

t

t t

t

( ) ( )

( ) ( )

+

∇λ + ∇ =

≥ > =










0

0 0 1 ,   ,  λ λ

  où  

f : R R Rn k n m t k R  et g :  R   et  e→ → = ∈( , ,..., )11 1  et λ ∈ Rk . 
 
Nous avons vu dans le paragraphe précédent que sous certaines conditions à toute solution 
proprement efficace du primal (PV) nous pouvions trouver une solution proprement efficace au 
sens de GEOFFRION du dual (DV). 
Nous nous proposons dans ce paragraphe d’étudier la réciproque c’est à dire donner des 
conditions suffisantes qui permettent à toute solution proprement efficace du dual de trouver une 
solution proprement efficace du primal (PV). Pour cela nous avons le résultat suivant dû à 
WEIR [80]: 
 
Théorème:[80]     
Si f et g sont convexes et deux fois différentiables et si ( )x y0 0 0, , λ  est une solution 
proprement efficace du problème dual (DV) et si de plus la matrice Hessienne ( )n n×  

∇ + ∇2
0 0

2
0 0λT Tf x y g x( ) ( )  est définie positive ou définie négative, alors x0  est une solution 

proprement efficace du problème primal (PV). 
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V. 4) Dualité Lagrangienne [75] 
 
A présent nous considérons le problème d’optimisation multiobjectif dans le cas général c’est à 
dire le problème qui consiste à trouver l’ensemble de toutes les solutions efficaces (ou non 
dominé) par rapport à un certain cône de domination. Nous définirons les notions de Carte 
primal, Carte duale et le Lagrangien vectoriel analogue au Lagrangien dans le cas d’optimisation 
scalaire. Nous énoncerons comme dans le cas scalaire le théorème des multiplicateurs de 
Lagrange,  le théorème du point selle et le théorème de dualité. 
 
 
 
 
 
1) Cône des points extrêmes et lemmes fondamentaux 
 
Définition: (Cône du point extrême) 
Soit Y un ensemble quelconque de Rp  et D un cône de Rp . 
y° est un D-point extrême de Y si y°∈Y  et il n’existe pas y Y , y1 1∈ ≠ ° y  tel que 

y°∈ +y D1 . 
Nous noterons Ext[Y/D] l’ensemble de tous les D-points extrêmes de Y. 
 
En réalité cette définition coïncide avec celle du point efficace vu au chapitre 3 relativement à 
une structure de domination sauf qu’ici la structure de domination est une application constante 
(D est un cône constant). 
Donnons quelques résultats sur l’ensemble Ext[Y/D]: 
 
Lemme1:  
Si A≠ ∅  est un compact de Rp  et D un cône convexe fermé tel que int( *)D ≠ ∅  alors 
A Ext A D D⊂ +[ / ] . 

( D* est le cône polaire positif D* { }= ∈ ≥ ∀ ∈v R v d d Dp / , 0  ). 

 
Lemme2: 
A⊂ ⊂R Rp p ,  B  ,  D un cône de Rp  alors Ext[(A+B)/D]⊂ Ext[A/D]+Ext[B/D]. 
Ce lemme n’est rien d’autre que l’énoncé de la proposition 4 du chapitre 3. 
 
Preuve:  
Soit y∈Ext[(A+B)/D], comme Ext[Y/D]⊂ Y alors ∃ ∈ ∃ ∈ = +a A et b B y a b/  
( car Ext[(A+B)/D] ⊂ A+B). Si a∈Ext[A/D] et b∈Ext[B/D]⇒ ∈y Ext[A/D]+Ext[B/D] sinon 
a∉Ext[A/D] ou b∉Ext[B/D]. Supposons sans perte de généralité que a∉Ext[A/D] alors  
∃ ∈ ≠ ∈ +a A , a  et a a D' ' ' a , dans ce cas a b a b D et a b a b+ ∈ + + + ≠ +' '  ce qui implique 
que  
a b+ ∉Ext[(A+B)/D]: contradiction. 
 
Remarque:   
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Si nous définissons une relation « ≤ D  » dans Rp  par: 

{ }∀ ∈ ≤ ⇔ − ∈ −x y R y y x Dp
D,    x 0  alors dans ce cas, dire que y° ∈Ext[A/D] est 

équivalent à dire qu’il n’existe pas  y Y telque y yD
1 1∈ ≤ °  donc nous pourrons penser que 

y° est un élément minimum de Y dans le sens suivant: ∀ ∈ °≤y Y , yD y . En fait il n’en est rien 
comme le montre l’exemple suivant: 

( ){ }Y y y R y y R= ∈ + ≤ = +1 2
2

1
2

2
2 21, /  ,  D  alors nous vérifions aisément que  

Ext[Y/D] ( ){ }= ∈ + = − ≤ ≤ − ≤ ≤y y R y y y y1 2
2

1
2

2
2

1 21 1 0 1 0, /  et  ,  . 

( )y0 = ∈α β, Ext[Y/D] équivaut à dire qu’il n’existe pas ( ) ( ) ( )y y Y y y D1 2 1 2, / , ,∈ ≤ α β  

c’est à dire il n’existe pas ( ) ( ) ( )y y Y y y y y1 2 1 2 1 2, / ,∈ ≥ ≥ ≠α β α β et  avec , .  
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Si nous prenons par exemple y0

1
2

1
2

=
− −





∈, Ext[Y/D] et pourtant nous n'avons pas 

( )∀ ∈y y Y1 2, , ( )y y yD0 1 2≤ ,  puisque ( )− ∈10, Y  mais nous n'avons pas 

( )− ≤1 0, D
− −





1
2

1
2

, . 

 
Cependant j’affirme réciproquement que si D est un cône pointé et si ∀ ∈y Y  y yD0 ≤  alors 
y0 ∈ Ext[Y/D]. 
En effet si y0 ∉ Ext[Y/D] alors ∃ ∈ ≤y Y y yD/ 0  donc { }∃ ∈ − ∈ −y Y y y D/ 0 0  
et d’autre part nous avons: 

{ } ( ) { }y y D y donc y y D DD− ∈ − ∀ ∈ ≤ − ∈ ∩ − =0 0 00 0 car y Y y  
( car D pointé) ce qui implique que y y0 = : contradiction. 
 

Soient ( ) ( )f f f f g g gp m= =1 2 1 2, ,..., , ,... ,  g  deux fonctions vectorielles définies sur X⊂ Rn  

et soit ( ){ }X x X g x' /= ∈ ≤ 0 et Y = f[X’] ( ){ }= ∈ ⊂f x X Rp ,  x ' , D un cône convexe. 
Nous considérons le problème d’optimisation multiobjectif suivant appelé problème primal: 

( )P
Min f x
x X

f xD
D

( )
'

( )
∈





 où Min  désigne Ext[Y/D] . 

 
Remarque:  
TANINO et SAWARAGI [76] considèrent un problème primal plus général à savoir 

Min f x

g x
D

Q

( )

( ) ≤ ∈ ⊂





 0  x X' R n où Q est un cône convexe fermé pointé d’intérieur non vide. 

 
Définition:  
Nous disons que x° est une solution optimale de (P) (ou solution efficace) si g(x°) ≤ 0  et 
 x° ∈ ° ∈X et f x( )  Ext[Y/D]. 
 
Nous imposerons quelques conditions supplémentaires de convexité et de compacité au 
problème primal sans quoi il serait difficile de construire une théorie sur la dualité. 
Rappelons quelques définitions sur la convexité: 
 
Définitions:  
(i) Y un sous ensemble de Rp , D un cône de Rp . 
Y est dit ensemble D-convexe si et seulement si Y+D est un ensemble convexe. 
 
(ii) f : R p X →  , D un cône de Rp , X convexe.  

f est dite fonction D-convexe si et seulement si ( )∀ ∈ ∀α ∈x x X1 2 2 0 1, [ , ] ,  : 

( ) ( ) ( ) ( )( )α α α αf x f x f x x D1 2 1 21 1+ − ∈ + − + . 
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(iii) 

F : P R

F x R

p

p

 X

      x

→

→ ⊂

( )

( )
une fonction multivoque. 

F est D-convexe si et seulement si ( )∀ ∈ ∀α ∈x x X1 2 2 0 1, [ , ] ,  : 

( ) ( ) ( ) ( )( )α α α αF x F x F x x D1 2 1 21 1+ − ⊂ + − + . 

 
Nous avons le lemme suivant: 
 
Lemme 3:  
Soit X un convexe de Rn , D un cône convexe de Rp . 

f : R p X →  une fonction D-convexe alors Y f X= [ ]  est D-convexe dans Rp . 
 
Preuve:   
Soient [ ]z Y D , Y D ,1 2 01∈ + ∈ + ∈ z  λ ,  il s’agit de mont rer que ( )λ λz z Y D1 21+ − ∈ + . 
z Y D x X et d D : f x d1 1 1 1 1 1∈ + ⇒ ∃ ∈ ∃ ∈ = + z ( )  
z Y D x X et d D : f x d2 2 2 2 2 2∈ + ⇒ ∃ ∈ ∃ ∈ = + z ( )  d’où: 

( ) ( ) ( )( )λ λ λ λz z f x d f x d1 2 1 1 2 21 1+ − = + + − +( ) ( )  
                         ( ) ( )= + − + + −λ λ λ λf x f x d d( ) ( )1 2 1 21 1  
                         ( ) ( )= + − + = + −λ λ λ λf x f x d       où d d( ) ( )1 2 1 21 1    d  
D est convexe donc d D∈ , f est D-convexe donc: 

( )λ λ λ λf x f x f x x D( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1+ − ∈ + − +  ce qui implique que ∃ ∈~d D tel que: 

( )λ λ λ λf x f x f x x d( ) ( ) ( ) ( )
~

1 2 1 21 1+ − = + − +   d’où : 

( )λ λ λ λz z f x x d d1 2 1 21 1+ − = + − + +( ) ( )
~

 . D étant un cône convexe donc ~d d D+ ∈  d’où 

( )λ λ λ λz z f x x D f X D Y D1 2 1 21 1+ − ∈ + − + ∈ + = +( ) ( ) ( ) .   C.Q.F.D. 
 

Nous supposerons par la suite que X ≠ ∅  est un compact convexe de Rn , f  D-convexe 
continue sur X, g  Rm

+ -convexe continue sur X ( g est Rm
+ -convexe si chaque g i  est convexe 

1 ≤ ≤i m ). 
D un cône convexe fermé tel que int(D*) ≠ ∅  et D R p⊃ + . Cette dernière condition est tout à 
fait naturelle car une solution optimale du problème primal devrait être choisie parmi les 
optimums de PARETO. Remarquons que les deux dernières conditions ne sont pas exigées par 
TANINO et SAWARAGI dans le problème cité dans la remarque précédente. 
 
Lemme 4:  
Y est un D-convexe de Rp , D un cône convexe de Rp  tel que int(D*) ≠ ∅ , si y° ∈Y  vérifie 

[ ] ( ) { }Y D y D+ − ° ∩ − = 0 si et seulement si il existe v D∈int *  tel que 

∀ ∈ ° ≤y Y  v y v y, , . 

( [Y+D-y°] désigne l’ensemble ( ){ }α αy d y+ − ° ∈ ∈ ≥ tel que y Y ,  d D et 0 ). 
 
Remarquons que la condition [ ] ( ) { }Y D y D+ − ° ∩ − = 0  veut dire que y° est solution 
proprement efficace au sens de BENSON et ce dernier lemme ramène la recherche d’une 
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 solution proprement efficace au sens de BENSON à la résolution d’un problème 
d’optimisation classique  
Min v y

y Y

,

∈





 où v D∈int *  .  

 
TANINO et SAWARAGI [75] donnent une démonstration de ce lemme, alors que  
moi-même je propose de le démontrer de la façon suivante : 
La condition est suffisante car comme nous l’avons vu dans le premier théorème du paragraphe 

« Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4, toute solution optimale de 
Min y

y Y

µ,

∈





 

où µ ∈Dso  est solution proprement efficace au sens de BENSON. 
Réciproquement comme int(D*) ≠ ∅  alors D est aigu d’après la proposition suivante: 
 
Proposition: [76]  

Soit K un cône de Rn  .  int(K*) ≠ ∅ ⇔ K est aigu. et par conséquent D  est pointé d’après une 
proposition du paragraphe « Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4. Comme Y est D-
convexe alors Y est D -convexe car: 

( )
( )

Y D Y D D
Y D D

+ = + +

⇒





⇒ + +
     ,  Y + D   convexe

                     D - convexe D - convexe  
  est convexe . 

D’après le deuxième théorème du paragraphe « Caractérisation par scalarisation » du chapitre 4  

si y0 est solution proprement efficace au sens de BENSON alors ∃ ∈ µ Dso  tel que: y0  soit 

optimale du problème 
Min yµ,

   y Y∈





  et il est claire que µ ∈int *D  . C.Q.F.D . 

 
2) Carte primal et multiplicateurs de Lagrange : 
 
Rappelons le problème primal 

( )
( )

( )P

Min

g x

x X

D  f x

≤

∈









0           
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

g x g x g x

f x f x f x

m

p

=

=

1

1

,...,

,...,
 

Nous considérons (P) comme un cas particulier d’une famille de problèmes perturbés ( )Pu : 

soit µ ∈R m   

( )
( )

( )P

Min

g x u

x X
u

D  f x

≤

∈









       il est évident que pour u = 0 nous retrouvons le problème (P) . 

 
Notons  ( ) ( ){ }X u x X g x u= ∈ ≤/  

             ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }Y u f X u f x x X u= = ∈/  

             ( ){ }Γ = ∈ ≠ ∅u R X um /  

            ( ) ( )[ ]W u EXT Y u D= /  
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             ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ){ }V u f W u x X u f x W u= = ∈ ∈−1 /  
 
Résoudre (P) revient à déterminer ( ) ( )W 0 0  et  V . 
 
Définition:  
La fonction multivoque W est appelée carte primale. 
Le résultat suivant donne le lien qui existe entre Y(u) et W(u) . 
 
Proposition1:[75]   
W(u) +D = Y(u) + D. 
 
Preuve:  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )W U EXT Y u D Y u W u D Y u D= ⊂ ⇒ + ⊂ +/   

( )Y u ≠ ∅  et est compact car image directe d’une fonction continue par un compact et d’après 

le lemme1 ( ) ( )[ ]Y u EXT Y u D D⊂ +/  d’où ( ) ( )Y u D W u D D+ ⊂ + +  
                                                                                                                || 
                                                                                                                D  
car D cône convexe.  
 
Grâce à cette proposition nous pouvons établir des propriétés de W(u) à partir de celle de Y(u) 
comme nous le voyons dans les propositions 2, 3 et 4 ci-après: 
 
Proposition 2: [75]  
Pour chaque u ∈Γ , W(u) est un ensemble D-convexe de RP . 
 
Preuve: 
Comme f est D-convexe, X convexe alors d’après le lemme3 Y(u) est D-convexe, donc  
Y(u) + D est convexe et d’après la proposition précédente W(u) + D est convexe donc W(u) est 
D-convexe. 
 
Proposition 3: [75] 

W(u) est D monotone c’est à dire ∀ ∈ ≤ u   :  u11 2 2, u uΓ  alors ( ) ( )W u W u D1 2⊂ + . 

 
Preuve:   

Si ( ){ } ( ){ }u u x X  : u x X  : x u1 2 1 2≤ ⇒ ∈ ≤ ⊂ ∈ ≤ g x  g  c’est à dire  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )X u X u f X u f X u u Y u1 2 1 2 1 2⊂ ⇒ ⊂ ⊂  d' où  Y .  

De plus ( ) ( ) ( ) ( )W u Y u Y u W u D1 1 2 2⊂ ⊂ ⊂ +     C.Q.F.D. 

 
Proposition 4: [75] 
W est une fonction multivoque D-convexe. 
 
Preuve:   
En vertu de la proposition1, il suffit de montrer que:  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∀ ∈ ∀α ∈ + − ⊂ + − + u  ,       Y u  u11 2 2 1 20 1 1 1, ,u Y u Y u DΓ α α α α   
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 car  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ]α α α α α α W  Wu u W u D W u D Y u D Y u D1 2 1 2 1 21 1 1+ − ⊂ + + − + = + + − +

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )α α α α α α W  Wu u Y u D Y u D Y u Y u D1 2 1 2 1 21 1 1+ − ⊂ + + − + = + − +                                                                                                      

( )[ ]⊂ + − + +Y u D Dα α u1 21  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]α α α α α α W  W  u  uu u Y u D W u D1 2 1 2 1 21 1 1+ − ⊂ + − + = + − +  . 

Montrons donc que ( ) ( ) ( ) ( )[ ]α α α αY u u Y u D1 2 1 21 1+ − ⊂ + − + Y  u . 

Soit ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y Y u u X , x∈ + − ⇒ ∃ ∈ ∈ ≤ ≤  Y  x  x X  :  g x u   ,   g u  2 1 1 2α α1 2 1 21  et  

( ) ( ) ( )y x x= + −α α f  f   ,   1 21 X est convexe ( )⇒ + − ∈α α x  x1 21 X . 

g est Rm
+   convexe ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )⇒ + − ≤ + − ≤ + −g x xα α α α α α x  x  g  g  u  u1 1 1 12 1 2 1 2  . 

Donc ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]α α α α α α α α x  x  u  u  x  x  u  u1 2 1 2 1 2 1 2+ − ∈ + − ⇒ + − ∈ + −1 1 1 1X f Y  

f est convexe ( ) ( ) ( ) ( )[ ]⇒ + − ∈ + − +α α α α f  f x  x  x2 1 2x f D1 1 1  

                      ( )[ ]⇒ ∈ − +y Y Dα α u  u1 21          C.Q.F.D. 

 
A présent énonçons le théorème des multiplicateurs de Lagrange pour le problème (P) 
 
Théorème A: [75]   
Si x  est une solution proprement efficace au sens de BENSON du problème  

(P)

( )
( )

Min

g x

x X

D  f x

 ≤

∈









0         

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )( )

g x g x g x

et

f x f x f x

m

p

=

=










1

1

,...,

,...,

  

 
si ( )∃ ∈ < x' X  :  g x' 0  ( condition de la contrainte de qualification de Slater ) alors il existe 

λ ∈ +Rm   tel que : ( ) { }f x Ext f x g x x X D∈ + ∈[ ( ) , ( ) / / ]λ  et ( )  ,  g x = 0 λ  

où ( ) ( ) ( ) ( )( )λ λ λ λ ,  g x  ,  g x   ,   ,  g x   ,...,   ,  g x= ∈Rp  . 

 
Il existe une autre version plus générale du théorème des multiplicateurs de Lagrange [76] ( 
TANINO, SAWARAGI, NAKAYAMA) pour le problème suivant :    

( )
( )

( )P

Min

g x

x X R

D

Q

n

1 0 

 f x

≤

∈ ⊂










          où X’ est un convexe compact non vide de Rn ,   

D Rp⊂ ⊂  ,  Q R n  sont deux cônes convexes fermés pointés d’intérieurs non vides f est 
continue et D-convexe, g est continue et Q convexe. 
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 Théorème des multiplicateurs de Lagrange pour (P’): [76]   
Si x  est une solution proprement efficace au sens de BENSON de ( )P1  et si est satisfaite la 

contrainte de qualification de Slater ( )( )i e  Q. ∃ ∈ < x' X'   :  g x' 0  alors il existe une matrice Λ  

d’ordre ( )p m×  tel que ( ) ( ) ( ){ } ( )Λ Λ ΛQ D  et  f x Min f x xD⊂ ∈ + ∈ = g   :  x X'   et   g x 0 . 

 
3) Lagrangien vectoriel et point selle: 
 
Définition du Lagrangien vectoriel pour le problème (P): 

C’est une fonction  L : R p X R +
m× →  

                                 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
    ,  g

                              = f  ,  g x  f  ,  g x    1 p

x , L x , f x x

x x

λ λ λ

λ λ

→ = +

+ +,...,
 

 
 
Définition du Lagrangien vectoriel pour le problème(P1):   
Soit L l’ensemble de toutes les matrices Λ  d’ordre ( )p m×  tel que ΛQ D⊂  

    
( ) ( ) ( ) ( )

L  :

L x , f x x

 X' L R

      x ,    g

p× →

→ = +Λ Λ Λ
   

avec L est Lagrangien vectoriel du problème ( )P1 . 
 
Définition  ( point selle du Lagrangien vectoriel ) 

a) ( )x X Rm  , λ ∈ × +   est un point selle du Lagrangien vectoriel L du problème ( P) si nous 

avons:  

     (i)  ( ) ( ){ }[ ]L x EXT x , x X D ,   λ λ∈ ∈/ /   

     (ii)  ( ) ( )∀ ∈ ≥+   :  L x ,   ,  λ λ λR L xm . 

                           
b)  ( )x X L ,  Λ ∈ ×'  est un point selle du Lagrangien vectoriel L du problème (P1) si nous 

avons:  

      (i)  ( ) ( ){ } ( ){ }L x Min L x , X Max L x LD D ,    ,  x  ,   ,  λ ∈ ∈ ∩ ∈Λ Λ Λ' . 

Où rappelons le ( ){ } ( ){ }[ ]Min L x , EXT L x , DD   ,  x X'   ;  x X'Λ Λ∈ = ∈ /   

 et ( ){ } ( ){ } ( )[ ]Max L x L EXT L x DD  ,   ,   ,   ,  LΛ Λ Λ∈ = ∈ −/ . 

 
Proposition 4.1: [75]  

( )x X R m , λ ∈ × +  est un point selle du Lagrangien vectoriel L du problème (P) si et seulement 

si :  

       (a)  ( ) ( ){ }[ ]L x EXT L x , D ,    ,  x Xλ λ∈ ∈ /   

       (b)  ( )g x ≤ 0  

       (c)  ( )λ ,  g x = 0      
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 Preuve:  
la condition est nécessaire, en effet si ( )x ,  λ  est un point selle alors (a) est vérifié car cela 

découle de la définition d’un point selle. Nous savons que ∀λ ∈ +Rm  L x L x( , ) ( , )λ λ≥   

donc ∀λ ∈ + ≥ + ⇒ ≥+R x g x x g x g x g xm  ,  f  f( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( ) , ( )λ λ λ λ    (1) 

⇒ ≤g x( ) 0  car sinon ∃ > i0 0
0: ( )g xi  et en posant 

( ) ( )λ λi
ig x

g x
0

0

1
1= +, (   et  

λ λ=












0 0 0 0 0

0

0

, ,...., , , ,....,i
i ième composante

 nous avons λ ≥ 0  et λ λ, ( ) ( )g x g xi i=
0 0

                                              

= + > ≥ ⇒ >λ λ λ λ λ, ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( )g x g x g x g x g x1  ce qui contredit (1),  

donc nous avons bien g x( ) ≤ 0   et la condition b) est vérifiée. 

Nous savons que ∀λ ∈ ≥+R g x g xm  ,  λ λ, ( ) , ( )  nous posons λ = 0  d’où λ, ( )g x ≥ 0 .  

D’autre part 
g x g x( ) , ( )≤ ⇒ ≤ ≥0 0 0λ λ car  d’où λ, ( )g x = 0: c’est la condition c)  C.Q.F.D.  

Réciproquement la condition est suffisante, en effet : 
b)⇒ ∀λ ∈ ≤+R g xm  λ, ( ) 0   

c) ⇒ ∀λ ∈ ≤+R g x g xm λ λ, ( ) , ( ) ( )⇒ + ≤ +f x g x f x g xλ λ, ( ) ( ) , ( )  

( ) ( )⇒ ≤ ∀λ ∈ +L x L x Rm, ,λ λ      . Ceci avec la condition a) donne que ( )x,λ  est un point selle 

de L pour (P) .    C.Q.F.D.  
 
Nous avons un résultat analogue pour le problème (P1) qui s’énonce: 
 
Proposition 4’.1: [76]  

( )x X L, 'λ ∈ ×  est un point selle du problème (P1) si et seulement si: 

{ }L x Min L x X

g x

g x

D

Q

( , ) ( , ) '

( )

( )

λ λ

λ

∈ ∈

≤

=










 ,  x

0

0
. 

 
Théorème 4.1: [75]  
  Si x  est une solution proprement efficace de (P) au sens de BENSON et que la condition de 

qualification de Slater est vérifiée alors il existe λ ∈ +Rm  tel que ( )x,λ  est un point selle pour 

le Lagrangien L du problème (P). 
 
Preuve:  

D’après le théorème A ∃ ∈ +λ Rm  tel que { }[ ]f x Ext L x X D g x( ) ( , ) / , ( )∈ ∈ =λ λ ,  x  et 0   

et comme x  est une solution proprement efficace donc x X et g x∈ ≤( ) 0  et d’après la 

proposition 4.1 on déduit que ( )x,λ  est un point selle du Lagrangien L pour le problème (P). 
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 Nous avons aussi un résultat ana logue au théorème 4.1 mais pour le problème (P1) énoncé 
précédemment sauf qu’il faut remplacer l’existence de λ ∈ +Rm  par l’existence d’une matrice 

Λ  d’ordre ( )p m×  tel que ΛQ D⊂  et ( )x, Λ  sera un point selle du Lagrangien vectoriel 

( )L x f x g x, ( ) ( )Λ Λ= + . 
En optimisation classique (avec une seule fonction objectif) nous savons que si nous avons un 
point selle, alors nous avons automatiquement une solution optimale.  
 
Nous avons un théorème analogue en optimisation multiobjectif: 
 
Théorème 4.2: [75]   
Si  ( )x,λ ∈ × +X R m  est un point selle du Lagrangien vectoriel du problème (P) alors x  est une 

solution efficace de (P). 
 
Preuve:   

( )g x ≤ 0  d’après la proposition 4.1, donc x  est une solution réalisable de (P). 
Supposons que x  ne soit pas une solution efficace de (P), alors ( )∃ ∈ ≤~ : ~x X g x 0 , 

( ) ( )f x f x~ ≠  et ( ) ( )f x f x D∈ +~ , dans ces conditions comme ( )λ, g x = 0 (proposition 4.1) 

alors: ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x D g x R P+ << >>∈ + + << >> + +λ λ, ~ , ~  car nous avons en plus: 

( )0 ∈<< >> + +λ, ~g x RP  puisque ( ) ( )g x g x~ , ~≤ ⇒<< >>≤0 0λ ( )⇒<< − >>∈ +λ , ~g x RP  

( ) ( ) ( )⇒ << >> + << − >> ∈<< >> +
=

+λ λ λ, ~ , ~ , ~g x g x g x RP

0
 et comme D R P⊃ + ⇒ + +D RP =D  

d’où: ( ) ( )f x g x+ << >>λ, ( ) ( )∈ + << >>f x g x~ , ~λ ( ) ( )⇒ ∈ +L x L x D, ~,λ λ  

ce qui implique que ( ) ( ){ }[ ]L x Ext L x x X D, , , /λ λ∉ ∈ ce qui contredit le fait que ( )x,λ est un 

point selle C.Q.F.D. 
 
Nous avons aussi pour le problème (P1) un théorème analogue à 4.2: 
 
Théorème 4’.2: [76]   
Si ( )x, Λ ∈ ×X L'  est un point selle du Lagrangien vectoriel L de (P1) alors x  est une solution 

efficace de (P). 
 
 
V. 5) Théorie de la dualité et carte duale 
 
Pour chaque λ ∈ +R m nous définissons les ensembles suivants: 

( ) ( ){ } { }Ξ λ λ λ= ∈ = + << >> ∈L x x X f x g x x X, / ( ) , ( ) / , [ ]Φ Ξ( ) ( ) /λ λ= Ext D .   
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Définition:  

La fonction multivoque ( )Φ : R P Rm p
+ → (ensemble des parties de Rp ) est appelée carte 

duale (dual map).  
Cette carte duale est analogue à la fonction ( ) ( )φ λ λ= + < > ∈Min f x g x x X( ) , ( ) , connue en 

optimisation classique 
Min f x
g x

( )
( ) ≤



 0

 , 
( )
( )

g g gm

m

=

=
1

1

,....,

,...,λ λ λ
. 

 
A présent quelques propriétés de la carte duale: 
 
 Proposition: [75]   
∀λ ∈ +Rm , ( )Φ λ  est un ensemble D-convexe de Rp . 
 
Preuve:   
Comme f et g sont respectivement D-convexe et Rm

+ -convexe, alors l’application 

L(., )λ est D-convexe sur X pour chaque λ fixé, λ ∈ +R m : en effet, [ ]∀α ∈ 01, , ∀ ∈x x X1 2,   
nous avons:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α λ α λ α α α λL x L x f x f x g x1 2 1 2 11 1, , , ( )+ − = + − + << >> +

( )1 2− << >>α λ, ( )g x =
( ) ( ) ( ) ( )( )α α λ α α α α λ α αf x f x g x g x f x x D g x g x1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1+ − +<< + − >>∈ + − + + << + − >>( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

( )( )∈ + − +L x x Dα α λ1 21 , . 

 
D’après le lemme 3 ( ){ }L x x X, ,λ ∈ est D-convexe c’est à dire ( )Ξ λ  est D-convexe pour 

chaque λ ∈ +R m .  
f et g sont continues donc L(., )λ  est continue sur X et comme X est compact alors 

( ){ }L x x X, ,λ ∈  est compact comme image directe d’un compact par une application 

continue, donc ( )Ξ λ  est compact pour chaque λ ∈ +R m  .  
D’après le lemme 1 nous avons 

( )Ξ λ ( )[ ]⊂ +Ext D DΞ λ / donc ( ) ( )[ ] ( )Ξ Ξ Φλ λ λ+ ⊂ + = +D Ext D D D/ . D’autre part, 

( ) ( )Φ Ξλ λ⊂  donc ( ) ( )Φ Ξλ λ+ ⊂ +D D  d’où : ( ) ( )Φ Ξλ λ+ = +D D  et comme 

( )Ξ λ + D  est convexe (car ( )Ξ λ est D-convexe) alors ( )Φ λ + D est un ensemble convexe 
donc ( )Φ λ  est D-convexe    C.Q.F.D. 
 

Il est bien connu en optimisation classique 
Min f x
g x

( )
( ) ≤



 0

que φ est une fonction concave où  

( ) ( )φ λ λ= + < > ∈Min f x g x x X( ) , ( ) , . Nous avons un résultat analogue en optimisation 
multiobjectif 
 
Proposition 5.2: [75]   
Φ est D-concave c’est à dire ∀λ ∈ +

1 2,λ Rm , [ ]∀α ∈ 01, : 
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( )( ) ( ) ( ) ( )Φ Φαλ α λ αΦ λ α λ1 2 1 21 1+ − ⊂ + − + D .  

 
Preuve:  

( )( ) ( )( )[ ]Φ Ξαλ α λ αλ α λ1 2 1 21 1+ − = + −Ext D/

( )( ){ }[ ]= + − ∈Ext L x x X D, , /αλ α λ1 21  

 ( ){ }[ ]= + << + − >> ∈Ext f x g x x X D( ) , ( ) , /αλ α λ1 21  

( ) ( )( ){ }[ ]= + << >> + − + << >> ∈Ext f x g x f x g x x X Dα λ α λ( ) , ( ) ( ) , ( ) , /1 21  

( ) ( ) ( ){ }[ ]= + − ∈Ext L x L x x X Dα λ α λ, , , /1 21  . 

Posons:  

( ) ( ) ( ){ }A L x L x x X= + − ∈α λ α λ, , ,1 21 ,

( ){ } ( ) ( ){ }B L x x X L x x X= ∈ + − ∈α λ α λ, , , ,1 21 . 

Nous avons A B⊂  et B est compact donc [ ]B Ext B D D⊂ +/  (d’après le lemme 1). 

[ ] [ ]Ext A D A B Ext B D D/ /⊂ ⊂ ⊂ +  d’où: 

( )( ) [ ] [ ]Φ αλ α λ1 21+ − = ⊂ +Ext A D Ext B D D/ / . D’après le lemme 2 nous avons : 

[ ] ( ){ }[ ] ( ) ( ){ }[ ]Ext B D Ext L x x X D Ext L x x X D/ , , / , , /⊂ ∈ + − ∈α λ α λ1 21 et nous avons 

une propriété connue : Si D est un cône alors ∀α > 0 [ ] [ ]Ext A D Ext A Dα α/ /= donc: 

( )( ) ( ){ }[ ] ( ) ( ){ }[ ]Φ αλ α λ α λ α λ1 2 1 21 1+ − ⊂ ∈ + − ∈ +Ext L x x X D Ext L x x X D D, , / , , /  

( )( ) ( ) ( ) ( )Φ Φαλ α λ αΦ λ α λ1 2 1 21 1+ − ⊂ + − + D     C.Q.F.D. 

 
A présent nous donnons la relation qui existe entre la carte primale W et la carte duale Φ . 
Cette relation est une extension de la relation bien connue en optimisation classique: 

( ) ( ){ }φ λ λ= + < > ∈inf , /w u u u Γ avec ( ) { }φ λ λ= + < >
∈

Min f x g x
x X

( ) , ( ) et  

{ }w u Inf f x g x u
x

( ) ( ) / ( )= ≤ et { }Γ = ∃ ∈ ≤u x R g x un/ / ( ) . 

 
Proposition 5.3: [75]   

Nous avons : ( ) ( )Φ
Γ

λ λ= ∪ + << >>



∈

Ext W u u D
u

( ) , /
.
 

Preuve:  
Soit x X1 ∈ posons y f x g x1 1 1= + << >>( ) , ( )λ et u g x1 1= ( ) . 

Nous avons y f x u1 1 1= + << >>( ) ,λ et comme ( ) ( )f x Y u1 1∈ alors ( ) ( )f x W u D1 1∈ +  car  

f x Y u D( ) ( )1 1∈ + (puisque f x f x( ) ( )1 1 0= + et 0 ∈D ) et d’après la proposition1  
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( )Y u D W u D( )1 1+ = + . Ainsi 

( )y W u D u W u u D
u

1 1 1∈ + + << >>⊂ ∪ + << >> +
∈

( ) , ( ) ,λ λ
Γ

 

( ) ( )⇒ ⊂ ∪ + << >> +
∈

Ξ
Γ

λ λ
u

W u u D( ) ,  

( ) ( )⇒ + ⊂ ∪ + << >> + +
∈

Ξ
Γ

λ λD W u u D D
u

( ) , et comme D est un cône convexe donc 

D+D=D 
d’où : ( ) ( )⇒ + ⊂ ∪ + << >> +

∈
Ξ

Γ
λ λD W u u D

u
( ) ,  (1). 

Réciproquement soit ( )v W u u D
u

1 ∈ ∪ + << >> +
∈Γ

( ) ,λ   

alors ( )∃ ∈ ∪ + << >>
∈

y W u u
u

1

Γ
( ) ,λ et ∃ ∈ = +d D v y d1 1

1
1/ .  

( )y W u u
u

1 ∈ ∪ + << >>
∈Γ

( ) ,λ ⇒ ∃ ∈ ∈ + << >>u y W u u1 1 1 1Γ / ( ) ,λ  

    ( )[ ]⇒ − << >>∈y u Ext Y u D1 1 1λ , /  

⇒ ∃ ∈ − << >>=x X y u f x1 1 1 1/ , ( )λ et tel que ( )g x u1 1≤  alors: 

y f x u f x g x1 1 1 1 1= + << >> ≥ + << >>( ) , ( ) , ( )λ λ ce qui implique que: 

( ) ( )y L x R Dp1 1∈ + ⊂ ++, λ λΞ   ( car D R p⊃ + )  

( )( ) ( )⇒ = + ∈ + + = +v y d D D D1
1

1 Ξ Ξλ λ  

( ) ( )⇒ ∪ + << >> + ⊂ +
∈u

W u u D D
Γ

Ξ( ) ,λ λ   (2). 

De (1) et (2) nous déduisons que ( ) ( )∪ + << >> + = +
∈u

W u u D D
Γ

Ξ( ) ,λ λ . 

Comme D est un cône convexe fermé pointé (car Int D( *) ≠ ∅ donc D est aigu d’où D est 
pointé) alors d’après la proposition 3 du chapitre 3, nous avons 

[ ] [ ]Ext D D Ext DΞ Ξ+ =/ / d’où : 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )Φ Ξ Ξ
Γ

λ λ λ λ= = + = ∪ + << >> +



∈

Ext D Ext D D Ext W u u D D
u

/ / ( ) , /  

      = ( )Ext W u u D
u
∪ + << >>



∈Γ

( ) , /λ  C.Q.F.D . 

 
Remarque:   

Il est bien connu en optimisation classique 
Min f x
g x

( )
( ) ≤



 0

 f et g convexes que  

W u u( ) ,+ < >λ est minimisé au point u = 0 où { }W u Min f x g x u
x

( ) ( ) / ( )= ≤ [25] . 

De même en optimisation multiobjectif nous avons un résultat analogue à savoir que la  
D-convexité de W assure qu’il n’existe pas de point de W u u( ) ,+ << >>λ  qui domine un 
point de W(0). 
En effet d’après le théorème A de ce chapitre si x  est une solution proprement efficace de (P)  
au sens de BENSON et si une condition de Slater est vérifiée alors nous avons ∃ ∈ +λ Rm  tel 
que:  
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{ }[ ] ( )f x Ext L x x X D( ) ( , ), /∈ ∈ =λ λΦ  et d’après la proposition précédente nous déduisons 

que ( )f x Ext W u u D
u

( ) ( ) , /∈ ∪ + << >>



∈Γ

λ . 

 

A présent définissons le problème dual: Le problème primal est ( )P
Min f x
g x
x X

( )
( ) ≤
∈









0  où  

( ) ( ) ( )( )f x f x f xp= 1 ,...,  et ( ) ( ) ( )( )g x g x g xm= 1 ,...,  . 

L e problème dual est : 
( )Max

R

D

m

∪





∈









+

λ
λ

λ

Φ
où ( ) { }Φ λ λ= + << >>Min f x g xD

x
( ) , ( )  

et ( )Max D ∪







 λ

λΦ  représente ( )Ext D∪ −



λ

λΦ /  .  

 
Le théorème suivant donne une propriété que doit vérifier une solution proprement efficace du 
primal en terme de carte dual et de ce fait peut être considéré comme un théorème général de 
dualité en optimisation multiobjectif. 
 
Théorème 5.1: [75]   
Si x  est une solution proprement efficace au sens de BENSON de (P) et si la condition de 
Slater est vérifiée alors ( )f x MaxD

Rm
( ) ∈ ∪

∈ +λ
λΦ . 

 
Nous pouvons dire en un certain sens que ce théorème  représente la dualité forte entre 
problème (P) et son dual. 
 
Preuve:  
D’après le théorème 3.1 de ce chapitre ∃ ∈ +λ Rm  tel que ( )f x( ) ∈Φ λ . Supposons que  

( )f x MaxD
Rm

( ) ∉ ∪
∈ +λ

λΦ  donc ∃ ∈ +
~
λ R met ( )∃ ∈y Φ

~
λ  tel que f x yD( ) ≤  donc 

∃ ≠ ∈d d D0  

tel que y f x d− =( )  dans ce cas: L x f x g x y d g x( ,
~

) ( )
~

, ( )
~

, ( )λ λ λ= + << >>= − + << >>  

d’où ( )y L x d g x= + − << >>,
~ ~

, ( )λ λ . 
~

( )
~

, ( )
~

, ( )
~

, ( )λ λ λ λ≥ ≤ ⇒< >≤ ⇒<< >>≤ ⇒ − << >>∈ +0 0 0 0g x g x g x g x R p   d’où 

d g x D R Dp− << >>∈ + =+
~

, ( )λ   (car D R p⊃ + ) de plus d g x− << >>≠~
, ( )λ 0  car d ≠ 0  et 

( ) { }D Rp∩ − =+ 0  (puisque ( ) ( ) { }D R D Dp∩ − ⊂ ∩ − =+ 0 car D pointé)  

ce qui implique que : 

( )y L x D∈ +,
~
λ  et ( )y L x≠ ,

~
λ  ce qui contredit ( )y ∈Φ

~
λ  d’où ( )f x MaxD

Rm
( ) ∈ ∪

∈ +λ
λΦ  . 

 
A présent nous allons établir qu’il y’a dualité faible entre problème primal et problème dual 
énoncé précédemment. Pour cela nous avons besoin du lemme suivant: 
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Lemme:  
Soit D un cône convexe pointé contenant l’origine. 
a) Si y yD1 2≤ et y y y yD D2 3 1 3≤ ⇒ ≤ . 
 
b) Si y yD1 3/≤ et y yD1 2≤ ⇒ /≤y y2 3 . 
 
Preuve:  
Prouvons d’abord que { }( ) { }D D D+ − = −0 0 . 

Nous avons { }( ) { }D D D+ − ⊃ −0 0 car D contient l’origine. Soit { }( )0−+∈ DDd  

ce qui implique: ∃ ∈d D1 et { }∃ ∈ −d D2 0 tel que d d d= +1 2 . D est un cône 

convexe ⇒ + =D D D , { }( )⇒ ∈ + − ⊂ + = ⇒ ∈d D D D D D d D0 . 

Si d d d= ⇒ = −0 1 2 donc d D d2 2 0∈ ≠, et − ∈d D2 : ce qui contredit le fait que D est 

pointé donc d ≠ 0  par suite { }d D∈ − 0 donc { }( ) { }D D D+ − ⊂ −0 0 d’où 

{ }( ) { }D D D+ − = −0 0 . 

 

a) 
y y
y y

D

D

1 2

2 3

≤
≤



 { }⇔

− ∈

− ∈ −




y y D

y y D
2 1

3 2 0
( ) ( ) { } { }⇒ − + − ∈ + − = −y y y y D D D2 1 3 2 0 0  

       { }⇒ − ∈ −y y D3 1 0  
       ⇒ ≤y yD1 3  
 
b) Supposons que y yD2 3≤ , comme y yD1 2≤  alors d’après a) nous avons y yD1 3≤  ce 
qui contredit y yD1 3/≤  donc y yD2 3/≤             C.Q.F.D. 
 
Théorème 5.2: (Dualité faible) [75] 
Soit x une solution réalisable du problème primal (P) et ( )y ∈Φ λ , λ ∈ +R m  alors y f xD/≥ ( ) . 
 
Preuve:  
y f xD/≥ ( ) ⇔ /≤f x yD( ) . Nous avons : x solution réalisable du problème primal donc x X∈  

et g x( ) ≤ 0  . λ ∈ +R m  donc < >≤λ , ( )g x 0  d’où << >>≤λ , ( )g x 0  
ce qui implique que : 
f x g x f x( ) , ( ) ( )+ << >>≤λ d’où [ ]f x f x g x R Dp( ) ( ) , ( )− + << ∈ ⊂+λ  donc  
f x g x f xD( ) , ( ) ( )+ << >>≤λ . D’autre part ( )y ∈Φ λ ⇒ + << >> /≤f x g x yD( ) , ( )λ  et en 
appliquant le lemme précédent le b) avec y f x g x1 = + << >>( ) , ( )λ , y y y f x3 2= =, ( )  nous 
aurons y yD2 3/≤  c’est à dire f x yD( ) /≤ .   C.Q.F.D. 
 
Il y’a un cas où une solution réalisable du primal est en même temps optimale au problème 
primal qu’au dual, c’est le cas où f x( ) minimise (au sens multiobjectif) la fonction de Lagrange 
pour un certain λ , ce ci est donné par le théorème suivant: 
 
Théorème 5.3: [75]   
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Si x  est une solution réalisable du problème primal(P) tel que ( )f x( ) ∈Φ λ  

pour un certain λ ∈ +Rm  alors y f x= ( )  est une solution efficace aussi bien pour le problème 
primal que pour le problème dual. 
 
Preuve   
Si f x( ) n’est pas une solution efficace du problème primal (P) alors: 
∃ ∈ ≤~ / (~)x X g x 0  et f x f xD(~) ( )≤ . Nous avons aussi: 

<< >>≤ ⇒ − << >>∈ ⊂ ⇒ + << >>≤+λ λ λ, (~) , (~) (~) , (~) (~)g x g x R D f x g x f xp
D0 donc nous 

avons: 
f x g x f x
et f x f x

f x g x f xD

D
D

(~) , (~) (~)
(~) ( )

(~) , (~) ( )
+ << >>≤

≤





⇒ + << >>≤
λ

λ  ceci d’après le lemme 

précédent . 
f x g x f xD(~) , (~) ( )+ << >>≤λ  contredit le fait que ( )f x( ) ∈Φ λ  donc y f x= ( )  est une 

solution efficace de (P). De même supposons que f x( ) ne soit pas une solution efficace du 
problème dual, donc ( )∃ ∈ ∪

∈ +

y
Rmλ

λΦ  tel que f x yD( ) ≤  . 

( )∃ ∈ ∪
∈ +

y
Rmλ

λΦ ( )⇒ ∃ ∈ ∈+λ λR ym / Φ et comme << >>≤λ , ( )g x 0  

⇒ − << >>∈ ⊂+λ, ( )g x R Dp  

⇒
+ << >>≤

≤





⇒ + << >>≤
f x g x f x
mais f x y

f x g x yD

D
D

( ) , ( ) ( )
( )

( ) , ( )
λ

λ  ce qui contredit ( )y ∈Φ λ  

donc ( )f x MaxD
Rm

( ) ∈ ∪
∈ +λ

λΦ     C.Q.F.D. 



Conclusion générale   
 
A travers cette thèse nous avons traité le problème de contrôle optimal discret en énonçant 
les divers principes du maximum relatifs à différentes formulations. 
Une nouvelle voie de recherche est de trouver un principe du maximum des systèmes 
discrets dans le cas multiobjectif c'est à dire dans le cas où on a à optimiser plusieurs 
fonctions objectifs. 
Nous avons également fait une synthèse des principaux résultats qui existent en 
optimisation multiobjectif notamment concernant la caractérisation des solutions efficaces 
et proprement efficaces, ceci nous permet de pouvoir les appliquer au problème de contrôle 
optimal discret multiobjectif. 
Cette thèse pourra contribuer également à développer des méthodes numériques dans le 
domaine de l'optimisation multiobjectif non linéaire, à cet effet nous avons fait une 
prépublication interne sur les vecteurs suprémaux et quasi-suprémaux dans la méthode des 
contraintes d'égalités propres. 
Une autre voie de recherche est de pouvoir exploiter les possib ilités de la dualité 
multiobjectif pour les méthodes numériques, en effet nous remarquons qu'il existe 
beaucoup d'analogies entre la dualité Lagrangienne multiobjectif et la dualité Lagrangienne 
classique d'un programme non linéaire à une seule fonction objectif .   
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