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Résumé

Ce mémoire a pour objectif 1’é¢tude de certains types d’ordres stochastiques de
variabilité basés sur les quantiles. On s’intéresse en particulier & un ordre exploitant la
fonction d’expansion (la fonction RS) mesurant 1’écart entre la variable et son quantile.
Nous employons la fonction RS pour caractériser les différents types d’ordres de lois
non paramétriques. Nous nous proposons de montrer le lien avec certains ordres de lois
non paramétriques de fiabilit¢ (IFR, NBUE et DMRL) et en particulier des
caractérisations en terme de cet ordre de variabilité.

Nous présentons aussi le test de Kolmogorov-Smirnov de ’ordre RS et son application
a des lois non paramétriques. (Détection de la propriét¢ NBUE).

Nous terminons ce travail par une petite application, qui concerne le modele classique
du risque, nous définissons la probabilité de ruine a long terme d’une société

d’assurance et établissons les bornes de cette probabilité.
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Introduction



Introduction :

La comparaison stochastique des distributions est un domaine de recherche trés
important dans divers secteurs de probabilités et statistiques. Des différents types
d’ordres stochastiques ont été étudiés dans la littérature.

Ces ordres sont utilisés actuellement dans divers domaines de modélisation
stochastique : Analyse de survie, Files d’attente, Ordonnancement, Théorie de la
décision, Economie, Gestion de stock et la théorie du risque.

Par exemple I’ordre stochastique le plus naturel pour comparer deux variables aléatoires
réelles est ’ordre en distribution, cet ordre consiste & comparer point a point leurs
distributions.

Une autre notion d’ordre qui est souvent utilisée pour comparer la variabilit¢ de deux
distributions est 1’ordre dispersif qui est basé sur la fonction quantile.

Le quantile est une mesure de risque qui correspond a la perte maximale pour un certain
pourcentage de probabilité.

Récemment, Fernandez-ponce et al (1998), et Belzunce (1999) ont proposé un nouvel
ordre de variabilité basé sur la fonction d’expansion qui mesure 1’écart entre la variable
et son quantile. Cet ordre est appelé right spread order (I’ordre RS), I’ordre RS est
¢galement appelé excess wealth order ([08], [18]) ou Shortfall order [09].

Notre étude comporte cing chapitres.

Le premier chapitre décrit la définition de la fonction quantile et ses propriétés,
quelques lois de probabilités et les processus stochastiques, ainsi les différents types de
lois non paramétriques qui sont utilisées actuellement dans divers domaine de

modélisation stochastique.

Le deuxieme chapitre présente la définition des ordres stochastiques usuels, 1’ordre

dispersif et ses propriétés.



Nous développons dans le troisieéme chapitre les ordres stochastiques basés sur la
fonction RS, dans la premiére partie nous étudions la fonction RS et ses propriétés.
Dans la deuxiéme partie nous employons la fonction RS pour caractériser les différents
types d’ordres de lois non paramétriques.

Dans la troisiéme partie, nous présentons un nouvel ordre partiel pour comparer deux
distributions de probabilités en terme de leurs dispersions et étudier ses propriétés. On
se propose de montrer le lien avec certains ordres de lois non paramétriques de fiabilité
(IFR, NBUE et DMRL) et en particulier des caractérisations en terme de cet ordre de
variabilité.

Dans la derniére partie, nous étudions la conservation de 1’ordre RS.

Nous présentons dans le quatriéme chapitre le test de Kolmogorov-Smirnov pour la

détection de 1I’ordre RS et son application a des lois non paramétriques.

Le chapitre final est consacré a une application qui concerne le modéle classique du
risque, nous définissons la probabilité de ruine a long terme d’une société d’assurance,
nous établissons des bornes pour cette probabilité et nous calculons la borne DMRL.

Nous terminons ce travail par une petite conclusion.



Chapitre 1 :
Geénéralités



1- Fonction quantile :

1.1- Introduction :

La fonction quantile d’une vaiable aléatoire (ou d’une loi de probabilité) est I’inverse de
sa fonction de répartition. Quand cette fonction de répartition est strictement croissante,
son inverse est défini sans ambiguité. Mais une fonction de répartition reste constante
sur tout intervalle dans lequel la variable aléatoire ne peut pas prendre de valeurs. C’est

pourquoi on introduit la définition suivante.

1.2- Définition :

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, et Fx sa fonction de réparation. On

appelle fonction quantile de X la fonction, notée 0, , de ]0,1[ dans R, quia pe 0,1

associe :

0,(p)=F¥(p)=inf{x: Fy(x)2 p} (1.1)
=sup{x: Fy(x)< p}.

Par convention, on peut décider que 0, (0) est la plus petite des valeurs possibles pour

Xet 0, (1) est la plus grande (elles sont éventuellement infinies).

De méme maniére on définit :

0, (p)=Fi*(p)=inf{x: F,(x)> p} (1.2)
=sup{x: Fy(x)< p}

En général nous adoptons les mémes définitions pour les inverses ¢ et /' de toute

fonction t continue a droite et croissante.

1.3- Fonction quantile d’une variable aléatoire discréte :

La fonction quantile d’une variable aléatoire discréte est une fonction en escalier,
comme la fonction de répartition. Si X prend les valeurs x,, k =1, 2..., rangées par
ordre croissant, la fonction de répartition est égale a:

Fe=PlX =x]+..+ P[X = x],

sur ’intervalle [ Xk » Xk+1[- La fonction quantile vaut :



Xx; pour pe ]O,Fl]

B! 1.3
Q)((p) Xt pourpE]stFkﬂ] ( )

Par exemple, pour la loi geométrique G(p), la fonction quantile est la fonction qui, pour

tout k=1, 2, ..., vaut k sur I’intervalle ]1— (1-p)'1- (l—p)k].

1.4- Fonction quantile d’une variable aléatoire continue :

Plagons nous dans le cas le plus fréquent, ou la densité f, est strictement positive sur

un intervalle de R ( son support) et nulle ailleurs. Si I’intervalle est [a, b], la fonction de
répatition est nulle avant a, si a est fini ; elle est strictement croissante de 0 a 1 entre a et
b, elle vaut 1 apres b si b est fini.

Toute valeur p strictement comprise entre 0 et 1 est prise une fois et une seule par Fy .
La valeur de Q, (p) est le point x unique, compris entre a et b, tel que F,(x)= p.
Calculons par exemple la fonction quantile de la loi exponentielle exp(A), de fonction de

répartition (1 - e”b‘) IR (x).

Pour tout pe ]O,l[, (l—e"“")=p = x=QX(p)=—%Log(l—p).

1.5- Propriétés de la fonction quantile :
Propriété 1 :

1- Fy et F}* sont croissantes ;

2- Fy est continue a gauche ;

3- F}" est continue a droite.



Lemme :

Pour tout réel x et un niveau de probabilité pona:

- Fi(p)sx e p<Fylx); (1.4)
2—xSF}(”(p)(:)Pr[X<x]=FX(—x)Sp. (1.5)
Démonstration :

La démonstration de (1) et (2) se fait de la méme manicre.

1)- la partie = :

11 faut montrer que : p > Fy(x)= x< Fi(p).

On suppose que : p > Fy(x), alors il existeune> 0 tel que : p > Fy (x+¢€).
D’aprés la définition sup de £ (p), on trouve que :

x+e< Fi(p), qui implique que x < F3(p).

Maintenant on montre la partie < de (1). Si p < F (x) alors on trouve que :

p < Fx(x+&) pour tout £ > 0.

D’aprés la définition inf de F3 (p), on peut conclure que £ (p)< x+ & pour tout
€>0.

Quand € — 0, on obtient 3 (p) < x. Ainsi le résultat.

Propriété 2 :

Soit X une variable aléatoire, pourtout 0 <p<1lona:

1- Si t est une fonction croissante et continue alors :

Fito(p)=t(F3(p)) ; (1.6)
2- Si t est une fonction croissante et continue alors :

Fi(p)=1F3 (p)). (1.7)



Démonstration :
On montre (1) et (2) de la méme maniére.

1)- D’apres (1.4)on a:

-1

Fz(x)(p) Sxeps Ft(X)(x)
o p<Fe((x)
e Filp)<rt(x)

e t(Fi(p)<x.

Remarque :

Les fonctions inverses de Fy et g, sont liées par :

Fi(p)=F,(U-p)et Fi*(p)=F," (1- p) pour tout niveau de probabilité p.

1.6- L’application de la fonction quantile :

1- Introduction :

La fonction quantile est un moyen de décrire la dispersion d’une loi.

Si on réalise un grand nombre de tirages indépendants de la méme loi (un échantillon),

on doit s’attendre a ce qu’une proportion p des valeurs soient inférieures a )
X

Une valeur importante est la médiane, 0, (0.5). Les fonctions quantiles sont souvent

utilisées en statistiques. On calcule en particulier fréquemment des intervalles de

dispersion, compris comme devant contenir une forte proportion des données.

2- Définition :
Soit X une variable aléatoire et o un réel compris entre 0 et 1. On appelle intervalle de

dispersion de niveau 1- o tout intervalle de la forme:

[0,(8).0,(1-a+p),avec0< B<a. (1.8)



Selon les valeurs de B, on dit qu’un intervalle de dispersion de niveau 1-o est :
e Unilatéral inférieur si f=0;

e Unilatéral supérieur si S =0 ;
e Symétriquesi f = Cy ;

e Optimal si son amptitude est la plus courte parmi tous les intervalles de dispersion
de niveau 1—-«.
Une autre application importante de la fonction quantile est la méthode d’inverse qui est

une méthode générale, consistant a simuler une variable aléatoire de loi quelconque.

Proposition :
Soit F une fonction de répartition sur R, Q la fonction quantile correspondante, et U une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. La variable aléatoire X = Q(U) a pour

fonction de répartition F.

Démonstration :

Pourtoutx € R,ona:

Plx <x]=P[O(U)< x]
= Plinf{ y; F(y)2 U}<x]
= PlU < F(x)]

= F(x).



Propriété :

Si la variable aléatoire X a la fonction de répartition f, continue, alors :

Fy (x) = unif (0,1).

Démonstration :

PourtoutO0<u<1,ona:
PlFy(x)2u]=P X 2 p ()| =F, (F{ @) =1-u.

On en conclut que F, (x)=unif [0,1].



2- Loi Géométrique : (loi du temps du premier succes)
2.1- Définition :
On introduit un temps aléatoire T, défini comme temps du premier succes dans une suite
infinie d’expériences de Bernoulli, c'est-a-dire 7 =min(k: x,=1)=min(k:s,=1),
ou S, = X,+...+ X, .On calcule alors la loi de probabilité de T.
P(T=1)=p
P(T=2)=(~-p)p
P(T=k)=(1-p)"'p
d’ou I’on peut déduire, par exemple que :
P(T>k)=%. P(T = j)=%,,(-p)'p=(-p).
En particulier, P(T = o0)=1limy . P(T > k)= limio.(1-p) =0 si p>0.
Donc P( T <o) =1, c'est-a-dire, avec probabilité 1, le temps T est fini.
Alors on dit que T suit une loi géométrique de paramétre p ou p est la probabilité de
succes dans un essai. On écrit : 7 = Geom (p).

T est appelé variable aléatoire géométrique.

2.2- Propriété caractéristique de la loi géométrique : « perte de mémoire »
La loi géométrique est caractérisée par une propriété trés importante, la

propriété « perte de mémoire », c'est-a-dire par :
P[ T>7 +% S j) = P(T > k) pour tous les entiers j et k non négatifs.
Ainsi sachant qu’il n’y a pas eu de succes jusqu’au temps j (inclus), la probabilité qu’il

y ait un succeés dans les k essais suivants est indépendante de j. En particulier, cette

probabilité est identique a celle de n’avoir aucun succes dans les k premiers essais.

Pour vérifier cette propriété, on utilise I’identit¢ P(T > k)= (1-p) .



3- Loi de poisson :

La fonction de probabilité de la loi de Poisson est de la forme :
p,=P(N=n)=¢*2"/n!, n=0,1... ,ou A >0 est’espérance de N.

Si N suit une loi de Poisson de paramétre A alors E (N) = Var (N)=A1.

La loi de Poisson est souvent utilisée en assurances pour modéliser la distribution du
nombre de sinistres.

Le théoréme suivant donne une propriété importante de cette distribution.

Théoréme :

Soient Ny, N,,...,N,, sont des variables aléatoires de Poisson indépendantes de
paramétres A, As,..., A - Alors N = N+ N,+...+ N,, a une distribution de Poisson de
paramétre A= 4,4+ L, +...+ A, -

En d’autres mots, la loi de Poisson est fermée par convolution.

4- Processus de comptage :

Définition :

On appelle processus de comptage (counting process) un processus stochastique pN,
dont les trajectoires sont des fonctions en escalier avec des sauts de hauteur 1. On

suppose que N, = 0. Si ce processus compte par exemple le nombre de sinistres dans

[0, t], les durées inter-sinistres 7,=¢,—¢,, forment alors une suite de variables

1
aléatoires indépendantes identiquement distribuées, alors ce processus appelé Processus

de renouvellements.

5- Processus de Poisson :

Lorsque les variables aléatoires 7, sont exponentielles, on parle de processus de
Poisson. C'est-a-dire le processus qui compte le nombre de sinistres avant t est un
processus de Poisson.

Définition équivalente :

Un processus de comptage est un processus de Poisson de paramétre A > 0 si il posséde

des accroissements indépendants et stationnaires tels que :

An)
P(NN+h_Nz = k)=%exp(—/lh).



6- Processus de Poisson composé :

Définition :

Soient N, un processus de Poisson de parameétre A et une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées X, X,,... indépendante du processus de

Poisson.

Le processus : S(t)= Y X . est appelé processus de Poisson composé.

i=l1
On va maintenant montrer comment déterminer la forme explicite de la distribution de S

a partir de celles de N et de x;.

Si Fy désigne la distribution des variables X, alors £y désigne la loi de la somme
N

X,+...+ X,, N variable de Poisson de paramétre A et S =) X;.
1=1

Par définitionon a :

Fs(s)=P(S<s)=P(x,+..4+ Xy <5)

P(x,+..+ X, <s/N=n)P(N =n)

M

n=0

(par la loi des probabilités totales)

=3 P(x,+...+ x,<s5)P(N =n)
n=0
(car les X, et N sont indépendantes)
Comme les variables X,..., X'y sont indépendantes et identiquement distribuées, on en

conclut que :

Fsls)= SFHIPIV =)= S F1 ()2 expl-2).

Ou F7 représente la n-iéme convolution de la fonction de répartition f, de X, a
savoir F*Xn = F’)(l *....*FX" = FX1+‘“+X” .

Lorsquen=0,0na:

0 si s<O0;
*() _ )
Fi) {1 si 520,



7- Les lois non paramétriques :

7.1- Introduction :

Les variables aléatoires considérées jusqu’a présent suivaient des lois que 1’on peut
qualifier de paramétriques au sens ou 1’allure de la distribution est connue, mais qu’elle
dépend de certains parameétres. Par exemple, la loi exponentielle dépend d’un paramétre
A, la loi normale dépend de deux paramétres m et 6°. Les distributions considérées ici
n’ont pas une distribution ayant une certaine allure, mais regroupent des familles de
distributions ayant en commun une certaine propriété plutdt qualitative. Ces lois ont été
introduites plutot en théorie de fiabilité et c’est pourquoi nous reviendrons souvent sur
ce type d’interprétation. Pour des raisons de commodité, nous utiliserons également la

variable t plutdt que x, pour souligner le fait que cette variable est temporelle ; de plus

nous travaillerons plutot avec la fiabilité F(¢) =1— F(¢) au lieu de F(t).

7.2- Loi a risque instantané monotone :
1- Définition :

Une variable aléatoire non négative de fonction de répartition F(x) suit une loi de type
IFR (Increasing failure Rate = taux de défaillance croissant) si le risque instantané
AU)
1-F()

Tel que : r(t) représente le risque de panne ou taux de défaillance de 1’élément (ou du

est monotone croissant.

r(t)=

systeme).

Une variable aléatoire positive suit une loi de type DFR (Decreasing failure Rate = taux
de défaillance décroissant) si le risque instantané est décroissant .

Notons que le risque instantané r(t) n’existe pas toujours : cela dépend de I’existence de
la densité de probabilité¢ f(t). Dans ce cas, et pour de telles distributions, la loi IFR
(DFR) est définie autrement. Une distribution F(.) est dite IFR (DFR) si et seulement si

F(t+x)

7o) est monotone décroissante (croissante)
t

la probabilité conditionnelle F, (x) =

en t, pour tout x = 0.



2- Critéres d’appartenance a la classe IFR :

Les assertions suivantes sont ¢quivalentes :

1- Fest IFR.

2- Le risque est monotone croissant lorsque la densité existe.

3- La fonction Log F(f) est concave sur {t (F(f)> 0}.

4- Le risque cumulé A(f)=—Log F(f) est convexe sur {t F(t)> 0}.

= F(t+ o
5- F (x)= (t+x) est monotone décroissante en t > 0.

F()

7.3- Loi a risque moyen monotone :

t

Notons : A(?) = [r(x)dx qui est le risque cumulé entre les instants t = 0 et t.
0

1- Définition :
Une variable aléatoire X ou sa distribution F est dite IFRA (DFRA) si et seulement si

A(t) —LogF(t)
t t

pour tout t > 0 le risque moyen sur I’intervalle [0, t], est croissant

(décroissant) en t > 0.

2- Critéres d’appartenance a la classe IFRA :
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1- F est IFRA.
2- F(at)=[F(0)]* Vael[0,1]ett>0.

3- = [r(u)du = %t) est croissante en t.

1

4- []7(;)]? est décroissante.



7.4- Loi du « Neuf meilleur que ’usagé » :
1- Définition :

La variable aléatoire positive X est NBU si F(x+y)<F(x)F(y) ,pour x,y = 0.

La condition ci-dessus s’écrit aussi Fx(y)z%-i_)y)SF (y). En termes de fiabilité la
X

propriété NBU signifie que la fiabilit¢ d’un élément usagé d’age x est plus petite que
celle d’un ¢élément neuf ¢’est-a-dire d’age x = 0.

La variable aléatoire positive X est NWU si F(x+y) 2 F(x)F(y), pour x,y = 0.

2- Critéres d’appartenance a la classe NBU :
Les assertions suivantes sont ¢quivalentes :

1- F est NBU.

- M < F(x) pour t, X positifs.
F (1)

3- F(x+y)SFX)F() ,Vx,y=0.

4- La fonction A(f)=—Log F(t) est super-additive, c'est-a-dire :

A(t+x)=A(H)+A(x) pour tout t, X positifs.

7.5- Loi du « Neuf meilleur que ’Usagé » en moyenne : (NBUE)
1- Définition :
Une variable X de loi F est dite NBUE si : E(X; )<E(X).

En d’autres termes, la durée de vie moyenne résiduelle d’un élément d’age t est plus
petite que celle d’un ¢élément neuf (d’age t = 0).

Une variable X de loi F est dite NWUE si: E(X, )2 E(X).



2- Criteres d’appartenance a la classe NBUE :
Les assertions suivantes sont ¢quivalentes :

1- F est NBUE.
2- EX,)SEX), Vt,0<t<oo

3- La pseudo-fiabilité est inférieure & la fiabilité, c’est & dire G(¢)< F(t) pour tout t

positif, ot G est définie par : G(¢)= lTf(u)a’u et m=FE(X)= Tf(x)dx.
0

m ¢

4- Lafiabilité F vérifie Pinégalité : [F (¢t +u)du < mF ().
0

7.6- Loi a « Temps résiduel moyen monotone » :

1- Définition :

Une variable aléatoire suit une loi DMRL (Decreasing Mean Residual Life = Temps
résiduel moyen décroissant) (IMRL (Increasing Mean Residual Life = Temps résiduel
moyen croissant)) si et seulement si : u(t) est décroissante (croissante) en t, tel que : u(t)

est la fonction de vie moyenne résiduelle de la variable aléatoire.

2- Propriété :
Si X est DMRL et Y IFR alors : X+Y est DMRL.

Propriétés :

1- IFR=IFRA=NBU=NBUE

2- DFR=DFRA=NWU=NWUE

Cette chaine d’implications doit étre comprise au sens suivant. Par exemple,
IFR=IFRA signifie que la classe des distributions de type IFR est contenue dans la
classe des distributions de type IFRA. Dans la littérature et du point de vue de
I’interprétation, 1’implication est comprise au sens ou si F posséde la propriété (de

vieillissement) IFR, alors elle posséde également la propriété IFRA.



Chapitre 11 :
Les ordres stochastiques

usuels



1- Introduction :

D’une maniere générale, on appelle ordre stochastique un ordre partiel défini sur un
espace des mesures de probabilité.

Relation d’ordre : Soit D = {a,b,c,...} un ensemble d’éléments ; Une relation binaire
<sur D. Nous dirons que c’est un ordre partiel (certains parlent de pré ordre), si elle est

réflexive, transitive et anti-symétrique.

2- Ordre Stochastique ou en distribution :

1- Définition :

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de fonctions de répartition F et G
respectivement, alors X <,Y & F(x)=2G(x) Vxe IR . (2.1)

En termes de valeurs extrémes, X<gY < F(x)<G(x) V x (en d’autres termes X a

moins de chances que Y de prendre une grande valeur x, et ce pour tout x).
On dira indifferemment X<,Y (X inférieur a Y en distribution) et on note parfois

F<4G. Cet ordre est parfois appelé ordre stochastique (dominance stochastique d’ordre

1 et noté < ou SFSD)-

2- Caractérisation bivariée de I’ordre stochastique :

Soit la classe de fonctions bivariées :

— N 2 . . , .
E,={¢:IR" — IR : ¢(x,y) estcroissanteen x et décroissanteen y }.

Théoréme I1.1 : [Réf 23]

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors : X < Y siet seulement si :

(X, Y)<o9(Y,X) Vopek,.

3- Propriétés :
a- S1 X <, Y et g est une fonction croissante (décroissante) alors g(X) <, (=,)g(Y);

b- Soient X et Y deux v.a. 2 0,alors X <,V = E(X) < E(Y) (avec égalité si et

seulementsi: F =, G);



De plus, lorsque I’espérance existe X <, Y = E(X*)<E(Y*), (k=0) et
X<, Y=EX"2EY"), (k<0);
c- Soient {X ; } et {K } des suites (indépendantes) de variables aléatoires

indépendantes, et soit ¥ : IR”™ — IR une fonction croissante, alors :

X, <,Y ,Vi=lm = YX, ,X,,...X,)<, ¥, .,Y,,..Y,). En particulier, <y

1

3

est stable par convolution, c'est-a-dire: X, < Y. Vi=lm = S X S, 2Y . Et

i=1 i

pour les statistiques d’ordre X, < ¥, Vi=lm = X,<,Y, Vi=lm.

d- Cas de sommes aléatoires de termes. Si M et N sont des variables enticres telles que

M<,N , X, <, Y, Yiaos ¥X <, 3Y.
i=1

i=1
Cette propriété est particulierement utilisée pour des sommes géométriques qui se

rencontrent dans de nombreux problémes.

e-S1 X <_ VY et EX=EYalors: X=,Y ;

f-Si X <, Y etsi E[f(X)] = E[f(Y)] pour toute fonction f strictement croissante, alors :

X=4Y.

3- Ordre convexe :

L’ordre convexe est encore appelé parfois ordre de variabilité. Il y a lieu d’étre prudent
en manipulant ce type d’ordre car il est interprété de différentes manieres dans la
littérature. C’est dQ entre autres a la diversité d’interprétation de la notion de variabilité.
1- Définition :

Nous dirons que la variable X est inférieure a la variable Y en ordre convexe,

noté¢ X<..Y , si et seulement si E[ f(X)]<E[ f(Y)] pour toute fonction f:/R—IR

convexe. (2.2)



Grossierement parlant, les fonctions convexes sont des fonctions qui prennent leur
(relativement)  grandes  valeurs dans les domaines de la  forme
[~ o0,a]U[b,400] pour a<b.Parconséquent, si I’inégalité ci-dessus a lieu, alors Y a

plus de chances de prendre des valeurs « extrémes » que X. On peut dire aussi que Y est
« plus variable» que X. L’ordre convexe est donc un ordre de variabilité, bien que ce
terme soit réservé a un autre ordre plus particulier. On note également parfois, que dans

I’inégalité¢ E[ f(X)]< E[ f(Y)] il est suffisant de considérer des fonctions f convexes

uniquement sur 1I’union des supports de X et Y.

2- Caractérisation bivariée de I’ordre convexe :

Soit la classe de fonctions bivariées :

Eex={ IR IR : )(x, )y, x) est convexe en x pour tout y }.

Théoréme I1.2 : [Réf 23]

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors : X <_ Y si et seulement si :

E[p(X,Y)]< E[p(Y,X)] VoeZ,.

3- Propriétés :

1-Si X< Y ,alors

a- E(X)<EY);

b- Var(X) < Var(Y);

c- H(X-a)']< H(Y-a)'], Va;

d- E[(a-x)]|< E|(a-Y)] va ;
e- [Fu)du< [Gu)du ¥ x ;
o | Fu)du< [Gu)du ¥ x.

On suppose partout que les espérances existent.

g- De plus, si E(X)=E(Y) et X< Y @Tf(u)du < Df(_?(u)du VX



h- Si E(X)=E(Y) ,alors X<.Y < E|X-a/=EY-a VaelR.
2- I’ordre convexe satisfait les propriétés suivantes :
a- XSch :> _XSCX_Y ;

b- L’ordre <.y est stable par convolution i.e. si{X ; } et {Yi } sont des suites

3

indépendantes de v.a, alors X, <_ Y, Vn=1lm = in <, 1

i=1 i

Y
1

c- Il est stable par sommation aléatoire, c'est-a-dire : si M et N sont des variables

M
enticres telles que M<. N , X; <. Y, , Vi, alors §Xi < 2

d- Si X est une variable aléatoire de moyenne finie, alors X +E(X)<2X ;

e- Si X et Y deux variables aléatoires indépendantes de moyennes finies avec : E(Y)=a
alors: aX < YX ;

f- Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de moyennes finies avec

E(Y)=0 ,alors X< X+Y .

4- Ordre concave :

De la méme maniére, on peut définir I’ordre concave.

1- Définition :

Nous dirons que la variable X est inférieure a la variable Y en ordre concave, noté
X<nY , sioet seulement si E[ f(X)]<E[ f(Y)] pour toute fonction f:IR—IR

concave. (2.3)

2- Propriétés :

- X<V &Y< X .

2- Par conséquent, toutes les propriétés sur 1I’ordre convexe peuvent étre transposées a
I’ordre concave par changement du sens de I’inégalité. Il n’est pas tres utile d’avoir une

discussion séparée sur I’ordre concave a I’exception peut étre des cas ou cela peut

présenter un intérét particulier.



5- Ordre en transformée convexe :
Définition :

On dit que X est inférieure & Y en ordre transformée convexe (noté <. ), si et seulement

si: G'F(x) est convexe en x sur le support de F. (2.4)

6- Ordre croissant convexe (concave):
1- Définition :

Nous dirons que la variable X est inférieure a la variable Y en ordre croissant convexe,

not¢ X <, Y (respectivement X< YV ), si et seulement si E[ f(X)]<E[ f(Y)]

icv
pour toute fonction f:/R—IR croissante convexe (respectivement concave) (si les

espérances existent). (2.5)
Pour faire le lien avec les ordres introduits précédemment, on peut dire, grossiérement
parlant que X est a la fois « plus petite » et « moins variable » que Y dans un certain

sens stochastique. De la méme maniére on peut donner un sens stochastique a 1’ordre
concave : si X<. YV alors X est a la fois « plus petite » et « plus variable » que Y.

=icv

2- Caractérisation bivariée de I’ordre croissant convexe (concave) :
Soit la classe de fonctions bivariées Z, (. )=1{@:IR> > IR : ¢(x,y)—@(y,x) est

croissante convexe (concave) en X pour tout Y}.

Théoréme I1.3 : [Réf 23]

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors: X <, Y (X <, Y) si et seulement

si: E[@p(X,Y)]< E[¢(Y,X)] VoeE, (E,) .

3- Propriéteés :
1- X<, Y implique :

a- EX)<EY) ;

b- E[(X —a)' 1< E[((Y-a)'] V ae IR;



c- CF(u)du<["Gu)du ¥ xe IR

2- De la méme maniére pour I’ordre croissant concave, I'inégalit¢ X<; Y implique :

a- E(X)<EY);
b

E[(X—a)-]<E[(Y—a)-] V aclR; ou a—=a sia<0 et a—=0si a>0

[* Fuaduz[" _Gu)du VxelR.

(@)
1

d- Soient X et Y deux variables aléatoires, alors: X<. YV < -X>. -Y et

=icx icv™

X< Y & -X2 Y ;

=icv icx ™

e- Si X<, Y (X <, Y) et gestune fonction croissante convexe, alors

g(X) <, (<u)g)

f- Si M et N sont des variables entiéres telles que M <. (<..)N, X< (<) Y5 Vi,

M=

Y,

1

M
alors: > X, <, (Sicv)
i=1

Notons que I’ordre croissant convexe est connu dans la théorie de 1’économie comme la
seconde dominance stochastique d’ordre 2. X<, ¥ & F<, . G& G SSD2 F .
Si X (ou F) est plus petit que Y (ou G) au sens de 1’ordre <icx, alors G (ou Y) domine X
et on note G SSD2 F. La premiére dominance d’ordre 2 est réservée a 1’ordre croissant
concave X<, Y & F< G&G SSD1 F Ainsi, plus I'ordre de dominance est

¢levé, plus la comparaison est faible car restreint a une classe plus petite de fonctions.

Nous avons vu que l'ordre croissant convexe peut-étre caractéris€ de la manicre

suivante : X<, Y & E[((X-)'ISE[(Y-)T] VieIR.

Pour cette raison, notamment en théorie de fiabilité, on appelle <, ., I’ordre en moyenne

de duree vie résiduelle. Si X<, Y , on dit que X est plus petit que Y en moyenne, ou

en moyenne de vie résiduelle. Par analogie, I’ordre <.. s’appelle ordre en durée de vie

icy

moyenne écoulée.



7- Ordre en moyenne de vie résiduelle :
Soit X une variable aléatoire de fonction de survie (la fiabilité) F et de moyenne finie

., la fonction de vie moyenne résiduelle de X est définie par :
E{X} =E{X-t/X>t} Sit<t (t" =Sup{t: F (t)>0}
n(t)=

0 Sinon

En particulier si X une variable aléatoire positive alors : i (0) = i = E{X}, et si t = oo,

Tﬁ(x)dx
ult)= th
La fonction pu (0) : est la fonction mrl d’un certain variable aléatoire > de distribution
absolument continue si et seulement si :
I- 0Spu(t)<eo,Vt 20;
2- n(0)>0;
3- U continue ;
4- u(t) +t croissant sur [0, +oo] ;
5- Sidtgtel que : 1 (to) =0 alors u (t) =0, Vt > to,
s’il n’existe pas ty avec U (to) = 0, alors : TLd =00,
o pult)

Plus la fonction mrl est petite plus X est petite dans un certain sens stochastique.

1- Définition :
Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de vie moyennes résiduelles p et 1
respectivement tel que : p (t) <1 (t). (2.6)

Alors X est inférieure a Y en ordre moyenne de vie résiduelle, et on note X <,,,Y .



2- Propriétés :
1- On peut dire que : X <,/ Y si et seulement si :
Tf(u )du

L ——— décroissante en t, {t : Ta(u)du > O}
[G(u)du !

= oo

= 5(t)jF(u) du Sf(t)j G(u)du pour tout t.

t !

E[(X—t)+] . ) v
= Elv—y décroissante en t, {t.E(Y t) >0}.

2- Si X est DMRL et a constante < 1 alors : aX <, X ;
3-Si X est DMRL & x> X, VES{

S X+t<mX +1

8- Ordre en taux de défaillance :

Soit X une variable aléatoire non négative de distribution absolument continue F, le
taux de défaillance de X est défini par :

r(r):[ij(—LogU—F(r)».

dt
Le taux de défaillance peut étre exprimé par :

r(t):hm{t<XSt+At/X>t}:£(t)

620
A0 At F(¢)

tel que : F(t) =1- F(¢) la fonction de survie ;

et f(t)= (%)F () 1a densité.

1- Définition :
Soient X et Y deux variables aléatoires non négatives, de fonctions de répartition
absolument continues et de taux de défaillances r et q respectivement tel que :

r(t)=q(t),t>0. (2.7)

Alors X est inférieure a Y en ordre de taux de défaillance et onnote : X <, Y .



2- Caractérisation bivariée de I’ordre en taux de défaillance :

Soit la classe de fonctions bivariées £, ={@:IR> — IR : ¢(x,y) est croissante en X,

pour tout Y sur {x >y} et décroissante en y pour tout X, sur {y = x}}.

Théoréme I1.4 : [Réf 23]

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors : X <, Y si et seulement si :

X, V)<Y, X) Voek, .

3- Propriéteés :

a- S1 X <, Y etgestune fonction croissante (décroissante), alors :

g0 <, e
b- Si X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F et G respectivement,

etsi X<, Y, alors: F(t) < E(t) pour tout t.

9- Ordre dispersif :
9.1- Définition :
Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F et G

respectivement, et soient Q, et (O, les fonctions quantiles associées a F et G

respectivement : alors si :

0,(a)-0,(p)<0,(q)-0,(p) pour 0< p<g<1. (2.8)

On dit que X est inférieure a Y en ordre dispersif (X est moins dispersée que Y), et on
note cet ordre par : X <4, Y .

Ceci signifie que la différence entre deux quantiles quelconque de F est plus petite que
la différence entre les quantiles correspondants de G.

Une définition équivalente de X <4, Y estque: O, (F(x))—x est croissante en x.

L’ordre dispersif peut étre exprimé en terme de taux de défaillance (le risque) s’il existe,

soient ry(.) et ry(.) les taux de défaillance de X et Y respectivement, alors :

X <ap Y sietseulementsi: py (QX (p))s ry(QY (p)) pour pe [O,l].



Une condition de X <4, Y est que : var (X) < var (Y) et E[| X —X2|]S E[|Y1 - Y2|] ou

X1, X, (Y,,Y,) sont deux variables aléatoires indépendantes de X (Y).

Proposition : [21]
X >4,Y si et seulement si la variable aléatoire (X -Xx p)+ est stochastiquement plus

grande que la variable aléatoire (Y “Vp )+ pourtout 0 <p<1,ou:

5 =0, (p) et (=xp)" =max{x ~ 1, 0}

Démonstration :

On suppose que Y <, X , et on fixe un t > 0.
Soit FX(xp+t): q ,ona:
Frlx,+1)=Fy(x,)

=Frly,)

=rr,+b,-2,)

<Frly, +(x,—x,) (@apres (2.8)

<Fy(y,+1).
Car: x, < x,+! d’aprés la définition de x, .
On sait que : P[(X —x p)+ < z]: F(x,+1). Ainsi le résultat.
Réciproquement, on suppose :
Fely,+0)<ryly, 1) 0<p<l.

Pourtoutt>0,ona:

FX(Xp"‘(yq_yp»SFY(yp"‘(yq_yp»
=Fy(yq)=Fx(xq)~

Car x,+y,—y,<x,,pourtout0<p<q<1I.



9.2- Propriétés :

1- Soit X une variable aléatoire alors :

X <apaY quand a > 1.

2- Soient X et Y deux variables aléatoires, alors :

X<upY & —X<up—Y .

3- La variable aléatoire X satisfait X <4, X +Y pour chaque variable aléatoire Y
indépendante de X si et seulement si : X a la densité log concave.

4- La variable aléatoire X est dispersif si et seulement si : X a la densité log concave.

9.3- Lien entre I’ordre dispersif et les lois non paramétriques de taux de défaillance
monotone :

Dans cette partie, on présente le lien entre I’ordre dispersif et les lois non paramétriques
IFR et DFR. On suppose que les fonctions de répartition F et G sont continues et
strictement croissantes sur leurs supports [0, o], et F(0) = G(0) = 0.

On note par : f(% ): I;L];z;)x)’ x>0, t>0 : lafiabilité conditionnelle d’un

¢lément d’age t, si F sa loi non paramétrique.

Et 5(% )= m F est IFR (DFR) si F(% ) est décroissante (croissante) en t > 0

1-G(r)

pour tout x = 0.

Théoréme IL.5 : [Réf 02]

Si F(%)S 5(%) pour tout x 20 et t >0, et F ou G est DFR, alors : F <, G.

Démonstration :

On suppose que G est DFR,

F(%)S 5(%) pour tout x > 0 et t > 0 implique : F(x)> G(x) pour x > 0.

Ainsi F'G(x)<x< G F(x), x20. (2.9)
Comme G est DFR , (2.9) implique :

F(%)s@(%)s@(%_lF(t)j, x>0,t>0



= Fx+1)2G(G"'Ft)+x), x20,t20
&G Flx+t)-(x+1)>2G6"F(t)-1, x>0,t>0
& G'F(x)-x estcroissante en x > 0 & F <y, G.

La preuve est semblable si on suppose que F est DFR.

Théoréme I1.6 : [Réf 02]

Si F<;,G et F ou G est IFR, alors : F(%)S G(%) pour tout x >0 ett>0.

Démonstration :

On suppose que G est [FR.

F <4y G © G F(x)— x est croissante en x
& G F(x+1)2G'Flt)+x, x>0,t>0 (2.10)
& Flx+1)2 GG F(t)+x), x>0,t>0

Comme F <, G implique (2.9), et G est IFR, alors d’apres (2.10) on a :

1-Glt+x)  1-G(G"F(e)+x) _ 1-Flt+x)
1-G() ~ 1-G(G'F() ~ 1-F()

, x20,t=>0.

C’est a dire F(%)S 5(%) pour tout x = 0 et t > 0. Ainsi le résultat.

La preuve est semblable si on suppose que F est IFR.

9.4- Lien entre I’ordre dispersif et I’ordre super additif :

Définition :

F est dite inférieure a G en ordre super additif (on note : F'<,, G ) si et seulement si :
G'Flx+y)>G"'F(x)+G"'F(y)pour tout x, ye ;. (2.11)
(Tel que Sy : le support de F)



Théoréme I1.7 : [Réf 01]
Si F<,G et Fe,G alors: F<y,G.

Démonstration :
On suppose que F<, G, alors, G F(x+ y)> G F(x)+ G F(y)pour tout x, ye S
comme F<,G implique G~ F(x)> x, alors :
G'Flx+y)2G6"Fly)+x,  xyess
oG Flx+y)-(x+y)26"'Fy)-y,  xyes;

=G F(x) — x estcroissante en X 20 & F <y, G.

Corollaire : [Réf 01]
Si F(%)S 5(%) pourtoutx 20ett=0et F'<,G,alors: F<;,G

Lemme : [Réf 01]

Si F<, G, alors (%X)G’lF (x) > 1im},_>0(G_1F (% ) pour tout x € S

Démonstration :
Onsaitque: F<,GeG ' Flx+y)2 6" F(x)+G ' F(y)pour tout x, ye S

G'Flx+y)-G'Flx)  G'F(y)
y Sy

alors :

(2.12)

Prenant la limite des deux cotés de (2.12) quand y tend vers 0, alors on trouve le

résultat.



Chapitre 111 :
Les ordres stochastiques

basés sur la fonction

d’expansion



I11.1- La fonction d’expansion (La fonction RS) : ( Right spread function or the

excess wealth transform)

1- Définition :
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F et de moyenne finie uy.

La fonction RS de X est définie par :
si(p)=E[x-0x(»)]

=F [max{X—QX (p).0}]

(3.1)

Ou: g, =1-F: fonction de survie de X (La fiabilit¢);

et Qx(p) : fonction quantile de X.

Onditque s % la fonction RS de la variable aléatoire X. la fonction RS est croissante
et si

Ur < 0, et X une variable aléatoire positive alors sa limite est [lr quand p — 0.

La fonction RS d’une variable aléatoire est liée a sa fonction moyenne de vie résiduelle,

qui est définie par :

ur(x)=E[X —x/X >x]= Tﬁ(t)dtﬁ(x).

Remarques :

1- En théorie de fiabilité et analyse de survie on utilise la fonction :

0. _
Tx(p)=1-5%(p)= | F(x)dx, pour pe [0,1], qu on appelle fonction de temps total
0

du test (the total time on test tranform : TTT). Elle représente la durée totale de bon
fonctionnement des éléments soumis aux essais.

2- Les fonctions RS et TTT ont des interprétations importantes en science actuarielle.
Supposons qu’un assureur accepte un risque aléatoire X. Supposons de plus, que
I’assureur congoit une réassurance pour ce risque déterminé par un niveau de

conservation 1.



C'est-a-dire que le réassureur payera n’importe quel exceés d’une réclamation au-dessus
du niveau L. (En d’autres termes, | peut étre considéré en tant que déductible).

Si 1 est déterminé comme un percentile particulier de la distribution de réclamation,
alors la fonction TTT est la réclamation moyenne espérée au dessous du niveau de
conservation. C’est une quantité importante pour 1’assureur. De la méme maniére la
fonction RS est la réclamation espérée au dessus du niveau de conservation, c’est une
quantité importante pour le réassureur.

3- En Economie, la fonction RS représente 1’excés de richesse des (1-p) 100 % des

individus les plus riche d’une communauté.

2- Estimation de la fonction RS : [Réf 04]

On note que pour une variable aléatoire positive X,

0.

x p
si(p)= E[(X—F_l(p))+]= E[x]- iFX (x), Pestimateur non paramétrique de la

fonction RS pour un échantillon X,..., X, de X (F(0)=0) , est donné par :

Rs,(p)=X-H,'(p).
Ou:

X :lamoyenne de I’échantillon ;

nxmp siOSp<l

4 _ n
#ip)=y i i i+1
_Z(n_]+1)(X(;)_X(j—1))+ p— (n_l)(X(i+l)_X(i)) Sl—S p<—
nj=1 n n n

ou:

X :la i'“™ statistique d’ordre d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X et

H;'(p) : le temps total du test statistique.



3- Propriétés de la fonction RS :

Le théoreme suivant donne les propriétés importantes de la fonction RS.

Théoréme II1.1 : [Réf 13]
Soit X une variable aléatoire continue de fonction de répartition F qui est strictement

croissante sur son support. Alors :

a- Up (QX (ﬂ)): S}(ﬂ%_lu) .

(3.2)
1| ¢t ?
b ) gls ) (1—;0} du = var(X).

(3.3)
Avec 0,(0)=0;

c- Si X et X, sont deux variables aléatoires indépendantes de X, alors :
! 1
I 55 (du=E|x, - x|
0
(3.4)
d -1
d- rr(0y(w))= —[ds}}(u)} Ve [0.1].
u

(3.5)
Démonstration :

a- Ona:

ur (QX (ﬂ)): E[X_QX(/J)/X >0x (ﬂ)]

_ = F()dt/ _ sklw)
- Q){(ﬂ) % (0 () 1-F(oy (1))
d’ou: up (QX (,U)) = Sx (ﬂ%_ﬂ)~



b- D’aprés (3.2) on a:

i [S}(l%_ ﬂ)] du =i #0, (u))du  (onpose: 0y (u)=1)

= [2(0)dF (f) = var(X).

e E[xi-xfl=21] . (o=x)f(e)f (e)d xid s

=2 Tl =0 )f ) f )l il x2

X1

= 2T F(xl)ﬁ(xz - xl)Md xz}f(xl)d X1

- Xi X1

= 2T F(wur () () (on pose: x=0,(v))

=21(1-v)r (0, (v))av

= 2[ St(v)dv
d’ou:

Sk (u)du = %EHXI - x|l

O — —

4- Ecart a droite observé :

Soit : X s D’écart a droite observé quand X est observé, c’est a dire:

Xrs =S4 (F(X))=,8%(U) ou: U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].



Onnote : Xy = Tf(x)dx .
X

Proposition : [Réf 20]

La fonction de survie de X ¢ est I’inverse de la fonction RS.

Démonstration :

Calculons la fonction de survie de X s .
plxas>y}=P{s:(U)> y}=P{U <57 (v)}
=s7'(v), yelo1].



I11.2 - Caractérisation des ordres de lois non paramétriques a I’aide de la fonction
RS:

Dans cette partie, on suppose que toutes les distibutions a étudier sont des distributions
non paramétriques, avec F(0) = 0. Dans la fiabilité et I’analyse de survie, plusieurs
classes de lois non paramétriques comme IFR, IFRA, NBU, NBUE,... ont été étudiés.
On suppose que toutes ces lois ont des moyennes finies et sont strictement croissantes

sur leurs supports.

1- Définition :

1- X est dit plus IFR que Y (X <y Y) si:
rx (QX (p))
ry (QY (p))

(3.6)

est croissante en p pour p € [0,1].

Ou d’une maniére équivalente, si la fonction Q, F (x) est convexe.
2- X est dit plus DMRL que Y ( X <pyr. Y ) si :

ux (0, (p))

est croissante en p e [0,1] .
uy y(p)

(3.7)
3- X est dit plus NBUE que Y ( X <ypyeY) si:

ux (0 (p)) _ E[X] vpe [o.].

ur(0,(p)) ~ E[Y]
(3.8)

Remrques :

1- Dans la définition précédente, si Y a la distribution exponentielle négative alors:

X <pY sietseulement si X a la propriété de vieillessement (non paramétrique) P pour
P € {IFR, DMRL, NBUE};

2- L’ordre IFR donné dans la définition précédente s’appelle également ordre en

transformée convexe.



2- Lien entre les ordres de lois non paramétriques et la fonction RS :
Le théoréme suivant montre que certains ordres partiels en lois non paramétriques

peuvent étre convenablement exprimés en terme de la fonction RS.

Théoréme I11.2 : [Réf 13]
Soient X et Y deux variables aléatoires positives, de fonctions RS, §7% et Sy

respectivement, alors:

%p Sk (p)
¢, Si(p)

& 5% §77(¢) est convexe en t, pour 7€ [0,0].

a- X<pt © est décroissant en p pour p € [0,1] (3.9

b- X< Y & Sf (P) est croissant en p pour p e [0,1]
Sy(p)

(3.10)
& S ST(r) est étoilée en t.

Sk (p) _ ElX]
sy(p) ~ ElY]

- X<wpur ¥ &

(3.11)
Démonstration :

a- D’apres (3.6)ona:

X <Y si: M est croissant en p.

ry (Qy (p))

(0, (p) [ LasE)]
rY(Qy (P)) _[%ps;(p)}l

i [%ps}(p)}

= =———= est croissant en p.

70

4,55 (p)

Donc : =———— est décroissant en p

%p sy (p)




b- D’aprés (3.7)ona:

ux(0.(p))

est croissant en p, pour p € [0,1].
uy Qy (p)

X<our Y &

s%(p)
1—

S (p)/_ )

est croissant en p.

= est croissant en p,

sk (p)
st(p)

d’ou:

c- d’apres (3.8)ona:

,UX(QX(p)) < E[X]
,UY(QY(p)) - E[Y]

S“@4p<Eu1
s;(;%_p T ElY]”

sk(p) _ ELX]
si(p) ~ E[Y]

X<wueY &

=

D’ou: XSNBUEY L=t

Remarques :

1- La fonction RS d’une distribution exponentielle négative de moyenne [ est p(1-).

2- Enprenant Y une variable aléatoire exponentielle dans le théoréme précédant, on

obtient le corollaire suivant:

Corollaire : [réf 13]

a- F est IFR si et seulement si : §%(p) est une fonction convexe en p;

b- F est DMRL si et seulement si : 5% (p) est une fonction convexe en 1;

c- F est NBUE si et seulement si: §%(p)<(1-p)E(X) .



Démonstration :

d

a-Ona: rr(0, (1)) = —{dﬂs}‘((u)}_ Ve [0,1]

F est IFR si et seulement si: r-(0, (1)) est une fonction croissante; ainsi %u st (u) est

croissante en [, alors % (1) est une fonction convexe.

b- On sait que : F est DMRL si et seulement si : Sk (%_ ) est décroissant en LL.

Une fonction ¢ a valeur réelle définie sur [0,1] est dite convexe en 1 si et seulement si:
dAu+ 1= < Ap(u)+(1-2)p(1) . Yue[0,1] erVAe[0,1].
Donc §7% (1) est une fonction convexe en 1 si :

As% ()= st (Au+(1-2) VAe[0,1]. (Tel que 5% (0)=0).

Sionprend: u=p; et A= [(l B ﬂ%_ﬂ )} avec W < [, on obtient :
1

e (Z2of1-2)

s;(ﬂz)s[“‘”z)}s;(yl)

(1 _,Ul)

.
de sorte que Sk (/% —u est décroissant en (L. Dans ce cas :

(1 _,Ul)

Lorsque W, varie entre 1 et Wy, A varie entre 0 et 1. Pour W fixé, on prend :

st (1) < [(I_” 2)}5} (1) pour p < .

W = et W =AU + (1-A) on obtient :

st (- )< 0= )
(1-u)

& si(u+1-2)< Ast(u).

D’ou: 5% () est une fonction convexe.



c- On sait que pour une distribution exponentielle de moyenne i, la fonction RS est
donnée par : 53 (p)=u,(1- p) et d’aprés (3.11) on a :

sk(p) _ ElX]
si(p) ~ Elr]
sk(p) _ ELX]
ug(t=p)~ E[Y]

()< EIXT1- p)E[Y]
= Sx(p)— E[Y1]7

X<wueY &

=

(tel que 4= E[Y]),

d’ot : X est NBUE si est seulement si : 5% (p)<(1- p)E[X].



II1.3- L’ordre RS :
1- Introduction :

On a vu dans le chapitre précédent que : ¥ <4y, X si et seulement si : La variable
aléatoire (X -0 X( p)) " est stochastiquement plus grande que la variable aléatoire
(Y—Qy(p))+pour tout 0 <p <1, ou (Z) = max{Z,0}.

Si au lieu de I’ordre stochastique, on compare la moyenne de (X -0 X( p)) et

(Y -0 Y( p)) " alors on a une nouvelle notion de I’ordre dispersif.

2- Définition :
Soient X et Y deux variables aléatoires, on dit que Y est moins RS que X (on note

Y<rs X ou Y <, X) si et seulement si :

si(p)<s%(p) vpelolll.

(3.12)

Ou: §3(p) (respectivement S% (p)) est la fonction RS de Y (respectivement de X).
Et on résulte que Y <4, X implique Y <zs X . Ainsi, I’ordre RS est plus faible que

I’ordre dispersif.

3- Propriétés de ’ordre RS :

1- L’ordre RS peut étre exprimé en terme de la fonction de vie moyenne résiduelle,
Y<ps X & 11,(0,(p)) < 1, (0, (p)) Vpe0.1]

2- X <pgaX poura=l.

3- Y<ps X & Y +c<ps X pour tout réel c.

4- SiXetY deux variables aléatoires positives de moments d’ordre 2 finis, alors:
Y <gs X implique var (X) < var (Y).

], ou Xi, Xz (Y, Y>) sont deux variables aléatoires

Et E[|Y1_Y2|]SE[|X1_X2

indépendantes de X (Y).



Proposition : [Réf 20]
Soient X et Y deux variables aléatoires positives, de moyennes finies, alors :

Xrs<aYrs & X <psY .

Démonstration :

Xrs<aYrs € P(Xps<x)S Plygs<x) & 87" (p)2 57" (p)  pourtout p

Sx(p)<si(p)  pourtout p

s
& X <gsY . Ainsi le résultat.

Théoréme I11.3 : [Réf 11]
Soient X et Y deux variables aléatoires continues d’extrémités gauches égales a 0 de

leurs supports, si ¥ <zg X , alors :

cov (V). 1 (Y)] < cov [ (X). 1 (X)),

pour toutes fonctions croissantes convexes /i, i, : R — [0,00[, si les covariances
existent.

En particulier :

var [(Y)] < var [(X)],

pour toutes fonctions croissantes convexes /i, i, : R — [0,00[, si les variances existent.

Théoréme I11.4 : [Réf 18]

Soient X,,..., X, des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, et

soient Y,,...,Y, des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, alors :

Yises X1 = maX{Ylo"'ayn}SRS maX{Xlo"'aXn}'



Théoréme IIL.5 : [Réf 18]
Soient X et Y deux variables aléatoires continues de moyennes finies, alors pour toute

fonction ¢ croissante convexe,

X <pe¥ = 0(X)<ps0(Y).

Démonstration :

Pour montrer ce théoréme on utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 1 : [Réf 18]

Soient X et Y deux variables aléatoires de fonctions de répartition F et G

respectivement, alors X <sY si et seulement si :

o =

JFx+F ' (pix < [Glx+ G (p)dx, 120, peo].

t t

Lemme 2 : [Réf 18]
Soit W une mesure sur I’intervalle [a, b], pas forcement positive. Soit h une fonction

positive définie sur [a, b].

b b
a- Si [dW >0 pour tout ¢ € [a,b] etsi h est croissante, alors [4(x)dW (x)> 0.
t a

b
b- Si de >0 pour tout ¢ € [a,b] et si h est décroissante, alors jh(x)dW(x) > 0.

Soient F et G les fonctions de répartition de X et Y respectivement, on suppose que
X<psY .

Soit ¢ une fonction croissante convexe. Pour la simplification, on suppose que ¢ est
strictement croissante et différentiable.

Soient F,; et G, les fonctions de répartition de #(X) et ¢(Y) respectivement. Alors :

Folx)=Flg™ (x)) G,(")=Glp" () xeR
F'(p)=o(F(p)) G;'(p)=9G"(p), pelol].
Donc,



co____

=gF(y+F-1(p))¢'0+F*(p))d ,  pelo].
De méme

G]j( )54» (x)x = Ia(y +67'(p)g v+ (p)ay, pelol].

Alors, il suffit de montrer que :

[G(x)g (x> [F(x)g (x)ax, pe o],
G ) F (»

(3.13)

ou d’une maniére équivalente, que :
| Glr+G(p))g (v + G (p)ldx 2 [Fle+ 7 (p))g e+ 7 (p)hiv, pe [011]

(3.14)

Premiérement, on montre que (3.14) est satisfaite pour tout p e [0,1] tel

queG'(p)2 F'(p).

Pour un tel p, en utilisant le fait que ¢ est croissante, on a :

I[E(x + 67 (p)g (x+ 67 (p)- Flx+ ' (p))g (v + 7 (p)]dx

2 flot+ 6 ()~ Flor 7 (0l e 7 (p)) e, pefo]

(3.15)

D’apres le lemme 1, 0on a :

T[a(x+ G (p))—F(x+ F (p))]dx >0, t=>0.

t

Comme ¢ (x + Y p)) est positive et croissante en X, alors d’apres le lemme 2 on a :

I[E(x + G (p)-Fle+ 7 (p))o (v + 7 (p))dx 2 0

Alors  [[Gls+G7 () s+ 67 ()= Flot 7 ()6 e+ 7' ()]s 20



On considére maintenant que p € [0,1] tel que G"'(p)< F'(p). Dans ce cas, F et G
sont différentes et elles doivent se croiser. Soit p, e [p,l] le dernier point de croisement
qui est défini par p, =inf {u >p:6'(p)=F'(p) } On définit aussi
pr=sup{u<p:G(p)2F'(p)Let p=0si {u<p:G'(p)2F'(p)}=2.

Onnote que: 1,= F'(p,) et ,=G7'(p,),i=1,2.

Pour pe [0,1] tel que G'(p)< F'(p) ona G(x)< F(x) pour tout
)

X€ [G_l(pl), G (p)], et G (pl = F‘l(pl). Alors :

1G06 (ix = Ta()g Wt~ 1 Gl (e
G () G'(p) G'(p)
> ToeWar- 1 F)e (s
G (p) Fp)
> TR0 G- | ] F)e (o
Flp) Fp)
= TF)6 (el
F )

L’exemple suivant montre que la convexité est une condition importante dans le
théoréme précédent.

Exemple :

On montre que : X <z ¥ = @(X)<zs #(Y) pour toute fonction croissante ¢ .

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F uniforme sur [0,1], et Y une
variable aléatoire de fonction de répartition G exponentielle de parameétre 2.

Pour pe [0,1], on calcule :

Tf(x)dx = (=p) , of:@(x)dx =
G ()

Soit ¢(x)=1—-¢"*, x>0, alors pour pe [0,1],

—p alors : X <zY .

Tf(x)ﬁ(x)dx = e_l_pe—p ’ Ta(x)ﬁ(x)dx _ (1—p)3/2 |

1

F (o) G 3




La premiére fonction est inférieure a la deuxiéme pour p au voisinage a droite de 0.

Donc ¢(X )<,s o(Y).
4- Lien entre I’ordre RS et les ordres stochastiques usuels :

4.1- Lien avec I’ordre disp :
Le théoréme suivant énonce que chaque ordre dispersif peut étre convenablement

exprimé en terme de la fonction RS.

Théoréme I11.6 : [Réf 13]
Y<up X & 5% (p)—S; (p) décroissante en p e [0,1].

Démonstration:

\ d + -
D’apres (3.5)ona: %SX (P) = —[FFQX(P)] 1 pour p e [0,1]
Y <ip X < (04 (p)) < rx (04 (p))

= 1 <-

|
%psﬂp) B %ps}(p)

1 1
o >
%p s3(p) %p st (p)

d d
& —si(p)<—si(p)

dp dp
d d

e st(p)-—s5t(n)<0
o5~ si(p)

& s7(p)-si(p)<o.

D’ou: s%(p)—s3(p) est décroissante en p.

4.2- Lien avec ’ordre mrl :
Le théoreme suivant montre que dans certaines conditions I’ordre RS implique I’ordre

mrl, et I’ordre mrl implique I’ordre RS.



Théoréme I11.7 : [Réf 13]

Soient X et Y deux variables aleatoires tel que : Y <, X, alors:
a-Si Y<,, XetXouYestIMRL alors : YV <zs X ;

b-Si Y<pe X et XouY est DMRL alors : Y <, X .

Démonstration:

a- On suppose que X est IMRL. Onsaitque: Y<, X si Q, (p)< O, (p). Vpelo.1].
Donc:
Y < X & py(0y(p)) < (4 (p)) Vpe0.1]
= uy(0y(p)) < (04 (p)) Vpel0]

S Y<pe X

b- On suppose que X est DMRL,
Y <ps X < st(p) < s3(p)
& (1-u)uy (QY (p)) < (1 - :u)ﬂx (QX (p))

S #I/(Qlf(p))S :uX(QX(p))
SY<mX.

4.3- Lien avec I’ordre NBUE :
Le théoréme suivant donne les conditions suffisantes pour lesquelles 1’ordre NBUE

implique I’ordre RS.

Théoréme I11.8 : [Réf 13]
Soit X <ypurY et E[X]< E[Y], alors : X <sY.

Démonstration

si(p) _ ElX]

< =¥ pour tout p e [0,1],

si(p) ~ E[Y]

et comme E(X)< E(Y), alors s%(p) < Sy (p) ainsi le résultat.

D’apreés (3.11)ona: X <y Y sietseulement si :



4.4- Lien avec ’ordre icx :

Théoréme I11.9 : [Réf 03]

Soient X et Y deux variables aléatoires continues, alors :

X<t & {X—F_l(p)}+Sicx{Y—G_l(p)}+ , pour tout p < [0,1].

Démonstration :

La fonction de répartition de ( X-r~ I p)) " est donnée par :

Y 0 si x<0,
F(X_F_l(p)) (x)_{F(x+F‘l(p)) si x20.

La condition {X—F_l(p)}+$cx {Y_G—l(p)}+ ,pour pe [0,1] , est équivalente a :

Djol? (x)dx < TE (x)dx, pourtouts >0

+F(p) G (p)

(3.16)

et E| (x—1(p) < EL(r—61(p) |
3.17)

La démonstration se fait pour les deux sens :
1) Le sens (<) :

Onsaitque: X<, Y = EX < EY alors:

—icx

{x-r 10 scfr-6710)} = E{x 1)} < E{r 1)}
= si(p)<57(p)= X <Y

2) Le sens (=) :
On suppose que : X <Y, et on considere la fonction :
H(t,p)= [Gdx— [F (x)dx pourtout(t, p)e r,x[0,1].

+G (p) +F(p)
D’aprés les équations (3.16) et (3.17) on doit montrer que H (¢, p)> 0, pour tout
(t,p)e R.x [0,1]. On voit que pour un p fixé € [0,1], la fonction H(t, p) satisfait :
lim H(t, p)=0. (3.18)

t—>+oo



D’apres les équations (3.17) et (3.18) il suffit de montrer que, pour un p fixé € [0,1], si
la fonction H atteint son minimum au point t", alors elle vérifie que H (t*, p) > 0.

Si H atteint son minimum au point t*, alors H(z, p) est continue et différentiable, t*

satisfait : ((S't,p ) =0, et I’égalité soit satisfaite si et seulement si :

=
Fle+F(p))=Gl +67"(p))=4.
a- Si F et G sont strictement croissantes en ¢+ F~'(p) et /' + G™'(p) respectivement,

alors :

b- Si F ou G n’est pas strictement croissante en ¢ + F~'(p) ou /' + G (p)
respectivement, et £ (p)> G (p). Soit ¢ =G (g) et ¢ = F'(q).

On va distinguer deux cas :

1-Si ' —¢ > F'(p)- G '(p) on voit que H n’atteint pas son minimum au point t".

On doit donc montrer que H (¢, p) est croissante sur I’intervalle [t' -G '(p), t*] , il suffit

5t (¢, p)
ot

de montrer que = G(t +G7'( p))— F (t + p)) =0 pour tout

teli-6'(p)r).

Pour tout z € [t" —F!

(p), z*], on obtient que t e [t' -G '(p), t*]- Donc :

Glt+G™ (p)) =F(t+F"(p))=q, alors H(t, p) est constante. Si

te lt'_G—l(p)’ { —F (p)J, alors G(t+ G (p))=q=F(¢)> F(t + F(p)), donc H est
croissante en t.

2-Sif—r<F'p)-G'(p),soitt=¢ -G (p)<¢ alors £ <t+F'(p)<+F'(p),
donc

Fle+F'(p))=q=0Glt+G"(p)), alors on obtient :



H(z*,P) = TE (x)dx — TF (x)dx
£+G () (+F ()
o o £+G ) £+F ()
= [G(x)dx— [F(x)dx— | Gdx+ | Flx)dx.
+G (p) +F 7 (p) +G (p) +F 7 (p)

Soit pour tout x € [Z+F (p), F+F( )], F(x)=g et pour tout

xe[t+G‘1( )i +G! )], G(x)=gq, alors :

H(z*,p) =[G (x)dx- TF (x)dx

+G(p) =+ (p)

T
| —38

= Ta(x)dx - Tf(x)dx >0 . Ainsi le résultat.
G @ F (9

Si F7'(p)< G'(p) la démonstration est la méme.

Proposition : [03]
Soient X et Y deux variables aléatoires continues, d’extrémités gauches finies /, et
1, respectivement de leurs supports et (/)= G(1,)=0.

Si X <Y et [, <]/, alors X<, Y .

Démonstration :

D’aprés ’équation (3.17) on remarque que E(X )< E(Y), donc il suffit de montrer que

o =)

[ F(x)dx < [G(x)dx . On va distinguer plusieurs cas :

t t

Cas(i): 1<, <[y

Dans ce cas, on obtient :

oo

[F(x)dx = EX —t <EY —t = | G(x)dx.

t



Cas (ii): [, <ty

On obtient :

Cas (ili): /<], <¢

Soit f =¢—], >0, alors d’aprés le théoréme 1, on obtient :

[ F(x)dx < Ta(x)dx , pour tout 7.

Théoréme II1.10 : [Réf 19]

Y<es X =|vi-Y,

Sicx

XI_X2|

ou: Y,Y, (X1 X 2) sont deux variables aléatoires indépendantes de Y (X).

Démonstration :
La fonction de fiabilité de X, — X, est donnée par :

Helx)= [F(x+y)dF(y)

—o0

On doit montrer que :

TH_p(x)dx < TH_G(x)dx Pour tout t.
t t

Ona: TH_F(x)dx = T{ Tf(x + y)dF(y)}dx

)

- [ 7l v )

—oo

- 1| Ftek ()

t+y

)

= i{ Tf(z)dz]dp

F ()



Alors : T a(z)dz < DJ?F(Z)dZ. D’ou Y<pe X .
+G (P =+ (P)

Définition :
On dit que Y est plus petite que X en ordre dilation (noté <, ) si et seulement si :

Y - E[Y]<.. X - E[X].

Théoréme I11.11 : [Réf 11]
Soient X et Y deux variables aléatoires de moyennes finies, alors :

Y<ps X =>Y<uX,

5- Caractérisation des classes DMRL et IMRL a P’aide de I’ordre RS :
Le théoréme suivant donne une caractérisation importante des classes DMRL et IMRL.
Théoréme II1.12 : [Réf 03]

Soit X une variable aléatoire continue, d’extrémité gauche finie /, de leur support et
Fy ([ X) =0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a- X € DMRL (IMRL).

b- X, >k [S;es] X; pourtoutt< t, quandt,teS.

Ou: S : support de F.

X, = [X —%( S tl : vie résiduelle.

Cc- X >ps [SRs] X, pour toutte S.



6- Propriétés de conservation de I’ordre RS :
Pour montrer la conservation de 1’ordre RS, il suffit de montrer la conservation des

ordres qui ont un lien avec cet ordre, par exemple I’ordre disp, mrl, icx...

6.1- Conservation de ’ordre icx :
Théoréme I11.13 : [Réf 05]

Soient X, X5,... et Y,,Y,,... deux suites de variables aléatoires indépendantes, telles
que: X;<i.Yi, 1=1,2,.... Soient M et N deux variables aléatoires discrétes

indépendantes de {x,} et {y,} respectivement, telle que M <, N , alors :

Mz

Y;.

e

~.
[N

<
Il

Xj Sicx .

Démonstration :
La démonstration se fait en deux étapes. Dans un premier temps, on montre 1’inégalité :

Elo(x,+ X+ ...+ XS Elp(x,+ X, +...+ X,)] pour toute fonction ¢ croissante

convexe.

Apres conditionnement de chaque c6té, cette inégalité peut s’écrire :
E[E(@(x,+ Xs+ ..+ Xx/ NS E[E(@(x,+ Xo# ..+ X0/ M))].

Donc il suffit de montrer que la fonction g définie par : g(n)=E [¢( Xi+tXo+..+X n)] ,
est croissante convexe. Elle est croissante car les variables X, sont positives et que ¢
est elle-méme croissante. Il reste & montrer qu’elle est convexe. Pour cela, on note §, la

variable : §,= X+ X, +...+ X, ; et h la fonction définie par :



h(¢)=E[é(t + x,.,)— #(¢)], on va montrer que la fonction g(n +1)— g(n) est croissante

par rapport a n.

gln+1)-gln)=E[g(s, + x,.1) - 9(s,)]
= E[E(p(S,+ X 11)— 9(5.)/5,)]
= E[n(s,)]-
Puisque ¢ est convexe, alors : E [¢(t + X)) 2 ¢[t +E(x,.)].
Mais x,., est positive, donc son espérance également : ¢t + E(x,.,)]= #(¢) donc la

fonction h est croissante. La suite §, est croissante donc g(n +1)— g(n) est croissante.

M N
Ce qui suffit 2 montrer que g est convexe. Alors E [g/ﬁ(Z X ,ﬂ <E [gi)(z Y,-H, donc :
i=1 i=1

La deuxiéme étape consiste a comparer X, + X,+...+ X, et Y+ YV, +...+ Yy .
En conditionnant par I’événement {M =m}, on est conduit & montrer :
X+ Xo+..+ X, <Y1 +Y,+...+Y,, orcette inégalité provient de la stabilité de

I’ordre croissant convexe par convolution.

6.2- Conservation de I’ordre mrl :
Lemme 1: [Réf 23]

Si X et Y deux variables aléatoires tel que : X <,,,¥ et si Z est une variable aléatoire

IFR et indépendante de X et Y, alors: X +Z2<,,,Y +Z.



Lemme 2 : [Réf 23]

Si X et Y deux variables aléatoires tel que X <, Y et si Z est une variable aléatoire

DMRL et indépendante de X et Y, alors: X +7<,,,Y +Z.

Théoréme I11.14 : [Réf 23]

Soient (Xi, Y; ) deux suites de variables aléatoires indépendantes tel que :

Xi<mY: ,1i=1,2,..m,siX;, Y;,i=1,...,msont [FRalors: Y X,<,.>Y;.
i=1 i=1

Théoreme I11.15 : [Réf 23]

Soit {X = 1,2,...} une suite positive de variables aléatoires qui sont toutes DMRL et

indépendantes. Soient M et N deux variables aléatoires discrétes tel que M <, N alors :

M N
XS 2 X
i=1 i=1

6.3- Conservation de I’ordre disp :
Lemme : [Réf 23]

Si X et Y deux variables al€atoires tel que : X >,, Y et si Z est une variable aléatoire

IFR et indépendante de X et Y, alors : X +Z>,, Y +Z.

Théoreme I11.16 : [Réf 17]

Soient X AX2 des variables aléatoires indépendantes telle que X 2 la

distribution Gamma de paramétres a> 0 et 4,, pouri=1,...,n. Alors, A>1" implique :
P

S(ll:---aﬂn)zdispS(ﬂja"'aﬂ;)’ Ofl : S(ﬂvla'--nln): éXﬂda et ﬂ%ﬂ*:) éXﬂ" depéXl:'



Chapitre 1V :
Test statistique pour

I’ordre RS



Test de Kolmogorov Smirnov pour I’ordre RS :

1- Introduction :
Belzunce et al (2001) montrent que les classes NBUE et NWUE peuvent étre
caractérisées a I’aide de I’ordre RS.

Soit X une variable aléatoire positive de moyenne finie,

X NBUE & X <sexp(E[X]))

otu: exp(E[X]) représente une variable aléatoire de fonction de survie
t - exp(-t/E[X]).

De méme :

X NWUE & exp(E[X])<xs X .

Alors X est exponentielle de moyenne L.

Le test de KS peut étre appliqué au contrdle pour tester la validité de la classe NBUE,

plus précisément avec 1’exponentialit¢ comme hypotheése nulle contre une alternative

NBUE. Il suffit pour cela d’adapter un test de KS développé pour tester ’ordre <gs .

2- Procédure du test :

On a vu dans le chapitre I1I que la fonction RS de X est définie par :

Sk (p)=E [(X—QX(P)”= QTF(X)GZX

+oo

= J(x=0,(p)F(-p).
0.

= [xdF(1-p)-(1-p)0, (p).
0,

Si on dispose d’un échantillon X, X5,..., X, issu de X, alors cette fonction peut étre

estimée par :

Sj}(p):%gxil{xi > QAX(p)}_(l_p)QX(p)-



A " . .. A 1w e
Ou: QX(p)z F'(p) : quantile empirique et F(Z)ZNZI {x;<z} la distribution
i=1
empirique.
On cherche a tester la comparabilité au sens <zg entre deux modeles X ~ F inconnue

par rapport a un autre modele X, ~ Fy .

Le test est basé sur le critére :

A + N N
J(p,F) = SXA(p) , ou:m= % > x; la moyenne empirique.
i=1

m
L’hypothéese a tester est :
Ho: J(p,F)S J(p,Fg) pour pe [0,1] contre H,: J(p,F)>J(p,Fg) pour pe [0,1].

On considere la statistique du test :

3‘ = \/NSup [J(p,]t“j - J(p,Fg;)} qui mesure 1’écart entre les deux modéles.
p

Le test est basé sur la régle de décision suivante :

« Onrejette H, si S>c »

¢ : une valeur critique. Qui signifie qu’on doit rejeter le test pour les grandes valeurs
critiques.

Si on connait la loi de probabilité de la statistique de test, on peut alors calculer un seuil
critique ou une P-value et accepter ou non I’hypothése posée. Malheureusement, la
distribution d’une statistique de test est la plupart du temps inconnue, & moins de faire
des hypotheses fortes et difficilement vérifiables sur le mode¢le. La théorie asymptotique
joue alors un role déterminant puisqu’elle permet de relacher ces hypothéses : les
développements asymptotiques au premier ordre déterminent la distribution de
probabilité de la statistique lorsque la taille de 1’échantillon est infiniment grande,
appelée loi asymptotique. En pratique, le nombre de données est fini et on utilise en
général la loi asymptotique comme approximation de la vraie loi inconnue. Toute fois,
pour que la loi asymptotique soit une bonne image de la vraie loi de la statistique il faut
que le nombre de données soit suffisamment important, sinon les tests peuvent étre

faussés.



Une des caractéristiques majeure des méthodes du bootstrap est qu’elles permettent trés
souvent d’obtenir une meilleure approximation de la vraie loi de la statistique que celle
donnée par la loi asymptotique. La fiabilité des tests en est accrue, notamment pour des
échantillons dont le nombre d’observations n’est pas trés grand. Ces progrés ont des
conséquences profondes en sciences car le gain de précision apporté par le bootstrap
peut avoir d’importants effets sur les conclusions scientifiques, qui s’appuient sur des
¢évaluations statistiques de la vérité.

Une P-value obtenue avec la loi bootstrap devrait alors étre trés proche de celle qui
aurait été calculée avec la vraie loi de la statistique, de telle sorte que 1’inférence est
fiable. On aimerait calculer la loi bootstrap a partir de développements analytiques pour
en obtenir une expression exacte. Malheureusement, c’est la plupart du temps

impossible. On a alors recours a des simulations pour en obtenir une approximation.

3- Simulation de la P-value : [Réf 09]
Soient : {X;"}L un échantillon de bootstrap, F~ la fonction empirique associée a cet

échantillon de bootstrap et Fé* la fonction d’estimateur paramétrique associée a

I’échantillon de bootstrap.

Soit :

5= g (o o8 - o )|Vl )|
p

La P-value est donnée par :

p*:P[S* >3’}

Proposition : [Réf 09]

On suppose que o < 1/2, le test de KS pour ’ordre <, est basé sur la régle de décision
suivante :

« On rejette Hy si p’ < & » satisfait les équations :

Lim P[rejeter Hp ] < a si Hy est vraie ;

Lim P[rejeter Hy ] =1 si Hy est fausse.



Dans la pratique, on a besoin d’utiliser la méthode de Monté Carlo pour approximer la

P-value.

Soit S la statistique d’intérét dont la distribution de probabilité F est inconnue.

La P-value peut étre approximée par simulation a partir de 1’algorithme suivant :
A
1- On calcule des estimateurs @ des parametres inconnus, et on calcule une réalisation

de la statistique de test S'.

2- On construit des données x . Sur la base des données simulées, appelées échantillon

A

bootstrap, on calcule une réalisation de la statistique bootstrap §".

3- On répéete 1’étape précédente R-1 fois afin d’obtenir R réalisations de la statistique
bootstrap (ST, Sy S}j )
La P-value est simplement approximée par :
* 1 § A N
p= R r=lI{S”>S} .

Ou : R est le nombre de bootstrap (nombre de réalisations).

4- Résultats de Monté Carlo :
Dans cette partie, on examine 1’exécution de test dans le cas ou la taille de I’echantillon
est petite. Pour simuler la P-value, on prend R = 500 le nombre de bootstrap et o = 0.01,

0.05et0.1.

1- La taille :

Nous évaluons d’abord I’erreur de premiére espece (la probabilité de rejeter Hy sachant
qu’elle est vraie). Le tableau (01) présente les résultats quand la distribution
paramétrique est exponentielle de parameétre 1.

Dans ce cas, la distribution vraie coincide la distribution paramétrique, alors le test doit
rejeter ’hypothése nulle avec une fréquence pres de niveau de signification choisi. Les
valeurs montrées dans le tableau (01) indiquent que le taux de rejet converge vers le

niveau de signification si la taille de 1’échantillon N augmente.



Tableau (01) : Proportions des échantillons de la distribution exponentielle quand Hy est

rejetée pour différentes tailles de 1’échantillon.

Niveau de La taille de I’échantillon
signification N=25 N=150 N =100 N =200
o=0.01 0.000 0.004 0.006 0.012
o =0.05 0.012 0.028 0.024 0.052
a=0.1 0.044 0.040 0.036 0.088

2- La puissance :

2.1- Alternative de Weibull :

La fonction de densité de la distribution de Weibull est donnée par :

f(x)=6,"" exp(— x‘q), x > 0 et 0 un paramétre positif.

Si 6 = 1, la distribution de Weibull est équivalente a la loi exponentielle. Cette
distribution est DFR si 0 < 1, et IFR si 8 > 1. Alors la distribution de Weibull n’est pas
NBUE pour 6 < 1, la procédure de test doit rejeter Hy.

D’apres le tableau (02), pour les petites valeurs de 0 (0.25 et 0.5) le test rejette
I’hypothese nulle pour la majorité des échantillons, méme pour les échantillons de petite
taille.

La puissance du test est croissante pour les grandes valeurs de 0. Par exemple si

0 = 0.75 pour un échantillon de taille 100, les puissances pour les niveaux 0.05 et 0.1

sont respectivement 72.8% et 85.2%.




Tableau (02): Proportions des échantillons quand Hy est rejetée pour différents

parameétres de la distribution de weibull.

Weibull de Niveau de La taille de I’échantillon
Paramétre 0 | signification N=25 N=150 N =100
o=0.01 0.760 0.972 1
0.25 a=0.05 0.952 1 1
o=0.1 0.984 1 1
o=0.01 0.476 0.940 1
0.5 o= 0.05 0.776 0.980 1
o=0.1 0.872 0.984 1
o=0.01 0.052 0.152 0.424
0.75 o =0.05 0.200 0.116 0.728
a=0.1 0.372 0.620 0.852

2.2- Alternative de Gamma :
La densité de la distribution Gamma est donnée par :

A

@(ﬂx)g“ exp (= Ax), x>0, 000> 0et A>0.

flx)=

La distribution Gamma est IFR si © > 0, et DFR si 6 < 1. Pour 6 = 1 la distribution
Gamma est identique a la loi exponentielle.

On simule un échantillon pour 6 < 1 et A =1, cet échantillon n’est pas NBUE donc le
test doit rejeter I’hypothese nulle. La puissance du test dans ce cas, est plus faible que la

puissance dans le cas de la distribution de Weibull. (Voir tableau (03))



Tableau (03): Proportions des échantillons quand Hy est rejetée pour différents

parametres de la distribution Gamma.

Gamma de Niveau de La taille de I’échantillon
Paramétre 0 | signification N=25 N=150 N =100
o =0.01 0.476 0.900 1
0.25 o =0.05 0.828 0.996 1
o=0.1 0.940 1 1
o =0.01 0.096 0.300 0.756
0.5 a=0.05 0.340 0.612 0.968
o=0.1 0.480 0.784 0.996
a=0.01 0.016 0.018 0.056
0.75 o =0.05 0.088 0.116 0.248
o=0.1 0.156 0.228 0.460

2.3- Alternative de Pareto :

La fonction de survie de Pareto est donnée par :

f(x) =(1+x)?,x>0et0>0.

Cette distribution est DFR pour toutes les valeurs de parameétre 6. Alors le test doit
rejeter I’hypothése nulle.

D’apres les résultats de I’étude de simulation montrés dans le tableau (04), nous
remarquons que la puissance du test augmente si la taille de I’échantillon et les valeurs

de O sont augmentées.



Tableau (04): Proportions des échantillons quand Hy est rejetée pour différents

parameétres de la distribution de Pareto.

Pareto de Niveau de La taille de 1’échantillon
Paramétre 0 | signification N=25 N=150 N =100
o =0.01 0.436 0.700 0.912
1.50 o =0.05 0.632 0.860 0.980
a=0.1 0.736 0.936 0.992
o =0.01 0.268 0.444 0.780
2.00 o =0.05 0.480 0.676 0.932
a=0.1 0.568 0.776 0.976
o =0.01 0.200 0.316 0.572
2.50 o =0.05 0.364 0.524 0.752
o=0.1 0.452 0.656 0.848




Chapitre V :
Application pour le calcul

de la probabilité de ruine

cn assurance



1- Introduction :

La théorie de la ruine concerne la définition et I’étude de processus stochastiques
introduits dans la modélisation et [’évaluation de la richesse d’une compagnie
d’assurance. Le but premier de la théorie de ruine a donc logiquement ét¢ de modéliser
I’évolution de la richesse de la compagnie par un processus stochastique, d’évaluer la
probabilit¢ de ruine, et d’estimer le niveau de réserve initiale pour rendre cette
probabilité de ruine suffisamment faible.

En effet, les actuaires et les organismes de controle et de régulation des assurances ont
tendance a s’intéresser a des problémes de ruine sur 5 ou 10 ans. Dans I’hypothése ou la
compagnie, en cas de ruine, a ’opportunité de combler sa dette sous la forme d’un

emprunt tant que sa richesse algébrique est négative.

2- Définitions : [Réf 15]

= Opération d’assurance : contrat entre deux parties :

- un assureur (société d’assurances) ;

- un assuré (souscripteur).

Le contrat est valable pour une période donnée (année).

* Prime : somme versée en début de période par 1’assuré a 1’assureur.

* Sinistre : événement redouté par 1’assuré et contre lequel il veut se prémunir. Si
un sinistre se produit durant la période de validité du contrat, I’assureur verse
une indemnité a 1’assuré.

» Caractéristique d’un sinistre :

C’est un événement :

> futur;

> aléatoire ;

» en dehors de la volonté des parties ;

>

préjudiciable a 1’assuré.



Risque : tout ¢lément du contrat pouvant donner lieu a un sinistre.
Exemples de risques :

- risque incendie d’un immeuble ;

- risque tempéte ou gréle pour une exploitation agricole ;

- risque catastrophes naturelles ;

- risque responsabilité civile pour le conducteur d’un véhicule automobile

(obligatoire) ;

- risque dommage au véhicule, vol,... ;

- risque perte d’exploitation pour une entreprise ;

- risque de déces d’une personne ;

- risque maladie ou incapacité pour un employé ;

- risque vieillesse (retraite principale ou complémentaire) ;

- risque chomage...

3- Extensions de la modélisation :

On considére un groupe de K risques :

a- Modéle individuel :

Y; : montant de sinistres relatif au risque i (i=1,..., k).

Montant total des dépenses sinistrales :

X=y,+Y,+..+Y«.

b- Modéle collectif :

N : nombre de sinistres relatifs a I’ensemble des risques de groupe (cas statique).

C1,Caseees Cpse... - suite des colits de sinistres.

N
X : montant cumulé de sinistres du groupe sur la période considérée : X =3 C; .

i=1

C- Le modéle collectif dans I’approche dynamique :

X(t) : montant cumulé des sinistres d’un groupe de risques sur la période ]O.t] ;

N(t) : nombre de sinistres du groupe de risques sur [0.¢] ;



Ci,Cayeees Cpse-. - suite des colt de sinistres par ordre de survenance.
Les (C, sont des variables aléatoires et N(t) est un processus de saut (par exemple

processus de poisson).

Prime pure sur ]O.t] :EX(t)=EN()EC.

4- Modéle classique du risque :
4.1- Approche mono- période :
On considére un groupe de risque et on adopte le modele collectif
N : nombre de sinistres relatifs a I’ensemble des risques du groupe

Ciseers Cps... - suite des coflit de sinistres

N
X : montant cumulé des sinistres du groupe X =3 C,.

i=1

Hypothéses :

1- N et (C n)n21 sont indépendants ;

2- Les cotts des sinistres Cy,...,C,,... sont indépendants et de méme loi qu'une variable
aléatoire générique C ;

3- P (C =0) =0 (pas de sinistres de cotit nul).

Détermination de la loi de X :

I1 existe plusieures méthodes, on suppose connues (estimées) les lois de N et C.

a- Méthode de Monté Carlo :

La simulation des lois de N et C permet I’estimation de la loi de X.

b- Méthode « naturelle » ou directe :
Evaluation directe des produits de convolution

P(X=0)=P(N=0)

et P(X =x)= +ZmP(N =n)P(s,=x) xentier>1.

n=1

ous,=Ci+..+C, .



c- Méthode récursive de Panjer :
L’objectif de cette méthode est de calculer de maniere exacte (ou directe) la loi de X
tout en limitant le nombre d’opérations nécessaires.

On consideére a nouveau le modele composé dans lequel le montant cumulé des sinistres

N
s’écrit, lorsque N> 0, X =Y C;.

i=1
On reprend les hypothéses (1), (2), et (3) du modéle classique de risque (I’approche
mono période).
On fait également 1’hypothése suivante qui concerne 1’ensemble des valeurs possibles
du montant d’un sinistre.
4- On suppose que, dans une unité monétaire convenablement choisie, le colt d’un

sinistre appartient a I’ensemble fini {1,2,...,r} our > 1 est entier, et ’on pose, pour tout
xallantde lar, g = P(C =x).

Condition de Panjer :

Il existe deux constantes réelles a et b telles que :

P(Nzn)z(a+%)P(N=n—l) n>1

avec P(N =0)= p, donné.

Théoréme V.1 : [Réf 15]
Si la loi de N vérifie la condition de Panjer, alors la loi de X peut étre calculée par :

P(X =0)=p, ;

min(x,r) b
PX=x)= Y (a+—yquP(X=x—y) x=1.
y=1

Ou r:max{y:qy> 0}.
Domaine d’application de cette méthode est limité (condition sur la loi de N).
La formule de Panjer est applicable dans les trois cas suivants :

- loi de Poisson (a> 0, b= 0).

- loi binomiale négative (a, b > 0).

- loi binomiale (a >0, b <0).



d- Transformation de Fourier rapide : ( « Fast Fourier Transform » : FFT)

Soit i, : fonction caractéristique d’une variable aléatoire X

Vx (t) = E(eitX)~
Théoréme V.2 : [Réf 15]

Si y, est intégrable, alors la loi de X admet une densité f continue et bornée donnée

par: f(x)= izexp(— itx)y/X (¢)dt

Théoréme V.3 : (cas discret) [Réf 15]
Soit d > 0. Si la loi de X est portée sur I’ensemble {kd : k € N} alors la loi de X peut

étre calculée par :
1 2z .
Py = PUX = kd) = Texpl-ity, (¢/hr xen.

La transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit des transformées

de Fourier. En terme de variables aléatoires, si X et Y sont indépendantes :

Vxiy=VxVy-

FFT : cet algorithme implique la transformation de Fourier discréte (directe et inverse)
associée a une méthode combinatoire permettant de réduire le nombre d’opérations de
la transformation de Fourier discrete.

Noter que la FFT permet de déterminer la loi de §,=C;+...+C, a n fixé. Il reste

ensuite a calculer :

P(X <x)=3 P(N =n)P(s

n=1

<x) x 20.

n

e- Méthodes approchées :
Soit X une variable al€atoire, par exemple montant total des sinistres, on pose :
_X-E()

=5



1- Approximation d’Edgeworth a ’ordre 6 :

o0)- EZ) oy 23 gy (@

Fa(2)= 6 24 7

¢ : Fonction de répartition de la loi normale N (0,1).

2- Approximation « Normal Power » :
Se déduit de I’approximation d’Edgeworth, mais est plus précise.
Par exemple, en ne retenant que les deux premiers termes de I’approximation

d’Edgeworth, on montre que :

-3 9 6(x—E(X)) 1
Falx)= 7(X)+\/ o e A
rnX)=E(Z})= W : Coefficient d’asymétrie.

4.2- Approche multi-periodes :

Le modéle de Lundberg- Cramer :

Nous allons présenter le modéle de Lundberg-Cramer sur la probabilité¢ de ruine d’une
société d’assurance.

N(t) nombre de sinistre sur I’intervalle ]0. t]

Ciseers Cys.... . suite des colit de sinistres.

X(t) = montant cumulé des sinistres sur ]0. t]
N(¢)
X(t ) = ; Ci

C’est un processus de Poisson composé.



Hypothéses :

1- (N (t)) =0 est un processus de poisson stationnaire d’intensité A ;

2- pour tout t > 0 et n > 1, la variable aléatoire N(t) et le vecteur aléatoire (C;, C; ...,Cp)
sont indépendants ;

3- Les variables aléatoires {C , (n = 1)} sont indépendantes et de méme loi qu’une
variable aléatoire générique C = 0.

F : fonction de répartition, admettant une densité¢ f, m =E (C) ;

4-P(C=0)=0;

5- L’encaissement des primes est proportionnel au temps.

La prime encaissée sur I’intervalle ]0. t] est I1(t) = pt, ou p > 0 est une constante.

Le bénéfice de I’assureur a I’époque t est :

Y (@®)=pt-X(t); EY(t)=(p-Am)t; m=E(C).

Le coefficient de chargement technique (ou de sécurité) relatif est donné par :

_p-Am_p _
P="m am

R > 0 : montant initial des réserves de I’assureur.

5- Probabilité de ruine a long terme d’une société d’assurance :
5.1- Définitions : [Réf 14]

1- La probabilité¢ de ruine, & horizon infini, du processus (¥ (f));

0> pour un montant
initial de réserve égal a R, est notée par w(R).
w(R)=P{E:>0:Y(t)+R<0}=P{E>0:U(r) <0}.

2- La probabilité de non ruine (probabilité de survie) est donnée par :
#R)=1-w(R)=P{Y(t)+ R>0,Vt > 0}.

Cette probabilité est la probabilité complémentaire de la probabilité de ruine.

3- L’époque (ou I’instant) de ruine T est défini par :

T =inf{te R, : R+Y(t)<0}.



Une évolution possible (trajectoire) du processus (Y (¢)+R),, est représentée sur le
graphique ci apres. Sur cet exemple, on observe qu’il y a ruine a I’époque du quatriéme

sinistre, soit a I’époque 7 =T, . Le montant de ce sinistre est Cy.

i Tith+u

Cz

(o]

1

: : : P tamps
o Ty Tz Ta Ty I/

Proposition 1 : [Réf 15]

La probabilité de non ruine ¢(R)=1-w(R) est dérivable sur R, et vérifie I’équation

integro- différentielle :

¢)'(R):%(;)(R)—%Igb(R—z)f(z)dz. R>0. (4.1)

Proposition 2 : [Réf 15]

La probabilité de non ruine vérifie aussi 1’équation intégrale :

0(R)=10)+ 2 To(R =1 - Pl @2)

Proposition 3 : [Réf 15]

La probabilité de non ruine vérifie les conditions aux limites :

¢(o):1—%m sidm< p, ¢(0)=0 si Am> p.

P+o0)=1.



Remarques :

1- La probabilité de ruine en I’absence de réserves initiales s’écrit : y(0) = i
+p

2- Les équations précédentes n’admettent pas de solution explicites, excepté dans

quelques cas particuliers (par exemple: loi exponentielle, mélange de lois

exponentielles, loi gamma).

3- Dans le cas particulier ou le cofit de sinistre C suit la loi exponentielle exp (1/m), la

probabilité de ruine admet I’expression explicite :

w(R)= ! exp __ PR L R (4.3)
1+p m(1+ p)

5.2- Développement en somme géométrique de la probabilité de ruine :

Ici, on suppose seulement que la loi de C admet un moment d’ordre 1. Les résultats sont
donc valables pour des lois a queues épaisses (par exemple : loi log-normale, loi de
Pareto avec o > 1).

C’est le cas en particulier pour la famille des lois sous-exponentielles c’est a dire des

lois F telles que, pour toutn > 1.
f*(")(x) ~nF(x) X —> +oo

Ou: F=1-F : queue de distribution (ou la fiabilité).

Théoréme V.4 : [Réf 15]
Etant donné F : fonction de répartition de C, on pose :
1 X
Filx)==]1-F()dy ,x>0. (4.4)

mo

Si on suppose que Am <1 (équivalenta p >0) alors :
p

z//(R)=(l—@jf(mjn(l—Fr<")(R)). 4.5)

p )=\ p



Notons que :

w(o>:[1—@]2”[4”“}"1@(1—ﬁn)(ze))

p n=0 p R—0
w(0)= [1 _ @jg(ﬂm) _Am
p =0\ p P

Corollaire :

Si F appartient a la famille des lois sous-exponentielles, alors la probabilité de ruine

. 1
vérifie : w(R)=— F,(R) R — +oo.
p
La formule (4.5) fournit un premier moyen d’obtenir numériquement la probabilité de

ruine a temps infini.

6- Bornes de la probabilité de ruine :

Le calcul de la probabilité de ruine a toujours représenté un probléme intéressant pour
I’actuaire. Depuis de nombreuses années, on se contait d’approximation asymptotique
ou de bornes, car la probabilit¢ de ruine est solution d’une équation intégro-

différentielle.

6.1- Majoration de la probabilité de ruine :

Théoréme V.5 : [Réf 15]

Sous les hypotheses précédentes, pour tout R > 0 la fonction de ruine vérifie 1’inégalité :
w(R)<exp(—rR) (4.6)
Ou: r désigne I'indice de risque (alias coefficient d’ajustement ou coefficient de

Lundberg) : solution de I’équation

1 +§r = E(exp(rC)).



6.2- Le modéle de Sparre Andersen :
La premiere génération possible du modele classique est le modele dit de Sparre
Andersen, dans lequel N(t) n’est plus un processus de Poisson, mais un processus de

renouvellement stationnaire, donné par des temps inter sauts indépendants des ;.

Théoréme V.6 :

Pour tout R > 0, on a I’encadrement :
b_ e_rR < l//(R) < b+ e_rR (47)

ou 0<p_<p, <1 vérifient :

b.= inf e F](x) ot b+:SLl we F](x)

0<x<R Te,del (y) 0<x<R jerdez (y)

X

et r est le coefficient d’ajustement.

6.3- Bornes IFR, DMRL et NBUE :
Corollaire 1 : [Réf 06]
Si F est IFR, alors :

wlx)< _¢P° FK)((y—x)dF(y)} F(x),x>0. (4.8)

Telles que :

1- K est une fonction croissante satisfait :
Kx(y)< inf [E(x—h)ﬁ(y#z)}1 poury >0 ; (4.9)

2- B une distribution NWU satisfait 1’équation :

I[E(y)}l dF (y)=$ ; (4.10)

3-et 0< ¢ <1 une constante satisfait: 4,,,<¢@q,,n=0,1, ... (4.11)

ou: g,=Pr{N>n}= ipk et p,=P{N=n}.

k=n+1



Corollaire 2 : [Réf 06]
Si F est DMRL, alors :

y(x)< L= Py {TKX(y—x)dF(y):l f(x), x20 (4.12)

telles que :

1- K est une fonction croissante convexe satisfait (4.9) ;
2- B est NWU satisfait (4.10) ;

3- ¢ satisfait (4.11).

Corollaire 3 : [Réf 00]

Si F est NBU, alors :

1- Py
[

y(x)= {TKX(y—x)dF(y)} , X0 (4.13)

X

telles que :

1- K est une fonction croissante satisfait K, (y)> sup [E(x— h)B(y+ h)]>1

0<h<x
poury = 0;

2- (4.10) est satisfaite si B est NBU ;

3- ¢ satisfait g,,,2¢@q, ,n=0,1,2,...

Comme NBU = NBUE signifie que la classe des distributions de type NBU est

contenue dans la classe des distributions de type NBUE, alors cette borne est applicable

pour la classe NBUE.

Remarques :

1- Si B est NWU, alors :
[B(+y)]'< inf [B—n)B(+R) -
2- Si B est NBU, alors :

[E(xﬂ/)r 2 sup [E(x—h)ﬁ(yﬂz)}l .



6.4- Calcul de 1a borne DMRL de la probabilité de ruine :

Si on prend F une loi exponentielle de paramétre 1 (F(x)=1-¢7), et B NWU par

exemple Pareto de parametre 1 (E(x) = %) alors :
+Xx

1+Log(e) .

-1 vy =
i( +y)e 4 Log(e)2

1
¢
Kx(0)=[Blx+y)f' alors - K (y=x)=(1+) ;

oo

¢ X(1+(1+x)Log (e))

)fc K X(y-x)dr(y)= Log (¢)? :
Alors : w(x)< 1;:8)_(::)522 EZ;) . (Telle que p,= P{N =0}).
On simule un échantillon de loi exponentielle de paramétre 1 et on calcule la probabilité
de ruine.
X 0.3811 2.3769 3.3428 0.4904 0.4967

w(x)< | (1-p,)0.8399 | (1-p,)0.4569 | (1—p,)0.3743 | (1-P,)0.8031 | (1-p,)0.8011




Conclusion



Conclusion :

Dans cette étude, on a défini un nouvel ordre qui est basé sur la fonction d’expansion
(la fonction RS), cette fonction mesure 1’écart entre la variable et son quantile. On a

défini aussi les ordres de lois non paramétriques <z, <pwre €t <agur a ’aide de la
fonction RS.

On a montré qu’il y’a un lien entre cet ordre et les ordres <y, , <,1»> <ngur €t < -

On a ¢étudié aussi la propriété de conservation de cet ordre.

On a présenté le test de Kolmogorov-Smirnov de I’ordre RS et son application a des lois

non paramétriques.

Enfin, en ce qui concerne la théorie de ruine, on a vu que I’objectif de la théorie de
ruine est de modéliser 1’évolution de la richesse d’une société d’assurance par un
processus stochastique, d’évaluer la probabilité de ruine et d’estimer le niveau de
réserve initial pour rendre cette probabilité de ruine suffisamment faible.

On a vu que la probabilité de ruine est difficile a calculer, pour cela on a établi des

bornes pour cette probabilité de ruine.

Ce travail nous a permis d’obtenir un outil de comparaison stochastique basée sur la
fonction d’expansion, étudier le test de KS de I’ordre RS et établir des bornes pour la
probabilité de ruine. Il pourrait étre intéressant d’étudier d’autres tests de 1’ordre RS et
¢établir des méthodes pour le calcul exact ou approché de la probabilité de ruine telles
que la formule de Picard-Lefévre, formule de Takacs et de type seal... dans des travaux

futurs.
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Annexe



L’organigramme du test de Kolmogorov-Smirnov pour ’ordre RS

Test exp vs NBUE

A 4

1- Choix d’un échantillon de va X de loi F .
2- Simuler un échantillon d’une distribution paramétrique notée Fj.

v

A

1- Effectuer un bootstrap par remplacement sur 1’échantillon de X de distribution F* .

2- Effectuer un bootstrap paramétrique sur 1’échantillon engendré qui donne un
échantillon de distribution F 6

v

1- Calcul les quantiles empiriques p—1 et —1* des distributions discrétes F et

A

k
F .
2- Calcul les quantiles empiriques ;' et F~) .

4 H*
v
N 1w /\+ 1~ /\7] /\71
Calculde : m=—2X x;, Sx(p) =—2xl{x;>F (p) —(l—p)F (p)
N i=1 N i=1
J(p, ﬁ) _ 8ilp)
m

v

. 1R (.
Calcul de la P-value : P* ~ —
alcul de la P-value : p er_ll{S’ S}

Non Oui

A
A 4

On accepte Hy. On rejette Hy et on
adopte H; : NBUE




Programme : exemple exponentielle
datal =[0.132 0.213 0.341 0.349 0.41 0.45 0.49 0.50 0.51 0.52]
data2 = exprnd(1,25,1)
%datal sont les données de F chapeau
%data2 sont les données de F téta chapeau
rand('state’,sum(100*clock));
n = length(datal)
N=1500
stat = zeros(1,N);
sampl = zeros(1,n);
samp2=zeros(1,n);
ml = mean(datal)
m2 = mean(data2)
%calcul de ES1 et ES2 pour déduire S"chapeau
%calcul de ES1
y = zeros(1,n);
z1 = zeros(1,n);
z2 = zeros(1,n);
u=1[1020 3040 50]; %u est I'ordre du quantile empirique
%Q : est le quantile empirique d'ordre u
%calcul
k = length(u);
ES1 = zeros(1,k);
ES2 = zeros(1,k);
diff = zeros(1,k);
forj=1:k
% Q1(j) est le quantile a partir de datal
QI1(j) = prctile(datal,u(j))
fori=1:n

if datal(i) > Q1(j)

yi =1
else y(i) = 0;

end



z1(i) = datal(i)*y(i);
end
mean(zl);
ES1(j) = mean(z1) - (1-u())*Q1(j);
%calcul de ES2
% Q2(j) est le quantile a partir de data2
data2
Q2(j) = prctile(data2,u(j))
fori=1:n
if data2(i) > Q2(j)
y®=1;
else y(i) = 0;
end
z2(i) = data2(i)*y(i);
end
mean(z2);
ES2(j) = mean(22) - (1-u(j))*Q2();
diff(j) = (ES1(j)/ml) - (ES2(j)/m2);
end
%calcul de S*chapeau
Schap = sqrt(n)*max(diff)
%application du bootstrap
fori=1:N
choose = round(((n-1)*rand(1,n))+1);
forj=1l:n
samp1(j) = datal(choose(j)); %bootstrap non paramétrique
samp2(j) = data2(choose(j)); %bootstrap paramétrique
end
forj=1:k
% Q3(j) est le quantile a partir de samp1
Q3(j) = pretile(samp1,u(j))
forr=1m

if samp1(r) > Q3(j)



ym =1

else y(r) = 0;

end
21(r) = samp1 (1) *y();
end
mean(zl);
ESsamp1(i,j) = mean(zl) - (1-u(j))*Q3();
% QA4(j) est le quantile a partir de samp2
Q4(j) = prctile(samp2,u(j))
forr=1m

if samp2(r) > Q4(j)

y(®) =1;

else y(r) = 0;

end
22(r) = samp2(1)*y();
end
mean(z2);
ESsamp2(i,j) = mean(z2) - (1-u(j))*Q4(j);
diff2(i,j) = (ESsamp1(i,j)/mean(sampl) - ES1(j)/m1) - (ESsamp2(i,j)/mean(samp?2) -
ES2(j)/m2);
end
stat(i) = sqrt(n)*max(diff2(i,:))
if stat(i) > Schap

w(i)=1;
else

w(i) = 0;
end
w
end

P-value = mean(w)



