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Introduction

La combinatoire énumérative, une discipline & mi-chemin entre les mathématiques et I'informa-
tique, est I'étude de structures discretes, elle s’intéresse aux méthodes d’énumérations (récursives,

séries génératrices,...).

Citons par exemple un probleme classique de combinatoire énumérative. Une partition d'un
ensemble E est par définition un ensemble de parties non vides et disjointes deux a deux, dont
la réunion est égale a 'ensemble E. Le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments sont les

nombres de Bell. Ces nombres forment une suite d’entiers qui commence ainsi :
By=1,B1=1,B,=2, B3 =5, By =15, Bs =52, Bg = 203, B; =877,...

On souhaite décrire une méthode pour calculer le nombre de partitions d’un ensemble de taille
n, pour tout entier 7, sans avoir a les construire exhaustivement. La méthode la plus simple (!!) pour

déterminer les nombres B, est de donner une formule exacte, chose qui n’est pas facile

1 k" o
B, = " % T formule de Dobinski

Pour résoudre ce type de problemes, on dispose d"un outils tres commode, qui s’appelle séries
génératrices, pour cela on peut faire apparaitre ces nombres comme coefficients d"une série. Les séries

génératrices

x" .
ZB”E =exp (e —1),

n>0
xn
ann - 7
% nzzo(l—x)---(l—nx)

sont une autre représentation des nombres de Bell.



Les nombres de Bell peuvent se calculer de proche en proche par la relation de récurrence suivante
= /n
By=1, Byi1 = By,

c’est une autre méthode, souvent appelée méthode récursive.
Une question naturelle consiste a trouver un équivalent simple du nombre B, quand # tend vers

I'infini. C’est le domaine de la combinatoire analytique. Dans notre exemple des nombres de Bell

s () oo

ol W est la fonction W de Lambert !

Ce mémoire de thése intitulé “Etude combinatoire et analytique des suites et des polynomes” ras-
semble différents travaux [5, 6, 7, 8, 9, 54] réalisés dans le domaine de la combinatoire énumérative.
II est constitué de trois parties relativement indépendantes. La premiere se compose de quatre cha-
pitres, elle concerne 1’étude des sommes des inverses des coefficients binomiaux et la transformation
d’Akiyama-Tanigawa. La seconde partie est a son tour constituée de trois chapitres et consacrée a
I’étude d’'une inégalité intégrale pour les fonctions n-convexes. La troisieme partie est constituée

d’un chapitre sur une identité de type Gessel-Kaneko pour les nombres de Bernoulli.
Partie 1 - Sommes des inverses des coefficients binomiaux

Apres avoir rappelé, au chapitre 1, les préliminaires combinatoires et analytiques, nous commencons

au chapitre 2, I’étude des moments d’ordre m des inverses des coefficients binomiaux
e (n -1
Sy = kgok ( k) :
(m)

Un intérét considérable a été accordé aux propriétés de S, pour m = O etm = 1.

Le premier résultat a été obtenu en 1947 par Staver [50]

S(O) "+ 1n+12k

n = W ? (1)

k=1
Pour les applications de (1), voir Nedemeyer et Smorodinsky [38], Mansour et West [33], et pour
une interprétation probabiliste, voir Letac [30, p. 14]. Enfin, pour le développement asymptotique,

voir Comtet [17, p. 294] et Yang et Zhao [58].

1. La fonction W de Lambert est la réciproque de la fonction f définie par f (w) = wexp (w).



Nous obtenons la relation de récurrence, la formule explicite et la fonction génératrice ordinaire

de S,(lm). Nous terminons ce chapitre par une étude asymptotique des moments d’ordre m des inverses
n—m

. . . . -1
des coefficients binomiaux et nous montrons que lim » k™ (}) "~ = m!, pour m > 1.
n—oo
k=0
Dans le chapitre 3, nous présentons le cas alternée des moments d’ordre m des inverses des coef-

ficients binomiaux. Nous traitons ensuite 1’étude de la généralisation

n —1
(mp) _ kom (NP
T, _§ 1)k .
1) <k+19>

k=0
Nous établissons également le lien entre T\"™P) et la matrice d’Akiyama-Tanigawa.

Le quatrieme chapitre est dédié a I’extension de la transformation d’Akiyama-Tanigawa pour les
suites. Soit (@), une suite de nombres, on appelle matrice (x,y) —d’Akiyama-Tanigawa associé a

(am) la suite double (anm), ,,~o donnée par

Ao = Am, Ans1,m = (M + 1) (Xanm — Yanms1) -

La suite initiale est la suite ag,, = a, . La suite finale est la suite (a,),,~ - Nous donnons les formules
impliquées par la (x, y) —matrice d’Akiyama-Tanigawa. Comme application nous montrons que la
somme des inverses des coefficients binomiaux est la somme du produit des nombres de Stirling de

premiére espéce s (1, k) et des nombres de Genocchi G,

n -1 n n
Z(Z) - (_nl!) Y s(n+1Lk+1)Gepa.

k=0 k=0

Partie 2 - Une inégalité intégrale pour les fonctions n-convexe

Soient f et ¢ deux fonctions intégrables sur [a, b]. Considérons la fonctionnelle de Cebysev T définie

par
b

[ g0 ax (b_l)ff @ dxfg (x) dx. @

1
—a

T(f’g) = b

a
Le probleme de I’estimation de la fonctionnelle T vis-a-vis de la convexité a été étudié par plusieurs

auteurs, en particulier, Lupas [31] a montré que si les fonctions f et ¢ sont convexes alors

T(f,g>>(b12a)4j(x”;b)ﬂx)dxj(x“;b)g(x)dx, ®

I’égalité étant vérifiée si et seulement si au moins 1'une des fonctions f ou g est une fonction affine sur

[a, b]. Nous rappelons, au chapitre 5, quelques définitions dont on aura besoin dans le reste de cette

3



partie. On se propose de généraliser le résultat de Lupas au cas des fonctions n-convexes dans le cha-
pitre 6. La méthode de condensation de Dodgson est employée. Le chapitre 7 est dédié a ’évaluation

de bornes pour la fonctionnelle de Lupas géneralisée.
Partie 3 - Une identité de type Gessel-Kaneko pour les nombres de Bernoulli

Le chapitre 8, contient une généralisation d"une identité de type Gessel-Kaneko pour les nombres

de Bernoulli.

Théoréeme 1. Pour tous entiers m,n € IN.

(i) Pour tout entier impair r, on a

ot m—1
S (Y (" B = X2 ) ey
k=0 k=1

avec Pr(m’k) (n), est une suite de polynémes de degré 2r en n,m et k, homogeéne par rapport a m etk

de degré r, satisfaisant a la relation de récurrence suivante

Pl(m’k) (n)=02n+1)k—(n+1)m,
Pr(fék) (n) = (n+r+1) (n+r)m2P"™0 (n) + 2k (k—m) (n+r+1) 2n +2r +3) P (n +1).

(ii) les polynémes p"™~) (n),r=1,3,..., peuvent étre exprimé en

r

P (n) = 3 (—-1)' Qi (n) mik,

i=0

avec Q;, (n) satisfont a la relation de récurrence
Qirio(m)=m4+r+1)(n+r)Qin,(n)+ 2n+2r+3)(2n+2r+2)(Qi1,(n+1)+Q;, (n+1)).

(iii) Dans la forme explicite, les polynémes Q; ,(n), sont donnés par

i/2]

Qir (m) = (2n+2r=1) 3 {2‘” ((Z _sz) * 221?0;11 (i - (?3+ 1)))

j=0

N

—
Ai,m)] | (n+s+1)(2n+2s+1) |,

S

Il
5

j

[r/2]
(72)

avecj = | 5| —j, Noy(n) =Letpourje Z*, Aj,(n) =

j]:[](2n72j+25+r+2)(2n72j+25+2r+1) ‘
s=0
La technique employée est basée sur 'algorithme de Zeilberger. L'appendice rédigé par Ira M.

Gessel propose une formule treés proche via le calcul ombral.
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La combinatoire énumérative, c’est le royaume du signe
=, c’est 'art d’écrire des égalités exactes, par opposition
a la combinatoire analytique (née avec Jacques Bernoulli,
Moivre et — surtout — Laplace), o1 régne le signe ~,
et qui consiste a chercher des approximations : des en-
cadrements, des équivalents asymptotiques (comme dj,
~ n!/ e pour le nombre de dérangements, au lieu de
I’égalité exacte). Quant au probléme des quatre couleurs,
par exemple, c’est ce que j'appelle la combinatoire exis-

tentielle, c’est le royaume du signe 3.

Xavier Viennot

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux définitions des objets combinatoires dont nous fixons les notations et

la terminologie. Pour des notions plus précises et détaillées, le lecteur pourra consulter [17] ou [23].

1 Combinatoire élémentaire

1.1 La factorielle montante

Soient @ un nombre réel ou complexe et n un entier positif. La factorielle montante (a), est définie

par:
1, sin=20,

(@), = ,
a(a+1)---(a+n—1),sin>1.
On peut prolonger la définition de (a),,, pour tout entier n € Z en posant :

@ =T

ot I'(x), est la fonction gamma d’Euler donné par :

+o00
I'(x)= J e tdt.
0



Notons les propriétés suivantes

—~
—_
~
=
I
S
=

1.2 La factorielle descendante

La factorielle descendante (a), est définie par

1, sin=0,

(a), = aa—1)---(a—n+1),sin>1.

Ainsi, on a

1.3 Permutations, groupe symétrique

On appelle permutation toute bijection de I'ensemble d’entiers [n] = {1,2,...,n} sur lui méme.
On note par oy la composée des deux permutations ¢ et y. Ceci munit I’ensemble &, des permuta-
tions d"une structure de groupe appelé groupe symétrique. L'unité de ce groupe est la permutation
identité, notée . On représente une permutation par la suite des images des entiers de 1 a n.

Le nombre des permutations de ’ensemble 1] vaut n!. On appelle

l'ordre de o € &,, le plus petit entier k > 1 tel que c* = ¢,

— un point fixe de o € &,, un point x tel que o (x) = x,
— un élément mobile, un élément non fixe,
— un cycle de longueur k > 2 une permutation dont les éléments mobiles, ou supports, sont de

la forme
{x,a(x),a2 (x),..., 0 (%), 0" (x) = x},

— orbite de x par ¢, 'ensemble fini {c? (x),p € N},
— montée de o en position i si 0 (i) < o (i+ 1), dans le cas contraire, on dit que ¢ admet une

descente.



1.4 Le coefficient binomial

Le coefficient binomial est défini pour tout nombre complexe a et tout entier n > 0 par

Notons que si g, est un entier positif, alors (a),,, est le nombre de permutations de n éléments parmi
a (14 (14

aet ( ) est le nombre de fagons de prendre n éléments dans un ensemble de a éléments. On trou-
n

vera en annexe A des identités sur les coefficients binomiaux qui nous seront utiles dans la suite du

document.

1.5 Séries génératrices

Soit A un anneau commutatif, ayant un élément unité. On appelle série formelle, a coefficients

dans A, et en I'indéterminée z, toute expression formelle du type

f(z)= Zunz”,

n>0

ot les a,, sont appelés coefficients de f. On note A|[z]] I’ensemble des séries formelles & valeurs dans

A.
Soient f (z) = Zanz” etg(z) = anz” deux séries formelles. On appelle produit de Hadamard

n>0 n>0
de f (z) par g (z), la série formelle donnée par

f(z)og(z) =) anbu2". (1.1)
n>0
L'ensemble A[[z]] muni de ’addition des séries formelles et du produit d'Hadamard est un anneau.
On appelle fonction génératrice de la suite (a,),,-,, par rapport a la suite (b, ), -, la série formelle
définie en (1.1).
Lorsque g (z) = Zz”, la série f (z)og(z) = f(z) = Zanz” est appelée fonction génératrice

n>0 n>0
ordinaire de la suite (a,),,~ -

Lorsque g (z) = » Lz" lasérie f(z)og(z) = Zan% est appelée fonction génératrice exponen-
n>0 n>0
tielle de la suite (an),~ -

La transformation de Laplace inverse £~! que I'on définit sur I'algebre des séries formelles a
pour effet d’envoyer toute fonction génératrice ordinaire sur la fonction génératrice exponentielle
correspondante

_ z"
e [ Zae ) = X,
n!

n>0 n>0



otl la transformation de Laplace d"une fonction / est définie par

+00
L(h) = J e (1) dt.
0

2 Les suites classiques

2.1 Les nombres de Stirling de premieére espece

Les nombres de Stirling de premiére espece s (1, k), répertoriée A008275 dans 1’encyclopédie en
ligne des suites de nombres entiers OEIS [45], sont les coefficients des polyndmes factoriels descen-

dants relativement a la base canonique x”, c’est-a-dire
n
(x), = Zs (n,k) xF.
k=0

Le nombre (—1)" s (1, k) est égal au nombre de permutations de I'ensemble [1] ayant k cycles.

Propriétés

1. Larelation de récurrence : les nombres s (1, k) satisfont

s(n,0) =s(0,k) =0, saufs(0,0) =1 (1.2)
s(nk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k) pourn, k > 1. (1.3)

Les premieres valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

—-5040 13068 —13132 6769 —1960 322 28 1
40320 —109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —-36 1

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1
2 -1 1
3 2 -3 1
4 —6 11 —6 1
5 24 —-50 35 —10 1
6 —120 274 —225 85 —15 1
7 720 —1764 1624 —735 175 —21 1
8
9

10



2. Les fonctions génératrices : les s (11, k) ont pour fonction génératrice double

n
Z S (n/k) Euk — (1 + -x)u/
n,k>0
et pour fonction génératrice exponentielle
x" 1 k
> s(nk) =g In(1+2)" (1.4)

n>0

2.2 Les nombres de Stirling de seconde espece

Pour 1 < k < n, on note {',Z} le nombre de partitions de ’ensemble [n] en k blocs (A008277 dans
[45]), c’est a dire en k sous ensembles non vides de [1], disjoints deux a deux, de réunion [n].

On peut aussi définir algébriquement ces nombres comme étant, les coordonnées du monoéme x"
dans la base (x),, plus précisément, les nombres de Stirling de premiere et seconde espéce peuvent
étre considérés comme deux systemes inverses 1'un de l'autre, en ce sens que, pour tout nombre
naturel 71, la matrice formée par les éléments des n premieres lignes et des n premiéres colonnes de la
table des nombres de Stirling de premiere espece est 1'inverse de la matrice correspondante extraite

de la table des nombres de Stirling de seconde espece.

SR IEN 15)

k=0

Ou encore comme la différence d’ordre k en x = 0 du mondéme x" a un facteur k! pres. En d’autres

n 1.6 4
(e} = a8 @ o

ot A se réfere a ’opérateur de différence.

termes

Premieres propriétés

1. Formule explicite : elle s’écrit

avec la convention 0° = 1.

11



2. Récurrence triangulaire : la formule explicite donne

-0

La formule de récurrence triangulaire

R S

permet de calculer les premiéres valeurs des nombres { }

n\k|1l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 |1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

On a aussi une récurrence verticale donnée par

3. Les fonctions génératrices : les {}} ont pour fonction génératrice double

Y {if —ew -,

n,k>0

pour fonction génératrice ordinaire

St =g

n>k j=1

et pour fonction génératrice exponentielle



4. Les nombres de Bell : les nombres ;
n
Bn - Z{k}/
k=0
s’appellent les nombres de Bell (A000110 dans [45]), B, est le nombre total de partition de

’ensemble [1]. Les premieéres valeurs sont données dans le tableau suivant :

n|1]2]3|4]|5 6 7 8 9 10 11 12 13

B, |1]2|5]|15|52|203 | 877 | 4140 | 21147 | 115975 | 678570 | 4213597 | 27644437

Voici les trois principaux résultats sur les nombres de Bell

n

n _ )
By = Z (]) Bj, larelation de récurrence,
=0

x" ) .y .
ZBH—! =exp (¢* —1), la fonction génératrice,
n>0

1« k" .. .
B, = e;)k!' la formule explicite (Dobinski).

5. Les nombres de Worpitzky : les nombres

n+1
— kI
Wik k'{k+1}' (1.6)

s’appellent les nombres de Worpitzky (A028246 dans [45]). On a la formule de récurrence
Wi = (k+1) W1 +kWy1 1, (1.7)

et la formule explicite
k

Wi = ; (—1)"** (’f) (i+1)".

2.3 Les nombres r-Stirling de seconde espeéce

Pour 0 < k < netr > 0, on note {Z} le nombre de partitions de I'ensemble {1,2,...,n} en k

,
sous ensembles non vides telle que les  premiers éléments sont dans des sous ensembles distincts.

Remarque 1.1. Pourr = 0 ou 1, on retrouve les nombres de Stirling de seconde espéce classiques.

Propriétés
Les propriétés des nombres r-Stirling sont cités dans [11].

1. La relation de récurrence : les nombres r-Stirling de seconde espéce vérifient la relation de
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récurrence suivante :

— 5, n=r, (1.8)
n r_k n—1 + n—1 <
P T PR VTS Y S

2. Lafonction génératrice : la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Stirling

de second espeéce est donnée par :

n+r xn_lrx X q\k
Z{kﬂ}rn!_k!e (" —1)~. (1.9)

n>k

3. Identités : voici quelques identités relatives aux nombres r-Stirling de seconde espece

n _
r)y

n—+r n—+r n+r—1
{k+r}r B {k+r},1_(r_1){ k+r }M (10

2.4 Les nombres Eulériens

Pour 1 < k < n, on désigne par le nombre de permutation sur 1’ensemble [n] possédant

n
k
exactement k — 1 montées (A008292 dans [45]). Ce nombre est appelé nombre eulérien d’ordre (n, k).

Les nombres eulériens apparaissent aussi dans la fonction génératrice de la suite des puissances

n — emes

Propriétés

1. Relation de récurrence : la suite double <Z

<Z> — (n—k+1) <Z:i>+k<”;1>,
avec <Z> = 0sik>n, <’11> - <Z> ~ 1.

> satisfait a la récurrence

14



Les valeurs pour 0 < n < 8 sont :

k|0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 |1

1 |1

2 |1 1

3 (1 4 1

4 11 11 11 1

5 |1 26 66 26 1

6 |1 57 302 302 57 1

7 |1 120 1191 2416 1191 120 1

8 |1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
9 |1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1

2. La formule explicite : la formule explicite des nombres eulériens est donnée par :
n - i (n+1
() =2 e (" e
j=0

3. Identités : voici quelques identités relatives aux nombres eulériens

Z<Z>xk = Z (x—1)" kW1 po1, (1.11)

k=0 k=0

= /n\ (k+1
Z<k>< ; >=Wn,n—t- (1.12)

k=0

4. La fonction génératrice : la fonction génératrice double de la suite des nombres eulériens est

Z <Z>f:2k "1 —zex:)?xz(l —z))

n,k>0

donnée par :

15



2.5 Les nombres et les polynomes de Bernoulli

Les polyndmes de Bernoulli peuvent étre définis de différentes fagons, on peut, par exemple les

définir comme étant 1'unique suite de polynoémes (B, (X)), telle que

Bo(x)zl,
1
Bi(x) =x—=,
1(x) =x—3
2 1
By (x) =x —x+8,
3 1
_3_22 1
Bs(x) =x % +2x,
1
B — 23 2 ,
1(x)=x x’+x 30
1
B5(x):x5—gx4+gx3—gx,
5 1 1
_6_ 5,24 L2
Bg (x) = x° —3x taxt -+

On peut aussi définir ces polyndmes par la série génératrice exponentielle

XZ

z" ze
ZBn (X)E — ez_]_.

n>0

On note B, = B, (0) le le n — iéme nombre de Bernoulli. Les premiéres valeurs de B, sont :

0 1 2 |3 4 5 6 7 8 9| 10 |11 12
B,|1|-1/2|1/6 {0|-1/30 |0 |1/42|0|1/30|0|5/66| 0 | —691/2730

Propriétés élémentaires
Les polyndmes de Bernoulli vérifient les identités suivantes :
1. Vvn>1:B,(0) =B,(1).
2. Vn>1:Byu41(0) = Byt (1) = 0.

3. Vn e N: B, (x) = (—1)"By, (1—x).
16



4. Vn>1:B,(x+1) =B, (x) =nx""L.
n
5. Vn>1:B,(x)=Y (Z) Bk,

k=0
3 La matrice d’Akiyama-Tanigawa

Soit (am),,>o une suite de nombres. On appelle matrice d’Akiyama-Tanigawa associée a la suite

(am) , la suite double (anm), ¢ >0 donnée par

aO,m = am,

An+im = (m + 1) (an,m _an,m+1) , n>0. (113)

La suite (ag,, ) , premiere ligne de la matrice, est la suite initiale. La suite (a,,0) , premiére colonne
de la matrice, est la suite finale.
Inversement, étant donnée une suite finale (a,),~,, la matrice d’Akiyama-Tanigawa associé a

(ay),la suite (a,,,) donnée par

ap,0 = An

1
Apmt+1 = Onm — man+1,m, m > 0. (1.14)

Théoréeme 1.2 (Kaneko [26]).

1. Etant donnée une suite initiale (a,),,~ , définissant la suite (ay,m),~o ,~o par (1.13), alors

_ - 1™ m! n+1
an,O—Z<_> mlq g (%o

m=0

2. Soit A (z) = Zﬂo,mzm la fonction génératrice ordinaire de la suite initiale. Alors la fonction
m>0
génératrice exponentielle de la suite finale est donnée par

A(z) = Z“n,o% =efA(1—¢%).

n>0

Théoreme 1.3 (Merlini, Sprugnoli et Verri [34]).

1. Etant donnée une suite finale (), , définissons la suite (a,m), > >0 par (1.14), alors

B U
( )Zs(m—i—l,n—i—l)an,o.

n=0

m!

2. Soit A(z) = Z’Z”f(’% la fonction génératrice exponentielle de la suite finale. Alors la fonction
n>0

17



génératrice ordinaire de la suite initiale est donnée par

Az) =) agmz" = 1iZA(ln(1—z)).

m>0

Le premier exemple dans la littérature mathématique est celui d’Akiyama et Tanigawa dans [2].

Soit la suite initiale

1

agm = ——
,m m+1/

par (1.13) on construit la matrice suivante

1 1/2 1/3 1/4 1/5
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
1/6 1/6 3/20 2/15 5/42

(1.15)
0 1/30 1/20 2/35 5/84
-1/30 -1/30 -3/140 —-1/105 0
alors, on obtient comme suite finale, la suite des nombres de Bernoulli a,, 90 = B, (1).
Théoréme 1.4 (Inaba [25]).
(D" § :
T = " Zs (m+1,i+1)B,; (1) (1.16)

n . 1
=Y~ (m i 1) W (117)

m—+1

4 L’algorithme WZ

Dans cette section, nous décrivons quelques algorithmes tirés du livre A = B (cf. [41]). La notion
de preuve automatique est apparus pour la premiere fois avec la these de Fasenmyer en 1945 (voir
[18]). Elle a développé une méthode pour déterminer des relations de récurrence satisfaites par des
termes hypergéométriques. On rappelle que une suite f,, est dite hypergéométrique si et seulement

si le rapport ! ”f:1 , est rationnel.

4.1 Méthode de Soeur Céline Fasenmyer

Soit la série

a(n) = ZF (n,k),

18



ou F est hypergéométrique en n et en k. L'algorithme de soeur Céline permet de déterminer une

formule de récurrence sur le sommant F (1, k), de la forme

I

J
ZZCI'J (n)F(n—j,k—i)=0,

i=0 j=0

ou ¢;; sont indépendants de k.

En sommant cette derniere égalité sur k, on obtient une récurrence sur la série

L

> si(n)ya(n+1)=0.

=0

La technique est généralement assez lente. Le probleme majeur est comment choisir I et | ?

4.2 L’algorithme de Gosper

En 1978, Gosper [22] a mis au point un algorithme permettant de décider si une fonction hy-
pergéométrique admet ou non une somme hypergéométrique.

Algorithme de Gosper
Input : une suite hypergéométrique f,
Output : une suite hypergéométrique g, telle que g, = }_ f, oubien fail
n

1. Cherchons tout d’abord la décomposition suivante

r(n :fn+1

() =12
_a(m)c(n+1)
b(n) c(n) ’

oua(n),b(n)etc(n)sontdes polyndmes en n telles que a (n) et b (n) vérifient
pged (a(n),b(n+h)) =1, pour tout entier h > 0. (1.18)

Théoréme 1.5. Soit K un corps de caractéristique zéro, et r € K[n] une fonction rationnelle non

nulle. Alors il existe un unique triplet a,b, ¢ de polynémes de K|n|] vérifiant (1.18) tels que b, c

sont unitaires, r (n) = %C(C”(:)l), pged (a (n),c(n)) =1etpged (a(n),c(n+1))=1.

2. Cherchons un polyndme x (1) solution de I'équation

an)x(n+1)—b(n—1)x(n) =c(n). (1.19)

Théoréme 1.6. Soienta (n),b(n),c (n) des polynémes en n vérifiant (1.18). Alors toute fonction

rationnelle x (n) solution de (1.19) est nécessairement un polynéme.
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Pour déterminer le degré d d’une éventuelle solution x (1) de (1.19) on distingue deux cas

suivant les degrés et coefficients dominants de a (n) et b (n) .

a. Sidega (n) # degb (n) oulca (n) # lcb (n), alors
d = degc (n) —max (dega (n),degb (n)).

b. Sidega (n) = degb (n) etlca(n) =1cb(n) = A, alors

b1. Si les termes de second ordre du membre gauche de (1.19) ne s’annulent pas, alors
d =degc(n)—dega(n)+ 1.

b2. Si les termes de second ordre du membre gauche de (1.19) s’annulent, soient a (n) =

AF+ A1 4o b (n—1) = Anf 4+ BrF1 + ..., alors

Ensuite, la méthode de coefficients indéterminés permet d’expliciter une solution polynomiale.

3. Siun tel x (n) existe, renvoyer
_b(n—1)x(n)
g?’l - c (n) f1’l/

sinon renvoyer fail.

4.3 L’algorithme de Zeilberger

L'algorithme de Zeilberger [59] permet de calculer des sommes définies f (1) = i F (n,k) méme
lorsque ’algorithme de Gosper échoue. L'idée est d’essayer de trouver une forlnrul;l:e0 de récurrence
pour f (n) en fonction de n, que 1’on peut ensuite résoudre pour trouver une forme close. L'astuce
est d’utiliser une version étendue de 1’algorithme de Gosper, en ajoutant des parameétres qui seront
déterminés au cours de l’algorithme. Outre la récurrence, I'algorithme de Zeilberger fournit un cer-
tificat R (1, k) et qui permet de vérifier que cette récurrence est correcte. Rappelons qu'une fonction

F (n, k) est dite proprement hypergéométrique si elle peut se mettre sous la forme

=

(ain + bik +c;)!
F(n,k) =P (n,k) =t xk,
(aln+ bk +cl)!

S}

Il
—_

ot P est un polyndme, les a;, b;, ag, b; sont des entiers, et 1, v sont des entiers positifs ou nuls.

Théoreme 1.7 (Wilf-Zeilberger). Soit F (n,k) une fonction proprement hypergéométrique. Alors F
20



satisfait une récurrence de la forme

J
> aj(n)F(n+jk)=G(nk+1)—G(nk),
j=0

avec R (n,k) = G (n,k) /F (n,k) est une fonction rationnelle en n etk. De plus | < |by|+ - - - + |b,| +
|by| + - - 1bL] .

Algorithme de Zeilberger
Input : une expression F (1, k) hypergéométrique en n et k et un entier J.

Output : une récurrence linéaire d’ordre au plus J pour f (1) ou bien fail.

1. Calculer
B F (n,k)
" F(n—1,k)

2. Calculer les fractions rationnelles

Ro=1,

Rj =Rjaryyjrpourl1 <j<J.

3. Appliquer l'algorithme de Gosper étendu par rapport a k a (Rg + C1Ry + - - - CjRj) F (n,k) ot

les C; sont des indéterminées ne dépendant pas de k.

4. Silalgorithme de Gosper retourne fail, faire de méme. Sinon, soit G(n, k) la somme indéfinie

retournée, et les C; sont des fractions rationnelles en n.

5. Retourner la récurrence
fn)+Cif(n+1)+---Cif(n+])=G(n,n+1)—G(n,0).

Version étendue de 'algorithme de Gosper
Les parametres C; ajoutés par Zeilberger interviennent de fagon linéaire dans le polynome a (k),

et donc aussi dans 1'équation
a(k)x(k+1)—b(k—1)x (k) =c(k).

On applique donc le raisonnement usuel de 1'algorithme de Gosper sauf qu’en plus des coefficients

de x (k), on a aussi les coefficients C; (n)

Remarque 1.8. Pour les calculs, nous utilisons le logiciel Maple, ainsi que le module EKHAD pour

Maple, disponible sur le site web de Zeilberger.
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Moments des inverses des coefficients binomiaux

1 Introduction

Pour tous entiers 11 et m € IN, on s’intéresse aux sommes de la forme

n -1
(m) . _ m (T
Sit =) k <k> . 2.1)
k=0
Il y a plusieurs articles dans la littérature traitant des sommes des inverses des coefficients bino-

miaux [42,43,46,47,52,55,57,61]. Les cas m = 0 et m = 1 ont été intensivement étudiés.

Le premier résultat important a été obtenu en 1947 par Staver [50]. A partir de la relation
n —1 n -1
n n
2HE) =Zenl)
k=0
Staver a obtenu une relation entre S,Sl) et S,(qo)

si =28, (2.2)
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et a établi une relation de récurrence pour la suite S,SO)

S(o) _ n—+2

(0)
O CES IR (2.3)

Staver a aussi prouvé pour la premiére fois la formule bien connue

n+1 5k
0 n+tlg2
Sn — W ?. (2.4)
k=1
Les premieres valeurs de st sont :
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
s 1 2 5/2 |8/3 |8/3 |13/5 |151/60 | 256/105 83/35

Pour les applications de (2.4), voir Nedemeyer et Smorodinsky [38], Mansour et West [33], et pour
une interprétation probabiliste, voir Letac [30, p. 14]. Enfin, pour le développement asymptotique,
voir Comtet [17, p. 294] et Yang & Zhao [58].

En 1981, en employant le raisonnement par récurrence et la relation

n _1_ n—1 _1_ n—k n o\ !
k C\k—=-1 n—k+1\k—1 ’

Rockett [43] a redémontré (2.3) et (2.4).

En 1993, Sury [51] a relié I'inverse du coefficient binomial a la fonction béta comme suit

(’;) T ) jxk (1—x)"*dx,
0

et a prouvé la relation (2.4) (voir aussi [55]). Quelques années plus tard, Mansour [32], a généralisé
I'idée de Sury [51], et a donné une approche basée sur I’analyse pour obtenir les fonctions génératrices

de certaines suites combinatoires.
Théoréme 2.1 (Mansour [32]). Soientr, k et n des entiers > 0 tels que n > k et soit f, (n, k) donné par

otk = LD [ gt o

n!
uj

avec p (t) et g (t) sont deux fonctions définies sur I'intervalle [u1, us] . Soient {a,},~ et {bu},~, deux

suites quelconques, et A (x), B (x) les fonctions génératrices ordinaires correspondantes. Alors

o

>

n=0

n ) .
Zfr (n,k) ﬂkbn_k] P e

k=0

erA (xp (1)) B (xq (£)) dt] . 2.5)

Ui
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En particulier,

2 2In(1—x)
HZNS T G-D(Ex-2)  (x-27 (26)
et
 x(3x—4) 2xIn (1 —x)
P T T Aoy

2 Quelques résultats sur s

Dans cette section, nous donnons quelques résultats pour le cas m = 2. On utilise le théoréme 2.1,

pour a, = n? et b, = 1, on obtient,

et
1
Bx) = 1—x’

(2)

d’autre par (2.5) donne la fonction génératrice ordinaire de S,

1

ZS |:xJ xt ( xt—l—l) it
0
3

>0 1—xt)° (1—x + xt)

2 (2 —3x2—3x+5) In(1—x)
(x—2)3(x—1)3 -2 (x2+2x—2) e (2.7)

De plus, on a une relation entre S,(qz) et 57(10) donné par le théoreme suivant

Théoréme 2.2. Pour tout entiern > 1, on a

@ (=1 (n+2)? 2, (n+2)(n*—2n-2)
oni1 = 2(n—2)(n+ 1)2571 * 2(n—2) ! (2.8)
et
s = i (n+1)(n—2) s+ % (n+1)>. (2.9)

Démonstration. Nous employons la méthode WZ [41]. Posons L (n,k) := kz(Z)fl, par le package

Maple "EKHAD” de Zeilberger nous construisons la fonction

-1
G (n,k) = (n2k2+n+3nk—nk2+z+2k—2k2) (n+1—k) <”> ,

telle que
(n—1)(n+2)*L(n,k) —2(n—2)(n+1)*L(n+1,k) = G (n,k+1)— G (n,k).
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En sommant 1'équation télescopique ci-dessus pour k variant de 0 a n — 1, on obtient la relation de

récurrence suivante

n—1 n—1
(n—1)(n+2)*Y L(nk)—2(n—2)(n+1)>> L(n+1,k) =G (nn)—G(n,0),
k=0 k=0

et par conséquent

(n—l)(n+2)25,(12)—(n—1)(n+2)2n2—2(n—2) (n+1)28,(ﬁ21

2

—|—2(n—2)(n+1)2< n

n+1+(n—|—1)2) =n’(n—1),

Pour montrer la relation (2.9), nous faisons un raisonnement par récurrence sur 7, le résultat est vraie
pour n = 0, nous prouvons maintenant que la formule est vraie pour n + 1 al’aide de la relation (2.8)

et I'hypothese de récurrence.

2
St = 2(?11__12))(?”121))2 (i (n+1) (n—2) s + % (n + 1)2> Lt 2; EZZ_—S” —2)
En appliquant (4.3), on obtient
S = F () (-1 S+ 5 (42,
et le théoreme est completement démontré. O

n

n
En utilisant Zk3 (Z)f1 = Z (n—k)* (’Z)f1 et les relations (2.2) et (2.9), nous obtenons une relation
k=0 k=0
entre S,(f) et S,SO).

Corollaire 2.3. Pour tout entiern > 0, on a

G _ L (2 3,_6)s0 3 2
Sn —8n<n 3n 6>Sn —|—4n(n+1).

3 Généralisation

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous avons besoin d"un lemme.

Lemme 2.4.

j—1
0) i1 N () 1 1
Spej=(m+j+ )<2j(n+1)5n +§2r(n+jr+1))’ (2.10)

avec la convention que la somme vide est égale a zéro.
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur j. Pour j = 01’identité (2.10) est vraie. Supposons
que pour un entier j > 1, (2.10) soit vraie, en remplagant n par n + 1 dans la relation (2.10), puis en

utilisant (2.3), on démontre 1’assertion. O

Théoréme 2.5. Pour tout entiers m etn, on a

m . j—1
(m) _ mij (PN g0 1 P
Sh _Z(—1) ( ) )wm,] (sn+]. (n+j)!§r! (n+j r)!)‘ (2.11)

(m)

Démonstration. En écrivant S;; / comme suit

compte tenu de (1.5)

i i m+](l>{;}k!(k+1)--~(k+]’)(n—k)!.

k=0i=0 ]:0

Un calcul immédiat montre que

EELr (e el

k=0i= O] 0
. oy ] ~ —1
_ZZ 1ymi L j,(”+])!z n+j
i) ! -\ 7 '
i=0 j=0 r=j
Par suite, compte tenu des relations (1.6) et (A.6), on établit le résultat. O]

En posant m = 4 dans (2.11), on obtient le résultat suivant

Corollaire 2.6. Pour tout entiern > 0, on a
1 1
s — (1) (n* 702 21+ 16) 5" +5 (7n1=8) (n+1).

Théoréme 2.7. Pour tous entiersm > 0etn > 0,0n a

1 m—+1 m+1 )
Swir = dom + = Z( ]. >S,S”, 2.12)
=0
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ou ¢; ; est le symbole de Kronecker.

n+1) — n;l( n

Démonstration. Rappelons que (" q),ona
n+1 n+1 -1
k™ n+1
Y w25
k=0\ k k=1
1 n+1 n -1
= Som + ——Y k"t < )
n+1 = k—1
1 n 1 (n -1
= - )™
son+ g (0" ()

1 mtl m+1\ — (1 -1
— j
et (M) 2R ()

En posant m = 1 dans (2.12) et en tenant compte de la relation (2.9), il vient

Corollaire 2.8. Pour tout entiern > 0, on a

4 Fonction génératrice ordinaire

Appliquons le théoréme 2.1, pour a, = n" (m > 1) etb, =1,0na

_ 1 M\ k+1 _ - (_1)m+k
Al = (1—x)"* é <k>x - é (1—x)F*! Wi
B(x) = Zx” = %
n>0

La relation (2.5) permet d’écrire

1
ZSr(lm)x” = di xJ k:0m+1 dt
=0 x O(l—xt) (1—x+xt)
Par le changement de variable xt = 1, on obtient
D WO
1
=0 ax 12 (1—y)"" (1—x+y)
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On décompose en éléments simples dans R sous la forme

Syt

k=0 _ o (m) (x) +i Oésm

Q-y)" " (1—x+y) 1-x+y S@a-y" "

Notons au passage que (2.14) est équivalent a

> ()t = =)™ ()4 (1= x4) 3 (1-g) ol

k=0 s=0
m

£y k
E )" — )" W1 k1
k=0

En posant y = 1 et compte tenu du fait que Wy, , = p! pour p > 0, on obtient I'identité

5(1) -

k=0

m S Z+S
(m) B 1) k+1
&s (x)—Z 1+1<k>(s—i
m )m+]
= Z mwm,f-
et

2 (x) = e Z < > e+t

m m+]
Z —1
=0 - x)]+ ,
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Démonstration. On vérifie que (2.17) et (2.18) satisfont (2.15). Désignons la partie droite de (2.15) par
RU™(y)

RO(y) = (1=y)" ol () + (1-x+y) 3_(1
s=0

al’aide d'un simple décalage d’indice, on obtient

ROW () = (1 :i 3 < > "“+(1—x+y)i(1—y)5i‘s 5__13()11 <7{1><it3)

§=0 k=0 i=0 (
A=y 1-xty g (1-y)° ¢ (k+1 ‘ |
kZ< > [ x)mﬂ & _1)k+1 + 2—x g (2—x)° =0 ( ] ) (-1) (2x)]] ,

on utilise la formule du bindme de Newton, on peut écrire

m m _ymA+1 k+1 ‘
R = () {g iimﬂz(kjl)@— (1) +

k=0
- (Ly) - (k] oy A=) e (ke _
el CEON ]_0< j >( R %(2_x)s+1j_zo< j >( (2 X)]]
Maintenant, pour k < m
mn m+1 s m+1
(m) (1)) — m (1-y) k+1\,.
R™(y) k0<k>|:sm+l(2x)sjzo< >(2 )i(—1) +
m (1_]/)5 s k+1 NP m (1_y)s+1 k1 i
§<z_x>s]0( ;) ve-y ;a_x)mj_zo( e x)]
B m m m+1(17y)s s k+1 N '_m+1(17y)551 k41 - .
§<">Lo 2—x) ‘:0( ;) ey 2 Gay -:o( Ve
J j
m m+1 s s a1
= m (1_y) k+1 PRy N k+1 PN N
5[ R (S e §< )]
Finalement
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En appliquant les relations (1.12) et (1.6), on obtient

- S ey

i=0

S(—1)1+5(m—s+z)!{ m+1 }

— (z_x)i“ m—s+i+1

s i+s
-1
=) iwm,mfsﬂ'

— (2 x)l-i-l
S Vi
- Z (Z—X)s m—+1+j 4
j=m—s
d’autre part, il s’ensuit de (1.11) que
m—1 .
_ _ymjl (j+1)(x—1) )
Dé(m) (x) = - ( 1) —(Z_X)j+2 m—1,j
]:
m—1 m—+j m—1 m—+j
=" ="
= ——— (+ 1) Wy1i— ———— (j+ 1) W, 1
pary (Z—X)H_l (] ) m—1,j ]—ZO (2—x)7+2 (] ) m=1,
= U D Wy 3 W
]:
Compte tenu de (1.7), on obtient a(m) (x), ce qui achéve la démonstration. O

Maintenant, on integre la partie droite de (2.14) par rapport a y, on obtient

x ki (ykHt m—1  (m) (%)
0 s=0

(m)

On dérive (2.19) on obtient la fonction génératrice ordinaire de S,

(m)
(m)n — _p 4 (m) R €))
an x" = dezx (x)In(1—x)+ T,
n>0
m—1 %aﬁ’“) x) (1_(1_x)sfm)+i(x(m) (x> (1_x)sfm71 (2.20)
s=0 s—m s=0 S
avec

m) o\ o (s—mAj+1) (="
s (X)— Z (z_x)s—m+j+2 Wm]

Avec la proposition 2.9, on peut réécrire (2.20) comme suit
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Théoréme 2.10. Pour tout entierm > 1, 0n a

m m+j+1 m j+m
(m) _n 2( ]—|—1 1) 1 2(-1)
Spx" = W, : | In(l—x)-+ . Wm,'
j j
LY (1) Wy ((s=j+1) (1=(1=)"") Axp ).
0<j<s<m—1 (2—x)"7" (s—m)(2—x)

5 Développement asymptotique

(m)

Dans cette derniere section, nous nous sommes intéressés a 1’étude asymptotique de S, et au
calcul exact de la limite n — oo de gk’”(g)fl. Dans [58], Yang et Zhao ont étudié le comportement
k=0
asymptotique de S,(qo)et S,Sl), ils ont montré que :
SSIO)NZ—i—nil—%,nﬂoo, (2.21)
et
55“’5( +nil 2n11)’”_’°°

et

convergent vers m! lorsque n — +oo.

Théoréeme 2.11. Pour tout entierm > 0, on a

lim 7. = m!,

n—oo

et (m)
m

lim S =1.
n—oo N

(0)

Démonstration. Notons S, par S, . En utilisant la relation de récurrence S, = %sn,l + 1, on peut

montrer facilement que



n(n(S, —2)—2) = n?S, —2n> —2n — 4,
Plus généralement, il existe des constantes ag, a1, ay, . . . telles que

ul =l —ay

(k)

u, — 0asn — oo,

avec u,go) =S,—2.

D’autre part, pour tout k > 1,
nkS, — (2n* 4+ agn* 1 4+ -+ a_on) — ay,

lorsque n — oo. De plus, lasuiteag, ay, ... est2,4,16,88,616,5224, ... donnée par sa fonction génératrice

exponentielle suivante

X, 2
Tnl T (2—e)?

n>0

On peut aussi donner explicitement les éléments de la suite a; par

k
ge=) (r+2) Wi, —(r+1) Wi,
r=0
ou récursivement par

A = 4+§ <<k+ 1) + <k>) (—1)'(2—ao+ar— -+ (1) a1) + (-1 (2—ao+- -+ (1) ax_1).
=1

r r

puisque
2nf1S, = nk(2nS,)
= n*((n+1)S,_1 + 2n)
— (nk—‘rl 4 nk)sn—l —|—21’lk+1
k
_ Z <<k+ 1> + <k>> (7’1 . 1)rSn—] + 27’lk+1.
r r
r=1
Ecrivons
X"=co+a(X+1)+oX+1)(X+2)+ - +n(X+1)(X+2)--- (X+m), (2.22)

1

avec ¢; = (—1)"" {m}
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771(’”) (C0+C1(k+1) +C2(k+1)(k—|—2)—|—+Cm(k+l)(k+2)(k+m)) <Z>1

—m N 1 M4 -1 " nam
= Cp (k) +c(n+1) (k+1) +- o Fep(n+1)---(n+m Z<k+m>
0 k=0

n n -1 n+1 "+ 1 .
= Cp (Sn— <k> ) +C1(1’l+1) <5n+1— 1> + -
k=n—m+1

k=n—m-+2

e A1) - (n4m) (Sn+m— HZm ( +km> -1 mZ1<n+m 1>

k=n+1 k=0

Un simple calcul donne
n*S, — (2n* +agn* 1 + -+ @ n+a) =0,
Par induction sur m, on peut montrer que

im 7™ = 0lco + 1ley + 21ca + + - - + (m— 1)lep_y + 2(m!)cp,

n—oo

Par I'observation que ¢;, = 1 et
Olcg + 1lcy +2lep + - - - +mlc,, =0,

en regardant le terme constant de (2.22). Ceci acheve la preuve de la premiere assertion. Pour la
seconde assertion, on procede de maniere similaire a ce qui précede.

On a

s = ; <C0+C1(k‘|‘1)—|—C2(k—|—1)(k—|—2)—|—"'+(k—l—l)(k—i—Z)---(k—l—m))<n>_1

k=0
1 _

=coSu+c1(n+1) (Su+1—2) +ea(n+1)(n+2) <Sn+2—ZZ<n_]:2) 1)+...
k=0

m—1 -1
(1) (n <m 2y (" )
n n+m i O( )

k=

Ainsi, en regardant le facteur le plus haut degré, on obtient
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Un corollaire de la preuve ci-dessus est que S,SO) est donnée par

0 .2 4 16 88 616 5224
St et e AT s e

lorsque n — +o0.
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Les sommes alternées des inverses des coefficients

binomiaux
1 Introduction
Pour tous entiers naturels n, m et p, on considere les sommes
mp) N vk (PR
T,V .= —1) k™ ) 3.1
>_(-1) < - k) (3.1)

k=0

Ces sommes ont été étudiées par de nombreux auteurs, notamment par Trif [55], qui a obtenu

pour m = 0 le résultat suivant

; +n+1\" p+n+1
Téo’p):<(_1) +<p p ) >Z+n+2‘ (3.2)

Sury, Wang and Zhao [52], pour les cas m = 1 et m = 2. Ils obtiennent

1/(=1)" -
rn _ Pt (( 1) (n+1)(P+n+3>_(P+”+2> _<_1)n>, (3.3)
p+n+3 p+n+2 p+1

35



et

(=D"(n+1)? (=1)"(2n+3)
p+n+2 p+n+3

2 p+n+3\" 1 p—l—n—|—2>_l)
_— -H"r) —— . 34
+p+n—|—4<( p+2 ) * )> p+n+3( p+1 (3.4)

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d’étudier les sommes alternées des inverses des coeftfi-

T(2P) — (p+n+1)<

cients binomiaux, plus précisément le cas particulier T,sm) = T,S’”'”, et T,(lm’p ),

2 Formule explicite de T."

Pour tout entier m > 0, on considere

T = > (—1) k" <Z> N (3.5)

Théoréme 3.1. Pour tous entiers naturels n et m, on a

m m+] .
T — (n+1) Z o < +(—1)" <” +; + 1)) W (3.6)
j=

(m)

Démonstration. On peut écrire T, comme suit

T = Z(—l)k(’;)_l (k+1)—1)"

avec (1.5), on obtient

k=0 i=0 =0 j
- ;ggj},)k 0 (M) e -
= iOJZO (-1)" (’7) {;} (n+1)- - (n+j) k;(—nk (’; I;) B

Maintenant, en appliquant la relation (3.2), il vient

= S (oo () ()

j=
36



Compte tenu des relations (1.6) et (A.6), nous obtenons le résultat attendu.

3 Relation de récurrence de T,Sm)

Théoréme 3.2. Pour tous entiers naturels n et m, on a

m m 1 m+1 n m
0 =T g T - () ()"

Démonstration. La preuve est basée sur 1’observation de Sprugnoli [48]
n+1 _1_ n_l_ k n\
k - \k n+1\k ’
En effet,

-1 1
(m+1) kgm (N1 Lyt m(n+1
Ts (—1)"k < ' > +(=1)"" (n+1) <n+1

I
M=

k=0

e | () (1) ]y

m) 1 (m+1) \n m
— T (—1)" (n+1)".

= |l

k

Il
7

. 2 m 2 2 N .
La relation de récurrence de T,g ) est donnée dans le théoreme suivant

Théoréme 3.3. Pour tous entiers naturels n et m, on a

m—+1 m+]' .
(m) _ p(m) _ gy m (=1) IPRTLESER! '
T, =T," —(-1)" (n+1) +]-_Zo”+7+2<1+( 1) < i Wi,

avec la condition initiale Tém) = Jo,m, ot ; j est le symbole de Kronecker.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des relations (3.6) et (3.7).
En remplagant m = 1 dans (3.8), on obtient
Corollaire 3.4. Pour tout entiern € IN, on a

n—(—1)" (2n* +17n% 4 49n® + 57n + 24)

(1) (1)
T TV
(n+2)(n+3)(n+4)

n+l —
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4 Fonction génératrice ordinaire de ™

Appliquons le théoreme 2.1, pour a, = (—1)" n™ (m > 1) et b, = 1, on obtient

A= 1+x’”“z< > "

el

=y W,
Z (1+x)k+1 m,

Pour r = 1, la formule (2.5) donne

o d 2 () (0™
mn = & = dt| . .
ZT YT ix xb[(l +xt)" (1 —x + xt) t ()

n>0

Par le changement de variable xt = y, on obtient

(m)n_d k=0 a
2T x_dxj - ay |,
0

n>0

On décompose en éléments simples dans R sous la forme

m

m k+1
50T ey .y 0" (x) (3.10)
(1+]/)m+1( x—l—y) 1-x+y p— (1 —l—y)M—s+1' .

Notons au passage que (3.10) est équivalent a

m

> <7:> () = A +y)" e () + (1=x41) Y 1+ " (2) (3.11)
k=0

k:O
Si on pose y = —1 et compte tenu du fait que Wy, , = p! pour p > 0, on obtient l'identité

5(5) -

k=0
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De plus, si on pose y = 0 dans (3.11) on obtient la relation entre (™ (x) et al™ (x)

i al™ (x) = a™ (x) (3.12)

B S (_1)i+s+1 m m k"—].
%xiﬂ k§0<k>(5_i> (3.13)
m 1 m+j+1
y &V

xS—m+1+] erj’

et

m

Z < ) (3.14)
-y !

=0

—.

Démonstration. On vérifie que (3.13) et (3.14) satisfont (3.11). Désignons la partie droite de (3.11) par

R(™(y), un calcul immédiat donne

m m (1_|_y>m+1 i m s s ( )]+1 k+1
R(m)(y):Z<k> T (1—x)Jr +(1—x+y) Z ] < j > ,
k=0 s=0 j=0
on utilise la formule de bindme de Newton, on peut écrire pour k < m
m m—+1 s s m s S
) m (1+y) k+1 P x+y 1+y k+1
R! )(y)z<k>{z xSZ( ; >(—1)Jx > . (1) «f :
k=0 s=m+1 j=0 s=0 ]:O
m m—+1 s S m s S
m 1+ k+1 o 1+ o (k+1
Z<k>{Z S () e e s s co ()
k=0 s=m+1 j=0 s=0 j=0
T4y S k+1
-y By o (M)
s=0 j=0 /




d’ou

k=0 5=0
_ é <7Z> (_y)k—H

Les relations (1.6) et (1.12), donnent

-y EU S (OGo)

i=0 k=0
_ji(qy““(m—s+a! m+1
= xit+l m—s+i+1
s i+s+1
(=1)
= Z me,m—s-i-i
i=0
m m+j+1
(—1)
- Z xS—Mm+1+4] Wm]
j=m—s
Il s’ensuit de (1.11) que
1 = m k
1
a(m) (x) = xm+1 Z <k> (1 X) +
k=0
1—x ¢ m+k _m—k
LS e
k=1
= (1 — X) Z (—1)m+ me—l,k—l
k=0
m .k m Lk
= Z (™" me—l,k—l - Z (-1)"" ?Wm—l,k—l
k=0 k=0

m m
r k ck+1
= (D" g Wapa + ) (D" g W

Compte tenue de (1.7), on obtient a(™ (x). Ce qui achéve la démonstration.

Maintenant, on integre la partie droite de (3.10) par rapport a y, on obtient

© Sy .
i(l T T @)+ 3 =

S

3
-

Il
o
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On dérive (3.15) par rapport a x, on obtient

(m) d (m) (™ (x)
ZTn x” :h’l(]_—xz)aam (x) + dxn/[i—s ([1—(1—1—3()5 m])
n>0 s=0
= (m) 2% (m)
s—m—1 m m
+ym(u+x) o (x)) = e (x), (3.16)

avec

d_(m S (s—m+14j) (=)™
T x <x) - Z xS—Mm+2+] erj'

j=m—s

Avec la proposition 3.5, on peut réécrire (3.16) comme suit

Théoréme 3.6. Pour tout entierm > 0, on a

m N M
Y Tt = Z(1+7)2(+].1) Win,j | In(1—x?)
(_1)j ) S_j+1 o s—my\ s—m—1
+0<j<sZ<m_1 xsf”zwm'm_] m—s 1=+ —x(1+x)
2 & (1"
+1_sz W) (3.17)
j=0

x/

En particulier pour m = 0 et m = 1, nous obtenons

0 2 In (1—x?)
ZT’S )xﬂzl_x2+ 2

n>0

et

2 _
S TV = 2T 2 5+ In (1-2).
>0 x(1+x) X

5 Développement asymptotique

Dans les sections précédentes, T,(lm) devient plus complexe lorsque m augmente, il est donc im-

portant d’avoir un développement asymptotique de ™,

Théoréeme 3.7. Pourm > 0, 0n a

T ~ 2n)" et T ~ — (20 +1)".
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Démonstration. Ecrivons
K" =co+c1(k+1)+c(k+1)(k+2)---+cm(k+1)--- (k+m),

avec les ¢; dépendont de m (¢, = 1).On a

n

T,sm)ZCoé(—l)k (Z) +clz F e+ 1) (k)1+---+k (~Df (k1) - (k+ m) <’;)1

=0
Apres quelques réarrangements et en utilisant le fait que (k + 1) (Z)_l =(n+1) (',Zﬂ)fl, on obtient

0.2) 0,m)

T =TS 4 e n+ DTV + o (n+1) (n+2) T + -+ (n+1) -+ (n +m) T

comme TZ(S’ P) — let TZ(S f)l — —1, on trouve le résultat voulu. O

6 Expression de T,Em’p ) A Yaide de la matrice d’Akiyama-Tanigawa

(m,p)

Dans cette section, nous considérons T,, . Le lemme suivant sera utile dans la preuve du théoréme

principal de cette section.

Lemme 3.8. Pourm > 1,ona

n ‘ m z k+1
m _
Skt = 3 W ()
k=0
m S
+1 Z < > n4 1 m—s (_1)s+k Ws,k(l —Z)_k_l.
s=0 k=0

Démonstration. Pour m > 1,o0n a

> =3 (1

k=0
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alors

n (o] [e¢]
ka k _ kazk_ Z kak
k=0 k=0 k=n+1
m . k+1 . 00 .
_ n+ ; m_i
_ZWm,k<1_Z> —z Z(z—}—n—i—l) z
k=0 i=0
m z k+1 ) oo m m ]
_ n+ m—s :s_i
_ZWm,k<1_Z> —z ZZ<S>(11+1) i’z
k=0 i=0s=0
m z k+1 ) m m o0 ]
= n+ m—s 5 1
_ZW’”/"<1_Z> —z Z(S>(n—|—1) Zzz,
k=0 s=0 i=0
comme désiré. 0

Pour une autre preuve voir [10]. Le résultat principal de cette section est de prouver le théoreme
suivant qui exprime explicitement les sommes alternées des inverses des coefficients binomiaux,

T,E’”'” ), en termes de la matrice d’Akiyama-Tanigawa A,, .
Théoreme 3.9. Pour tous entiers n,m et p, on a

m

1
n—+ n+s (M m—s
T,Sm'”=< pp> Som+(n+p+1) Y (—1)" <5>(”+1) Asptptt

s=0
n+p+1¢ s(nt+s+p+2\"
- —1 Wis, (3.18
ot §(><p+s+1 wsr (318)

ou A;; les composantes de la matrice d” Akiyama-Tanigawa.

Démonstration. Par la fonction Béta, nous pouvons écrire

PR (1 —x)"Fdx

Sl
3
=
I
0
—_
~—
=
»
3
—~
S
_|_
N
+
—_
~—
[ LS

43



d’aprés le lemme, on obtient

L") = (p+n+1)

[ SN

X (1—-x)" (in,k ()"

k=0

S

-2 (m) (n+1)" 3 (=17 W ()" (1 - x)"”) dx

s=0 k=0
p+n+1) i e n+k+p+2 71W
el & p+k+1 mk

m s n+s+k+1 -1
Z s (1) n+k+2+p
P—l—n—i—l 0( > +1) K1 ( k+1+p Ws,k-

S=

il s’ensuit de (1.17) que

m -1
Tr(lm,p) (p+n+1) Z k+1 <n+k+p+2> Wik

n+tl — p+k+1
m—s
+(n+p+1)§<s>(n+l) n+p+1' Z s(n+p+2,k+1)Byk(1).
Ce qui acheve la démonstration. O

En remplacant p = 0 dans (3.18) on peut réécrire (3.6) comme suit

Corollaire 3.10.

Tr(zm) = (SOm m+1 n+ Z n+s < ) (” + 1)m—s+1 As,n+1-

7 Relation de récurrence pour T,Sm’p )

Théoréme 3.11. Pour tous entiers naturelsn,m et p, on a

m, n+1 m, 1 m+1, m
T = AT T S (D ) (3.19)

Démonstration. En utilisant 1'identité suivante
-1 -1 -1
<n+p+1) _on+1 (n+p) .k (n+p)
k+p n+p+1\k+p n+p+1\k+p) ’
on obtient la relation (3.19). O]

Maintenant, les relations (3.18) et (3.19), donnent la relation de récurrence pour Ty(lm’p )
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Théoréme 3.12. Pour tous entiers naturelsn,m et p, on a

+1 (1) (m+1
TP = TS Tyt ()Y A
n+1 n+p+1 n ( ) (” + ) — (n i 1)5 s s,n+p+1

1 n+s+p+2 -
—1)° W —(=D)" )"
g (0 (") W 0o,

e e -1
avec la condition initiale Tém’p ) = (”;p ) Oom-
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Matrices d’Akiyama-Tanigawa

1 Introduction

On définit la matrice d’Akiyama-Tanigawa [2] par la suite double (ay,m),~0 >0 donnée par la

récurrence
P 1
om — m+ 1/
An+1,m = (1’}’[ + 1) (an,m _an,m+1) , N> 0/ (41)
d’ot1 la matrice
1 1/2 1/3 1/4 1/5

1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

1/6 1/6 3/20 2/15 5/42

0 1/30 1/20 2/35 5/84
-1/30 —-1/30 —3/140 —-1/105 0

(4.2)

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a la matrice d’Akiyama-Tanigawa [12, 26, 34, 9, 25, 60].
En 2005, Merlini et al. [34] ont donné une généralisation pour n’importe quelles suite initiale ou

finale, ils ont données les formules impliquées par la premiere ligne et la premiere colonne.
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Nous nous intéressons dans ce chapitre a la généralisation de [34] pour n'importe quelle ligne ou

colonne. Nous donnons également quelques exemples d’application qui justifient une telle étude.

2 (x,y)—matrice d’Akiyama-Tanigawa

Soit (ay),,~, une suite de nombres, on appelle (x,y) —matrice d’Akiyama-Tanigawa associée a

(am) la suite double (aym), ,,~o donnée par

ao,m = Am, An+1,m = (m + 1) (xan,m _]/an,erl) . (43)

La suite initiale est la suite ag,, = a,, . La suite finale est la suite (a,,),~, - Si x = y = 1, on retrouve
la matrice d’Akiyama-Tanigawa classique.
Inversement, étant donnée une suite finale (a,),-,, la (x,y) —matrice d’Akiyama-Tanigawa as-

sociée a (a,) , la suite (a,,,,) donnée par

X 1

an,0 = An, Anm+1 = ?an,m — mﬂnﬂ,m m >0, (4.4)

3 Les identités combinatoires

Dans cette section, nous exprimons n’importe quelle entrée a,,, en termes des éléments de la

premiere ligne pour (4.3), et des éléments de la premiere colonne pour (4.4).

Théoreme 4.1. Etant donnée une suite initiale (a,,),,~, , définissons la suite (aum),~¢ m>0 Par

Appim = (M +1) (Xaum — Yanms1),

alors

n
_ kg (kEm [n+m+1 k. k 4
An,m %( 1) k~< m ){k—i—m—i—l m+1x Y aok+m- (4.5)

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le résultat est banal pour n = 0. En utilisant

I'hypothése de récurrence et (4.3), on trouve

n+m+1
Apsim = (m+1) { } X" ag
m+1
n

k+m\ (n+m+1 nt 1k k
(1) <1>k( . ){k+m+1}mﬂx Paokim

P

B k=l oy [kHm [nt+m+2 JERIEW:
CERDME Ol A T S e

=
—_ =

=
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Apres quelques réarrangements, nous obtenons

n+m+1
App1im = (m+1) { } x"ag
m+1
n

k4+m\ (n+m+1
1 -1 k n+1-k, k o
o+ >k1< ’ (m){m“}mﬂx

k+m\ (n+m+42 ki1 k
e (T

n+1+m\[n+m+2 0,
- ntma2 m+2y 0n+1+m-

+ 0 e

Compte tenu de (1.8) et (1.10), on obtient

n+1+m\ (n+m+2
an+1,m:<m+1>"“x"+1ao,m+(—1>”+1<n+1>!( M L] S
m—+1
k+m n+m+1 n+m+2
+ m_|_1 + xn+1kka
Z ( ><( ){k+m+1}m+1 {k+m+1}m+2> Y0k

n+1
Z <k+m) {Tl+m+2} xn+1 kykaOk
& m k+m+1f,.4 o

ce qui acheve la démonstration.

Donnons quelques cas simples pour la matrice (1,1)-d”Akiyama-Tanigawa

Identité 1. Lorsqu’on pose ag,, = 1 dans (4.3), alors pour toutr > 1, on a

I S

k=0

Identité 2. Lorsqu’on pose ag,, = m + 1 dans (4.3), alors pour toutr > 1, on a

S (1) (kg i) =

k=0

Identité 3. Lorsqu’on pose ag,, = %, (m > 0) dans (4.3), alors, pour tout 7 > 1, on a

(—1)f (k+r—2)!{Zi:}r — (r—2)L.

n
k=0

Identité 4. Lorsqu’on pose ag,, = H;, dans (4.3), alors, pour toutr > 1, on a

n

> 1 et r= D 1T B = (- D! GoaHia = 00,

k=0
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avec H,, la suite des nombres harmonique.

Théoréme 4.2. Etant donnée une suite finale (ay), -, définissons la suite (ay,m),~¢ m>0 PAr

1
Anm+1 = —Anm — Wﬂlnﬁ-l,mr (46)
alors m
1 L
Apm = ( m!) Zs(m +1,k+1)x" ky "1k 0. 4.7)
k=0

Démonstration. Par récurrence sur m. C’est trivial pour m = 0. Pour m > 1, on a

(_1)m - m—k+1,,—m—1
Anm+1 = ZS(W[ +1,k+ 1)x Y An1k,0

(_1)m+1 m
+ 7Zs(m + 1,k + )" Fy g, o

(_1)m m+1,,—m—1 (_1)771 S m—k+1,,—m—1
= s(m+1,1)x"" 'y ano + - Zs(m+1,k+1)x y Apk0
T k=1

D"y 1
+ > - " 1s(m +1,k)xm Ryl

(_1)m+1

WS(W + 1/ m + 1)y_m_1ﬂn+m+],().

Apres quelques réarrangements, nous obtenons

m

_ +1,,-m—1
Apmt1 = s(m+1,1)x" "y " a,

m!

+ (_1)mi (s(m—f—l,k—f—l)— ml

1
m! pa +1

(_1)m+1
(m+1)!

s(m +1, k)) xmfk+1yfm71an+k,0

+ s(m+1,m+1)y " a, w0

En utilisant (1.3), on trouve

(_1)m+1 m
Zs(m + 2,k + 1)yl
k=1

m—+1,, —m—1
a 1 =X Ao+ ——
n,m+ y n, (m_|_ 1)|

—m—1
' y An+m+1,0

<_1>m+1 m+1
( D s(m+2,k+ 1"y,

v
m+1).k:0
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Exemple 4.3. Sion posea,n = 1 dans (4.7), on obtient pourm > 1

e fi(D)

k=0 k=1
En resumé

Corollaire 4.4. Pour tous entiersn,m € IN

n m
n+m-+1 - —k,
E (—1)™** <m+k)!{k+m—|—1} X RyRag = g s(m+1,k+1)x™ *y™a, 1.
k=0 m+1 k=0

4 Fonctions génératrices

Théoréme 4.5. Soit -
Ar(z) = Z“O,kJrer-
k=0

la fonction génératrice ordinaire de la suite ag 1 . Alors la fonction génératrice exponentielle de la

suite a,, de (4.3)
o0 Zn
A (2) = Z”n,r (,y) n
n=0 )

est donnée par

A (z) = (j)ye““)“ (e"‘Z;Z)r [(1 _xexz) A, <y(1x_eﬂ)>] . (4.8)

k+7r\(n+r+1 _ xz)"
(T e
r+1 .

= r k+r+1

— k+7r\ ¢ & n+r+1 (xz)"
= (—1)kk!< >x Vg ki { } .

é r nZ>k k+r+1),,, n!

I s’ensuit de (1.9), que

A (2) = e(r+1)xzi 1) <k+r> <y(exz _1)>ka0,k+r

r X
k=0

-1) r+1)xz fxzd ' 1—e* " & 1—e* k
G (( ) S (1 >)>
k=0

ce qui établit le résultat. O
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Théoréme 4.6. Soit - )
— Z
Ar (Z) - Zﬂr+k,()ﬁ.
k=0

la fonction génératrice exponentielle de la suite a, ., . Alors la fonction génératrice ordinaire de la

suite a, ,, de (4.4)

Zr (Z) - Zar,mz y
m=0
est donnée par
A (z) = 1_1EE <x—1 In <1—xy‘z>> (4.9)

Démonstration. On a

A, (z) = Zi (_ni!)ms(m +1,k+1)x7k <xy2>m Ay ik 0

m>0k=0
1 xz\"
—k
= S Lk+1)— (—22) .
X a0 ) s(m+1,k+ )m'( y>
k>0 m>k

A l'aide de la dérivée de (1.4), on obtient

— 1 1/ _ xz\\*
A (z) = ﬁza”k'oﬁ (x 'In <1 — y>) ,

Y k>0

ce qui prouve le théoreme. O

5 Applications

5.1 Les nombres r-Bell

Pour 0 < k < netr > 0, le nombre r-Bell [35], noté B, ,, est le nombre de partitions de 1’en-

semble {1,2,...,n + r} telles que, dans chaque partitions, les r premiers éléments sont dans des sous
ensembles disjoints, alors
n
n+r
By =Y { } .
= k+r],

Dans ce paragraphe, nous exprimons les nombres r—Bell a ’aide des nombres de Bell. On donne

comme application de cette relation, quelques congruences pour les B, ,. Pour cela, on construit la
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m

matrice (1,1)-d’Akiyama-Tanigawa en prenant la suite ag,, = CD comme suite initiale

m! 7

1 -1 1/2 -1/6 1/24
2 -3 2 —5/6 1/4
5 -—-10 17/2 -—-13/3 37/24

(4.10)
15 37 77/2 —47/2 235/24
52 —151 186 —799/6 385/6
La suite finale de cette matrice est 85,11 le (n + 1)—iéme nombre de Bell
" (n+41
apno = Bn+1 = Z{k + 1}/ (411)

k=0
et —a, 1, est le nombre de blocs dans 'ensemble des partitions d’un ensemble a n 4- 1 éléments.

Théoréme 4.7.

Z{Z i :} = 3 5(r0)By . (4.12)
r k=0

k=0

En particulier, nous avons une autre preuve du résultat qui se trouve dans [21].

Corollaire 4.8. On a

Z n—}—Z}
Z :Bn+2_8n+1/
>,

avec la fonction génératrice exponentielle de —a,, 1 est donnée parexp (e* +2z—1).
Démonstration. Onposex =y =r=1et A1(z) = 6727*1 dans (4.8), on obtient le résultat désiré. [

Comme application de (4.12), on peut montrer quelques congruences sur les B, ;, par exemple, la

congruence de Touchard pour les nombres r-Bell.

Corollaire 4.9. Soit p un nombre premier impair, on a
By pr = Buy + Buy1, (modp).

En particulier, pour n = 0,

By, =r+2 (modp)

pour tout p premier impair.
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Si, on prend la méme suite initiale pour la matrice (x,y)— d’Akiyama-Tanigawa , c’est a dire

agm = (_ni!)m. Alors d’aprés (4.5) on a

(m) _(=D” = (n4+m+1 n—k, k
Bu (vy) = é{k+m+1 A

Les suites B,S +)1 (2,1), B,g +)1 (3,1), B,S +)1 (4,1),... apparaissent dans les traveaux de Kerber [27]
(voir aussi [19, 56]) dans le cadre des groupes de permutation.

La fonction génératrice exponentielle est donnée par

Théoréme 4.10.
0 1 Xz
> Biﬁl (x,y) o1 P (xz + yxy> :

n>0
5.2 Somme des inverses des coefficients binomiaux

L’objet de ce paragraphe est de prouver que la somme des inverses des coefficients binomiaux est
la somme du produit des nombres de Stirling de premiére espece s (11, k) et les nombres de Genocchi

Gy. Pour cela, on rappelle que les nombres de Genocchi sont définis par leur fonction génératrice

exponentielle
Zn
Gn = =z+ Gy
1;) n! 1 + ez Z "(2n)!
Il sont reliés aux nombres de Bernoulli B, (0) par la formule
Gy =2 (1 —22") By, (0), n > 1. (4.13)

Les premieres valeurs des nombres de Genocchi apparaissent dans le tableau suivant :

n 1 2 3 4 5 6 7 8
Gon 1 1 3 17 155 2073 38227 | 929569

On construit la matrice inverse (1,1)—d’Akiyama-Tanigawa, en prenant la suite finale

ano = G, (n > 0)

o -1 -2 -=17/6 -7/2
1 2 5/2 8/3 8/3
-1 -1 -1/2 0 1/3
0 -1 -3/2 —4/3 -5/6
11 -1/2 -2 -8/3
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Alors, on obtient a;,, la suite de la somme des inverses des coefficients binomiaux. d’ou le

théoréme suivant :

Théoréeme 4.11. . . o
m\ (—1)
Z(k) = Zs(m—{—l,k—{—l)GkH.
k=0 k=0
Démonstration. Posonsx =y =r = let A; (z) = % (1%2) dans (4.9), on obtient (2.6). O
Corollaire 4.12.
_ - 2k
Z(k) =1+ - Z (1—2 )s(m+1,2k)B2k
k=0 k=1
4 Sen i (2k)1 (1 —2%)
=14+ — Y () A T L (- 1,2k) £ (2K), (4.14)
m! p (2m)
avec{ (s) = Y L, s> 0,Ilafonction zéta de Riemann.
n>1

Démonstration. Compte tenu de By,1 = 0 pour n > 1 et (4.13), on obtient (4.14) al'aide de { (2n) =

(_1)n—1 (2 )211
Tn)!nan. D
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Deuxieme partie

Une inégalité intégrale pour les fonctions

n-convexes
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Préliminaires

On donne dans ce qui suit certaines notations et définitions utiles pour cette partie.

1 Différences divisées

Soit f une fonction de [a,b] dans R et x¢, x1, ..., X, une subdivision de l'intervalle [a,b]. On ap-
pelle différence divisée d’ordre n de f et on note [xp, X1, ..., X,; f] le coeffcient de x" dans l'unique
polyndme d’interpolation de Lagrange P, de degré inférieur ou égal a n vérifiant P (x;) = f (x;) pour
0<i<n.

Les propriétés des différences divisées sont les suivantes :

1. Formule de Newton. Le polyndme d’interpolation, appelé dans ce cas polyndme d’interpola-

tion de Newton, s’écrit

2. Formule de Leibniz. Soit f, g et h trois fonctions définies sur l'intervalle [a, D] et telles que f =

gh, alors

n

[xX0, X1, ..., Xn; f] = Z[xo,xl,...,xj;g][xj,...,xn;h].
i=0
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3. Les différences divisées s’expriment comme une différence

[x03 f] = f (x0),

[xlzu-/xn;f]_[x()/xl/'--/xn—l;f]
Xn — X0 ’

[x()/xl/"-/xi’l;f] ==

4. Les différences divisées s’expriment comme une somme

f (%))
w (xn)’

n
[x0, X1, X ] = D
j=0

n

ot u (x) :H(x—xj).

j=0
5. Les différences divisées s’expriment comme un déterminant

1 e 1

xO e xn
xg_l e x:ll_l
flxo) - f(x)

[x0/x1/~~/xn§f]: N

1 e 1

X0 Xn
xg—l xZ—l

x5 X

6. Les différences divisées s’expriment comme une intégrale. Si f(x) est analytique sur un ouvert

simplement connexe () du plan complexe C, et continue sur son bord, alors

[X0, X1, ..., Xn; f] = 1 J nf&dx.

= 5=
man‘ (x—x))
j

Définition 5.1. Une fonction f d’un intervalle [a, b] de R vers R est dite n—convexe (resp : n—concave)

lorsque, pour tous xo, X1, - .., X, de [a,b] on a
[x0,%1,...,%u; f] >0, (resp: <0).

Remarque 5.2. De cette définition, les fonctions 0—convexe sont les fonctions positives, 1—convexe

sont les fonctions croissantes et les fonctions 2—convexe sont les fonctions convexe au sens classique.
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On dispose des caractérisations suivantes (voir [40]) :
Théoreéme 5.3. Si f est n fois dérivables sur|a, b|, alors f est n—convexe si et seulement si f*) (x) > 0.

Théoréme 5.4. Si f est n—convexe sur [a,b] pour n > 2, alors f(k) existe pour k € {1,...,n—2}, de

plus, elle est (n — k)—convexe sur [a, b] .

2 Polynémes de Legendre

Considérons L? ([—1,1]) l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur l'intervalle

[~1,1] relativement a la mesure de Lebesgue. Le produit scalaire sur L? ([—1, 1]) est définie par

1

(f,8) = Jf(t)g(t) dt.

-1

On note (px)g<y., la famille de polynémes obtenue a partir de (5 o<k -, Ppar le procédé d’orthogo-

nalisation de Gram-Schmidt [44], on a

po(t) =1,
p1(t) =t,

1
p2 (t) =2 — 3/
pa(t) =1~ 2

La formule de Rodrigues, donne I’expression de p, pour tout entier n > 0

n! 4"

0= i (1)),

on a pour toutn > 0

_oa(m)?
pn(1) =2 2nl)’

Le polynéme de Legendre P, sont proportionnels aux polyndmes p, et normalisés de fagon que

Pult) =55 2;1!);; ((t2_1>n>‘

P, (1) soit égala 1, d’ou
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Les premiers polynomes de Legendre sont

Po(t) =1,

P (t) =t
)= 2ae)
)
%(35# 3012 +3),
%(63155 708 + 15t)

Propriétés des polynomes de Legendre

—_

Degré : le polyndme P, est de degré n.

. Parité : pour tout entier n > 0, on a

Relation de récurrence :
(n4+1)Pyy1 (t) +nPyq (t) = 2n+1)tP, (t),

avec Py (t) =1et Py (t) =t

Fonction génératrice :

Formule explicite :

Norme :

Autres :

1 1
Jf( )P, (£) dt = (znln)' J (t2_1>” dﬂ{t,gt)dt/
4

ou f est ses n premieres dérivées sont continues dans [—1,1].
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8. Les polyndome de Legendre P, (t) s’expriment comme un déterminant

‘uo Vl “ e ‘un
M1 M2 o Hnpd
_ —1/2 . . . .
P, (t) = (Dy—1Dy) : : .. o, (5.4)
Un—1 HUn - Hon—1

1
avec ji; := Jtidt et D,, := det (1)
1

0<i,j<n*
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The condensation method. It allows (sometimes) to establish an
elegant, effortless inductive proof of a determinant evaluation, in

which the only task is to guess the result correctly.

C. Krattenthaler

Une inégalité intégrale pour les fonctions n-convexes

1 Introduction

Soient f et ¢ deux fonctions intégrables sur [a, ], (a < b) . On considere la fonctionnelle T, définie

par:

b b b b
T (f,8) = [p () dx|p () f (g (@dx = [p(x) (s [px)g(mdx,  (6)

otl, p est une fonction strictement positive et intégrable sur [a, b]. Un résultat classique dt a Cebysev
(1882) dit que si les fonctions f et ¢ sont toutes les deux croissantes ou toutes les deux décroissantes

sur [a,b], alors

T, (f,8) =0

De plus, si une des fonctions est croissante et ’autre décroissante, 'inégalité est alors inversée.
Le probleme del’estimation de la fonctionnelle T := Tj relativement a la convexité a été étudié par

plusieurs auteurs. En 1971, Atkinson [4] a montré que si les fonctions f et ¢ sont deux fois dérivables

f(x—a;b>g(x)dx:0,

a

dans [a, b] et que

alors T(f,g) > 0.
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En 1972, Lupas [31] a montré que si les fonctions f et g sont convexes alors

T(f,8) > (blza)4j(x”§b)f<x>dxj (r-"3") s, 62)

I’égalité est vérifiée si et seulement si, au moins I'une des fonctions f ou g est une fonction affine dans
[a,b].

En 2008, Ciobotariu-Boer [15] a généralisée (6.2) pour les fonctions 3-convexe comme suit

T(f8) > (b“a)j(x”;b)fwxj (x="5") g (o) s

a

180 | at+b\*_ (b—a) b at+b\* (b—a)
+(b—a)6j<<x_ > > R )f(ﬂdxj((x— 5 ) BT )g(x)dx,

L'égalité est vraie lorsque au moins une des fonctions f ou g est un polynéme de degré au plus 2
dans [a,b] .

Dans ce chapitre, on se propose de généraliser le résultat de Ciobotariu-Boer [15] pour les fonc-

tions n-convexes (n > 4). Pour cela on a besoins d’un résultat di & Andréief (1883)

Théoreme 6.1 ([40]). Si f1,... fn;81,---8n €t p : [a,b] — Ry des fonctions intégrables sur [a, b], alors

b b
[P A g o [pe) i) g0 s

b

b
[p e s@a @ar - [p@) fox) 0 ) d

a

L p|fi(x) - filxn)| (g1 (x1) - g1 (xn)
n'JJ : : : L p(x0) - p () d - - da
! Clfa(xr) o fa(xn)| |8 (x1) o g (%)

En particulier, si

fi(x) o filxn)||g1(x1) -0 g1 (xn)

fo(x) - fu ()| |8n (x1) - @n (xn)
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pour tout x1, ... x, dans [a, b], alors

p(x) f1(x) gn (x) dx

[VReY— =

b
[ x) £ (3) 1 (0

b

b
[p) fu g e o [p ) fu ) 80 ()

a

Corollaire 6.2. Si f et g sont deux fonctions n-convexes (n-concaves) sur [a, b], alors, on a

1 F(e) -+ F(e") F(g)
F(e) F(e*) --- F(e") F (eg)
An(f.8) =] S : : >0, (6.3)
F (en—l) F(e") --- F (eZn—Z) F (en—lg)
F(f) F(ef) -+ F("'f)  F(fg)

avece' (x) = x', x € [a,b] et F est I'une des expressions suivantes :

b
o [porr (x)ax
F(F) = o | F i, F(p) =,
’ JP (x) dx

F(f):= ) pif (xi) (xi €lab;i=0,1,-,n) pi= 1) )
=1 i=1

ou p : [a,b] — R™, une fonction strictement positive et intégrable sur [a, b].

2 Lemmes

Sans perte de généralité, on peut travailler dans l'intervalle [—1, 1], en effectuant le changement

de variable suivant

a+b b—a
X = > +<2>t,
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et (6.3) devient

1 0 3 ;Js (t)dt
_11
0 1 0 I ts(t)dt
—1
An(r,s) = 3 0 i S : >0, (6.4)

" lr(t)dt % Jr (t)s (t)dt

N|—

Nl—=
|
e

jr(t)dt %jtr(t)dt

ot les fonctions r et s sont définies par :

r(t) ;:f<“;b+ <b;a)t>,s(t) ;:g(“;b+ (t”) t). 6.5)

I est facile de voir que les fonctions f et g sont n-convexes dans [a, b] si et seulement si et s, sont

n-convexes dans [—1, 1].

Examinons A,(r,s) pour n = 2,3 et 4. Un calcul simple montre que

1 1 1 1 1
Ay (r)s) = % {;Jr(t)s(t)dtiJr(t)dth(t)dtthr(t)dtjts(t)dt] ,
—1 -1 -1 -1 -1
i.e . )
Ay (r,s) = %Al (r,s)— ijtr (1) dtJts (t)dt
-1 -1
1 1 1 1 1
Az (r,8) = 1§5Jr(t)s(t)dt112Jt2r(t)dtjtzs (t)dt415Jtr(t)dtJtr(t)dt
-1 -1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
+— | s(t)dt | r(t)dt+ —— | r(t)dt | s (t)dt — — | s(t)dt | r(t)dt,
36J1 Jl 36J1 Jl 60£ Jl
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De méme,

1 1
4 4 5, 3 5, 3
Ay (r,5) = 54 (r,s)—mj <2t3—2t> r(t) dtJ <2t3—2t> s (t) dt.
1

Nous sommes maintenant en mesure de deviner la relation entre A, et A,. La preuve de cette

affirmation est dans le lemme 6.5

1 1
H, 2n+1
Awa (r5) = T2 A, (r5) = 2 fgﬂjadomomjadoqom, 6.6)
! -1 -1
1 .
ou H, := det((ciﬂ,z))lgi,jgn avec ¢; 1= % | t'dt, est le déterminant de Hankel et P, () est le po-
21

lyndme de Legendre de degré n

Le lemme suivant énonce certaines propriétés du déterminant de Hankel H,,.

Lemme 6.3. Pourn > 1,0n a

rz(n—l)”*1 12
=2 (67)

ntoy (n2 =iz
22n

Hn+1 = —ZZHH' (6-8)

(2n+1) (5)

1 2

2n+1 n o Hn+1
. (Jtmuwg - 3, 69)
—1

1
i+j—1 ) 1<i,j<n
pour le déterminant de Cauchy, on obtient (6.7). Nous obtenons (6.8) comme conséquence de (6.7).

, en utilisant la formule

Démonstration. 1l vient immédiatement que H,, = 2"("~1) det (

Pour (6.9), notons par



et appliquons (5.2), on trouve

n

1
1
o | | P -
1

1
j P (1) dt |
-1

apres une intégration par parties est compte tenu de (5.1), on obtient

ie.

il est évident que cela implique

La notation

n—1s

tr (t) dt,

t's () dt,

n
Ij=——
T 2n+1
2n+l
= 72/
(2n+1) (%)
(6.9).
1
=1
(Pl T 2
-1
1
T = J
-1

est utilisée pour simplifier les lemmes suivants.

Lemme 6.4. On a

Démonstration. Il s’ensuit de (5.4) que

Co
2n71 @
> _H, J P, (t)r (t) dt =
e

Cn—1
$o
Co C1
H, 221 » 1 2
(Zn) [%l(t) = 2"
n
Cn—1 Cn
11
7 ot
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C1

c2

Cn

1

C2

c3

Cn+1

¢

C2

€3

Cnt1

1.2

Cn

Cn+1

Con—1

Pn

Cn+1

Con—1
Lyn




Apres une intégration, on trouve

Co C1 Co cee Cn
C1 Co C3 cee Cn+1
1
H n—1
2™ [ p () r (£ dt =
2n
( " ) 1 Cn—1 Cn Cn+1 Con—1
B 1 1 1 1
;Jr(t)dt ;Jtr(t)dt ;Jﬂr(t)dt ;Jt"r(t)dt
-1 -1 -1 -1

Ce qui acheve la démonstration.

Lemme 6.5. Pourn > 1, le déterminant A,, satisfait a la relation de récurrence suivante

H
Apia (r,8) = ITIH Ay (r,8) —

n

1

2n+1
Hn+1 J
-1

P, ()7 (1) dt J P, (t)s (1) dt,

et est donnée explicitement par

1 1 1
1 k41
A (r,s) = Hy ZJr(t)s(t)dt— :Jp (t)r(t)dtJPn (1) (1) dt
-1 k=0 -1 -1
Démonstration. Ecrivons Ay, +1 comme suit
Con Cn  Cpt1 - C2p—1 Tn
Cn co C1 st Cp—1 T
Apir(r,s) =] ‘ ' ‘ ,
Con—-1 Cp—1 Cn -+ C2p-2 Tn—1
1
b h p e e E[r@s@a
-1

est en appliquant 1'identité Desnanot-Jacobi (voir [28], pp. 11), on obtient

HyAut1(r,s) = Hy1 Ay (7,5)

Co C1 2 s Cn Co C1 o Cp— To
€1 2 c3 o Cptl C1 2 ot Cptl T
Cn—1 Cn Cuy1 - Cop—1||Cn—1 Cn e Coap—1 Tp—1
¢ ¢1 P2 ... Py Cn Cuy1 " Cop1 Ty

(6.10)



Avec le Lemme 6.4 et (6.8), nous obtenons le résultat attendu.

3 Cas général

Nous sommes a présent en mesure d’établir une borne inférieure pour la fonctionnelle de Cebysev

(6.1) avec f et g deux fonctions n-convexes.

Théoréme 6.6. Si f et g sont deux fonctions n-convexes (n-concaves) sur [a, b], alors, on a

OQ

b_ajﬂx)g(x)dx—(b ZJf dxj

b b
k+1 —a— 2x—a—b
i Jra)zJP <2x . )f(X) dePk <xb_aa)g(x) dx, (6.11)

:1

ot P, (x) sont les polynémes de Legendre. L’égalité dans (6.11) est vraie lorsque au moins une des
fonctions f ou g est une fonction polynémiale de degré au plus n — 1 sur [a, b]. L'inégalité inverse est

vraie, si f une fonction n-convexe (n-concave) et ¢ une fonction n-concave (n-convexe).

Démonstration. Par une transformation de (6.10) a l'intervalle [g, b], et en utilisant (6.5), on obtient

(6.11). O

Théoreme 6.7. Si f et ¢ sont deux fonctions n-convexes (n-concaves) sur [a, b], respectivement 'une
d’elles est n-convexe et I'autre est n-concave. Alors, on obtient (6.11), respectivement l'inverse de
(6.11). L’égalité dans (6.11) est vraie lorsque au moins une des fonctions f ou g est un polynéme
de degré au plus n — 1 dans [a,b] et I'inégalité inverse est vrai, si f est une fonction n-convexe (n-

concave) et ¢ une fonction n-concave (n-convexe). De plus, si f et g sont (n — 1) fois dérivables, alors

on a
1 b 1 b b
OO UOL MO
n— b
Zl O o (xa) (e—0 ( 612
Démonstration. En appliquant (5.3), on obtient (6.12). O

68



Corollaire 6.8. Si f et g sont des fonctions n-convexes (n-concaves) sur [a,b|, pourn > 2, on a

b b b
1 O 0 1 () 0!
b_ajf (1)g"Y () dx (b_a)zjf (x)dxjg (x) d
"okl [ [2x—a—b C /ox—a—b
= ; (b—a)ZJPk< xb_aa )f(l) (x)dxjpk <xb_aa> g(l) (x)dx. (6.13)

Démonstration. Nous utilisons le fait que, si f et g sont des fonctions n-convexes sur [a,b] pour

n > 2, alors les fonctions f o), g(l) existent, et ils sont (n —I)-convexes, pour 1 <[ < n—2. O

Remarque 6.9. Une fonction f est dite convexe d’ordre (n,n), si pour tous x;,y;,i,j=1,...,n,0na

n n

f xlr]/
ZZ u/ : 0’

/
i=1j=1 ley])

n
ouu(x)=J[(x—x),v(y) = ]_[ (y —yj) . Notons que I'inégalité (6.11) peut étre généralisée pour
i=1 j=1
les fonctions convexes d’ordre (n,n). On obtient un résultat similaire a celui de Pecari¢ [39], a partir

duquel I'inégalité
. b bb
b_ajf(xx dx— ZJJf x,y) dxdy
a aa
n—1
>

est valable pour tousn > 2.
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Sur les bornes de Lupas généralisée

1 Introduction

Nous nous intéressons, dans ce chapitre, a 'évaluation de bornes pour Lupag généralisée. Soient

f,8:[a,b] = R deux fonctions n fois dérivables, notons par

my = inf f (x), my:= inf ¢ (x),

x€[a,b] x€[a,b]
M; := sup f(”) (x), Mjy:= sup g(”) (x),
x€[a,b] x€la,b]
my+ M my + M
o () = Mg () 4 T2 M ), 71)

En utilisant le théoreme 5.3, Ciobotariu-Boer [16], a obtenu le résultat suivant pour les fonctions

deux fois dérivables

b
Ay (f,8) — 2(bl—ﬂ>JQ2 (x) hy (x) dx + (my + M;;églz + Mp) (b— a)4

(My —my) (Mp —my)
- 2880

(b—a)*, (7.2)

ot A, (f,g) est la fonctionnelle de Lupas pour les fonctions convexe, définie par
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b

Ao () = T(fig) j(x—”;b)mmf (x5 ) s @,

(b—a)*) J
et ) )
o= (- EEY e
I a aussi prouvé le résultat suivant [15] :
b
As (f.8) - M;_@Jgg, (s (e e+ M (04 M)
< (M; — 72(1):)32(3?)2 —my) (b—a)®, (73)

ou

b
B 180 a+b\> (b—a)’
A3<f'g)_A2<f'g)_(b—a)6J<<x_ > > BT )f(x)dx

et

2 Bornes explicites

Le théoréme suivant a pour objet de généraliser les résultats obtenus par Ciobotariu-Boer (7.2) et

I'inégalité (7.3) sur la fonctionnelle de Lupas

Théoreme 7.1. Soient f et g : [a,b] — R deux fonctions n fois dérivables, alors

r(f/g)_ m12m2+M1M2 (b—a)zn SAn(f,g) Sr(f,g)— m12M2+M11’I’l2
2(;) (2n +1)! 2(:) (21 +1)!

avec

(b—a)®™, (74)
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T(f,g) = (b ;na)n—l TPH <2xb—_au— b> () d.

G

Pour démontrer le théoreme, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 7.2. Pourn > 0, 0n a

b

bigz (2k +1) (Jx”Pk (b‘b__‘za_b> dx) P <2xb__”a_b> _— (7.5)

k=0 2
et
1 ¢ b 2 b o
X—a—
2k +1 "B | ———— = [x*"dx. 7.
a2 +)(Jx k( - )dx) Jx dx (7.6)
k=0 a a
Démonstration. En multipliant les deux cotés par Ps (2Xb_j’a_ b ) et en intégrant par rapport a x, nous
utilisons ,
2x—a—b 2x—a—"b b—a
P|———— | Ps| —— = —
J k < b—a ) ’ < b—a >dx 2k+15k5'
a
avec Jy;, le symbole de Kronecker, pour obtenir (7.5). (7.6) découle de (7.5). O

Démonstration. (du théoréme) Nous considérons les fonctions F;, F,, G1, Gy : [4,b] — R, définies par

A =" f(), B(x)="iv"—f(),
G =" g (x), Galw)= "2 —g ().

1l est clair que F\" (x) < 0,G\" (x) < 0,E{" (x) > 0 et GI" (x) > 0 pour tout x € [a,b]. Par le
théoréme 1, F; et G; sont des fonctions n-concaves sur [a,b] et F», G, sont des fonctions n-convexes
sur [a,b].

Partant de (6.11), on a

n—1 b
T(R,G) >y 2+t 12JP;< (zx_“_b) Fi (x) dePk <2x_”_b> G1 (x) dx, 7.7)
—(b—a) ) b—a J b—a
T b (/2 b
X—a— X—a—
T(FZ, GZ) Z b_a ZJP]( (H) FZ (x) de'Pk <b—a> G2 (x) dx, (78)
i (b—a)”) J
1okl (L (2 b (/2 b
X—dad— X—ad—
< i - = )
T (F,Gy) < 2 (b—a)szk ( — ) Fi (x) dePk ( - ) Gy (x) dx, (7.9)
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Par calcul direct, on trouve respectivement

myms (b2n+1 _ a2n+1) 1

T(F,G1) = T(f,9) + T (s ()4 maf () d

(2n41) (n)* (b—a)

mamy (b”“ _ an+1)2 (bn+1 _ an+1) . .
b—aP (1+ 1)) | (b—a)? (n+1)zj( 18 (x) maf (x)) dx

n—1

b b
2k+1 2x —a—b 2x —a—>b _
1(b—a)2JPk( ) R (ZEE ) 6 e =
a a

) 2
mymy = 2k +1 —b
(;')2 + (Jx ( > dx)

»
Il

-1

Z 2%k +1 J (Ub—_“;b)f(x) dxfpk <2xb__”a_b> 2 (x) dx.

k=

En remplagant (7.11) et (7.12) dans (7.7), on obtient

My (b2n+1 _ a2n+1) Myt (bn+1 _ an+1)2

(b—a) ()2 2n+1)  (b—a)®((n+1)1)>

An(f,8) +

b
mlmznfl 2k +1 anp <2xab> i
(n!)? p (b—a)? J k b—a
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Tt (3 e o) ([ (25 st s o

(7.10)

(7.11)

(7.12)



My (b2n+1 2n+1) Myt (bn+1 - an+1)2

(b—a)(n)? (2n+1)  (b—a)* ((n+1)!)*

b
mimy ~— 2k+1 Jﬂ <2x—a—b>
— P, d >
<n!>2k1<ba>2(x \oma )T S

a

An(f,8) +

b
(b —1a) n! J x" (g (x) +maf (x)) dx

(bn—H _ an—H)

(b—ay (n+ 1)l
n—1 b b

et (e () o) (o (B2 st o).
k=1 p

Compte tenu du Lemme, on obtient

Vee— =
S
oqQ
—~
=
N—
+
3
N
~
—~
=
N—
N—
[
=

Af )+ e (a2 j<z2n”5npn(2xb“a *) (mag () + g ()

(2:) (2n+1)! —a)nt

De la méme maniere, on trouve

Au(f,8) + 2nM12M2 : (a2
<n>( n+1)!

b
1 'J(b—a) P, <2x—a—b> (M1g (x) + Maf (x))dx, (7.14)

b—a

b
1 .J(b_a) P, <2xb__aa_b>(mlg(x)+M2f<x)>dx' 715

b
1 'J(b—a) Pn<2x—a—b>(Mlg(x)+m2f(x))dx. (7.16)
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On additionne (7.13), (7.14) et (7.15), (7.16), on trouve respectivement

b
Au(f,8) — WJPn <2x_”_b> hy (x)dx > — TR A MM o

<2n”>n! y b—a 2(2:) (21 +1)!
et
Aulf8) - <b<2nf>>;1 an (B ) oy < 2’212?)2 ;ﬁ”fy (b—a)™.

On obtient ainsi I’expression considérée dans le théoreme.
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Troisieme partie

Une identité de type Gessel-Kaneko pour

les nombres de Bernoulli
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Combinatorialists use recurrence, generating functions, and such transformations as
the Vandermonde convolution ; others, to my horror, use contour integrals, differential
equations, and other resources of mathematical analysis.

Handbook of Combinatorics (1995)
J. Riordan

Sur une identité de type Gessel-Kaneko pour les

nombres de Bernoulli

1 Introduction

En 1995, Kaneko [26] a établi et a donné deux preuves de 1'identité suivante sur les nombres de

Bernoulli
n+1
n+1\x5
> ("1 )Eei=o )
k=0
avec B, = (n+1) B,. Srivastava et Miller [49] ont présenté une preuve élémentaire utilisant les

identités de base connus sur les nombres de Bernoulli. En 2003, via le calcul ombral, Gessel [20]

donne la généralisation suivante

1 n+1 n+1\ ~ m—1 .
—— Zm”“‘k( 3 )Bn+k: (2n+ D) k—(n+1)m)k" (k—m)" . (8.2)
k=0 k=1

En 2007, Chen [13] (Voir aussi [24]), a étendu (8.1), pour tout entier impair r € Z*, comme suit :

I’H—I’
Y (” : r) (” + f + r) B,.x = 0. (8.3)

k=0
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En 2009, Chen et Sun [14], ont obtenu deux identités sur les nombres de Bernoulli via l’algorithme

de Zeilberger
n+3
3 ~
Z(n: >(n+k+3)(n—|—k+2)Bn+k:0, (8.4)
k=0

n+3
n+3Z n+3k<n:3>(n+k+3)(n+k+2) ntk = ZP”mk)kn(k m", (85
k=1

ou

P(n,mk)=2(n+2)(2n+3)(2n+5)k>—2m (n+2) (2n +5) (3n +5) k*
+3m? (n+2) (2n2+7n+7> k—m? (n+1)% (n+2). (8.6)

avec la convention que la somme vide est égale a zéro. On retrouve la relation (8.4) en donnant a r
la valeur 3 et a m la valeur 1 dans (8.3) et (8.5) respectivement. Motivés par les résultats (8.3) et (8.5),

nous allons généraliser a la fois (8.3) et (8.5).

2 Théoreme principal
Théoréme 8.1. Pour tous entiers m,n € IN.
(i) Pour tout entier impair r, on a

n+r m—

r! rx(ntr\ (n+k+r mk) n
n+rkzmn+ k< k )( r ) ntk = Z P () k" (ke —m)" (87)
=0

avec Pr(m’k) (n), est une suite de polynémes de degré 2r en n,m et k, homogene par rapport a m et k
de degré r, satisfaisant a la relation de récurrence suivante

P (n) = 2n+1)k—(n+1)m

PY0 (n) = (n 41 +1) (n+r) m?P"™ (n) +
2k (k—m)(n+r+1)2n+2r+3)P") (n+1). (88)

(ii) les polynémes p"™~) (n),r=1,3,..., peuvent étre exprimé en

P (n) = 3 (-1)' Qi (n) mik, (8.9)
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avec Q;, (n) satisfont a la relation de récurrence

Qirra(n)=m+r+1)(n+r)Qi_a,(n)
+(2n42r4+3) 2n+2r +2)(Qi1, (n+1) + Qir (n+1)). (8.10)

(iii) Dans la forme explicite, les polynémes Q; ,(n), sont donnés par

i/2]

Qi (n) = (2n+2r—1) 3 {2"f (<z’_9j2j> " zﬁ%(— (29; + 1>>)

j=0

N

r—

Niy(n)| | (n+s+1) (2n+25+1)] , (8.11)

I
5

5=Yj

avectj = | 5] —j, Aoy(n) =1etpourje Z*

/2]
o ()

=1 '
[T1(2n—2j4+2s4+r+2)(2n—2j+2s+2r+1)
s=0

Démonstration. (i) La démonstration de la formule (8.7) se fait par réccurence sur tout entier impair
r. La propriété est bien vérifiée pour r = 1 (Voir [20]). Supposons que (8.7) est vraie pour r; nous
prouvons que la formule est vraie pour r + 2. Notons par Lgm)(n) la partie gauche de (8.7) et par

Rﬁm) (n) la partie droite. Par la formule intégrale de Cauchy pour les nombres de Bernoulli

n! z dz
" 27'(1'%32 — 1zt (8.12)
on a .
my, y_ 1 [ 1 - (m,k)
L, (n) = 2m’§;e2—1ZC7 (n)dz, (8.13)
k=0
avec
,(n+r> (n+k+r> (n+K)!
(m,k) _ g ntr—k ‘ k r ‘
G (n)=m ) o . (8.14)
Posons
ntr
5™ () =Y " (), (8.15)
k=0

par le package Maple "EKHAD” de Zeilberger nous construisons la fonction

2mPk(n+r)(n+r+1) (2n+27’+3)c(m,k)(n)
(n+r+1—k)(n+r+2—k) ' ’
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G(n, k) =




tel que

G(n,k+1) —G(n, k) = 22C"Y (n + 2)

—2(r4+n+1)2r+2n43)C" 4+ 1) = (r + n+1) (r + n) m2C"P (). (8.16)
En sommant "équation télescopique (8.16) sur k, on obtient la relation de récurrence suivante
25" (n4+2) = (r+n+1) (2 @r +2n+3)S™ (n+ 1) + (r + n) m2s™ (n)) . (8.17)

On integre la partie droite de (8.17) par rapport a z, on obtient

1 z2
mf#ez — 1S§m)(” +2)dz

7,_+_2!n+r+2 - N2 M ktr42
k=0

Maintenant, I'intégration de la partie gauche de (8.17), donne

r+n+1 1 (m) 2 o(m)

- %ez—l (2(2r+2n+3)5, (n+1)+ (r+n)m=S; (n)) dz
=2(2r+2043) (r+ n+ 1) L™ (0 4+ 1) + (r+ 1+ 1) (¢ + n) 2L ()
=2(2r+2n+3) (r+n+ ) RM™(n+1) + (r+n+1) (r + n) m?R™ (n)

m—1
= (r+n+1)(r+n) m?2p{"*) (n) K" (k —m)" !

k=1

m—1

+ 3 2k (k—m)(r+n+1)(2r+2n+3) P (0 + 1) K" (k—m)"
=1

Ceci acheve la preuve de (8.7). Depuis les trois dernieres lignes nous obtenons la relation de récurrence
(8.8).

(i) I s’ensuit de (8.8) et (8.9) que Q; , (n) satisfait a la relation (8.10).

(iif) On vérifie que (8.11) est vraie pour tout entier impair r. En remplagant j par j — 1 et en utilisant

l'identité suivante

2n+r+2)(2n+2r+1) (2n+2r+3)

A = I a y y an v ar g 13y )
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on obtient

(47 4+1) (1 47) Qizp (m) = 3 [29’“ ((6“1-) - 2((1:1:11)):?9]111 <i—6(jz;+11)>>

r

Ajpa(n) T (n+s+1)@2n+2s+1)|. (819)
S:9j+1

(2n+r+2)(2n+2r+3)
(lr/2]+1)(2n+2r—2j+3)

Il s’ensuit de
(0;+1) (2n+42r +3)

Ajr(n+1) = ([r/2] +1) (2n+2r—2j + 3)A7”+2(”)’

que

(2n+2r+3) (2n+2r+2)Q;, (n+1)
li/2]

=ereren [ () e agsran e (o gre)
(0;+1) (2n42r +3) !

([r/2] +1) (2n+2r—2j+3)Af"+2(”) 11 (”+S+1)(2n+2s+1)]. (8.20)

S:9]'+1

De la méme maniere, on trouve

(2n+2r+3)(2n+2r+2)Qj_1,(n+1) = 2n+2r+3)
li/2]

> [29j+1 <<i—§;—1> + 2((12111)):?5;1 (i—(Zjil)—l))

j=0

(0;+1) (2n+2r +3) !

721 <1) (2n+2r_2j+3)Aj,r+2(n)S_91_j[H (n+s+1)(2n+2s+ 1)] . (8.21)

On additionne (8.19), (8.20) et (8.21) et en utilisant

0]' +1 _ Gj n 9]'
i—2j i—2j) " \ic@j+1))
et
(i~ 0) = (efen) * ()
i—(2j+1) B i—(2j+1) i—(2j+2) ’
on obtient Q; 1, (1). Ce qui achéve la démonstration. O

Remarque 8.2. Pourn > 2, posons B, = (n +71) --- (n + 1) B,. L'identité (8.7) est équivalente a

n-+r
S <” . r> Bhyur = (n+1) 3 (=" B () uro Y, (8.22)
k=0 u+ov=m
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avec lgr(u’v) (n) = r(”+v’v) (n) . Notons I'aspect symétrique de la partie droite de (8.22), ce qui nous
permet de calculer la moitié des termes qui apparaissent dans le terme de la somme, comme il a été

mentionné par Gessel dans [20].

Dans le papier d’origine relatif a ce travail [7], le professeur Gessel a souhaité inclure une appen-
dice qui donne une variante un peu plus élaborée de notre résultat principal. La preuve est basée sur
le calcul ombral. Ce que nous reproduisons ci-dessous [7].

3 Appendix

by Ira M. Gessel*

Here we give an umbral proof, following the method of [3], of a different but closely related

formula for the Bernoulli number sum in Theorem 1.

Théoreme 8.3. Let !, n, m, and r be nonnegative integers. Then
nim”“—k ntr\ (1+k+r\g
= k r +

I+r
) k
4 (1) Z ml+r—k< J}; V) <” +r+ V> B,

r

k=0
m—1 r+1
=(r+1)Y Y (- <” ;’ r) <r Jl:; r_]> K1 (m — k)", (8.23)
k=1 j=0
If r is odd then
il n+r\/m+k+r
Z mn+rk< L > < ) >Bn+k
k=0

m—1 r+1
1 n—+r n+r L s
=_(r+1 < , )< ,)k”” Yk —m)r=. (8.24)
5 >;jzo I (k—m)

Démonstration. We begin by proving some binomial coefficient identities. We start with the identity

i(*l)k (i) <b ! k> = (-1)" (C b a>. (8.25)

k=0

Equation (8.25) may be proved by expanding (—x)?(1 + x)” in powers of x in two ways : the
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coefficient of x° in (—x)?(1 + x)" is clearly (—1)7(.” a) but we also have

a

()" (1+x)=(1-(1+x)"1+x)°t = Z(—l)"(i) (1+ x)0tk

LR

s0 (8.25) holds.
Now let us define polynomials A; ,, ,(x) by

n+r
n+r\/l+k+r
At =5 (7Y (Y
k=0

We first note that an easy computation gives

Al,,n,r(x) = (7’ + 1)Al—1,n—1,r+1 (X)

Next we prove the formula
Appr(—1—x) = (1) A, (%)

The coefficient of x’ in A;,,,(—1 —x) is

;zGJY“(”:*><P+§+f>Ctk>
- ()R ()

k=0

= (=1)ltmtr <r + i) <l t r> by (8.25),

1 1

which is the coefficient of x in (—1)!*"*" A, ; .(x). This proves (8.27).

Next we show that

Appp(x) = i <n * r) (l + r) X (1 4 x)mHr,

S\ g\

The coefficient of x'** on the right-hand side of (8.28) is

> (T =500

(1)
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by Vandermonde’s theorem, and this is the coefficient of X!k in Aj . (x). This proves (8.28).
One of the properties of the Bernoulli numbers (formula (7.8) of [3]) is that for any polynomial

f(x) and any positive integer m,

f(B+m)—f(=B)= ) f'(k), (8.29)

where after the left-hand side is expanded in powers of B, each B/ is replaced with the Bernoulli

number B;. If we set x = B/m in (8.27) we get
Al,n,r(_l - B/m) = (_1)l+n+rAn,l,r(B/m) (8.30)

Now set f(x) = A;,,(—x/m) in (8.29), obtaining
1
Al,n,r(_l_B/m) Al’rl?‘(B/m __m;Al,nr k/m)
Applying (8.30) gives

m—1

1
_1\l+n+r = /
(-1) Api(B/m)—A;,,(B/m)= - g Alw —k/m)

r+1'%
=- Z Al 1n111(=k/m),

m
k=1

by (8.26), which by (8.28) is equal to

—1r+1
r+17% n+r [+7r (—k/m) L (1 — k)
m r+1—j

k=1 j=0 J

m—1 r+1
= n:li—nir Z Z lﬂ;l <n + r) <r j—_{l— r_]) klﬂ 1<m - k>n+r7j-

k=1 j=0 J

Multiplying by —m!T"*" gives

ml+n+rAl,n’r(B/m) o (_1)l+n+rml+n+rAn,l’r(B/m)

e N ("7 R

k=1 j=0 J

which is equivalent to (8.23). If we set | = n and take r to be odd in (8.23), then the two terms on the
left become equal, and dividing by 2 gives (8.24). O

We note that the case m = 1, r = 1 of (8.23) was given by Momiyama [37]. Momiyana also gives
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a formula for the left-hand side of (8.23) for r = 1 and general m, but with a less explicit formula for
the right-hand side.
Although (8.24) is simpler than Theorem 1, for each particular value of r, it seems to give a slightly

more complicated formula. For example, for » = 1, Theorem 1 is the same as (4) but (8.24) gives

n+1 m—1

_k(n+1Y\ 5 n+1\,,_
Zmn—i-l k( L )Bn+k — Z [( ) >kn 1(k_m)n+1
k=0 k=1
21n n n+1 n+1 n—1
+ (n+ 1)k (k—m)" + 5 k' (k—m) : (8.31)

In fact, (8.31) is a symmetrized version of (4) in the sense that if we set

Si(n,mk) = (n+1)((2n+ )k — (n+ 1)m)k" (k —m)""

and

n+1

Saln,m ) = ("3 DR emmy e vy (7]

N )kn+1 (k o m)nfl

then Sy(n, m, k) = %(51 (n,m, k) + Sy(n,m,m— k)) This is easier to see if we write S1(n, m, k) as

n+1

(*1)}7(1’1 + 1)2kn(m — k)” + 2(71)11—1 < ;

>kn+1 (m— k)",
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Conclusion

Dans cette theése, nous avons étudié différents problemes de la combinatoire dite énumérative.
Dans la premiere partie, nous avons contribué a I'étude des sommes des inverses des coefficients
binomiaux qui nous a conduit a la transformation d’Akiyama-Tanigawa, dont nous connaissons bien
peu de choses. Il reste de nombreux problemes a résoudre et nous sommes convaincus que les outils
présentés dans cette partie favoriseront la résolution de certains d’entre eux.

Dans la deuxiéme partie, nous avons résolu un probleme ouvert mentionné dans les livres [36, 40],
en se basant sur des vieux résultats d’Andréief (1883) et Dodgson (1866).

Des questions naturelles surviennent alors :

— donner un algorithme simple pour le calcul de transformé de Stirling.

— trouver le lien entre la transformation de Hankel et la transformation de Stirling.

— reprendre le méme travail avec les coefficients multinomiaux.

— g-analogues
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