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Introduction

En 1998, A.Nitaj [8] a décris des méthodes qui permettent de déterminer des Courbes
Elliptiques ayant un rapport de Szpiro ¢ assez grand.
I1 a construit des familles de Courbes Elliptiques E(s,t) qui dépendent de 2 paramétres s et t
pour lesquels le point Py=(0,0) est un point de torsion d’ordre m = 2,3,4,5,6,7 ou 8.
I1 a déterminé ensuite toutes les courbes isogenes de chaque Courbe Elliptique.
Nous nous intéressons dans cette thése aux familles de Courbes Elliptiques d’équations de
Weierstrass :

Ei(s,t): y*= x(x* + 2(sHt)x + (s — t)%) ;

Ea(s,t): y2= X(x2 + sx + 1) ;

Es(s,t) : y*=x(x — 8)(x — t).

Le chapitre I est consacré a quelques notions de la Géométrie Algébrique :
Variétés Affines, Variétés Projectives, Variétés Abéliennes, Courbes Algébriques, Courbes

Projectives, diviseurs d’une Courbe Projective..

Dans le chapitre II, nous présentons quelques résultats importants sur le discriminant
d’un polyndme et le résultant de 2 polyndmes. Nous indiquons des notions de base de la
théorie des cubiques de Weierstrass. Nous terminons le chapitre par un exemple de chaque

classe apparaissant dans la classification des cubiques de Weierstrass.

Dans le chapitre III, nous construisons le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une Courbe

Elliptique sur un corps K. Nous en étudions les points et les sous groupes de torsion.

Le chapitre IV est consacré a I’étude des morphismes des Courbes Elliptiques. Nous
utilisons des résultats de la théorie des isogénies des Courbes Elliptiques.

Nous décrivons 1’algorithme de Vélu [13] pour déterminer I’équation d’une isogénie.

Nous terminons le chapitre en appliquant cet algorithme aux familles de Courbes Elliptiques

dépendant de 2 paramétres s et t de Nitaj [8].
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Chapitre |

Variétés Abéliennes

1. Introduction :

Selon plusieurs auteurs (Shimura, Tate, Hartshorne, Silverman, etc ...):

une courbe elliptique a une structure de variété abélienne . Donc la théorie des courbes
elliptiques utilise les notions qui sont du domaine de la Géométrie Algébrique .

Une variété algébrique, sur un corps commutatif K, peut étre munie de plusieurs structures :
affines, projectives, abéliennes, complétes, rationnelles, etc...

2. Varietés affines :

Ce sont des sous espaces particuliers des espaces affines .

Définition 1 : Un n-espace affine, sur un corps commutatif K, est [’ensemble des n-uples

(ajay,...,a,)=a d’éléments de K :

AYK)={ (aja,,....a,)=a, avec ajay, ...,a, €K } (1)

Dans le vocabulaire géométrique, le n-uple @ est un point du n-espace affine A",
les éléments ay, ...,a, €K sont les coordonnées affines du point a .
Donc il y a des lignes et des surfaces sur cet espace .
Cet espace est de dimension n sur le corps K .
A ce n-espace affine nous associons I’anneau K/xj, ...,x,/ des polyndmes a n indéterminées
X[ yeeey Xn -
Tout polynome f(x) € K[x] de degré n admet n zéros dans une cl6ture algébrique du corps K

(théoréeme de d’ Alembert-Gauss) .

Définition 2 : Un ensemble algébrique dans le n-espace affine A'(K) est I’ensemble des zéros
d’une famille T={f}, ....f;} de polynomes f; , ..., f €K [x;,....x,] :
Z(T)={acA"; fi(a)=0 pour tout f;e T}
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Exemple :

Dans le 2-espace affine A’(R), le polynome f{x,y) =2x’-y"-1 est I’équation d’une hyperbole ; donc
I’ensemble Z(f)={(x,y) R, f{x,y)=0} des zéros du polyndme f est un ensemble

algébrique .

Un n-espace affine A"(K) peut étre muni d’une topologie spéciale : la topologie de Zariski.
Dans cette topologie les fermés sont les sous ensembles algébriques, les ouverts sont les
complémentaires des ensembles algébriques. Cette topologie satisfait les axiomes d’une

topologie usuelle.

Définition 3 :
1) Une varieté algébrique affine est une partie fermée et irréductible d 'un espace affine.

2) Une variété algébrique quasi affine est une partie ouverte d’une variété affine.

Dans la suite, toutes les variétés algébriques seront désignées par le nom de variétés.
3. Variétés projectives :
Dans un (n+1)-espace affine A™!(K) nous considérons la relation binaire ® :
a= (anay,...,ay+1) Rb=(b1,b,,....b,+1)
si et seulement si a et b sont liés par les relations :

bi=ha; ,pouri=I,2,....n+1 pourun ¢élément A non nul du corps K.

Cette relation binaire R satisfait les axiomes de réflexivité, de symétrie et de transitivité.

R est donc une relation d’équivalence sur le (n+1)-espace affine A™(K).

Définition 4 : Un n-espace projectif est [ ’espace quotient
P"(K)=A""(K)~{0}/R

Muni de la topologie de Zariski , un n-espace projectif devient un espace topologique .

Définition 5 :
1) Une variété projective est une partie fermée et irréductible d’un espace projectif P " (K).

2) Une variété quasi projective est une partie ouverte d 'une variété projective.
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Il en résulte qu'un espace projectif est un ensemble de classes d’équivalences. Il n’y a pas de

classe nulle par définition de la relation d’équivalence R..

Exemple 1:

L’espace projectif P(R) est I’ensemble des classes des points P e A*(R)-{0}.
C1(0,1,0) ={(0,1,0),(0,2,0),...,(0,-1,0),... } , classe du point (0,1,0) .
Cl (24,7 ={(2.4,7),2(2.4,7) ,-(2,4,7),3(2,4,7), ...} , classe du point (2,4,7) .
C1(0,0,1) ={1(0,0,1) ,AeR , A= 0}, classe du point (0,0,1) .

Cl(a,b,c) = {X(a,b,c) ,AeER , A% 0}, classe du point (a,b,c) .
Dans le plan cartésien Oxy , la classe (0,1,0) représente la direction de 1’axe Oy , le représentant
(0,1,0) = Og est le point & I’infini .
Les coordonnées d’un point de I’espace projectif sont des coordonnées homogenes .
Les polynomes de I’espace projectif sont des polyndmes homogenes .
Exemple 2:
fIXY,2)=X'-2XYZ*+5X°Z*+3Y°Z ; c¢’est un polynéme homogéne en X, Y, Z de degré 4 dans
I’espace projectif P*(R).
Formules de passage du plan projectif P"(R) au plan affine A"(R) :
Soit un point P =(x; ,x2,...,x,+/) du plan projectif P*(R) .
Les coordonnées x;,x;,...,x,+; sont homogenes. En les divisant par ['une d’elles nous obtenons
un point a n coordonnées .
Le passage du plan P"(R) au plan A"(R) s’obtient par I’application
(x1,%2, 000, Xp1) = (X150, X0, 1)
Exemple 3:
Soit le polyndéme f(x,y,z,¢) = 2x°-3x"y*+x7y 22 +5y°2°F +6xyz£+1° de ’espace P*(R).
Le changement (x,y,z,t) — (x,y, z,1) implique la valeur :
Fx,y,z, D= 25530 +xy 2457+ 6xyz+1 = g(x, 3, 2) .
C’est un polyndme affine dans I’espace A*(R) .
Passage de ’espace affine A"™'(K) a I’espace projectif P"(K) :

Il s’obtient avec 2 opérations :
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Division par x,+; 1 A" N(K) — K/x;,....xn+1]

(7o Xne1) —( o T )
Xn+1 Xn+1

et ’opération de multiplication par x%,+; , d = degré du polynéme .
Exemple 4:
Soit un polyndme f'd’équation dans I’espace affine A*(R) :

fe,y,z.t)=2xyzt— 't + 327 - 4.
C’est un polyndme affine a 4 indéterminées , de degré 6 .
Le polyndme fest transformé en un polynome homogene g(x,y ,z,¢) de degré 6 dans I’espace
projectif P*(R) :

g(x v,z ,t)=2xyzt’ — th4 +377° — 4 .
4. Variétés abeliennes :

Une variété projective peut supporter une structure de groupe abélien .
Définition 6 :

Une variété abélienne est une variété projective A munie de 2 morphismes fet g :

f:AxA — A devaleur f (a,b)=a+b , loi de groupe abélien
et g:A— A devaleur g (a)= - a, symétrique pour cette loi .
Exemple :
La variété projective A dans le plan P*(R), d’équation homogeéne et irréductible :

A :y’z =X +ax+b7 , est’équation d’une cubique .
Avec la loi de groupe (P,;, P;) — P;+ P, , cette cubique est une variété abélienne .
5. Courbes projectives :
Dans le plan projectif réel PX(R) , une courbe projective est I’ensemble des zéros d’un polyndome

homogéne de degré d> 1,

C: fIXY.Z)= D, X"v"z"

d+d +dy=d
Les courbes C de degré 1 sont des droites.

Celles de degré 2 sont des coniques ou des cercles ou des produits de 2 droites .
Celles de degré 3 sont des cubiques ou des produits C,C;C] ou C,C,,

C; est une courbe irréductible de degré i.

Une courbe algébrique qui admet un point singulier est singuliére .

Celle qui n’admet pas de point singulier est une courbe lisse .
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Les courbes irréductibles peuvent étre classifiées par un invariant ; le genre.
Définition 7 : le genre d une courbe projective C, de degré d, qui admet s points singuliers,

est ’entier non négatif :

2(C)= (d-1)d-2) iy
2
Ainsi les droites, les cercles et les coniques sont des courbes algébriques de genre g(C)=0 .
Les cubiques singulieres C sont de genre g(C)=0.
Les cubiques non singulie¢res C sont de genre g(C)=1 .
Pour d’autres compléments sur ces courbes, consulter des ouvrages de Géométrie Algébrique :

" Algebraic Geometry " de R.Hartshorne ...
6. Diviseurs d’une courbe projective :
La notion de diviseur des courbes algébriques est détaillée dans plusieurs ouvrages, par
exemple dans [3] .
Considérons une courbe projective non singuliére C, de degré d, dans le plan projectif P*(R)
et une ligne variable L de ce plan .
Chaque ligne L coupe la courbe C en d points P; distincts ou confondus, d’ordre de multiplicité
n; . A ces points P; nous associons des diviseurs .
Définition 8 :
Un diviseur d’'une courbe projective C non singuliere est une somme finie formelle :

D ZZniPI- , avec njel P;eC.

1

Lorsque la ligne L varie, nous obtenons une famille de diviseurs de la courbe C .
Définition 9 :
Un diviseur d’une fonction rationnelle f est une somme finie formelle :

= anPl , avec n;=>0 pour les zéros P;de [ et n;/<O pour les péles de f .
i

Exemple :

Soit fix)=3(x-a;)*(x-a2)’ (x-as) f(x-a,)(x-a5)’ =y ;
Les zéros sont P;= (a;,0) , P,= (a,,0) et Ps=(a3,0) .
Les poles sont Ps= (a4,0) et Ps= (as,0).

Le diviseur de fest la somme formelle :

D:m: 2P1+ 3P2+ P3— P4— 4P5 .
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Il y a plusieurs types de diviseurs.

Définition 10 :

N
1) un diviseur D= Z n, P est effectif lorsque n;>0 ;

i
i=1

2) il est premier si N=1 et n;=1 ; D=(P)

3) il est principal s’il est égal au diviseur (f) d 'une fonction rationnelle f .

4) 2 diviseurs D et D' sont linéairement équivalents si leur différence D — D' est un diviseur
principal .

5) le degré d’un diviseur D est |’entier rationnel

N

deg(D)= Z n,

i=1
Définition 11 :
Ces diviseurs sont des diviseurs de Weil .
Dans I’ensemble Div(X) des diviseurs d’une courbe C , une structure de groupe abélien libre est
déterminée par la loi :

(D,D') —» D+D' avec DZZniPi , D’ZanP et D+D’=Z(ni +nj)P,
i i i

171
Le diviseur nul est égal a D= ZOPi =(0).
i

Le diviseur —D est égal a -D = — ZniPi = Z— n; P,
i i

1
Le groupe Div(X) admet plusieurs sous groupes comme le sous groupe Div(X) des diviseurs de

degré 0, le sous groupe Prin(X) des diviseurs principaux , etc.

Définition 12 :
Le groupe quotient Cl(X)=Div(X)/Prin(X) est le groupe des classes de diviseurs de X .
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Exemple :
Diviseurs d’une courbe elliptique E.
1517
e 4
10 .
P
P, L)
Py . -
f—— \\\I . f . —>
y 2 O - 4 4B -
T *,
104 \\\
15+ "

La courbe elliptique E possede un point a I’infini O =(o0,0) dans le plan affine,
Og = (0,1,0) dans le plan projectif P*.
Une ligne L coupe la courbe E en 3 points distincts Py , P, , P3.
Le diviseur de Weil associ¢ a cette ligne L est égal a :

D=1.P1+1.Py+1.P5= (P))+(P2)+(P3) .
Une tangente en T coupe la courbe E en un point double T et un point simple T' .
Le diviseur associé est égal a :

D'=2(T)+(T")
La loi de groupe des courbes elliptiques implique les relations :

P+Py+P3=0f et 2T+ T =0,
Il en résulte les équivalences linéaires des diviseurs :

(P)+(P2)+(P3) =3(0f) et 2(T)+H(T")=3(Ok) , le diviseur de Weil du point a I’infini O est

égal a:

D=3(Ok)
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Chapitre 11

Géometrie des courbes elliptiques

1. Courbes algébriques planes :
Elles ont une équation f{x,y) de degré n>1 dans le plan affine A*(K), parmi ces courbes
algébriques, il y a celles de degré 3 : les cubiques .
Les cubiques C ont une équation projective de la forme :

fXY,2)=d, X +do X Y+ds X Z+d XY +ds X2 +do XY Z+d, Y +ds 22 +do Y Z+d 10 YZ =0 (1)
Donc I’équation d’une cubique plane dépend de 10 coefficients .
Ce polynome f(X,Y,Z) peut étre le produit de 3 polyndmes de degré 1, f=f;f:f3; ou le produit
d’un polyndme f; de degré 1 et /> de degré 2 . Dans les 2 cas, le polyndme £ est réductible.
Un polynoéme f'qui n’est pas réductible est irréductible .
Dans I’ensemble des polynomes cubiques firréductibles, il y a le sous ensemble des polyndmes
cubiques de Weierstrass.
Définition 1 :

Une équation de Weierstrass d 'une cubique irréductible est un polynome de la forme

C: y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6 eK/x,y] (2)
Dans [’ensemble des cubiques d’équation de Weierstrass (2) il y a le sous ensemble des cubiques
singulieres et le sous ensemble des cubiques non singulieres.
Définition 2 :

Une courbe elliptique est une cubique non singuliere, irréductible, d’équation de
Weierstrass :
E: y2+a1xy+a3y=x3+a2x2+a4x+a6 eK/x,y]

Les 5 coefficients aj,azaszay et ag sont des éléments d’un corps commutatif K qui peut étre
global , local ou fini .
Les deux variables x et y sont racines de [’équation algébrique de Weierstrass, donc des

éléments d’une cloture algébrique du corps K .
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La nature du corps K a une influence sur la courbe elliptique.

2. Transformations de I’équation de Weierstrass :

Nous considérons des changements lin€aires pour diminuer le nombre des mondomes .

Les mondmes xy et y sont éliminés par le changement linéaire :
1
x=X,y :E(Y- a;X- az) pour car(K)#2 3)

Par le calcul nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E| :Y?= 4X+b,X*+2bsX+bs , pour car(K)#2 (3-1)
Les 3 coefficients b,; sont des polynomes " homogenes de degré 21 " dans 1’anneau
Z[ ajazasagas) :
b,=a,;*+4a, ; ba=ajast2ay; be=a 32+4a6 (3-2)
Dans (3-1) , le coefficient 4 et le mondme X sont éliminés par le changement linéaire :

X:x—3b2 v= y

36 > Y=108 pour car(K) # 2,3 (3-3)
Par le calcul nous obtenons 1’équation de Weierstrass :
E,: y2= X'— 27c4x — S4cq € K[x,y] (3-4)
Les 2 coefficients c,; sont des polyndmes " homogenes de degré 2i " dans 1’anneau Z[b,,ba,bg] :
c4=by"—24by et ce=— by +36bsbs— 216bg ; (3-5)
Il existe d’autres modeles d’équations de Weierstrass :
Le mod¢le de Legendre :
Es: y*=x(x—1)(x—7) €K[x,y], avec 0,1 ; 4)

Le mod¢le de Kubert :

E4: (1= s)xy — ty =x"— tx*, 4 2 paramétres s , €K ; (%)
Le modele de Deuring :

Es: y+oy+y =x e K[x,y] avec 3 (6)
Le modele de Tate :

Eo: y*+xy = x’+ax+b € C[x.,y] (7)
ou a et b sont des séries formelles de I’anneau Z[[q]] pour

q=-exp(2...1z) et zeC avec Im(z)>0 (7-1)
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a=-5%0°q"/(1-q") ; (7-2)
n>1

b= _—12(7n5+5n3)/qn(1—q") : (7-3)
12 25

Le modéle : E;:y’=x’+4x+B eK[x,y], pour 44°+27B°#0 ; (8)

Nous nous intéressons a 3 familles de courbes elliptiques particulieres E(s,t) a 2 paramétres ,

d’équations :

Eifs,t): y'=x(x" + 2(s+t)x + (s—1)°) ; 9)

Exst): y'=x(x’ +sx +1); (10)

Es(s,t): y'=x(x—s)(x—1) . (11)

Ces exemples sont pris dans : [9].

Nous considérons les cubiques de Weierstrass singulieres ou non .

3. Invariants d’une cubique de Weierstrass :

Les 5 coefficients by, by, bg , c4 €t ¢ SONt des invariants .

Il y en a d’autres comme : le discriminant , I’invariant modulaire , I’invariant différentiel ,

le rang , le régulateur , le conducteur , la série L de Dirichlet-Hasse , etc. .

Définition 3 :
Le discriminant d’'une cubique de Weierstrass E est le polynome "homogene de degré 12" :
A(E)= 9bsbsbs— 27b5— 8bs— by’bse Z[ b by bs,bs] ; (1)
pour 4bg=bsbs— by’ ; (1-1)
Cette formule est valable pour un corps K de car(K) + 2,3 (1-2)
Définition 4 :

L’invariant modulaire d’'une Cubique de Weierstrass E sur un corps K, de discriminant
A(E), est [’éléement :
. 3
J(E)=c4’ [AE) K )
Sur le corps des nombres réels R , cet invariant peut prendre les valeurs particulieres :

i(E)=0 et j(E)=1728 (2-1)

10
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L’invariant différentiel provient de la différentielle d’une fonction F(x,y) de deux variables qui

est différentiable :
dF =F; dx+Fy’ dy (3)

Cette relation permet de définir I’invariant différentiel.

Définition 5 :
L’invariant différentiel d’une cubique de Weierstrass :
E: Fxy)= y2+a1xy+a3y X agxz— apx—ag=0 (3-1)
est [’élement différentiel :
dx dy

W(E)= -—
2y+apx+az  3x“+2ax+a,—a;y

(3-2)

ou les dénominateurs sont les dérivées partielles de F(x,y) .

Cet ¢lément différentiel est intégrable sur le corps des nombres réels .

L’intégrale Q= _[ dx/(2y + a;x + a3) est calculable par la technique usuelle.
E(IR)

Le nombre Q constitue une période réelle ; il intervient dans la formule de la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer [12].
Exemples :
Calcul des trois invariants pour les modeles E; a E; précédents :
1) Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y2= - 27cyx— 54c¢q ;
Nous obtenons les invariants :

3

AE)=(cq’ —cs)/1728 j(E)=% , o(E) =;ﬂ .
Cq4 —Cq Y
2) Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y=x(x— D)(x—1);
Nous obtenons les invariants :
2 —t+1) dx

AE)=16£(t-1)° , j(E)

, @
Pt—-1)° 2y

11



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

3) Courbe elliptique a 2 parametres E d’équation de Weierstrass :
E:y+(I-s)xy—ty =x—tx’ ;
Nous obtenons les invariants :
AE)=160—- 27t~ (I- s’ +(1-s)’F+36(1- s)I’- 8(1- s)°1" ;

((J—S)" +161° —8t(1-s)° +24t(1—s))7 '
A(E) ’

J(E)=

dx

w(E):Zy-i-(]—s)x—t

4) Courbe elliptique a 1 parameétre E d’équation de Weierstrass :
E: y2+txy+y =5 N
Nous obtenons les invariants :

3,3 5403
A(E)= £-27 avec t£3 _](E)ZM . o(B)= dx .
3
t’ =27 2y+tx+1

5) Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E : y2=x3+Ax+B
Nous obtenons les invariants :

3
(484) oS

AE)=—16(44°+27B°) , j(E)=
16(44° +27B%) 2y

6) Applications aux 3 courbes elliptiques E(s,t) :
Nous obtenons les invariants :
207 + 14st+12 )

A(Ei(s,t) =2 st(s — )" et j(Bi(st) = "
SIS —

A(E (s,t))#0 implique les conditions : s#0 , t#0 et s#t .

28057 =3t)°

A(Ea(s,)) =2°F (s’ = 41) et j(Ea(s.t) = —5—
t°(s° —4t)
A(Ea(s,t))#0 implique les conditions : t#0 et s# +241 .

28(S2—St+t2)3
sztz(s—t)z

A(Es(s,t) =2"s’F(s— 1) et j(Es(s.t) =

A(Es(s,t))#0 implique les conditions : s#0 , t#0 et s#t .

12



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

4. Discriminant d’un polyndme et résultant de 2 polynémes :
Le discriminant A(E) d’une cubique de Weierstrass E est li¢ au discriminant dis(f) du polyndme
f(x) de I’équation de Weierstrass de E : = f{x) .

C’est pourquoi nous faisons un bref exposé sur les théories des discriminants et des résultants .

Definition 6 :
le discriminant d’un polynome de degré n :
f)=dp"+d X" +...+d,=dp(x— ;) (x— e3)...(x— e,)

est une fonction symétrique de ses racines ey, ...,e,:

dis(f)=d02" -2 H(e,- —ej)2 (])

I<i< j<n

Cette formule se trouve dans [4].
En appliquant cette formule au polynome f(x) de 1’équation de Weierstrass :
E: y2= 4x3+ bzx2 +2bsx + be= f(X)
Nous obtenons la valeur :
dis(f)=16(9b,bsbs— 27bs’— 8bs’— b, bg) (1-1)
Cette relation (1-1) et la formule du discriminant A(E) impliquent la
Proposition 1 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E : =4 +b o’ +2b px+bs= fix)
Alors les discriminants dis(f) du polynome f et A(E) de la courbe E satisfont la relation :

dis(f)=16 A(E) .

Le discriminant est donc une fonction symétrique des coefficients du polyndme :
fx)=(x—ey)...(x—e)=x"+dx""+ ... + d,.
Selon la théorie, d’aprés Harvey Cohn, le discriminant se met sous la

forme d’un déterminant d’ordre n , symétrique :

So R AR Sp—1
Sy Sy) . . Sy
dis(f)=
Sp—1 Sn - - Sop-2

13



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

Les nombres s,, sont des fonctions symétriques : somme de puissances des racines de f .
sm=e;"+ e+ ..+ e .
Avec le calcul ; nous obtenons :
so=n,s;=—dj, sZ=d12— 2d>, s3=3d;d>— d13— 3d;z, et les relations :
Sm=— Mdy— Sidpy.;— ... —Sm1d; , avec d,,=0 pour m>n .
Exemple:
F00)=x-2x 4= 557+ 2x-7
Calcul des nombres s, :
S0=3,81=2,85:=-4,853=-1,5,=16, 5:=47,56=47,5=-40,s8=-72.
5 2 -4 -1 16
2 -4 -1 16 47
dis(f)y=|-4 -1 16 47 47 |=3590369

-1 16 47 47 -40
16 47 47 —-40 =72

I1 existe un autre procédé de calcul de ce discriminant, il est basé sur la théorie du résultant de
2 polyndmes .
Définition 7 : soient 2 polynémes d’un anneau K/x] :
f0)=dpx"+dx""+ ... +d, = do(x-e;)(x-e)...(x-e,) de degré n et
g(x)=sox'+sx" .. +s, = so(x-r1) (x-r2)...(x-r,) de degrét.
Alors le résultant des 2 polynomes f et g est le déterminant d’ordre n+ t formé de t lignes

(do d; ... d,) et nlignes (sg s; ... ) :

d, d, . ) .d, 0 . 0
0 d, d, . ) . d, i
0 > t lignes
0 0 d, d, . d,
J
Res(fg)=1sy s, . . s, 0 . . 0
0 s, s, s,
) >nlignes
) 0
0 0 s, s s, | )

ou les lignes sont complétées par des zéros .

14



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

Exemple :
Soient 2 polynémes fet g :
f(x)=x-x"+5x-1 et g(x)=4x’-3x+7

Alors le résultant des 2 polyndmes f'et g est égal a :

1 -1 5 -1 0

o 1 -1 5 -1
Res(f,g)=14 -3 7 0 0[=988

0O 4 -3 7 0

0O 0 4 -3 7

Citons sans démonstration ,quelques propriétés des résultants de 2 polynomes :
Proposition 2 :

Soient les deux polynomes f(x) et g(x) de la définition 7 . Alors leur résultant Res(f,g) satisfait

les relations :

DRes(f,g)=dose" [ [(e;=r;)=di [1g(e)=1"sd" [1/(r;)
I<i<n I<i<n I<j<t
I<j<t

2)Res(f,g)=0 si et seulement si f et g ont une racine commune e;=r; .

Corollaire :

Le résultant du polynome produit f(x)g(x) et d’'un polynome h(x) satisfait la relation :
Res(fg ,h)=Res(f,h)Res(g,h)

Le résultant Res(f, f') d’un polynome f(x) et de sa dérivée f'(x) est lié¢ au discriminant dis(f) du
polynome f.
Proposition 3 :

Soit un polynéme f(x) d 'un anneau K[x] ,son résultant Res(f, f') et son discriminant dis(f) .

Alors :

DRes(f, f') =dg™ []f'(e) :
1<i<n
n(n—1)

2Restf, ') =(~1) 2 .dp dis(h) .

15



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

Cas particulier du polyndome (x" — ])/(x —1) =x""+ X"+ 4+ x+1:
Proposition 4 :

Le discriminant du polynéme f(x)=(x" — ])/(x —1)estégala:

(n=1)(n-2)
dis(fx)=(-1) 2 "

Exemple :

Soit le polyndme £ (x)=(x"" = 1)/(x-1)

Nous obtenons le discriminant en appliquant cette proposition pour n =10 :
(10-1)(10-2)
dish)=(-1) 2 .10"9P =10

5. Classification des cubiques de Weierstrass par leur discriminant :
Par définition , une courbe elliptique est une cubique non singuliére . Les singularités d’une
courbe A d’équation implicite F(x,y)=0 sont des points multiples de la courbe .
Les points singuliers d’une courbe plane sont solutions du systéme algébrique :
F(x,y)=0; F=0; F,=0
Lorsque ce systéme admet une solution , alors la courbe est singuli¢re . Lorsque le systéme
n’admet pas de solution , la courbe est non singulicre .
Les propriétés du résultant Res(f,f’) d’un polynéme f(x) permettent de trouver une forme

d’une cubique d’équation y*= f(x) non singuliére .

Proposition 5 :
Soit une cubique de Weierstrass E de discriminant A(E) . Alors :
1) Le point a [’infini O est un point non singulier de E ;

2) La cubique E est une courbe elliptique si et seulement si A(E)#0 .
Preuve de "le point a I’infini Og est un point non singulier de E "

Soit une cubique E d’équation de Weierstrass

y2+a1xy+a3y = x3+a2x2+a4x+a6 eK[x,y] (1)

16



Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

Dans le plan projectif P*, cette équation se met sous la forme :

FX,Y,2)=Y'Z+a XYZ+a3Y7’ — X’ — a;X°7 — a, X7’ — asZ°=0
Les 3 dérivées partielles de ce polyndme F sont égales a :
Fy = a,YZ - 3X ~ 2a:XZ — a7’
F, =2YZ + a;XZ + a;Z’ ;
Fy =Y + a; XY + 2a3YZ — a;X° — 2a,X7 — 3as7°
Au point a I’infini Og=(0,1,0) ces 4 polyndmes prennent les valeurs :
F(Or)=0, Fx (Op)=0, F (Or)=0, F, (Op)=1 .
La valeur F(Og)=0 implique que le point a I’infini est sur la cubique E ;
La valeur F; (Og)#0 implique que le point Og n’est pas singulier .
Preuve de "E est une courbe elliptique " implique " A(E)#0"
Soit une courbe elliptique E ; donc E n’a pas de point singulier . Prenons une équation de
Weierstrass de la forme :

y2 =(x—e)(x—ez)(x—e3)=f(x) ou les 3 racines e; de f(x) sont simples .
Par définition , le discriminant de ce polyndme est ¢gal a :
dis(f) =(e;-e;)’ (er-e3)’(es-e1)’

L’hypothése e; # e; implique la valeur dis(f)# 0 .
La relation dis(f)=16A(E) entre les discriminants de f et de E implique :

A(E)#0
Preuve de "A(E)#0" implique "E est une courbe elliptique".
Soit une cubique E de Weierstrass :

E:y’=f(x)
Alors la relation entre le discriminant de f'et le discriminant A(E) implique :

dis(/)=16A(E)# 0
La relation entre Res(f, /") et dis(f) et (2) impliquent :
Res(f, f')#0

Par une propriété des résultants , le polyndéme f'(x) et sa dérivée /' (x) n’ont pas de racine

commune.
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Chapitre 11 : Géomeétrie des courbes elliptiques.

Il en résulte que le polyndme n’admet que des racines simples .
Donc la cubique de Weierstrass E est une courbe elliptique.

(]

Une courbe algébrique singuliére admet 2 types de points singuliers :
Un nceud est un point singulier a 2 tangentes distinctes.

Un point de rebroussement est un point singulier a 2 tangentes confondues.

Proposition 6 :

Soit une cubique de Weierstrass E de discriminant A(E) et d’invariant c4E)= by~ 24b, .
Alors :
1) Cette cubique admet un neeud si et seulement si A(E)=0 et c4(E)#0 .

2) La cubique admet un point de rebroussement si et seulement si A(E)=c4(E)=0 .

Preuve de :"E admet un nceud" implique " A(E)=0 et c4(E)#0 "

Soit une cubique de Weierstrass E qui admet un nceud , donc E est singuliére .

Par la proposition 5 , elle admet un discriminant A(E)=0

L’hypothese "E admet un nceud" implique que la courbe admet 2 tangentes distinctes en ce
nceud .

Les pentes de ces tangentes sont égales a la dérivée y' dey .
La dérivée y' est égale a :

y,:6x2+b2x+b4 _h(x)
y y

L hypothése de 2 pentes implique que le polynome /(x) admet 2 racines distinctes .
Donc son discriminant dis(h(x)) n’est pas nul :
dis(h(x))=b,>-24bs=c4(E)#0 .
Preuve de :" A(E)=0 et c4(E)#0 " implique "E admet un nceud "
L’hypothése A(E)=0 implique que la cubique E d’équation de Weierstrass
yz =4 + ngZ + 2bsx + bs admet un point singulier .
Donc f{x)= 4x’ + b’ + 2bx + bs posséde une racine double ou triple ; cette racine est
I’abscisse du point singulier de E .

dis(h(x))=bs"— 24b,= c4(E)

18
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L hypothése c4(E)#0 implique que /(x) admet 2 racines simples .
Donc la cubique E admet 2 tangentes distinctes en son point singulier , donc le point singulier est

un nceud .

Preuve de : " A(E)=c4(E)=0 " implique "E admet un point de rebroussement "
L’hypothese A(E)=0 implique que la cubique E d’équation :
y2 =4 + b’ + 2byx + bg

admet un point singulier .
L’hypothése A(E)=0 et la relation dis(f'(x))=16A(E) impliquent que :
7 (x)=4x> + bx’ + 2bx + bsadmet une racine double ou triple .
La dérivée de f'(x) est égale a :

S (x)=12x"+2bsx+2by
son discriminant est égal a :

dis( f" (x))= by~ 24bs=c4(E) =0
Donc [’ (x) admet une racine double . Cela implique que E admet un point de rebroussement .

(]
Examinons la forme d’une courbe elliptique E suivant le signe de son discriminant A(E) .
Proposition 7 :

Soit une courbe elliptique E de discriminant A(E) et d’équation de Weierstrass :

E:y’=f(x)R[xy]
1) La courbe elliptique E coupe I’axe Ox en 3 points distincts si et seulement si A(E)>0 .

2) La courbe elliptique E coupe [’axe Ox en 1 seul point si et seulement si A(E)<0 .

Preuve de : "A(E)>0" implique "E coupe 1’axe Ox en 3 points distincts " :

Par la proposition 5 , une courbe elliptique E a un discriminant non nul :

A(E)#0 (1)
Son équation de Weierstrass se met sous la forme :
y'=(x-e))(x-e;)(x-e3) eR[x,y] 2)
Par définition le discriminant de fest égal a :
dis(f)=(e;-e:)’(er-e3)’(es-e;)’ R (3)
La relation dis(f)=16A(E) et I’hypothese A(E)>0 impliquent I’inégalité :
dis(/)>0 4)

(3) et (4) impliquent que les 3 carrés sont des nombres réels .
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Il en résulte que les 3 racines e; sont réelles .

Les 3 points P;=(e;,0) sont les 3 points d’intersection de la courbe E par I’axe Ox .

Preuve de : "A(E)<0" implique "E coupe I’axe Ox en 1 seul point " :
Les formules (2) et (3) sont encore valables .
L’hypothese "A(E)<0" implique un discriminant :
dis(f)=(es-e2)’(er-e3)’(es-€,)’<0.
Par la théorie des racines d’un polyndme , f(x) admet une racine réelle ,e;=r et 2 racines
complexes conjuguées e;=s + it et e;=s —it .
Seul le point P;=(r,0) est sur ’axe Ox .

O

Nous pouvons classifier les cubiques planes par leurs discriminants A(E) et leur invariant c4(E) a
I’aide des propositions 5,6 et 7 .
Corollaire :
Les cubiques de Weierstrass E de discriminant A(E) et d’invariant c4(E) , sont classifiées en
4 ensembles :
1) [’ensemble des courbes elliptiques de discriminant A(E)>0 ; elles coupent ’axe Ox en 3
points simples .
2) l’ensemble des courbes elliptiques de discriminant A(E)<0 ; elles coupent l’axe Ox en un seul
point .
3) l’ensemble des cubiques qui ont un neeud , alors A(E)=0 et c4(E)#0 .
4) ’ensemble des cubiques qui ont un point de rebroussement , alors A(E)=c4(E)=0.
O
Ilustrons cette classification par un exemple de cubique de chaque classe .
Les cubiques sont tracées par le maple 6.
Exemples :
1) Courbe elliptique de discriminant positif :
Soit la cubique E; d’équation de Weierstass :
E;: y’=x’-23x+9€ R[x,y]

Calcul des invariants de la cubique :

ar=a,=az=0, a;=-23, ag=9 ;

b,=0, by=-46, bs=36, bs=-529, A(E)=743696 ;

cs=1104, cs6=-7776.
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Le discriminant positif implique que E; est une courbe elliptique qui coupe 1’axe Ox en trois
points P1=(e; , 0) , P,=(ez , 0) et Ps=(e; , 0) simples .

Pour construire cette courbe elliptique , déterminons les coordonnées de quelques points

particuliers :
X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
fx) -1 37 51 47 31 9 -13 -29 -33 -19 19
Pas de Pas de y Pas de y Pas de y Pas de y
y 237 | £51 |47 2431 | £3 , , , I ENIT)
réel réel réel | réel réel

D’aprés ce tableau on peut encadrer les racines e; de f{x) :
S<e1s4,0<er,<1,4<e3<5.
Le calcul de ces racines s’obtient avec le logiciel Maple .

La courbe elliptique E; :

j‘.); [
157 y
A
101 ;.
/
;*’f—““\xﬁ: /
¢ ; s
/ - /
P]ll -4 y :J_-JIPZ 2 1'-1-P3"|_" b X
L 5
\\\—hq_d—#"'-.f,‘é/- H‘i.
'\'\l'\.
-101 kY
hY
| ,
-15- *

2) Courbe elliptique E; qui a un discriminant négatif :
Soit la cubique E; d’équation de Weierstrass :
E; : y'= X +8x°-2x+13 € R[x,)]
Calcul des invariants de la courbe E, :
ar=a3;=0, a,=8,a,=-2,as=13 ;
b,=32,bs,=-4, bs=52, bs=412, A(E)=- 554288
cs=1120, cs= - 48608 .
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Le discriminant négatif implique que E; est une courbe

elliptique qui coupe 1’axe Ox en un seul

point P=(e , 0) avec e est ['unique racine réelle de 1’équation

Jx)=x+8x*-2x+13=0.
-9)=-50 et f{-8)=29
Cela implique que : -9<e<-§.

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points

de la courbe :

X -2 -1 0 1 2
1) 41 22 13 20 49
Yoo 241 | 222 | £413 | 2405 +7
La courbe elliptique E; :
a0 ,
."---l-.l.
f’ﬁ/
ﬁ;’fﬁh\-.‘ln -..l-.__,f'r-
/ "
P} . y
&5 4 2 | 2 4 7
i _P_J__,-#”"‘f *——KHH
e SN
™,
--20 A

3) Cubique de Weierstrass avec un nceud :
Soit la cubique E; d’équation de Weierstrass :
E;: y2+2xy+2y=x3— W —x—1€ R[x,v]
Calcul des invariants de la cubique Ej :
ai=2,a=-3,a572,a~—1leta=—-1.
b=—8,b/2,b~0,bs=—1,AE)=0 , cs=16.

A(E)=0 implique que la cubique a un point singulier .
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c4(E) #0 implique que ce point singulier est un nceud de coordonnées (1,-2) .

Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la cubique E :

X -1 0 1 2
Pas de valeur -1 -2
S3+42
4 réelle double double
La cubique plane E; :
%l i

4) Cubique de Weierstrass E4 avec un point de rebroussement :
Soit la cubique E4 d’équation de Weierstrass :
Eq: y’-2y=x’ -1€ R[x,]
Calcul des invariants de la cubique E;4 :
a;=0,a,=0,a3=—-2 ,a,=0etas=— 1.
b>=0, bs=0, bs=0, A(E)=0 , c4(E)=0 .
A(E)=0 implique que la cubique a un point singulier .
Le coefficient c4(E)=0 implique que ce point singulier est un point de rebroussement,

de coordonnées (0,1) .
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Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la cubique E4 :

X 0 1 2 3
racine 0
y 1 et 12242 | 1£4/105
double 2
La cubique plane E4 :
BZ N
4 -
] -
b -~

4] —

—
=
(]

/Z
1 4
2
(|
[
=V
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Chapitre 111

GROUPE DE MORDELL-WEIL D’'UNE
COURBE ELLIPTIQUE

1. Structure de groupe abélien :
Pour munir I’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une courbe elliptique E d’une structure de
groupe , nous prenons comme élément neutre le point O a I’infini et une loi de composition :

[ E(K)XE(K)—E(K) de valeur f(P;,P,)=P;+P;.
La somme P;+P, de deux points P; et P, est déterminée par la régle géométrique de trois points
colinéaires P;,P, et P; de la courbe :

P+P,+P3=0f ; figure ci-dessous .

VA

Ps=-(P,+Py)
P,
P,

O
=V

P1+P2: —P3




Chapitre 111 : Groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptigue.

Vérifions les 4 axiomes d’un groupe abélien :
1) Axiome de 1’élément neutre :
Soit un point Pe E(K) .
Alors la droite passant par les points P et O est paralléle a ’axe Oy ; elle satisfait la relation :
P+0g=P=0+P;
donc le point a I’infini est I’¢lément neutre de 1’addition .
2) Axiome du symétrique :
Soit un point P de la courbe elliptique E . La paralléle a I’axe Oy passant par P coupe la courbe
en un point P’ qui satisfait la relation : P+P'=0g ;
Par définition du symétrique d’un élément , P’ est donc le symétrique de P
P'=-P.
3) Axiome d’associativité :
En comparant les 2 sommes (P+Q)+R et P+(Q+R) nous obtenons 1’associativité .

4) La commutativité de la loi provient de la coincidence des sécantes PQ et QP .

Nous avons démontré la :
Proposition 1 :

L’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une courbe elliptique E est un groupe abélien
d’élement neutre le point a l'infini Of et de loi basée sur la regle géométrique de 3 points

colinéaires de E :

P]+P2+P3:0E

Définition 1 :

Le groupe E(K) est le groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique E .

2. Calcul des coordonnées du symetrique d’un point et de la somme de 2 points :
Soit un point P = (xp, yp) sur le groupe E(K) , son symétrique —P se trouve a I’intersection de la
courbe par la parallele a Oy passant par P .

Il en résulte que les points P et —P ont méme abscisse xp = x.p , leurs ordonnées satisfont
I’équation de Weierstrass de E :

y2 +axy+tazy = x3+a2x2+a4x+a6 eK][x,y]
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Cela implique :

y2 + (a;x+az)y - - an’- ax- ag=0
C’est une équation du 2°™ degré en y ; donc la somme des 2 racines yp et y.p est égale au
coefficient de y . Nous obtenons :

Coordonnées du symétrique —P de P=(xp, yp) :

—P=(xp, -yp-a;xp-a;z) (D)
Pour calculer la somme P;+P, de 2 points Pi=(x; ,yi) , nous appliquons la reégle de 3 points
colinéaires :

P1+P,+P3=0p
Il en résulte P;+P,= -P5 , pour les points P; # £P; .
Donc la somme P;+P; est le symétrique du point P; d’intersection de la sécante PP, avec E .

Equation de la sécante PP, :

y=A(x-x;)+ y; avec la pente 1=2L—¥2
.xI — x2

Les abscisses x; des 3 points d’intersection avec la courbe sont les 3 solutions de 1’équation
cubique en x :
[A(e-x 1)y [P+ (ax+as) [ Ax-x,)+y]=x +ax’+apx+as
La somme des 3 racines est la fonction symétrique €lémentaire : "Somme des racines" d’un
polyndme x° +A1X2+A2X+A3 =0 :
X tXo+X3=-A; .
Avec les calculs nous obtenons les coordonnées de la somme P;+P,=-P; =M |, pour P;# +P; :
xMZiZ +al—a—x;—x
Y= — 2= 2a7+(ar ar’+2x,+xz)A+a (@ tx+x;) — y— a

A= Yi— )2
Xp—X;

Regroupons ces résultas dans la

Proposition 2 :

Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E : Y +amy+asy = X +ax’+ax+as eK[x,y] .
1) le symétrique —P=(x(—P),y(—P)) d 'un point P=(xp, yp) a pour coordonnées :
x(—P)=xp et y(-P)= —yp—axp— a3
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2) la somme P;+P,=M de 2 points Pi=(x;, y;) , Pi# P> a pour coordonnées :
XM= 12+a1i— ar—xX;—Xxo,
YmM=— /13— 2611/12"‘(612— a12+2x1+xz)/1+a1(a2+x1+x2) —yr—as

1= Yi— 2
Xp—X;

3. Points d’ordre fini et sous groupes de torsion d’une courbe elliptique :
Dans un groupe , il y a des points d’ordre fini , des points d’ordre infini , des sous groupes ...
Définition 2 :

Un point P d’ordre m du groupe de Mordell-Weil E(K) est un point qui satisfait la relation :
mP=0g et kP#Og pour k<m

C’est un point de m-torsion de la courbe elliptique .

Le symbole mP signifie :
P+...+P,mfois si m>0
mP =< (-m)(-P) si m<0
Ok si m=0
Déterminons les coordonnées d’un point 2P=(x,p ,y.p) pour P=(xp ,vp) :
Le point 2P est construit avec la tangente a la courbe E au point P ; cette tangente recoupe la
courbe E en un point simple T .

Equation de la tangente en P :

2
3xp~ +2a,xp+a;—a;yp

y=)'(x-xp)+yp avec y'=
2yP +(l].xP +a3
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[ T=-2P
N
N

=V

-T=2P

Les abscisses du point double P et du point simple T sont calculées avec la fonction symétrique
¢lémentaire "somme des racines" .

Avec le calcul nous obtenons les coordonnées :
a2 ’
{pr—y +a;y —a>—2xp

yop=—y' 7= 2a;y" *+(ara’+3xp) ¥ +ai(ar+2xp) -y as

" 3xP2 +2a2XP +Cl4 —a;yp

avec %
2yP + a;xXp + as

Nous avons démontré la :
Proposition 3 :
Soit une courbe elliptique E , de groupe de Mordell-Weil E(K) , d’équation de Weierstrass :
E : Y +amy+asy = X +ax’+ax+as e K[x,y]
Alors le point 2P, pour P=(xp, yp) ; a pour coordonnées :
— 12 ’
Xp=y “ta;y —ar- 2xp

yop= =y~ 2a;y'" +(ar a’ +3xp) y' +ai(ar+2xp) — y, as

r_ 3xP2 +2a2x1) +Cl4 —a;yp

Y
2yP +Cl]Xp +a3
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Définition 3 :
Un sous groupe de m-torsion d’une courbe elliptique E est [’ensemble des points P d’ordre m :

E(K)[m]={Pe E(K) ; mP=0g/

Dans le cas particulier d’une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
y'=x’+tax+beQ[x,y]

les coordonnées du point mP sont déterminées par les formules de récurrences de Cassels [1]:

Proposition 4 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
y=x'+ax+beQ[x,y] et 4a’+27b’#0

Alors les coordonnées du point mP pour P=(x,y) sont de la forme :

Ym”  Um
Les polynomes \m, € Z/a,b,x,y] satisfont les formules de récurrence :
V=-1,00=0,0,=1,0=2y, V3= 3x"+6ax’+12bx— o’
Py= Ay +5ax?+2bx'— 5a°x’— abx — a’ — 8b°)
Vom1= Vmi2 U’ = Ut Umet®  pour m>2 .
2y PP mez Yt = m2 Pa?) pourm=3.
Les polynomes by, et wn, satisfont les relations:
b= X Yo’ — Yrn-t Pne
4yom= P2 P 1’ — Yo w1
Preuve :

Pour m=-1,-P=(x, -y) ; cela implique {.=-1 .

Pour m=0 : OP=0z= (o0,) :[ioz , :’)—g . On trouve P =0 .
0 0

Pour m=1:1.P=(x,y)=(1£2 , %).OntrouveL],u:l.
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Pour m=2 : les coordonnées du point 2P impliquent =2y .
En utilisant une récurrence sur 1’entier m , on obtient le résultat annoncé .

O

Exemple 1:
Soit E une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
E: y'=x’-4x’-11x+30 € Q/x,y]

Calcul des invariants de E :

a;=0, a>=-4,a3;=0, a,=-11, as=30

bo=-16, by=-22, bs=120, bg=-601 , c,=784, cs=-9152, A(E) =230400=2"".32.5
Les points d’intersection de E avec 1’axe Ox sont :

P:=(-3,0), P»=(2,0) , P5=(5,0) .

Les points P; , P, et P3 sont d’ordre 2 par une propriété de la tangente a la courbe E en un point
d’intersection de Ox par E .
Soit le point Q=(1,4) de la courbe elliptique E .
En utilisant les formules usuelles nous obtenons les coordonnées des points 2Q , 3Q :

71 308
2Q=(6,6),3Q=(- =~ 55)-

Utilisons les formules de la proposition 2 pour calculer les coordonnées des points 5Q et 6Q :

2 2
6Q:(X6 s Y6): [_62 ,%] avec q)6:1-!)62'1~l)51l)7 , W= LI')S 1‘]”8 — l‘l')4.L!')7 ,
6 6

16

2 2
_ Y3y s — iy
Vs :
¥
Les calculs impliquent les coordonnées :
_ 167686199863181611892736
(- 51673825280)

_ —663491010924553813079837491687590000
(-51673825280 )°

X6

Yo
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P e LS

T , =" Ps - P

7Q = (X7 , }’7) = B)_:Z 5 %] avec ¢7:¢72‘¢6¢8 ,

Les calculs impliquent les coordonnées :

573977351664
2226553402896

_ 98212629034018061599968
17213680749818601740232

Y7

La courbe elliptique E :

Définition 4 :
Le sous groupe de torsion du groupe de Mordell-Weil E(K) est [’ensemble des points d’ordre
fini de la courbe .

C’est la réunion infinie des sous groupes de m-torsion :

T(E)= | JE(K)[m]

m>1
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La structure des groupes de torsion T(E(K)) a ét¢ déterminée dans les cas particuliers :
K=Q = corps des nombres rationnels, K= Q( Jd ) = corps de nombres quadratique, ...
Proposition 5 :
Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels .
Alors le groupe de torsion T(E(Q)) est isomorphe a l’'un des 15 groupes abéliens :
Z/ml Ism<Il0oum=12
ou L/2ml x1/27 Ism<4
Preuve : (cf[7])

Ce théoréme a été conjecturé par A.Ogg et démontré par B.Mazur en 1976 [7].
Ce théoréme implique que le sous groupe de torsion 7(E(Q)) est un groupe abélien d’ordre fini .
Mazur utilise un raisonnement par I’absurde pour démontrer que la courbe elliptique ne possede
pas de point P d’ordre 11 et pas de points P d’ordre m>12 .
O
Les coordonnées d’un point de m-torsion satisfont la :
Proposition 6 :
Soit une courbe elliptique E sur le corps Q des nombres rationnels d’équation de

Weierstrass :

V=x'+Ax+B avec A, B € 7 et 44°+27B’#0.
Si le point P=(xp, yp) € E(Q) est d’ordre fini m > 2 et 2P#Of, ses coordonnées sont entieres et
yp’ divise 44°+27B°.
Preuve :
C’est le théoréme de Nagell — Lutz :
(cf. [8])
O
Exemple 2:

Soit la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E:y'=x+17x-32 eQxy] (1)
44°+27B° =47300 = 2°.5%.11.43 et A(E)=-16(44°+27B*)< 0.
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Les points de torsion du groupe E(Q) sont les points P=(x,y) tels que :
y? divise 2°.5%.11.43 .
On détermine alors I’ensemble de tous les diviseurs carrés yp° de 2°.5%.11.43 .
Ce sont y°=1, 4,25 et 100 .
Tableau de valeurs des coordonnées de quelques points de la courbe :
X 0 1 2 4
3y -32 -14 10 100

+ .10 + 10

y Pasdey | Pasdey

réel réel

A(E)= -16(44°+27B°)= -47300< 0 implique que E est une courbe elliptique qui coupe I’axe Ox
en un seul point , qui est simple .
Les abscisses associées sont les zéros des équations diophantiennes :
DI=x+17x-32
) 4=x"+17x—-32
3)25=x+ 17x— 32
4) 100= x>+ 17x — 32
Pour y=0, I’équation cubique :

X+ 17x—-32=0
a 2 racines complexes conjuguées et une racine réelle comprise entre 1 et 2 .
Pour y==1, I’équation cubique :

X+ 17x—-33=0
a 2 racines complexes conjuguées et une racine réelle comprise entre 1 et 2 .
Pour y=+2, I’équation cubique :

X+ 17x—36=0
a 2 racines complexes conjuguées et une racine réelle comprise entre 1 et 2 .
Pour y==5, I’équation cubique :

X+ 17x—-57=0
a 2 racines complexes conjuguées et une racine réelle comprise entre 2 et 3 .
Pour y==10, I’équation cubique :

X+ 17x— 132 =0

admet une racine x=4 et 2 racines complexes conjuguées .

34



Chapitre 111 : Groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptigue.

I1 en résulte les deux points P1=(4, - 10) et P,=(4,10) symétriques par rapport a I’axe Ox .

Avec le calcul on obtient les coordonnées des points 2P; , 3P;

2P1=(4,10)=P, , 3P;= 0O (2)

(2) implique que le sous groupe de torsion T(E) est un groupe cyclique d’ordre 3 :
T(E)={Og,P,,P, }

Donc le sous groupe de torsion T(E) est isomorphe au groupe cyclique Z/3Z .

Proposition 7 :

Le groupe de Mordell-Weil E(K) des points K-rationnels d’'une courbe elliptique E
est de type fini .
C’est le théoreme de Mordell-Weil .

Preuve : (cf. [12], chap VIII ).

O

La structure de ce groupe abélien est indiquée dans le :
Corollaire :

Le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une courbe elliptique E est isomorphe a un produit de
groupes abéliens :
EKK) = T(E) xZ",
ou T(E)=groupe de torsion de E (groupe abélien fini)
r=r(E)= entier > 0 .
Z "= r copies du groupe additif abélien infini Z .
Preuve : (cf.[12])

O

Définition 5 :
L’entier r> 0 de la relation d’isomorphisme E(K) = T(E) x Z" est le rang r(E) d’'une courbe
elliptique E .
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Application aux familles de courbes elliptiques a 2 parametres E(s,t) :
1) Famille E,(s,t) d’équation de Weierstrass :
Ei(s,0) 1y"=x(x” + 2(s+t)x + (s = )°) € Q/xy]
Le symétrique d’un point rationnel P=(xp ,yp) est le point :
—P =(xp, -yp)
La somme de 2 points P1=(x; ,y;) et P»=(x ,y») est le point :
Pi+P=( A2 2(s+ 1) — x| — Xz, —A> + (2(s+ O)F2xtx)h — y1 )

}\'ZYZ_YI
X2 =X

avec pour x;#X;

Le point 2P = (y'* —2(s+t) — 2xp , — "+ (2(s+ )+3xp) Y’ —yp )

3xp” +4(s + )X, + (s t)°

2yp

avec y' =

2) Famille Ey(s,t) d’équation de Weierstrass :

Ex(s,t) 1 = x(x’ + sx + ¢ )eQ/x,y]

Le symétrique d’un point rationnel P=(xp ,yp) est le point :
—P =(xp , -yp)

La somme de 2 points P;=(x; ,y1) et P»=(x2 ,y») est le point :
P1+Py=( s —X1 — X2, A+ (s+2x1tx)h—y1)

X:}’z—}ﬁ
Xy =X

avece

LepointZP:(y’z—S—2Xp,— y'3+(s+3XP)y’ —yr)

3XP2 +28x, +t

2yp

avec y' =

Le point Py=(0,0) est un point de 2-torsion de E(s,t) .
3) Famille Es(s,t) d’équation de Weierstrass :
Es(s,t) : y'= x(x —5)(x — ) € Q/x.y]

Le symétrique d’un point rationnel P=(xp ,yp) est le point :

—P =(xp,—yp)
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La somme de 2 points P1=(x; ,y;) et P,=(x; ,y2) est le point :
PiAP=( M2+ (st 1) —X; — X2, —A*+ (= (st 1) + 2x1+ X2)A — y1 )

avec A =270

X2 =X
Le point 2P = (y"2+ (s+ ) — 2xp, — y°+ (~ (s+ ) + 3xp)y' —yp)

3xp” —2(s + )X, +st

2yp

avec y'=

Les points Py , P; et P, de cette courbe elliptique :
Py=(0,0), P;=(s,0) et P,=(t,0) satisfont :
2Py=2P;=2P,=0Of

Donc ils sont d’ordre 2 .

Calcul des sommes PyxP;, PyxP, et P;xP, :
2Py=2P;=2P,=0g implique —Py=P,, —P;=P; et —P,=P, .
PyxP;=(1,0)=P,

PyxP;=(5,0) =P,

PixP,=(0,0)= Py
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Chapitre 1V
MORPHISMES DE COURBES ELLIPTIQUES

Les morphismes de groupes s’appliquent aux groupes de Mordell-Weil E(K) des courbes

elliptiques : homomorphismes, endomorphismes, isomorphismes, isogénies, etc...
1. Isomorphismes de courbes elliptiques :

Proposition 1 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :

E: y2 + axy +azy = © + a2x2 +ax +as eK[x,y]
Alors I’homomorphisme de groupes de Mordell-Weil :

fE(K)—>E(K)
de valeur f{x,y)=(uw’X+r, WY+suPX+ ) , f{(Og)=Op
avecu#0,r,s,t ek.
est un isomorphisme de courbes elliptiques :
E':Y’+d) XY+ayY = X +ay X+ d, X+ af eK[X,Y]
Preuve :
Avec les formules de la somme de 2 points du groupe E(K) , nous obtenons la relation
d’homomorphisme :

S (Pi+Po)=f (P1)+/ (P2) pour Pi=(x;, y;)
Le changement de variables :
x= ' X+r , V= WCY+suP X+ ¢

implique les coordonnées :

X=(x=r)lu’ , Y=(y—s(x—r)—t)/u’
La condition u#0 implique que la correspondance

x—=X,y—oY
est bijective .

L’image f(Og) du point a !'infini de E est égale a f(Op) = O . O
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Les relations entre les invariants des 2 courbes elliptiques isomorphes E et E’ sont obtenues par

le calcul :

Relations entre les coefficients a; et a; -
uay=a;+2s
uza'2 =a,— sa;+ 3r—s°
u3a'3=a3+m1+2t (1)
u? ay=ay—saz+ 2ra; — (t+rs)a; + 37— 2st
uéag = as+ ra,—taz + ra, —rta; + r— £
Relations entre les coefficients b; et b; :
W by =by+ 12r
410 _ 2
u' by = byt rbyt 6r
611 _ 2 3
u bg = bst 2rby+ b+ 4r (1-1)
u8b('g = bg+ 3r bs+ 3r°by+ byt 3¢
Relations entre les coefficients ¢; et c; -
u cy=cy
6 1 _
U cg=cCs (1-2)
Relations entre les invariants :
Discriminants :
u’A(E') =A(E)
Invariants modulaires:

J(E')=J(E) (1-3)

Larelation j(E') =j( E) permet de classifier les courbes elliptiques isomorphes .

Exemple :

Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y'+3xy+11y = x-5x"+6x - 20 €Q[x,y]
Calcul de son discriminant A(E)= - 882143 .
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L’isomorphisme d’équation :
x=4X-3 , y=8Y-6X+9
transforme E en la courbe elliptique E’ isomorphe a E :
5 3 47 2, 33 209
E Y+ y=X"-""X"+X-""eQfx
2 4 8 64 Q]

La relation j(E ) = j(E") permet de classifier les courbes elliptiques par leur invariant modulaire .
Proposition 2 :

2 courbes elliptiques E et E' sont isomorphes si et seulement si leurs invariants modulaires
sont égaux .
Preuve de "E et E’ isomorphes " implique " j(E)=j(E')"
Soit 2 courbes elliptiques E et E’ isomorphes .
Par la proposition 1 , cet isomorphisme a pour équation :

x= u2X+r, y= WY +su X+t

La relation (1-3) implique j(E)=j(E').
Preuve de "j(E)=j(E’) " implique " E et E’ isomorphes "
Prenons 2 équations de Weierstrass :

E :y'=x—27cyx — 54cs e K[x,y] (1)

E':y’=x’—27¢,x - 54cf eK[x,y] (1-1)
L’hypoth¢se j(E)=j(E") implique 1’égalité :

1728¢, _ 1728¢)°

3 2 13 12 0 (2)
C4 —C6 C4 —C6

(2) implique ¢4’ c’62 =c§13 ce” et 3 cas possibles :

1) Soit c4=0 implique j(E)=0 et c¢'s=0, cs#0 et c5z#0
1/6
On pose u= (c—?J ; 6 valeurs possibles de u .
6
alors les deux courbes elliptiques E et E’ sont isomorphes par les isomorphismes :

(y)—(u’x,u’y)
2) Soit ¢5=0, cela implique j=1728 et c5 =0

c#0 etc'y#0

40



Chapitre 1V : Morphismes de courbes elliptiques.

1/4
On pose u= (C—f‘] ; 4 valeurs possibles de u .
C4

3) Soit c#0 et cs#0 alors j#0 , 1728
Cela implique ¢'/#0 et c's #0

1/6 1/4
On pose u= (C—?j = (C—f‘j
C6 Cyq

On obtient I’isomorphisme entre E; et E; .

O
2. Isogenies de courbes elliptiques :
La notion d’isogénie de courbes elliptiques est d’un usage courant selon Shimura ( cf. [11])
Definition 1 :

Une isogénie de 2 courbes elliptiques E et E' sur un corps K est un homomorphisme non nul

de groupes abéliens :

A :E(K) — E'(K)
qui satisfait les conditions :
1) A est surjectif .
2) le noyau de 1 est d’ordre fini ;
3) A(P+Q) = A(P) + A(Q) pour tous points P et Q de la courbe E et 1(Og)=0Og

Chaque isogénie A : E(K) — E'(K) possede 2 invariants :

Le degré deg(A) et 1’isogénie duale A de L.

Définition 2 :

1) le degré d’une isogénie A est égal a l’ordre du noyau de 4 .

2) l'isogénie duale d’une isogénie 1 : E(K) — E'(K) de degré d est [’application

i E '(K) — E(K) qui satisfait les composées

J o :E(K) — E(K) est la multiplication par d sur E(K) .

Ao :E'(K) — E'(K) est la multiplication par d sur E'(K) .

et deg( ). )=deg(}).

La multiplication par un entier rationnel d e Z est ’endomorphisme A4 : E(K) — E(K) de valeur

Aa(P)=dP .
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Proposition 3 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps K , et un entier positif d .
Alors ’endomorphisme i, ( multiplication par I’entier d ) satisfait les propriétés :
Ddegig=d .
2) le noyau de I’endomorphisme A, est le sous groupe de d-torsion E(K)[d] .
3) si le corps K est de caractéristique 0 ou p premier avec [’entier d , alors :
ce sous groupe satisfait l'isomorphisme :

EK)[d]~ (Z4dL) x (Z/dL)
Preuve :
1) ( cf. [12] Théoréeme 6-2 , Chap III )
2) Ker(Aq) = { Pe E(K) tel que A4(P)= Of }= { Pe E(K) tel que dP= O }= E(K)[d] .
3) (cf. [12] corollaire 6-4 , Chap III )

[
L’ensemble Endz(E(K)) des multiplications Ay peut &tre muni d’une addition :
(Aat Aa)(P)= Aa (P)* Aa' (P)= Ag+a' (P)

La multiplication Ay par d=0 est 1’¢lément neutre de cette addition :

(Adg+ X0)(P)= A4 (P)+ Xo(P)= A4 (P)+ OP= A4 (P)+Or= 14 (P) .
Il en résulte les formules Ag+ Ag= Ao+ Ag=Aq .

Aaoha(P)= Aa(ha(P))= Ay(d'P)=dd'P=Aua(P)
Proposition 4 :

L’ensemble des multiplications 1;: E(K) — E(K) par les entiers rationnels d est un anneau

End(E) isomorphe a ’'anneau Z .
Preuve :
L’application Z— End(E) qui associe a tout entier d la multiplication A4 est un isomorphisme
d’anneaux .
O
Exemple : multiplication par d= -1

Ai(P)=-P
Avec la formule du symétrique de P , nous obtenons

Mi(x, y)=(x, -y-a;x-az)
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Lorsque I’anneau End(E) des endomorphismes est isomorphe a un anneau contenant strictement
Z , il contient des isogénies 0 : E(K) — E(K) qui ne sont pas des multiplications Aq .
Définition 3 :

Une courbe elliptique E a une multiplication complexe lorsque I’anneau End(E) contient

l'anneau Z .

La structure de cet anneau End(E) a été complétement déterminée par Deuring .
Proposition 5 :
Soit une courbe elliptique E , sur un corps K , et [’anneau End(E) des endomorphismes de E .
Alors cet anneau est de ['un des 3 types :
1) End(E) peut étre isomorphe a Z lorsque le corps K est de car(K)=0 ;
2) End(E) peut étre isomorphe a un ordre d’un corps quadratique imaginaire .
3) End(E) peut étre isomorphe a un ordre de [’algebre des quaternions sur le corps Q lorsque
car(K)=p>0 .
Preuve : (cf. [2]).
O
Définition 4 :
Un ordre d’un corps quadratique imaginaire K est un sous anneau O(f)=Ax + fZ de [’anneau

Ak des entiers de K , |’entier naturel f est le conducteur de cet ordre .

Définition 5 :
L’algebre des quaternions sur le corps Q des rationnels est une algebre H simple , centrale ,
de rang 4 .
Elle est engendrée par 3 éléments i, j, k qui satisfont les conditions :
ij=k=-ji;jk=i=-kj ki=j=-ik.
i et j° sont des nombres rationnels négatifs .
Exemple : Multiplication Complexe par V-2 .
Les formules de I’isogénie sont :
() = (. yN=2)
d’apres Rajwade (cf. [10] ) .
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Proposition 6 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps K son groupe de Mordell-Weil E(K) et soit un
sous groupe A d’ordre fini de E(K) .
Alors il existe une unique courbe elliptique E' et une isogénie 1 de noyau A telle que :
l:E—E=E/A4 .
Preuve : (cf. [12]).0

La détermination d’isogénies de courbes elliptiques qui utilise cette proposition a été
entreprise par Vélu dans [13] :
C’est la méthode de Vélu que nous allons décrire .

Méthode de Vélu :

Cet algorithme de calcul comporte plusieurs étapes :

(1) Courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
y2 +axy+azy =¥+ a2x2 +ax +as €Qfx,y]

(2) Sous groupe fini F du groupe de Mordell-Weil E(Q) .

(3) Isogénie de noyau le sous groupe F
f:E—E/F=E'

de valeur f(x, y)=(X, Y)

(4) L’ensemble F, des points d’ordre 2 de F—{Oz} .

(5) Une partie R de F— {Oy} — F, telle que :

F-{Og} —F,=R U (-R) et R n(—R)=0.

(6) Lapartie S=F, U R.

(7) G(x, ) =x + agx2 +ax + a6—y2—a1xy— asy .

(8) Pour O = (xp,yg) € S, les dérivées partielles :

oG

r. (xg. yg) = 3xQ+ 2amo+ as— ajyg,

G.(Q)=

, oG
G,(Q) = 5()@,)@) =—2yp —aixp —as .

(9) Les nombres :
ugp = (G )’ = 4xp + bixg + 2byxg + bs
G (0) si OeF)

o=
2G.(Q)-a; G, (Q) = 6xj + bxg + by siQeR
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(10) Les nombres :
t= ZtQ et w= Z(uQ—i-thQ)

QeS QeS

Cet algorithme de calcul induit la :
Proposition 7 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de Weierstrass :
E: y2+ axy+ azy = © + a2x2+ ax+ as € Q[x,y/
Soit un sous groupe F fini du groupe E(Q) et d’invariant b,(E) .
Soit une isogenie f: E— E/F =E’, d’équations (x,y)— (X,Y) et les nombres t, w de la
formule (10) et les coordonnées X, Y :

X=x+ Z{ ‘o Yo ]

+ 2
ocs| X=X, (x—xQ)

2v+a,x+ a(x—x,)+y-— au,—-G.G
Yzy—Z{uQ yrax+a; i o)tV yQ+ Mo y

QeS (x_xQ)3 ¢ (X—XQ)2 (x_xQ)z

Alors la courbe isogene E’a pour équation de Weierstrass :
E’: Y+ a XY + a3Y = X’ +a: X2+ (a,=5t) X+ ag —bot — 7w .
Preuve : (cf.[13]).

O

Exemple 1 :

Soit une courbe elliptique d’équation de Weierstrass :

E: Y +y=x -xeQ/xy]
Les coefficients de E sont égaux a :
a;=0,a,=—1,a3=1,a,=0,as=0
Les invariants de E :
by=—4,bs=0,bs=1, bs=—1, A(E)=-11 .
Soit le sous groupe F d’ordre 5 du groupe E(Q) engendré par le point de 5-torsion
P=(0,0)eE(Q) :

F={P,2P,3P,4P,5P=0¢ }
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En appliquant les formules des coordonnées de la somme de 2 points et des coordonnées du
point 2P nous obtenons les résultats :
2P=(1,-1),3P=(1,0),4P=(0,-1).
Alors la partie S de la formule (6) de 1’algorithme est I’ensemble :
S={P,2P}
Calcul des nombres ¢ et w de la formule (10) de 1’algorithme :
xp=0, yp=0, tp=0, up=1, G (P)=0, G, (P)=-1
x2p=1,y2p= -1, t2p=2, up=1, G, (2P)=1, G, (2P)=1
=2, w=4.

Les formules X et Y de la proposition 4 impliquent :

X=x+ LZ+ 2 + ! >
X x—=1 (x-1)

_2y+1 2y+1 2y+1

Yy T T T T sy

Nous obtenons 1’équation de Weierstrass de la courbe isogene :

E:V+Y=X-X-10X-20.

Exemple 2 :
Soit la famille de courbes elliptiques E3(s,¢) a 2 parameétres d’équation de Weierstrass :
Es(s9) : ' =x(x—s)(x—1) € Q/xy]
Les coefficients de la courbe elliptique E3(s,¢) sont égaux a :
ai(s,t) =0, ax(s,t) =—(s+t), az(s,t) = 0, as(s,t) = st, ag(s,t) =0 ;
Les invariants de E3(s,?) :
ba(s,t) =—4(s+t), by(s,t) = 2st, bs(s,t) = 0, bs(s,t) =—s°t ;
ca(s,t) = 16(s*—st+ 1), co(s,t) = 2°( 25°+ 26 = 35t — 3s¢°) .
Calcul du discriminant :
A(Es(s,1)=2°s"C (s—1)° .
Les 3 points Py =(0,0) , P; =(s,0) et P, =(t,0) satisfont :
2Py =2P;=2P; = O,

Donc Py, P;, P, sont des points de 2-torsion de la courbe elliptique .
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Soit le sous groupe F d’ordre 2 du groupe E3(Q(s,¢)) engendré par le point Py = (0,0) :
F={Py, 2P)=0, }
Calcul des nombres ¢ et w de la formule (10) :
On remplace le nombre ¢ de la formule (10) par v, pour ne pas le confondre avec le
parametre .
L’ensemble F des points d’ordre 2 de F— { O, } est trivial :
F,={Py}
La partie R est vide car le sous groupe F ne contient pas de point d’ordre > 2 .
D’oulapartieS=F,={ Py} .
Le polyndme de 2 variables G(x,y) = x(x—s)(x—t)— "
Les dérivées partielles de G(x,) :
G (xy)= 3x°=2(s+t)x+ st ;

G, (xy)=-2.
Calcul des nombres v et w de la formule (10) de 1’algorithme :
Xp =0, yp=0,1,=st,u,=0, G (Py)=st, G,(Py) =0
v=st,w=20 .
Nous obtenons 1’équation de la courbe isogene E'par I’isogénie de noyau F :
E’: Y =X~ (s+)X°— 4stX + 4st(s+1) € Q/X, Y]
En posant (X, Y)=(x+s+t, y) , nous obtenons la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
Eis1) - ¥ =x(x’+ 2(s+)x+(s—1)°) € Qfx,y]
Calcul du discriminant :
A(E (s,8)=25st(s—1)" .

L’isogénie est déterminée par les équations :

X=x+s—t
x

sty

Y=y-—=
X

C’est une isogénie du groupe E3(Q(s,t)) dans le groupe E,(Q(s,¢)) de degré 2 .
Soit le sous groupe F’' d’ordre 2 du groupe E3(Q(s,¢)) engendré par le point P; = (s,0) :
F' = {P1,2P120E3 }
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Calcul des nombres v et w de la formule (10) de I’algorithme :

L’ensemble F, des points d’ordre 2 de F'— {O, } est:
F;={P}
La partie R est vide .
Donc lapartieS=F, ={P;}.
Xp =8, yp=0,1,=s(s=1), u, =0, G.(P)) =s(s—1), G, (P) =0
v=s(5—1), w=s(s—1) .
Nous obtenons 1’équation de la courbe isogene Ej3(s,2)/F' par I’isogénie de noyau F’ :
Y =X — (s+)X°+ (6st=55°)X — 35’ — 45+ 7s°t € Q[X, Y]
En posant (X,Y)=(x—s+t, y) , on obtient la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
Eus,t) : Y =x(xX’=2(2s—t)x+ 1) e Q[x,y]

Calcul du discriminant :
A(E4(s,1)=2°st"(s—1) .

L’isogénie est déterminée par les équations :

X:x+s(s—t)
xX—s

_ . S(s=t)y
P sy

C’est une isogénie du groupe E3(Q(s,t)) dans le groupe E4(Q(s,¢)) de degré 2 .

Soit le sous groupe F” d’ordre 2 du groupe E3(Q(s,2)) engendré par le point P, = (2,0) :
F" ={P;, 2P= O, }

Calcul des nombres v et w de la formule (10) de I’algorithme :

L’ensemble F; des points d’ordre 2 de F" —{O, } est:
Fy={P:}

La partie R est vide .

Donc lapartieS=F, ={P,}.

Xp=t, yp=0,1, =—tis—1), u, =0, G.(P) =—t(s—1), G, (P) =0

v=—ts—t), w=—>0(s—1) .

Nous obtenons 1’équation de la courbe isogéne Ej(s,t)/ F" par I’isogénie de noyau F” :

Y =X (s+)X°+ (6st=5£)X — 36— 45°t+ 7st’ € Q[X, Y]
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En posant (X, Y)=(x+s—, y) , on obtient la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
Es(s,t) : y' = x(x+ 2(s—2t)x+ s’)e Q/x,y]

Calcul du discriminant :
A(Es(s,0)=—2%"t(s—1) .

L’isogénie est déterminée par les équations :

t(s—t)

x—t

X=x-—

_ t(s—t)y
Y=y+ —(x—t)z

C’est une isogénie du groupe E3(Q(s,t)) dans le groupe E5(Q(s,¢)) de degré 2 .
Soit I’exemple numérique pris dans [9] :
s=2"5 ,t=-1319° et s —t=3".11°31
Pour ces valeurs numériques , la courbe elliptique d’équation de Weierstrass :
Es(25,-1319°) : ' =x(x-2".5)(x + 13.19°)
admet comme courbes isogeénes :
1) Ex(2°5,-13.19°): Y =x(x’+2(2°°.5-13.19° )x+(3".11°.31)°)
de discriminant :
A=-2%372511°13.19°31"
par I’isogénie de degreé 2 et de noyau F = { Py =(0,0), 2Py= O, } , de valeur :

(x,y) = (X Y) avec :

2%.5.13.19°
x _———————
X

X:

N 2%.513.19°y

2
X

Y=y

2) E(25,-13.19°) : ' =x(x*=2(2".5+13.19° )x+ 13°.19")
de discriminant :
A=2%3"51113.19 31
par I’isogénie de degré 2 et de noyau F' = { P; =(230.5 ,0),2P;= OEj } , de valeur :

(x,y) - (X Y) avec :
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. 2% 38 5 11°.31

X=x
x=-2%"5

_2%3Y5.11° 31y
(x=2"5)

Y=y

3) Es(25,-13.19°) : ' =x(’+2(2"°.5 + 2.13.19° )x+ 2.5%)
de discriminant :
A=2"35511°13.19°31
par I’isogénie de degré 2 et de noyau F"' = { P, =( — ]3.196, 0),2P,= OEj } , de valeur :

(x,y) = (X,Y) avec :

35.11°.13.19°.31

X=x+
x+13.19°

_38.11°.13.19° 31y
(x+13.19° )

Y=y

Exemple 3 :

Soit la famille de courbes elliptiques E>(s,¢) a 2 paramétres d’équation de Weierstrass :
Exs.0) : ¥ = x(+ s+ ) e Q]

On suppose que le polyndme x’+sx+ ¢ est irréductible sur le corps Q des nombres rationnels .

Les coefficients de la courbe elliptique E>(s,?) sont égaux a :

ai(s,t) =0, axs,t)=s, as3(s,t) =0, aq(s,t) =t, as(s,t) =0 ;

Les invariants :

ba(s,t)=4s, bu(s,t) = 2t, bs(s,t) = 0, bs(s,t) =—¢ .

Calcul du discriminant :
A(Ex(s,0)=2'F(s*—41) .

Le point Py=(0,0) est un point de 2-torsion de E»(Q(s,2)) .

Soit le sous groupe F d’ordre 2 du groupe E»(Q(s,#)) engendré par le point Py = (0,0) :
F = { Po, 2P0: OE2 }

On détermine la courbe isogene E,(s,t)/F par I’isogénie de noyau le sous groupe F :
En appliquant les formules de Vélu , nous obtenons les résultats :

L’ensemble F; des points d’ordre 2 de F— { O, } est trivial :

Fzz{Po}
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La partie R est vide .

Donc la partie S=F, = { Py } est triviale .

Le polyndéme de 2 variables G(x,y) = x(x’+sx+ t)—)".
Les dérivées partielles de G(x,y) sont égales a :

Gl (xy)= 3"+ 2sx+1t;

G, (xy)=-2.
Calcul des nombres v et w de la formule (10) de 1’algorithme :
Xp =0, yp,=0,1, =t,u,=0, G.(Py =t, G;(Po) =0
v=t,w=0 .
Nous obtenons 1’équation de la courbe isogeéne E>(s,t)/F par I’isogénie de noyau F :
Y =X+ sX°— 41X —4ste Q/X,Y]
En effectuant le changement (X,Y)=(x—s, y) , on obtient la courbe elliptique d’équation de
Weierstrass :
Es(s,t) : y2 = x(xX’=2sx+5°—4t) e Q/xy]
Calcul du discriminant :
A(Es(s,t)=251(s’— 41)° .

L’isogénie est déterminée par les équations :

X=x+£
X
ty

Y=y — 2
xZ

C’est une isogénie du groupe E»(Q(s,t)) dans le groupe E4(Q(s,¢)) de degré 2 .
Nous choisissons les valeurs de Nitaj :

s =40103941,t= 27101
La courbe elliptique associée a pour équation de Weierstrass :

Ex(s,t): y =x(x’+40103941x+ 2°°.7°.101 )

Elle admet comme courbe isogene la courbe elliptique :
Es(s,t): v =x(x’—2.40103941x+ 40103941°—2°* 77101 )
Son discriminant est égal a :
A(Eg) = 2*.72.101.( 40103941° - 2°% 7. 101 )*
par 'isogenie de degré 2 et de noyau F = { O, , Py=(0,0)} , de valeurs :
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(x,y) = (X, Y) avec :

2772101
X

X=x+

2077101y

2
X

Y=y

Conclusion :

Par définition, une isogénie de courbes elliptiques a un noyau non trivial ; un isomorphisme
de courbes elliptiques a un noyau trivial, donc une isogénie n’est pas un isomorphisme.
Vérifions — le en calculant les discriminants et les invariants modulaires dans les exemples

numériques précédents :

Exemple 1 :

E :y2+y=x3—x2

E': y2+y =x —x’—10x -20

3
AE)=—11 et j(B)= — &
11
464°
A(E')= - 161051 et j(E') = — £i(E) .
(E) JEE") 161051 J(E)

Exemple 2 :

Es(s9) : ' =x(x—s)(x—1)
Pour les valeurs des parametres s et ¢ précédentes j’obtiens le discriminant et 1’invariant
modulaire :
A(E3) = 6,1693%10°" et j(E3) =22751.
Les courbes isogenes de Ej3 sont :
1) Ei(s,t) - V° =x(x’+ 2(s+t)x+(s—1)°)
A(E)) =-1,0751x10% et j(E;) =17,973 # j(E;) .
2) Eis,t) - V° =x(x’=2(2s—t)x+ )
A(E4) =1,1500% 10" et j(E4) = 4,8390%10° = j(E3) .
3) Es(s,t) - V° =x(x’ +2(s 2t)x+ 5°)
A(Es)=7,7787x 10" et j(Es) =3508,7 # j(Es) .
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Exemple 3 :
Ex(s,t) : Y =x(x’+ sx+ 1)

A(E) = 4,5887x10* et j(E,) = 1815,1.
La courbe isogéne de E; est :
Es(s,t) : y° =x(x’=2sx+ s°—4t)
A(Eq) = 5,3528x10* et j(E¢) = 1,4092%X10° # j(E,) .
Perspectives:

En conclusion , cette étude des morphismes de courbes elliptiques E(s,t) a 2 paramétres a
permis d’obtenir des résultats intéréssants . Elle sera complétée prochainement par 1’étude
d’autres aspects des courbes elliptiques : rang , twists , descentes , groupes de Chatelet-Weil

WC(EN) , groupe de Selmer S(E/Q) , groupe de Shafarivich-Tate I//(E/Q) , série de Hasse
L(E,s) de E ...
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