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Introduction Générale

‘une des principales missions pour laquelle la recherche opérationnelle s’est vouée
L est d’aider a la prise de décision et a la gestion.

Les modeles traditionnels développés dans le cadre des méthodes quantitatives de
gestion considéraient en général un critére unique, pour lesquels il existe des solutions
optimales. Les algorithmes mis au point consistent alors a définir un moyen d’atteindre,
le plus rapidement possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas, cette
modélisation des problemes ne traduit pas exactement la réalité a appréhender.

Une autre facon de modéliser les problemes a vu le jour, il y a maintenant une
trentaine d’années, permettant une représentation fidele de la réalité. La nouveauté
consiste a optimiser plusieurs criteres éventuellement conflictuels simultanément.

La difficulté principale de tels problemes est liées a la présence de conflits entre les
divers objectifs. En effet, les solutions optimales pour un objectif donné ne correspondent
généralement pas a celles des autres objectifs pris indépendamment. De ce fait, il n’existe,
la plupart du temps aucun point de I'espace de recherche ou tous les criteres sont op-
timales simultanément, on parle dans ce cas de probleme d’optimisation multi-objectif
(ou multicritere) qui définit un ensemble de solutions acceptables assurant un compro-

mis entre les objectifs considérés, appelées solutions de compromis ou solutions efficients.

Dans de nombreuses situations pratiques, il est nécessaire d’utiliser des variables
discretes dans la modélisation du probleme. En effet, dans la majorité des applications
concretes de programmation mathématique, la présence des variables entiere est inévi-
table, on parle alors d’optimisation discréte ou programmation en nombres entiers.

De ce fait, la programmation mathématique multi-objectif en nombre entiers repré-
sente le cadre général de notre travail dans ce mémoire.

La nature des variables discrétes dans un contexte multi-objectif introduit des diffi-

cultés spécifiques qui sont mis en evidence au cours de ce travail.

L’ensemble efficient d'un probleme multi-objectif peut étre généralement tres vaste



et méme infini dans le cas continu. Dans certaines situations, les décideurs n’ont pas
besoin de toutes les solutions efficaces d’'un probléme de programmation multi-objectif
mais uniquement de solutions efficaces qui réalisent 'optimum d’un objectif différent
d’autre objectifs déja fixés. Ceci nous mene vers la recherche de la solution optimale
d’un critere sur I’ensemble des solutions efficients comme outil pour mesurer les préfé-

rences des décideurs et distinguer parmi les nombreuses solutions efficaces.

L’objectif de cette theése consiste a étudier le probleme d’optimisation d'un critere
sur ’ensemble efficient d’un probleme multi-objectif en variables entieres. Ce probléme
est tres difficile a résoudre, ceci est dii principalement a la non convexité de son ensemble
réalisable et le probleme appartient alors a la classe des problemes d’optimisation glo-
bale ou non convexe. Cependant, nous nous somme rendus compte que les publications
traitant I'optimisation d’un critere linéaire sur I’ensemble des points efficient d’un pro-
bleme multi-objectif linéaire en variables entieres MOILP sont relativement tres peu
nombreuses. Cet état de chose, bien que source de difficulté potentielle, nous a davantage
motivé pour explorer cette classe de problemes.

La plupart des méthodes développées dans la littérature traite le cas (Linéaire- Li-
néaire) c’est a dire optimiser un critére linéaire sur l’ensemble efficient d’un probléme
multi-objectif linéaire discret MOILP [59], [4], [46], [15].

Tres peu de travaux récent ont traité des cas plus généraux, a savoir le cas (Fractionnaire-
Linéaire) qui consiste a optimiser un critére fractionnaire sur ’ensemble efficient d’un
probleme MOILP [1, le cas (Linéaire- Fractionnaire) qui optimise un critere linéaire
sur un ensemble efficient d'un probleme MOILF P [83], le cas (Fractionnaire- Fraction-
naire) optimisant un critere fractionnaire linéaire sur I’ensemble efficient d’un probleme
MOILFP [84] et le cas (Linéaire- Quadratique) qui, quand a lui, optimise un criteére

linéaire sur I’ensemble efficient d’un probleme multi-objectif quadratique convexe [6].

Ce mémoire est dédié a 'optimisation d’un critere quadratique sur I’ensemble efficient
d’un probléme multi-objectif discrét, nous tenons a souligner qu’a notre connaissance, il
n’existe aucun article traitant le probleme proposé, ce qui justifie notre interét a I’étudier.
Nous proposons pour cela le cas de 'optimisation d’un critere quadratique semi-défini
sur ’ensemble efficient d’un probleme M OILP aussi le cas de 'optimisation d’un critere

quadratique indéfini sur I’ensemble efficient d’un probleme MOILP.

Ce mémoire de these est organisé de la fagon suivante :

— Le chapitre 1 expose une introduction générale a ’'optimisation quadratique, nous
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nous somme intéressé a 'optimisation quadratique semi-définie et a l'optimisa-
tion quadratique indéfinie, nous présentons les principales approches de résolution
proposées dans la littérature pour ces différents problémes.

Le chapitre 2 expose le cadre générale de notre travail , nous présentons pour cela
I'essentiel des définitions et résultats reliés a 'optimisation multi-objectif et nous
parlerons des différentes approches de résolution.

Le chapitre 3 se focalise sur la programmation linéaire multi-objectif en variables
entiecre MOILP et sur quelques travaux récents existant en littérature.

Le chapitre 4 expose notre contribution qui consiste a optimiser un critere qua-
dratique sur ’ensemble efficient d’un probleme MOILP. Nous proposons pour
cela deux approches différentes pour le cas d’un critere quadratique indéfini et une
approche pour le cas d’un critére quadratique semi-définie.

Enfin, le mémoire s’achevera par une conclusion générale et quelques perspectives
de recherche.



Chapitre 1

La Programmation Quadratique

1.1 Introduction

Les problemes de la programmation linéaire se posent lorsque I’'on cherche a optimi-
ser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire de plusieurs variables, étant donnée
que celles-ci doivent vérifier un certain nombre d’équations et/ou d’inéquations appe-
lées contraintes. La forme exacte de ces contraintes peut différer d’'un probleme a un
autre, cependant, tout programme linéaire peut étre transformé sous la forme standard

suivante :

optimiser Z(x) = c'x

sc
Az =10
x>0

(LP)

ol ¢ et x sont deux n-vecteurs réels, A est une m x n-matrice réelle et b un m-vecteur
réel.

L’ensemble des contraintes z € S = {z € R"|Az = b, = > 0} représente 1'ensemble
des solutions réalisables de (LP).

Si les variables sont astreintes a ne prendre que des valeurs entieres, on parle de
programme linéaire en nombres entiers (ILP), et si les variables ne peuvent prendre
que les valeurs 0 ou 1, le programme est linéaire a variables bivalentes. Il existe aussi
des problémes dans lesquels une partie seulement des variables ne peut prendre que des
valeurs entieres; on parle alors, de programme linéaire mixte.

Les éléments de base de la programmation linéaire ont fait I’'objet d’une littérature
abondante aussi riche que diversifiée. On retiendra essentiellement les ouvrages spécia-
lisés suivants : [52], [57], [67], [71], [75] et [73].
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Il existe des algorithmes polyndémiaux efficaces pour résoudre un programme linéaire
comme ceux dits de points intérieurs initiés par Karmarkar [47] en 1984. Néanmoins
'algorithme du simplexe introduit en 1947 par G.B.Dantzig [25] est le plus célebre (et
le plus efficace dans le cas général) des algorithmes de résolution, bien qu’il ne soit pas
polynomial !

L’algorithme du simplexe repose sur le fait qu’une solution optimale d'un programme
linéaire peut étre prise parmi les sommets du polyedre de R™ déterminé par Az < b.

Un programme non linéaire est beaucoup plus difficile a résoudre, et la théorie du
Simplexe ne peut étre utilisée. Une solution optimale d’un programme linéaire lorsqu’elle
existe est un point extréme de I’ensemble des solutions réalisables (polyedre des solutions
réalisables). Par contre une solution optimale d’un probléme non linéaire peut étre un
point intérieur ou sur la frontiere de ’ensemble des solutions réalisables mais pas néces-
sairement un point extréme. La principale difficulté de la programmation non linéaire

est que 'on peut avoir des optimaux locaux qui ne sont pas globaux.

Nous illustrons la difficulté de la recherche de la solution optimale dans le cas non

linéaire par les deux exemples suivants :

Exemple 1 : Considérons 'exemple suivant dont 'illustration graphique est donnée a

la figure ot 'on peut voir que la solution optimale est strictement intérieure.

min (z; — 3)% + (w9 — 3)?
sc

T <4

2@y < 12

3r1 + 229 < 18

Ty, Tg >0
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oy A

I

FIGURE 1.1 — Solution intérieure

Exemple 2 :
max 3x1 + dxo

sc
l'1§4
8ry — 1% + 14wy — 23 < 49

1, T2 >0

FIGURE 1.2 — Maximum local

La représentation graphique est donnée a la figure [I.2] ot 'on peut voir l'existence

de deux maximum locaux (4,3) et (0,7) mais (0,7) est le maximum global.
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Le probleme peut également se produire si la fonction objectif que I'on optimise est
non convexe. La détermination de tous les optimaux locaux est un probleme tres délicat
en général. Cependant, il existe une classe de problémes pour lesquels ce probleme ne
se produit pas dans le sens que tous les optimums locaux sont des optimum globaux. Il
s’agit des problemes convexes.

Dans ces deux cas, il apparailt alors comme évident que la recherche de la solution
optimale est plus difficile que dans le cas linéaire, puisqu’elle doit se faire tout le long
du polygone des contraintes, et non seulement en quelques points particuliers. De plus,

si la solution cherchée est entiere, la complexité est encore augmentée.

Les cas les plus fréquents de la programmation non linéaire est la programmation
quadratique dont nous allons détailler dans ce qui suit, les différents outils pour résoudre

ces types de programmes.

1.2 Eléments de D’algébre linéaire

Définition 1.2.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique.
— A est dite définie positive, si 'Ax > 0, Vo € R", x # 0.
— A est dite définie négative, si 'Ax < 0, Vo € R", x # 0.
— A est dite semi-définie positive, si x'Ax > 0, Vo € R" et 3z € R" tel que 2t Az = 0,

x # 0.
— A est dite semi-définie négative, si x* Ax < 0, Vo € R" et 3x € R" tel que ' Az = 0,
x #0.
— A est dite indéfinie, si Az peut prendre un signe ou l'autre selon la valeur de x.
Notons que z' Az = 37, >i1 aijzixy est appelé forme quadratique.

Définition 1.2.2 On appelle mineur principal d’ordre j de A, noté V;(A), le détermi-
nant de la sous-matrice de A obtenue en supprimant les (n — j) derniéres lignes et les
(n — j) derniére colonnes de A.

a1l a2

Les mineurs principaux de A sont : Vi (A) = a11, Va(A) = s ooy Vi (A) = det(A)

a21 A2

Définition 1.2.3 Soit A € R, X\ est appelée valeur propre de A si det(A — \I) = 0.

Propriété 1.2.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique.

— A est définie positive si et seulement si (—A) est définie négatives.
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— A est définie positive si et seulement si tous les mineurs principauxr de A sont
strictement positifs. ie, V;(A) > 0Vj =1 n.

— A est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont stric-
tement positives.

~ A est définie négative si et seulement si Vj =1,n (—1)7V;(A) > 0.

— A est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont stric-
tement négatives.

— A est semi-définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
positives ou nulles et il existe une valeur propre A telle que A = 0.

— A est semi-définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont

négatives ou nulles et il existe une valeur propre X\ telle que A = 0..

1.3 Notion sur 'optimisation convexe

L’importance de la convexité en optimisation peut se résumer en la phrase de Ro-
ckafellar [64] : "La vraie ligne de démarcation en optimisation n’est pas entre linéaire et

non linéaire mais entre convexe et non conveze'.

Définition 1.3.1 (Ensemble convexe) On dit que [’ensemble S est conveze si et seule-
ment si :

Ve, ye SetVAe 0,1, e+ (1—-NyeS

D’un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient

deux points, contient nécessairement le segment les reliant.

Définition 1.3.2 (Combinaison linéaire convexe) Un vecteur y € S est une com-

binaison linéaire conveze des points {x1,...,x,} s’il existe des coefficients réels \; ; i €

{1,...,p}, tels que :
P P
y=> Nz, avec \; >0, Vi€ {1,...,p} et D> X\ =1
i=1 i=1

Définition 1.3.3 (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’un ensemble S C R™;
est l’ensemble des points de R™ qui s’écrivent comme combinaisons convexes des points
de S. Elle est notée par :

p p
conv(S) ={z eR" /e = Ny, , €S, i >0i€{l,..,p} et Y N=1}
i=1

=1
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C’est le plus petit ensemble convexe contenant .S.

— L’ensemble {z € R"/a’x = b} représente un hyperplan de R";
— L’ensemble {x € R™/a’x < b} représente un demi-espace fermé de R™ dont I’hy-

perplan correspondant constitue la frontiere.

Définition 1.3.4 (Polyédre) — Un polyédre S est l'intersection d’un mombre fini
de demi-espaces fermés et/ou d’hyperplans.
— Un polyédre est un ensemble convexe fermé.

— Un polyédre S est borné s’il existe une valeur 3 finie et positive telle que :
lz;| < B Vje{l,..,n}etVres.
— Un polytope est un polyedre borné et non vide.

Définition 1.3.5 (Point extréme) Soit S un conveze non vide de R". x est dit point

extréme ou sommet de S si :
r=MAr;+ (1 = Ny Vg, 29 € S et A €]0,1] alors © = x1 = xs.

Définition 1.3.6 (Fonction convexe) La fonction f : S — R est dite convexre sur

lensemble S non vide de R™ si et seulement si :
Y,y € S et YA€ [0,1] ona f(z+ (1 —Ny) < Af(2)+ (1 - N f(y)

Définition 1.3.7 (Fonction concave) La fonction f : S — R est dite concave sur

l'ensemble S non vide de R™ si et seulement si :
Ve,y€e Set VA€ [0,1] ona f(Az+ (1 —N)y) > Af(z)+ (1= N)f(y)

— Les cas stricts correspondent aux mémes définitions avec des inégalités strictes
pour 0 < A< 1letx#uy.
— La fonction f est concave (resp. strictement concave)< (— f) est convexe (resp.strictement

convexe).

Définition 1.3.8 (Epigraphe) On appelle épigraphe de f noté épi(f) le sous ensemble
de R défini par
epi(f) ={(z,y) € SxR/y = f(x)}
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Définition 1.3.9 (Hypographe) On appelle hypographe de f noté hyp(f) le sous en-
semble de R™™! défini par :

hyp(f) = {(z,y) € S xR/y < f(x)}

Théoreme 1.3.1 1. f est convezxe si et seulement si épi(f) est conveze.

2. f est concave si et seulement si hyp(f) est conveze.

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction convexe alors l’ensemble niveau L(f, ) = {x € S :

f(z) < a} est convexe pour tout o € R.

Définition 1.3.10 Soit S C R", S # (). L’ensemble V() ={z € S: ||z — Z|| < €} est

appelé voisinage de T € S, ou € > 0 et ||.|| désigne la norme euclidienne de R™.

Définition 1.3.11 On dit que T appartient a l'intérieur de S, noté int(S), s’il existe
e >0 tel que V.(z) C S.

Théoréme 1.3.2 Soit f: S C R®™ — R une fonction convere sur S ensemble convezre

non vide. Alors f est continue sur l'intérieure de S.

1.3.1 Fonctions convexes généralisées

Les fonctions convexes généralisées jouent un role tres important dans la théorie de

I’optimisation. Soit une fonction f : S C R® — R avec S un convexe non vide de R".

Définition 1.3.12 (Fonction quasiconvexe) La fonction f est dite quasiconvezre sur

S si et seulement si :
Ve,y € S et YA€ [0,1] ona f(Ax+ (1 —N)y) <max{f(z), f(y)}
f est quasiconvexe sur S est ainsi équivalente a :

Vae,y € Set VA€ [0,1], f(z) < f(y) = fAz+ (1= Ny) < f(y)

Définition 1.3.13 (Fonction quasiconcave) La fonction f est dite quasiconcave sur

S si et seulement st :

Vo,y € S et VA€ [0,1] ona f(Ax + (1 —N)y) > min{f(z), f(y)}
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La fonction f est quasiconcave < (—f) est quasiconvexe.

Une fonction qui est a la fois quasiconvexe et quasiconcave est dite quasimonotone
ou quasilinéaire.

Les fonctions quasiconvexes, quasiconcaves et quasilinéaires sont caractérisées par la

convexité de leurs ensembles niveaux.
Remarque 1.3.1 Une fonction convexe sur S convexe est quasiconveze.

Définition 1.3.14 (Fonction strictement quasiconvexe) La fonction f est stricte-

ment quasiconvexe sur S si :

Ve,y € S avee f(z) # f(y)VA €]0,1[ on a f(Ax + (1 — N)y) < max{f(z), f(y)}

f strictement quasiconcave si (—f) est strictement quasiconvexe.

Définition 1.3.15 (Fonction differentiable) Soit S un ensemble non vide de R™ et
f S — R. f est dite differentiable en T € S s’il existe une application linéaire L : R™ —
R et une fonction o : R™ — R tels que :

flx)=f(@)+ Lz —2)+ ||z — Z|| a(Z;2 — Z); Ve €S

Dans ce cas L est spécifiée par la matrice C d’ordre 1 X n telle que C' = V f(x)
ot lim, ,z a(z;x — ) =0 et Vf(z) = (M@) L@))t

dx1 ') dxp

Définition 1.3.16 (Fonction pseudoconvexe) Soit f une fonction differentiable sur

S un ouvert non vide de R"™. f est pseudoconvexe sur S si :
Va,y €8, (y— ) Vf(x) > 0= fy) > f(x)

Définition 1.3.17 (Fonction pseudoconcave) Soit f une fonction differentiable sur

S un ouvert non vide de R™. f est pseudoconcave sur S si :
o,y €5, (y—2) Vi) 0= f(y) < f(z)

Théoreme 1.3.3 Soit f : S — R differentiable et pseudoconvexe sur S un convexe

ouvert non vide de R™. Alors, f est a la fois quasiconveze et strictement quasiconveze.

Proposition 1.3.1 1. Si f est convexe alors f est quasiconvexe. Si de plus f est

differentiable alors elle est pseudoconveze.

2. Si f est concave alors f est quasiconcave. Si de plus f est differentiable alors elle

est pseudoconcave.
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1.3.2 Condition d’optimalité en optimisation non linéaire

Considérons le probleme de minimisation (F,,) suivant :

min f(x)
(Pn) ] sc
reS={reR"Azx <bx >0}

Définition 1.3.18 (Minimum global) Une solution admissible T est dite minimum
global si et seulement si f(z) < f(z), Yz € S.

Définition 1.3.19 (Minimum local) Une solution admissible T est dite minimum lo-

cal si et seulement si il existe un voisinage V. (x) de x tel que f(z) < f(x), Vo € SNV (z).

Tout minimum global est évidemment un minimum local.

En général, on est beaucoup plus intéressé par la recherche de minima globaux (car
ils sont les seuls a garantir que la valeur de leur fonction objectif ne peut étre améliorée),
mais ceux-ci sont malheureusement également beaucoup plus difficiles a calculer (intui-
tivement, la raison en est qu’il suffit pour prouver qu'un minimum est local de vérifier
qu’il n’existe pas de meilleure solution dans un voisinage restreint autour de ce minimum,
tandis que prouver qu'un minimum est global requiert I’analyse de la fonction objectif
sur l'entiereté du domaine admissible). Cependant, a 1’aide de la notion de convexité, de
quasiconvexité et de peudoconvexité, nous allons décrire une classe de probléemes pour

laquelle la situation est bien plus favorable.

Théoréme 1.3.4 (Conditions nécessaire d’optimalité) Soit f : S C R" — R est
une fonction convexe sur S un ensemble convexe non vide. Si x est un minimum local

alors il est un minimum global pour le probléme (P,,).

Théoréme 1.3.5 Si f : S C R® — R est une fonction convexe et differentiable sur S

convexe non vide et & € S tel que V f(x) = 0, alors x est un minimum global de f sur

S.

Théoréme 1.3.6 Soit f : S — R une fonction quasiconcave (ou quasiconveze) et conti-

nue sur S polyédre borné, alors au moins une solution optimale T, est un point extréme

de S.

Les fonctions strictement quasiconvexes et strictement quasiconcaves, sont parti-
culierement importantes dans la programmation non linéaire, car elles assurent qu’un
minimum local et un maximum local sur un ensemble convexe soit, respectivement, un

minimum global et un maximum global.
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Théoreme 1.3.7 Soit f : S — R strictement quasiconvexe sur S et S un convexe non

vide de R™. Si x est un minimum local alors x est un minimum global.

Les fonctions pseudoconvexes partagent, la propriété importante du théoreme [1.3.5]

avec les fonctions convexes.

Théoreme 1.3.8 Si f : S C R"™ — R est une fonction pseudoconvexe et differentiable

sur S convexe non vide et x € S tel que V f(x) =0, alors x est un minimum global de
f sur S.
Conditions de Kuhn-Tucker

Considérons le probleme de minimisation (P) :

min f(x)
(P)4 sc
reS

ou S est I'ensemble de solutions réalisables donné par :
S ={reR"gi(x) <0, i=,...,m; x>0}
On suppose que f et g;; i = 1,...,m, sont differentiable sur un domaine de R".

Définition 1.3.20 On appelle Lagrangien associé au probléme (P) la fonction L : R™ x
R™ — R définie par :

L(z,\) = f(z) + > Nigi(x)
i=1
Les \; pour i = 1,...,m sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Définition 1.3.21 — Les contraintes g;(x) = 0 sont dites actives (ou saturées) en
T.

— Les contraintes g;(x) < 0 sont dites inactives (ou insaturées) en x.

Définition 1.3.22 Soit z € R” 2 # 0 et soit x € S.
On dit que z est une direction admissible en x s’il existe a > 0 tel que x 4+ az soit

une solution réalisable pour tout a € [0, ).

Remarque 1.3.2 Si z est un minimum local du probléme (P) et z une direction ad-

missible alors f(x + az) > f(x) pour a > 0 suffisamment petit.
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On définit les ensembles suivants :

I(z) ={ie{1,...,m}|gi(x) = 0} : ensemble des indices des contraintes actives en x.

Z(x) = {z€R"3a>0, (rt+az) €S, 0<a<a} : ensembles des directions ad-
missibles en z.

Z(z) : fermeture de Z(x).

Y(z) ={z € R" z #0|z'Vg;i(z) <0, Vie I(x)}.

On a alors :

Lemme 1.3.2 Soit x € S, on a Z(x) C Y(x).

Définition 1.3.23 On dit que S satisfait ’hypothése de qualification des contraintes

(QC) enx € S si Z(x) =Y (x)

La vérification de I’hypothése de qualification des contraintes en x, signifie que les condi-
tions 2'Vg;(x) < 0 Vi € I(z) sont nécessaires et suffisantes pour que z soit une direction
admissible en z.

La vérification directe de I'hypothese de qualification des contraintes (QC) peut étre
treés difficile en pratique, c’est pourquoi on a recherché des conditions suffisantes pour
que (QC) soit réalisée. Les résultats les plus importants sont rassemblés dans le lemme

suivant :

Lemme 1.3.3 1. Pour que I’hypothése de (QC) soit vérifiée en un point xo de S il
suffit que Vg;(xo) pouri € I(xq) soient linéairement indépendants

2. Pour que l'hypothése de (QC) soit vérifiée en tout point x € S, il suffit que l'une

des deux conditions suivantes soit vérifiée :
(a) toutes les fonctions g; sont linéaires,

(b) toutes les fonctions g; sont pseudoconvezxes et il existe T € Stel que g;(x) <

0; Vi =1,...,m (cette condition est connue sous le nom de condition de Slater)

Le théoréeme de Kuhn-Tucker s’énonce alors comme suit :

Théoréeme 1.3.9 Soit x* € S et supposons que l’hypothése de qualification des contraintes
soit vérifiée en x*, ie Z(x*) =Y (x*).
— Six* est un optimum local pour le probleme P,,, alors il existe A € R™ vérifiant le

systeme de Kuhn-Tucker suivant :
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Vi) +>3Xr, AVg(z*) =0
)\i 2 O, 1= 1,...,m
— St f est pseudoconvexe, g; quasiconvere pour t = 1,...,m une condition nécessaire

et suffisante pour que x* soit une solution optimale pour le probléme (P) est qu’il
existe A € R™ vérifiant les conditions du systéme [KT).

1.4 La Programmation Quadratique

Les programmes quadratiques sont les programmes non linéaires les plus proches de
de la programmation linéaires, ils représentent une transition naturelle de la théorie de
la programmation linéaire vers la théorie de la programmation non linéaire, cependant, il
existent des différences importantes entre les solutions des problémes de programmation
linéaire et celles des problemes de programmation quadratique. Une solution optimale
d’un programme linéaire lorsqu’elle existe est un point extréme de 1’ensemble des solu-
tions réalisables (polyedre des solutions réalisables). Par contre une solution optimale
d’un probléme quadratique peut étre un point intérieur ou sur la frontiere de ’ensemble
des solutions réalisables mais pas nécessairement un point extréme.

La programmation quadratique est une classe importante de programmation mathé-
matique, de part sa vague utilisation dans différents domaines comme les probabilités
[85], la production efficace [2§], la sélection de portefeuille [53] ...

1.4.1 Formulation du probleme

Le probleme de la programmation quadratique (QP) consiste & déterminer un élément
x* optimisant la fonction %xtG:c + g'x sur un domaine réalisable S défini par le systéme

de contraintes linéaires. Il a donc la forme suivante :

optimiser ;z'Gx + g'z
(QP)q sc
S={xeR"/Az <0, z > 0}

ou (G est une matrice réelle symétrique d’ordre n X n, g et x deux vecteurs de R", A une
matrice réelle d’ordre m x n et b un vecteur de R™. L’ensemble S est supposé borné non
vide.

Lorsque la matrice G possede certaines propriétés, la fonction f peut prendre un

nom particulier. En effet, lorsque G est semi-définie (positive ou négative) le probléme
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est appelé programme quadratique semi-défini, sinon le probleme est dit programme qua-
dratique indéfini.
Si de plus, les variables sont astreintes a ne prendre que des valeurs entieres, le

programme (QP) est appelé programme quadratique en nombres entiers noté (/QP).

1.4.2 Programmation quadratique semi-définie

Un probleme de programmation quadratique semi-définie est un programme qui peut

se mettre sous la forme suivante :

min(max) f(z) = ;2'Gz + g'z
(QPp) 1 sc
S={xeR"/Ax <b, z >0}

ou GG est une matrice réelle symétrique d’ordre n x n qui a la particularité d’étre semi-
définie positive (resp négative), g et x deux vecteurs de R™, A une matrice réelle d’ordre

m X n et b un vecteur de R™. L’ensemble S est supposé borné non vide.

Théoréme 1.4.1 Une forme quadratique semi-définie positive (resp semi-définie néga-

tive) est une fonction conveze (resp concave).

Comme la fonction f(x) est convexe (resp concave), les contraintes sont linéaire alors,
D’apres le théoreme les sections et la sous section [1.3.2] des conséquences pour

un probléme de programmation quadratique (PQp) peuvent étre cités :
Conséquences

— Un minimum (resp maximum) local du probléme (QFPp) est un minimum (resp
maximum) global.
— Une condition nécessaire et suffisante pour que x soit une solution optimale du

probleme (QPp) est qu'il existe A > 0 tel que (x,\) vérifie les conditions du

systeme [KT]

1.4.3 Résolution d’un programme quadratique semi-défini
Méthode d’activation de contraintes (ASM)

La méthode d’activation des contraintes (Active-set method, ASM) est une méthode

classique, développée au début des années soixante-dix pour la résolution des problemes
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de programmation linéaire et quadratique. Elle s’applique pour des problemes d’optimi-
sation avec des contraintes linéaires de type inégalités ou mixtes (égalités et inégalités).

Le principe général de la méthode consiste a écarter temporairement un certain
nombre de contraintes d’inégalités et de résoudre a chaque itération un probleme avec
uniquement des contraintes d’égalité, correspondant aux contraintes actives. Par la suite,
'ensemble des indices actifs est ajusté en ajoutant ou/et en supprimant une contrainte
a la fois jusqu’a I'obtention de la solution optimale.

La méthode ASM pour le cas linéaire est facile a appliquer par rapport au cas qua-
dratique puisque cela dépend du nombre de contraintes actives a l’optimum. D’apres la
théorie de la programmation linéaire, on sait a l’avance que la solution optimale corres-
pond a un sommet du polyédre du domaine admissible, contrairement a un probléme
quadratique ou la solution peut étre un sommet, une face ou un point de I'intérieur du

polyedre.

Méthode du point intérieur

Les méthodes de points intérieurs forment une classe d’algorithmes qui permettent
de résoudre des problemes d’optimisation convexe (linéaires ou non). Les méthodes de
points intérieurs se répartissent en plusieurs familles :

— La méthode "affine scaling" (optimisation sur des ellipsoides ).

— La méthode de réduction du potentiel (notion de barriére, chemin central, relaxa-

tion).

La méthode du chemin central est le représentant le plus important de cette famille.

Toutes ces méthodes trouvent leur origine (historique) dans les travaux d’un éléve du
mathématicien soviétique Andrei Kolmogorov : Dikin. C’est, en effet, a Dikin que 1’'on
doit la méthode des ellipsoides sur laquelle se fondent plus ou moins toutes les méthodes
de points intérieurs. Arkadi Nemirovski, David B. Yudin, Shor développent, en 1972, la
méthode des ellipsoides pour des problemes d’optimisation (non linéaires) convexe. En
1979, Leonid Khachiyan démontre que la méthode des ellipsoides, appliquée a la PL a
une complexité, dans le pire des cas, polynomiale. Cependant, I’algorithme qu’il propose
est beaucoup plus lent que le simplexe. Cette approche, qui s’étend de fagon tres élégante
a des problemes non linéaires convexes peut étre considéré comme l'idée germinale des
méthodes de points intérieurs développées par la suite. Les algorithmes développés par
la suite ont été inspirés par I’Algorithme de Karmarkar, développé en 1984 par Narendra
Kamarkar [47] pour I'optimisation linéaire. I.’idée de base de la méthode est d’utiliser des
fonctions barrieres pour décrire I’ensemble des solutions qui est convexe par définition

du probléeme. A 'opposé de I'algorithme du simplexe, cette méthode atteint ’optimum
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du probleme en passant par I'intérieur de I’ensemble des solutions réalisables. Toutefois,
on trouve quelques unes des plus importantes contributions dans les travaux de Nesterov
et Nemirovski [58], qui stipulent que la méthode peut étre appliquée sur d’autres classes

de problemes comme les problemes quadratiques convexes.

Méthode du simplexe quadratique de Wolfe (1959)

Durant ces dernieres années beaucoup d’algorithmes ont été congus pour résoudre des
problemes quadratiques convexe, la méthode classique pour la résolution de ce type de
probléme est celle de Wolfe [38],[79], [80] qui est une modification légere de la méthode
du simplexe [23], [24], [3§].

Son principe consiste a résoudre le systeme d’optimalité de "Karush-Kuhn-Tucker"
[KT], en ajoutant la condition de complémentarité. I'algorithme de la méthode nécessite
une solution réalisable de départ. Elle est obtenue en utilisant la premiere phase du

simplexe.

Considérons le probleme de programmation quadratique sous la forme standard sui-

vante :

min 12'Gz + g'z
sc (QP’)
S={xeR"/Ax =b, z > 0}
ou GG est une matrice réelle semi-définie positive d’ordre n x n, g et & deux vecteurs
de R", A€ R™*" et b € R™. L’ensemble S est supposé borné non vide.
Le Lagrangien associé au probleme précédent est :

1
Lz, \,v) = ixth + g'z + N (Az — b) — y'x

Le m-vecteur A\ représente le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’égalité,
et le n-vecteur 7 représente le multiplicateur de [KT] associé & la contrainte d’inégalité
du probleme [QP7

Comme le probléme est convexe alors les contraintes d’optimalité de [KT]sont a
la fois nécessaires et suffisantes, formulées de cette maniere :

z* est une solution optimale du probléme si et seulement si il existe deux vecteurs
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A" € R™ et v* > 0, appartenant a R" vérifiant les relations suivantes :

OL — Qr4+g+ AN —7 " =0 I,

ox*

oL * _ *

oA — Ax* — b = 0, T Z 0 LQ (KT)
=0 Ls

A ER™, 4 >0 L,

— la relation L, est appelée condition de stationnarité,

— la relation L, est la faisabilité de la solution,

— la relation Lj est la condition de complémentarité,

— la relation Ly est la non négativité des multiplicateurs ddKT]

Le systeme contient (n+m) équations linéaires & (2n+m) inconnues, définies par
Lq et Lo, et n équations non linéaires définies par Ls :

vitz; =0vj =1,n. (L3)

Pour trouver une solution au systeme tel que soit vérifiée, il suffit d’obtenir une
solution réalisable de base du systéme linéaire {(L1), (Lz)}, tout en s’assurant que z

soit basique et 7} est non basique, ou vice versa.

Pour appliquer la méthode du simplexe, il faut alors écrire le systeme {(L1), (L2)}
sous forme standard, ce qui veut dire que le second membre doit étre positif ou nul ainsi

que le vecteur \*, on peut dans ce cas écrire le vecteur \* sous la forme suivante :

1.4.4 Programmation quadratique indéfinie

Un probleme de programmation quadratique indéfini est un programme dont la fonc-
tion objectif quadratique n’est ni convexe ni concave, c’est a dire que la matrice G' n’est
plus définie positive ou définie négative. Dans ce cas le probleme (QP) devient plus
difficile a résoudre puisque I'optimum local ne sera pas forcement un optimum global.

Nous nous intéresserons dans cette these a 'optimisation d'un critere quadratique
indéfini qui peut étre écrit sous forme d’un produit de deux fonctions linéaires positives.
Une application pour ce type de programme peut étre trouvée dans la théorie microé-
conomique [20], [41]; étant donné un consommateur rationnel souhaitant maximiser
son utilité de consommer deux produit soumis a une contrainte budgétaire, la fonction

d’utilité étant le produit des quantités des deux produits consommeés, il est claire que le
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consommation est limitée par les niveaux de production des produits et par conséquent
il est utile d’inclure des contraintes linéaire supplémentaires relatives aux ressources et
aux capacités.

Ainsi, le probleme (QP) peut étre écrit sous la forme suivante :

max f(z) = (p'z + a)(¢'z + B)
(QPr) 4 sc
S={reR"/Az <b, x>0}

On suppose que les facteurs (p'z + ) et (¢'z + ) >0Vxr € S, p,g e R" et a, § € R.

L’ensemble S est supposé borné non vide.

Théoréme 1.4.2 La fonction ¢p(z) = (p'z + a)(¢'z + ) est strictement quasiconcave

sur S conveze.

Conséquences
Les programmes quadratique quasiconcave partagent quelques propriétés importantes
avec les programmes de programmation linéaire.

Comme la fonction f(x) est quasiconcave, les contraintes sont linéaire alors, D’apres
les théoremes [1.3.6], [1.3.7] des conséquences pour un probléme de programmation qua-

dratique PQ); peuvent étre cités :

— Puisque la fonction f est strictement quasiconcave sur S alors d’apres le théoreme
maximum local du probléme (QP;) est un maximum global.
— Puisque f est quasiconcave et continue sur S alors, d’apres le théoreme [1.3.6, une

solution optimale du probleme (QP;) est atteinte en un point extréme de S.

1.4.5 Résolution d’un programme quadratique indéfini

De nombreuses méthodes exactes ont été proposées pour la résolution des problémes
modelisés sous forme de (QPr), nous pouvons citer en particulier les méthodes proposés
par K.swarup[74], S.D. Sharma[70], C.R. Bector et M. Dahl [7] et P. Anand [5].

L’extension de 'algorithme du simplexe au probléeme QP; est due a S.D. Sharma [70]
et K. Swarup [74].
La méthode Simplexe [25] fournit un algorithme systématique qui consiste a passer

d’une solution réalisable de base correspondant a un sommet du polyedre S vers une



1.4 La Programmation Quadratique 18

autre solution de base de telle sorte que la fonction objectif soit meilleure. Cette pro-
cédure est alors répétée jusqu’a obtention d’une solution qui soit optimale pour notre
probleme. Si la fonction objectif est améliorée a chaque itération, donc on ne peut jamais
passer par un méme sommet deux fois. Etant donné que le nombre de sommets est fini,

le procédé atteint le point optimale en un nombre fini d’étapes.

On considere le probleme (Q)P;) suivant :

max f(z) = (p'z + a)(¢'z + B) = fi(z).fa(z)
(QPy) § sc
S={xeR"/Ax <b, © >0}
Ou fi(z) = (plz+a) >0et folz) = (¢x+P) >0Vr €5, p,g e R" et , B € R,
L’ensemble S est supposé borné non vide.

La méthode proposée pour résoudre le probleme (QFy) est celle de K. Swarup est
une méthode exactement semblable a la technique du simplexe utilisé pour la program-
mation linéaire. Les différentes itérations de la méthode sont réalisées dans un tableau
du simplexe augmenté qui comprend m+3 lignes. Les m premiere lignes correspondent
aux contraintes d’origine, les lignes m+1 et m+2 correspondent aux deux facteurs f(x),
fa(z) de la fonction objectif quadratique du probleme (QP) et la ligne m+3 correspond
au vecteur de croissance de la fonction ¢(x), noté -;, calculés pour les variables hors

base par la formule suivante :

Ty = £+ f G (1L.1)
Ou
B : représente ’ensemble des indices de base.
N : Pensemble des indices hors base.

*

x* : est la solution de base du probleme (QFy).
et 7; =D; — Dpj, j € N;

¥ =4; —dprj, j € N;

fi=pz*+a,i€ B;

fo=dq'z* + B, i € B;

f = fufoet ;= min {2 7 > 0}, j € N,
sont les valeurs mises a jours.
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A chaque itération de lalgorithme, les m+2 lignes sont modifiées & travers les opé-
rations ordinaires de pivot, par contre la derniere ligne est modifiée selon la formule
du vecteur de la direction de croissance de la fonction ¢(x). Une fois les valeurs de la
direction de croissance de la fonction ¢(z) calculées pour les variables hors base, on teste
la condition d’optimalité :

— Siq; <0,V5 € N, alors la solution courante est une solution optimale pour le

probleme (QF;).

— Sinon, déterminer la variable x4, s € N, qui rentre en base et la variable x,, r € B

qui sort de la base selon les criteres suivant :

Critére 1 : (Choix de la variable entrante)

On détermine la variable z,, s € N, en sélectionnant 75 = max;en ;.

Critére 2 : (Choix de la variable sortante)

Choisir la variable x,, r € B, pour laquelle %i =min—; _m {(f)i

T Qs

Tis > 0}

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous somme intéressés aux problemes de 'optimisation non
linéaire a savoir I'optimisation quadratique, nous avons parcouru toute la richesse et
la variété des travaux consacrés aux programmes quadratique. Ce petit tour d’horizon
nous a incité a étudier et détailler d’avantage ce type de problémes que nous utiliserons
a la suite de cette these dans le cadre d’une étude et de résolution d’un probléme de
I'optimisation d'un critére quadratique sur I’ensemble efficient d’'un probleme multi-

objectif linéaire discret.



Chapitre 2

Généralité sur I’Optimisation
Multi-objectif

DAns ce chapitre, nous présentons 'optimisation mathématique multi-objectif qui
sera le cadre de travail de cette these. Nous introduisons les concepts fondamentaux
tels que la dominance et la surface de compromis. Nous décrivons aussi les principales

approches de résolution pour ces problemes.

2.1 Notions fondamentales

La plupart des problemes d’optimisation réels sont décrits a ’aide de plusieurs ob-
jectifs ou criteres souvent contradictoires ou conflictuels devant étre optimisés simulta-
nément. Il n’existe généralement pas de solution qui optimise tous les critéres en méme
temps, le concept de solution optimale devient alors plus difficile a définir. En effet, en
considérant deux criteres contradictoires "a" et "b", améliorer "a" détériore forcement "b"
et inversement, il faut donc trouver un compromis. Dans ce cas, la solution optimale
cherchée n’est plus un point unique, mais un ensemble de compromis. Résoudre un pro-
bleme comprenant plusieurs criteres, consiste donc a calculer le meilleur ensemble de

solutions compromis : le front Pareto.

Les premiers travaux dans ce domaine sont dus & Koopmans [50] en 1951 qui donna
une condition nécessaire et suffisante d’efficacité d’une solution suivis par les travaux
de Kuhn et Tucker [5I] la méme année qui formulérent un probléme de maximisation
vectorielle. Depuis, ce domaine a connu un développement fulgurant, traitant aussi bien
du domaine de la programmation multi-objectif linéaire [82], [73] et non-linéaire [55],

[56], [33], [19] que des problémes multi-objectifs booléen ou en nombres entiers [76].
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2.1.1 Position du probléeme

On définie un probleme multi-objectif comme un probléeme de décision qui consiste
a optimiser (maximiser ou minimiser) simultanément r fonctions réelles notées fi, k =
1,...r, appelées criteres souvent contradictoires, sur un ensemble de solutions S.

Ce probleme peut étre formulé mathématiquement comme :

(MOP){ Topt”[fi(x), fao(x), ..., fr(z)]

resS

Le symbole signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver dans S une
solution qui optimise simultanément les r criteres. Il est remarquable que de cette fagon
un probleme multi-objectif est correctement formulé par rapport a la réalité concernée
par le probleme de décision. Il faut donc déterminer une solution z* € S telle que, en
regard des solutions de S, le vecteur [fi(z), fa(x), ..., fr-(z)] est bon, acceptable selon
les préférences du décideur ( DM : Décision Maker), voir optimal, a condition de se
doter d'un cadre décisionnel donnant une signification a cette notion.

Dans tous ce qui suit, on considére que toutes les fonctions objectifs sont a "Maxi-

miser".

— Chaque solution est caractérisée par un vecteur z = (1, x9, ..., T, ) représentant le
vecteur de décision avec x;, i = 1, ..., n, les variables de décision et n le nombre de
ces variables,

— f(x) = (fi(x), fo(z),..., fr(x)) est le vecteur de r criteres fr, k= 1,....,7 et r le
nombre de criteres,

— L’ensemble S est un sous-ensemble de R™ décrit implicitement par des contraintes
d’égalités et /ou d’'inégalité,

— L’ensemble R™ qui contient S est dit espace de décision ,

— L’ensemble R" qui contient F' est dit espace des criteres,

— L’ensemble F' = f(.S) qui est la projection de 'espace S sur I’espace des critéres.

2.1.2 La relation de dominance

Lors de résolution d’un probléeme multi-objectif, toute solution admissible (x € 5),
ne constitue pas évidemment un bon compromis a considérer; pour qu’elle le soit, on
impose généralement une propriété, basée sur une relation d’ordre partiel, notée ">" et

appelée dominance :

Définition 2.1.1 (Dominance) Soient deux vecteurs critéres f(x), f(y) € F. On dit
que f(z) domine f(y), et on note f(x) = f(y), si et seulement si f(x) > f(y) et
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f(@) # f(y)

i.e.

file) > fily) Vi={1,...,r} et i e {l,..,r} tel que fi(x) > fi(y).

Si f(x) domine f(y), alors f(x) est au moins aussi bon que f(y) sur tous les criteres
et meilleur que lui sur au moins un critere.

Nous illustrons la relation de dominance par un exemple en dimension 2 (Voir figure

21)).

fa
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fi
FIGURE 2.1 — Exemple de dominance

Sur cette figure, F' (I’espace réalisable dans l'espace des criteres) est 'image de S.
Ainsi chaque point y* est 'image de x' par f : y' = f(z'). Prenons le point y* comme
point de référence, nous pouvons distinguer trois zones :

— La zone de préférence est la zone contenant les points dominés par y*.

— La zone de dominance est la zone contenant les points dominant 3.

— La zone d’indifférence contient les points incomparables avec .

Ainsi, il est claire que 3® est dominée par y', que y* domine y* et que y* est non dominée

par y* (incomparable avec y!).

2.1.3 Optimalité de Pareto

Définition 2.1.2 (Efficacité) Une solution = € S est dite solution efficace (ou Pareto

optimale) si et seulement s’il n’eziste pas de solution x € S telle que f(x) domine f(x).

Un point est efficace si son image par f est un vecteur critere non dominé. Une

définition équivalente de l'efficacité est :
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Définition 2.1.3 Une solution © € S est dite solution efficace si et seulement s’il

n’existe pas de solution x € S telle que
filx) > fi(z), Vi e{l,..,r}et 3 je{l, .. ,r} avec f;(x) > f;(Z).

A partir d’un point efficace, il est impossible d’augmenter la valeur d’'un des criteres

sans diminuer la valeur d’au moins un autre critére.

Définition 2.1.4 Une solution x € S est dite solution faiblement efficace si et seulement

s’il n’existe pas de solution x € S telle que :
fl(l') > fl(f), Vi € {]_, ...,T’}.

Il est clair qu’une solution efficace est faiblement efficace, mais l'inverse est faux.

Nous pouvons définir 'optimalité locale et I'optimalité globale au sens de Pareto

comme suit :

Définition 2.1.5 (Optimalité locale au sens de Pareto) Un vecteur x € S opti-
mal localement au sens de Pareto s’il existe un réel 6 > 0 tel qu’il n’y ait pas de vecteur
x' dont le vecteur critére domine celui de x avec ' € SN B(x,6), ou B(x,0) représente

une boule de centre x et de rayon 6.

D’une maniere équivalente un vecteur = est optimal localement au sens de Pareto s’il

est optimal au sens de Pareto sur une restriction de ’ensemble S.

Définition 2.1.6 (Optimalité globale au sens de Pareto) Un vecteur x € S opti-
mal globalement au sens de Pareto (ou optimal au sens de Pareto) s’il n’eziste pas de

vecteur ' dont le vecteur critére domine celui de x.

Une version "graphique" de 'optimalité au sens de Pareto utilise le théoréme du
contact.

Définition 2.1.7 Soit V C R", V # (). V est un cone si a.v € V pour tous scalaire
a>0ettoutveV.

Définition 2.1.8 (Codne non négatif) Un cone non négatif est défini dans R" par
C* = {alf(z) € R” et f(z) > 0},

Définition 2.1.9 (Théoréme du contact) Un vecteur x est optimal au sens de Pa-

reto pour un probléme d’optimisation multi-objectif donné si (CT +z) N F = {z}.
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L’utilisation de ce théoréme est illustré par la figure [2.2]

F

fa

P
L

fi
FIGURE 2.2 — Le théoréme du contact

Définition 2.1.10 (Ensemble Pareto optimal) L’ensemble Pareto optimal de S (ou
solutions efficients), est défini par l’ensemble Ef f :

Eff ={x eS| 3z’ €5, f(a') domine f(z)}.

Définition 2.1.11 (Frontiére Pareto de F') Soit F' l"image dans ’espace des critéres
de l’ensemble réalisable S. La frontiere Pareto SND de F' est définie par :

SND={yeF|# eF, y >y}

Elle est aussi définie comme I'image de I’ensemble Pareto optimal dans I'espace F.

Un exemple de surface de Pareto en dimension 2 est montré a la figure [2.3

fah

Point Ideal

.

fi

FIGURE 2.3 — La Frontiere Pareto
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Dans cet exemple, le probleme considéré est un probleme de maximisation avec deux
criteres.

Deux points particuliers apparaissent clairement : le point idéal et le point Nadir, ces
deux points sont calculés & partir de la frontiere Pareto. Le point idéal (resp. le point
Nadir) domine (resp. est dominé par) tous les autres points de la surface de Pareto.
Bien que ces points ne soient pas forcément compris dans la zone réalisable, ils servent
comme point de référence permettant de discuter de 'interét des solutions trouvées. Les

coordonnées de ces points sont définies comme suit :

Définition 2.1.12 (Point Idéal) Les coordonnées du point idéal (Z1) correspondent
aux meilleurs valeurs de chaque objectif des points du front Pareto. Les coordonnées de
ce point correspondent aussi auzr valeurs obtenues en optimisant chaque fonction objectif
séparément :

Z! =max{y;, | y € SND(F)}.

)

Définition 2.1.13 (Point Nadir) Les coordonnées du point Nadir (Z"*?) correspondent

aux pires valeurs de chaque objectif des points du front Pareto.
7 = min{y; | y € SND(F)}.

La figure nous indique aussi que la frontiere Pareto peut avoir des propriétés
particulieres quant a sa forme. La principale caractéristique utilisée pour comparer les

formes de ces courbes est la convexité.

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probleme. En effet, certaines
méthodes sont dans I'incapacité de résoudre des problémes non convexes de maniere opti-
male. Mais il existe d’autres indicateurs tout aussi importants, notamment la continuité,

la nature des variables de décision (entieres ou réelles),...

2.1.4 Dominance au sens de Geoffrion

Une forme de dominance importante dans le monde de I'optimisation multi-objectif
est la dominance au sens de Geoffrion [39], [33] et [56]. Les solutions optimales obtenues

par ce type de dominance sont appelées les solutions Pareto optimales propres.

Définition 2.1.14 (Dominance au sens de Geoffrion [39]) Une solution z* € S
est appelée solution Pareto optimale propre si :

— FElle est Pareto optimale ;
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— 1l existe un nombre M > 0 tel que Vi et Yo € S vérifiant fi(x) > fi(x*), il existe
un indice j tel que

filz®) = fi(x) > M

fi(@) = fi(z*)

Un théoreme relatif a la méthode de pondération des criteres utilisant ce résultat est

fi(x) > fi(x") et

le suivant :

Théoreme 2.1.1 Soit la méthode d’agrégation des criteres suivantes :

f(@) =Y N.filz) avee Vie {1,...r}, Ny >0et D N\ =1
i=1

i=1
Si x* est une solution optimale obtenue en wutilisant la méthode d’agrégation ci-dessus,

alors cette solution est aussi Pareto optimale propre.

D’autres types de relations de dominance sont définis dans (Collette et al.) [19].

2.1.5 Caractérisation des solutions efficaces

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester l'efficacité d’une

solution réalisable d'un probleme d’optimisation multi-objectif.

Théoréme 2.1.2 (Wendell[78]) Soit x* € S un vecteur décision donné et & un vecteur
quelconque de S. Le vecteur x* est Pareto optimal pour le probléme multi-objectif (Pyo)
si et seulement x* est une solution optimale du probleme auxiliaire suivant :
s.c. v €S avec fi(x) < fi(z), Vi e {l,..,r}.
Théoréme 2.1.3 (Benson [9]) Soit x* une solution réalisable arbitraire donnée et soit
le probleme unicritére suivant :
{ max0© ) ;¢

2.2
s.c. x € S avec fi(x) +¢e; = fi(z*), avec g; > 0Vie {1,...,r}. (22)

Le vecteur x* est Pareto optimal pour (PMO) si et seulement si la valeur optimale de
la fonction objectif © est nulle dans le probléme[2.2,

Si pour un point T, la valeur de © est différente de zéro alors & est Pareto optimal.

Définition 2.1.15 Soit S€ R" - R etz € S. Alors :
Lof(zx)={x € S: f(x) > f(Z)} est appelé ensemble niveau (level set) de T pour f.
L_f(zx)={xe€S: f(x)= f(x)} est appelé courbe niveau (level curve) de T pour f.
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Théoréme 2.1.4 (Ehrgott [31]) Soit © € S est Pareto optimale pour le probléme

multi-objectif Pyo si et seulement si :

(V225(0) = () E£@ (23)

2.2 Choix de la méthode d’aide a la décision

Dans la résolution d'un probleme multi-objectif menant a la détermination d’un
ensemble de solutions Pareto, il est nécessaire de faire intervenir I’humain a travers un
décideur, pour le choix final de la solution a garder. Ainsi, avant de se lancer dans la
résolution d’un probleme multi-objectif, il faut se poser la question du type de méthode
d’optimisation a utiliser. Elles peuvent étre classées suivant trois catégories qui different
selon les préférences du décideur pour la construction de sa fonction d’utilité.

Nous pouvons trouver les familles suivantes [27] :

— Les méthodes d’optimisation a priori : dans ce cas, le compromis que 'on désire
faire entre les criteres a été défini avant I'exécution de la méthode. Ainsi une
seule exécution permettra d’obtenir la solution recherchée. Cette approche est donc
rapide, mais il faut cependant prendre en compte le temps de modélisation du
compromis et la possibilité pour le décideur de ne pas étre satisfait de la solution
trouvée et de relancer la recherche avec un autre compromis.

— Les méthodes d’optimisation progressives : ici, le décideur intervient dans le proces-
sus de recherche de solutions en répondant a différentes questions afin d’orienter la
recherche. Cette approche permet donc de bien prendre en compte les préférences
du décideur, mais nécessite sa présence tout au long du processus de recherche.

— Les méthodes d’optimisation a posteriori : Dans cette troisieme famille de mé-
thodes, on cherche a fournir au décideur un ensemble de bonnes solutions bien
réparties. Il peut ensuite, au regard de ’ensemble des solutions, sélectionner celle
qui lui semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modéliser les
préférences du décideur (ce qui peut s’avérer étre tres difficile), mais il faut en
contre-partie fournir un ensemble de solutions bien réparties, ce qui peut égale-
ment étre difficile et requérir un temps de calcul important (mais ne nécessite pas
la présence du décideur).

On peut trouver des méthodes d’optimisation multi-objectif qui n’entrent pas exclu-
sivement dans une famille. On peut utiliser, par exemple, une méthode a priori en lui
fournissant des préférences choisies aléatoirement.

Nous nous placerons dans le cadre de cette troisieme famille de méthodes ou la

modélisation des préférences n’est pas requise et ou le procédé d’optimisation doit étre
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puissant afin de fournir ’ensemble de solutions Pareto optimales ou a défaut une tres
bonne approximation de la frontiére Pareto.

Dans ce type de méthode, deux phases importantes sont a considérer : la phase de
recherche de I'ensemble des solutions Pareto optimales, que nous appellerons de fagon
abusive, résolution du probleme d’optimisation et la phase de choix parmi ces solutions,
qui releve de 'aide a la décision. Cette deuxieme phase ne sera pas traitée dans notre

travail.

2.3 Approches de résolution d’un probleme multi-
objectif (MOP)

Dans la littérature, plusieurs approches de résolution du probleme de la programma-
tion multi-objectif sont considérées. Des ouvrages ou articles de synthese ont été rédigés,
des états de l'art plus complets peuvent étre consultés notamment dans (Ulungu et al.)
[77], Miettinen [56], Ehrgott [33], (Ehrgott et al.) [32], Deb [26], (Collette et al.) [19].

Deux approches de résolution d’un probléme d’optimisation multi-objectif peuvent
étre distinguées dans la littérature voir Ehrgott [33], (Roy et al.) [65] et Roy [66].
— La premiere approche dite approche mono-objectif consiste a ramener le probleme
a un probleme d’optimisation unicritére, au risque d’enlever toute signification au
probleme.
— La deuxieme approche dite approche multi-objectif consiste a proposer des solutions

en tenant compte de ’ensemble des criteres.

2.3.1 Approche unicritere

Elle caractérise les méthodes "a priori" utilisés pour leur simplicité de mise en oeuvre.
En effet, les criteres du probleme d’optimisation sont transformés en un seul critere. Dans
ce cas, le décideur est supposé quantifier a priori 'importance de chaque critere afin de
construire un critere unique. Le processus d’optimisation unicritére est ensuite lancé
afin d’obtenir la solution "optimale". Plusieurs exécutions sont effectuées dans le but de
trouver un ensemble de solutions qui approxime ’ensemble optimal de Pareto.

Nous donnons ci-dessous des méthodes a priori ou méthodes scalaires les plus connues,

d’autres méthodes sont exposées dans Miettinen [56], Collette et al. [19].
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Théorie de 1’utilité multi-attributs

La théorie de I'utilité multi-attributs a fait I’'objet de nombreux travaux de recherche
dans les années 70 voir Fishburn [36], Keeney [48], Huber [42], Farquhar [35]. Elle re-
pose sur I'axiome fondamental suivant : tout décideur essaie inconsciemment d’optimiser
une fonction U = U(fi, ..., f) qui agrége tous les points de vue & prendre en compte,
comme cela se présente habituellement dans la théorie du consommateur en économie.
En d’autres termes, si I'on interroge le décideur sur ses préférences,ses réponses seront
en accord avec une certaine fonction U que 'on ne connait pas. Le probleme est donc

d’essayer d’estimer cette fonction.

7

Définition 2.3.1 Etant donné un ordre de préférence noté ” =" sur l'ensemble F, une
fonction U a valeurs réelles vérifiant U(f1) > U(f2) < f1 > fa; est appelée fonction de

préférence ou d’utilité.

Deux problémes essentiels se posent dans le cadre de cette théorie :

— Quelles propriétés doivent posséder les préférences du décideur pour étre represen-
table par une fonction U ayant une forme analytique donnée (additive, multiplica-
tive, mixte,...).

— Comment construire ces fonctions et estimer les parametres intervenant dans la
forme analytique choisie.

Différentes formes de fonctions d’utilité conduisent a différentes solutions pour le pro-

bleme multi-objectif. Les modeles les plus couramment utilisés pour la fonction d’utilité

U sont le modele additif et le modele multiplicatif :

T

T
U(f(z)) =) _Ui(fi(z)) et U(f(x)) = [] Ui(fi(2))
i=1 =1
ot les fonctions U; sont strictement croissantes et a valeurs réelles. Elles servent unique-
ment a transformer les criteres initiaux f; de maniere a ce qu’ils s’expriment tous suivant

la méme échelle.

Méthode des sommes pondérées

Cette méthode de résolution d’un probléeme d’optimisation multi-objectif est la plus
évidente et, probablement, la plus largement utilisée en pratique. Elle consiste a ramener
le probleme multi-objectif au probleme de 'optimisation d’une combinaison linéaire des
objectifs initiaux. Ainsi, il s’agit d’associer a chaque critére un coefficient de pondération
et a faire la somme des critéres pondérées pour obtenir un nouveau et unique critere.

Le probleme multi-objectif (M OP) se transforme alors de la maniére suivante :
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max >>i_; A; fi(x)
(MOP) < sc.
reSet >\z GA:{)\lZ::l)\’L: 1 et )\1, ZO,VZG {1,...,7”}}.

— Les résultats obtenus avec de telles méthodes dépendent fortement des parametres
choisis pour le vecteur de poids. Les poids \; doivent également étre choisis en
fonction des préférences associées aux objectifs, ce qui est une tache délicate. Une
approche généralement utilisée consiste a répéter 'exécution de I'algorithme avec
des vecteurs poids différents.

— Cette méthode est tres efficace du point de vue algorithmique, mais son principal
inconvénient est qu’elle ne permet pas de trouver les solutions enfermées dans des

concavités (surface de compromis non-convexe).

Méthode Goal programming

Cette méthode, qui releve d’une théorie tres avancée dans le domaine des problémes
multi-objectifs, a été initialement congue par Charnes et Cooper [18] dans le cas linéaire ;
elle a été prolongée par des travaux d’Ijiri [44] et d’Ignizio [43] dans le cas non linéaire.
Cette théorie a fait 'objet d'un nombre important de travaux théoriques et pratiques
voir Chankong [17], Martel [54], Spronk [72] et Steuer [73]. L’idée générale de la méthode
est d’établir un but a atteindre pour chaque critere. Généralement, le point qui satisfait
tous les buts n’est pas réalisable, la solution préférée serait donc celle qui se rapproche
le plus possible de ces buts. Soit f* = (ff, ..., f¥) le vecteur de référence ou but fixé par
le décideur relativement a tous les critéres, le probleme revient a considérer la relation

suivante :

min(3>7_, | fi(w) — fz'*’p)l/p
sc.
r €S.

oup > 1, et f est le vecteur de référence (but) ou le vecteur idéal.

La méthodologie du Goal programming repose sur les points suivants :

— Fixer les valeurs des cibles f que l'on désire atteindre sur chaque critere;

— Définir des déviations positives d;” et négatives d; relativement A ces buts;

— Minimiser la somme pondérée de ces déviations relativement a une norme ||||p
définie dans R".

La formulation mathématique du Goal programming est la suivante :
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mingep (Y7 (d; + d;)P)P
SC.

file) + dfdf = f;

d; >0,df>0,ie{l,..r}

df et d; sont respectivement appelés la sur-réalisation et la sous-réalisation du 7°™°

critere.

Le Goal programming se ramene toujours a un probleme de minimisation d’une seule
fonction. La solution qui en découle est efficace ou faiblement efficace selon la norme
utilisée. Son avantage est que la solution qui en résulte satisfasse le décideur de la fagon
la plus proche possible lorsque les buts et les priorités de chaque but a atteindre sont

bien définis.

La méthode e-contrainte

Dans cette méthode, on n’optimise qu’'un seul objectif jugé important par le décideur,
les autres sont transformés en contraintes d’inégalités par rapport a un vecteur seuil e.
Le principe de la méthode e-contrainte ou méthode de compromis est intéressant lorsque
I’'on cherche a énumérer toutes les solutions d’un front Pareto. Le probleme peut étre

reformulé de la maniére suivante :

L’approche par e-contrainte doit aussi étre appliquée plusieurs fois en faisant varier
le vecteur € pour trouver un ensemble de points Pareto optimaux. Cette approche a
I’avantage par rapport a la précédentes de ne pas étre trompée par les problemes non
convexes.

L’inconvénient de cette approche réside dans le fait qu’il faille lancer un grand nombre

de fois le processus de résolution. De plus, pour obtenir des points intéressants et bien
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répartis sur la surface de compromis, le vecteur € doit étre choisi judicieusement. Il est

clair qu’une bonne connaissance du probleme a priori est requise.

2.3.2 Approche multi-objectif

A- Approche a posteriori

Dans ces approches 'expression des préférences et la pondération des objectifs se
fait a posteriori, c’est a dire que le processus d’optimisation détermine un ensemble de
solutions candidates et la sélection de la meilleure solution ne se fait qu’a la fin du

processus.

Les méthodes hybrides

La méthode hybride la plus connue est la méthode de Corley [2I] en 1980. Cette
méthode utilise la méthode de pondération des fonctions objectifs et la méthode de

e-contraintes. Le probléme peut étre reformulé de la maniere suivante :

max >i_; A fi(x)

sc.

fix) <ejpour je{l,..r}

rxes
En faisant varier le vecteur € dans ce probléme paramétrique, on génere ainsi ’ensemble
de toutes les solutions Pareto optimales.

— Cette méthode permet de combiner les avantages de la méthode des sommes pon-
dérées et la méthode e-contrainte. Elle est ainsi efficace sur différents types de
problemes, qu’ils soient convexes ou non convexes.

— Le nombre de parametres a déterminer a été multiplié par deux. Il sera beaucoup
plus difficile a 'utilisateur d’exprimer sa préférence en jouant sur ’ensemble des

parametres.
D’autres approches a posteriori sont détaillées dans Miettinen [56], Collette et al. [19].
B- Approche interactive

Le principe des méthodes de ’approche progressive est de guider ’exploration tout

au long du processus d’optimisation. Le but est d’alterner entre le processus de recherche
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et le processus de décision défini par un classement de solutions, ou bien un choix des
poids de pondération des objectifs. A chaque étape, ’ensemble des solutions est analysé
afin d’orienter les futures itérations vers les zones les plus intéressantes de 1’espace de
recherche. Plusieurs méthodes interactives sont traitées dans Miettinen [56], Collette et
al. [19].

Méthode STEM

Dans cette méthode, les informations sur la préférence de l'utilisateur permettent
de restreindre I'espace de recherche étape par étape en ajoutant des contraintes sur les
valeurs des criteres. A chaque étape interactive, un nouveau compromis est trouvé en

optimisant une norme de type :

,
SIS i=1

sur une partie de f(S) selon une direction correspondant a la relaxation d’un critere fixé

par les décideurs.

Les différentes étapes de cette méthodes sont décrites dans [§].

— Le probleme de cette méthode, commun a toutes les méthodes interactives, est que
I’on ne peut trouver qu’un seul point solution, et non la totalité de la surface de
compromis.

— Le mode d’interaction fait que, pour une bonne utilisation de la méthode, 1'utili-
sateur doit avoir une bonne connaissance a priori du probleme. Il doit étre capable

de trouver de bonnes bornes pour restreindre son domaine.

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les principaux concepts de I'optimisation multi-
objectif tels que la modélisation d’un probleme multi-objectif, la notion de la dominance
de Pareto et la structure de la surface de compromis. Une classification des méthodes
de résolution a été introduite tout en essayant de présenter plusieurs approches utilisées
pour aborder les problemes de 'optimisation multi-objectif, ces méthodes sont passées

en revue et les avantages et les inconvénients de chacune sont mentionnées.
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Pour le reste de cette these, nous nous sommes astreints a cerner le cadre de notre
étude a loptimisation "a posteriori" (cherchant & générer I’ensemble du front Pareto) a
I’aide de méthodes exactes.

Le chapitre suivant est dédié aux problemes de la programmation multi-objectif en

nombre entiers sous contraintes linéaires qui représente le cadre générale de notre travail.



Chapitre 3

Programmation Linéaire
Multi-objectif en Nombre Entiers
MOILP

A programmation linéaire est I'une des plus importantes techniques d’optimisation
L utilisées en recherche opérationnelle. Ses développements théoriques ont été sug-
gérés et accélérés par un grand nombre d’applications pratiques, dans le domaine de
I’économie, de la gestion et autres.

En pratique, trés souvent, la présence de variables discrétes (ou entieres) est inévi-
table dans la modélisation en optimisation et ces variables modifient considérablement
la structure mathématique du probleme. Il en résulte que des méthodes spécifiques a

cette situation sont nécessaires.

Ce chapitre a pour objectif principal de présenter le contexte de l'optimisation li-
néaire multi-objectif discrete et de présenter quelques méthodes exactes permettant de

caractériser totalement ou partiellement ’ensemble de solutions efficaces du probléme.
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3.1 Formulation du probléme

Un probléme de la programmation linéaire multi-objectif en nombres entiers est défini

comme suit :
1

max Z(z)=c'zx

max Zy(x) = x

(P){ max Z.(z)=cz

sc

reS={reR"Ax <b, = >0}

x vecteur entier

oltr > 2, ¢ € R" pour tout i = {1,...,7}; A est une m X n-matrice et b un m-vecteur
a coefficients entiers.
La solution du probléeme de programmation multi-objectif linéaire a variables entieres

(P) consiste a trouver toutes les solutions efficaces au sens de la définition suivante :

Définition 3.1.1 Un point 2° € D est efficace ou Pareto optimale pour (P) si et seule-
ment si il n'existe pas un autre point x' € S tel que Z;(x') >= Z;(z°) pour tout
i€ {l,...r} et Zi(z") > Zi(x°) pour au moins uni € {1,...,r}.

3.2 Solutions supportées et non supportées

Considérons le probleme (Pg) relaxation continue du probleme (P) :

1

max Zi(z)=c'z
max Zo(z) = c*x
P
(Fr) max Z.(z)=c"z
sc
res

Le théoréme suivant s’applique a un programme avec objectifs linéaires et domaine

réalisable convexe.

Théoréme 3.2.1 (Geoffrion[39]) Soit le probléme unicritére linéaire suivant :
max >y A fi(7)
(Py) ] sc (3.1)
xeSet\eAN Vie{l, .. r}
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La solution x* est optimale au sens de Pareto si et seulement si x* est une solution
optimale du probléeme paramétrique (Py) ou A = {\;: >I_; N\ > 0,Vi € {1,....,r}}

D’apres ce théoréme, 1’ensemble des solutions efficaces du probleme (Pg) sans les
contraintes d’intégrité est bien caractérisé par les solutions du probleme paramétrique
(Py). Ces solutions se trouvent sur la frontiere de S, elles sont appelées solutions sup-

portées.

Différemment du cas continu, la difficulté principale rencontrée lorsqu’on traite les
problemes multi-objectif a variables discretes est I'existence de solutions efficaces pour
(P) qui ne sont pas optimales pour (P)) et ce en raison de la non-convexité du domaine
réalisable, ces solutions efficaces sont dites solutions non supportées (le front Pareto de
(P) est I'union de ’ensemble des solutions supportées et de I'ensemble des solutions non
supportées de (P)).

Enveloppe conveze

] Solution Pareto supportée X Solution dominée

(O Solution Pareto non supportée
FIGURE 3.1 — Représentation des différents types de solutions en bicritere

La nature des problemes de programmation linéaire en variables continues et les pro-
blémes de programmation linéaire en variables discretes est différente. Contrairement a
la programmation linéaire continue ou on s’intéresse seulement aux solutions sommets
du polyedre, les solutions optimales du probleme discret peuvent se trouver a l'intérieur
du polyedre et par conséquent la recherche d'une solution optimale d’'un probleme de
la programmation en nombres entiers est souvent NP-difficile et peut étre méme NP-
complet [69].
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Il faut noter cependant que, si un probléme d’optimisation combinatoire est facile a

résoudre, il n’est pas de méme pour sa version multi-objectif.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons un bref apercu sur des méthodes gé-
nérales pour la résolution d’'un MOILP. Rappelons que la résolution d’un probléme
multi-objectif consiste a déterminer soit I’ensemble des solutions efficaces dans ’espace
des décisions noté Ef f, soit ’ensemble des solutions non dominées dans 'espace des
criteres noté SN D. Dans la littérature, 'accent est mis sur la recherche de ’ensemble
des solutions non dominées compte tenu de son cardinal qui est généralement moins
important que celui des solutions efficaces ; plusieurs solutions efficaces pouvant donner
lieu & un méme vecteur non dominé. Il arrive que deux solutions efficaces différentes
dans l'espace de décisions ont exactement les mémes valeurs pour tous les objectifs. Si
on garde les deux solutions dans E f f, on parle alors de I’ensemble complet, sinon c’est

juste un ensemble minimal.

3.3 Quelques méthodes de résolution d’un probléme
MOILP

Plusieurs chercheurs, citons en particulier, Steuer et Choo [73], Klein et Hannan [49],
Crema et Sylva [22], Gupta et Malhotra [40], Abbas et Moulai [3], Abbas et Chaabane
[2], motivés par de nombreuses stratégies, se sont intéressés a caractériser totalement ou
partiellement I’ensemble des solutions efficaces du probleme de programmation linéaire
multi-objectif en nombres entiers. Dans cette partie, quelques méthodes de résolution
des problemes M OILP sont exposées.

3.3.1 Meéthode de D.Klein & E.Hannan :

La technique proposée par D.Klein & E.Hannan [49] peut étre utilisée aussi bien
pour identifier ’ensemble de toutes les solutions efficaces que pour en caractériser une
partie seulement. Elle consiste a résoudre progressivement une séquence de programmes
linéaires unicritere en nombres entiers avec des contraintes ajoutées a chaque étape. Les
contraintes supplémentaires éliminent les solutions efficaces déja trouvées, et font en

sorte que les nouvelles solutions générées soient efficaces.

Algorithme 1 : KLEIN & HANNAN
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Etapel : Résoudre le probleme (P;) définit comme suit (L’indice i est pris arbitraire-
ment dans 1,...,7) :
(P) :max{Z; = ',z € D}

Si la solution optimale de (Py), soit 1, est unique, alors elle est efficace pour (P).

Sinon , déterminer toutes les solutions alternatives et a x; et par comparaison
deux a deux des vecteurs criteéres associés, garder uniquement celles qui sont
efficaces pour construire 'ensemble Ef f(P;) des solutions efficaces générées
a I'étape 1.

Etape générale j : A Détape j, on résout le probléme (P;) qui est définit comme suit :

max Z; = c'x
sc
(P))y ze€D

Nzt ( L dr >y + f¢>

i1#£s

Avec f; > 1 entier, ¢! (I = 1,...,q) les points efficaces obtenus jusqu’a 1’étape j — 1.
Si Ef f(P;) est 'ensemble des solutions efficaces obtenues & 1'étape j et Y7 l'en-
semble des points efficaces accumulés a la fin de I'étape j, alors Y7 = Y=l U
Eff(Y7) pour j > 2 avec Y = Eff(P,).

Etape finale n : La procédure s’arréte lorsque le probléme (P,) est irréalisable.

Si a chaque étape j, fi = 1; Vi = {1,...,r}; i # s, la procédure trouve I'ensemble de
toutes les solutions efficaces du probleme (P). Cependant, si pour certaines valeurs de

1, f; > 1 seulement un sous ensemble de solutions efficaces sera généré.

3.3.2 Méthode de Gupta et Malhotra

Les auteurs R. Gupta et R. Malhorta [40] ont proposé deux procédures pour résoudre
le probléeme M OILP. La premiere est basée sur une méthode de coupe Mais il s’est avéré
qu’une erreur au niveau du second test d’arrét empéche dans certains cas ’algorithme de
donner tous les points efficaces du probleme étudié. Un contre exemple a été présenté par
M. Abbas et M. Moulai [3] ainsi que par D. Chaabane. La deuxi¢me est une variante de
la méthode de Klein et Hannan [49], elle est décrite pour générer I’ensemble de toutes les
solutions efficaces en réduisant, a chaque étape, le nombre de contraintes additionnelles
de Klein et Hannan. Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas; la méthode peut

s’arréter avant terme, sans trouver toutes les solutions efficaces. Un contre exemple est
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donné par [3] et dans [2].

Algorithme 2 : GUPTA & MALHOTRA

Etapel : Résoudre le probleme (P;) définit comme suit :
(P) :max{Z, =c',z € D}

Déterminer toutes les solutions optimales de (P;), éliminer celles dont les vecteurs
critéres associés sont dominés pour construire Uensemble E(Py) = {yi,v?, ..., 47}

des solutions efficaces générées a I'étape 1.
Etape générale j + 1 : Résoudre le probleme (P;y;) définit par :

max 7, = c'z

sc
(Pj+1){ €D
ar <max{ay—1lly € E(P)} =cy® —1

cr < ¢y’ + 1 pour au moins un ¢ = 2,7

Ou E(P;) représente 'ensemble de toutes les solution potentiellement efficaces
obtenues a ’étape j.

S’il y a plus d'un y* donnant le maximum de c;y — 1, y € E(F;) alors, sélectionner
y® arbitrairement.

Enregistrer toutes les solutions potentiellement efficaces obtenues a 1’étape j + 1
dans E(Pj;1). La valeur de z; a diminué de celle enregistrée a I’étape j d’au moins
une unité et la valeur d’au moins un critére 7, i = 2, r, s’est améliorée grace aux

contraintes supplémentaires.

Etape finale n : La procédure prend fin dans 'un des cas suivants :
— Toutes les solutions de (P,) ne sont pas efficaces pour (P).

— (P,) n’est pas réalisable.

Remarque 3.3.1 Selon le premier test d’arrét proposé par GUPTA & MALHOTRA [40),
si toutes les solutions de (P,) ne sont pas efficaces pour le probléme (P) alors, toutes
les étapes ultérieures donnent des solutions non efficaces. Un contre exemple donné dans
[60] montre que ceci n'est pas vrai et qu’il est possible de continuer a chercher d’autres

solutions efficaces.
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3.3.3 Meéthode de M.Abbas et M.Moulat

Cette méthode a été proposée par M. Abbas & M. Moulai [3] pour la détermination
de toutes les solutions efficaces du probleme de programmation linéaire multi-objectif en
nombres entiers. Elle peut étre vue comme une alternative a celle de Gupta & Malhotra
[40] (premiere procédure) , ou les auteurs ont proposé un autre test d’arrét permettant
a I'algorithme de fournir toutes les solutions efficaces.

On considere le probleme :

P) : max ZI:cl,mED
(

dont le probleme relaxé est :

(Pl) . max{Zl = Cl,lll' € S}
avec S = {z € R"|Az < b, x > 0}.

Pour les besoins de la description de la méthode, on définit les parametres suivants
pour k£ <1 :
— Sp = {z € R™|Apx < by, Ay € R™*™ b, € R™ 2 > 0} comme étant la région

courante tronquée de S obtenue par application de la coupe :

Z I]21

JENK—1\{j,_1}

et éventuellement des coupes successives de Gomory, avec ji_; un indice hors base
quelconque.

— 2% : la k™ solution optimale entiére du probléme (P;) obtenue sur S.

— By, : une base de Sj.

— N}, : ensemble des indices des variables hors base hors base de xy.

— Ay = (Ag,) Ay

-~ O = (Cy) — mr Ay, avee T = (C, )(Ap, )"

-Iv={je NM(%)J < 0 et (¢}); > 0 pour au moins un critére ¢, i = 2,7}.

—

~ Y ={Jj € Nif(cp); = 0}

-

— U, ={j € Nil(c}); <0 et (¢h); <0 pour au moins un critére i, i = 2,7}.

Définition 3.3.1 Une aréte E’*, ji, € N, incidente a =¥ est définie comme étant l’en-

semble :
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XTi = 5_9 agzkg() ZGBk
X eR"™| ¢ z;, =0, (3.2)
xr; = 0 Vl - Nk\]k
ot 0 S ij S 0= miniGBk {Ajk ‘agzkg } :
lzg(z)k

Les points entiers se trouvant sur I'aréte F;, sont identifiés de telle sorte que 0, soit

entier et 6;, X afl’“ o), entier Vi € By.

Remarque 3.3.2 Si 2°, solution optimale du probléme (Py), n’est pas unique alors il
existe une autre solution x' # z° tel que Z,(x') = Zy(2°). On dit alors que x' est une
solution optimale alternative de x°.

La relation précédente permet de déterminer ces solutions alternatives.

On note par nb;, le nombre de solutions entieres se trouvant sur ’aréte £, y compris

Tl

Notons par SN D(P) I'ensemble des solutions potentiellement non dominées générées

jusqu’a I'étape k, k > 1.

Algorithme 3 : ABBAS & MOULAI

Etape 1 : Résoudre le probléeme (P;) définit par :
(P) :max{Z, =c',z € D}

et trouver la solution optimale enti¢re o' sur S;. Construire 'ensemble ;.
Etape 2 : Tester 'ensemble Q.
Cas 1: Q =0, alors 2! est I'unique solution optimale sur S;.
Soit (21, 2%, ..., 27) le vecteur critére correspondant, il est enregistré dans SN D(P)
comme étant le premier r-uplet non dominé.
Tronquez le point 2! par la coupe de Dantzig :
Z x; > 1.
JEN1
et par application de la méthode dual de simplexe et des coupes successives
de Gomory si nécessaire, on obtient une solution entiére, soit 2% dans la région
tronquée Sy. Mettre a jour SND(P).
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Cas 2 : SiQ # (), alors choisir un indice quelconque j; € Q; et calculer le nombre

0 de I'opération pivot.

si § > 1, alors déterminer toute les solutions entiére alternatives a x', 37,
q = 2,nb;,, le long de laréte E7* et mettre & jour SND(P).

Comme les solutions alternatives ont la méme valeur de 2! que celle de
2!, le premier point potentiellement non dominé est choisit comme le r-
uplet ayant la plus grande valeur de 22, sinon choisir celui qui a la plus
grande valeur de 2? et ainsi de suite jusqu’a 'obtention du premier r-uplet
potentiellement non dominé.

Tronquer I'aéte E7* par la coupe :

Z Z; Z 1.
JENI\{i1}
L’algorithme dual du simplexe et des coupes successive de Gomory éven-
tuelles, permettant d’obtenir une solution enti¢re z? dans la région tron-
quée Sy. Mettre a jour SND(P).

Si pour tous j; € {21, on a # < 1, alors choisir un indice quelconque j; € £y
et appliquer la coupe : 3 ey g5,y 5 = 1.
De la méme maniere (appliquer la méthode dual du simplexe et des coupes
de Gomory éventuelles), on obtient une solution entiére 2 dans la région
tronquée Sy. Mettre a jour SND(P).

Etape k: (k > 3) Choisir un indice jp_; € 'y, déterminer toutes les solutions
k—1

entiéres y/_,, ¢ = 2,nb;,_, alternatives a x*! se trouvant sur 'aréte E7-1, lors-
qu’elles existent et mettre & jour 'ensemble SND(P).

Tronquer l'aréte E7+1 par la coupe :

Z 37]21

JENKL_1\{Jr-1}

et chercher de nouveau une solution entiére dans la région tronquée Sy, soit z*.
Mettre a jour 'ensemble SND(P).

Apres application de la méthode dual du simplexe et éventuellement, des coupes
successives de Gomory, la solution optimale entiere obtenue sur la région Sj sera

2. Ceci marque le début de I'étape k + 1.

Etape finale : Le processus se termine quand 'impossibilité de Popération pivot de la

méthode dual du simplexe apparait, indiquant que la région courante ne contient



3.3 Quelques méthodes de résolution d’un probleme MOILP 44

aucun point entier et que I'ensemble des solutions efficaces est complétement dé-

terminé.

3.3.4 Méthode de M.Abbas et D.Chaabane

M. Abbas et D. Chaabane ont proposé dans [2] la méthode de détermination des
solutions efficaces dans 'espace des variables discretes , cette méthode est une forme
améliorée de la méthode de Gupta et Malhotra ou le test d’arrét est corrigé pour déter-
miner toutes les solutions efficaces du probleme (P) sans n’en manquer aucune.

Cette méthode utilise les mémes parametres que ceux définis dans la méthode précé-
dente.
Notons par SND(P) 'ensemble des solutions potentiellement non dominées générées

jusqu’a I'étape k; k > 1.

Algorithme 4 : ABBAS & CHAABANE

Etape 1 : Résoudre le probleme (P).
Soit 2! la solution optimale entiere z!' et (21,22, ...,27) le vecteur critére corres-
pondant. Construire I’ensemble €2;.

Si Q; = 0, alors la solution optimale est unique SND(P) := {(z1, 2}, ..., 2])}.

Aller a I’étape 2.
Sinon , la solution optimale peut ne pas étre unique. Pour chaque j € )y, calculer
0.
Si Vj € Qy,onaf <1,alorsiln’y a pas de solution alternative a x! le long
de laréte E7, j € Q.
SND(P) :={(z1,23,...,27)}. Aller a I'étape 2.
Sinon |,
tant que il existe au moins un j € €1y, tel que 6 > 1, faire :
— Explorer l'aréte E7,
— Evaluer en chacune des solutions entiére trouvées les r critéres,
— Mettre a jour SND(P).
Choisir arbitrairement un j € )y, initialiser k a 1 et aller a ’étape 2.2 .
Etape 2 : (k=1)

Etape 2.1 : construire 'ensemble Wy,



3.3 Quelques méthodes de résolution d’un probleme MOILP 45

Si U, = (), alors aller a 'étape 2.2 (la coupe devient une coupe de Dantzig :
Yjenwj = 1).

Sinon , poser ¢ = Wy. Aller a Iétape (a).

Etape (a) : Choisir un indice j;, € 1 et calculer le nombre 6.
Si 6 < 1, alors il n’y a aucune solution entiere sur 'aréte E7*.
¥ =P\ {Jk}
Si ¢ = (0, alors choisir un j, € Uy, et aller a 1'étape 2.2.
Sinon , aller a I’étape (a).
Sinon , déterminer les solutions entiéres sur E7* et évaluer en chacune

d’elles les r criteres.
Mettre & jours 'ensemble SND(P). Aller a I’étape 2.2.

Etape 2.2 : Utiliser la coupe > jeN\i} T = 1. pour réduire le domaine de re-
cherche et par application des méthodes dual du simplexe et les coupe de

1 comme étant la solution optimale du

Gomory si nécessaire, on obtient 2%+
probleme augmenté.

Mettre a jour SND(P), k :=k + 1 et aller a I’étape 2.1.

Test d’arrét : La procédure prend fin quand l'opération pivot est impossible, le pro-

bléme est devenu non réalisable dans la nouvelle région tronquée.

Remarque 3.3.3 Aussi bien dans [’algorithme ABBAS & MOULAI que dans [’algo-
rithme ABBAS & CHAABANE, on visent da énumérer [’ensemble de toutes les solutions
réalisables du probleme étudié. De plus, pour la recherche des solutions entieres, ces deux

algorithmes utilisent les coupes fractionnaires de Gomory qui convergent tres lentement.

3.3.5 Méthode A.Sylva et J.Crema

La méthode développée par Crema et Sylva [22] est une variante de celle de Klein et
Hannan étudiée précédemment. Son principe repose sur la résolution d’une succession
de programmes linéaires en nombres entiers optimisant a chaque étape une combinaison
positive des criteres. Un ensemble de contraintes est rajouté a chaque fois assurant la dé-
tection d’une nouvelle solution efficace. A la fin, la méthode fournit ’ensemble de toutes
les solutions non dominées du probléeme de programmation linéaire discrete a objectifs

multiples.
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Les auteurs considérent que les données du probleme (P) sont entiéres, aussi bien la
matrice des contraintes A, le vecteur second membre b que les coefficients c} de tous les

criteres.

Algorithme 5 : SYLvA & CREMA

Etapel : Apres avoir fixer le vecteur poids (A1, A, ..., A,) a des valeurs strictement
positives, la premiére étape consiste a résoudre le probleme (P;) définit comme
suit : )

(P1) : max{)_ Nic'z,x € D}
i=1

Si (P,), n’admet pas solution, alors (P) l'est aussi.

Sinon , Une solution x; est trouvée et elle est efficace.

Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmentés par

certaines contraintes sont résolus progressivement.

Apres k étapes du processus :
Si (Py), n’admet pas solution, alors l’algorithme s’arréte.

Sinon , une nouvelle solution efficace xy est trouvée et le nouveau probléme ( Py 1)
est définit & partir de (P) en éliminant toutes les solutions vérifiant c'z <

cab Vi =1,..,r ceci peut étre traduit par le rajout de contraintes suivantes :

Syt =1.9F>0i=1,..r

(2

{ Clo > (Ca* + fi)yf = Mi(L—yf)i=1,...r

ou —M:i est un minorant pour toute valeur réalisable de la "¢ fonction

objectif et f; > 1; entier, représente la plus petite augmentation possible du

1°™€ critere.

Etape générale k : A I'étape k, on résout le probléme (Py) qui est définit comme suit :

max Y, Nz

SC

reD

Cix > (Cia? + f)yl — M;(1—y)), i
ryd=1i=1r j=1,k—1

vl e{01}i=Tr j=Th-1

I
—
=
.
I
—_
o
|
—_

Etape finale n : La procédure s’arréte lorsque le probléme (P,) est irréalisable.
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Pour f; =1,Vi=1,...,r, la méthode génere toutes les solutions non dominées. Lorsque
fi > 1; elle prend une valeur permettant d’atteindre la valeur minimale souhaitait par

e

le décideur pour le :“™¢ critere. Dans ce cas, seul un sous ensemble de solutions non

dominées est trouvé.

3.4 Conclusion

Ce chapitre est consacré a I'introduction de la problématique multi-objectif en nombres
entiers. Les définitions et les concepts de base sont présentés ainsi que les principaux
résultats nécessaires a la résolution d'un probleme MOILP. Nous avons décrit quelques
méthodes exactes de résolution de MOILP. Ces méthodes sont passées en revue et les

avantages et les inconvénients de chacune sont mentionnées.



Chapitre 4

Optimisation d’un critere sur un
Ensemble Efficient

4.1 Introduction

Dans certaines situations pratiques, I’énumération de tout I’ensemble des solutions
efficaces d’un probleme multi-objectif n’est pas toujours recommandée car il peut s’avérer
que cet ensemble efficient soit tres grand et il devient impossible pour le décideur de
choisir le meilleur compromis en termes de ses préférences. L’optimisation d’un critere,
qui exprime les préférences du décideur, sur ’ensemble efficient constitue, des lors, un
sujet de recherche essentiel dans ce domaine.

Ce probleme est en principe difficile a résoudre, ceci est dii principalement a la non-
convexité de son ensemble réalisable.

Ce type de probleme a été étudié la premiere fois dans le cas continue en 1972 par
Philip [62] et depuis plusieurs chercheurs, citons en particulier : Benson [10], [11], [12],
[13], [14], Isermann [45], Yamamoto [81], Ecker et Song [30], Sayin [68], motivés par de
nombreuses applications, se sont intéressés a ’optimisation d’une fonction sur ’ensemble

efficient d’un probléeme multi-objectif linéaire.

Contrairement au cas continu qui a été largement étudié par de nombreux auteurs,
le cas discret n’a pas vu autant de développement semblable et on ne trouve que tres
peu d’articles dédiés au probléme a variables entiéres.

La premiere méthode pour 'optimisation d’un critere linéaire sur I’ensemble efficace
discret fut proposée en 1992 par Nguyen [59], cette méthode consiste a calculer une
borne supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif. En 2006, un algorithme

évitant I’énumération explicite de tous les points efficaces dans I’espace des variables de



4.2 Formulation du probléme 49

décision, est proposé par Abbas et al. [4], ou différents types de coupes sont imposées de
telle maniere que I'amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif soit garantie
a chaque itération. En 2008, Jorge [46] développe un algorithme basé sur I'analyse d’un
ordre approprié de problemes linéaires en nombres entiers pour éliminer successivement
les solutions moins bonnes sur le critere principal. Récemment, en 2010, Chaabane et
al. [I5] proposeérent une méthode de résolution dans I’espace des critéres dans laquelle la
valeur de la fonction objectif principal est améliorée en optimisant une somme pondérée

des criteres a chaque itération.

4.2 Formulation du probléeme

Le probleme d’optimisation d’une fonction, supposée connue, sur ’ensemble efficient

d’un problémes multi-objectifs linéaire peut étre formulé d’une maniére générale par :

max ¢(x)
(Pg)s sc.
reFEff

ol ¢ est une fonction continue de R™ dans R, et Ef f représente I’ensemble efficient du

probleme multi-objectif linéaire suivant :

max Cux
(PM()) SC.
reS={reR"\Azx < bz >0}

avecr € R", b e R™, A € R™" et C' € RP*™, L’ensemble S est supposé borné non vide.

4.3 Meéthode de résolution de (Pg) dans le cas discret

Pour le cas discret, on y trouve que peu d’article dédiés au problémes (Pg) a variables
entieres : [59], [4], [46], [15]. Tous ces articles traitent le cas (Linéaire-Linéaire) c’est a
dire optimiser un critere linéaire sur ’ensemble efficient d’un probleme multi-objectif

linéaire discret MOILP, qui peut étre formulé d’une maniere par :

max ¢(z) = dx
(PE) SC.
re Eff
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ou d € R"” et Eff représente ’ensemble efficient du probleme multi-objectif linéaire a

variables entiéres suivant :

max Z;(z) = cx, i € {1,...,p}
(PMO) SC.
reD

ot D=5SNZ"S={reR\Azx < b,z > 0}.A € R™" b e R, ¢ € R". D supposé

non vide et S un polyedre borné.

On définie (Pg) le probleme relaxé suivant :

max ¢(z) = dz
(PR) SC.
reD.

avec D =SNZ" S={reR"\Azx < b,z > 0}.

Théoréme 4.3.1 (Caractérisation d’un solution efficace [29]) Soit z* une solu-
tion quelconque de D. x* est efficace pour le probléeme (Pyo) si et seulement si la valeur
optimale de la fonction objectif 0 est nulle dans le programme de programmation linéaire
mixte suivant : 4

max 6 = 32,77

sc.

Czr— Iy =Cz".

x € Dyip; e RT Vi e {1,...,p}

EK(x")

ou C' est la matrice d’ordre p x n dont la i°™ ligne correspond a c*, i € {1,...,p}; I est

la matrice identité d’ordre p et | = (V;)icq1,.. p}-
Cette caractérisation des solutions efficaces servira comme test d’efficacité dans les

algorithmes qui suivent.

4.3.1 Méthode de Jorge

Jorge a proposé dans [46] un algorithme qui fournit une solution optimale du pro-

bleme (Pg) en un nombre fini d’itérations, sans avoir a déterminer toutes les solutions

efficaces du MOILP.

La procédure commence a résoudre le probleéme relaxé (Pg). Evidemment, seulement

dans un nombre réduit de cas spéciaux la solution optimale de (Pg) fournit une solution
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optimale de (Pg) . Donc, si ce n’était pas le cas, une nouvelle solution efficace qui domine
la précédente est alors obtenue. Ensuite, dans chaque itération, le critére principal est
optimisé sur le domaine restreint par des contraintes en nombres entiers qui sont inclues
progressivement pour éliminer les solutions dominées par la solution efficace courante,
afin de fournir une solution non dominée par les solutions détectées antérieurement jus-

qu’a ce qu’'une solution optimale soit finalement trouvée.

Algorithme 6 : JORGE

Etape O : (Initialisation) Poser ¢,y = —00, ¢5yp = +00, | = 1 et résoudre le pro-

bléme relaxé (Pg).
Si (Pgr) est irréalisable, Stop. (Pg) est aussi irréalisable.
Sinon |, soit 2! une solution optimale de (Pg).

Etape 1 : Si 2! est efficace (test d’efficacité , Stop. ., = 2! est une solution
optimale de (Pg) et ¢op = da'.

Sinon , poser ¢g,, = dx' et aller a I'étape 2.

Etape 2 : Trouver 2/ € Eff(P) dont le vecteur critére domine Cz! et soit @' une

solution optimale du probleme (7;) suivant :
max{dz\Cz = C#',z € D}.

Dans I'espace des criteres, plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le méme vec-

teur criteres, pour cela le probleme (7}) est résolus pour optimiser le critére prin-

cipal sur toutes les solutions équivalentes a z'.

Si di! > Qing, POSET Qi p = dit et Topt = .
Si Qing = Gsup, StOp. x,, est une solution optimale de (Pg).

Etape 3 : Résoudre le probleme (R;) suivant :
max{dr/x € D —U._,D,}, ot DJx € Z"/Ci* > Cx}.
avec 7', #%,..., 7' sont les solution optimales des problemes (T1), (T3),...,(T}) res-
pectivement
Si (R;) est irréalisable, Stop. z,,: est une solution optimale du probleme (Ppg).
Sinon |, soit 2! une solution optimale de (R;).
Si dz't! < ¢inf, Stop. T, est une solution optimale de (Pg).

Sinon , poser [ =1+ 1 et aller a I’étape 1.
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Proposition 4.3.1 [/6] Soit x'*! une solution optimale du probléme (R;) telle que
A1) > maxeer, {0(7°)}. Si 2t € Eff alors 2! est une solution optimale de
(Pg).

Proposition 4.3.2 [/6] Soient 7', ....3' € Eff, si (R;) est irréalisable, alors l’ensemble

de toutes les solutions non dominées est SND(Py0) = C3', ..., CFl.

4.3.2 Méthode de Chaabane et al.

Les auteurs dans [I5] introduisent une nouvelle méthode exacte pour la résolution
du probléme (Pg) dans 'espace des critéres en un nombre fini d’itérations. Dans cette
méthode, la valeur de la fonction objectif ¢ est améliorée a chaque itération en optimisant
une somme pondérée des critéres.

Dans cette méthode tous les coefficients de A, b, C' et d sont supposés entiers.

Algorithme 7 : CHAABANE ET AL.

Etape 1 : Résoudre le probleme relaxé (Pg), soit z* la solution obtenue.
Si z* est efficace, Stop. z* est une solution optimale pour (Pg).
Sinon , aller a I’étape 2.
Etape 2 : Poser k=1, H* = D, Eff = (). Résoudre le probleme (P?) suivant :
max Zy(r) =31, \iZi(x)
(P ] sc.
xr € H°.
Sa solution zy étant efficace. On pose Ty = Xo, Gopt = dxg et Eff = Ef f U xy.
Aller a I’étape 3.
Etape 3 : Poser k = k + 1 et résoudre le probleme suivant :
max Zy(z) = 3F , NiZi(x)
(PH)] sc.
x € DF.
ot D¥ = H*N{x € D/dx > dx,p + 1} et
xeD
H* = H*'0 ¢ Zi(x) > (Zi(wop) + Dk — My(1 = yf); i € {1,....p}
avec Y7 yf =1; yf €{0,1}; i € {1,....p}
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ou —M; est une borne inférieure de la i“™° fonction objectif dans S.

y¥ est une variable binaire associée & chaque critére et définie par :

~J 1si Z; est strictement amélioré par rapport & Z;(2op)
Y 0 sinon

p k

La contrainte >7;_; y7 > 1 signifie qu’au moins un des critere est amélioré.

La contrainte supplémentaire dz > dx,, + 1 permet de se déplacer vers une autre

solution meilleure sur ¢ si elle existe.

Si D¥ =0, aller a 1'étape 6.
Sinon |, soit z, la solution optimale de (PY).

Si ¥ est efficace, alors Eff = Eff U ay, Topt = Thy Qopt = AT €t aller a

I’étape 3.
Sinon aller a I’étape 4.
Etape 4 : On explore toutes les arétes E;, incidentes a zy. Soit J, = {j € N/ Z\,j —
Cj == 0}
Si J,, # 0, alors poser v = J, et aller a ’étape 4.1.

Sinon Aller a I’étape 5.

Etape 4.1 Si v = 0 alors, soit j, € Ji. aller & Pétape 5.
Sinon , prendre j; € Jj, et calculer 69 (voir définition formule [3.2)).
Si H?k =0, poser v = 7\ Ji et aller a I'étape 4.1.
Sinon ng > 1, aller a I’étape 4.2.

Etape 4.2 Si il existe une solution efficace entiére x), sur l'aréte Ej, telle que
dzx), > Gopt, poser Eff = Eff U{x}}, Topt = @), €t Qopt = dxope. Aller a
I’étape 3.

Sinon poser v = y\{jx}. Aller a I’étape 4.1.
Etape 5 : Soit k = k + 1, rajouter la coupe de Dantzig a (P¥) et appliquer la méthode
dual du simplexe pour obtenir une nouvelle solution optimale xy.

Si xy, et efficace et dxy > Gopt, on pose Eff = Eff U{zk}, Topt = x) €t dopr =
dxope. Aller a I'étape 3.

Sinon , aller a I'étape 4.
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Etape 6 (étape finale) : La solution optimale de (Pg) est donc 2.y, sa valeur objectif
correspondante est ¢,,¢. Le sous ensemble de E(P) des solutions efficaces obtenues

qui améliorent la fonction ¢ est Ef f.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux méthodes de résolution du probleme (Pg)

ou les variables de décision sont entieres.

La plupart des méthodes développées dans la littérature traitent le cas (Linéaire-
Linéaire) c’est a dire optimiser un critére linéaire sur un ensemble efficient d’un probléme

multi-objectif linéaire.

Tres peu d’articles récents ont traité des cas plus général a savoir le cas (Linéaire-
Fractionnaire) [83], qui optimise un critére linéaire sur un ensemble efficient d’un pro-
bleme multi-objectif fractionnaire linéaire, le cas (Fractionnaire-Fractionnaire) [84)], opti-
misant une fonction fractionnaire linéaire sur un ensemble efficient d’un probleme multi-

objectif fractionnaire linéaire.

Vu la pauvreté de la littérature relatant le probleme (Pg) dans le cas discret, ceci,
nous a davantage motivé pour explorer cette classe de problemes en mettant au point
une méthode exacte pour la du cas (Quadratique-Linéaire), c’est a dire I'optimisation
d’un critere quadratique sur un ensemble efficient d’un probleme multi-objectif linéaire

en nombres entiers.



Chapitre 5

Optimisation d’un Critere
Quadratique sur I’Ensemble

Efficient d’un Probleme
Multi-objectif Linéaire Discret

5.1 Introduction

Le probléme sous considération (P) est un probleme de maximisation d’un criteére
quadratique notée ¢(x) sur 'ensemble efficient E'f f dit aussi ensemble Pareto optimal
d’un probleme de maximisation multi-objectif linéaire a variables entieres MOILP.

Ce probleme est en principe tres difficile a résoudre, ceci est du principalement a la
non convexité de son ensemble réalisable, ajouter a cela la forme implicite du critere

principale qui est non linéaire.

Pour résoudre ce probléme, nous avons pris en considération deux formes différentes

d’une fonction quadratique :

— La fonction quadratique indéfinie écrite sous forme d’un produit de deux fonctions
linéaires positives qui est une fonction quasi-concave, le critére principale ¢(z)
s’écrit alors sous la forme ¢(x) = (p'z + o) (¢'z + 3).

— La fonction quadratique semi-définie écrite sous sa forme générale %ZlﬁtGZIJ—I- gl avec
G une matrice semi-définie négative, ainsi le critére principale ¢(z) = 32'Ga + g'x

est concave.
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les notations, définitions et les résultats de base utilisés dans notre travail sont pré-
sentés dans la deuxieme section de ce chapitre.

La troisieme section est consacrée a la fonction quadratique indéfinie; le probleme

considéré (P) consistera alors & maximiser un critére quadratique sur I’ensemble efficient
d’un probleme (MOILP), avec ¢(z) représentant le critére principale du probleme, est
le produit de deux fonctions linéaires positives.
Nous proposons pour cela deux méthodes exactes différentes ; la premiere est une adapta-
tion de de la méthode de Jorge[46] détaillé dans le chapitre {4 précédent , et la deuxieme
est une nouvelle méthode basé sur le principe de séparation et évaluation "Branch &
Bound" et 'utilisation d’une coupe efficace a chaque itération de 'algorithme.

La quatrieme section sera attribuée a 'optimisation d’un critere quadratique, écrit
sous la forme ¢(x) = %:ptG:p+gtx avec G une matrice semi-définie négative, sur l’ensemble
efficient d’un probleme M OILP ; nous proposons pour cela un algorithme exacte qui est
une adaptation de I'algorithme de Jorge[46] au cas d’'un critére quadratique.

La cinquiéme section va conclure le chapitre.

5.2 Optimisation d’un critere quadratique indéfini

sur I’ensemble efficient d’un probleme MOILP
Le probleme principale que nous allons étudier est formulé par :

max ¢(z) = (p'z + a)(¢'z + B)
(P)< sc.
reEff

ou p, q et x des vecteurs de R" et o, 5 € R.

¢(z) une fonction d’utilité quadratique représentant les préférences du décideur et
E f f représente ’ensemble efficient du probléme multi-objectif linéaire discret (M OILP)
définit au chapitre 3| de la these par :

max Z;(z) = 'z, i € {1,...,r}
(Pyo) { sc.
reD=5SNZ"

olt 7 > 2 est un nombre entier, S = {r € R"/Ax < b,z > 0}; ¢ € R", A € R™*"
b € R™, D étant supposé I’ensemble non vide des points entiers de S et S un polyedre

convexe borné de R".
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On suppose que les facteurs (p'z + «) et (¢'z + ) >0 Ve € S.

Dans cette section, nous proposons deux algorithmes exacts pour résoudre le pro-
bleme (P), les deux algorithmes fournissent une solution optimale de (P) sans avoir a
énumérer 'ensemble de toutes les solutions efficaces du probléme multi-objectif (Py0).
La premieére méthode est une adaptation de de la méthode de Jorge[46] au cas d'une
fonction d’utilité quadratique, et la deuxiéme méthode est une nouvelle méthode basé
sur le principe de séparation et évaluation "Branch & Bound" et I'utilisation d’une coupe

efficace a chaque itération de I’algorithme.

5.2.1 Premiere approche

La premiere méthode que nous proposons pour générer la solution optimale du pro-
bleéme centrale (P) est inespérée de la méthode de Jorge [46], cité dans le chapitre [4]
Cette méthode fournit une solution optimale globale du probleme (P) sans passer par
toutes les solutions efficaces du (Py0).

L’approche adoptée dans ce travail est basé sur la résolution d’un programme noté R;
a chaque itération [ de I’algorithme, ce programme optimise un critere quadratique sur un
domaine restreint par des contraintes linéaire supplémentaires imposées au programme
R;_1 résolu précédemment. ces nouvelles contraintes, connues dans la littérature sous le
nom "Corner Constraints" D.Klein & E.Hannan [49], sont inclues progressivement pour
éliminer les solutions efficaces déja trouvées, et faire en sorte que les nouvelles solutions

générées soient efficaces.

Description de la méthode

On initialise [ a 1 représentant le nombre d’itération.

L’algorithme commence par la résolution du programme relaxé (Pg) suivant :
max ¢(z) = (p'z + a)(¢'z + B) = fi(2). fa(7)
(Pr) < sc.
reD.

avec D =SNZ", S={reR"\Az < b,z > 0}.

On fait appel a une des méthodes existante en littérature pour résoudre le probleme
(Pr).
A chaque itération [ de I'algorithme, étape [ consiste a tester 'efficacité de la solution

2! précédemment trouvée en appliquant un des théorémes cités précédemment [4.3.1]
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2.1.4] 2.1.3] 2.1.2] ces tests permettent de vérifier I'efficacité de la solution z! et nous

permettent d’avoir une autre solution 2! qui est efficace si ! ne 'est pas.

Si la solution z! est efficace, I'algorithme s’arréte, sinon, on passe a 1'étape 2.

A DPétape 2, on résout le probleme (7}) suivant :
max{¢(z) = (p'z + a)(¢'z + B)\Cx = Ci', x € D}.

Ce probléeme permet d’optimiser le critére principale ¢(z) sur toutes les solutions
alternatives a £!. Soit &' la solution optimale du probléme.
Notons que pour ce probléme, au moins une solution réalisable initiale est disponible,

a savoir 2!, qui peut étre optimale.

L’étape 3 de l'algorithme vise a fournir une nouvelle solution entiere non générée
précédemment et qui n’est pas dominée par aucune solution efficace déja trouvée. Cette

tdche est assurée par la résolution du probleéme (R;) suivant :
max{¢(z) = (p'z + a)(¢'z + §)/r € D — U, D}

ot Dy{z € Z"/C7° > Cx}, avec 7', 72,..., &' sont les solution optimales des problémes
(T1), (T3),...,(T}) respectivement.
Il est possible de fournir une solution optimale au probléme (R;), en résolvant le

probleme R qui lui est équivalent :

max ¢(z) = (p'z + a)(¢'z + B)

reD

(R cz > (dal+ 1)yl — My(1—b), i=1,...r
Yiiyi=1

yh>0,i=1,..,7

ol —M; est un minorant pour toute valeur réalisable du ™ critére.

Notons que lorsque 3! = 0 la contrainte associée est redondante et lorsque y! = 1,
une stricte amélioration du ™ critére est imposée.

On note ! la solution obtenue en résolvant (R;), on pose [ = [ + 1 et on passe &

I’étape [.

Développement de P’algorithme

Algorithme 8
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Etape 0 : (Initialisation) Poser Ging = —00, Psyp = +00, | = 1 et résoudre le pro-
bléeme relaxé (Pg) en utilisant une des méthodes de résolution d’un programme
quadratique indéfini existantes en littérature.

Si (Pg) est irréalisable, Stop. (P) est aussi irréalisable.
Sinon | soit 2! une solution optimale de (Pg).

Etape 1 : Si 2! est efficace, Stop. Topr = o' est une solution optimale de (Pg) et
¢opt = ¢(xl>
Sinon , poser ¢g,, = ¢(z') et aller a 'étape 2.

Etape 2 : Soit & € Eff efficace fournie par le test d’efficacité et soit ! une solution

optimale du probléme (7;) suivant :
max{¢p(z) = (p'z + a)(¢'z + B)\Cz = Ci', 2 € D}.

Résoudre le probleme (7;) pour optimiser le critére principal sur toutes les solutions

équivalentes a 2!,

Si A(F') > @ing, poser iy = G(T') et wop = T
Si Ginf = Gsup, SOP. Ty st une solution optimale de (Ppg).
Etape 3 : Résoudre le probléeme (R;) suivant :
max{¢(x) = (p'v + a)(¢'z + B)/x € D —U,_, D}
ot D, = {z € Z"/C#* > Cx}, avec &*, 7°,..., 7' sont les solution optimales des
problemes (71), (Ts),...,(1;) respectivement
Si (R;) est irréalisable, Stop. z,,; est une solution optimale du probleme (FPpg).
Sinon |, soit 2/t une solution optimale de (R;).
Si ¢(z') < ¢inp, Stop. T, est une solution optimale de (Pg).

Sinon , poser [ =1+ 1 et aller a I’étape [.

Théoréme 5.2.1 L’algorithme de recherche d’une solution optimale du probléme (P)
converge en un nombre fini d’itérations

Preuve 5.2.1 Par l’hypothese que la région d’admissibilité S est bornée et D supposé
non vide, il existe un nombre limité de solutions entiéres, ainsi l’ensemble E f f contient

un nombre fini de solutions entiéres efficaces.
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Chaque fois qu’une solution optimale enti¢re x' du probléme (R;) est trouvées, le test
d’efficacité nous permet soit de vérifier Uefficacité de cette solution et donc obtenir une
solution optimale da notre probléeme (P), soit d’obtenir une autre solution retournées qui
est efficace. Donc a chaque itération de [’algorithme, une solution entiére efficace est
générée, et avec les propositions[{.3.8{.3.9, chaque itération permet une amélioration du
critere principale et une réduction du domaine de recherche progressivement jusqu’a ce
qu’il devient vide et donc la convergence de [’algorithme vers une solution optimale pour

le probléme (P) est assurée.

Exemple numérique

Pour illustrer 1'utilisation de ’algorithme, on considere le probleme suivant :

max @(x) = (21 + 4xo + 1) (21 + 22 + 2)
(P)} sc.
reFEff

ou Eff est I'ensemble de solutions efficaces du probleme linéaire multi-objectif en

nombres entiers Pyso suivant :

max Z; = —3x1 + X9
max Zo =T — X
sc.

41 + 325 < 20

T —T9 <3

Ty < 4

120, 29> 0

T entier.

(Pumo)
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FIGURE 5.1 — L’ensemble des solutions efficients

L’ensemble de toute les solutions efficaces du probleme (Py0) est
Eff={(0;0),(0;1),(0;2),(0;:3), (0;4), (1;0), (2; 0), (3; 0) }.

x| (050) | (0;1) | (0;2) | (0;3) (2;0) | (3;0)
Z(x) | (050) | (1:-1) | (25-2) | (3,3) | (4-4) | (-351) | (-6;2) | (-933)

)
=
—
e

o(x) 2 15 36 65 102 9 20 35
On prend les bornes inférieures des deux fonctions objectifs —M1 = —11, —M2 = —4.
Etape 0 : Initialisation soit @gp = —00 .

On résout le probléme relaxé suivant :

max ¢(x) = (2x1 + 4w + 1) (21 + 29 + 2)
(PR) ScC.
(xl,mg) eD

La résolution du probléeme (Pg) a abouti a la solution enti¢re suivante z! = (2,4) et
o(x') = 168.

Etape 1 : On teste lefficacité de 2!, on trouve z! pas efficace.
On pose ¢gyp = d(x!) = 168, aller & Iétape 2.
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Etape 2:

Soit 21 = (0,2) la solution efficace générée par le test d’efficacité. Le vecteur critere
correspondant & cette solution est Z(2') = (2, —2).

Pour trouver les solutions efficaces qui ont le méme vecteur critere on résout le
probléme (77) suivant :

max @(x) = (2xy + 4xy + 1) (1 + 22 + 2)
sc.
(T1) S (z1,22) € D
—3x1 + 19 =2
T]— Ty = —2

La solution optimale du probleme (7) est 2! = 2! = (0,2) et on a ¢(T') = 36 > Py,
Alors ¢nr = 36 et zop = (0,2).
On a ¢ins # Gsup, aller a I'étape 3.

Etape 3:

Résoudre le probléme (R;) suivant :

max ¢(x) = (221 + 4o + 1) (21 + 22 + 2)
sc.
(x1,29) € D
—3x1 + x> 3y; — 11(1 — y1)
T — g > —yy — 41 — )
vi+ys =1 g1y €{0,1}
La solution optimale du probléme (R;) est 22 = (2,3), y = (0,1) et ¢(z2) = 119.
Comme ¢(2?) = 119 > ¢, on pose 1=141.

Etape 1:
La solution z? n’est pas efficace. une autre solution efficace est donnée 22 = (0,1).
Poser ¢4, = 119 et aller a ’étape 2.

Etape 2:
Soit #' = (0, 1) la solution efficace trouvée. Le vecteur critére correspondant & cette
solution est Z(2') = (1,-1).

On résout le probleme (73) suivant :
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max ¢(x) = (2xy + 4xy + 1) (1 + 22 + 2)
sc.
(T2) § (x1,79) € D
—3r1+1xo=1
T —T9g = —1

La solution optimale du probleme (73) est 72 = 22 = (0,1) et on a ¢(7?) = 15 < ¢y
Ging # Dsup, aller & 'étape 3.

Etape 3:

Résoudre le probléme (R,) équivalent au probléme (Ry) :

max ¢(x) = (2xy + 4ag + 1)(xy + 22 + 2)
sc.

(x1,m9) € D

=31 + xy > 3yt — 11(1 — y})

(R2){ @1 — 2z > —yh — 4(1 — yd)

=321 + 2y > 2y7 — 11(1 — ¢7)

T — o > —4(1 —y3)

yi +y2 > 1, yi, y3 € {01}

yi +y5 > 1, yi, vs €{0,1}

La solution du probléme (Ry) est 23 = (3,2), y = (0,1,0,1) et ¢(z*) = 105. Comme
d(x3) = 105 > ¢y, on pose 1=141. Aller & I'étape 1.

Etape 1:

La solution 2% est testée pour son efficacité. La solution z3

n’est pas efficace et la
solution efficace engendrée est * = (1,0).
On pose ¢gyp = d(x*) = 105. Aller & I'étape 2.

Etape 2:
Soit 23 = (1, 0) une solution efficace. Le vecteur critére correspondant a cette solution
est Z(23) = (-3,1).

On résout le programme (73) suivant :
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max ¢(x) = (2xy + 4xy + 1) (1 + 22 + 2)
sc.

(T3) § (x1,79) € D

=31+ 129 = —3

l’l—xgzl

La solution optimale du probleme (T3) est 2° = 2° = (1,0) et on a ¢(Z%) = 9 < Pins-
Ginf # Dsup, aller & I'étape 3.

Etape 3:

Résoudre le probléme (Rj) équivalent au probléme (R,) suivant :

max ¢(x) = (2zy + 4wy + 1) (21 + 22 + 2)
sc.

(x1,m9) € D

—3x1 + 1y > 3yt — 11(1 — y})

T =22 >~y — 41 — y3)

=31 + 1y > 2y — 11(1 — y3)

ry — g > —4(1 — y3)

—3xy + 1y > =27 — 11(1 — 3)

Ty — 29 > 2y5 — 4(1 — y3)

yi +y2 > 1, yi, v €{0,1}

yi +y3 > 1, i, v3 €{0,1}

yi+ys > 17, ys €{0,1}

La solution du probléme (Rj) est 2t = (0,4), y = (1,0,1,0,1,0) et ¢(x*) = 102. Comme
d(x*) =102 > ¢;p, on pose 1=141. Aller a I'étape 1.

Etape 1:

La solution x* = (0,4) est efficace (test d’efficacité).

Terminer; la solution optimale du probleme (P) est z,,; = (0,4) avec une valeur
optimale ¢y = 102.

5.2.2 Deuxieme approche

Le deuxieme algorithme que nous proposons fournit une solution optimale du pro-
bléme principal (P) sans avoir a générer I'ensemble de toutes les solutions efficaces du

probléme multi-objectif linéaire (Py;0). Notre méthode est principalement basée sur le
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processus de séparation et évaluation de "Branch & Bound' et I'utilisation d’une coupe
efficace a chaque itération de I'algorithme en mesure de supprimer des solutions entieres

qui ne sont pas efficaces pour le probleme multi-objectif (Py0).

L’approche adoptée pour ce travail pour générer la solution optimale du probleme
centrale (P) est basée sur la résolution du probléme unicritére quadratique (P) a chaque

étape [ (I > 0) de l'algorithme. Ce probleme (P)) est formulé par :

max ¢(z) = (p'z + a)(¢'z + B) = fi(x).f2(2)
(P) S sc.
T &€ Sl

ou les facteurs (p'x + ) et (¢'z +5) >0Ve € S, p,g e R" et a, B € R.

et Sp = S et sans contrainte d’intégrité des variables.,

Définition 5.2.1 Une coupe est dite efficace pour le probléme (Pyo) si son adjonction

au domaine S ne supprime pas de solutions réalisables entiéres efficaces de S.

— Soit z; la la premiere solution entiere obtenue apres résolution du probleme (F;)
(pour [ = 0) en utilisant une des méthodes de résolution du probleme quadratique
indéfinie.

— By(N,;) est défini comme ’ensemble des indices des variables de base (hors base)
respectivement de x;.

— Soit ; la j*™ composante du vecteur de la direction de croissance de la fonction

principale v défini par la relation suivante a chaque étape [ de I'algorithme :
7, = N7 + 275 + B (5.1)

Ou
7]1 :pj_plejaj € Nlai? :qj_Qlejaj € Nl ; fl :ptx?+a7 (&S Bl ; f2 = th;(—i_ﬁa
i€ B; 9= fif2 and I1; = min{(xlj)i’ Qij > 0}7 JEN

a;

sont les valeurs mise a jour.

Théoréme 5.2.2 Une solution x* € S est une solution optimale du probléeme quadra-
tique indéfini (P,) si et seulement si le vecteur de croissance de la fonction principale

o(x), 7 est tel que 7; < 0 pour tout indice j € Nj.

La direction de croissance de chaque critere Z;, i € {1,...,r} du probléme (Py0)

est déterminée a l'aide de leur gradient et celle du critére principal ¢ du probleme (P)
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est déterminée par . La méthode utilise ces informations pour construire une coupe en
mesure de supprimer des solutions entieres qui ne sont pas efficaces pour le probléeme
multi-objectif (Pyo).

Avant de déterminer I’expression mathématique de cette coupe efficace, il faut d’abord

définir les ensembles suivants en x;.

H, = H} U H} ou (5.2)
H' ={jeN|Fief{l, r}y>0et >0} (5.3)
Hf:{jeNl|f;§:0,‘v’i€{1,...,r} et'YjZO}. (5.4)
SlH:{xESH 233]21} (55)

JjeH,

La coupe efficace Yjem vy > 1 élimine les solutions entiéres non efficaces.

Description de la méthode

On pose ¢y = —00. La méthode consiste a résoudre le programme (F;) a chaque
étape de 'algorithme. Chaque programme (F;) correspond au nceud [ dans une arbores-
cence structurée.

Un nceud [ de Parborescence est sondé si le programme correspondant (F)) n’est
pas réalisable ou que I'ensemble H; est vide (c’est a dire qu’aucun critére ne peut étre
amélioré et donc il n’aura plus de solutions efficaces).

Si la solution optimale 2} du programme () n’est pas entiére, soit z; une composante
de z7 telle que z; = «; ot ; est un nombre fractionnaire. Le nceud [ de 'arborescence
est alors séparé en deux nceuds qui lui sont imposées par les contraintes additionnelles
z; < |aj| et x; > |aj| + 1 ou |y indique la partie entiere du nombre réel a;. Dans
chaque nceud, le programme quadratique obtenu doit étre résolu jusqu’a obtention d’une
solution entiere si elle existe.

En présence d'une solution entiere, la solution est testée pour son efficacité; si elle
est efficace, ¢ est mis a jour est le nceud correspondant est sondé, sinon la coupe
> jem, Tj > 1 est rajoutée au programme et le nouveau programme est résolue.

La méthode se termine quand tous les nceuds crées sont sondés. La solution entiere

optimale du probleme (P) est alors x,, qui correspond & @gp.

Formulation de 1’algorithme

Algorithme 9
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Etape 1 : Initialiser [ = 0 et @op = —00.

Etape 2 : Tant qu’il existe un nceud non encore sondé, choisir le noeud non sondé le
plus récemment créé et résoudre le programme quadratique correspondant (F}) en
utilisant la méthode dual du simplexe. (On utilise une des méthodes de résolu-
tion du probleme quadratique indéfini, existantes en littérature, pour résoudre le
probleme initial (7)), pour [ = 0).

e Si (F)) n'est pas réalisable, alors le nceud correspondant est sondé;

e Sinon, soit x; sa solution optimale obtenue;

o Si ¢opt > ¢(7) alors le noeud est sondé. Aller a I'étape 2;
¢ Sinon
* Si x} est entiere, aller a I'étape (2a);

* Sinon, aller a I'étape (2b).

Etape 2a : Tester efficacité de z;.
o Si ] est efficace, mettre a jour ¢ = d(z]) et T = 27 ; le noeud [ est
sondé. Aller a I’étape 2;
e Sinon, Déterminer les ensembles N;, H}, H? et H;, construire la coupe

efficace ;

¢ Si H; = (), le noeud [ est sondé puisque il n’y aura plus d’autre solutions

efficaces. Aller a I'étape 2;
o Sinon Ajouter la coupe efficace :
Sit1 =1{z € 81/ Xjen, x; > 1} et aller a I'étape 2.

Etape 2b : Appliquer le processus de branchement "Branch & Bound" et séparer
le noeud actuel [ en deux nouveaux noeud Iy, I; > 1+ 1 et Iy, Is > 1+ 1. Aller

a I'étape 2.

Théoréme 5.2.3 Supposons que H; # 0 a la solution entiére courante x}. x # x} est

une solution optimale du probléme (P) dans le domaine S; alors x € Syi;.

Corollaire 5.2.1 Supposons que H; # 0 a la solution entiére courante xy. Alors, la

contrainte Y- ;cp, T; > 1 est une coupe efficace

Théoréme 5.2.4 L’algorithme proposé génére une solution optimale du probléeme (P)

et converge en un nombre fini d’itérations.
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Preuve 5.2.2 L’ensemble S des solutions réalisables de (Pyo), étant borné, il contient
un nombre fini de solutions entieres, ainsi l’ensemble Eff contient aussi un nombre
fini de solutions entiéres efficaces. Chaque fois qu'une solution entiére optimale xj est
trouvée, la coupe efficace 3 e, x5 > 1 est rajoutée. Donc compte tenu du théoréme@
et du corollaire[5.2.1, au moins la solution x} est éliminée mais aucune solution efficace

n’est supprimée quand tout probléme (Py); k > 1 est résolu.

Exemple numérique

Pour illustrer I'utilisation de ’algorithme, on considere le méme exemple traité dans

I'exemple [5.2.1] :

max ¢<SC) = (2%1 + 4372 + 1)(%1 + o + 2)
(P)} sc.
xe Eff
ou Eff est I'ensemble de solutions efficaces du probleme linéaire multi-objectif en

nombres entiers Pyso suivant :

max 2, = —3x1 + o
max Zo = X1 — Ty
sc.

4y + 329 < 20
r1—T9 <3

Ty < 4

120, 79> 0

T entier.

Initialisation : soit ¢,, = —o00, [ = 0. On résout le probléme relaxé :

max ¢(z) = (21 + 4z + 1)(x1 + 22 + 2)
sc.
4y + 320 < 20
T — 22 <3
Ty < 4
120, 12 >0

Les résultats de résolution du probléme (F,), sont résumés dans le Tableau 1.
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Tab 1 T3 Ts b
T 0 1 4
T4 -1/4 7/4 5
1 1/4 -3/4 2

v |-33/4|-657/28
| 3/4 | -13/4
| -1/4 | 7/4

La solution optimale obtenue est g = (2,4) qui n’est pas efficace et ¢(zg) = 168.
Hy = {3,5}.

La contrainte z3 4+ x5 > 1 est rajoutée au Tableau 1 et on utilisant les opérations
de pivot, on obtient la solution optimale x; = (7/4,4) qui n’est pas entiere et ¢(x;) =
1271/8 (voir tableau 2) .

Tab 2 T T b

To 1 0 4
T4 2 -1/4 | 21/4
Ty -1 1/4 | 7/4
x3 1 -1 1

v | -65/8]-31/2
21 3/4 -4
| -1/4 | 2

On utilise le processus de Branch & Bound. Deux nceuds sont crées :

Ny :x <1.

Ny 1 a1 > 2.

N; : La contrainte z; < 1 est rajoutée au Tableau 2 et on obtient le Tableau 3
avec une solution optimale entiére z5 = (1,4) qui n’est pas efficace et ¢(z2) = 133,
Hy ={5,7}.

Tab3 | x5 | 7 | b
i) 1 0 4
Ty 1 -1 6
T 0 1 1
T3 30414
T 40413
v -31 | -31
1 3 -1
Z9 -1 1
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La coupe x5+x7 > 1 est rajoutée au Tableau 3 et le Tableau 4 est obtenu. La solution
optimale est z3 = (0,4) qui est efficace et ¢(x3) = 102. Alors, gop = 102 et oy = (0,4).
Le noeud est sondé.

Tab4 | x5 | g | b
X 1 0 |4
Ty 2 -1 07
T -1 1 |0
T3 1 -4 18
X6 0O | -4 |7
X7 1] -1]1
v -29 | -12
21 3 -4
29 -1 2

Ny : La contrainte x; > 2 est rajoutée au Tableau 2. Le Tableau 5 est obtenu :

Tab 5 | x4 T b
v | 1/4] 1 |15/4
vy | 14 2 |19/4
Ty 0 1 2
r3 | -3/4 1 3/4
x5 |14 -1 | 1/4

v | -9 [-31/2
o |-1/4] 4
n | 1/4] 2

La solution optimale z4 = (2,15/4) n’est pas entiere, le processus de Branch & Bound
est encore lancé. Deux autres nceuds sont crées :

(N3) @ g < 3.

(Ny) = g > 4.

En procédant toujours de cette maniere, les nocuds de l'arborescence seront tous
sondé, le processus se termine et la solution du probleme (P) sera x,; = (0,4) et
Gopt = 102.

Pour résumer 'approche proposé a travers cet exemple, nous présentons une arbo-
rescence qui représente les états des nceuds pendant le processus.
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5.2.3 Expérience numérique

Les deux algorithmes ont été mis en ceuvre sous le language de programmation Mat-
lab R2012a, qui est un language de programmation interactive, simple, efficace et op-
timisé pour le traitement des matrices. L’application a été déployée sur une machine
équipé d’un processus IntelCore i3 CPU, 2.53GHZ et 2Go de mémoire.

Nous avons testé les algorithmes sur des instances générées aléatoirement suivant
une loi uniforme a I’aide de la fonction redéfinie en Matlab Randi([vmin, Vmaz, 7, m) qui
renvoie une n Xm matrice a coefficient entiers indépendamment uniformément distribuées
dans Uintervalle [Vpmin, Vmaz)-

[Vrmins Umaz) st fixé a [—20, 20] pour la matrice A et pour les coefficients des criteres
du probléeme (Py0) et il varie dans Uintervalle [0, 20] pour les vecteurs p, ¢ et les réels «
et (8 afin d’assurer la condition de stricte positivité des facteurs (p'z + ) et (¢'z + f3).
Pour chaque contrainte j,la valeur du second membre b; est fixée a la partie entiere de
la somme des coefficients de cette contrainte divisé par 3.

Pour chaque instance (n,m, k) une séquence de 10 problemes a été résolues par les
deux algorithmes proposées, les résultats de ’experience sont présentés dans le tableau
suivant ou temps représentant le temps de calcul estimé en secondes et iter représentant
le nombre d’itérations de la méthode du simplexe sont en moyenne.
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1°* méthode 2¢me méthode

n | m|k temps (s) iter temps (s) iter

moy max moy max | moy max moy max
101 5 0,915 1,482 295.5 584 0,746 1,611 333,25 718
10 | 10 1,444 5,090 527,63 2000 | 1,149 | 3,950 468,625 | 2000
1010 | 10| 1,204 2,033 355,254 753 | 1,122 | 2,264 383,5 755
15110 | 5 | 15,983 | 75,446 | 2294,125 | 8291 | 13,632 | 25,625 2042 4099
1511010 5,131 18,976 | 1815,875 | 2937 | 33,496 | 214,786 | 4899,375 | 27198
15115 5 | 11,143 | 35,881 1519,75 3782 | 13,184 | 35,879 | 1843,625 | 4101
15| 15| 10 | 18,909 | 45,108 | 2899,625 | 5253 | 11,056 | 20,928 2110,25 4255
15| 15 | 15 | 12,7213 | 20,8198 1945 2315 | 9,6621 | 18,6405 1945 3976
20 | 10 | 10 | 13,050 | 26,066 2250,25 483 | 27,823 | 110,254 3639 12124
20 [ 15 | 10 | 23,770 | 74,026 | 12970,625 | 37793 | 15,779 | 40,889 | 8729,875 | 17965
20 | 20 | 10 | 16,612 | 39,896 | 8602,875 | 17599 | 14,391 | 36,0528 | 7692,125 | 15980
20 | 20 | 15 | 56,472 | 220,967 | 12101,125 | 24602 | 42,536 | 109,345 | 11302,25 | 20687
20|20 | 20 | 13,583 | 21,938 7475,5 13667 | 13,066 | 30,554 | 7725,375 | 14869
30|30 | 30| 84,199 | 180,774 | 34406,75 | 78183 | 81,449 | 170,634 | 38384,625 | 78183

TABLE 5.1 — Résultats de I’étude comparative

A travers les résultats résumés dans le tableau [5.1], nous pouvons affirmer que les

deux méthodes proposées pour résoudre le probleme (P) sont efficaces.

L’expérimentation des deux méthodes nous a permis de conclure les résultats sui-

vants :

— Le temps de calcul et le nombre d’itérations des deux méthodes augmentent ra-

pidement avec la taille des donnés, en particulier avec 'augmentation du nombre

de variables, en revanche l'effet d’augmenter le nombre de contraintes pour un

nombre fixe de variables est moins perceptible, puisque le nombre de contraintes

est généralement inversement proportionnel a la taille de I’ensemble réalisable.

— Le nombre de criteres ne fait pas augmenté le temps de calcul de facon significatif.

— L’étude comparative des deux méthodes sur les instances proposées montre que la

deuxieme méthode développée est moins cotiteuse en terme de temps d’exécution

et de nombre d’itérations nécessaire et donc plus intéressante que la deuxieme

méthode.

— La complexité algorithmique de la méthode dépend fortement du nombre de va-




5.3 Optimisation d’un critére quadratique semi-défini sur ’ensemble
efficient d’un probléme (MOILP) 74

Résultats de I'étude comparative
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FIGURE 5.3 — Histogramme de 1’étude comparative des deux méthodes

riables n et de contraintes m utilisées.
— Les résultats obtenus par I'implementation sont satisfaisants car 1'utilisation de la

coupe efficace évite I'exploration de tout le domaine réalisable.

5.3 Optimisation d’un critere quadratique semi-défini
sur ’ensemble efficient d’un probleme (MOILP)

Le probleme principale que nous voulons étudier est formulé par :

max ¢(z) = 32'Gr + g'z
(P){ sc.
reFEff

ol (G est une matrice réelle semi-définie négative d’ordre n x n, x et g deux vecteurs de
R™.

¢(z) une fonction d’utilité quadratique représentant les préférences du décideur et
Ef f représente I'ensemble efficient du probleme multi-objectif linéaire discret (M OILP)
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définit par :
max Z;(z) = 'z, i € {1,...,r}
(Pyo) { sc.
reD=SNZL"
olt 7 > 2 est un nombre entier, S = {r € R"/Azx < b,z > 0}; ¢’ € R", A € R™",
b € R™, D étant supposé I’ensemble non vide des points entiers de S et S un polyedre

convexe borné de R".

5.3.1 Description de la méthode

La méthode que nous proposons pour générer la solution optimale du probleme cen-
trale (P) est inspirée de la méthode de Jorge [46]. Cette méthode fournit une solution
optimale globale du probleme (P) sans passer par toutes les solutions efficaces du (Py0).

L’approche adoptée dans ce travail est basé sur la résolution d’'un programme noté R;
a chaque itération [ de I’algorithme, ce programme optimise un critere quadratique sur un
domaine restreint par des contraintes linéaire supplémentaires imposées au programme
R;_1 résolu précédemment. Ces nouvelles contraintes sont inclues progressivement pour
éliminer les solutions efficaces déja trouvées, et faire en sorte que les nouvelles solutions
générées soient efficaces.

On initialise [ a 1 représentant le nombre d’itération.

L’algorithme commence par la résolution du programme relaxé (Pg) suivant en uti-
lisant une des méthodes de résolution d’un programme quadratique concave semi-défini

citées dans le premier chapitre :

max ¢(z) = s2'Gr + g'z
(PR) ScC.
reD.

avec D =SNZ", S={reR"\Azx < b,z > 0}.

Si la solution optimale retrouvée est non entiere, alors le processus de séparation
et évaluation de Branch & Bound sera déclenché afin de pouvoir fournir une solution
optimale entiere au probleme (Pg).

A chaque itération [ de lalgorithme, Pétape 1 consiste & tester lefficacité de la
solution 2! précédemment trouvée. Le test permet de vérifier I'efficacité de la solution 2!
et me permet d’avoir une autre solution #' qui est efficace si 2! ne I’est pas.

Si la solution z! est efficace, I'algorithme s’arréte, sinon, on passe a 1'étape 2.

A Détape 2, on résout le probleme (7;) suivant :

1
max{¢(z) = §xth +¢'x\Cx = C#',z € D}.
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Ce probléme permet d’optimiser le critére principale ¢(x) sur toutes les solutions
alternatives a #'. Soit ! la solution optimale du probléme.

Notons que pour ce probleme, au moins une solution réalisable initiale est disponible,
A savoir 2!, qui peut étre optimale.

L’étape 3 de l'algorithme vise a fournir une nouvelle solution entiere non générée
précédemment et qui n’est pas dominée par aucune solution efficace déja trouvée. Cette

tache est assurée par la résolution du probleme (R;) suivant :
1 t t l
max{¢(z) = 3% Gr+gx/reD—U,_ Dy}

ot D{x € Z"/C7* > Cux}, avec 71, #2,..., &' sont les solution optimales des problémes
(T1), (T3),...,(T}) respectivement.
I est possible de fournir une solution optimale au probléme (R;), en résolvant le

probleme R qui lui est équivalent :

max ¢(z) = s2'Gr + g'z

xeD

(R){ x> (Fat+ 1)yl — My(1 =), i=1,...r
iy =1

y>0i=1,..,r

ol —M; est un minorant pour toute valeur réalisable de la ™ critere.

Notons que lorsque 3! = 0 la contrainte associée est redondante et lorsque y! = 1,
une stricte amélioration du 7™ critére est imposée.

On note z'*! la solution obtenue en résolvant (Rl), on pose 1=I+1 et on passe a

I’étape 1.

Développement de P’algorithme

Algorithme 10

Etape 0 : (Initialisation) Poser ¢;,; = —00, sy = +00, | = 1 et résoudre le pro-
bléme relaxé (Pg) par n’importe quelle méthode directe de la programmation qua-

dratique discréete.
Si (Pg) est irréalisable, Stop. (P) est aussi irréalisable.
Sinon , soit z; une solution optimale de (Pg).

Etape 1: Si z; est efficace, Stop. z,,; = x; est une solution optimale de (Pg) et

Popt = P (1).
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Sinon , poser ¢y, = ¢(x;) et aller a I'étape 2.

Etape 2 : Soit Z' € Eff efficace fournie par le test d’efficacité et soit Z' une solution

optimale du probleme (7;) suivant :
1
max{¢p(x) = §xth +¢'x\Cz = C3', 2 € D}.

Résoudre le probleme (7;) pour optimiser le critére principal sur toutes les solutions

équivalentes a z'.

Si A(T') > ging, pOser iy = G(T') et wop = .
Si Qing = Gsup, StOP. x4 est une solution optimale de (Pg).

Etape 3 : Résoudre le probleme (R;) suivant :
1
max{¢(zr) = ixtGm +g'z/xr e D—-U_ D}, ou DJx € Z"/CT* > Cx}.
avec T, 7°,..., 7' sont les solution optimales des problémes (T}), (T3),...,(T}) res-
pectivement
Si (R)) est irréalisable, Stop. z,, est une solution optimale du probleme (Pg).
Sinon |, soit 2! une solution optimale de (R;).

Si ¢(2!) < ¢iny, Stop. Ty est une solution optimale de (Pg).

Sinon , poser [ =1+ 1 et aller a I’étape 1.

Théoréme 5.3.1 L’algorithme de recherche d’une solution optimale du probléme (P)

converge en un nombre fini d’itérations

Preuve 5.3.1 Par l’hypothése que la région d’admissibilité S est bornée et D supposé
non vide, ainsi l’ensemble Ef f contient un nombre fini de solutions entiéres efficaces.

Chaque fois qu’une solution optimale entiére x' du probléme (R;) est trouvées, le
test d’efficacité nous permet de vérifier Uefficacité de cette solution et donc obtenir une
solution optimale & notre probléeme (P), soit d’obtenir une autre solution retournées qui
est efficace. Donc a chaque itération de l’algorithme, une solution entiere efficace est
générée, et avec les propositions[4.5.1.3.9, chaque itération permet une amélioration du
critere principale et une réduction du domaine de recherche progressivement jusqu’a ce
qu il devient vide et donc la convergence de [’algorithme vers une solution optimale pour
le probléme (P) est assurée.
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5.3.2 Exemple numérique

Considérons le probleme suivant :

max ¢(x) = —2z% — 8x3 + 81 + 16z,
(P){ sc.
re Eff
ou Fff est 'ensemble efficient du probleme linéaire multi-objectif en nombres entiers

Pyro suivant :
max Z1 = 31’1 — X2

max Jo = —I1 + X
sc.
4.171 + 3.232 < 20
p <
( MO) 1 — T2 S 3
T S 4
r1 >0, 22 >0
T entier.
o)
[
[}
O+
( ]
L ]
Csy
O 21
Cy

FIGURE 5.4 — L’ensemble des solutions efficients

L’ensemble de toute les solutions efficaces du probleme (Py0) est :
Eff ={(3;1),(4:1),(22),(3;2),(2:3), (2;4), (1;4), (0;4)}.
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x| (351) | (451) | (2:2) | (352) | (2:3) | (2:4) | (1:4) | (0;4)
Z(x) | (8;-2) | (115-3) | (4;0) | (7,-1) | (3,1) | (252) | (-1;3) | (-4;4)

o(x) 14 8 8 6 -16 -56 -58 -64
On prend les bornes inférieures des deux fonctions objectifs —M1 = —4, —M2 = —3.
Etape 0 : Initialisation ; soit Gopt = —00 .

On résout le probleme relaxé par n’importe quelle méthode directe de la program-

mation quadratique discréete :

max ¢(z) = —2z% — 823 + 8z + 161,

(Pr) 4 sc.
(ZL‘l, Ig) € D
La résolution du probléeme (Pg) a aboutis a la solution entiére suivante z! = (2,1) et
o(xt) = 16.
Etape 1:

On tester Pefficacité de x'. La solution z!

n’est pas efficace, une autre solution efficace
engendrée par le test d’efficacité est 2! = (3,2).

On pose @gp = d(x') = 16. Aller a I'étape 2.

Etape 2:

Soit 2! = (3,2) € Ef f. Le vecteur critére correspondant a cette solution est Z(#') =
(7,—1).

Pour trouver les solutions efficaces qui ont le méme vecteur critere on résout le

probléme (77) suivant :

max ¢(z) = —2z3 — 823 + 8z + 161,
sc.
(Th) § (z1,72) €D

3.2131—%2:7

—x1 + 2= —1

La solution optimale du probleme (77) est ' = #' = (3,2) et on a ¢(F') = 6 > bins,
Alors ¢inr =6 et T = (3,2).

H(T) # Psup, aller & étape 3.

Etape 3:

Résoudre le probléme (R;) équivalent au programme (R;) suivant :
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max ¢(x) = —22% — 8x3 + 8z1 + 161
sc.
(1,29) € D
3x1 — 12 > 8y; —4(1 —yp)
—x1 429 > —3(1 —y3)
yi +ys > 1, i, v € {0,1}
La solution optimale du probleme Ry est 22 = (1,1),y = (0,1) et ¢(2?) = 14. Comme
fb(iﬁZ) = 14 > ¢;, 5, on pose 1=1+1.
Etape 1:

La solution w5 est testée pour son efficacité. La solution 2% = (1, 1) n’est pas efficace

et la solution efficace engendrée est 2% = (2, 2)

Etape 2:

Soit 22 = (2, 2) une solution efficace. Le vecteur critére correspondant a cette solution
est Z(2') = (4,0).

Pour trouver les solutions efficace qui ont le méme vecteur critere on résout le pro-

bleme (7%) suivant :

max ¢(x) = —2z% — 83 + 8x1 + 16z
sc.
(T2) { (z1,29) € D

3I1—I2:4

—21+ 22 =0

La solution optimale du probleme (T3) est 7% = 2% = (2,2) et on a ¢(Z?) = 8 > Py,
Alors ¢inp = 8 et zop = (2,2).

H(T?) # Psup, aller & étape 3.

Etape 3:

Résoudre le probléme (Ry) équivalent au programme (Ry) suivant :
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max ¢(z) = —2z3 — 873 + 8x1 + 162
sc.
(x1,22) € D
3r1 —xy > 8yt —4(1 —yi)
(Ro) ¢ =1+ a2 > —=3(1 — 43)
3wy — w2 > 5yi — 4(1 —yi)
—r1 429 > Y5 — 3(1 —y3)
yi +92 > 1yl v € {01}
yi+vs = 1yl ys € {01}
La solution du probléme (RQ) est 3 = (3,1), y = (1,0,1,0) et ¢(x3) = 14. Comme
(2%) =14 > ¢y, on pose 1=1+1. Aller a 'étape 1.
Etape 1:

La solution z2 est efficace (utilisation d’un test d’efficacité).

Terminer ; la solution optimale du probleme (P) est ., = (3, 1) et la valeur optimale
(z)opt = 14.

5.3.3 Expérience numérique

La méthode décrite dans la section précédente a également été programmée pour la
recherche de la solution optimale du probleme (P). L’algorithme a été mis en ceuvre
sous le language de programmation Matlab R2012a en utilisant une machine équipé
d’un processus IntelCore i3 CPU, 2;53GHZ et 2Go de mémoire. Il a été testé sur des
instances générées aléatoirement suivant une loi uniforme a 'aide de la fonction redéfinie
en Matlab Randi([vmin, Vmaz], M, m) qui renvoie une n X m matrice a coefficient entiers
indépendamment uniformément distribuées dans Uintervalle [vpmin, Vmaz)-

L’intervalle [vpin, Umaz] est fixé & [—20,20] pour la matrice A, les coefficients des
criteres du probleme (Py;0) et pour le vecteur g qui représente la partie linéaire du critere
quadratique principale. Pour la partie quadratique du critere principale, la matrice G
est prise comme le produit Q' x @, avec @ une (n x n)-matrice non dégénérée, tel que
l'intervalle [Unin, Umaz] pour @ est fixé a [—2,2].

Pour chaque contrainte j, la valeur du second membre b; est fixée a la partie entiere

de la somme des coefficients de cette contrainte divisé par 3.

Pour chaque instance (n,m,k) une séquence de 10 problémes a été résolues par
l'algorithmes proposé. Nous donnons les résultats obtenus dans le tableau [5.2]

L’expérimentation de méthode nous a permis de conclure les résultats suivants :
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n | m|k temps (s) iter
moy max moy max

10| 5 8,1353 | 14,7711 1326,25 | 2180
10 | 10 8,3669 | 12,1589 1558,75 | 2185
10 { 10 | 10 | 7,592 15,4988 | 1181,625 | 2938
1515 14,6452 | 31,0516 | 6249,375 | 12617
15 ] 10 22,6506 | 62,2693 | 8419,375 | 14115
15 | 10 | 10 | 28,2542 | 50,1647 5474,75 | 11539
15 | 15 | 10 | 23,9586 | 55,7623 | 8324,375 | 16952
15 | 15 | 15 | 61,4856 | 223,2984 | 10223,5 | 23147
20| 10 | 10 | 52,8034 | 103,814 | 15633,375 | 23829
20| 15| 10 | 78,6641 | 234,349 | 25231,5 | 73328
20 | 20 | 10 | 166,1626 | 422,6611 34458 51863
20 | 20 | 15 | 134,7444 | 232,9062 | 40527,875 | 73238
20 | 20 | 20 | 349,8743 | 859,0814 | 26810,5 | 76376

400
350
300
250
Temps (s) 200
150
100

50

FI1GURE 5.5 — Histogramme de 'expérimentation de la méthode

TABLE 5.2 — Résultats de I'expérimentation

Résultat de I'expérimentation
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— Le temps de calcul et le nombre d’itérations de la méthode augmente rapidement
avec la taille des donnés, en particulier avec 'augmentation du nombre de variables,
en revanche l'effet d’augmenter le nombre de contraintes pour un nombre fixe de
variables est moins perceptible.

— Le nombre de criteres ne fait pas augmenté le temps de calcul de facon significatif.

— La complexité algorithmique de la méthode dépend fortement du nombre de va-

riables n et de contraintes m utilisées.

5.4 Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté un algorithme pour optimiser une fonction qua-
dratique (semi-définie et indéfinie) sur ’ensemble efficient d’un probleme MOILP, cet
algorithme est inspirée de la méthode de Jorge [46] et permet d’obtenir une solution op-
timale globale du probléeme (P) sans passer par toutes les solutions efficaces du (Py0).

L’algorithme proposé est basé sur la résolution d'une séquence de programme quadra-
tique (R;) sur un domaine restreint par des contraintes linéaire supplémentaires imposées
au programme (R;_1) résolu précédemment.

Une autre méthode exacte combinant le principe de séparation "branch & bound"
avec une coupe efficace est présentée pour résoudre un probleme d’optimisation d’un
critere quadratique indéfini sur I’ensemble efficient d’un probleme multi-objectif linéaire
en nombres entiers (MOILP). Cette approche permet de résoudre le probleme (P) en
évitant le passage systématique par toutes les solutions efficaces et la coupe efficace
utilisée exploite tous les différents objectifs dans un méme tableau du simplexe et seules
les parties du domaine réalisable contenant des solutions efficaces sont explorées.

Un exemple numérique est traité pour chaque programme et une étude comparatif
des deux approches proposées pour la résolution d’un probléeme quadratique indéfini sur
I’ensemble efficient d’'un MOILP est faite.



Conclusion Générale

Les probléemes d’optimisation multi-objectif sont de plus en plus étudiés car ils
peuvent donner de I’aide indispensable aux processus de décision. L’optimisation multi-
objectif est sans doute un axe de recherche primordial pour les scientifiques et les ingé-
nieurs, non seulement a cause de la nature multi-objectif de la plupart des problemes
réels, mais aussi parce que de nombreuses questions restent ouvertes dans ce domaine.

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés aux problemes de programmation
multi-objectif en nombres entiers. L’intérét de tels problemes résulte du fait que dans
de nombreuses situations réelles modélisables par la programmation mathématique, les
variables de décision ne peuvent prendre que des valeurs entieres.

Le décideur doit réaliser une analyse de I’ensemble des solutions efficients du pro-
bleme pour sélectionner les solutions efficients préférées, et cela s’avere impossible lorsque
cet ensemble est large. Dans le cas ou les préférences du décideur sont modélisées, expli-
citement, par une fonction, alors le probleme du choix des solutions efficient peut étre
énoncé sous forme d’un probleme d’optimisation de cette fonction sur I’ensemble des so-
lutions efficients. Ce type de problemes est tres difficile & résoudre vu que son ensemble
d’admissibilité n’est pas convexe.

Une complication additionnelle est superposée au probleme lorsque les préférences
du décideur sont modélisées sous forme d’une fonction quadratique, cela est dii princi-
palement a la difficulté qu’on trouve lors de la résolution d’un probléme non linéaire et

qui réside dans le fait qu'un optimum local n’est pas forcement un optimum global.

Notre travail s’articule autour de deux volets :

— Le premier volet consiste a optimiser un critére quadratique indéfinie qui exprime
les préférences du décideur sur I'ensemble efficient d’un probleme multi-objectif
linéaire discret (Quadratique-Linéaire), la fonction prise en considération peut étre
écrite sous forme d’un produit de deux fonctions affines.

— Le deuxiéme volet consiste a optimiser un critere quadratique semi-défini sur

I'ensemble efficient d’un probléeme multi-objectif linéaire discret (Quadratique-
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Linéaire).

Une extension du cas (Linéaire-Linéaire) de I'algorithme présenté dans [40], au cas
(Quadratique-Linéaire) nous a permis de mettre au point une méthode exacte pour
la résolution d’'un probleme d’optimisation d'un critere Quadratique définie et indéfi-
nie sur ’ensemble efficient d’un probléeme multi-objectif linéaire discret M OILP. Une
deuxiéme méthode basée principalement sur le processus de séparation de la méthode
de "Branch & Bound" couplé a une coupe dite efficace est mise au point pour résoudre
le cas (Quadratique-Linéaire) lorsque le critere représentant les préférence du décideur
est une fonction quadratique indéfinie. Les deux méthodes proposées évitent le passage

systématique par toutes les solutions efficaces.

Parmi les travaux qui peuvent présenter des perspectives et que nous souhaitons
aborder pour 'avenir, nous y trouvons par exemple :
— Résolution d’un probleme d’optimisation d’un critere quadratique sur ’ensemble
efficace d’un probleme multi-objectif fractionnaire linéaire discret.
— Résolution d’un probleme d’optimisation d'un critere quadratique sur I’ensemble

efficace d’un probleme multi-objectif quadratique discret.
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