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Résumé — Abstract

RESUME

Le caractére erratique des rendements des cours boursiers constitue un enjeu majeur qui
mene les analystes a chercher la modélisation qui se rapproche le plus possible de la réalité des
marchés financiers. Cette thése nait de la volonté d’adresser a partir d’une étude comparative
de différents modeles, une réponse aux problématiques liées a I’évaluation des options. L’étude
empirique menée sur I'indice boursier S&P500 a révélé que la modélisation de Black &
Scholes est loin de reproduire la dynamique des cours boursiers présentant ainsi une asymétrie
et un exces de kurtosis pour la distribution empirique des rendements et un effet smile pour la
volatilité. Ainsi, les modeles a volatilité stochastique nous paraissent mieux adhérer a la réalité
des cours boursiers. Néanmoins, ces derniers sont beaucoup plus complexes et ne peuvent étre
résolus que par voie numérique. Nous avons choisi d'implémenter trois méthodes différentes
pour l'évaluation d'une option européenne : la méthode des fonctions caractéristiques,
l'algorithme de la transformée de Fourier rapide FFT (Fast Fourier Transform) et la méthode de
Monte Carlo (MC) et de faire la comparaison avec des données réelles du marché afin de juger
de la précision de la méthode sans oublier pour autant son colt de calcul. Ainsi, I'évaluation
sera faite avec la méthode choisie pour le modéle a pure volatilité stochastique SV et le modéle
a volatilité stochastique avec des sauts dans le processus du cours de l'actif sous jacent SVJ.
Les résultats obtenus et comparés a des primes d’options observées sur le marché boursier vont
permettre de tester I'impact d’une modélisation de la variance par un processus stochastique et
I’introduction d’une composante de saut sur I'évaluation d'options européennes par rapport a
celles fournies par le modele BS dont la distribution des rendements est supposées étre
gaussienne et dont la variance est constante.

Mots clés : évaluation d'options européennes, modele a volatilité stochastique (SV), modéle
a sauts et a volatilité stochastique (SVJ), modele BS, la méthode des fonctions caractéristiques,
l'algorithme de la transformée Fourier rapide (FFT), la méthode de Monte Carlo (MC).

ABSTRACT

The erratic nature of the stock market returns constitutes a major stake which leads the
analysts to approach modeling as close as possible to the financial market reality. The aim of
this thesis is, starting from a comparative analysis of the deferent models, to answer to
problems linked to the European options pricing. The empirical study carried out on the S &
P500 stock index revealed that the Black-Scholes model is far from reproducing the dynamics
of stock prices, presenting skewness and excess kurtosis in the empirical distribution of returns
and a smile effect for the volatility purpose. Thus, the stochastic volatility models seem to
adhere better to the reality of stock prices. However, they are much more complex and can be
solved numerically only. We have selected to implement three different methods for the
evaluation of a European option : the method of characteristic functions, the algorithm of Fast
Fourier Transform (FFT) and Monte Carlo (MC) and to compare with actual market data to
assess the accuracy of the method without forgetting its computational cost. Thus, the
assessment be carried out with the method chosen for the pure stochastic volatility model (SV)
and the stochastic volatility model with jumps in the process of the stock market of the
underlying asset (SVJ). The results obtained and compared with observed option premiums in
the stock market will allow us to test the impact of modeling the variance by a stochastic
process and the introduction of a jump component on the assessment of European options with
respect to those provided by the BS model in which the distribution of returns is assumed to be
Gaussian and constant variance.

Keywords : European options evaluation, stochastic volatility models (SV), stochastic volatility
models with jumps (SVJ), BS model, characteristic functions method, FFT algorithm, MC method.
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Introduction générale

Introduction generale

Le modele d’évaluation d’options développé par Fisher Black et Myron Scholes en
1973 a révolutionné le monde des produits dérivés. Cette formule a littéralement fait
exploser le commerce des options et lui a donné des proportions gigantesques. Lorsqu’on
pense a I'impact mais surtout & I'immensité des sommes d’argent impliquées, on concoit
aisément que cette formule est probablement la plus utilisée et il ne est pas étonnant de voir
que ces deux chercheurs se soient vu décerner le prix Nobel d’économie en 1992, des lors,
au moyen d’une formule standard, il devient plus facile d’évaluer et donc de transiger des
options.

Bien que depuis la publication de leur article, les marchés financiers ont
abondamment utilisé le modele de Black et Scholes. Cependant, les constats empiriques
faits a partir des données de marchés montrent que contrairement a ce qui est prévu par ce
modeéle, la volatilité n’est pas constante. Sa courbe présente une convexité par rapport au
prix d’exercice des options, un phénomene connu classiquement sous le nom de smile de
volatilité. Par ailleurs, les lois des rendements présentent une asymétrie a gauche et des
queues de distribution plus épaisses que celles d’une loi normale.

L’hypothese de la distribution gaussienne proposé par Black et Scholes est donc
trés contraignante et reflete mal la réalité empirique, car au niveau des moments d’ordre
supérieur, on est @ méme de voir la violation de leur hypothése en ce qui & trait & la
distribution des prix. Le coefficient d’asymétrie (skewness) est significativement négatif
alors que le coefficient d’aplatissement (kurtosis) est quant a lui beaucoup plus supérieur a
trois, ce qui implique que la distribution est luptokurtique, c'est-a-dire qu’il y a plus de
rendements anormaux que le permettrait une distribution normale.

Pour corriger ces lacunes et depuis plus de vingt ans, le monde des options a été
témoin d’un développement effréné de nouveaux modeles. Chaque modéle avait pour but
de relaxer une des hypotheses du modele de Black & Scholes. Nous citons bien sur les
modeéles a volatilité stochastiques. Ce type de modéles va apparaitre réellement en 1987,
ou la modelisation de la volatilité stochastique va faire l'objet de plusieurs publications,
notamment par Hull & White (1987) et Heston (1993).

Ces modéles supposent un processus stochastique pour la volatilité et évaluent,
dans ce cadre, le prix d'une option européenne. Depuis, ce theme a fait I'objet de nombreux
travaux, dus essentiellement aux raisons suivantes : les modeles a volatilité stochastique
permettent de décrire, avec plus de précision que le modéle normal, la distribution réelle
des rendements. Cette distribution est plus leptokurtique que la distribution normale avec
un effet d'asymétrie. Ces modéles permettent d'expliquer les biais liés au modele de Black
& Scholes.
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Introduction générale

Une autre catégorie populaire de modeles a volatilité stochastique utilise la
diffusion avec les sauts. En effet, Bates explique les mouvements infinitésimaux du sous
jacent a travers une distribution normale et les mouvements plus grands et plus brusque par
des sauts.

Ces modéles ont, cependant, l'inconvénient de ne pas donner une solution
analytique au probléme de I'évaluation d'une option. Un recours a des simulations est donc
nécessaire pour obtenir le prix de l'option.

Cependant, des auteurs comme Heston et Bates ont fait apparaitre des solutions
quasi-analytiques avec des fonctions caractéristiques qui ne sont tout de méme pas résolu
de facon analytique. Des méthodes de résolution numériques sont alors nécessaires pour
aboutir a la prime de I’option.

Dans cette étude, nous cherchons donc dans un premier temps a trouver la méthode
la plus adaptée pour I’évaluation d’une option européenne. Dans un second temps nous
I’évaluerons avec différents modeles a savoir celui de Black & Scholes (BS), de Heston
(SV) et celui de Bates (SVJ) pour voir et tester les performances de ces derniers a évaluer
une option européeenne.

Le second objectif de cette these est de tester I'impact d’une modélisation de la
variance par un processus stochastique et I’introduction d’une composante de saut sur
I'évaluation d'une option européenne.

Pour fonder I’axe de cette thése, nous proposons de traiter le sujet en quatre
chapitres. Le premier présente les fondements de la valeur d’une option et ses
déterminants. Nous exposerons aussi quelques concepts sur la théorie des marchés
financiers.

Pour bien comprendre les modéles financiers qui deviennent de plus en plus
complexe chaque jour, nous avons besoin de présenter les outils mathématiques nécessaire
a I’évaluation des options. C’est I’objectif du deuxiéme chapitre qui traitera I’utilisation
des équations différentielles stochastiques dans le calcul des options.

A partir du troisiéme chapitre, nous nous orienterons dans sa premiére partie vers
une étude empirique basée sur I’indice S&P500 pour essayer de cerner les lacunes et
insuffisances du modele fondateur de Black & Scholes, nous présenterons ensuite les
modeéles alternatifs, a savoir ceux de Hull & White (1987), Heston (1993) et Bates (1996).
La seconde partie est consacrée a la présentation des méthodes que nous avons
implémentées pour aboutir & la prime de I’option. Ces méthodes sont la résolution par les
fonctions caractéristiques, I’algorithme de la transformée de Fourier rapide (FFT : Fast
Fourier transform) et la méthode de Monte Carlo (MC).
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Introduction générale

Dans la premiére section du dernier chapitre, nous allons voir de quelle fagon les
paramétres du modeéle SV vont influencer les primes de Calls européens par rapport a
celles évalués par le modele BS, nous verrons aussi I’influence de ces mémes parametres
sur la forme du smile généré par le modele SV.

Nous présenterons ensuite des résultats numériques issus de trois méthodes
différentes appliquées au modéle SV (fonctions caractéristiques, FFT et MC) afin de
comparer entre elles et choisir la meilleure au sens de précision et de cout de calcul.

Quant a la derniére section, elle sera consacrée a I’évaluation des options avec les
modeéles BS, SV et SVJ; les résultats obtenus seront comparés a des observations réelles
des prix d’options obtenus par les marchés financiers.

Page 3



Chapitre 1 : Les fondements de la valeur d’une option et calcul
stochastique appliqué a la finance.

CHAPITRE 1:

LES FONDEMENTS DE LA VALEUR D’UNE
OPTION ET CALCUL STOCHASTIQUE
APPLIQUE A LA FINANCE,

Partie I : Les fondements de la valeur d’une option
et ses déterminants.

I. INTRODUCTION :

Les actifs financiers sont régis par des comportements aléatoires qui traduisent la
complexité du monde financier et économique. La mesure et la gestion des risques sont
ainsi devenues des enjeux majeurs pour les opérateurs des marchés financiers, et
intéressent les chercheurs du laboratoire de probabilités et modéles aléatoires. Les outils
mathématiques que ces derniers développent offrent une modélisation et des méthodes
quantitatives adaptées a la description et au contrdle des risques financiers, en particulier
ceux liés aux problémes des options.

Figurant parmi les objets fetiches de la finance moderne, les options ont a la fois
suscité un nombre considérable d’études théoriques et connu un développement prodigieux
sur certains marchés financiers. Les deux principales caractéristiques des options, qui en
conditionnent la modélisation, sont :

- la nature intrinséque : car l'option en tant que titre financier, n'a de sens que dans un
univers aléatoire ;

- l'existence d'un actif sous-jacent : par construction, les options constituent des titres
conditionnels, dont I'existence et la valeur sont liées a I'évolution d'un actif sous-jacent ; ce
dernier peut étre de nature trés diverse, mais doit présenter un caractére incertain quant a
son évolution future ; on parle ainsi d'options sur actions, sur obligations, sur taux d'intérét,
sur devises, ...

Toute modélisation en matiere d'option reposera donc au préalable et
fondamentalement, sur le choix d'une modélisation stochastique adéquate de l'actif sous-
jacent.

II. DEFINITIONS GENERALES :

Nous présentons ici quelques notions de base liées aux options.

Une option est un contrat conférant le droit d'acheter ou de vendre une quantité
spécifiée d'un actif a un prix déterminé d'avance, tout au long d'un intervalle fixé ou a une
échéance fixée.

On parlera d'option d'achat ou d'option de vente selon qu'il s'agit d'acheter l'actif
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ou de le vendre.

On parlera d'option américaine lorsque l'option peut étre exercée tout au long de
I'intervalle fixé ; lorsqu'elle ne peut étre exercée qu'a une échéance fixée on parlera alors
d'option européenne.

L'actif lié au contrat d'option est généralement appelé actif sous-jacent ; le prix
auquel, suivant le cas, peut étre acheté ou vendu, et qui est fixé lors de I'émission de
I'option est appelé prix d'exercice.

L'option implique un droit et non une obligation d'acheter ou de vendre et les deux
parties contractantes de l'option sont I'émetteur de l'option et le détenteur de l'option, ce
dernier peut exercer le droit a charge de I'émetteur ; on dit dans ce cas que l'option est
exercée.

I11. LES STRATEGIES ELEMENTAIRES :

Il est utile de définir les conditions dans les quelles l'acheteur et le vendeur d'une
option retireront un gain de leur opération. Les opérations traitées sont supposées étre de
type européen.

Dans ce qui suivra, un certain nombre de symboles dont il importe de préciser la
signification, seront fréquemment utilisés.

C : prix de l'option d'achat ( prime ou premium).

P : prix de l'option de vente ( prime ou premium).

K : prix d'exercice.

S¥: cours de l'actif sous-jacent & I'échéance.

R : taux d'intérét sans risque.

T : date d'échéance.

o . écart type des return de l'actif sous-jacent.

T -t : temps restant a courir jusqu'a I'échéance de l'option.

Il faudra veiller ace que R, ( 7-¢) et o soient toujours exprimés sur la méme base,
soit annuelle, mensuelle ou encore journaliere.

Quatre opérations seront passées en revue. Il s'agit de I'achat d'une option d'achat ou
de vente, puis de la vente des deux mémes options.

IIL.1 L'option d'achat "' le Call " :

A. L'achat d’une option d’achat :

L'achat d'une telle option correspond a une démarche de spéculation a la hausse de
I'actif sous-jacent. L'acheteur de I'option espére en effet que, d'ici I'échéance du contrat, le
cours de l'actif va dépasser le prix d'exercice d'un montant au moins égal a la prime qu'il a
payé pour acquérir l'option. C'est a dire que I'acheteur n'enregistrera un gain que si le prix
d'achat de l'option est inférieur a lI'excédent du cours de l'actif a la date d'échéance sur le
prix d'exercice. Ainsi trois cas de figure se présentent :
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- Si, a I'échéance, le cours de l'actif $* est inférieur a K, le détenteur de l'option d'achat doit
renoncer a exercer son option, et l'opération se soldera pour lui par une perte égale au
montant de la prime. 1l perdra, en fait, 100% de ce qu'il a investi.

- Si, a I'échéance, le cours de l'actif S™est supérieur a K, mais inférieur au prix d'exercice
augmenté de la prime payée ( K< S*< K+C ), l'opération se soldera par une perte partielle.
Le détenteur d'option a intérét a exercer, sinon il abandonnera sa prime et aura une perte
totale comme dans le cas précédent.

- Si, a l'échéance, le cours de l'actif S¥est supérieur a K + C, l'opération deviendra

bénéficiaire. Le détenteur de l'option achéetera au prix d'exercice K, et revendra
immédiatement a $* Mais comme il a payé une prime pour réaliser cette opération, son
prix de revient est de K+C et son gain est de [ .$* ( K+C)].

B. La vente d’une option d’achat :

Le vendeur d’une option d’achat espére que, pendant la durée de vie de I’option, le
cours de I’actif ne va pas augmenter ou que, tout du moins, sa hausse sera inférieur au
montant de la prime.

En cas de baisse du cours de I’actif sous-jacent, I’option n’est pas exercée par son
détenteur et I’émetteur de I’option d’achat (vendeur) enregistrera ainsi son gain maximum
qui est représenté par I’intégralité du prix de cette option (prime). Par contre si le cours du

I’actif augmente et dépasse K, le gain du vendeur sera C — (S* - K).

Les pertes et profits de I'acheteur et du vendeur de l'option d'achat sont illustrés de
la fagon suivante :

Gains

A

>

Cours du sousjacent i
I'échéance

prix dexercice

Figure 1.1 : Pertes et profits de l'acheteur et du vendeur d’une option d'achat.
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II1.2 L'option de vente " le put

A. L’achat d’une option de vente :

L’achat d’une telle option correspond a une démarche de spéculation a la baisse du
cours de I’actif sous-jacent. Le détenteur de I’option de vente (I’acheteur) espére que, d’ici
I’échéance, le cours le cours de I’actif diminuera de telle sorte qu’il puisse exercer son
droit de vente de I’actif a un prix supérieur a celui du marché, augmenté de la prime payée.
L’ acheteur de I’option de vente n’exercera donc que si le cours de I’actif est a I’échéance
S” est inférieur au prix d’exercice, mais il n’enregistrera un gain que si P < (K - S").

Tant que le cours de I’actif sous-jacent restera supérieur ou égal a K, I’acheteur de
I’option n’exercera pas son droit de vente et perdra la totalité de son investissement. Il
faudra que le cours descende en dessous du prix d’exercice diminué du codt de I’option (S~
<K - P) pour que l'acheteur considéré commence a enregistré un gain positif.

B. La vente d’une option de vente :

L'opération anticipe une hausse du cours de l'actif sous-jacent. Si cela se vérifie,
I'option vendue n'est pas exercée par son acheteur. Cependant quelle que soit I’'importance
de la hausse, le bénéfice de I’opération se limitera a la prime. C'est-a-dire que le gain du
vendeur de I’option de vente restera a son niveau maximum - la prime P - aussi longtemps
que le cours de I’actif restera supérieur au prix d’exercice. Il diminuera a partir du moment
ou I'option sera exercee et le résultat du vendeur deviendra négatif si le cours vient a
descendre en dessous du prix d’exercice diminué de la prime P.

Les pertes et profits de l'acheteur et du vendeur de l'option de vente sont illustrés

de la facon suivante :

Gaing

P \ Vendewr

. i d?XElGiE: K

Cours du sous-jacent a
I'échéance

Acheteur

Pertes

Figure 1.2 : Pertes et profits de l'acheteur et du vendeur d’une option de vente.
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1V. LA VALEUR DE L’OPTION ET SES DETERMINANTS :

De fagon classique, on décompose la valeur d’une option en une valeur intrinséque
dite de parité et en une valeur temporelle dite valeur temps ou encore surcote.

La valeur de I’option est influencée par de nombreux facteurs, on peut en distinguer
six qui sont des caractéristiques soit, de [I’actif sous-jacent qui représentent les
déterminants exogenes, soit des caractéristiques de l'option elle méme qui représentent les
déterminants endogénes.

IV.1 Les déterminants exogénes de la valeur d'une option :

La valeur d'une option est soumise a deux facteurs exogenes, les caractéristiques de
I'actif sous-jacent d'abord et la valeur du taux d'intérét a court terme ensuite.

IV.1.1 Les caractéristiques de lactif sous-jacent :

Il est vrai que la valeur de la prime dépend principalement du cours de I'actif sous-
jacent, mais aussi de sa volatilité et des dividendes distribués.

a. Le cours de actif sous-jacent :

La valeur intrinséque d’une option d’achat est toujours positive ou nulle et ne
differe de zéro que si le cours de I’actif sous-jacent est supérieur au prix d’exercice. Dans
ce cas, elle est égale au cours de I'actif diminué du prix d’exercice, I’option est dite alors
en dedans de la monnaie ou «in the money ». Si le cours de I’actif est égal au prix
d’exercice, I’option ne présenterait aucun intérét ; sa valeur intrinséque est nulle et elle est
dite : a parité, a la monnaie ou « at the money ». La valeur intrinseque sera également nulle
si le cours de I’actif est inférieur au prix d’exercice ; on dit alors que I’option est en dehors
de la monnaie ou «out of the money».

A I’inverse, la valeur intrinséque d’une option de vente n’est différente de zéro que
si le cours de I’actif est inférieur au prix d’exercice. Elle est égale au prix d’exercice
diminué du cours de I’actif sous-jacent.

La valeur intrinséque de I’option évolue donc avec le cours de I’actif sous-jacent.

La valeur temps ou surcote représente le surplus de valeur de cette derniere par
rapport a sa valeur intrinséque, étant donné le temps qui lui reste a courir.

Lorsque le cours de I’actif sous-jacent est plus bas que le prix d’exercice, I’option
ne peut étre exercée toute suite. Cependant d’ici son échéance, le cours de I’actif peut
s’elever et, le cas échéant, de dépasser le prix d’exercice. Ainsi tant qu’il existe un espoir
de pouvoir exercer I’option et, par la méme réaliser un bénéfice, les investisseurs sont préts
a payer une surcote pour détenir le contrat. Bien entendu, lorsque le cours de I’actif est trés
largement inférieur au prix d’exercice, la probabilité de pouvoir lever I’option est
extrémement faible et la surcote se trouve avoir une valeur proche de zéro. Par contre, dés
que le cours de I’actif s’éléve et se rapproche du prix d’exercice, les chances de pouvoir
exercer I’option s’accroissent. De fagon progressive, les opérateurs acceptent de payer
alors une surcote de plus en plus importante.
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Quand le cours de I’actif vient a dépasser le prix d’exercice, la surcote commence a
décroitre. En effet, plus le cours de l'actif augmente et plus il devient probable que celui-
ci, d'ici I'échéance du contrat, ne redescendra pas en dessous du prix d'exercice, et donc
que l'option sera exercée.

En fait, la valeur totale de l'option " la prime " ne peut jamais étre inférieure a sa
valeur intrinséque. La valeur temps de [l'option est donc toujours positive ou
éventuellement nulle.

Pour le cas d'une option de vente, lorsque le cours de I'actif est nettement supérieur
au prix d'exercice de l'option, il existe une faible probabilité pour que, d'ici I'échéance du
contrat, celle-ci puisse étre exercée. La valeur de la surcote est alors nulle. Elle augmente
progressivement dés que le cours de I'actif commence & décroitre et se rapproche du prix
d'exercice.

Quand le cours de l'actif devient inférieur au prix d'exercice de l'option, la surcote
de cette derniére commence a décroitre. A la limite, lorsque le cours de l'actif est tres
largement inférieur au prix d'exercice, il est presque certain que l'option pourra étre
exercée.

La valeur totale de l'option est donc égale a la somme de sa valeur intrinséque et
de sa valeur temporelle ; cette derniere tend évidemment a s'annuler au fur et a mesure que
I'option se rapproche de son échéance.

L'évolution du prix d'une option d'achat et celle du prix d'une option de vente en
fonction du cours de l'actif sous-jacent sont représentées par les graphiques suivants :

eeur de
"aption

= - >
— N -
Y } . Y i . 1 .
Optlon «en Prlxvd'exaeruc:e Optlon «en “aleur du sous-jacent aujpord'huai
dehors » V dedans »
Option

« 4 parité »

Figure 1.3 : Evolution du prix de l'option d'achat en fonction du cours du sous-jacent
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Pl

valeuwr de |
Foption

e

Option « en Prix d’exercice  Option « en Valeur du sous-jacent aujour & hui
dedans » V dehors »

Option
« 4 parité »

Figure 1.4 : Evolution du prix de l'option de vente en fonction du cours du sous- jacent

b. La volatilite :

Comme déja indiqué précédemment, I'acheteur d'une option est un spéculateur a la
hausse (option d'achat) ou a la baisse (option de vente) du cours de l'actif sous-jacent.
Aussi est-il prét a acquitter une prime d'autant plus élevée que I'amplitude des fluctuations
de l'actif est importante et, donc, que son option a des chances d'étre exercée.

En cas d'évolution défavorable du cours de Il'actif, la perte de l'acheteur d'option est,
de toute maniére, limitée au montant de la prime, et ce, quelle que soit I'amplitude de la
variation du cours de l'actif sous-jacent. Si, par contre, le cours de lactif évolue
favorablement, le profit de I'acheteur est dautant plus important que I'amplitude de la
variation est elle-méme grande. Les intervenants sur un marché d'options doivent donc
s'efforcer d'anticiper lI'amplitude des fluctuations du cours des actifs faisant I'objet de
contrats. Il est d'usage d'exprimer l'anticipation de ces fluctuations a I'aide de la variance
ou de I'écart type des rendements de l'actif.

En d'autres termes, plus le cours d'un actif est volatil, plus la probabilité qu'une
hausse ou une baisse importante du cours se réalise avant I'échéance est élevée. C'est une
de ces deux éventualités que recherche tout détenteur d'option, sachant en outre que sa
perte éventuelle restera limitée au prix de l'option.
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Il est donc évident que le prix de l'option est une fonction croissante de la volatilité
du cours de l'actif sous-jacent.

L'évolution du prix d'une option d'achat en fonction de la volatilité du cours de
I'actif sous-jacent est représentée par le graphique suivant :

Evolution du prix de 'option d'achat en fonction de la
volatilité de l'actif sous jacent
20,00 —+
15,00 +
8
S
S
< 10,00
=
p
= 500+
0,00 - 1 1 1 1 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
Volatilité de l'actif sous jacent

Figure 1.5 : Evolution du prix de l'option d'achat en fonction de la volatilité

¢. Les dividendes :

Le prix de I’option tiens compte de I’éventualité du paiement d’un dividende. Une
distribution attendue exercera un effet négatif sur la valeur d’une option d’achat et une
influence positive sur la valeur d’une option de vente.

1V.1.2 Le taux d'interét a court terme :

Si I'on considere l'opération d'achat d'une option d'achat, celle-ci exige moins de
capitaux que l'achat direct de l'actif sous-jacent. Les capitaux qu'elle permet d'épargner
provisoirement peuvent, par exemple, étre investis dans l'actif sans risque pendant toute la
durée du contrat de l'option d'achat. L'avantage de l'option sur I'achat direct de l'actif lui
méme est, par conséquent, d'autant plus important que le taux d'intérét de I'actif sans risque
est élevé. On peut donc dire que les opérateurs seront préts a payer une prime d'autant plus
importante que le taux d'intérét a court terme est elevé.

Si I'on considere I'achat d'une option de vente, on peut comparer cette opération a
celle impliquant la vente directe de I'actif sous-jacent, I'achat d'une option de vente a pour
conséquence de retarder I'encaissement du prix de vente. On peut donc, penser que le prix
de l'option de vente soit d'autant plus faible que le taux d'intérét a court terme est élevé.
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Evolution du prix de l'option en
Jonction du taux d'intérét

10

Prix de l'option

SN AN >
|

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025

Taux d'intérét

Figure 1.6 : Evolution du prix de l'option d'achat en fonction du taux d'intérét.

IV.2 Les déterminants endogénes de la valeur d'une option :

Il existe deux facteurs qui peuvent différencier les valeurs d'options, il s'agit d'une
part, du prix d'exercice et, d'autre part, de la date d'échéance ( qui détermine la durée de vie
de l'option).

IV.2.1 Le prix d'exercice :

Une option d'achat a une probabilité d'autant plus forte de pouvoir étre exercée avec
profit que son prix d'exercice est faible. C'est pourquoi la valeur de la prime d'une telle
option apparait étre une fonction décroissante de son prix d'exercice.

L'évolution de la valeur de la prime d'une option de vente en fonction de son prix
d'exercice se trouve étre exactement symétrique de celle de la valeur de la prime d'une
option d'achat. La relation entre la prime d'une option de vente et son prix d'exercice est un
fonction croissante. C'est-a-dire qu'on aura d'autant plus de chances d'exercer une option de
vente avec profit que son prix d'exercice est élevé.

Evolution du prix de l'option d'achat en
fonction de son prix d'exercice

~ ~
S N
I |

Prix de l'option

S N KN & &
I

80 90 100 110 120 130

Prix d'exercice

Figure 1.7 : Evolution du prix de l'option d'achat en fonction du prix d'exercice.
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La hausse du cours qu'espére l'acheteur d'une option d'achat aura d'autant plus de
chances de se réaliser que I'echéance du contrat est éloignée. Le prix de l'option d'achat
sera donc une fonction croissante de sa durée de vie. En ce qui concerne I'option de vente,
la probabilité de pouvoir l'exercer avec profit est d'autant plus importante que son échéance
est eloignée.

Evolution du prix de l'option d’achat en fonction de
son échéance
6 _
5 _
S 4
S s
D
2
LN
R
1 -
0 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12
Echéance de l'option

Figure 1.8 : Evolution du prix de l'option d'achat en fonction de son échéance.

V. LES MESURES DE SENSIBILITE « LES GRECQUES » :

Les options sont des instruments volatils et dangereux. Le lien qu'il existe entre la
théorie des probabilités et le risque d'investissement nous donne la possibilité de quantifier
le risque des options d'une fagon précise. Tout changement d'une des variables de nos
modeles d'évaluation (le taux d'intérét sans risque, la volatilité du sous-jacent, le temps
avant expiration, ...) a une influence directe sur le prix de l'option. La sensibilité de la
valeur de la prime a une variation des variables est une mesure de risque. C'est ce qu'on
appelle généralement les ‘grecques’.

V.1 Le risque DELTA :

Le risque delta mesure la sensibilité de la prime de l'option C ou P a une
fluctuation du prix de l'actif sous-jacent S.

A = (variation de la prime) / (variation d'une unité de l'actif sous-jacent)

A _oC pour un Call et A _op pour un Put.
oS oS

Le coefficient A varie entre 0 et 1 dans le cas d’une option d’achat et entre O et -1
dans le cas d’une option de vente.
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Cet indicateur nous renseigne sur la vitesse de réaction de la prime. Une option
fortement dans la monnaie aura généralement un delta proche de 1 pour un call (-1 pour un
put). Une option fortement en dehors de la monnaie aura un delta proche de zéro. Et le
delta d’une option a la monnaie sera proche de 0,5 pour un call (-0,5 pour un put).

V.2 Le risque GAMMA :

Comme le risque delta n'est pas une constante, on peut aussi mesurer la vitesse de
réaction du risque delta a une variation d'une unité de l'actif sous-jacent, c'est ce qu'on
appelle le risque gamma. Gamma peut tout aussi bien étre positif que négatif. Les plus
grandes valeurs de gamma se trouvent lorsque le prix du sous-jacent est proche du prix
d'exercice de l'option.

0N 9°C P

T 8S (8S)? (8S)°

V.3 Le risque THETA :

Le risque théta mesure la variation de la prime de l'option par rapport au temps, il
est d’autant plus sensible que I’échéance est proche et plus la valeur de I’option diminue.
Ainsi, chague jour écoulé diminue la valeur de I’option.

Le temps a donc un effet négatif sur la position acheteuse d’options et un effet
positif sur une position vendeuse d’options.

0= —Z—C pour un Call et 6 = Z—P pour un Put ( t:temps restant jusqu’a I’échéance).
T T

V.4 Le risque VEGA /KAPPA :

La prime de l'option est aussi affectée par une variation de la volatilité implicite.
C'est ce que mesure le risque véga ou kappa.

V.5 Le risque RHO :

La derniére variable du modéle de Black et Scholes est le taux d'intérét sans risque.
La variation de la prime de l'option suite a une variation de ce taux est appelée le risque
rho.
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Partie I : Calcul stochastique appliqué a la finance

1. Formalismes et concepts généraux :

Le but de cette partie est de présenter les principales idées de la théorie des options
dans le cadre mathématique tres simple des modeéles discrets.

La théorie financiére élémentaire suppose que les marchés financiers sont
efficients, c'est-a-dire que les prix des titres refletent & chaque instant toutes les
informations pertinentes disponibles. Sur un tel marché, toute nouvelle information est
instantanément incorporée dans les prix. Ceci veut dire que I’anticipation d’un événement
futur fait bouger les prix des actifs financiers a I’instant ou cette anticipation apparait, et
non a I’instant ou I’évenement se réalise.

Il est donc totalement impossible de prévoir les variations futures du prix d’un actif
financier, puisque ces variations dépendent de modifications, inconnues aujourd’hui, des
informations qui concourent a la formation de ce prix. Si ces modifications étaient
connues, elles seraient déja incorporées dans le prix des actifs, et ne pourraient donc pas le
faire bouger dans le futur.

Ceci implique que les prix des actifs financiers suivent des marchés au hasard,
c'est-a-dire que I’espérance mathématique (la meilleure prévision) du prix futur est le prix
observé maintenant.

L1 Les actifs financiers :

Un modéle de marché financier discret est construit sur un espace probabilisé fini
(Q,F, P), muni d’une filtration, c'est-a-dire d’une suite croissante de sous tribus de
F.F :F, F, ..., Fv; F, représente les informations disponibles a I’instant » et est
appelée, « tribu des évenements antérieurs a I’instant » ». N sera le plus souvent dans la
pratique la date d’échéance des options.

On supposera dans la suite que Fy = {$, Q}, Fn=F = P(Q) et V 0eQ, P({w})>0.
On suppose qu’il y a sur le marché d+1 actifs financiers, dont les prix a I’instant » sont
donnés par des variables aléatoires S,’, S,’, ..., S,% & valeurs strictement positives,
mesurables par rapport a la tribu F, ( les investisseurs ont connaissance des cours actuels et
passés, mais pas des cours futurs). Le vecteur S, = (S,”, S/, ..., S,%) est le prix & I’instant ».
L actif numéroté 0 représente « les placements sans risque » et on posera Sy’ = 1. i le taux
d’intérét des placements sans risque sur une période est constant et égale a , on aura

S,’=(1+r)". Le coefficient L, =1/ S,” apparait comme le coefficient d’actualisation (de la
date » a la date 0) : c’est la somme d’argent qui, investie a I’instant 0 dans I’actif sans
risque, permet de disposer d’une (1) unité monétaire a I’instant ». Les actifs numérotés de
1 a d seront appelés actifs « a risque ».

L2 Les stratégies :

Une stratégie de gestion est définie par un processus (simplement une suite dans le
cas discret) aléatoire ¢ = (4., 4., ...." Jo<n<y & valeurs dans R**, donnant & chaque
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instant » les quantités @, @', ....4" des divers actifs, détenues en portefeuille. Le
processus ¢ doit étre prévisible au sens suivant :

@' est F)—-mesurable
vie{0,1, ..., d} et,pourn>1:
@/ est F,1—mesurable.

La signification de cette hypothése est la suivante : le portefeuille & la date n (4., &', ...,

#,") est constitué au vu des informations disponibles a la date (n-1) et conservé tel quel au
moment des cotations a la date ».

La valeur du portefeuille & I’instant » est donnée par le produit scalaire :
d

V,(#)=¢,.5,=> 45!,

i=0
La valeur actualisée est :

V.(8)= 5.(8,5,)= 4,5,

OuB=1SC"etS = (l, .Sk, ...,,Bn.Sj) est le vecteur des prix actualisés.

On dira qu’une stratégie est autofinancée si la relation suivante est réalisée pour
tout ne{0,1,..., N-1}
¢n'Sn = ¢n+l'Sn
Cette relation s’interpréte de la facon suivante : a I’instant », aprés avoir pris

connaissance des cours S,’,....., S,% , I'investisseur réajuste son portefeuille pour le faire

passer de la composition ¢, a la composition @,.1, le réajustement se faisant aux cours de
la date n en réinvestissant la valeur totale du portefeuille et rien de plus. Il n’y a donc ni
apports, ni retraits de fonds (en particulier, il n’y a pas de consommation).

Remarque :
L’égalité @,.S, = @.+1.5, est évidemment équivalente &

¢n+]-(Sn+l - Sn ) = ¢n+1-Sn+l - ¢nSn )
ou encore a

Vn+1(¢) - Vn(¢) = ¢n+1-(Sn+1 - Su).

A l'instant n+1, la valeur du portefeuille est @,+1.5,+1 et la différence @.1.5,+1-
@.+1.S, représente le gain (net) dus a I’agitation du cours.

La proposition suivante permet de préciser cette remarque en termes de quantités
actualisées.

Proposition 1 :
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i. La stratégie ¢ est autofinancée.

i, Pourtoutn € {1, ..., N}, V,(¢)=V,(¢)+ > 4,.AS,, ol AS; est le vecteur S-Sjs.

J=1
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iii.  Pourtoutn e {1,.,N}, V.(¢)=V,(p)+ 4,8,

ou AS; est le vecteur S, - S, , = 8,5, - B,,S, 1.

En effet ;

L’équivalence entre i. et ii. résulte de la remarque précédente. L’equwalence entre
i. et iii. s’obtient en remarquant que @,.S, = @,+1.5, Si et seulement si ¢, S B, .1 Sn

Cette proposition montre que pour une stratégie autofinancée, la valeur actualisée (
et donc, la valeur tout court ) du portefeuille est completement déterminée par la richesse

initiale et le processus (@, ..., Jo<. < de quantités d’actifs a risque détenues (cela vient
simplement du fait que AS_/Q =0). On peut donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 2 :

Pour tout processus prévisible (&, ....4" Jo< » < v €t pour toute variable V, &) —
mesurable, il existe un et un seul processus prévisible (4,” ) o< » < v tel que la stratégie ¢ =
(¢°, ¢*, ...,¢") soit autofinancée et de valeur initiale V5.

En effet ;

La condition d’autofinancement entraine :

V,(#)= ¢ + 4SS +...+ S
=V + Zn:(¢./l'A§/1 Tt ¢jd'A§jd)
Jj=1

Ce qui détermine ¢,. La seule chose & vérifier est la prévisibilité de ¢, qui est immédiate
a partir de I’égalité :
n—1

50 =V +| S (a5 1w g?aS? ) |+ (g2 52,) 5 e g0 (C52,))

Jj=1

L3 Les stratégies admissibles et arbitrage :

Le fait de ne pas avoir imposé de condition sur les signes des quantités ¢, c’est dire
que si ¢,” < 0, signifie que I’on a emprunté
sans risques. Et dire que ¢, < 0 pour un i > 1 signifie qu’on a des dettes libellées en actifs &
risques (par suite de vente a découvert). Les emprunts et les ventes a découvert sont donc
permis, mais nous imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive ou nulle a tout
instant.

Définition :

Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est autofinancée et si V,(¢#) > 0
pour toutn € {1, ..., N }.
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L’investisseur doit étre donc en mesure de rembourser ses emprunts a tout instant.

La notion d’arbitrage (réalisation d’un profit sans prendre de risques) est alors
formalisée de la fagon suivante :

Définition :

Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur initiale nulle et de
valeur finale non nulle.

La plupart des modeles excluent toute possibilité d’arbitrage et I’objet de ce qui va
suivre est de donner une caractérisation de ces modéles gréce a la notion de martingale.

II. Martingale et arbitrage :

I1.1 Martingales et transformées de martingales :

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité fini, avec F = P(Q2) et VoeQ P({w})> 0,
muni d’une filtration (¥ ,)o<. <, On dira que la suite (X,) o <. <n de variables aléatoires est
adaptée a la filtration si pour tout n, X, est F—mesurable.

Définition :
Une suite adaptée (M,) o<, <y de variables aléatoires reelles est :

une martingale si E (M,s1/ F,) =M, pour tout n < N -1,
une surmartingale si E (M,+1/ F,) <M, pourtoutn <N-1.
une sousmartingale si E (M,+1/ F,) > M, pourtoutn <N-1.

Dans un modeéle financier, dire que le cours (S,' ) o <, < » de I’actif i est une
martingale revient a dire que, & tout instant n, la meilleure estimation (au sens des

moindres carrés ) que I’on puisse faire de S|, a partir des informations disponibles a la
date n, est donnée par S,,'.

Les propriéetés suivantes se déduisent aisément de la définition qui précéde :

1. (M,)o<n<nest une martingale si et seulement si :
E(M,+,;/ F) =M, Vj>0.

2. Si(M,),> est une martingale, on a pour tout » :
E(Mn) = M() .
La somme de deux martingales est une martingale.

On a des propriétés analogues pour les surmartingales et les sousmartingales.
Proposition 3 :

Soit (M, )o <. <~ Une martingale et soit (H,)o <, <y Une suite prévisible par rapport a la
filtration (F,) 0<»<n, ON POSE :
A Mn = Mn - Mn-]

Page 18



Chapitre 1 : Les fondements de la valeur d’une option et calcul
stochastique appliqué a la finance.

la suite (X, )o<,<n définie par: (— Xy = Hy M,.
X, =HyMy+ H; AM;+ H AM, + ...+ H, AM,,, Vn > 1.
est une martingale par rapporta (%) o<n<n-

(X, ) est appelée « transformée de la martingale (A4, ) par la suite (H,) ».

Une conséquence de cette proposition et de la proposition 1 est que, dans les
modeéles financiers ou les prix actualisés des actifs sont des martingales, toute stratégie
autofinancée conduit a une valeur finale actualisée égale, en moyenne, a la richesse initiale.

En effet,

Il claire que (X;) est une suite adaptée, de plus, pour » >0, 0na:

E (Xy11-X, ! Fp) = E [ Hyv1t Mpsa- M, ) F )

=HE[ My-M,) F,] (H,est F,-
mesurable).

=Hp[E Musal Frn)-E (M,] F,)]
=Hu (M, -M,)
=0.
D’ou: E (Xys1-X,! F,) =0
E (Xl F,)=E (X,] F,) =X,
Ce qui prouve que X, est une martingale.
Proposition 4 :

Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (M, ) est une martingale si et
seulement si pour toute suite prévisible (H,), ona:

N
E[ZHH AMnj:O.
n=1
En effet,
Si (M, ) est une martingale, il en est de méme par la proposition précédente, de la
N
suite (X, ) définiepar Xy=0etVn>1, X, = an A M, , pour toute suite prévisible (H,)

n=1

onadonc E (X,) = E (Xy) = 0.

I1.2 Marchés financiers viables :

Définition :

On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage.

Théoréeme :

Le marché est viable si et seulement s’il existe une probabilité P* équivalente a P
sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.
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( Deux probabilités P; et P, sont équivalentes si et seulement si, pour tout événement A,
P1(4)=0 < P(4)=0. Ici, P" équivalente & P signifie simplement que pour tout meQ,

P’ ({w}) >0)

III Marchés complets et probabilité risque-neutre :

II1.1 Les marchés complets :

Soit & la variable aléatoire représentant le profit que permet I’exercice d’une option
européenne F,-mesurable, d’échéance N, de prix d’exercice K, ona h = (Sy — K)+ pour une
option d’achat et 2 = (K — Sy )+ pour une option de vente ou Sy est le cours de I’actif a
I’échéance, h est donc une fonction de Sy seulement.

Définition :

On dit que I’option européenne h est simulable S’il existe une stratégie admissible
@ dont la valeur & I’instant IV est égale & & c’est-a-dire Vy (@) = h.
Remarque :

Dans un marché viable, pour que I’option A soit simulable, il suffit qu’il existe une
stratégie autofinancée de valeur égale a 4 a I’instant V.

Définition :
L On dit qu’un marché financier est complet si toute option est simulable.
L’intérét des marchés complets est qu’ils se prétent a une théorie trés simple de

I’évaluation et de la couverture des actifs conditionnels. Le théoréme suivant donne une
caracterisation des marches viables et complets.

I11.2 Probabilité risque-neutre

Si @est une stratégie autofinancée telle que Vy (@) = h >0, il existe une probabilité
P’ équivalente a P telle que 7, (#) est une martingale, on a donc pour ne {0, 1, ..., N '}

7,0 =E [, (@)/ E,)=p,E (h/ )20,
il claire alors que, si fN (¢#) = 0( en particulier si V(@) = h), la stratégie ¢ est admissible.

Théoréeme :

Un marché viable est complet si et seulement si, il existe une seule probabilité P
équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs soient des martingales.

On suppose le marché viable et complet et P I'unique probabilité sous laquelle les

prix actualisés des actifs sont des martingales. Soit un actif défini par une variable aléatoire
Fn —mesurable, & > 0 et soit ¢ une stratégie admissible simulant A, c’est-a-dire Vy(¢) = h.

La suite (fn )os,ey €St UNe martingale sous P et par conséquent ¥, (¢) = E~ [fN (¢)],
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d’ot V,(p)=E (B, h)= E(Sioj «car(Vy (4) = Byh =Si0h » et plus généralement :

N N

V. (#) ZSI?E*(S&O/‘FH} n=0,1,..., N.

N

La valeur a tout instant de toute stratégie admissible simulant & est donc complétement
déterminée par A. Il est naturel d’appeler V, (¢) la valeur de I’option : c’est la richesse qui,

détenue a I’instant n, permet en suivant la stratégie ¢ a partir de I’instant », de produire
exactement la richesse & a I’instant . Si, a I’instant 0, un investisseur vend I’option

N
richesse promise A a I’instant /V ; c’est-a-dire qu’il peut se couvrir parfaitement.

au prix E(Sioj , il aura la possibilité, en suivant une stratégie simulante ¢, de restituer la

Remarque :

D’aprés le théoréme précédent, sous P’ la valeur actualisée de I’actif risqué est une
martingale, c’est pourquoi on dit que P est une probabilité martingale.

La constance de I’espérance de cette martingale s’écrit : V1sn<N
E (S,) = (1+r)" So.

C’est-a-dire que sous P, Iactif risqué rapporte en moyenne que I’actif sans risque.
En ce sens, il est indifférent (ou neutre) d’investir en actif sans risque ou en actif risqué,
c’est pourquoi on dit également que P est une probabilité neutre au risque.

On peut donc dire que l'une des conséquences des hypothéses de non arbitrage et de
complétude des marchés est l'existence et l'unicité a équivalence prés d'une mesure de
probabilité dite probabilité martingale ou « probabilité risque-neutre » telle que le
processus des prix actualisés des actifs ayant une source de risque commune est une
martingale sous cette probabilité. Cette probabilité peut s'interpréter comme celle qui
régirait le processus de prix des sous-jacents de ces actifs si l'espérance du taux de
rendement de ceux-ci était le taux d'intérét sans risque (d'ou le terme risque-neutre: aucune
prime n'est attribuée a la prise de risque).
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CHAPITRE 2 :

UTILISATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES DANS LE CALCUL
DES OPTIONS

INTODUCTION :

Pour bien comprendre les modeles financiers de plus en plus complexes ( options,
produits de taux d’intérét, ...), les spécialistes de la finance utilisent des outils
mathématiques de plus en plus sophistiqués ( tels que les martingales, les intégrales
stochastiques, les browniens, les équations différentielles stochastiques, ...) pour décrire
les phénoménes existant ainsi que la mise en oeuvre des méthodes de calculs.

C’est donc sur ce sujet qu’est concentré le second chapitre. Le but de ce dernier est
de présenter les principales idées de la théorie des équations différentielles stochastiques et
de montrer son utilité dans la construction des modeéles en finance.
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PARTIE 1 : PROCESSUS STOCHASTIQUES EN
TEMPS CONTINU
I. INTODUCTION

Nous présentons dans un premier temps le concept général de processus en temps
continu (peu différent de I’équivalent en temps discret pour ce qui est de la formulation);
nous décrivons ensuite les propriétés des trajectoires les plus couramment rencontrées dans
la littérature financiere ainsi que les notions de filtration, processus adapté et processus
prévisible. Nous abordons ensuite les processus de Markov et les processus de diffusion
avant de présenter en détail la construction du mouvement brownien (ou processus de
Wiener).

II CARACTERISTIQUES GENERALES :

II.1 Processus stochastique, filtration, processus adapté et prévisible :

1IL.1.1 Définition d’un processus stochastique :

Un processus stochastique est un phénomene dépendant du hasard et du temps.

Soit (22, A4, ®) un espace probabilisé, on appelle processus stochastique toute famille
de variables aléatoires X = (X, ¢ € T) a valeurs dans (R, Bz), T =[0, T] < R ou T< N.

11.1.2 Définition d’une trajectoire :

Les applications ¢ — X; (m) pour o fixé dans Q sont appelées trajectoires du
processus X.

11.1.3 Définition d’une filtration :

Soit (€2, 4, @) un espace de probabilité, on appelle filtration sur Q, toute
famille croissante (au sens de I’inclusion) # = { &, t € T } de sous tribus de 4.

La tribu F représente I’information fournie par le processus jusqu'a I’instant 7. De
facon plus précise, une filtration indexée par T'est une famille (%) ¢ € T , de sous tribus
de F c'est-a-dire F — ¥, possédant la propriété de croissance suivante :
s<t=>%cCcF

11.1.4 Définition d’un processus adapté :

Un processus X = (X;, t €T) est adapté a une filtration & si pour tout ¢, X; est -
mesurable.

On appelle filtration naturelle d’un processus X et I’on note & la plus petite
filtration par rapport & laquelle X est adapté ; en d’autres termes, pour tout 7, 7" est la tribu
engendrée par les variables X;, s < 1.
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Une filtration & est plus fine que la filtration naturelle associée a (Xj).
Pratiquement, dans de nombreux cas, cela correspond & la situation suivante : on observe
un phénoméne aléatoire dépendant du temps; alors (%) correspond a I’information
contenue dans “ tout le # ce phénomene.

II.1.5 Définition d’un processus prévisible :

X est un processus prévisible s’il est adapté & F et si ses trajectoires sont continues
a gauche .

Si une fonction f'est continue a gauche en xy, on a:

lim f(x) = /(x)

X—)X{)

Par conséquent si f est connue pour toutes les valeurs inférieures a x,, elle est
connue en xy. De la méme fagon, lorsque les trajectoires sont continues a gauche, connaitre
les valeurs prises par le processus aux dates strictement inférieures a ¢ revient a connaitre
X, d’ou le qualificatif de prévisible.

IL.1.6 Définitions :

Soit X un processus défini sur (Q2, 4, @) ;
1. Xest aaccroissements indépendants si pour tout n-uple (z,, ..., t,) tel que t; <t; <...<
1, les variables X, — X, sont indépendantes.

t

2. X est a accroissements stationnaires si pour tout teT et tout h > 0, la loi de X, —
X, nedépend @ que de h.

Lorsque X; est le logarithme du prix d’un actif financier, les différences X; - X; sont
les rentabilités sur les intervalles du type [s ; 7]. L’hypothése d’indépendance des
accroissements de X est alors a relier a celle d’efficience du marché. En effet, elle signifie
que la loi de probabilité de .X; - X; ne dépend pas des rentabilités antérieures ou en d’autres
termes que toute I’information est contenue dans X; indépendamment de la trajectoire
suivie par le prix jusqu’a la date s. Quant a I’hypothése de stationnarité, elle est utilisée, au
moins implicitement, lorsque I’on estime une variance de rentabilité a partir d’une série
temporelle puisque les rentabilités journalieres sont assimilées & des réalisations d’une
méme variable aléatoire.

I1.2 Processus de diffusion :

I1.2.1 Processus de Markoy :
Définition :

Soit X un processus défini sur (Q2, 4, @, F) ; X est un processus de Markov si

pour
tout (By, ..., B,) € Bg'ettout (71, ..., 1,) eT"telque s, < ....<t,,0na:

(1) Voir [18] Duffie, Dynamic Asset Pricing Theory,2001.
(2) Cette définition n’a de sens que pour les valeurs de t et h telles que t+h € T
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t

p(X, €B, /X/ €B,,j=1..n-1)=p(X, €B,/X, €B,,)

On retrouve ici une interprétation du méme type que celle donnée plus haut dans le
cas des accroissements indépendants. En effet, I’information apportée par la connaissance
des X, s < #,.; est la méme que celle apportée uniquement par X, . C’est pourquoi on
qualifie les processus markoviens de processus sans mémoire. En d’autres termes, les
trajectoires suivies pour arriver en un point de B, a la date #,.; n’influencent pas la loi de
probabilité de I'accroissement X, — X, , seul I'état atteint en 7, ; est important.

t

11.2.2 Processus de diffusion et processus d’Ito

11.2.2.1 Processus de diffusion :
Définition :

On appelle processus de diffusion tout processus markovien a trajectoires continues.
Précisons ceci sur un exemple.

Soit X; la coordonnée d’une petite particule en suspension dans un liquide a
I’instant z. On peut admettre que le déplacement de la particule est la résultante de deux
composantes :

1. Un déplacement di a la vitesse macroscopique du liquide.
2. Les fluctuations provoquées par I’agitation thermique chaotique des molécules
du milieu.

Soit a(t, x) la vitesse du mouvement macroscopique du liquide au point “x” et a
I’instant “ ¢ ”. La fluctuation est supposée comme variable aléatoire avec une répartition
qui dépend de la position “x”, de I'instant “¢” et de I'intervalle de temps A4 ¢ pendant
lequel est effectué le déplacement, ce dernier s’écrit approximativement alors :

Xva-Xe=a(t,X;)At+ €, 4, OU €., 4, €stune perturbation aléatoire.

Le processus est homogeéne, puisque qu’il semble naturel d’admettre que de petites
variations de ¢ et de x sont pratiquement sans effet sur les propriétés du milieu. On

supposera par conséquent que €, ., 4. = o (f, X)X €, 4, 0U o (¢, x) caractérise les propriétés

du milieu au point x et & I’instant ¢ et g, 4, est la valeur de I’accroissement en milieu
homogeéne ( sachant que

o(t,x)=1).
De 1, €, 4, est un processus a accroissement du mouvement brownien @ (la
différence entre deux états du processus du mouvement brownien). On écrit :
W(t+At) - W(t). L accroissement du déplacement du processus de diffusion s’écrit :
Xivnt-Xo Ralt,X)At+ o(t,x)x [W(t+At)-W(t)]

Pour que cette formule ait un sens, on remplace les accroissements par des différentielles,
on obtient la forme suivante :

(1) voir page 28
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dX, =a(t,X;)dt+ o(t, x)x dW(t)

Il faut noter que cette derniére équation ne peut étre interprétée de fagon stricte. En
W(t+At)—W(t)
At ’

effet, la quantité ou W) admet une répartition normale

d’espérance mathematique nulle et de varlanceA—, donc elle ne posséde aucune limite
t

probabiliste (quand 4 ¢ — 0 ). Comme W(¢) ne possede pas de différentielle, la définition
dW() n’a plus de sens. Le processus W(t) a des trajectoires qui sont, presque toutes, a
variation infinie : en terme intuitif, sur tout intervalle, si petit soit-il, la fonction t — W(z)
varie beaucoup, presque slrement.

La derniére équation sera donc rigoureusement justifiée, grace la notion "intégrale
stochastique ” (ou différentielle stochastique) qu’on verra ultérieurement.

11.2.2.2 Processus d’Ito :

Un processus X est appelé processus d’1té si X est un processus de diffusion et s’il
existe deux fonctions u et o définies sur RxT & valeurs respectivement dans R et R,
définies
par :

E[Xt+h _Xt /Xt = )C] et O'Z(X, t) = lim V[Xt+h _Xt /Xt = )C]

h h=0 h
Pour interpréter u et o, il est bon de se réferer au cas ou X; est le logarithme du prix de date
¢t d’un actif financier ; dans ce cas X; .+, - X; est la rentabilité de I’actif sur I’intervalle [z ;
t+h].
u (x, t) est alors la rentabilité espérée instantanée en ¢ lorsque le processus X est dans I’état
x. La division par 4 implique que u est exprimée “par unité de temps”. u est une mesure de
tendance du processus mais on garde en général I’appellation anglo-saxonne drift. o° est,
de la méme fagon, la variance instantanée de la rentabilité, mesurée par unité de temps.
Dans la littérature financiére on fait rarement la distinction entre processus de diffusion et
processus d’Itd car c’est toujours cette derniere catégorie qui est utilisée. Aussi, lorsque
I’on suppose qu’un processus de prix suit une diffusion, il est sous-entendu que u et o
existent et qu’il s’agit en fait d’un processus d’1t6. Comme nous le verrons plus loin, la
dynamique de tels processus s’écrit sous forme d’une différentielle stochastique faisant
intervenir u et o.

4 (x, 1) = lim
h—0

Les processus d’1t6 sont relativement bien adaptés a la description de I’évolution
des prix des rentabilités ou des taux d’intérét. Toutefois, la continuité des trajectoires de
ces processus limite parfois leur adéquation aux dynamiques observées, en particulier dans
les périodes agitées pendant lesquelles on constate de fortes variations dans des intervalles
de temps trés courts. Il est par ailleurs important de noter que sur les marchés réels les prix
n’évoluent jamais en temps continu ; tout d’abord, comme il existe des regles
institutionnelles qui définissent les variations minimales (tick ou échelon de cotation) et
des imperfections de marché comme les colts de transaction, il est naturel qu’a certains
instants il n’y ait pas de transactions ; de plus les prix changent seulement lorsque des
transactions sont realisées, c’est-a-dire a des instants formant un sous-ensemble discret de
T . En conséquence, il est difficile de caractériser en pratique une discontinuité ; a partir de
quelle variation doit-on considérer qu’il y a un saut dans le processus de cours ? Quelle que
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soit la réponse donnée a cette question, elle comporte une part d’arbitraire non négligeable.
De ce fait, sur des marcheés liquides fonctionnant (potentiellement) en continu, I’hypothése
d’un processus d’1té pour les prix est une approximation satisfaisante, conduisant a une
formulation élégante de nombreux problémes.

1.3 Martingales :

Comme dans les modéles en temps discret, les martingales jouent un réle important
dans I’évaluation des actifs lorsque les prix évoluent en temps continu et les principes
économiques sous-jacents sont identiques. La définition est donc peu différente de celle
donnée du cas discret.

11.3.1 Historique :

La notion de martingale évoque chez beaucoup de gens I’idee d’un systeme
permettant de gagner aux jeux de hasards. Ce n’est qu’au 18°™ siécle que Abraham de
Moivre définit la stratégie de martingale comme étant toute stratégie permettant de gagner
a coup sOr dans un jeu équitable (exemple : jeu de pile ou face). Dés lors ce concept a
occupé une place trés importante dans la théorie de la probabilité et la formulation
mathématique moderne date de ce siécle grace aux contributions de Paul Lévy et Jean
Ville. Aujourd’hui, les martingales concernent bien d’autres domaines que les jeux de
hasard, comme la finance par exemple.

Afin d’illustrer la notion de martingale, nous proposons I’exemple ci-dessous relatif
a la stratégie dite de D’Alembert :

Exemple :

Un joueur parie toujours sur pile et cesse dés qu’il a gagné. Il double sa mise a
chaque fois qu’il perd. Ceci est une stratégie de martingale. Autrement dit, nous avons une
variable aléatoireY, =+ m, , représentant le gain (ou la perte) lors du jeu n avec une

probabilité associee de 1/2. Nous considérons également la variable aléatoire X, :ZK,

i=1
représentant les pertes (gains) accumulées jusqu’au jet n avec comme valeur de
départ X,=0.

T, est une suite dont les éléments sont constitués par les différentes valeurs deY, =+ m, .

Application :
F' =(-1-2,-4;-8;...). On vérifie queE[Kq/Tnﬁl]:O et qui n’est rien d’autre que la

n

définition d’une martingale. En effet nous avons une chance sur deux de gagner un franc et
la méme probabilité de perdre le méme montant. Par suite,E[Xn/anYfl]:an1 et donc

(Xn ,(Fn") est bien une martingale.

Si nous appelons 7' le premier instant ou la piéce tombe sur pile, 7 est le temps
d’arrét et X, =1presque slrement, alors que E[XO] =0 par hypothése. Dans la pratique,
une stratégie développée dans notre exemple n’est pas si facile a adopter, car le joueur a
besoin d’un capital suffisant pour supporter des pertes pouvant étre grandes. Ainsi cette
stratégie n’est faite que pour les infiniment riches !
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Conclusion : Pour un jeu équitable et dans un intervalle de temps borné, il n’existe pas de
stratégie qui permette de gagner a coup sdr.

Lien avec la finance : Un investisseur doit essayer de trouver une stratégie lui permettant
de se procurer un gain avec une grande probabilité.

IL.3.2 Définition :

Soit (2, 4, @, F) un espace probabilise filtré ; on appelle (X;, F ) martingale tout
processus X; adapté a ¥, intégrable tel que :
V (s, ) e T, s<t= E[X,] F]=X,

On parle de :
Sur-martingale lorsque E[X;/ F ] > X;
Sous-martingale lorsque E[X;/ F ] < X;

I LE MOUVEMENT BROWNIEN :

II1. 1 Introduction :

Comme le rappelle son nom, le mouvement brownien a été découvert en 1827 par
le botaniste britannique Robert Brown (1773-1858). C’est en observant sous un
microscope du pollen dispersé dans de I’eau qu’il remarqua que les grains microscopiques
le constituant étaient soumis a un mouvement continuel et irrégulier. 1l crut, a I’époque,
qu’il avait découvert “la molécule primitive” responsable de la vie. Il s’apercut plus tard
que I’on pouvait observer ce méme phénoméne avec toutes sortes de particules de taille
suffisamment petite.

Lorsqu’une particule, de taille suffisamment grande pour étre observée sous un
microscope (& partir du dixiéme de micrométre avec des microscopes modernes), est
plongée dans un liquide moléculaire (eau, solvant organique, ...), on peut observer trés
clairement le mouvement brownien. Celui-ci résulte de I’ensemble des chocs exercés par
les molécules de solvant sur la particule observée. On peut facilement imaginer suivre, lors
d’un match de football, la balle sans voir les joueurs. On aura la méme impression de
mouvement erratique sans forcément en comprendre les raisons. Dans le cas du
mouvement brownien, c’est en fait le déséquilibre entre tous les chocs sur la surface de la
particule qui la propulse tantdt dans une direction, tantdt dans une autre. La particule
effectue alors une marche aléatoire.

Les propriétés de la marche aléatoire font qu’en moyenne la particule reste centrée
sur son point de départ mais, qu’avec le temps, elle peut explorer (c’est-a-dire passer par)
des points de plus en plus éloignés. D’un point de vue mathématique, la valeur moyenne
du déplacement est nulle ; c’est le carré du déplacement qui augmente linéairement avec le
temps.

IIL.2 Construction du mouvement brownien :

Le mouvement brownien, encore appelé processus de Wiener, est I’'un des plus
important des processus stochastiques, en finance. Il est & la théorie des processus
stochastiques ce que la loi normale est a la théorie des probabilités. C’est pourquoi nous
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allons consacrer quelques pages a sa construction en nous appuyant sur les marches
aléatoires, (nous rappelons qu’une marche aléatoire est un processus
X défini par :

oU a est une constante et les Y; sont supposées indépendantes) c’est-a-dire sur une approche
en temps discret, plus pédagogique. Le principe est toutefois simple. Si un horizon T est
fixé, on divise la durée 7 en N sous périodes et I’on fait tendre N vers I’infini. Le processus
obtenu comme limite sera un processus en temps continu.

Nous supposons donc pour le moment que 7={0,1, ..., N}.

Proposition 1 ;:

Soit X une marche aléatoire dans laquelle les Y; prennent les valeurs o et -c avec
une probabilité p =% :

1. X est un processus a accroissements indépendants et stationnaires
2. Cov(X,, X;)=o®min (7, s)

Preuve :

Le point 1 est immediat puisque les accroissements de X sont les variables Y; qui
sont indépendantes et de méme loi.
Pour montrer le second point, supposons que s < ¢ ; on peut écrire :

Cov(X,, X,)= COV[XS + >, ij

u=s+1

= V(Xv) + ZCOV(ZA’ Xc)
u=s+1

Les covariances sont nulles puisque les Y; sont indépendantes et que :
X, =X, + 2 Y,
De plus B
V(X,)= 21/(1;) =50’
u=1

Bien évidemment, si 7 < s, on obtient Cov (X, X;) = V (X)) = t 6°.

Supposons maintenant que X est le processus du logarithme du prix d’un actif
financier avec la convention Xy = 0, de sorte que .X; est la rentabilité cumulée de ce titre sur
I’intervalle [0, 7]. L’ensemble T = {0, 1, ..., N } définit les dates de transaction pendant
une période fixe [0, 7] ' ; supposer que N augmente et tend vers I'infini revient a
envisager que le fonctionnement du marché s’approche de celui d’un marché continu. Si
sur un marché de ce type, la rentabilité cumulée en T est notée Az, ona:

A, = lim X,

N>+

(1) T peut étre I’échéance d’un contrat d’option que [’on cherche a évaluer.
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Il est clair que o; représentant I’écart-type des rentabilités dans la définition de la
marche aléatoire ci-dessus, doit dépendre de la durée d’une sous-période. En effet, si T
correspond a une période de trois mois, on peut avoir N =13 avec des données
hebdomadaires ou N = 91 avec des données journalieres et la volatilité hebdomadaire est
différente de la volatilité journaliere. 1l faut alors répondre a la question suivante : quel
type de dépendance doit-on introduire entre o-et N pour obtenir un modele cohérent.

Notons maintenant (KN, t=1..,N ) les accroissements de la marche aléatoire
lorsque 7={0, 1, ..., N} ; on notera A :% I’intervalle de temps entre deux transactions et
o I’écart type des Y. L’idée intuitive pour décrire en continu la rentabilité sur I’intervalle
[0,7] est de définir X, = X, +§:Y,N . Il est important de noter que pour tout N, Xy - Xy
définit la rentabilité cumulée SLtlzr1 la période [0, T ], soit Ar. Par conséquent, en faisant

tendre N vers I’infini, et donc 4 vers 0, on doit aboutir a une description d’un processus
continu des rentabilités.

III.2.1 Les hypothéses :

Faire tendre N vers I’infini impose cependant certaines précautions pour garder une
modélisation cohérente. C’est pourquoi, plusieurs hypothéses sont nécessaires quant a
I’évolution des paraméetres quand la valeur de N change. Nous introduisons alors, suivant
en cela Merton (1982), trois hypothéses "raisonnables” sur le comportement des cours.

1. Il existe une constante 4; >0, indépendante de N, telle que :

VieT V(X)=A:
2. llexiste A, > 0, indépendante de N, telle que :
V(Xy) < A4z
3. llexiste A3, indépendante de N, telle que pour tout ¢ €7, onait :

e,
max ',V (1)

3

Commentaires :

L’hypothése 1 signifie que, quel que soit le découpage temporel adopté,
I’incertitude ne disparait pas. Méme avec des intervalles de temps trés court entre deux
cotations, la rentabilité cumulée entre O et 7 reste une variable aléatoire.

L’hypothése 2 est en quelque sorte symétrique de la premiere. Elle spécifie que la
variance de la rentabilité cumulée reste bornée sur I’ensemble de I’intervalle [0, 7]
indépendamment de la fagon dont le découpage temporel est réalise.

L’hypothése 3 a, quant a elle, une signification trés particuliere. Dire que la
variance sur chaque sous-période reste supérieure a une certaine proportion du maximum
de variance sur I’ensemble des sous-périodes signifie que I’on rejette les situations dans
lesquelles le risque est concentré & certains moments du temps. Un exemple permet
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d’illustrer ce point. Si un individu achete une grille de loto national le lundi alors que le
tirage a lieu le mercredi soir, son ticket ne peut étre considéré comme un actif risqué au
sens de I’hypothese 3 ; en effet il n’y a aucune incertitude jusqu’au moment du tirage du
premier numéro et une évolution de la valeur du ticket ne peut apparaitre que pendant les
quelques instants du tirage, selon que les numéros tirés sont ou non sur la grille jouée.
L’interprétation alternative de I’hypothése 3 consiste a remarquer que sur un marché
continu, des informations nouvelles sont susceptibles d’arriver a tout instant, entrainant
une évolution des prix et conduisant a I’existence de risque & tout moment. Dans le cas de
la grille de loto achetée le lundi, il n’y aura presque slrement aucune information
susceptible d’affecter la valeur du ticket avant le mercredi soir et I’hypothése 3 n’est pas
vérifiée.

Dans le cas d’un processus a accroissements stationnaires, cette hypothése est
vérifiée puisque la variance sur une sous-période ne dépend pas de la sous-période
particuliére considérée mais seulement de sa durée. Dans le cas de la marche aléatoire
décrite plus haut, on pourra donc choisir 43= 1.

Ces trois hypothéses, naturelles dans leur interprétation économique, permettent de
préciser quels sont les processus “raisonnables” permettant la description de I’évolution
des rentabilités et des prix sur un marché.

Proposition 2 :
On a les résultats suivants :

0: =0 (h) et 0> # o (h)
ou O (h) et o (h) désignent les notations de Landau.

On rappelle que les notations de Landau sont définies pour deux fonctions /et g, ou
I’on écrit :

f(h)=0 (g(h)) si lim

| £ (h)
h

‘ D <+ et f(h)=o0(g(h)) si |im|f(Z) 0
g lim

| g(h)

Preuve :
N
V(X)=2 v )=No;
t=1
Cette égalité est la conséquence immédiate de I’indépendance des Y,*. L hypothése

. T A . .
2 implique que N o} < 4, ou encore, en remplagant N par n o} < 72}1 traduisant le fait

. . . A
que o = O(h). De méme I’hypothése 1 implique que N o > 4, ou encore o, > ?1}1

montrant ainsi que o # o(h).

Si la variance des Y; est de l'ordre de 4, les deux valeurs prises par Y;
s"écriventc/h et —c~/h ol c est une constante positive. En d’autres termes la rentabilité
sur une période de durée / est de I’ordre de/4 .

Considérons le cas particulier ¢=1 ; le processus X peut s’écrire :

Xt :Xt—l+6t\/z
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ou les &, sont des variables centrées indépendantes prenant les valeurs +1 et -1.

. e . 13 N .
On peut maintenant définir A, = lim /ﬁ D8, ol les & sont indépendantes et
t=1

N—>ow
prennent les valeurs +1 et -1 avec des probabilités > Le théoréme central limite permet

alors de conclure que Ar suit une loi normale centrée d’écart type 7. Dans ces
conditions, la notion de convergence stochastique utilisée est une convergence en loi.

Si I’on considere deux dates T'et 7" avec T< T’ , il est clair que Ar- - A7 suit une
loi normale centrée d’écart type « T '-T et que A7 - Ar est indépendant de Az - Ay.

On peut maintenant, & la suite de cette construction intuitive, présenter
formellement le mouvement brownien.

II1.3 Définition et propriétés générales :

Définition :

Soit (Q, 4, @) un espace probabilisé, on appelle mouvement brownien (ou processus
de Wiener) standard un processus Z vérifiant :

Zo=0 @.ps

Z est a accroissements indépendants et stationnaires.
V (s, 1) €Re xRy, s<t, Z —Z ~N(0, \t—5).
Z est a trajectoires continues P p.

N LN~

L’idée intuitive qui conduit au mouvement brownien est la méme qui rend la loi
normale aussi importante en statistique ; en termes non techniques, lorsqu’un phénoméne
résulte de I’addition d’un grand nombre de causes indépendantes, sa mesure suivra une loi
normale du fait du théoreme central limite. L’interprétation financiére est que, sur un
marché continu, les variations de prix sont causées par un flot incessant d’informations qui
sont reflétées immédiatement dans les prix. En conseéquence, une évolution de prix entre
deux instants s et ¢ est indépendante des évolutions précédentes car, si ce n’était pas le cas,
les opérateurs en tiendraient compte dans leurs offres et demandes, ce qui aurait pour
conséquence d’annuler cet effet de "mémoire”.

La construction a partir des marches aléatoires a permis d’illustrer que la variation

de Z entre deux instants ¢ et ¢ + 4 est de I’ordre de ﬁqui est infiniment grand devant %
(au sens des notations de Landau). Par conséquent, les trajectoires apparaissent trés
abruptes « heurtées » et, de fait, il est impossible de tracer une “vraie” trajectoire du
mouvement brownien, a cause de la proposition suivante.

Proposition 3 :

Les trajectoires du processus Z sont continues sur R mais ne sont dérivables en
aucun point.
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La plupart des propriétés des marches aléatoires présentées plus haut se transposent sans
difficulté au processus de Wiener.

Proposition 4 :

1. Le processus Z est markovien
2. Zest une martingale par rapport a sa filtration naturelle.
3. Cov (Z;, Z;) = min(t, s)

Preuve :

Le point (1) découle immeédiatement de I’indépendance des accroissements. Pour
montrer le point (2), notons s et ¢ deux dates telles que s < ¢ et F7 la filtration naturelle de
Z. 0n peut écrire :

Elz,1¥7|=Elz, -z, + 2 17|
—Ez, -z, 1¢7 |+ E[z, 1F7]

Le premier terme du membre de droite est nul a cause de I’indépendance de Z, - Z; ;
en effet, = E[Z, ~-Z IF’ ] = E[Z,—Z_]=0 car les accroissements sont centrés. Comme de
plus, Z est adapté a sa filtration naturelle Z, et F” — mesurable et E[ZS | F? ] =Z..

Pour le point (3), le méme “truc” est utilisé (on suppose s <t) :
Cov(z,2)=Cov(z,-2,+2, Z,)
=Cov(Z,-2,, Z,)+V(Z,)
=Cov(Z, -2, Z,—Zy)+s
=S
Ici encore, les accroissements étant indépendants, la covariance entre Z, - Z; et

Zs - Zy et nulle puisqu’elle est égale au produit des espérances et que le mouvement
brownien (donc ses accroissements) est centré. Il est clair que si 7 < s, c’est Z; qu’on
décompose en Z; - Z, + Z,.

Si I’'on se réfere a la section I1.2 (Processus de diffusion), il apparait que le
processus de Wiener standard est un processus d’Itd dont le drift est nul et dont le
coefficient de diffusion est constant égal a 1.

Certaines fonctions du mouvement brownien restent des martingales ; les deux
exemples les plus simples sont résumés dans la proposition suivante.

Proposition 5 :

Soit X et Y deux processus définis par :
X, =7 ~t

At
Y = exp(;tzt ——J
2
ol A est un réel quelconque. X et Y sont des martingales par rapport a %,

Preuve : 7 est de carré intégrable donc X; est intégrable ; de méme, Z; suit une loi normale

donc Y; suit une loi log-normale. Les deux processus sont donc intégrables.
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E(X,/F7)=E(z? 177 )-t
=E(z,-2) +22,2,-27 IF)-t
On utilise alors la linéarité de I’espérance conditionnelle, puis le fait que Z; est F” -

mesurable, ensuite la propriété de martingale de Z et enfin le fait que Z, - Z, est
indépendant de #”. On peut alors écrire :

E(x,177)=E((z, - 2,)* )+ 2E(z,2, 1#7)- 7% -1
= (t—5)+2Z,E(Z, 1F7)- 7% -1
=7 -s=X,
Montrons maintenant que Y est une martingale.

2

E(Yt /stz)z exp (_%JE(exp (12) /‘FSZ)
= exp (— %} E (exp(/‘t Z -Z))exp(1Z) /(FSZ)

oo (_ %} E(exp(A(Z,~2,))) exp (A Z,)

La derniére égalité résulte ici encore de I’application des propriétés du mouvement
brownien et des espérances conditionnelles. 1l reste alors & remarquer que exp (4 (Z;- Z;))
suit une loi log-normale de paramétres O et avi—s. Par conséquent®

}uz(t—s)

E(exp(A(Z ~2,))) = . En remplagant dans la derniére égalité obtenue on obtient :

E(x/£2)=exp(zzs—ﬂ;sj=z

ce qui achéve la démonstration.

Remarque :

Les processus X et Y de la proposition précédente sont en fait tous deux des transformés du
mouvement brownien par les fonctions suivantes :

(x,1) = f(x,0)=x"—t

2

(x,7) > g(x,t)=exp (/1 X —%j

Notons z(x, ¢) la densité de Z, définie par :

L -2
N2t 2t

On remarque alors que les fonctions fet g sont solution de I’équation générale :

z(x,t) =

h(O,t)zTh(u, t+5)z(u, t)du

(1) Propriete de la loi log-normale.

Page 34



Chapitre 2 : Utilisation des équations différentielles stochastiques dans le calcul des options.

En effet, pour £, ona: £(0,s) =-s; le membre de droite s’écrit :

+Ef(u, t+s)z (u, t)du = \/21_]? (uz—(t+s))exp(— zjdu

u
Tt 2t

e'e]

+00

2
j u’exp (— Z—j du est en fait en fait égal a la variance de Z,, c'est - a - dire 7.
t

1
N2#mt 7

En ce qui concerne g, on peut écrire :

Le terme

r 1 % H(t+s) u?
J+ Ndu=——— | exp| lu——"———|d
'[Og(u s) z (u,t)du \/2—7”'[0 p( u 5 Y u

A (t+5) 1 7 u’
= exp| - exp| Au——|d
p( 2 j\/zmI p( REPYS

On transforme alors I’intégrale selon le procédé classiqgue du début du
développement d’un carré :

u’ 1 , At
exp|l Au——|=exp| ——@u—-A1t)" +—
Xp( ! ZtJ p( 2 AN

—00

Ce qui conduit a :

Tg(u,t+s) z(u,t)du= exp(— /lzzij/zl_tr exp[—zit(u—/lt)zjdu

Tt *,
2
= exp (— ;LZSJ:g(O,s)

1I1.4 Processus de Wiener général :

Le processus de Wiener standard Vérifie E(Z, ) = 0 et V(Z,) =t ; I’espérance et la
variance sont donc normalisées au sens ou il s’agit d’un processus d’1t6 de parametres 0 et
1. La généralisation naturelle consiste a introduire des parametres u et o; u représentant le
drift, c’est-a-dire I’espérance de variation par unité de temps et o la variance de cette
variation par unité de temps.

Définition :
Un processus W est appelé mouvement brownien général de paramétres u et osi W,
s’écrit : Wo=0

Wi=ut+oZ,
Les propriéetés de 7 se déduisent directement de celles de Z.
Proposition 6 :

1. W est un processus a accroissements indépendants et stationnaires, a trajectoires
continues mais non dérivables en aucun point.

Pour s <t, W;- W ~N(y(t—s), ow/t—s).
Cov(W,, W) =c2 (¢ - s)

W est une sous (sur)-martingale par rapport a sa filtration naturelle si u >(<)0.

|:'\.°~>.'\J
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Si W, représente la rentabilité cumulée d’un actif financier sur I’intervalle [0 ; 7 ]
>0 signifie que I’espérance de rentabilité est positive. S’il existe un actif sans risque de
rentabilité », I’aversion au risque des agents économiques se traduira alors par u > r.

Remarque :
Considérons un réel positif /# proche de 0 ; la variation de Wsur [z ; ¢t + h] S’écrit :
W in- VVz:,U/’l+ O'(Zz+h'Zz)

En se référant a la construction de Z a I’aide de marches aléatoires, on constate que
Zi+n -Z; €st de I'ordre de grandeur de/h , c’est-a-dire trés grand par rapport a 4 lorsque 4
est proche de 0. Ceci signifie que méme si W présente une tendance a”long terme ”par
I’intermédiaire de u, on ne peut prévoir ses variations sur le court terme car le terme
o(Zun - Z,) est plus grand en valeur absolue que uh.

Il faut toutefois étre méfiant par rapport aux intuitions que I’on peut avoir sur le
mouvement brownien. Supposons par exemple x« = 0, correspondant a un processus sans
tendance ; il parait naturel de penser que les trajectoires vont se "promener” de part et
d’autre de 0 au gré du processus de Wiener standard Z. Pourtant les trajectoires de ce
processus sortent de n’importe quel intervalle [a ; 5] en un temps moyen fini. Avant de
montrer cette proposition, il est nécessaire de présenter la notion de temps d’arrét dans un
modele en temps continu.

Il1.4.1 Temps d’arrét

Définition :
Soit (Q, A4, F, @) un espace probabilisé filtré ; on appelle temps d’arrét toute

variable aléatoire 7 a valeurs dans T U{+ o} telle que pour tout 7, I’événement {r< ¢ }
est dans la tribu .

Une définition du temps d'arrét pour les processus en temps discret peut étre donnée
sous une forme presque analogue, la seule différence que I’événement considéré est {r=1}
au lieu{r<r}

Dans I’ensemble des valeurs possibles d’un temps d’arrét, nous avons ajouté +oo il
s’agit 1a d’une convention pour traiter certains cas particuliers ; pour I’option américaine, il
s’agit de prendre en compte la situation dans laquelle il n’est jamais optimal d’exercer
I’option prématurément (si elle reste en dehors jusqu’a I’échéance par exemple pour ne
citer qu’un cas trivial).

Proposition 7 :

Soient ret 77 deux temps d’arrét par rapport a une filtration #; z+z”, min(z,z’),
max (z,7’) sont des temps d’arrét.®

(1) 1l est courant de noter min (t, t’) =t Ar’et max (t, /) = 1v 7/
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Des temps d’arrét du type min (7, z7) et max (z, ¢”) interviennent par exemple
dans certains contrats d’assurance déces. Si ret 77 désignent les dates de déces d’un mari
et de son épouse, la compagnie devra payer sa prestation au temps min (z, z”) si le contrat
sur deux tétes stipule que le capital doit étre versé au dernier survivant. Par contre, il sera
versé a la date max (7, z”) si le contrat bénéficie aux héritiers au dernier des deux déces.

Proposition 8 :

Soit zun temps d’arrét et X un processus
1. rest F,-mesurable.

2. Si rest borné et X adapté a , alors X, est #.—mesurable.
3. Si ret 77 sont deux temps d’arrét tels que r < 7/ alors F, < F,-.
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PARTIE 2 : INTEGRALES STOCHASTIQUES
ET LEMME D’ITO

I. INTODUCTION

Nous avons présenté précédemment le mouvement brownien ; la construction que
nous avons exposee était fondée sur des marches aléatoires particulieres dont les
accroissements Y; prenaient deux valeurs seulement et vérifiaient E(Y; ) = 0. Nous avons
ensuite déduit une formulation du processus de Wiener général en autorisant une espérance
non nulle pour ces accroissements ainsi qu’une variance proportionnelle a la durée séparant
deux dates. Toutefois, les parametres d’espérance et de variance par unité de temps sont
constants dans le mouvement brownien. Ceci constitue une restriction importante lorsque
I’on cherche par exemple a modéliser la dynamique des taux d’intérét dans laquelle il
semble raisonnable, au vu des constatations empiriques, d’introduire une force de rappel
induisant une espérance de variation négative quand les taux sont élevés et une espérance
de variation positive quand ils sont faibles. De la méme fagon, pour ce qui concerne la
variance par unité de temps, il est difficile de la supposer indépendante du niveau des taux.
En particulier, lorsque les taux sont tres faibles, on s’attend a observer une variance plus
faible que quand ces taux sont trés élevés.

La définition d’un processus d’1t6 suppose I’existence de fonctions u(x, ¢) et o (x, ?)
qui dépendent & la fois du niveau atteint par le processus considéré et de la date considéreée.
Il s’agit donc de bons candidats pour modéliser les dynamiques des variables financieres
comme les prix, les rentabilités, les taux d’intérét et les taux de change. Il est toutefois
important de noter que le mouvement brownien général est un cas particulier de processus
d’Ito.

Nous présentons maintenant la construction de I’intégrale stochastique et le lemme
d’Ité, encore appelé théoréme fondamental du calcul stochastique nécessaire a la résolution
des problémes financiers les plus usuels comme I’évaluation des options.

II. L’INTEGRALE STOCHASTIQUE

II.1 Construction intuitive :

Nous adoptons ici le schéma déja utilisé pour la construction intuitive du
mouvement brownien. Nous fixons donc une fois pour toutes un intervalle [0, 7] divisé en
N sous périodes de longueur 4.

Soit X le processus défini par :
X, =0
X, =X,,+Y,

pour ne T={1,..., N} . Cette notation signifie en fait que X,(®) est la valeur prise par le

processus X a I’instant nA dans I’état w puisque /4 est le délai supposé entre deux cotations
si, comme précédemment, X est le logarithme du prix d’un titre.
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Y, est défini comme suit :
Yo=un1h + cn1(Zun - Zin-1yn) (1)

ou Z est le mouvement brownien standard et u,.1, ;-1 sont des variables aléatoires #(, -1y -
mesurables. L’intérét de cette formulation provient de sa généralité. u,1 est I’espérance

conditionnelle de variation de X sur I’intervalle de temps [(n-1)% ; nh] alors que a,,,lx/zest

I’écart-type conditionnel de cette variation, le conditionnement ayant lieu par rapport a la
tribu F, -1ys. En effet, o1 et Z, - Z(, -1y, sont indépendantes et V (Z, - Z -1yn) = h.

Les hypothéses de Merton (1982) concernant le processus X décrites précédemment
sont supposées vérifiées pour les processus X et Y envisagés ici.

Notons Ar la rentabilité cumulée de I’actif considéré ; il s’agit d’écrire Az comme la
limite de Xy quand N tend vers I’infini. On a donc :

N N N
XN = zYn = hz;tlnfl +zanfl(znh _Z(nfl)h)
n=1 n=1 n=1

En remplacgant / par 7/N, on obtient :

1 &
avec AN = T[NZ#//:IJ et BN = Zo_nfl(znh - Z(nfl)h)‘
n=1 n=1

Pour obtenir un modele continu, il faut donc définir precisément 4 = lim 4, et B = lim B,

N>t N0
Soit & un processus continu défini par :
a =pu, , siseln-1)hnh|
On peut alors écrire pour tout état w:
4,@) = a@)ds
ou I’intégrale est une intégrale de Riemann pour chaque état. Lorsque N tend vers I’infini,

on peut sans difficulté définir pour chaque état @, 4(®) comme :
Aw) = jOT . (@)ds

ol a,=limal@).

: N>+
En fait, les fonctions &' sont des fonctions en escalier (par rapport & s). Ces processus sont
appelés processus simples puisque leurs trajectoires sont constantes sur des sous intervalles
de longueur 4.

Il est clair qu’on ne peut s’appuyer sur la méme approche pour définir la limite de
By. En effet, By fait intervenir les variables aléatoires (Z,, — Z-1y» ) qui est de I’ordre de

V.

Page 39



Chapitre 2 : Utilisation des équations différentielles stochastiques dans le calcul des options.

Si oet Z étaient des fonctions au lieu de processus, on aboutirait a une écriture du
type :
im B, =[ o dz
N T 0 CTS s

N—>+0

en utilisant une intégrale de Stieltjes classique. L’exemple qui suit montre pourquoi cette
approche ne peut étre utilisée.

1.2 Contre exemple :

Soit Cy et Dy définis par :

N
Cy= zznh (Znh _Z(nfl)h)
n=1

N
Dy = zz(n—l)h (Znh _Z(n—l)h)
n=1

ou Z est le mouvement brownien standard. Si Z n’était pas une fonction aléatoire, on aurait

alors :

: : Z:-75
lim C, = lim D, = OTZSdZS =1 0

N—+o0 N—+o0

Or on montre facilement que Cy et Dy convergent vers des limites différentes. En effet, on

a:
N
E(CN) = E[Zznh (Znh _Z(nl)h)j (1)
N N
= E[Z(Znh - Z(nfl)h)(Znh - Z(nl)h)J + E[Z Zi (Z,, - Z(nl)h)J
n=1 n=1
N , N
= ZE((Znh _Z(nfl)h) )+ ZE((Z(,H)}, _ZO)(Znh _Z(nfl)h))
n=1 n=1
Nous pouvons maintenant utiliser les propriétés du mouvement brownien.
Comme

Zy—Z, .y, estcentré,ona:
E(Zo = Z4y)? )=V (Z, = Z(y ) =nh = (n=Dh = h
Le premier terme de (II) est de ce fait égal & N& = T. Pour le second, on utilise

I’indépendance
des accroissements pour écrire :

N N
ZE(Z(n—l)h (Znh - Z(n—l)h)) = ZE(Z(nfl)h)E(Znh - Z(n—l)h) (IH)
n=1 n=1

=0

On aboutit alors au résultat suivant :
E(CN) =T
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qui est indépendant de la facon dont I’intervalle [ 0, 7 ] est découpé, c’est-a-dire
indépendant de N. La limite de Cy aura donc 7 comme espérance.

On remarque par ailleurs que E(Dy) a déja été calculé dans I’équation (ZII) et que
son espérance est nulle. Les deux suites ne peuvent donc converger (en moyenne
quadratique) vers la méme variable.

Cette remarque impliqgue que I'on peut définir au moins deux intégrales
stochastiques (en fait une infinité).

Maintenant, pour obtenir une limite qui soit de carré intégrable, il faut supposer que
les By sont de carré intégrable or :

E(B2)=E((By ~By,+By.)?)
= E((By - By ,)? )+ E(B2,)+2E(B, (B, - B,,))
= E(02 ,(Zy, ~ Z iy ) )+ E(B,) +2E(B, ) E(B, — B, )
=hE(oy )+ E(By )

Le dernier terme du membre de droite de I’avant derniére équation est nul du fait de
I’indépendance des accroissements de B; de plus (Z,, —Z . ,,)est indépendant de

o’ et E((Znh —~ Z(H)h)z)z h . Par récurrence, on obtient alors :
1 N
E(By)= T[—ZE(afl)J
N n=1
On peut alors remarquer que si Y est un processus défini sur [0 ; 7] par :
v¥ =o,, pour se[(n—2)h,nh
onaalors:

E(B?) :EUOT Y dsj

La suite de processus Y " converge alors vers un processus qu’on notera
naturellement o. L’égalité précédente montre que pour avoir une limite de By de carré

intégrable, il faut que :
T
EUO o’ dsj < o

On peut donc maintenant définir I’intégrale stochastique d’un processus par rapport
au mouvement brownien au sens de la moyenne quadratique.

11.3 Définition et propriétés de l’intégrale stochastique :

Définition :
Soit Z le mouvement brownien standard défini sur I’espace (Q, 4, ¥4 @) et oun
processus adapté & F#; on suppose que o Vérifie :
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E[ [ o dsj < 4o (v)

On appelle alors intégrale stochastique d’Ité sur [0 ; 7] de o par rapport a Z et I’on note
[ o,dz, la variable aléatoire définie par :

N—+o0

T ) N
[ o dz, = lim z_;aﬂ(zn ~Z)

n=

ou la limite est en moyenne quadratique.

Il est important de noter que dans le membre de droite de I’équation précédente,
I’indice n est discret et correspond au découpage de [0 ; 7] en N sous périodes. Une
formulation alternative équivalente consisterait en la division de [0 ; 7'] en sous intervalles

[#, tisa] en écrivant la limite sous la forme :
N

[[o,dz,=lim > o, (z,-2,)

N—+o0 )

avec max (¢ - t.;) tendant vers 0 quand N — + o. De plus, la construction faite ci-dessus
est valide pour n’importe quel horizon jusqu’a 7. Par consequent la famille de variables
aléatoires

IO o,dZ ,u €T est un processus stochastique qu’on note parfois (Z, (o), ue T).

De la méme facon, si o est prévisible, on peut remplacer o, ; par o, dans la
définition précédente.
Proposition :

Soient X et Y deux processus adaptés tels que .[0[ X .dZ, et .[0[ Y.dZ_ existent pour
tout 7 < T et sont de carré intégrable (voir la définition précédente) ; on a alors :

2 t _ t t
1. V(a,b)eR* [ (aX, +bY,)dZ, =a[ X dZ, +b| ¥,dz,
2. V() e TxT,t<u, [ XdZ, =[Xdz, +[ Xdz,

3 V() e TXT, t<u, EU:XYdZS\Qﬁ): [(xadz,

4 Vied, E(UOX dzs)zszU;Xf dsj

Le point (1) traduit le fait que I’application associant & un processus X son intégrale
stochastique est une application linéaire. Le point (2) est une propriété usuelle des
intégrales qui est immédiate compte tenu de la définition. Le point (3) est tres important

pour les applications financiéres puisqu’il montre que IO X, dZ u e T est une martingale.

Enfin le dernier point est I’illustration du fait que .[(;Xsts dans L% compte tenu des
hypotheses faites dans la définition.

Rappelons que cette construction avait pour but de définir une limite en temps
continu du processus :
Xo =0
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Xo=Xpa + Yy = Xoa +ptps h + 03 (Znn— Zv-1yn)

On a donc au terme de cette construction une expression pour le processus limite
(qu’on notera encore X pour ne pas multiplier les notations :

X, =Xo+[ p ds+ [ o, dz, )

Lorsque I’intégrale stochastique peut étre définie, le processus X obtenu est un
processus d’1t6 tel qu’il a été défini dans la partie précédente. On écrit en général u, = u
(X5, 5) et o;= o (X, s). L’équation (7) est alors notée sous forme différentielle :

dX, = u (X, )dt + o (X, )dZ,

Il est important de garder a I’esprit qu’il s’agit d’une notation pour exprimer que X
s’écrit en fait comme une intégrale stochastique. Il n’est bien sir pas question d’interpréter
dZ, comme une différentielle classique puisque les trajectoires du mouvement brownien,
bien que continues, ne sont dérivables en aucun point.

Si X = W est le mouvement brownien général de paramétres (constants) u eto; on
dW,=u dt + odz,

et I’on retrouve bien la formulation donnée dans la partie précédente en écrivant :
t ! !
'[OdWS =W, ='[Oys ds+'[00'S dZ.

=y£ ds+0"[0tdZs

=ut+oZ,
puisque, par convention Zp = 0.

1.4 Régles de calcul :

La proposition suivante résume les regles de calcul appliquées aux accroissements
du mouvement brownien dZ,. Afin d’éviter les complications techniques, nous interprétons
dZ, comme la différence Z,.q - Z, ol dt est une durée infinitésimale®” . L’idée générale est
que les termes d’ordre supérieur a 1 par rapport a dt sont négligés dans les développements
puisque, sur un marché fonctionnant en continu, ces termes seront infiniment petits devant
dt.

Proposition :
1. E(dZ,)=0et V(dZ,) =dt
2. v(dz?)= oldr)
3. dZ.dt = o(dt)
4. E(dz,dz,)=0 pourti#
5. SiZetZ sont deux processus de Wiener, ona:

(1) Cette interprétation est une approximation qui permet une présentation relativement intuitive des

resultats.
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E(dZ,dZ)) = rdt
V(dZ,dZ)) = o (dt)
Le point (1) est immédiat si I’on identifie dZ, a Z.. - Z; puisque le mouvement
brownien standard est centré et V' (Z,— Z;) = t—s pour ¢ > s.
Le point (2) exprime le fait que (dZ,)? n’est en fait pas aléatoire ou plus précisément
que sa variance est négligeable. En effet, si I’on se réfere a la construction en temps
discret, sur une durée dt, I’accroissement de Z prend les valeurs v/dr et —+/d¢ avec des

probabllltesz. En conséquence, (dZ,)* est constant et est égal & dz. Concernant le point (3),

3

en tenant compte du fait que dZ, =0 (Var) ona dz,.dt =0 (dej = o(dr).

Des que # # 2, dZ, et dZ, sont indépendants du fait de I'indépendance des

accroissements de Z, ce qui montre le point (4). Enfin, le dernier point définit », comme le
coefficient de corrélation entre les accroissements des deux browniens. Comme chacun des

deux est de I'ordre de dr, le produit est de I’ordre de grandeur de dr. De méme, la
variance du produit est de I’ordre de d#* donc négligeable devant .

Ces regles de calcul sont trés utiles pour comprendre le lemme d’It6 que nous
présentons ci-apres.

HI. LE LEMME D’ITO :

De nombreux problemes d’évaluation d’actifs financiers conduisent a s’interroger
sur la dynamique de la transformée d’un processus d’I1td par une fonction "réguliere”.

L’exemple le plus classique est celui de I’évaluation d’un call européen d’échéance
T et de prix d’exercice K. Le paiement terminal d’une telle option s’écrit Cr = max (X7 - K
: 0) et le probléme de I’évaluation consiste a déterminer le processus C = (C, t € T ) de
prix de I’option pendant sa durée de vie et en particulier Cy si I’évaluation a lieu en date 0.
De maniére générale, on peut écrire C, =g (X, £) ol g est une fonction définie sur R*x 7" a
valeurs dans R*. Si X est un processus d’Itd, le probléme consiste a caractériser le
processus C ?

Le méme type de question se pose pour passer d’un processus de rentabilités a un
processus de prix (et vice-versa). Si X est un processus d’Itd traduisant la rentabilité
cumulée d’un actif financier, quel est le processus de prix associé défini par Y; = exp(X;) ?

En toute geénéralité, la dynamique des prix est une fonction d’une famille de
processus de taux correspondant aux différentes maturités. Les modéles utilisés en pratique
sont une simplification de cette réalité complexe.

IIL.1 La formule de Taylor, approche intuitive du lemme d’lto :

Soit f une fonction définie sur R? & valeurs dans R supposée posséder des dérivées
partielles continues jusqu’a I’ordre 2 ; le développement en série de Taylor de cette
fonction au voisinage de (xo, #o) S’écrit :
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Ft) = flxt)+ 2 J )= 7) 4 ’; (ko )¢ 1) 1)

&f o°f 2
2 a2 (xo’t )(x— ) E?(xovto)(t to)

+a—f(x0,

10)(x = x0)(t = 15) + € (X, 1)

ol & (xo, o) ~ o((x — xo)* + (¢ — 10)?). La condition sur € montre que les termes d’ordre 3 et
plus peuvent étre négligés par rapport aux termes d’ordre 1 figurant dans le
développement. Le plus souvent en économie, on utilise un développement a I’ordre 1,
c’est-a-dire la premiére ligne de I’équation ci-dessus puisqu’en effet les termes d’ordre 2
sont aussi négligeables devant ceux d’ordre 1 lorsque ¢ tend vers 7. On peut donc a priori
les négliger. Toutefois, si x est un processus d’lto, il s’écrit comme une intégrale
stochastique faisant intervenir le mouvement brownien. Or la variation de ce dernier sur

une durée ¢ - fo est de I'ordre de.:-z, . Par conséquent, le terme d’ordre 2
o*f
ox*

., 1,)(x —x,)* est de I’ordre de ¢ - #p. En conséquence, il ne peut étre négligé puisqu’il a

74

le méme ordre de grandeur que (x -1 .

Adoptons maintenant les notatlons df(xo, t0)=f(x,0)-f(xo, t0);t-to=dt et x-xp=
dx ; on écrit alors I’expression (¥7) sous la forme :

df (v, ro)ﬁ(xo, wv+ L I (o)t +5 f [ (00 10) ()’ vir)
288—{()%, s f(xo,to)dxdt+£(xo,t0)

Remplagons maintenant x par X; ou X est un processus caractérisé par :
dX;=u (X, t)dt+0 (X, t)dZ,

L’équation (¥1I), en supprimant les arguments des dérivées partielles pour alléger
les notations, s’écrit pour le couple (X, 7) :

df(X,,t):@Lu(X,,t)dHa(X 1)dZ, ]+ 24 dt

L0 [u(X,, t)dt + o(X,, t)arz,]2

2 o’
288{ (df)? + 8 f Lu(X dt+o(X,,1)dZ, |+€ (X, 1)
Si I'on applique maintenant les régles de calcul définies dans la proposition

a{ et aft sont négligeables devant

précédente, on constate que

dt. Il vient alors :
df (X, 1) :@Lu(x,, 1)dt+o(X,,1)dZ, ]+%dt

; z { [u(X,, t)dt + o(X,,0)dZ, | +€ (X, 1)

ou €' = o(dt).

Page 45



Chapitre 2 : Utilisation des équations différentielles stochastiques dans le calcul des options.

o’ f
Ox

5. Lorsqu’il est développé, il fait

apparaitre un terme en d° qui est négligeable, un terme en dZd: qui est lui aussi
négligeable et enfin un terme en dZ? qui est de I’ordre de d et de variance négligeable. Par
conséquent, apres simplification, il reste :

df (X, 1) =%(u()([, 1)dt+o(X,,1)dZ, )+%dt

2
+ 29 2 ydr e (X, 0)
2 Ox

avec €''= o(dr). On peut maintenant écrire le processus f (X; #) sous forme d’une
différentielle stochastique en regroupant les termes en dt et ceux en dZ, sous la forme :

df(X,,t)z(%y(X t)+aj; zaxf (X[,t)jdtJrO'(X t)%dZ,+£”(X[,t)

Cette présentation sommaire donne I’intuition du résultat mais une démonstration
rigoureuse nécessite plus de prudence; en effet, les termes € (X;, ¢) sont stochastiques et il
faut donner une signification précise a I’énoncé " ¢ est négligeable devant dr ". Nous

renvoyons le lecteur aux ouvrages spécialisés pour trouver une démonstration rigoureuse™
qui ne présente cependant pas un intérét majeur pour les applications financiéres.

IL2 Le lemme d’Ito :

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le lemme d’Itd qui n’est autre,
comme nous venons de I’illustrer, qu’une formule de Taylor dans un environnement
stochastique particulier.

Proposition :

Soit X un processus d’1td caractérisé par dX, = u(X, f)dt + o (X, 1)dZ, et soit f: R?
— R une fonction possédant des dérivées partielles continues jusqu’a I’ordre 2. Le
processus Y défini par Y; = 1 (X;, ¢) est un processus d’1té dont la différentielle stochastique
s’écrit :

d}’t:(@y()( t)+af 157 ar (Xt,t)jdtJrO'(X t)gdZt
ox ot ox

28x

Si I’on écrit la différentielle stochastique de Y sous la forme générale :
dY, =u, (Y, ,t)dt+o,(Y ,t)dZ,

ona:
ﬂy(x,r)=ziy( )+ af ”f o2 (X, 1)
X 2 O
o, (V1) = o(X, r)f

(1) Kartazas (1991).
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1I1.3 Applications élémentaires :

1. Soit W un processus de Wiener de paramétres u, o (qui sont dans ce cas des
constantes) et Y un processus défini par Y, = £ (W;) = exp(W;) ; on peut alors écrire :

gﬂ+g+£82f02 =exp(WI)(ﬂ+072j

ox ot 2 ox?
O'gZO'Y[
ox
ou encore :
2
W | i Nwvorvaz,
Y, 2

2. Symétriquement, soit ¥ un processus de prix caractérisé par®
Y, =1
dY, =uYdt+oYdZ,

et définissons X par X; = g(Y;) = In(Y;). Dans ce cas, on obtient :

og og 10°g og 10%g ,
—ulY, )+—=+——70c Y, t)=—uY +——07%,
S P LA e A
B 2
O'YIa—gza
Oox

Ces relations conduisent a :

2
e =(ﬂ—%jdt+ cdz,

1V. THEOREME DE GIRSANOV :

IV.1 Préliminaires :

Soit W un mouvement brownien général de parametres (u, o) défini sur un espace
probabilisé filtré (Q, 4, @, F )ou & est la filtration naturelle de ”, donc de Z, si
W, = ut + oZ, ; supposons pour I’interprétation que W, s’écrit In(S; ) ou S, est le prix d’un
actif financier a la date ¢ , de fagcon qu’un accroissement W, - W, soit la rentabilité
(logarithmique) du titre sur I’intervalle [s, 7 ]. Désignons par r le taux sans risque supposé
constant ; I’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage et I’existence d’une probabilité
risque-neutre signifient (intuitivement) qu’il existe une probabilit¢ Q sous laquelle le
processus W a un drift égal a r.

Le théoréme de Girsanov donne I’outil technique qui permet la transformation d’un
processus de drift donné x en un processus de drift » = u.

(1) Ce processus est appelé mouvement brownien géométrique ; c’est le processus classique pour modéliser
les prix d’actifs financiers, en particulier dans le modele de Black et Scholes (1973) d’évaluation d’options.
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Afin d’introduire progressivement ce résultat, nous présentons tout d’abord la
transformation qui permet de changer la moyenne d’une variable gaussienne.

Lemme :
Soit X ~N (0, 1) sur un espace (€2, 4, ) ; soit O I’application définie par :

VAe A, Q(A) =E{1A exp(aX—%zﬂ

Q est une probabilité équivalente a P sous laquelle X ~N («, 1).

Démonstration :

2 2
comme E{exp(a)( —%ﬂ = exp( ; jEp[exp(aX )] et que exp(aX) est lognormale de

paramétre (0, «), les propriétés de la loi log-normale impliquent que £, [ exp(a X)]zexp(az J

2

et donc 0(4) =E{exp(a¥ —%H =1. L’équivalence des deux probabilités est immédiate car

la transformation est exponentielle et prend toujours des valeurs strictement positives. On
peut alors écrire :

2
EX]=["xd0=["x exp(aX —%j dp

2

= f:x exp(a X —%j v (x) dx

—Lrwxexp ax—a—z exp —ﬁ dx

N2 2 2
:%r:xexp[—%(x—a)zjdx:a

ou fx est la densité de X sous P. La variable X est donc bien, sous la probabilité Q, une

2
variable gaussienne d’espérance « et de variance 1. La variable aléatoire exp(aX —%J est

donc la dérivee de Radon-Nikodym de Q par rapport & P, notée Z—IQ).

Dans une seconde étape, nous pouvons introduire une transformation plus
"sophistiquée” en considérant une variable X, ~ N (ut, o*t) ol ut = Ep (X, ) et &?t = Vp(X,
). Supposons que I’on cherche a transformer X; en une variable gaussienne vérifiant rt = Ey
(X, ) et 6°t = Vp (X;) ; il s’agit de la problématique financiére de passage d’une économie
dans laquelle les agents ont de I’aversion pour le risque a une économie de neutralité au
risque dans laquelle les espérances de rentabilité sont égales au taux sans risque. On peut
écrire :

X, =ut+oZ, =yt+0\/;Y,
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ou Z est le mouvement brownien standard et ¥; ~ N (0, 1) . Pour obtenir le résultat voulu, il
faut transformer Y; en une variable suivant N (¢, 1) avec un coefficient « a déterminer mais
comme I’on cherche Q telle que :

EQ[X]=yt+a\/;a=rt
on en déduit :

o (=t
O

Il faut donc opérer, en fonction du lemme précédent, la transformation suivante :

d—Q=exp MY_E (r=m)t 2 —exp _(ﬂ—F)Z_L[y—rjz
ar o b2 o o "2l o

IV.2 Enoncé du théoréme :

Soit A= (A, te[0;T]) un processus adapté a la filtration &, filtration naturelle du
mouvement brownien Z, et L = (L, t € [0; T']) le processus défini par :

¢ 1 et 2
L exp[— [ Adz, -5 [, /lsdsj
Définition :

Le processus A satisfait la condition de Novikov si et seulement si :

E, {exp{%f ifdsH <+

Théoréeme :

Si A satisfait la condition de Novikov, ona :
1. Le processus L est une P-martingale
2. Le processus Z défini par :

7} =7+ Ads

est un mouvement brownien sur I’espace ( Q, A4, F Q) ou Q est caractérisée par :
o_,
dP

On peut remarquer que si A est constant, la propriété de martingale pour L a déja été
démontrée précédemment. En effet, dans ce cas, ona:

12
L= exp(— AZ, ——tj
2
dont nous avons pu montrer aisément qu’il s’agissait d’une martingale.

1V.3 Application :

L application la plus classique du théoréme de Girsanov consiste dans I’évaluation
d’une option européenne par cette technique de changement de probabilité. Dans le cadre
du modéle de Black et Scholes, la dynamique des prix du support de I’option s’écrit :
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dS[ = IL[S[ dt+o S[ dZ[

2
S =S,exp Hu—%}tvLJZ[}

L’hypothése d’absence d’arbitrage implique que le processus de prix actualisé au
taux sans risque est une martingale sous la probabilité risque-neutre. Or, ce prix actualisé
s’écrit :

ce qui conduit a :

2
exp(-rt)S, =S, exp&y -r— %} t+o th

On transforme alors, par le théoreme de Girsanov, ce processus de prix sous la

forme :
S, =S,exp(c Z))
2
(o2
H—T =
Il suffit ici de définir Z" =2, +| ——2 |
(o

V. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES :

V.1 Existence de solutions :

Nous avons montré en construisant I’intégrale stochastique que, sous certaines
conditions, un processus pouvait s’écrire comme une telle intégrale. La question
symeétrique consiste a s’interroger sur les hypothéses que doivent vérifier des fonctions u et
o pour qu’une différentielle stochastique fondée sur u et o correspond bien & un processus
qui s’écrit comme une intégrale stochastique.

Dans ce qui va suivre, il est supposé que sur I’espace probabilisé filtré (Q2, 4, F, @),
la filtration F est celle engendrée par le mouvement brownien standard Z.

Définition :
On appelle équation différentielle stochastique la donnée d’une différentielle
stochastique assortie d’une condition aux bornes, c’est-a-dire :

Xo=c (VIII)
dX, = u(X, t)dt + o(X,, t )dZ,

Dans cette définition, ¢ peut étre une variable aléatoire; cependant dans les modéles
financiers, il s’agit le plus souvent d’une constante, égale au prix initial de I’actif considéré
Si X est un processus de prix ou au taux de date 0 dans un modele de taux d’intérét.

Définition :

Un processus X est solution de I’équation (VIIT) sur I’intervalle [0, 7'] si :
1. X est adapté a .
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2. Les fonctions u et o vérifient :
IOT|y(X,,t)| dt <+ et J‘OTO'Z(X[,I) dt < +o0
3. X Vérifie :
X, = Xo+ [ u(X,.5)di+ [ o(X,,5) dZ,

La proposition qui suit donne les conditions sur u et o pour qu’une équation
différentielle stochastique admette une solution.

Proposition :

Si les conditions (@) et (b) citées ci-aprés sont vérifiées, I’équation (VIIT) admet
comme solution unique, presque srement, un processus X adapté a F, a trajectoires

continues Vérifiant £, [ joTszdtj <+,
a. llexiste m>0telque .V ¢ [0, T'] V(x, y) € R?
max Qy(x, t)-u(y, t)| ; |0'(x, t)-o(y, t)|)£ m|x - y|
w(x,1)* + o(x,£)* < m @1+ x?) pour toutcouple (x, 1)
b. La variable Xj est de carré intégrable et indépendante de &, pour tout +.

La condition apparaissant dans la premiere partie du point (a) de cette proposition est
appelée condition de Lipschitz. Elle limite de fait les pentes des fonctions u et o qui
doivent rester finies et majorées par une constante indépendante de ¢. Cette condition est
habituelle dans la résolution des équations différentielles classiques. La seconde partie de

la condition (a) est une condition de restriction sur la croissance ; comme u est I’espérance
1

instantanée de variation de X, cela signifie que ce terme doit étre de I’ordre de (1+ x*)2.
En d’autres termes, la tendance ne doit pas étre explosive; en effet, si cette condition
n’était pas Vérifiée, on pourrait obtenir des processus dont le drift augmente trop
rapidement avec le niveau du processus, comme par exemple si u (x, t) = exp(x).

Il faut toutefois préciser que la solution donnée dans cette proposition est appelée
solution forte car le processus de Wiener Z est donné ainsi que la filtration associée. Si I’on
recherche le couple (X, Z) a partir des fonctions u et o; on parle alors de solution faible
(Karatzas-Shreve, chap 5).

Dans la suite, nous noterons toujours X; une solution de I’équation (VIII) en
supposant que les conditions d’existence et d’unicité sont vérifiées.

Proposition :
1. Le processus X, solution de I’équation (VIII) est un processus de Markov dont la loi
initiale est celle de c.
2. Si u et o sont des fonctions continues de ¢ alors X est un processus d’ltd de
parametres u et o

V.2 Cas particulier : les équations linéaires :

Une équation différentielle stochastique (EDS dans la suite) est dite linéaire si elle
s’écrit sous la forme :
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Xo=c
dX,=a X, dt + o, dZ,
ou a est une constante.
La solution de cette équation peut dans ce cas étre écrite sous la forme :

X, = cexp(at) + [expla(t - s)|odZ (X, 5) (LX)
0
En effet, I’équation ( IX) peut encore s’écrire :
X, exp(—at)=c+ '[exp(—as)as dZ .
0

Le processus Y apparaissant dans le membre de droite de cette équation admet la
représentation :
Yo=c
d}/[ = eXp(-al‘) Oy dZ[
SiI’on écrit exp(ar)Y: = (Y, t) ; les dérivées partielles de f'sont données par :
o

— = qeX Ny
ol p(at)y,

9
Y,
o’ f _
0Y?

t

= exp(at)

Le lemme d’Itd permet alors d’écrire :

df (Y, t) =aexp(ar)Y; dt + exp(at)exp(-at)o,dZ, = aexp(at)Y,; dt + c,dZ,
En remplacgant alors Y, par exp(-at)X; on obtient :

d)([ = a)([ dt + o dZ[

qui est bien la différentielle stochastique initiale.
De maniere plus générale, I’EDS suivante :

Xo=c
dX;=a(t) X;dt +o,dZ,
admet pour solution le processus X défini par :
X, =y, [c+£7/‘glasd2‘g}
ou la fonction yest solution de I’équation différentielle :
(1) = a(®) 1)

V.2.1 Exemple d’application :

Soit Y un processus d’Ornstein Uhlenbeck caractérise par :

Yo=yo
dY;=a(f - Y,)dt + cdZ,

Soit X; = (Y - p)exp(af) =f (Y, t) ; les dérivées partielles de f's’écrivent :

Page 52



Chapitre 2 : Utilisation des équations différentielles stochastiques dans le calcul des options.

o _ _

= = aexp(a 1Y, -8)
o
o,
*f
ay?

t

=exp(at)

Le lemme d’1td conduit alors & :

dX, =[a(Y, - B Jexp(a 1) + exp(a t)a( B - Y, )|dt + cexp(a 1)dZ,
=oexp(at)dZ,

Il s’ensuit que, comme Xp=yo -f, 0ona:
X, =y, —,6’+0J‘0[exp(a s)dZ,

En écrivant la relation entre X et Y sous la forme :
Y =+ X, exp(-at)

on aboutit & :
Y, = B +exp(-a t)[yo -p+ JJ‘;exp(a s)dZS}

= B(1-exp(-a 1)+ yyexp(-a 1) + o[ exp(-a(t - s)) dZ,

Les lois des variables Y; sont donc gaussiennes et vérifient :

E,[Y, 1Y, = yo]= Bll—exp(-a 1))+ y, exp(-a 1)
Vo1, 17, = yo]=0° [[exp(-2a(i ~s)) ds

= 0—2(1— exp(—2at))
2a
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CHAPITRE 3 :

PROBLEMATIQUE ET THEORIE DE L'EVALUATION
D'INSTRUMENTS OPTIONNELS EN FINANCE

Introduction :

Les économistes Black & Sholes (1973) ont été parmi les premiers a utiliser, en
finance le calcul stochastique, en faisant 1'hypothése d'un mouvement Brownien
géométrique pour I'évolution du cours des actions avec une volatilité constante, Black
& Sholes (1973) ont proposé leur formule d'évaluation d'une option d'achat de type
européen ne versant pas de dividende sur action en utilisant un argument
d'arbitrage.

Cependant, 1'hypothése de la constance de la volatilité dans la formule de Black
& Sholes (1973) a été rejetée vu que la distribution empirique des rendements présentait
des caractéristiques différentes de celle d'une loi gaussienne. Ceci a donné naissance a
une nouvelle classe de modéles connus sous le nom de modéles a volatilité stochastique.

Le présent chapitre est partagé en deux parties dont lI'objectif principal de la
premiére est de présenter en premier lieu le modéle qui a servi & I'émergence de
différents modéles beaucoup plus complexes, a savoir celui de Black & Sholes
(1973). Nous allons ensuite mener une étude empirique sur des données historiques de
I'indice S&P500 sur une période allant du 02/01/1970 au 28/05/2004 pour essayer de
cerner les différentes lacunes et insuffisances du modéle de Black & Sholes. D'autres
modeles seront présentés dont celui de Hull & White (1987) qui propose de modéliser
la variance par un processus non corrélé avec celui du cours de I'actif, hypothese levée
cependant par Heston (1993) qui a modélisé le cours de l'actif par une diffusion a
incréments corrélés avec celui de la variance. Quant a Bates (1996), il reprend la
modélisation de Heston en rajoutant cependant une composante de saut au processus du
cours.

La seconde partie est réservé aux différentes méthodes que nous avons
implémentées pour I'évaluation des options, & savoir les solutions analytiques basées
sur les fonctions caractéristiques et la méthode de la transformée de Fourier rapide
(FFT : Fast Fourier Transform ) élaborée par Carr & Maddan (1999) et la méthode
de Monte Carlo.
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Partie I : Présentation des modéles d'évaluation d'options et étude
empirique des propriétés des rendements.

1. Le modéle fondateur : modéle de Black & Scholes

La théorie de Il'évaluation des options est devenue un domaine riche en
modélisations depuis le célebre modéle fondateur de Black & Scholes (1973), ou les
auteurs délivrent une formule d'évaluation donnant le prix ( prime ou premium ) d'une
option européenne ne versant pas de dividende. Jouissant d'un caractére analytique d'une
simplicité notable lui conférant une praticabilité certaine mais également d'une précision
convenable sous certaines conditions, cette formule reste trés largement utilisee par les
praticiens des marchés d'options.

Ce modeéle postule les hypothéses suivantes :

= le marché est supposé parfait c'est-a-dire qu'il n'y a pas de co(t de transaction ou
d'information, ni d'impdts, ni de restriction sur les ventes a découvert et que les
titres sont parfaitement divisibles.

= il est possible d'emprunter ou de préter a un taux sans risque égal au taux d'intérét.
= les options sont européennes.
= il n'ya pas de dividendes durant la vie de l'option.

= Le cours de l'actif S, obéit au processus d'évolution stochastique continu de
Wiener

défini par I'équation différentielle :
dS, = uS,dt+oS,dZ, (3.2

w est 1'espérance des rendements de l'actif et o est la volatilité du cours de 1'actif.

Notons f ' le prix d'une option d'achat lié a I'actif dont le cours est S. f est
alors une fonction de S et ¢. D'aprés le lemme d'lItd, nous déduisons la relation
suivante :

s’ o 208
Ou oS et of représentent les variations de S et /* pendant un instant trés court égal a dt.

afz(afm+@+laz—fazszjdt+%osdz (3.2)

dZ est un processus standard de Gauss Wiener. La distribution de dZ et une loi normale de

moyenne nulle et de variance égale a dr. En d'autres termes, les dZ = e dt avec ¢ ~
N(0,1) des équations (3.1) et (3.2) sont identiques. Ainsi, en choisissant un portefeuille
composé d'une action et de I'un de ses produits dérivés, la composante aléatoire peut
étre éliminée.
Un portefeuille approprié peut étre défini de la fagon suivante :

- vente d'une unité du produit dérivé,

Page 55



Chapitre 3 : Problématique et théorie de I’évaluation d'instruments optionnels en finance

o

- achat de = actions.
oS

Le détenteur du portefeuille est alors en position courte (vendeur) sur le produit

o

dérivé et en position longue (acheteur) sur Fre actions. La valeur du portefeuille
notée r, s'écrit alors :

iS (3.3)
oS

La variation dz de la valeur du portefeuille au cours d'un intervalle de temps dr est
donné par :

T=—f+

dr =—df + %db’ (3.4)

En substituant df et dS, dans I'équation (4) par leurs valeurs données en (3.1) et (3.2),

nous obtenons :
2
dr = [—g—iﬂg%?jdz (3.5
ot 2 082

Puisque cette équation ne comporte pas 1'expression dZ, le portefeuille doit
étre sans risque pendant l'intervalle de temps dz¢. Un tel portefeuille doit procurer un
rendement égal au taux sans risque. Nous pouvons donc écrire :

dr=rrdt (3.6)

ou r représente le taux sans risque. Si nous remplagons les termes = et drx dans
I'équation (3.6) par leurs expressions données dans les équations (3.3) et (3.5), nous
obtenons :

2
[@vtiﬂazé'zjdt = r[ —gdet
ot 2 0252 oS

et donc :

2
T s Y Lo5e S oy (3.7)
ot oS 2 052

L'équation (3.7) est 1'équation aux dérivées partielles de Black & Scholes. Cette
équation a une solution correspondant au produit dérivé qui peut avoir S comme actif
sous-jacent. La solution de I'équation dépend alors des conditions aux bornes qui
caractérisent le produit dérivé considéré. Par exemple, dans le cas d'un call européen, la
condition aux bornes est :

f=max(S-K,0),quand t=T

Dans le cas d'un put européen, elle s'écrit :
f=max(K-S,0),quand t=T

La résolution de 1'équation aux dérivées partielles (3.7) nous permet de calculer, a la
date zéro, la valeur d'un call européen (f = C) on d'un put européen (f = P) sur une
action qui ne verse pas de dividende :

C» =8,0(d,)- Ke'"®(d,) (3.8)
P% =Ke " ®(-d,) - S,D(-d,) (3.9
Avec :

Page 56



Chapitre 3 : Problématique et théorie de I’évaluation d'instruments optionnels en finance

2
In(i{oj + (r + ZJT
d, =

2
In[%J + (r - OZ-JT
d, = =d,—o\T

La fonction @(.) est la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite.

II. Etude empirique des rendements d'une série financiére et de sa
volatilité :

La littérature associée a la théorie de la valorisation d’actifs financiers s’est
développée de fagcon spectaculaire depuis les travaux de Black et Scholes (1973), (modéle
exposé précédemment), leur modeéle représente la référence de base en matiére
d’évaluation d’options. Toutefois, les hypothéses de ce modele sont inadaptées et
largement rejetées par les données car sa formulation initiale suppose que la volatilité des
rendements de I’actif sous-jacent est constante. Ceci n’est pas vérifieé empiriqguement, de
plus, le rendement est supposé suivre une distribution normale. Or, I’hypothése de
normalité est largement contestée, voire rejetée, notamment parce qu’elle sous-estime la
fréquence des événements extrémes.

Nous verrons dans ce qui suit que I'étude empirique menée sur des données
historiques de l'indice S&P500 confirme bien ces contestations.

Nous avons étudié les rendements de l'indice Standard & Poor's 500, de janvier
1970 a mai 2004, soit une série de 8976 cotations quotidiennes ( Figure 3.2 ). Cet indice est
une moyenne des cours de 500 plus grosses capitalisations cotées a la bourse COBE et
représente un des indicateurs financiers les plus regardés par les marchés.

22 (du 01/01/1970 au 28/05/2004)
8 T T T T T T T T T 1600 ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘

2 i 1400 |

18l | 1200
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16

800+
14}

600 -
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200

8 . ; ; ; ; . . . ; 0 . ; . . . . . .
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Figure 3.1: mouvement brownien géométrique  Figure 3.2 : Evolution du cours de l'indice S&P500
du 02/01/1970 au 28/05/2004

La trajectoire du mouvement brownien peut, a priori passer pour un cours financier.
Nous verrons dans ce que suit que cette hypothése est tres restrictive.
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II.1 Limites de la loi gaussienne :

La recherche d'un modéle de spécification est souvent guidée par des faits
caracteristiques empiriques. La capacité d'un modele de reproduire de tels faits est une
caractéristique souhaitable et son incapacité de la faire est souvent un critére d'élimination
d'une spécification, méme si on n'essaye pas de reproduire ou dexpliquer toutes les
régularités empiriques possibles en méme temps avec un seul modeéle.

Dans cette section, nous presentons un résumé de faits caractéristiques concernant
la distribution des rendements et la volatilité.

II.1.1 Skewness et excés de kurtosis :

La kurtosis indique la forme de la courbe de distribution. Une distribution normale
a une kurtosis de 3. Si la distribution possede une kurtosis supérieure, elle est dite
leptokurtique c'est-a-dire que la probabilité d’étre trés proche de la moyenne est élevée
(forme de pic laissant apparaitre une pente plus raide de la courbe) et elle est également
forte dans les extrémes. Par contre, la probabilité baisse rapidement en s’éloignant de la
moyenne.

La skewness indique I’asymétrie d’une distribution, par opposition a une
distribution gaussienne dont la skewness est égale a 0 et donc symétrique autour de la
moyenne. Dans ce cas, on note I’existence de queues longues « fat tails » a gauche ou a
droite. La skewness est positive lorsque la distribution est graphiquement plus longue a
droite de la moyenne. Elle est négative lorsque la courbe est plus longue a gauche de la
moyenne.

Dans le modéle de Black & Scholes, I'hypothése de du mouvement brownien
géométrique pour le processus des cours est équivalent a I'hypothése gaussienne pour la
distribution des rendements, ayant x; = 0 pour moment d'ordre 3 (ou skewness) et us = 3
pour moment d'ordre 4 (ou kurtosis).

En 1962 Mandelbrot constate que les données financieres ont des queues de
distribution plus épaisses que celles d'une loi normale, c'est-a-dire que les valeurs loin de la
moyenne apparaissent avec des probabilités plus élevées que pour une loi normale. Selon
cet auteur, vu l'importance de l'information contenue dans les queues de distribution, il
serait inconvenable de négliger, comme il était alors d'usage, les valeurs "extrémes".

En effet; I'étude empirique que nous avons mené sur des données journaliéres de
I'indice S&P500 montre bien qu'il y a une divergence significative entre les propriétés de la
distribution empirique et la distribution théorique de la loi normale :

= La distribution empirique présente des queues de distribution plus épaisses que les
queues de distribution de la loi gaussienne : les rendements élevés (positifs ou
négatifs) sont observés plus souvent que prévu par la distribution gaussienne.
La valeur du coefficient d’aplatissement (ou kurtosis) est ainsi supérieure a 3 (voir
Tableau 3.1), qui est celle d’une loi normale. La distribution est aussi plus pointue
en zéro avec des queues épaisses (voir Figure 3.3). En conséquence, la probabilité
théorique de survenance d’une valeur extréme est sous-estimée lorsque la
distribution des rendements est supposée gaussienne.

= La distribution empirique n’est pas symétrique contrairement a la distribution
gaussienne: les rendements négatifs sont observés plus souvent que ce que prévoit la
distribution gaussienne (voir Figure 3.3). Le coefficient d’asymétrie (ou skewness) est
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négatif pour la distribution empirique contrairement a celui de la loi gaussienne qui est
égal a zéro, (voir tableau 3.1) traduisant ainsi, une queue plus longue sur la gauche.
Comy de la la loi etla

des rendements de l'indice S&P500
2000 T T

w0l Distribution | Distribution
1000 empirique théorique
o Moyenne |  0,0003 0,0003
é 1:‘;: Ecart-type 0,01 0,01
i eoo: Skewness -1.3730 0
:Z:: Kurtosis 37.1478 3

0
25 20 -15 -10 5 0 5 10
Rendements de lindice S&P500

Figure 3.3 : Distribution empirique des rendements
'indice S&P500 allant du 02/01/1970
28/05/2004 contre une loi normale

Tableau 3.1 : Valeurs des moments d'ordre 1, 2, 3 et 4
de la distribution empirique des rendements
de l'indice S&P500 et de la loi gaussienne

1I1.1.2 Le tracé des quantiles (qq-plot) :

Une autre fagon de tester, visuellement, I'adéquation ou non des rendements avec
une distribution gaussienne est de faire une analyse des quantiles, en tracant les quantiles
empiriques contre les quantiles d'une loi normale (gqg-plot). Si les distributions sont
identiques, le tracé doit étre approximativement linéaire. Si au contraire elles sont
différentes, on doit observer des déviations. Dans la figure 3.4, le tracé pour les rendements
cesse tres vite d'étre linaire et présente de fortes déviations tant pour les queues positives
que négatives.

Tracé des quantiles (qg-plot)

-
L ¥
+

L L
-0.2 -0.15 -0.1

-0.05 9
Données

0.05

Figure 3.4 : tracé du qq-plot des rendements contre une loi normale

I1.2. Le phénoméne de ""clustering' de la volatilité :

Mandelbrot (1963) fait observer une caractéristique de la volatilité qu'il résume par
une remarque célebre "... large changes tend to be followed by large changes — of either
sign - and small changes tend to be followed by small changes", c'est-a-dire que les fortes
(faibles) variations de la variance sont suivis par d'autres fortes (faibles) variations mais
dont le signe n'est pas prévisible. Ce phénomeéne connu sous le nom de regroupement de la
volatilité "volatility clustering " ne saurait étre traduit correctement par un seul processus
de wiener standard. Ce phénomene peut étre illustré a travers les rendements historiques de
l'indice S&P500 par la figure 3.5 ou l'on peut observer que les périodes de forte volatilité
alternent avec les périodes de faible volatilité.
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Ewolution des rendements de l'indice S&P500
(du 01/01/1970 au 28/05/2004)
T T T T
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Rendements du cours de l'indice S&P500
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Figure 3.5 : Evolution des rendements de l'indice ~ Figure 3.6 : accroissements du mouvement brownien
S&P500 du 02/01/1970 au 28/05/2004 géométrique (Bruit blanc gaussien).

Dans la figure 3.6, nous pouvons noter l'extréme régularité de l'aléa gaussien et la
différence est frappante avec la figure 3.5 car les rendements de lindice paraissent
beaucoup plus sauvages que le bruit blanc. En premier lieu, les données réelles peuvent
atteindre des niveaux trés importants qui ne sont jamais approchés par des tirages
gaussiens. Par ailleurs, contrairement au bruit gaussien qui donne limpression d'une
certaine uniformité, la variabilit¢ de l'indice change au cours du temps. En effet, les
rendements sont treés fluctuants autour de leur valeur moyenne et peuvent prendre des
valeurs tres faibles comme des valeurs trés grandes. En outre, des cycles se forment : il y a
des périodes pendant lesquelles les rendements en valeur absolue, sont trés élevés et
d'autres pendant lesquelles ils demeurent beaucoup plus sages.

Les éléments d'étude que nous avons proposés (densité empirique, tracé des
quantiles, calcul des cumulant : kurtosis et skewness) vont tous dans le méme sens :
l'existence d'un excés de kurtosis et d'une asymétrie nous pousse a conclure a la non
normalité des rendements.

I1.3 La volatilité implicite :

Le concept de volatilité d'un titre financier revét une importance capitale au sein
des marchés financiers, car il permet de mesurer le degré de dépendance de ce titre par
rapport aux fluctuations du marché, mais il n'est pas évident de définir ce qu'est la volatilité
d'une série de rendement. Traditionnellement, la déviation standard des rendements a été
utilisée comme mesure de la volatilite. Cette mesure est facile & interpréter tant qu'elle
reste constante. Malheureusement, la déviation standard des rendements d'un actif
financier n'est pas constante. Le niveau de volatilité d'aujourd’hui peut étre différent de
celui d'hier, ce qui nous pousse a penser a une maniére de mesurer cette volatilité
instantanée.

Dans le contexte de la théorie de I'évaluation de l'option, la volatilité prend deux
formes principales et bien distinctes :

= La volatilité réelle qui mesure la dispersion effective des rendements d'un actif
financier, soit sur une période antérieure (volatilité historique), soit a linstant
courant (volatilité instantanée).

= La volatilité implicite (appelée aussi volatilité de marché) quantité qui est entrée
par les opérateurs dans un modele d'évaluation d'options.
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11.3.1 Concept de la volatilité implicite :

Si le modeéle de Black & Scholes présenté precédemment est si populaire c’est qu’il
permet de calculer un grand nombre de prix d’options européennes classiques. Cependant,
I’hypothése de volatilité constante n’est pas cohérente avec les prix observés sur le marche.

La valeur C d'une option d'achat est donnée en fonction de plusieurs parametres,
dont la volatilité o est le seul paramétre qui ne soit pas directement observable. Si on
connait g, on peut calculer le prix de l'option. Inversement si on connait la valeur de
l'option, on peut déduire la valeur de o; car il existe une seule valeur de o telle que la
valeur théorique de l'option soit égale a la valeur réelle sur le marché de cette méme
option. La valeur trouveée, est ce qu'on appelle la volatilité implicite.

Plus précisément, supposons que le taux sans risque » soit fixe et que I’on observe
les prix C; de call européens de maturité 7; et de prix d'exercice K;, i = 1,...N, écrits sur le
méme sous-jacent S de prix Sy aujourd’hui. On doit alors avoir :

C;= C%(0, Sy, K;, T;, 0) pourtouti=1,...N,

Ou o est la volatilité et C* (¢, S, K;, T, 0) est le prix dans le modéle de Black & Scholes
d’une option d’achat sur S & la date z de maturité 7T et de prix d'exercice K.

En particulier, on peut retrouver le paramétre de volatilité o en inversant par rapport a cette
variable la formule de Black & Scholes, c'est-a-dire chercher o tel que :

C;= C%(0, Sy, K;, T}, 0) (3.10)

On appelle volatilité implicite la solution o, (T K;) de cette équation.

1

11.3.2 Smile de volatilité :

Dans le modéle de Black & Scholes, la volatilité implicite (extraite de I'équation
3.10) ne doit évidemment pas dépendre de K. Or, ceci n’est pas Vérifieé en pratique.
Typiquement, on observe que, pour une méme maturité, la volatilité implicite est non
constante en fonction du prix d'exercice. Elle a souvent une forme de sourire (forme en U),
et est appelé "smile"” de volatilité.

Pour établir le "smile”, il faut disposer des prix observés d'une option sur le méme
actif sous-jacent qui ne different que par les prix d'exercice. On peut alors avoir la relation
entre la volatilité et le prix d'exercice en injectant les prix d'options observés dans la
formule de Black & Scholes, ceci devra donner lieu a une forme de "smile” (voir figure
3.7).

LE SMILE DE VOLATILITE
(pour une maturité donnée)

Volatilité
implicite

~_

STRIEE

Priz d’exercice

—

Ala

mennaie

Figure 3.7 : Smile de volatilité
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11.3.3 La structure par termes de volatilité :

Pour tout prix d'exercice K, K > 0, la fonction o,(-,7) de la volatilit¢ implicite

pour des maturités 7, est appelée structure par termes de volatilités implicites pour le prix
d'exercice K. Cette fonction fait appel a une autre forme d'allure. K est habituellement
choisi pour étre le prix d'exercice " a la monnaie ". Cette volatilité tend a étre une fonction
croissante de la maturité lorsque les volatilités historiques a court terme sont faibles. Cela
traduit que les opérateurs anticipent une hausse de la volatilité. Symétriqguement, la
volatilité tend a étre une fonction décroissante de la maturité qui se traduit également par
une anticipation d'une baisse de la volatilité par les opérateurs.

11.3.4 La surface de volatilité :

Lorsque la structure par terme et la courbe du "smiling” de la volatilité sont
combinées, elles produisent une surface de la volatilité. Celle-ci définit la volatilité
implicite comme une fonction a la fois du prix d'exercice et de la durée de vie de l'option.

La surface de volatilité est souvent présentée sous la forme d'un tableau donnant
les volatilités implicites en fonction du prix d'exercice et de la durée de vie des options
(voir Figure 3.8 provenant de [16] ).

Maturité

Moneyness (S/K)

Figure 3.8 : Surface de volatilité implicite

111, Présentation des modéles a volatilité stochastique :

Le formidable développement qu’ont connu les marchés de produits dérivés depuis
plus de trente ans n’aurait probablement pas été possible sans la publication en 1973 de
I"article présentant un modele d’évaluation d’options, il s'agit bien sur du modéle de Black
& Scholes. Néanmoins, les fluctuations boursieres ont permis de cerner les insuffisances de
leur choix du mouvement brownien géométrique pour le processus du cours de l'actif sous-
jacent.

En effet, les rendements des actifs financiers démontrent un effet leptokurtique, une
asymétrie (voir figure 3.3 et tableau 3.1) et une hétéroscédasticité (voir Figure 3.5) connu
sous le nom de regroupement de la volatilité, ces faits stylisés sont dissimulée avec le
modele de Black & Scholes.

L'hypothese de la constance de la volatilité a été rejetée depuis longtemps et surtout
depuis le crash boursier de 1987, qui a mis en évidence l'effet "smile” de la volatilité. Ces
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constatations nous poussent a considérer la volatilité comme un processus de diffusion.
C'est ainsi que sont nés les modéles a volatilité stochastique.

II1.1 Le modéle de Hull & White (1987) :

Le modéle de Hull & White (1987) a pure volatilité stochastique reprend les mémes
hypothéses que le modele de Black & Scholes (1974) en levant cependant celle de la
constance de la volatilité du cours de lactif sous-jacent. Les auteurs suggérent de
modéliser le processus de la variance par un mouvement brownien géométrique a
incréments non corrélés avec le cours du sous-jacent. Leur modele est défini par :

dS, =¢S,dt+o, S,dw,
dV, =V dt+ &V,dZ,
Ou
- S, et V, (V, = o7 ) représentent respectivement le cours de I'actif sous jacent et sa variance

instantanée.

- dW, et dZ, sont deux processus de Wiener non corrélés (p=0)

- et ¢ sont des constantes et représentent lI'espérance mathématique et la volatilité de la
variance des rendements de l'actif sous-jacent.

Hull & White (1987) ont utilisé I'équation différentielle de Garman (1976) pour
déduire une solution sous forme sérielle du prix d'une option d'achat européenne sur un
actif avec une volatilité qui n'est pas corrélée avec le prix de l'actif sous-jacent. Ils ont
montré que pour un tel actif, le prix déduit de la formule de Black-Scholes sur-évalue les
options en jeu (at-the-money) et sous-évalue les options "in" et "out-of-the-money". lls ont
montré que la formule de Black-Scholes donne une bonne évaluation dans le cas ou le prix
de l'option se trouve dans un intervalle de 10% du prix d'exercice.

Formule de Hull & White :

Soit C* le premium calculé & l'aide du modéle de Black & Scholes d'une option
d'achat de type européen ne versant pas de dividende. Soit ¥ la variance moyenne sur la

T
période [0, 7], clest-a-dire =EIVT dr . Le premium de Hull & White (1987), noté 7,
T 0

s'exprime comme l'espérance mathématique du premium de Black & Scholes,
conditionnelle a la variance instantanée des rendements du cours de I'actif sous-jacent :

C™ (S, V., r,t,K)=E(C*(S,.V,r, 0. K)IV,),

ou r désigne le taux d'intérét (supposé constant) et 7; la variance instantanée (supposée
stochastique) des rendements de l'actif sous-jacent.

Le calcul de C"" nécessite la connaissance analytique de £ (¥ /7). Pour ce faire,
on doit approcher la forme de la distribution de la variance moyenne conditionnelle a la
variance instantanée en calculant ses moments. Un développement en série de Taylor de
C%5(.) autour de la variance espérée moyenne V,, = E(V / V) est possible, et s'écrit

G”CBS(SI,?,F,T,K)/V

—n m*

— — ® 1 —  —
CBS(SI,V,I",T,K)zCBS(SI’Vm’r’T’K)+Z—|(V_V”1)n
n=1n'

Finalement,
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CHW(St,Vt,r,T,K)zCBS(SI,Vm,r,T,K)

L1 0°CH(S, Y r 1K)

—n

: 1V, [ =Vu) f1v)dv.
n=1 N: 7

Comme il a été montré par Hull & White (1988) et confirmé par Ball & Roma
(1994) qu'en absence de corrélation entre le processus du cours de l'actif sous-jacent et
celui de la variance, une approximation précise du prix d'une option peut étre obtenue en
remplacgant dans la formule de Black & Scholes (1973), la variance par :

_ 1 =
V. o= E{— afdr}
T-t

I11.2. Le modéle de Heston (1993) :

L'hypothése de non corrélation entre les chocs de volatilité et le cours du sous-
jacent est non-conforme avec la réalité, en effet, des études empiriques ont montré que la
volatilité est corrélée négativement avec le cours de l'actif sous-jacent (voir Cont 2001).

Pour remédier a ce probléeme, Heston (1993) a proposé pour la variance un
processus de diffusion a retour a la moyenne de type racine-carré a chocs corrélés avec le
cours de l'actif sous-jacent. Ce modéle a permis de combler des lacunes dans le modeéle de
black & Scholes. En effet, ce dernier ne prend en considération que les deux premiers
moments de la distribution des rendements de l'actif sous-jacent, alors que les travaux de
Heston ont montré que la corrélation entre la variance et le prix de l'actif est nécessaire
pour générer lasymétrie (moment d'ordre 3) dans la distribution des rendements. En
présence d'une volatilité stochastique, le coefficient dasymétrie (ou skewness) affecte
I'évaluation des options dans la "monnaie” sans affecter pour autant I'évaluation des
options " en dehors de la monnaie". En l'absence d'une corrélation entre la variance et le
prix de l'actif, la volatilité stochastique agit uniquement sur les queues de distribution des
rendements (la kurtosis).

Le modeéle de Heston s'écrit donc :

dS, = piS,dt +\[V,S,dZ;
AV, = k(0 —V,)dt + o\[V,dZ;}

dZ'dZ] = pdt
ou
4 est I'espérance des rendements de l'actif sous jacent,
x est la vitesse de retour au niveau moyen,
@ est le niveau moyen a long terme de la variance
o est la volatilité de la variance,
p est le coefficient de corrélation entre le prix et la variance de l'actif sous-jacent.
Z' et Z" sont deux mouvements browniens corrélés.

Le paramétre de la volatilité de la variance o augmente l'asymétrie dans la
distribution des rendements lorsqu'il n'est pas nul. Par contre si p est égal a zéro,

l'augmentation de o fera augmenter l'asymétrie de la distribution des rendements et non
pas les queues de la distribution.
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L'idée principale de la modélisation de Heston (1993) est d'introduire une
corrélation non nulle entre les chocs du cours de l'actif sous-jacent et de la variance, il
montre ainsi qu'une corrélation négative impliquera qu'une hausse du prix de [lactif
entrainera une variance moins élevée et ceci élargira la queue a gauche de la densité de
probabilité. Sans épaissir tout autant celle de droite. Ceci conduira & réduire les prix des
options "en dehors de la monnaie" et a faire augmenter celui des options "dans la monnaie"
par rapport aux évaluations fournies par le modele de Black et Scholes. Lorsque la
corrélation est positive, l'effet inverse est observé, c'est-a-dire que cette corrélation va faire
augmenter le prix des options "en dehors de la monnaie" et réduire celui des options "dans
de la monnaie".

I11.3. Le modéle de Bates (1996) :

Il est incontestable que les modéles a pure volatilité stochastique présentés offrent
des formules performantes pour I'évaluation des options, cependant, l'efficience est, a
priori, greve du fait qu'ils ne tiennent pas compte de toute la skewness négative et de
l'excés de kurtosis dans la distribution des rendements de l'actif sous-jacent. En effet,
comme le fait remarquer Bates (1996), une distribution affichant une skewness négative
peut provenir, non seulement d'une corrélation négative entre les chocs de volatilité et les
rendements de l'actif sous-jacent, mais également de la présence de sauts non reflétée dans
le processus de prix. De méme, l'exces de kurtosis peut trés bien provenir de I'existence de
sauts dans le processus du cours de l'actif sous-jacent. L'importance de l'intégration du
caractere aléatoire de la volatilité et de la présence de sauts est inversement proportionnelle
a la période de détention de l'option : plus la période de détention est courte, plus la
nécessité de prendre en considération les deux effets (volatilité stochastique et sauts de
rendement), s'imposent. Merton (1976) avait déja introduit des sauts de nature
poisonnienne, orientant ainsi vers un processus mixte. En effet, son modele explique les
mouvements infinitésimaux des rendements par une distribution normale et les
mouvements plus grands et plus brusques par des sauts, mais son travail était dans un
contexte d'environnement a volatilité déterministe. Bates (1996) a donc donné une
généralisation en modélisant le cours comme étant un processus mixte (diffusion et saut)
en intégrant une volatilité stochastique, ainsi le modele est défini comme suit :

(= 2)di + 7,4z + g

AV, = k(0 —V,)dt + o\[V,dZ)}
dZ*dZ’ = pdt

ol u, K, 6, g et p s'interprétent de la méme fagon que dans le modele de Heston (1993). dq
désigne un incrément poissonnien de parametre 4, tel que :

Pr(dg=1)=2dt
Pr(dg=0)=1-Adt.

L'amplitude du saut, lorsque celui-ci survient, est telle que In(1+ j)est une loi
X - &
normale de paramétres In(1+ j)—7 et o2 :
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In(1+ j) ~ N(ln(1+})—5—22,52j

Daprés l'analyse de Bates (1996), l'asymétrie (skewness) de la distribution des

rendements est due, soit & l'existence d'une corrélation non nulle entre le cours et la
2

- . . - - 0 e
volatilité de l'actif sous-jacent, ou soit a la moyenne des sauts (In(1+ 7) —7j qui différent

de zéro. Quant au coefficient d'aplatissement (kurtosis), il augmente quand le parameétre de
la volatilité de la variance o augmente ou la composante de saut ; augmente.

Dans ce qui a précédé, nous avons présenté quelques caractéristiques des séries de
rendements dont on retrouve l'excés du coefficient d'aplatissement (kurtosis), le coefficient
d'asymétrie (skewness) ainsi que le phénoméne de regroupement de la volatilité. Comme
nous avons introduit les modéles utilisés pour décrire I'évolution des actifs financiers, en
particulier le modéle de Black & Scholes qui reste le plus utilisé dans le domaine de
l'ingénierie financiére, ainsi que les modéles connus sous le nom de modéle a pure
volatilité stochastique, et ceux dont le cours est un processus mixte (diffusion et sauts) et
dont la volatilité est stochastique.
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Partie Il : Méthodes d'évaluation d'options a volatilité stochastique

L. Introduction :

Initialement congu pour évaluer des options européennes sur actions, le modéle de
Black & Scholes (1973) présente des formules simples et attrayantes comme nous l'avons
présenté dans le chapitre précédent. L'intégration d'un processus stochastique suivi par la
volatilité dans la description du comportement des rendements du cours de l'actif sous-
jacent constitue une des innovations majeures de la théorie des options depuis le modeéle
fondateur de Black & Scholes (1973). Parmi ces développements, les plus importants sont
le modéle de Hull & White (1987), le modele SV de Heston (1993) et le modéle SVJ de
Bates (1996).

Dans un univers a volatilité stochastique, Hull & White (1987) ont eu recours a des
simulations de Monte Carlo pour I'évaluation des options européennes. Quant a Heston
(1993), il propose une solution analytique basée sur des fonctions caractéristiques pour
évaluer le méme type d'options. Carr & Madan suggérent pour le méme modéle une
méthode plus rapide et plus efficace a savoir la transformée de Fourier rapide (FFT : Fast
Fourier Transform). Dans la classe des modéles "mixtes" a sauts et a volatilité
stochastique, Bates (1996) développe la solution analytique de Heston (1993).

Dans notre étude, toutes les approches dévaluation d'options européennes a
volatilité stochastique seront basees soit sur la méthode de simulations de Monte Carlo,
soit sur les solutions fondées sur les fonctions caractéristiques ou bien sur I’algorithme de
la transformée de Fourier rapide. Nous présenterons dans ce qui suit ces différentes
meéthodes de résolution.

I1. Evaluation par les fonctions caractéristiques :

II.1 La formule de Heston :

Les travaux de Heston (1993) ont apporté une grande contribution a la recherche,
car il a dévoilé une nouvelle méthode d'intégration et de résolution du caractere
stochastique de la volatilité. En effet, il fournit ainsi une solution analytique exacte
(formule fermée : The closed-form solution). Nous allons dans ce qui suit développer cette
solution.

Soit une option d'achat européenne, de prix dexercice K et de durée de vie
résiduelle 7 = T — ¢, portant sur un actif sous-jacent ne versant pas de dividende. Le
premium ou la prime de Heston, noté C” de cette option et donné par :

c"(S,,V,,r,t,K)=S,P—KPe " (3.11)

ou Pj, j=1, 2 designent les mesures de probabilités risque-neutre et se définissent comme
suit :

efmﬁln([()f/ ()C,I/[,I”,T,¢)

P/()C,V[,l",T,K)ZE-i-EJ.Re{
' 2 ig
0

}w (3.12)
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x =1In(S))
ou
£V, r,7,4) =exp{C(z,8) + D(r,4)V, +id x| (3.13)
_ dr
Cled)=rpiv+ (b, — popi+dyr—2in| 18| |
o J 1_g
b, —popi+d| 1—e%
D ’ — J
(T ¢) 0_2 |:l_gedr:|
g= b, —popi+d
b, - popi-d
d=\|(popi-b)* - c*(2u,pi—¢°)
Pourj=1,2,0na:
1 1
u, =5 u, =5 a=x0,b =xk+A—-po, b,=x+1.
Sous la probabilité risque neutre, nous avons quelques simplifications :
a =x0,b=x -po,b,=x 00l Kk =x+1,0 = x0
K+A

I1.2 La formule de Bates :

Bates (1996) a repris le travail de Heston (1993), en autorisant cependant, au
processus du cours de l'actif sous-jacent a avoir des sauts expliquant ainsi les variations
brusques relatives a la vie économique ( crash boursier, crise économique ...)

La solution analytique du modele de Bates est basée sur les fonctions
caracteristiques.
Soit C* la prime de Bates d'une option d'achat de type européen, sur action ne versant pas
de dividende sur la durée de vie du contrat, elle est donnée par :

C*(S,,V,,r,1,K)=S,P,— KP,e™ (3.14)

Bakshi & Madan (2000) montrent que les probabilités P; et P, s'écrivent sous la forme
suivante :

17 _e’”‘k¢T (u—1) ”
Vs | ug, (=)
[ —iuk
P, = 1 +1 Re e.;%(u)}du
2 iu

0 L

Ou

k =In(K), K étant le prix d'exercice
¢, (.) est la fonction caracteristique du logarithme du cours de l'actif sous-jacent.
Schoutens et al., (2004) montrent que ¢ s'écrie sous la forme :

¢Bmm — eA+B+C+D (315)
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Ou
A=iux,+iurrc
xo = In(S,)
_ —drt
B:H—I; (k= poiu—d)r—2In l-ge’”
o} l-¢

Z‘)Z(K—pa iu—d)(L—e™)
C =

T

1-ge™

- - l521‘1,1([1,471)
D=-Ajiur+Ar| L+ j)"e? -1

d =\/(paiu—1c)2+02(iu+u2)
_K—poiu—d

& K—poiu+d

111 L’algorithme de la transformée de Fourier rapide (FFT) :

Pour évaluer les options européennes avec le modéle de Heston (1993), la méthode
FFT a été introduite par Carr & Madan (1999). L'idée de base de la méthode consiste a
développer l'expression de la transformée de Fourier du prix de l'option pour avoir le prix
par inversion.
Définition (transformée de Fourier) :

La transformée de Fourier (F{.}) et l'inverse de la transformée de Fourier (F'{.})
de la fonction intégrable f{x), sont :

F{f(x)}= [e" f(x)dx = F(g)

—00

FHI) = [ F@)g = ()

f(x) représente la fonction de densité sous la probabilité risque neutre des rendements et
F(¢) est appelée fonction caractéristique de f{(x).

L'algorithme FFT est une méthode numérique efficace pour calculer des
sommations sous la forme suivante :

N 27, .
=<5 (-1 (k-1)
w(k) = Ze v x(j) (3.16)
j=1
Cette équation est une approximation discréte de la transformée de Fourier.

Soit x, =1In(S,) etk =In(K), ou K est le prix d'exercice de l'option. La valeur d'un call
européen, avec une maturité 7, en fonction de k est :
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Crk)y=e" T (e —e*) fr (x;)dx; (3.17)

ou f,(.)est la fonction de densité risque-neutre.
Comme C,(k)n'est pas de carré intégrable, Carr & Madan (1999) ont défini le call
modifié ¢, (k)tel que :
c,(k)=e"C,(k), a>D0. (3.18)
Carr et Madan (1999) considérent que ¢, (k) est doublement integrable pour des valeurs

positives de a ( facteur d'amortissement ). La transformée de Fourier et l'inversion de la
transformee de Fourier de ¢, (k) sont :

+00

F,(#) = [e* e, (k)dk (3.19)
&) (k) == j¢F OFL (3.20)
27 J !

En remplagant (3.20) dans (3.18), nous retrouvons la forme de C, (k) :

Cp (k) =e ", (k)
—ak ®©

[e ' F, (9)dg (3.21)

e
27

—ak %

== [ "F, (P)dg
4

0

En remplacant (3.17) et (3.18) dans (3.19) F, (¢#) devient comme suit :

F @)= [ [erte (e ') fy (v, v, di

['e]

_ efrTfT (xT)J.(exTJrak (a+1)k)ez¢kdkde

—00
—rT 00

e (a+1+ig)x
= e T (s )dx
a2+a—¢2+i(2a+1)¢-[o I )y

e F. (p—(a+1)i)
Cdlra-F +iRa+1)g
ou F,. (¢)est la fonction caractéristique de x;, sous la probabilité risque neutre, donné par
(Hong 2004) :

F. (§) =" @P@CW
A(@) =ip(x, +1T)
2 ()L e "),
B(d) =
2 2% (g) - (¥(4) -T()IL—e "7 )

- ,ag{ (2?(¢)—(‘I’(¢)—F(¢))(1_eW(¢)T)j+(‘P(¢)—F(¢))T }

2¥(¢)
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wr (4) = —%W +ig)
W(g) = \T(9)? - 2% (9)

['(g) =Kk —pop i

Sachant que C, (k) s'écrit sous la forme :
*(Zk 00
[ F, (9)dg
T 0
Et que l'algorithme FFT calcule les sommes de la forme :

C,(k)==

N2
wk) =Y e Gy, k=1, 0N, (3.22)
=1

ou N désigne typiquement une puissance de 2. De point de vu complexité algorithmique, la
FFT permet de passer de N opérations & NIn(V) opérations.
Carr & Madan approximent C,(k)en utilisant la méthode des trapézes relative a

lintégration, et en posant ¢, = 7(;j —1) par:

-ak N

- Ze”/"‘FcT #,) 7 (3.23)

On sait que lalgorithme FFT va renvoyer N valeurs pour k£ : pour obtenir une maille
réguliére de £, il faut définir 1 tel que :

e

C,(k)=

ky=-b+Mul),l=1 ., N (3.24)

ceci nous donne des logarithme des prix d'exercice kde -ba b, ou

p-NA
2
En injectant 3.24 dans 3.23, il vient :
e—ak N )
C k)~ S e NE (9, u=1, ., N. (3.25)
T '
Comme ¢, =n(j—1), (3.25) peut s'écrire :
-ak N )
Cr(k)x S e WD E (g)n (3.26)
= _

J=I
Pour appliquer la FFT, c'est-a-dire la formule (3.22), il convient de prendre :

ao2m_2b
nN N

Il faut noter que le choix de la valeur 7 n'est jamais optimal, car, il est vrai qu'une faible
valeur de 7 permet d'obtenir une subdivision fine de lintervalle d'intégration et par
conséquent une approximation d'autant meilleure, mais d'un autre coté, elle conduit & des
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primes de calls de prix d'exercice ¢* trop espacés. Pour remédier & cela, il est possible de
pondérer les éléments de la sommation au sens de la regle de Simpson, on obtient ainsi :

e ML By, n ;
Crlk)~ e ME, (¢_,)§[3+ E (3.27)
Jj=1 — ~ _/
{(x(y) dans (3.22)}
ou
o, I'indice de Kronecker défini par:
{l sin=0
o, = i
0 sinon

La formule (3.27) est une FFT préte a étre implémentée.

1V, Evaluation par la simulation de Monte Carlo :

Le calcul du prix d'une option revient & la solution d'une équation différentielle qui
peut étre représentée par une espérance mathématique ou autrement dit une intégrale. Et
c'est justement l'un des principaux objectifs de la simulation de Monte Carlo que d'estimer
une intégrale. On comprend deés lors le lien tres étroit qui existe entre les prix des produits
dérivés et la simulation de Monte Carlo. Nous utiliserons cette technique afin d'estimer la
valeur de E[¢"7(S(T) - K)] et par la suite obtenir la valeur du call européen. Dans cette
formule, le taux sans risque r le prix d'exercice K et la maturité de 1'option 7 sont des
variables connues.

Les méthodes de Monte Carlo sont basées sur la loi des grands nombres :
lorsqu'on veut approcher I'espérance d'une variable, E[Y], on simule un grand nombre
de variables aleatoires indépendantes et de méme loi, (¥,),., de méme loi que Y, on

. . 1 . . .
prend ensuite la moyenne des valeurs prises, WZYI« , et on obtient une approximation
n=1

de E[Y].

Pour mieux cerner la résolution des équations différentielles stochastiques par
les méthodes de Monte Carlo, nous avons besoin de faire un rappel du schéma d'Euler de
discrétisation numérique des équations différentielles stochastiques.

IV.1 Le schéma d'Euler :

La simulation Monte Carlo a la particularité d’étre simple a utiliser dans
I’évaluation des produits dérives. Cette méthode consiste a genérer de nombreuses
trajectoires possibles de I'actif sous-jacent, calculer les valeurs terminales du produit
dérivé pour chaque trajectoire, prendre leur moyenne et I’actualiser. Ainsi, la simulation
Monte Carlo, consiste a générer une trajectoire de I’actif sous-jacent dans le monde risque
neutre, ensuite calculer a partir de cette trajectoire la valeur du produit dérivé, répéter ces
étapes un certain nombre de fois, et enfin calculer la moyenne du produit dérivé et
I’actualiser.

La simulation d'un processus d'lté pourra étre effectuée directement (sans
erreur de discrétisation) des lors que celui-ci admet une discrétisation exacte. Un
processus X admet une discrétisation exacte des lors que l'on peut résoudre
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explicitement 1'équation différentielle stochastique (EDS) qui lui est associée. C'est
notamment le cas du mouvement Brownien géométrique retenu par Black & Scholes
(1973) pour modéliser le cours d'une action ou encore celui du processus racine carré
retenu pour la modélisation de la volatilité. Lorsque la discrétisation exacte n'existe pas, il
convient de se tourner vers des approximations discrétes du processus du sous-jacent, en
temps continu. Le schéma d'Euler est le procédé de discrétisation le plus répandu. C'est
un développement d'lt6-Taylor d'ordre 1.

Dans notre cas, le procédé de discrétisation d'Euler consiste en 1'approximation du
systeme d'équations stochastiques du modéle SV :

ds, = rS,dt +.JV,S,dw} (3.28)
dv, = (0 -V, )dt + o[V, aw? (3.29)

Ou S(¢) et V(¢) sont respectivement, le cours et la variance de 1'actif support a la date ¢.
Le paramétre r représente le taux d'intérét sans risque, x est la vitesse du retour vers la
moyenne de la variance, 6 est le niveau moyen a long terme de la variance et ¢ est la

volatilité du processus de la variance. w'et > sont deux mouvements browniens
corrélés.

Notre objectif est I'évaluation du call européen d'échéance 7. Bien entendu, il est
nécessaire pour cela de discrétiser I'équation différentielle stochastique : on note N e N™ le
nombre de pas de temps, At = T/N le pas de discrétisation et pour ke{l,...,N},

t, = kAt le k™ instant de discrétisations.
Afin de simuler S; et V; aux dates ¢ =1,,....,¢,,, nous procédons a une « discrétisation »
des équations (3.28) et (3.29) qui conduit a :

S, =S, +rS, A+ V,S, N\ Z (3.30)
V, =V +x(0-V, ) At + oV, A ZF (3.31)

Ou Z'etZ? sont deux variables normales, centrées, réduites et de corrélation p. Le
probleme de ce schéma est que le processus de discrétisation de la variance 7 peut

devenir négatif ce qui implique limpossibilité de déterminer les valeurs de~/V . Pour
remédier a ce probléme, nous prenons |V/|.

Cette procédure est répétée autant de fois qu'il est jugé nécessaire d'obtenir des
trajectoires différentes : S,,S,,....,S,,, ou M est le nombre de trajectoires simulées.

Ces simulations de Monte Carlo permettent d'avoir la prime du Call européen de
prix d'exercice K et d'échéance 7, en actualisant au taux d'intérét » comme la moyenne
empirique du payoff :

C=e"" {%25‘ (T) - K} (3.32)
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CHAPITRE 4

EVALUATION DES OPTIONS EUROPEENNES EN
PRESENCE D'UNE VOLATILITE STOCHASTIOUE ET
D'UNE COMPOSANTE DE SAUT

L. Introduction :

La volatilité joue un réle déterminant dans I'évaluation précise et dans la couverture
des options sur actifs puisque celle-ci mesure les variations de prix de l'actif qui sont elles
mémes considérées comme l'expression du risque de marché. En effet, la volatilité mesure
le risque de marché associé a l'actif considéré dans la mesure ou elle renseigne sur
l'amplitude des gains que le porteur du titre ou le vendeur a découvert peut espérer
recevoir. En particulier, un actif pourvu d'une volatilité élevée a une probabilité élevée de
voir son prix dépasser temporairement un certain seuil. Par ailleurs, la volatilité est telle
gu'un acheteur d'option rationnel accepte de payer son option d'autant plus cher qu'elle lui
donne un espoir de gain plus élevé ou qu'elle le protege d'une perte plus grande. C'est ainsi
que les modeles d’évaluation d’options proposés dans la littérature ceuvrent dans cette
optique pour I'amélioration des techniques d’évaluation.

Comme les premiéres modélisations se fondent sur un paramétre de volatilité
constant, et par souci de mieux prendre en compte la réalité et de mieux appréhender
I’incertitude inhérente au marché financier, nous essayerons de voir si le fait de permettre a
la volatilité d'évoluer au cours du temps ou encore le fait d'introduire une composante de
saut dans le processus de prix de l'actif sous jacent va améliorer la qualité de I'évaluation.

Dans la premiere section de ce chapitre nous étudierons l'influence des paraméetres
du modele SV sur les primes de Calls européens, nous verrons aussi de quelle facon ces
mémes parametres peuvent modifier la forme du smile généré par le modéle SV.

La seconde section est consacrée a I'élaboration des codes pour I'évaluation d'un
Call européen et ceci par trois méthodes différentes a savoir la méthode de la transformée
de Fourier rapide ( FFT : Fast Fourier transform ), la méthode de la fonction caractéristique
et enfin la méthode de Monte Carlo (MC). Nous utiliserons le modele SV pour notre étude
comparative des trois méthodes d'évaluation.

La derniere section sera réservée au pricing des Calls européens avec les modeles
B&S, SV et SVJ, nous comparerons les résultats obtenus avec des données de marchés
financiers.

II. Influence des paramétres du modéle a volatilité stochastique sur les
primes des Calls :

Les modéles SV font intervenir un processus stochastique pour la volatilité qui est
bien distinct de celui du cours de l'actif sous-jacent, il s'agit alors dans cette partie, a
travers une comparaison avec le modele a volatilité constante de Black & Scholes,
d'étudier l'influence des divers parametres ( notamment x : lavitesse de retour a la
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moyenne, ¢ : la volatilité de la variance et p : la corrélation entre les chocs de variance et
les rendements du cours de l'actif sous jacent) sur les primes de calls européens.

Avant d'entamer notre analyse sur la sensibilité des prix d'options européennes due
a la variation des parametres du modeéle a volatilité stochastique SV, il est nécessaire de
rappeler la formulation de ce dernier :

dS, = piS,dt + [V, S,dZ; (4.1)
(SV) AV, = k(0 —V,)dt + o\[V,dZ;} (4.2)
dZ'dZ} = pdt

ou

4 est I'espérance des rendements de l'actif sous jacent,

x est la vitesse de retour au niveau moyen,

@ est le niveau moyen a long terme de la variance

o est la volatilité de la variance,

p est le coefficient de corrélation entre le prix et la variance de l'actif sous-jacent.

7' et Z" sont deux mouvements browniens corrélés.

Dans ce contexte, les questions qui nous viennent en esprit sont :

- quel est I'impact des paramétres , o et p sur les primes des Calls?
- la variabilité de la maturité a-t-elle un quelconque effet sur cette influence?
- quel est I'impact de la maturité sur les primes des Calls?

Nous essayerons de répondre a ces questions par voie numérique, pour ce faire,
nous avons établit des codes écrits sous MATLAB permettant de générer des courbes et
des surfaces représentant la différence des primes de Calls européens de deux modeles, le
premier est & volatilité stochastique (SV) et le deuxieme est a volatilité constante de Black
& Scholes (BS).

En se basant sur lallure de la courbe donnée par le graphique 4.1 il en ressort les
observations suivantes :

= |es deux modeles SV et BS convergent en primes lorsque les Calls sont trés en
dehors (M < 0,55 ) ou trés en dedans de la monnaie ( M >1,8 ), c'est-a-dire que
ces primes ont la méme valeur quelle que soit la modélisation utilisée.

= les Calls en dehors de la monnaie et a la monnaie 0,55< M <105 sont sous-
évalués par rapport au modele BS. Cette sous-évaluation est fonction décroissante
du parametre x.

» les Calls en dedans de la monnaie 1,05 < M <18 sont surévalués par rapport au
modele BS, cette surévaluation est fonction décroissante du parameétre «.
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Ecart du prix des Calls entre les modéles SV et BS
x 107 par rapport a la variation du paramétre k.
3 T T T T

TR
o r N

A A AT

Différence de primes (g, - Cgo)

1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Moneyness (S/K)

Figure 4.1 : différence de primes des Calls entre les modéles SV et BS
par rapport a la variation de «.

Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : 0= 0.04, c = 0.1, p =-0.5, Vy = 0.04, r = 0.01,
T=1,S=1x={0.05 1, 2} Lavolatilite dans le modele de BS est ¢gale a 0.2.

La figure 4.1 correspond au plan de coupe 7 =1 dans les figures suivantes :

Cqy Cps (k=1)

e \\b N

Tan) 10 (s

Figure 4.2 : différence de primes de Calls entre les modeles SV et BS en fonction de la
moneyness et de la maturité pour x =2, 1et0,05.
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Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : 0= 0.04, c = 0.1, p =-0.5, Vo = 0.04, r = 0.01,
T=[1/12,1],S)=1 k={0.05, 1, 2 }. La volatilité dans le modeéle de BS est égale a 0.2.

Les surfaces illustrées dans la figure 4.2 permettent de capter I'évolution de
l'influence de la vitesse de retour de la variance a son niveau moyen dans le temps :

=  Toutes les observations précédentes sont d'autant plus vérifiées que la maturité est

grande et l'influence du paramétre x est dautant plus significative que la maturité
est plus élevée.

= L'écart entre les primes des Calls évaluées par le modeéle SV et le modéle BS
semble s'accroitre de fagcon non linéaire avec la maturité.

Nous pouvons conclure donc que plus la valeur de la vitesse de retour a la moyenne
du processus de la variance augmente, moins est I'écart entre les primes des Calls évaluées
par le modéle SV et celles évaluées par le modéle BS, cette constatation concerne toutes
les options d'achat a I'exception de celles qui sont trés en dedans ou trés en dehors de la
monnaie car elles ne sont pas influencées par une variation de kK ou le sont "trés
faiblement", C’est le cas aussi des options ayant une courte maturité. ( SV =BS).

La méthodologie précédente est répétée pour étudier I'impact de la volatilité de la
variance. On trace pour plusieurs valeurs de g, la courbe représentant la différence des
primes Csy - Cgs des Calls entre les modéles SV et BS en fonction de la Moneyness S/K.

Ecart du prix des Calls entre les modéles SV et BS
par rapport a la variation du parametre .

0.01 T T T T T
c=0.35
c=05
o =0.65
0.005+- B

g
O
\.ﬁ
g of - _
£ \
a \
Q
o}
8 -0.005- 1
c
o
N}
E
(]
-0.01+ .
_0015 I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Moneyness (S/K)

Figure 4.3 : différence de primes des Calls entre les modeles SV et BS
par rapport a la variation de o.

Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : 0 = 0.04, p =-0.5, Vo= 0.04, r = 0.01, T =1,
So=11k=2,06={0.35 0.5, 0.65}. La volatilité dans le modeéle de BS est égale a 0.2.
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A partir du graphique 4.3, plusieurs observations peuvent étre faites :

= les Calls tres en dehors de la monnaie (M < 0,55 ) ou trés en dedans de la monnaie
(M >1,85) convergent en primes c'est-a-dire que quelle que soit la modéle utilisé,
la variation de la volatilité de la variance o n'a aucun effet sur les prix des Calls
puisque la différence Csy - Cgs est nulle.

= |es Calls en dehors de la monnaie et a la monnaie 0,55 < M <11 sont sous-évalués
avec le modéle SV par rapport au modele BS.

= les Calls en dedans de la monnaie 1,1< M <1,85 sont surévalués avec le modele
SV par rapport a leurs valeurs avec le modele BS.

= ['écart des prix entre les deux modeles SV et BS pour tous les Calls excepté ceux
qui sont tres en dehors ou tres en dedans de la monnaie est une fonction croissante
de la volatilité de la variance o. Cet écart est le plus élevé lorsque les Calls sont
proches de la monnaie (M = 0.9).

Les courbes bleu et rouge représentées dans la figure 4.3 correspondent a
l'intersection entre le plan 7= 1 an et les surfaces décrites par la figure 4.4 pour les valeurs
o =035 et o =0,5. En effet, en tracant la différence des primes des Calls entre les
modeéles SV et BS (Csyv -Cgs) en fonction de la Moneyness S/K et de la maturité, on obtient

Cqy -Cgg (0 = 0,35)

Tan) 1 0  (s/K) Tan) 1 0 (sK)

T(z';ln) 10 (SIK)

Figure 4.4 : différences de primes de Calls entre les modéles SV et BS en fonction de la
Moneyness et de la maturité pour ¢ = 0.05, 0.35et 0.5.

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : 0 = 0.04, p=-0.5, V) =0.04,r =0.01, Sy = 1,
T=[1/12,1], k= 2eto={0.05 0.35 0.5} Lavolatilité dans le modele de BS est égale a 0.2.
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A partir de ces surfaces nous pouvons conclure que :

= Jeffet de la volatilité de la variance o sur les Calls est d'autant plus significatif que
la maturité est grande, lorsque celle-ci tend vers zéro, I'écart des primes Csy - Cgs
tend a s'estomper et lorsqu'elle augmente, I'écart augmente.

= pour la premiere surface ou ¢ = 0.05, que le Call soit en dehors, proche ou dans la
monnaie I'écart est nul ou l'est presque. De ce fait, nous déduisons que lorsque la
volatilité du processus de la variance tend vers 0, cette variance stochastique tend a
devenir déterministe et les rendements du cours de lactif sous jacent tendent a
décrire une distribution log-normale.

calls :

Le coefficient de corrélation entre le cours de l'actif sous jacent et sa volatilité
affecte de facon significative l'asymétrie de la distribution des rendements. Ainsi, une
corrélation négative (positive) crée une queue de distribution plus épaisse a gauche (a
droite) et une queue plus mince a droite (a gauche) que dans le cas d'une distribution
gaussienne.

Le graphique 4.5 montre l'allure de la différence de primes Csy - Cgs des modeles
SV et BS pourp=0,5etp =-0,5.

Ecart du prix des Calls entre les modéles SV et BS
x 10° par rapport a la variation du parametre p.
25 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

p=05

Différence de primeg\;(—: CBS)
o
ol
T

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Moneyness (S/K)

Figure 4.5 : différence de primes des Calls entre les modeles SV et BS
par rapport a la variation de p.

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k=2, 8 =0.04, 0 =0.1, V) =0.04, r = 0.01, T =1,
So =1, p={-0.5 0.5}). La volatilité¢ dans le modele de BS est egale a 0.2.

Nous pouvons constater qu'une corrélation négative dans le modele SV a pour effet
de diminuer (augmenter) les primes de Calls en dehors de la monnaie (dans la monnaie) et
inversement pour une corrélation positive.
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Tout au long de cette étude, nous avons démontré que les paramétres du processus
stochastique de la variance (x, o et p) ont une grande influence sur I'évaluation des options
européennes. Dans la prochaine section, nous nous consacrerons a l'extraction de la surface
de la volatilité implicite du modele et a l'effet smile du modele SV.

111. Extraction et signification de la surface de volatilité implicite :

La volatilité est concretement définie comme la quantité de variabilité dans le
rendement d'un actif particulier. La volatilité réalisée, également appelée la volatilité
historique, correspond au mouvement effectivement expérimenté par le marché. Nous
savons que le modéle de Black-Scholes fournit une formule tres pratique pour calculer les
prix d'options européennes. La volatilité implicite est la volatilité obtenue a partir des prix
des options du marché en inversant la formule de Black-Scholes. Si le marché était en
accord avec les hypothéses du modéle de Black-Scholes, alors la volatilité implicite serait
la méme pour toutes les options. En pratique, ce n'est pas les cas, puisque visiblement la
volatilité implicite varie aussi bien avec la maturité qu'avec le prix d'exercice : cette
surface est couramment nommée le smile de volatilité. Ce smile de volatilité est apparu la
premiére fois durant le crash d'Octobre 1987, qui montra qu'un grand marché pouvait
baisser de 20% en une seule journée. Il vient du fait que les événements de probabilité
faible ont lieu en fait plus souvent que prévu, et que la distribution de probabilité du
marché n'est en fait pas log-normale : les rendements effectifs apparaissent plus
leptokurtiques que ce qui est assumé par une distribution log-normale.

Le smile représente donc la volatilité qui découle de la formule de Black & Scholes
lorsqu'on connait le prix de l'option :

o=f(S,K,T,r,C,,.c) 4.3)

Le smile de volatilité peut &tre construit en utilisant du "smile", et du "skew". Le
terme "smile" est utilisé quand on parle de structures de volatilité¢ qui ont une valeur
minimum autour du prix d'exercice égale au cours de l'actif sous-jacent. Dans le cas du
terme “"skew" (ou asymétrie), il s'agit par exemple de structures dont les volatilités
implicites correspondant a des prix d'exercice petits sont plus élevées que les volatilités
implicites correspondant a des prix d'exercice élevés.

II1.1 Influence des paramétres du modéle SV sur le comportement de la
volatilité implicite :

Nous nous intéressons ici a l'influence des paramétres du modéle SV sur la forme
du smile. Nous allons ainsi faire varier un paramétre du modéle, les autres étant constants
et regarder l'effet de cette variation sur le smile de volatilité. Pour ce faire, des codes écrits
sous Matlab sont établis a cet effet.
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111.1.1 Effet de la volatilité de la variance o :

Influence de la wolatilité de la variance (o )
0.21 .

0.2

Volatilité implicite

0.19

0.18 . ! :
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Prix d'exercice

‘ =01 =035 —e— =05 G:aes‘

Figure 4.6 : Influence de la volatilité de la variance o sur la forme du smile

Note : les parameétres utilisés dans cette simulation sont : 0 = 0.04, p =-0.5, Vo= 0.04, r = 0.01, T =1,
So=1k=2,0={0.1,0.35 0.5, 0.65}.

Nous remarquons d'apres le graphique 4.6 que la courbe est presque plate pour
o = 0.1, le smiling n'existe presque pas et la volatilité implicite s'approche de la forme
d'une droite horizontale. Dailleurs, plus la valeur de o augmente plus la convexité de la
courbe augmente. Nous pouvons donc conclure qu'augmenter la volatilité de la variance a
pour effet daugmenter la convexité du smile, intuitivement, augmenter o revient a
augmenter la variance du processus de la variance augmentant ainsi la variance de l'actif
sous jacent. Ceci donne plus de probabilité a des mouvements extrémes, ce qui augmente
le prix des options trés en dehors ou trés en dedans de la monnaie. La volatilité implicite
est donc plus élevée, ceci a pour effet de créer plus de convexité dans le smile.

111.1.2 Effet de la vitesse de retour a la moyenne k :

Infuence de la vitesse de retour a la moyenne k

0,21

0.2 $70 e=e-0-0-s-e-s-o-s-s-o-e-oe-e s e e 0o e e s ¢ S o=

Volatilité implicite

0,18 ; : ‘ ‘
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Prix d'exercice

k=1 """ K=2 T o g=5 K:lO§

Figure 4.7 : Influence de la vitesse de retour a la moyenne x sur la forme du smile.
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Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : 0 = 0.04, p =-0.5, Vo= 0.04, r = 0.01, T =1,
So=10=01,k={1,275 10}

Augmenter la vitesse de retour a la moyenne K revient a concentrer plus fortement
la variance autour de sa moyenne de long terme et donc a diminuer la variance du
processus de variance. Intuitivement diminuer K doit donc augmenter la convexité du
smile. Il est a noter que K et o agissent en sens oppose sur la convexité. Et comme le
montre la figure suivante que méme sur des fourchettes de valeurs de la volatilité implicite
égales, l'effet de la variation de Kk sur la convexité du smile est beaucoup bien moindre que
l'effet de la variation de o.

111.1.3 Effet de la variance a long terme 0 :

Infuence de la variance a long terme 0
0.21 T T T T T

0.2 A
oo ?

0.19 4

Volatilité implicite
|

0.18 B

0.17F B

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
Prix d'exercice

‘ 0 = 0,02 0 =003 —*— 9=0,035 0= 0,04‘

Figure 4.8 : Influence de la variance a long terme (0) sur le smile.

Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : k =2, p =-0.5, Vy = 0.04, r = 0.01, T =1,
Sy=10=0.1,0 ={0.02 0.03, 0.035, 0.04 }.

D'aprés le graphique 4.8, nous observons un léger effet de convexité et nous
constatons que la variation de la variance de long terme n'agit pas sur la forme du smile
mais par contre, défini un nouveau niveau de volatilité implicite pour chaque valeur du
parametre 8 et que plus ce dernier augmente plus le niveau de la volatilité implicite
augmente.
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111.1.4 Effet de la variance initiale Vy :

Infuence de la variance initiale VO
0.21 . . ;

0.205 - B

0.2

0.195 =

Volatilité implicite

0.19© ]

0.185 =

0.18 I I I I

1
1.1

0.7 0.8 0.9 1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
Prix d'exercice
V, = 0.025 V=003 —e—V,=0.04 V, = 0.045

Figure 4.9 : Influence de la variance initiale sur le smile.

Note : les parametres utilisés dans cette simulation sont : k =2, p =-0.5,0 =0.04,r =0.01, T =1,
So=1,0=01, Vy={0.025 0.03, 0.04, 0.045 }.

Concernant l'impact de la variance initiale, 7, ce dernier a les mémes effets sur
l'allure du smile de volatilité que 6.

1I1.1.5 Effet de la corrélation p :

Infuence de la corrélation p

0.22
2
S 0.21 N E
a A
E
2
kS
o T
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O. 19 I 1 I 1

0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5
Prix d'exercice
p=-05 p=-01 p=0 " p=01 """ p =05

Figure 4.10 : Influence de la corrélation p sur l'allure du smile.

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k=2, Vy=0.04, 0 = 0.04, r = 0.01, T =1,
So=1,0=01, p={-05-01,00.1, 05 }.
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Enfin, pour interpréter l'influence de la corrélation, p, sur le smile de volatilité, le
graphique 4.10 montre que pour une corrélation égale a zéro, la courbe du smile a une
tangente horizontale au point d'abscisse 1, ceci explique la quasi symétrie de cette courbe
centrée sur la zone des options a la monnaie. Ce n'est pas une symétrie parfaite, mais par
rapport aux autres valeurs de p, nous remarquons que faire varier p revient a changer le
degré d'asymétrie.

Les cing derniers graphiques illustrent le réle de différents parametres du modéle
de Heston pour la description du smile de volatilité implicite. On voit que les paramétres o
et kK déterminent la convexité du smile a une maturité donnée, et 8 et Vo déterminent le
niveau de la volatilité implicite, tandis que p détermine la pente du smile de volatilité.

Nous allons maintenant voir l'effet de la maturité sur la forme du smile de volatilité.

111.2 Effet de la maturité sur la forme du smile :

Infuence de la Maturité T

0.2008

T=1an
—o —T=3an
0.2004 - B
Q
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a \
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o \x\\
> >
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0.1992 ! . : !
0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

Prix d'exercice

Figure 4.11 : Influence de la maturité T sur l'allure du smile.

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k = 2, Vy=0.04, 8 = 0.04, r = 0.01, p =-0.5,
So=1,0=0.1, T={l an, 3an }.

Nous pouvons noter que le smile de volatilité dépend bien des maturités des options
car la forme du "smiling" de volatilité est plus prononcée avec les options a courte
maturité. L'effet de convexité s'estompe donc avec les options a grande maturité.

I11.3 La surface de volatilité :

La surface de volatilité est présentée sous la forme d'un tableau donnant les
volatilités implicites en fonction du prix d'exercice et de la durée de vie des options.

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons particulierement au coefficient de
corrélation entre les rendements et la volatilité de l'actif sous jacent. Au vu des simulations
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des figures 4.12, 4.13, et 4.14, nous montrons l'effet de la corrélation en fonction du prix
d'exercice et de la maturité sur la forme de la surface de volatilité.

Surface de wolatilité implicite (p = -0.5)

—— ~

0.215

0.21

0.205

Volatilité implicite

Maturité (année) Prix d"exercice

Figure 4.12 : surface de volatilité implicite (p = - 0,5)

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k = 2, Vy=0.04, 8 = 0.04, r = 0.01, p =-0.5,
S{) = 1, o= 0,]

Le coefficient de corrélation entre le prix et la volatilité de l'actif sous jacent joue
un role primordial dans l'explication du phénomene du smile. En effet, une corrélation
négative reflete une queue a gauche épaisse de la courbe de distribution de la probabilité,
ceci est de nature a réduire le prix des options en dehors de la monnaie et a augmenter celui
des options dans la monnaie par rapport aux évaluations fournies par le modéle de Black &
Scholes. Nous remarquons d'apres le graphique 4.12 que pour une maturité donnée, le
smile est une fonction décroissante du prix d'exercice concave vers le haut.

Surface de wolatilité implicite (p = 0)

_—

_—
_—

0.202

0.201

0.2

Volatilité implicite

0.199 .|

Maturité (année) Prix d"exercice

Figure 4.13 : surface de volatilité implicite (p = ()

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k=2, Vy=0.04, 8 = 0.04, r = 0.01, p =0, Sp=1,
oc=01.
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D'aprés le graphique 4.13, ou la corrélation est nulle, nous avons une forme de
smile bien prononcée avec une symétrie remarquée au point relatif aux calls a la monnaie.

Quant a la structure par terme de la volatilité, la fonction est décroissante par
rapport a la maturité des options.

Surface de wolatilité implicite (p = 0.5)

0.21

0.205

0.2

0.195

Volatilité implicite

0.19

0.185

Maturité (année) 0 o8 Prix d"exercice

Figure 4.14 : surface de volatilité implicite (p = 0,5)

Note : les paramétres utilisés dans cette simulation sont : k = 2, Vy=0.04, 8 = 0.04, r = 0.01, p = 0.5,
S{) = 1, o= 0,]

Enfin, dans le cas ou p est positif, comme le présente le graphique 4.14, la surface
de volatilité est dominée par une forme de skew quelle que soit la maturité des options. En
effet, les volatilités implicites des options "dans la monnaie™ sont plus élevées par rapport
aux options "en dehors de la monnaie". Quant a la structure par terme de volatilité, le
graphique 4.14 montre que c'est une fonction croissante de la maturité concave vers le bas
des options "en dehors de la monnaie”, alors qu'elle est décroissante concave vers le haut
pour les options "en dedans de la monnaie".

1V. Comparaison de différentes méthodes d’évaluation d'un Call

européen :

Il s’agit dans cette section de faire I'évaluation avec le modele SV en utilisant trois
meéthodes différentes : & savoir la méthode des fonctions caractéristiques, la méthode FFT
(Fast Fourier Transform) et la méthode de Monte Carlo ( méthodes présentées dans le
chapitre précédent ). Nous choisirons ainsi la meilleure méthode au sens de précision et de
co(t pour faire I'évaluation avec les autres modeles.
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1V.1 Evaluation par les fonctions caractéristiques :

Dans le but d'implémenter n'importe quel modele, nous avons besoin d'étre capable
de calculer le prix de l'option qui lui est relatif. Ainsi, la formule fermée d'un Call européen
donnée par le modéle SV de Heston est :

c"(S,,V,,r,1,K)=S,P,—KPe " (4.4)

Ou

efmﬁln([()f/ ()C,I/[,I”,T,¢)

P/()C,V[,l",T,K)ZE-i-EJ.Re{
' 2 ig
0

Jd¢ (4.5)
x =1In(S))
£,V r,7,8) = exp{C(z,) + D(z,$)V, +i¢ x|

Clz,9) = r¢ir+i2{(b, —p0'¢i+d)r—2ln{1_gedr} }
o ' l1-g

b, - popi+d| 1- ¢
D ’ — J
(T ¢) 0_2 |:l_gedr:|
b, —popi+d
8, —popi—d

d=\|(popi-b)* - c*(2u,pi—¢°)

Pourj=1,2,0na:

“1:%’ u, :_%, a=x0,b=xk+A—-po, b,=x+1.

Une telle formule peut paraitre intimidante a implémenter mais en réalité, la seule
difficulté est dans l'intégral de la formule (4.5) car malgré la solution exacte fournie par
Heston, l'intégral de la fonction de probabilité P;, j = 1, 2 ne pourrait étre calculée de fagon
analytique, mais ceci peut étre fait numeriquement en utilisant une technique d'intégration
numérique. Pour une lecture plus détaillée, nous renvoyons a Heath (2005, chap. 8),
Trefethen (2008) et Davis et Rabinowitz (2007) qui donnent une discussion détaillée. Nous
avons utilisé la quadrature de Gauss-Lobatto pour le calcul numérique de cet intégral afin
d'écrire le code pour I'évaluation d'un call européen.
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1V.2 Evaluation par la transformée de Fourier rapide "FFT " :

La formule de la transformée de Fourier rapide a implémenter est donné par :

e ML By, n ;
C k)= ME, (¢_,-)§[3+(—1)- -5, (4.6)
j=1 — _/
'
{(x(y) dans (3.22)}
ou®
¢, =n(j-1)
_<

N
¢ =600
N = 4096
b==

7
a=2b

N
k =—b+Au—1) o0 u=12...,N+1.

1V.3 Evaluation par la méthode de Monte Carlo "MC " :

La prime du Call européen de prix d'exercice K et d'échéance T simulée par la
méthode de Monte Carlo est donnée par la formule suivante :

C=e" {%is (T) - K} 4.7

ol Si(7) est la valeur finale de la i*™ trajectoire simulée. Pour ce faire, nous avons
besoin de discrétiser les processus du prix de l'actif sous jacent et celui de la volatilité
données par équations (4.1) et (4.2), ceci conduit a :

S, =S +rS M+ V.S N ZE (u=r)  (48)
V, =V +x(0-V, ) At + oV, A ZF (4.9)
Ou Z' et Z* sont deux variables normales, centrées, réduites et de corrélation p.

1V.4 Résultats numériques : comparaison et discussion

Cette partie a pour but de présenter les différents résultats numériques obtenus par
le pricing d'un Call européen avec le modele SV a l'aide des trois méthodes citées ci-
dessus.

(1) Voir Carr et Madan (1999) pour le choix des paramétres.
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Pour ce faire, nous avons implémenté ces trois approches dans un langage efficace
a savoir le langage Matlab et ceci afin d'optimiser le temps de calcul et le gain de mémoire.

Une fois la programmation terminée, les résultats obtenus sont présentés dans le
tableau 4.1.

METHODE | PRIMEDE | PRIXDU | ECART DES %iﬂgf
UTILISEE L'IOPTION | MARCHE | PRIX (ENI]) | <£conDES)
FFT 1,8535 1,8526 0,0009 0,0401 (0,0033)"
Fonctions 1.8536 1,8526 0,0010 0,1175 (0,0021)"
caracterlsthues
Monte Carlo 1,6491 1,8526 0,2035 7,8871 (0,0134)*

Tableau 4.1 : comparaison entre les primes de Calls obtenues
a l'aide de différentes méthodes.

(* les résultats du cout de calcul sont des moyennes de 1000 itérations et les valeurs entre
parenthéses représentent les écarts type)

o) : les parametres utilisés dans cette simulation sont : Sy= 9.49; 1« =0.2097;, 0 =0.1258; 6 =0.1711;

p=-05371; Vy=0.1659;, r=0.03; T=1; K=9;

Note

En comparant les prix obtenus par la simulation avec le prix du marché, nous
constatons que la meilleure méthode est celle de l'algorithme FFT. En effet, ce dernier
présente un resultat plus proche de celui du marché avec un écart de 0,0009 contre 0,001
avec la méthode des fonctions caractéristiques et de 0,2035 avec la méthode de Monte
Carlo.

La méthode Monte Carlo est la moins efficace car non seulement elle fournie un
résultat considérablement loin de la réalité, mais encore, prends plus de 67 fois le temps
que demande la méthode des fonctions caractéristiques et plus de 196 fois que nécessite
I’algorithme FFT.

Nous remarquons aussi que la différence entre les prix fournis par les deux
premiéres méthodes est vraiment minime, par contre, le colt du calcul est sensiblement
différent : 0,1175 secondes pour la méthode des fonctions caractéristiques contre 0,0401
seconde pour la FFT, représentant ainsi % du temps necessaire a la premiére méthode.

Vu ce qui précéde, nous concluons que I’algorithme FFT est la meilleure méthode
pour I’évaluation du Call européen qu’il s’agisse de la précision ou du temps de calcul.

Dans ce qui suit, nous allons évaluer un Call européen avec les modeles B&S, SV et
SVJ.

(1) Voir [1].
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V. Evaluation d'un Call européen avec les modéles B&S, SV et SVJ :

La modélisation log normale de I’actif sous jacent dans le modéle B&S est biaisée
puisque les événements rares (comme les crashs boursiers ) ne sont pas pris en compte. Si
on retient ces évenements particuliers, on peut alors montrer que les prix des options
incluant ces chocs (avec le modele SVJ) sont bien différents de ceux évalués par le modele
B&S. De la méme maniére, nous verrons que I’hypothese de la constance de la volatilité
est bien restrictive et empéche la bonne évaluation de la prime de I’option.

L'objet de cette partie est donc d'évaluer un Call européen avec les modeles de
Black & Scholes (modéle a volatilité constante), de Heston (modéle & volatilité
stochastique SV) et celui de Bates (modele a volatilité stochastique incluant des sauts).
céte

Cette étude comparative sera basée sur un échantillon de Calls européens de I’actif
sous jacent S&P500. Ces données sont résumées dans le tableau suivant.

ECHEANCE
S . . . TOTAL
M:E <2 mois 2-6 mois < 6 mois
OT™M <0,94 0,09% 1,17 % 10,85 %
{263} {1142} {673} {2078}
- 0,94 -0,97 0,83% 8,30 30,47 $
{213} {702} {207} {1122}
ATM 0,97 -1,00 14,48 $ 28,92 $ 57,94 $
{294} {916} {287} {1497}
- 1,00-1,03 35,22 % 55,67 $ 85,41 %
{162} {453} {79} {694}
IT™M 1,03-1,06 65,39 $ 79,84 $ 109,45 $
{175} {354} {33} {562}
- < 1,06 146,81 $ 177,14 $ 165,47 $
{263} {431} {116} {810}
Total {1370} {3998} {1395} {6763}

Tableau 4.2 : Propriétés de I’échantillon des calls européens sur I’indice S&P500 ),

Ces Calls sont répartis en trois catégories selon leur échéance : Calls a échéance
courte (ayant une maturité inférieur ou égale a 2 mois ), Calls a échéance moyenne ( ayant
une maturité entre 2 et 6 mois ) et des Calls a échéance longue ( ayant une maturité
supérieure & 6 mois ).

(1) Voir [1].
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Les graphiques suivants présentent les différents prix de Calls européens sur I’indice
S&P500 pour différentes maturités.

150 \
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Figure 4.15 : Prix de Calls européens avec les modeles B&S, SV et SVJ
(échéance courte).

L’ analyse visuelle du graphique 4.15 montre que tous les modéles ont tendance a
sous évaluer les prix observés sur le marché.

Nous pouvons remarquer aussi que les prix des options en dehors et dans la
monnaie calculés avec les différents modéles sont tres proches de ceux du marché tandis
que I’écart entre eux est considérable pour les options a et proches de la monnaie.
Cependant, le modele SVJ représente I’écart le petit entre les prix théoriques et les prix
du marché et reste ainsi le meilleur modéle pour calculer les prix des options a court terme.
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Figure 4.16 : Prix de Calls européens avec les modeles B&S, SV et SVJ
(échéance moyenne).
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Concernant les options de moyenne maturité, nous pouvons constater que la sous
évaluation apparait avec tous les modeles sauf pour les options dans la monnaie qui sont
sur évaluées avec le modele B&S et dans une moindre mesure celles proches et a la
monnaie, ainsi que les options en dehors de la monnaie qui sont sur évaluées avec le
modele SV.

Nous remarquons aussi que I’écart entre les prix observés sur le marché et les prix
calculés est moindre pour le modéle SVJ des options en dehors de la monnaie et pour le
modeéle SV pour les Calls proches et dans la monnaie.

—+— Exact
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Primes de Calls
=
o
o
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50
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Figure 4.17 : Prix de Calls européens avec les modeles B&S, SV et SVJ
(échéance longue).

D’apreés le graphique 4.17, il est évident que le modéle SV est le plus pertinent pour
I’évaluation des options européennes du fait qu’il présente les valeurs de primes les plus
proches de ceux observées sur le marché.

Ce graphe montre aussi que le modéle SVJ sous évalue tous les types d’options
tandis que le modéle B&S sur évalue les options en dehors et proches de la monnaie et
sous évalue les options dans la monnaie.
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VI. Conclusion :

Depuis le rejet de I’hypothése de la constance de la volatilité proposée par Black &
Scholes, les modéles a volatilité stochastique n’ont cessé de se développer. Ces modéles
ont cependant I’inconvénient de ne pas donner de solutions analytiques aux problémes
d’évaluation d’options, ou méme si ces solutions existent, elle ne sont calculées que par
voie numérique. C’est pour cela que nous avons cherché quel est le moyen le plus efficace
pour le faire sans perdre ni en précision, ni en temps de calcul.

Pour commencer, nous avons étudié l'influence de chaque paramétre du modele SV
sur les primes des Calls européens par rapport a leurs valeurs avec le modéle BS. Nous
pouvons prétendre que les paramétres x, o et p permettent l'ajustement de la sous-
évaluation ou la sur évaluation des primes calculées avec le modéle BS.

En conclusion, nous pouvons dire que :

= les Calls trés en dehors et trés en dedans de la monnaie ne sont influencés par
aucune variation des trois paramétres «, o et p.

= |a vitesse du retour a la moyenne permet d'ajuster la sous-évaluation des Calls en
dehors et proche de la monnaie par rapport modéle BS, et permet aussi d'ajuster la
sur évaluation des Calls dans la monnaie.

= |a volatilité de la variance stochastique o permet l'ajustement de la sous-évaluation
des Calls en dehors et proche de la monnaie par rapport au modéle BS.

= une corrélation non nulle influe fortement sur les Calls en dehors de la monnaie et
dans la monnaie.

= [influence de la vitesse de retour a la moyenne et de la volatilité de la variance croit
de facon non linéaire avec la maturité.

= une corrélation négative permet d'ajuster la sous-évaluation des Calls en dehors de
la monnaie et la sur évaluation des Calls dans la monnaie par rapport au modéle BS
et inversement pour une corrélation positive.

= [l'écart des prix des Calls (Csy - Cgs) entre les modéles SV et BS est au maximum
pour les Calls proche de la monnaie quelque soit les valeurs de «, o et p.

Par la suite, nous avons géneré des surfaces de volatilité pour le modele SV nous
pouvons conclure aussi pour n'importe quelle valeur de p que :

= Tallure du smile n'est pas figée dans le temps ;
= J'effet smile semble affecter davantage les options a maturité faible que les options
a maturité longue ou l'effet tend a s'estomper.

Finalement, nous avons construit trois codes avec différentes méthodes
d’évaluation ( FFT, MC et les fonctions caractéristiques ) appliqués au modele SV et nous
avons comparé avec des données observées sur le marché boursier. Le meilleur résultat a
été fourni par I'algorithme de la transformée de Fourier rapide ( FFT : Fast Fourier
transform).
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Cet algorithme a été donc utilisé pour I’évaluation d’une option d’achat européenne
avec le modéle SV et SVJ pour voir quelle est I’étendue de I’amélioration apporté au
modeéle B&S en les comparants avec des valeurs observées sur le marché financier, et nous
pouvons dire que la modélisation de la variance par un processus stochastique (modele SV)
a amélioré la qualité du princig de facon significative pour les options ATM et OTM a
maturité moyennes et surtout pour les options de longue maturité.

Il est nécessaire aussi de dire que I’ajout d’une composante de saut dans le
processus du prix de I’actif sous jacent (modeéle SVJ) donne de meilleurs résultats pour les
options de courtes maturité et pour les options OTM de maturité moyenne.

Page 94



Conclusion générale

Conclusion geneérale

Au terme de cette étude, plusieurs constats peuvent étre faits. L’objectif principal
était de comparer différents méthodes et modéles pour I’évaluation d’une option d’achat
européenne.

Pour atteindre cet objectif, nous avons commencé par présenter quelques concepts
sur la notion des options et ses facteurs déterminants, les stratégies et sur les marchés
financiers.

Pour bien comprendre les modeéles d’évaluation, nous avons été obligé de passer
par la théorie des équations différentielles stochastiques ou nous avons énoncé le lemme
d’Ité, le théoréme de Girsanov, les intégrales stochastiques et les équations différentielles
stochastiques.

Dans le troisieme chapitre, nous nous sommes intéressés au probleme fondamental
qui réside dans la capacité du modele de Black & Scholes a bien évaluer une option
européenne. Nous avons montré a travers une étude empirique de I’indice S&P500 que le
modeéle de Black & Scholes (qui quantifie le risque a travers un paramétre de volatilité
constante) n'est plus suffisant pour rendre compte des phénomenes des marchés modernes,
spécialement depuis le crash de 1987.

En effet, nous avons montré que le modéle de Black & Scholes introduit un biais
systématique dans les prix évalués, ce qu'on appelle I'effet smile, et que la série des
rendements deémontre un effet leptokurtique, un coefficient dasymétrie et une
hétéroscédasticité conditionnelle dans la forme du regroupement de la volatilité
(phénoméne connu sous le nom de volatility clustering). Toutes ces caractéristiques sont en
désaccord avec les hypothéses de Black & Scholes.

Pour toutes ces raisons, nous avons eté amenés a chercher dans la littérature des
modeles alternatifs qui modifient la spécification de la volatilité et ce en la considérant
comme un processus stochastique, car il est bien évident que les modéles a volatilité
stochastique aboutissent a une meilleur description de la dynamique suivie par le cours de
I’actif sous jacent sur lequel repose I’option que le modele conventionnel a volatilité
constante de Black & Scholes. De ce fait, les modéles alternatifs & ce modele de référence
peuvent prétendre a une évaluation plus fidele des primes d’options. Pour cela, nous avons
expose les principaux modéles a volatilité stochastique d’évaluations d’options. Tous ces
derniers rejettent I’hypothese de la constance de la volatilité exigée par Black & Scholes et
tiennent compte méme de I’existence d’une corrélation entre le cours de I’actif et sa
variance.
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Néanmoins, il faut garder a I’esprit que relacher une hypothése complexifie
grandement le modele et alourdit le processus de traitement de I’information. Sur le
parquet de la bourse, les traitements se font presque instantanément et un modéle simple
mais convivial sera préféré a un modeéle plus précis mais impraticable. Le gain en précision
d’un modele doit donc étre non seulement statistiquement, mais économiquement
significatif. C’est ainsi que nous avons voulu faire I’évaluation avec une méthode qui nous
permettrait de gagner en précision et en temps de calcul. Pour ce faire, nous avons appliqué
trois méthodes différentes au modele SV. Les méthodes utilisées dans cette étude
comparative sont I’évaluation par les fonctions caractéristiques, la méthode FFT et la
méthode MC. Le but étant d’implémenter ces méthodes pour pouvoir relever le défi de la
précision et de la rapidité.

Les résultats obtenus montrent que la méthode MC est a éliminer, car non
seulement elle est gourmande en temps de calcul mais elle donne des résultats beaucoup
plus éloignés que ceux observés sur le marché financiers par rapport aux autres méthodes.
Concernant les deux autres méthodes, a savoir [I’évaluation par les fonctions
caractéristiques et la FFT, nous pouvons dire que les valeurs des primes calculées par ces
deux méthodes sont tres proches mais qu’il y a cependant une importante différence dans
le coup du calcul, ceci nous pousse a conclure que finalement la méthode FFT est
meilleure que les autres.

Quant aux résultats de I’évaluation, I’étude empirique que nous avons mené sur la
base de I'indice S&P500 a permis de monter que la modélisation de la volatilité par un
processus stochastique a retour vers la moyenne améliore la qualité d’évaluation des
options a maturité longue et les options ATM et OTM de moyenne maturité, tandis que
I’introduction d’une composante de saut améliore la qualité des options a maturité courte et
pour les options OTM a maturit¢ moyenne. Cependant, I'effet escompté par cette
composante de saut disparait pour les options de longue maturité et les options ATM et
ITM de maturité moyenne.

Finalement, nous pouvons dire que les mathématiques financiéres est probablement
la discipline la plus empirique de toutes les sciences. Ce qui la distingue des autres
branches des mathématiques c’est la présence centrale de [Iincertitude, sans cette
caracteristique, les problemes financiers se réduiraient a de simples questions
d’optimisation. Aussi, le bruit relié a I’incertitude est tellement important qu’il rarement
possible d’aboutir & des conclusions explicites.

Nous terminons par dire que la détermination de la loi sous jacente est un enjeu
majeur de I’industrie financiére et que I’apparition de bases de données gigantesques et de
la puissance accrue des ordinateurs ont fortement contribué a développer ce secteur de
recherche. Nous pensons aussi que méme si les faits stylisés que nous avons déja présenté
sont aujourd’hui bien connus, leur origine reste pour la plus part incomprise, ce qui
explique sans doute qu’a ce jour aucun modele ne soit réellement imposé a tous.

Page 96



Annexes

Annexes

Annexe A

Les EDP des modeles SV et SVJ

Il faut d'abord voir que le modele SVJ englobe le modele SV et que la solution de ce
dernier n'est que le cas particulier ou A = 0. Selon le principe de dérivation du portefeuille
sans risque, I'équation différentielle stochastique est donnée par :

1,c29%C _71c2¢ 9%C 1 oy, 0%C _ )96 _oc _
- VS 552 + [r —AJ1S o5 + pal's 5oy + S0 V6V2 +[k(60 — V)] > rC
+AE{C(t! T,S(]. +])F r, V) - C(tF T) S; r, V)} (1)

En appliquant la transformation L(t) = In[S] et k = In[K], et T = (T -t)/360) et en
insérant la solution de I'équation de prix on obtient les équations différentielles partielles
pour les probabilités risque-neutre IT; pour j = 1,2 :

62H1+1 2V62H1+[ 0 V]ac oI,
ooy 127 Vgyz TIO =Nz -7

1 9%, _ o1,
EV 32 +(r—/1] +—V)E+p0V

+AEo{I,;(1 + In(1 + )),r, V) I, (t, T, L+ (1 +)),r,V) —I1,(¢t,T,L,7,V)} (2)

et
1V62H2+< /1‘+1V)6H2+ SO, 1 2V62H2+[ . V]ac a1,
3V S T\T AV )G TPV gy T30V gy T O =Wl -
+AE{IL,(t, T,L + (1 + ]),r,V)II,(¢t, T,L,R,V)} 3)

L'idée est donc de trouver des mesures de probabilité I1;(j = 1,2) satisfaisant la
solution de cette équation différentielle. Sachant que les mémes conditions s'appliquent aux
équations caractéristiques respectives, il est possible d'exprimer la fonction caractéristique
sous une forme pour obtenir la solution du systéme.

[T, Se,r, Vs ) = explu(r) + 2, (DV; + idpIn(Se)} 4)

f2(t.T,Se, 7, Ve @) = exp{z(z) + y(©)V; + idpln(S,) — In(B(t,T))} 5)
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B(t,T) = e T(T-1)/360 = g-11

En résolvant simultanément le systéme d’équations différentielles avec :

u(0) = x,(0) = 3(0) = z(0) = 0 et B(t + 7,0) = 1, on obtient les fonctions caractéristiques

suivantes :

fi ={exp —i¢pn[B(t,T)]+A+ B+ C + D}

[E—Kk+ (1 +id)pol(l- 6_57)

28

0
A=——72m<y—
KO

B = %[E —k+ A +ip)pa]t+ipIn(S;)

C = A1+ Pr[(1 + PiPeWDO+DE _ 1] _ Jigrr
i(1+(1—-e7%) v

26 —[(—k+ (1 +i)po](1—e=$) "

D =

et

fo = {exp — ipIn[B(t,T) |+ A+ B + C + D}

{—k+ 1 +ip)pal(1—e%7)

_ [

B = %[( —k+ 1 +ip)pa]lt+i¢ In(S,)

C = 2t[(1 + PiPeW/D+DE _ 1] _ 2ipjr

i(1+)(1—e%7)

D -« tDpold—e) "

ou

& =[xk — (1 +ip)pa)? —ip(1 + ip)o?

{ =[x — ippo]? — ip(ip — 1)a2

(6)

(7

)

9

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
(17)
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