
N d�ordre : 10/2010-E/MT

République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l�Enseignement Supérieur et de la Recherche Scienti�que
Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene

Faculté de Mathématiques

THESE

Présentée pour l�obtention du diplôme de Doctorat d�Etat

EN :MATHEMATIQUES

Spécialité : Analyse (Systèmes Dynamiques)

Par : BENBACHIR Maamar

Sujet

Systèmes lents-rapides avec problèmes réduits
Hamiltoniens et l�équation de Cahn-Hilliard

Soutenue publiquement le 28 novembre 2010, devant le jury composé de :

Mr-KESSI Arezki Professeur à l�U.S.T.H.B Président
Mr-BEBBOUCHI Rachid Professeur à l�U.S.T.H.B Directeur de thèse
Mr-AIT DADS El Hadi Professeur à l�Univ. C. Ayyad Maroc Examinateur
Mr-BENMEZAI Abdelhamid Professeur à l�U.S.T.H.B Examinateur
Mr-LAKRIB Mustapha Professeur à l�Univ. Sidi Bel Abbès Examinateur
Mme-BENZEKRI Tounsia Maître de conférences A à l�U.S.T.H.B Examinatrice
Mr-HEBRI Belkhaled Maître de conférences A à l�U.S.T.H.B Examinateur



1

Remerciements
Ecrire les remerciements est une bonne nouvelle pour le doctorant, cela signi�e que la �n

est proche. Je tenterai de satisfaire au di¢ cile exercice de la page des remerciements, peut-
être la tâche la plus ardue de ces années de thèse. La di¢ culté de cette page tient dans le
fait de n�oublier personne c�est pourquoi, je remercie par avance ceux dont le nom n�apparaît
pas dans cette page et qui m�ont aidé d�une manière ou d�une autre. Ils se reconnaîtront.
Je remercie DIEU le tout puissant pour m�avoir guidé.
J�adresse toute ma gratitude au professeur Rachid Bebbouchi, qui a dirigé ce travail.

Il a su me laisser la liberté de réaliser un travail personnel, tout en y traçant les garde-fous.
Merci aussi pour les journées passées à corriger mes élucubrations.
J�exprime toute ma gratitude à Monsieur Arezki Kessi de l�honneur qu�il me fait de

présider cette thèse.
Je veux exprimer ma reconnaissance aux examinateurs, El Hadi Ait Dads, Mustapha

Lakrib, Abdelhamid Benmezai, Tounsia Benzekri et Belkhaled Hebri qui me font
l�honneur de juger ce travail.
Je remercie tout particulièrement le professeur Tew�k Sari qui m�a beaucoup aidé.

Parmi mes amis dont l�amitié m�a marquée scienti�quement je citerai Karim Yadi. Je me
reconnais à travers lui, au moment où je commençais à perdre con�ance en moi - je voulais
dire dans la thématique - c�est lui qui trouvait les mots et les phrases nécessaires pour
me redonner con�ance. Je n�oublierai pas nos navettes entre l�université de Tlemcen et
l�université de Bechar (ce n�est pas loin, c�est juste quelque 600 kilomètres) pour travailler
ensemble. C�est à travers nos discussions que j�ai comblé beaucoup de mes lacunes. Karim
tu es un ange. Je remercie aussi Mustapha Lakrib pour les fréquentes discussions sur la
moyennisation et surtout la technique de Stroboscopie et aussi pour son implication dans
mes travaux ; sa manière, bien à lui, de voir les choses m�a été d�une aide précieuse.
Je continue par dire à mes deux complices Zoubir Dahmani deMostaganem et Ab-

delkader Saadi de Bechar, que vous êtes pour moi comme mes frères.
Un grand merci à tous les enseignants du Laboratoire Mathématiques et Dynamiques

des Populations (LMDP) et en particulier le Professeur EL Hadi Ait Dads, qui, par leur
sympathie, ont rendu mon séjour àMerrakech des plus agréable.
Une pensée émue pour tous les collègues de l�université de Béchar en particulier notre

Recteur et ami Abdelkader Slimani et les enseignants Abdelkrim Missoum, Moha-
med Abbar et Mohamed Tehirichi avec qui j�ai partagé une réunion, un café, un repas
ou un pique-nique, je n�oublie pas mon aimable professeur Chikh Bouzar de l�université
d�Oran pour ses permanents encouragements et Abdelouahab Mahmoudi de l�USTHB
le gentleman. Un grand merci à mon ami Ahmed messaoud Khaled, qui m�a beaucoup
aidé du côté administratif.
Merci à toute ma famille de m�avoir supporté et aidé.



2

Résumé

Les systèmes lents-rapides où systèmes à deux échelles de temps sont des systèmes d�équa-
tions di¤érentielles caractérisés par la multiplication de la dérivée d�ordre le plus élevé par
un paramètre réel petit. Dans la première partie de ce travail on s�intéresse aux systèmes
d�équations di¤érentielles à deux échelles de temps (systèmes lents-rapides), dont le pro-
blème réduit est Hamiltonien avec ou sans paramètre lentement variable. Dans le chapitre
I on rappelle les notions de base sur les systèmes lents-rapides ainsi que sur les systèmes
Hamiltoniens avec quelques résultats de référence de la littérature. Le chapitre II constitue
le résultat de notre contribution. Ainsi dans ce chapitre on considère un système lent-rapide
dont le système lent est Hamiltonien. Le théorème de Tikhonov nous assure une approxima-
tion de l�ordre de 1 des solutions du système lent-rapide considéré. En considérant la région
d�oscillations du Hamiltonien et par l�application de la technique de moyennisation, on donne
une approximation de l�ordre de 1=" de l�énergie totale du système et du paramètre, qui sont
tous les deux à variation lente. On résout complètement à la main quelques exemples que
nous illustrons avec des simulations numériques. Les résultats de cette partie sont énoncés
dans l�analyse classique et prouvés dans la théorie IST (Internal Set Theory), qui est une
approche axiomatique de la théorie de l�Analyse Non Standard de Robinson.
Dans la seconde partie, le chapitre III est consacré aux notions de base sur le calcul

fractionnaire et à la méthode de décomposition d�Adomian. Ce chapitre est couronné par
l�application de la méthode de décomposition d�Adomian sur l�équation de Cahn-Hilliard
avec dérivée fractionnaire sur la variable temps et la variable espace. Comme résultat on
obtient des solutions numériques sous formes de séries convergentes.
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Abstract

Slow and fast systems are characterized by the multiplication of some of the derivatives
by a small real parameter ". In the �rst part of this thesis we deal with the special cases
of systems that the reduced problems of which are Hamiltonian equations, with or without
a slowly varying parameter. In Chapter I we recall the basic notations and de�nitions of
singular perturbations and of Hamiltonian systems with some classic results of the literature.
Chapter II is devoted to our contribution. We consider a slow and fast system that the
reduced problem is Hamiltonian system, the Tikhonov theorem gives approximate solutions
for times of order 1. By the use of the stroboscopic method, which is an e¢ cient tool developed
in nonstandard analysis, we establish approximations for times of order 1=". More exactly,
the variation of the total energy of the problem as well as the eventual slow parameter
is approximated by a certain averaged di¤erential equation. The results are illustrated by
some numerical simulations. The results are formulated in classical mathematics and proved
within Internal Set Theory which is an axiomatic approach to Nonstandard Analysis.
In second part, the third chapter III is reserved to elementary notions and de�nitions

of fractional derivatives and a brief review of Adomian decomposition method (ADM). By
introducing the fractional derivative in the sense of Caputo, we apply the Adomian decom-
position method for Cahn-Hilliard with time-and space-fractional derivative. As a result,
numerical solutions are obtained in a form of rapidly convergent series with easily compu-
table components.
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Chapitre 1

Sur les systèmes lents-rapides et sur
les systèmes Hamiltoniens

1.1 Sur les systèmes lents-rapides

1.1.1 Dé�nitions et notions de bases

Considérons le problème associé aux systèmes et aux conditions initiales suivants :

"
dx

dt
= F (x; y; "); x(0) = �";

dy

dt
= G(x; y; "); y(0) = �": (1.1)

Ce type de système est souvent appelé système lent-rapide ou système à deux échelles de
temps où x 2 Rn et y 2 Rm sont respectivement la variable rapide et la variable lente
et " est un réel positif petit. On suppose que les fonctions F et G sont continues, dé�nies
sur un ouvert D de Rn+m+1 et su¢ samment régulières pour que le théorème d�existence et
d�unicité des solutions s�applique. On suppose encore que les conditions initiales dépendent
d�une façon continue de ". Le système (1.1) est en fait une famille de systèmes dépendant de
". Ce dernier varie dans un petit intervalle [0; "0[. Le fait que la dérivée est multipliée par "
ne permet pas l�application du théorème de la dépendance continue des solutions par rapport
aux paramètres. Ceci caractérise les perturbations singulières. La théorie des perturbations
singulières a pour objectif d�étudier le comportement des solutions de (1.1) quand "! 0, sur
des intervalles bornés et éventuellement non bornés. Le dixième chapitre du livre de Wasow
[62] en est une excellente référence. Le changement de variable � = t=" transforme (1.1) en

dx

d�
= F (x; y; "); x(0) = �";

dy

d�
= "G(x; y; "); y(0) = �"; (1.2)

dont le système nominal1 est donné par

dx

d�
= F (x; y; 0); x(0) = �0;

dy

d�
= 0; y(0) = �0: (1.3)

En considérant y comme paramètre, l�équation suivante :

dx

d�
= F (x; y; 0): (1.4)

1Un système nominal est un système non-perturbé
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est appelée l�équation rapide. La composante x de la solution de (1.2) varie très vite par
rapport à ce qu�on appelle l�équation de la couche limite donnée par :

dx

d�
= F (x; �0; 0); x(0) = �0: (1.5)

L�ensemble des zéros de F (x; y; 0) = 0 forme ce qu�on appelle la variété lente de (1.2). Elle
est formée par l�ensemble des points d�équilibre de la dynamique rapide (1.4). Une solution de
(1.4) peut être non bornée quand � !1, comme elle peut tendre vers un point d�équilibre
ou encore elle peut s�approcher d�un attracteur plus complexe. Notons que le comportement
asymptotique d�une solution est lié aux conditions initiales. Supposons l�existence d�une
fonction � : Rm ! Rn telle que x = �(y) est solution de F (x; y; 0) = 0. On appelle le système
lent où parfois l�équation lente associée au système (1.1) l�équation suivante :

dy

dt
= G(�(y); y; 0)

Le problème réduit est dé�ni par :

dy

dt
= G(�(y); y; 0); y(0) = �0: (1.6)

Avant d�énoncer le théorème de Tikhonov, nous rappelons que ce dernier concerne le cas où
les solutions de l�équation rapide (1.4) tendent vers des points d�équilibre.

Sur la stabilité des équilibres : dé�nitions

Rappelons qu�un point d�équilibre x = �(y) de (1.4) est dit :
1. Stable (au sens de Lyapunov ) si, pour tout � > 0, il existe un � = �(�; y) > 0 tel que
toute solution x(�; y) de (1.4), pour laquelle jjx(0; y)� �(y)jj < �; peut être prolongée pour
tout � > 0 et satisfait jjx(�; y)� �(y)jj < �.
2. Instable s�il n�est pas stable.
3. Attractif s�il admet un bassin d�attraction, i.e, un voisinage V tel que toute solution
x(�; y) de (1.4) pour laquelle x(0; y) 2 V peut-être prolongée pour tout � > 0 et satisfait
lim
�!+1

x(�; y) = �(y). Il est dit globalement attractif si lim
�!+1

x(�; y) = �(y) est véri�ée pour

toutes les solutions.
4. Asymptotiquement stable s�il est stable et attractif en même temps. Il est dit globalement
asymptotiquement stable (GAS) s�il est stable et globalement attractif.
5. Asymptotiquement stable uniformément par rapport à y si le réel � = �(�; y) dans la
dé�nition de la stabilité ne dépend pas de y.
6. Exponentiellement stable si pour tout � > 0, il existe � > 0;M > 0 et � > 0 tels que pour
toute solution x(�; y) de (1.4) on ait

jjx(0; y)� �(y)jj < � =) jjx(�; y)� �(y)jj < M kx(0; y)� �(y)k exp(���)

pour tout � > 0. Il est dit globalement exponentiellement stable si la majoration est vraie
pour toutes les solutions.
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1.1.2 Rappel de quelques résultats fondamentaux

Théorie de Tikhonov : approche originelle

Dans la littérature classique on peut énumérer plusieurs méthodes de résolution des
problèmes de perturbations singulières (voir [11, 22, 56]). Parmi ces méthodes, on cite celle
des développements raccordés, celle des approximations successives complémentaires, celle
des échelles multiples et celle de Poincaré-Lighthill.

Théorème de Tikhonov On note les hypothèses par la lettre T:
T1 : On suppose que l�équation rapide (1.4) admet une solution unique pour toute condi-

tion initiale donnée et ceci pour toute valeur �xée du paramètre y.
T2 : Il existe un domaine2 K à adhérence compacte et d�intérieur non vide de Rm et

une fonction continue � telle que pour tout y 2 K, x = �(y) est une solution isolée de
F (x; y; 0) = 0, c�est-à-dire que F (�(y); y; 0) = 0, et il existe un réel positif � tel que la
relation y 2 K; kx� �(y)k < � et x 6= �(y) implique F (x; y; 0) 6= 0.
T3 : On suppose que l�équation lente (1.6) admet une solution unique pour toute condition

initiale donnée.
T4 : Pour tout y 2 K, le point d�équilibre x = �(y) de l�équation rapide (1.4) est

asymptotiquement stable uniformément par rapport à y.
T5 : On suppose que (�0; �0) appartient au bassin d�attraction de la racine x = �(y).

Théorème 1.1 [62] On suppose que les hypothèses T1 à T5 sont satisfaites et que les fonc-
tions F;G; �" et �" sont continues. Soit ~x(�) la solution de l�équation de la couche limite
(1.5), soit �y(t) la solution du problème réduit (1.6) et soit L un réel positif dans son intervalle
de dé�nition. Alors :
8� > 0;9"� > 0;8" 2]0; "�]; toute solution (x(t; "); y(t; ")) de (1.1) est dé�nie au moins

sur [0; L] et il existe ! > 0 tel que
"! < � et ky(t; ")� �y(t)k < � pour tout t dans [0; L];
kx(t; ")� �(�y(t))k < � pour tout t dans ["!; L];
kx("�; ")� ~x(�)k < � pour tout t dans [0; !]:

Remarque 1.1 S�il y a unicité des solutions pour (1.1) le théorème dit :

Lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t));8t 2]0; L]; Lim
"!0

y(t; ") = �y(t);8t 2 [0; L]:

Remarque 1.2 Si de plus le problème (1.6) admet dans l�intérieur de K un équilibre asymp-
totiquement stable, la conclusion du théorème reste vraie pour tout t positif.

Exemple 1.1 Soit le système suivant dans R2

"
dx

dt
= �y � (1 + ")x x(0) = a

dy

dt
= x y(0) = b:

2Le domaine est un ouvert connexe
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Ce dernier admet une solution exacte unique

x (t) =
(a+ b)

1� " e
�
t

" � "a+ b
1� " e

�t;

y (t) = �"(a+ b)
1� " e

�
t

" +
"a+ b

1� " e
�t;

d�une part, d�autre part l�équation réduite

dy

dt
= �y; y(0) = b; x = �(y) = �y

admet comme solution �y(t) = be�t:On a bien

Lim
"!0

x(t; ") = �(�y(t));8t 2]0; L]; Lim
"!0

y(t; ") = �y(t);8t 2 [0; L];

Théorie de Tikhonov : approche topologique

Dans [32] les auteurs ont introduit une topologie sur l�ensemble des problèmes de Cauchy.
Ils ont décrit le comportement des solutions de tous les systèmes appartenant à un petit
voisinage du système non perturbé. Dans ce qui suit on va reprendre l�essentiel de leurs
résultats :
Soit le problème

" _x = f(x; y); x(0) = �;
_y = g(x; y); y(0) = �;

(1.7)

où (�) = d=dt, f : 
 ! Rn et g : 
 ! Rm sont continues, 
 est un ouvert de Rn+m et
(�; �) 2 
. L�ensemble

T = f(
; f; g; �; �) : 
 ouvert de Rn+m; (�; �) 2 
;
f : 
! Rn; g : 
! Rm continuesg

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, que nous dé�nissons
comme étant la topologie pour laquelle un système de voisinages d�un élément (
0; f0; g0; �0;
�0) est engendré par les ensembles

V (D; a) = f(
; f; g; �; �) 2 T : D � 
, jjf � f0jjD < a, jjg � g0jjD < a,
jj�� �0jj < a, jj� � �0jj < ag;

où D est un sous-ensemble compact de 
0 et a un nombre réel strictement positif. Ici
jjhjjD = supu2D jjh(u)jj, où h est dé�nie sur le compact D à valeurs dans un espace normé. Il
s�agit donc d�étudier le système (1.7) avec " su¢ samment petit et (
; f; g; �; �) su¢ samment
proche d�un élément (
0; f0; g0; �0; �0)de T dans le sens de la topologie dé�nie. L�équation
rapide est alors dé�nie par

x0 = f0(x; y); (1.8)

où y est un paramètre et (0) = d=d� , avec � = t=".
La variété lente du système est dé�nie par l�ensemble des points de Rn � Rm véri�ant

f0(x; y) = 0: (1.9)
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Elle est constituée des points d�équilibre de l�équation rapide (1.8). En substituant �(y) à x
dans la deuxième équation du problème de départ (1.7) on obtient l�équation lente

_y = g0(�(y); y); (1.10)

qui sera dé�nie dans l�intérieur �Y du compact Y .
En adjoignant à l�équation rapide (1.8), de paramètre y = �0, la condition initiale x(0) =

�0, on obtient l�équation de la couche limite

x0 = f0(x; �0); x(0) = �0. (1.11)

De même que le problème réduit consiste en l�équation lente (1.10) avec la condition initiale
y(0) = �0 :

_y = g0(�(y); y); y(0) = �0. (1.12)

L�objectif est d�étudier le problème (1.7) pour " assez petit et (
; f; g; �; �) su¢ samment
proche d�un élément (D0; f0; g0; �0; �0).
Les résultats dans [32] sont énoncés sous les hypothèses suivantes :
H1 : Pour tout y �xé, l�équation rapide (1.8) possède la propriété d�unicité de la solution

pour toute condition initiale donnée.
La variété lente du système est dé�nie par l�ensemble des points de Rn+m véri�ant

f0(x; y) = 0:

Elle est formée des points d�équilibre de l�équation rapide (1.8). On suppose l�existence d�une
variété L de dimension n qui soit contenue dans la variété lente et qui soit le graphe d�une
fonction continue sur un compact d�intérieur non vide de Rm. Plus exactement, il existe une
application � : Y ! Rn, Y étant un compact de Rm, telle que (�(y); y) 2 
0 pour tout y
2 Y et L = f(x; y) : x = �(y); y 2 Y g.
H2 : Pour tout y 2 Y , x = �(y) est une racine isolée de l�équation (1.8), c�est-à-dire

f0(�(y); y) = 0; et il existe un réel � > 0 tel que les relations y 2 Y; kx� �(y)k < � et
x 6= �(y) impliquent f0(x; y) 6= 0:
H3 : Pour tout y 2 Y , x = �(y) est un point d�équilibre de l�équation (1.8) asymptoti-

quement stable et son basin d�attraction est uniforme sur Y:
H4 : L�équation lente (1.10) possède la propriété d�unicité de la solution pour toute

condition initiale donnée.
H5 : Le point �0 est dans �Y . Le point �0 est dans le basin d�attraction du point l�équilibre

x = �(y).

Théorème 1.2 Soient f : 
0 ! Rn et g : 
0 ! Rm et � : Y ! Rn des fonctions continues
et soit (�0; �0) dans 
0: Supposons que les hypothèses (H1) à (H5) sont satisfaites. Soit
x0(�) la solution de l�équation de la couche limite (1.11). Soit y0(t) la solution du problème
réduit (1.12). Soit I = [0; ![; 0 < ! � +1 son intervalle maximal positif de dé�nition.
Soit T dans I, I étant l�intervalle maximal positif de la solution y0(t). Pour tout � > 0,
il existe � > 0 et un voisinage V de (
0; f0; g0; �0; �0) dans T tels que pour tout " < �,
et pour tout (
; f; g; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) du problème (1.7) soit dé�nie au
moins sur [0; T ] et il existe L > 0 tel que "L < �; kx("�)� x0(�)k < � pour tout 0 � � �
L; kx(t)� �(y0(t))k < � pour "L � t � T et ky(t)� y0(t)k < � pour 0 � t � T:
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Concernant les approximations des solutions pour t 2 [0;+1[; on a besoin d�une hypo-
thèse supplémentaire. Soit y1 2 �Y un équilibre de l�équation lente (1.10). Soit l�hypothèse
suivante :
H6 : Le point y = y1 est un équilibre asymptotiquement stable de l�équation lente (1.10)

et �0 appartient au basin d�attraction de y1:
Quand l�hypothèse H6 est satisfaite, la solution y0(t) du problème réduit est dé�nie pour

tout t � 0 et satisfait la propriété lim
t!+1

y0(t) = y1: Dans ce cas précis la conclusion du

théorème (1.2) reste valable pour tout t positif.

Théorème 1.3 Soient f : 
0 ! Rn et g : 
0 ! Rm et � : Y ! Rn des fonctions continues
et soient y1 2 �Y et (�0; �0) dans 
0: Supposons que les hypothèses H1 à H6 sont satisfaites.
Soit x0(�) la solution de l�équation de la couche limite (1.11). Soit y0(t) la solution du
problème réduit (1.12). Pour tout � > 0, il existe � > 0 et un voisinage V de (
0; f0; g0; �0; �0)
dans T tels que pour tout " < �, et pour tout (
; f; g; �; �) 2 V , toute solution (x(t); y(t)) du
problème (1.7) est dé�nie pour tout t � 0 et il existe L > 0 tel que "L < �; kx("�)� x0(�)k <
� pour tout 0 � � � L; kx(t)� �(y0(t))k < � pour t � "L et ky(t)� y0(t)k < � pour t � 0:

Théorie de Pontryagin-Rodygin : approche topologique

Dans [55] T. Sari et K. Yadi ont étudié les systèmes lents-rapides pour lesquels la dy-
namique rapide admet des cycles limites, pour toutes les valeurs �xées des variables lentes.
L�outil fondamental est le théorème de Pontyagin-Rodygin, qui décrit le comportement limite
de la solution dans le cas de la continuité di¤érentiable et les cycles sont exponentiellement
stables. Plus précisément, ils considéraient les systèmes lents-rapides de la forme (1.7).
Lorsque l�équation rapide admet un cycle limite, la théorie de Tikhonov ne convient plus.

Les hypothèses seront dénotées par la lettre P .
P1 : Pour tout y, l�équation rapide (1.8) possède la propriété d�unicité de la solution pour

toute condition initiale �xée.
P2 : Il existe une famille de solutions x�(�; y) dépendant continûment de y 2 G, où

G � Rm est un compact d�intérieur non vide, telle que :
� x�(�; y) est une solution périodique de l�équation rapide (1.8) de période T (y) > 0.
� L�application y ! T (y) est continue.
� Le cycle �y correspondant à la solution périodique x�(�; y) est asymptotiquement stable

et son bassin d�attraction est uniforme sur G.
De l�hypothèse P2, on déduit que le cycle �y dépend continûment de y et est localement

unique, i.e. il existe un voisinageW de �y tel que l�équation rapide (1.8) n�admet pas d�autre
cycle dans W . La solution x�(�; y) est dite orbitalement asymptotiquement stable.
Nous dé�nissons l�équation lente dans l�intérieur �G de G par le système moyennisé

�
y = �g0(y) :=

1

T (y)

Z T (y)

0

g0(x
�(�; y); y) d�: (1.13)

Supposons ce qui suit :
P3 : L�équation lente (1.13) possède la propriété d�unicité de la solution pour toute condi-

tion initiale �xée.
P4 : Le point �0 est dans �G et �0 est dans le bassin d�attraction de ��0.
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Nous référons à l�équation de la couche limite comme étant

x0 = f0(x; �0); x(0) = �0; (1.14)

et au problème réduit comme étant

�
y = �g0(y); y(0) = �0: (1.15)

Un premier résultat a pour énoncé :

Théorème 1.4 [55] Soit (
0; f0; g0; �0; �0) un élément de T . Supposons véri�ées les hypo-
thèses P1 à P4. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de (1.14) et (1.15) et L 2 I, où I
est l�intervalle positif de dé�nition de �y(t). Alors, pour tout � > 0, il existe un "� > 0 et un
voisinage V de (
0; f0; g0; �0; �0) dans T tel que pour tout " < "� et tout (
; f; g; �; �) dans
V, toute solution (x(t); y(t)) de (1.7) est dé�nie au moins sur [0; L] et il existe ! > 0 tel que

"! < �;
jjx("�)� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t)� �y(t)jj < � pour 0 � t � L;
dis(x(t);��y(t)) < � pour "! � t � L:

Pour prouver ce théorème, les auteurs établissent notamment trois faits. Le premier est
que la trajectoire du problème (1.7) atteint quasi-instantanément à l�échelle du temps lent t la
variété engendrée par les cycles de l�équation rapide (1.8) paramétrés par y. Le deuxième est
qu�ensuite, tant que y est assez loin du bord de G, la trajectoire restera près de cette variété.
Le troisième concerne l�approximation de ces deux phases par les solutions respectives des
équations rapide et lente.

Théorème de Pontryagin�Rodygin : validité des approximations pour tous les
temps

Les approximations du théorème 1.4 peuvent être obtenues également pour tout t � 0
en supposant par exemple qu�il existe dans �G un point d�équilibre �y1 de l�équation lente
moyennisée (i.e. �g0(�y1) = 0) qui soit asymptotiquement stable. Ainsi on suppose que :
P5 : L�équation lente (1.13) admet un point d�équilibre �y1 dans �G qui est asymptoti-

quement stable et �0 est dans son bassin d�attraction.

Théorème 1.5 [55] Soit (
0; f0; g0; �0; �0) un élément de T . Soit �y1 2 �G. Supposons véri-
�ées les hypothèses P1 à P5. Soit ~x(�) et �y(t) les solutions respectives de (1.14) et (1.15).
Alors, pour tout � > 0, il existe un "� > 0 et un voisinage V de (
0; f0; g0; �0; �0) dans T
tels que pour tout " < "� et tout (
; f; g; �; �) dans V, toute solution (x(t); y(t)) de (1.7) est
dé�nie pour tout t � 0 et il existe ! > 0 tel que

"! < �;
jjx("�)� ~x(�)jj < � pour 0 � � � !;
jjy(t)� �y(t)jj < � pour t � 0;
dis(x(t);��y(t)) < � pour t � "!:
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1.2 Sur les systèmes Hamiltoniens

1.2.1 Dé�nitions et notions de bases

Dé�nition 1.1 Soit H : Rn�Rn�R! Rn une fonction su¢ samment régulière par rapport
à ses arguments. Le système dynamique suivant :8><>:

_qi =
@H

@pi
(q; p; t);

_pi = �
@H

@qi
(q; p; t);

(i = 1; ::; n) (1.16)

est appelé système Hamiltonien et la fonction H(p; q; t) est appelée fonction Hamiltoniène
où l�Hamiltonien de (1.16).

Remarque 1.3 Le système (1.16) peut-être écrit sous la forme condensée suivante :8><>:
_q =

@H

@p
(q; p; t);

_p = �@H
@q
(q; p; t):

(1.17)

Si la fonction de Hamilton ne dépend pas du temps t alors (1.17) est dit autonome ou conser-
vatif. L�énergie est la valeur prise par l�Hamiltonien le long d�une trajectoire (q(t); p(t)). Elle
dépend de la valeur initiale. Ainsi,

H(q(t); p(t)) = E:

Dé�nition 1.2 On appelle région d�oscillations de la fonction Hamiltoniène H(q; p) un in-
tervalle I de R tel que, pour tout E dans I, H(q; p) = E dé�nit une courbe fermée non

triviale C(E) dans le (q; p)-plan qui ne contient aucun point singulier qui annule
@H

@p
et

@H

@q
.

Dé�nition 1.3 On appelle degré de liberté d�un système Hamiltonien le nombre de paires
(qi; pi). Il est égal à n dans le cas où le système est autonome et à n + 1

2
dans le cas non

autonome.

Pour un système conservatif, l�énergie totale E(t) = H(q(t); p(t)) se conserve le long
d�une trajectoire 
(t) = (q(t); p(t)), puisqu�on a la relation :

dE

dt
=
@H

@q

dq

dt
+
@H

@p

dp

dt
= 0:

Pour étudier les trajectoires du système (1.17) il su¢ t d�étudier les courbes de niveau
H(q; p) = Cte
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1.2.2 Systèmes intégrables

Dé�nition 1.4 Soient H(p; q) et L(p; q) deux fonctions di¤érentiables par rapport aux ar-
guments q et p 2 Rn. Le crochet de Poisson de H avec L, noté fH;Lg, est dé�ni par

fH;Lg =
nX
i=1

�
@H

@pi

@L

@qi
� @H
@qi

@L

@pi

�
:

Dé�nition 1.5 On appelle intégrale première d�un système Hamiltonien une fonction L,
constante le long des trajectoires (c�est-à-dire _L = 0, sous le �ux appliqué par les équations
de Hamilton).

Théorème 1.6 Une fonction L est une intégrale première du système Hamiltonien si

fH;Lg = 0:

Remarque 1.4 Pour prouver ce théorème, il su¢ t d�appliquer le crochet de Poisson de H
avec L.

Dé�nition 1.6 On dit qu�un système Hamiltonien est complètement intégrable s�il possède
n intégrales premières linéairement indépendantes (y compris l�Hamiltonien), où n est le
nombre de degrés de liberté du système.

1.2.3 Quelques résultats de référence

Dans [49] et [53], T. Sari développe et utilise la technique de stroboscopie dans la descrip-
tion des solutions des systèmes di¤érentiels et en particulier pour des systèmes Hamiltoniens.
Dans ce qui suit on va reprendre d�une façon succincte l�essentiel des résultats ayant une
relation avec le thème de notre travail.
Soit le problème suivant

_q = @H
@p
(p; q; �) + "f(p; q; �); p 2 R;

_p = �@H
@q
(p; q; �) + "g(p; q; �); q 2 R;

_� = "h(p; q; �); � 2 Rn;
(1.18)

où f , g et h sont continues. Soit 
(t; ") = (p(t; "); q(t; "); �(t; ")) une solution de (1.18).
L�énergie totale E(t; ") = H(p(t; "); q(t; "); �(t; ")) varie lentement car :

_E = "
(p; q;�); 
 =
@H

@p
g +

@H

@q
f +

@H

@�
h: (1.19)

Pour un temps de l�ordre de 1, les quantités �(t; ") et E(t; ") restent presque constantes,
ainsi une solution 
(t; ") qui passe par le point (p0; q0; �0) reste proche à la courbe C(E0; �0)
dé�nie par H(p; q; �0) = E0 où H(p0; q0; �0) = E0. La question fondamentale est de savoir ce

qui ce passe pour un temps de l�ordre de
1

"
. Cette question sera traitée dans le paragraphe

suivant.
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Perturbations non Hamiltoniènes

En posant � = "t le système (1.18)-(1.19) se transforme en

q0 =
1

"

@H

@p
(p; q; �) + "f(p; q; �); p 2 R;

p0 = �1
"

@H

@q
(p; q; �) + "g(p; q; �); q 2 R;

�0 = h(p; q; �); � 2 Rn;
E 0 = 
(p; q; �):

(1.20)

Soit (q(t; �; E); p(t; �; E)) une solution du système Hamiltonien

_q =
@H

@p
(p; q; �); p 2 R;

_p = �@H
@q
(p; q; �); q 2 R;

(1.21)

où E est dé�ni par H(q; p; �) = E. On suppose que cette équation dé�nit une courbe fermée
C(E; �) dans le plan (q,p) qui ne contient aucun point singulier. Soit P (E; �) sa période. On
dé�nit dans la région d�oscillations D de l�Hamiltonien les fonctions G(E; �) et K(E; �) par

G(E; �) =
R(E; �)

P (E; �)
; R(E; �) =

Z P (E;�)

0


(p(t; �; E); q(t; �; E))dt;

K(E; �) =
S(E; �)

P (E; �)
; S(E; �) =

Z P (E;�)

0

h(p(t; �; E); q(t; �; E))dt:

Théorème 1.7 Soit 
(�; ") = (p(�; "); q(�; "); �(�; ")) une solution de (1.20) qui passe par
le point (q0; p0; �0). On suppose que (E0; �0) où E0 = H(q0; p0; �0) soit dans la région
d�oscillations D et que la courbe fermée C(E; �) contient le point (q0; p0). Soit E(�; ") =
H(p(�; "); q(�; "); �(�; ")) l�energie totale de 
(�; "). Les fonctions E(�; ") et �(�; ") sont ap-
prochées dans la région d�oscillations du Hamiltonien par les solutions E0(�), �0(�) du sys-
tème moyennisé

E 0 = G(E; �); �0 = K(E; �) (1.22)

avec la condition initiale (E0; �0) aussi longtemps que � soit limité et (E0(�); �0(�)) soit
limité et prend ses valeurs dans D.



Chapitre 2

Cas des problèmes réduits
Hamiltoniens

2.1 Notre contribution

Après la généralisation des résultats de Tikhonov et Pontryagin-Rodygin pour les sys-
tèmes lents-rapides par C. Lobry et T. Sari et S. Touhami dans [32] et T. Sari, K. Yadi
dans [55], il était tout à fait naturel de penser au cas où les trajectoires s�approchent d�un
mouvement oscillatoire sur la variété lente [6]. Pour autant que nous savons, ce cas a été
décrit par M. Remili dans [45]. L�auteur y a examiné le système scalaire lent-rapide

dx

dt
= f(x; y; z);

dy

dt
= g(x; y; z); "

dz

dt
= h(x; y)� z;

où l�équation lente qui présente des orbites périodiques admet une intégrale première. En
utilisant l�application du premier retour de Poincaré, l�auteur a montré qu�après une tran-
sition rapide, la trajectoire considérée remplit la région des oscillations sur la variété lente.
Cette étude est entièrement qualitative.
Le point de départ du présent travail est l�étude d�une perturbation singulière de l�oscil-

lateur harmonique [5] du type

"
d3x

dt3
+
d2x

dt2
+ x = 0;

ou plus exactement du système qui lui est associé

dx

dt
= y;

dy

dt
= z; "

dz

dt
= �x� z:

Par le changement de variable "z1 = x+ z; celui ci s�écrit :

dx

dt
= y;

dy

dt
= �x+ "z1; "

dz1
dt
= y � z1:

Ce système est un cas particulier du système lent-rapide général suivant

dx

dt
=
@H

@y
(x; y) + "f(x; y; z; ");

dy

dt
= �@H

@x
(x; y) + "g(x; y; z; ");

"
dz

dt
= h(x; y; z; ");

(2.1)

17
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où le système lent est un système Hamiltonien. Nous considérons également un cas plus
général où l�Hamiltonien dépend d�un paramètre lentement variable, plus exactement

dx

dt
=
@H

@y
(x; y; �) + "f(x; y; z; �; ");

dy

dt
= �@H

@x
(x; y; �) + "g(x; y; z; �; ");

"
dz

dt
= h(x; y; z; �; ");

d�

dt
= "�(x; y; z; �; "):

(2.2)

Nous dé�nissons un système moyennisé

E 0 =M1(E; �); �
0 =M2(E; �); (2.3)

où (0) =
d

d�
tel que � = "t. Les fonctions M1 et M2 sont les fonctions moyennisées de


(x; y; �) = !(x; y; �(x; y; �); �); A(x; y; �) = �(x; y; �(x; y; �); �; 0);

sur les orbites fermées du système Hamiltonien

dx

dt
=
@H

@y
(x; y; �);

dy

dt
= �@H

@x
(x; y; �); (2.4)

où � est considéré comme un paramètre constant. La fonction ! est donnée par :

!(x; y; z; �) =
@H

@x
(x; y; �)f(x; y; z; �; 0) +

@H

@y
(x; y; �)g(x; y; z; �; 0)

+
@H

@�
(x; y; �)�(x; y; z; �; 0);

et la fonction � dé�nit la variété lente z = �(x; y; �) de (2.2). Nous montrerons dans le
théorème 2.5 que, pour toute solution (x(�; "); y(�; "); z(�; "); �(�; ")) de (2.2), écrite dans
l�échelle de temps � , les fonctions E(�) = H(x(�; "); y(�; ")) et �(�; ") sont approchées dans
la région d�oscillations du Hamiltonien par les solutions du système moyennisé (2.3). Dans [53]
T. Sari considère une perturbation d�un système Hamiltonien avec un paramètre lentement
variable

dx

dt
=
@H

@y
(x; y; �) + "f1(x; y; �; ");

dy

dt
= �@H

@x
(x; y; �) + "g1(x; y; �; ");

d�

dt
= "�1(x; y; �; ");

(2.5)

où il utilise la méthode de stroboscopie pour obtenir des invariants adiabatiques. Il prouve
(voir Théorème 2 dans [53] et ces références) que l�énergie E et le paramètre � sont approchés
par des solutions du système moyennisé (2.3) où les fonctionsM1 etM2 sont les moyennisées
des fonctions


1(x; y; �) = !1(x; y; �); A1(x; y; �) = �1(x; y; �; 0);
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sur les orbites fermées du système Hamiltonien (2.4). Ici, la fonction !1 est donnée par

!1(x; y; �) =
@H

@x
(x; y; �)f1(x; y; �; 0) +

@H

@y
(x; y; �)g1(x; y; �; 0)

+
@H

@�
(x; y; �)�1(x; y; �; 0):

Pour montrer comment le dernier résultat de [53] peut être utilisé pour prouver notre
résultat malgré le fait que le système lent-rapide que nous considérons contienne également
la variable rapide z, nous avons besoin de dire un mot sur la théorie géométrique des per-
turbations singulières. En particulier nous abordons ici le théorème de la variété invariante
de Fenichel (pour les détails et les dé�nitions, on peut voir [25]). Cela concerne les systèmes
de la forme

y0 = "u(y; z; "); z0 = v(y; z; "); (2.6)

où u et v sont C1 dans un ouvert U � I de Rm+n+1, 0 2 I. On suppose que l�ensemble
N0 = f(y; z); v(y; z; 0) = 0g est une variété normalement hyperbolique1 donnée par le graphe
d�une fonction C1, z = �(y) dé�nie sur un compact Y . Sous ces hypothèses, le théorème de
Fenichel garantit que �N0 persiste pour de petites valeurs de "�, plus précisément, pour tout
entier positif r et pour tout " > 0 assez petit, il existe une fonction z = Z(y; ") de classe
Cr dé�nie pour y dans Y telle que la variété N" = f(y; z); z = Z(y; ")g soit localement
invariante par (2.6). De plus N" ! N0 quand "! 0. Ainsi, sur la variété lente de Fenichel
N", le système (2.6) est réduit à

y0 = u(y;Z(y; "); "):

Les hypothèses que nous faisons dans notre travail ne nécessitent pas de fortes conditions
de dérivabilité des fonctions intervenant dans le problème. La variété lente n�est pas censée
être di¤érentiable ni normalement hyperbolique, chose qui est exigée dans le théorème de
Fenichel. Toutefois, si l�on suppose que le problème (2.2) admet une variété invariante donnée
par z = Z(x; y; �; "), il devient tout simplement

dx

dt
=
@H

@y
(x; y; �) + "f(x; y;Z(x; y; �; "); �; ");

dy

dt
= �@H

@x
(x; y; �) + "g(x; y;Z(x; y; �; "); �; ");

d�

dt
= "�(x; y;Z(x; y; �; "); �; ");

qui est un système Hamiltonien perturbé avec des paramètres lentement variables de la forme
(2.5), où

f1(x; y; �; ") = f(x; y;Z(x; y; �; "); �; ");
g1(x; y; �; ") = g(x; y;Z(x; y; �; "); �; ");
�1(x; y; �; ") = �(x; y;Z(x; y; �; "); �; "):

1On suppose que l�ensemble N0 est une variété de dimension m. On dit que N0 est normalement hyper-
bolique si le linéarisé de

z0 = v(y; z; 0);
y0 = 0;

en tout point de N0 a exactement m valeurs propres sur l�axe imaginaire.
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En outre, puisque Z(x; y; �; 0) = �(x; y; �), on a


1(x; y; �) = 
(x; y; �); A1(x; y; �) = A(x; y; �):

D�après le théorème 2 dans [53], les solutions de (2.2) sont approchées par les solutions
du système moyennisé (2.3), à condition que les hypothèses du théorème de Fenichel soient
remplies. Il est à noter que notre contribution se compose d�une preuve directe fondée sur la
théorie de Tikhonov et la méthode de stroboscopie.
Pour une bonne lecture, on préfère détailler notre approche sur le cas du système (2.1).

Dans la Section 2.2, nous énonçons deux théorèmes, le premier étant une simple application
du théorème de Tikhonov donnant le comportement des solutions de (2.1) pour un temps de
l�ordre de 1. Le Théorème 2.2 donne une approximation de l�énergie totale de (2.1) pour un
temps de l�ordre de 1=". Nos résultats sont énoncés dans l�analyse classique et dans l�Ana-
lyse Non Standard et prouvés dans la théorie des ensembles internes (IST). La section 2.3
est consacrée aux énoncés externes des théorèmes de la section 2.2. Dans la section 2.4,
nous considérons le système (2.2) où le système Hamiltonien dépend d�un paramètre vecto-
riel lentement variable. Nous avons choisi de présenter ce dernier résultat (Théorème 2.5)
seulement dans une forme Non Standard. La section 2.5 est reservée à la démonstration des
théorèmes de la section 2.3 et la section 2.4. Nous donnons quelques exemples d�application
des théorèmes 2.2 et 2.5.

2.2 Moyennisation sur la variété lente

Considérons le système Hamiltonien

dq

dt
=
@H

@p
(q; p);

dp

dt
= �@H

@q
(q; p):

(2.7)

Les courbes de niveau H(q; p) = E, où E est une constante (l�énergie), sont les courbes
intégrales de (2.7). Une solution périodique de (2.7) correspondant à l�orbite fermée C(E)
est notée par (q(t; E); p(t; E)) avec la période P (E) et elle est dé�nie pour tout t. Considérons
le système

dx

dt
=
@H

@y
(x; y) + "f(x; y; z; ");

dy

dt
= �@H

@x
(x; y) + "g(x; y; z; ");

"
dz

dt
= h(x; y; z; ");

(2.8)

avec les conditions initiales

x(0) = q0; y(0) = p0; z(0) = z0; (2.9)

où (x; y; z) 2 R � R � Rn. D�abord, nous décrivons les solutions du système (2.8) sur un
intervalle de temps �ni quand "! 0, par l�utilisation du théorème de Tikhonov.
On note les hypothèses par la lettre H.

H1 : Les fonctions f , g, h et les dérivées partielles de H sont continues par rapport à leurs
arguments.
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Nous supposons que l�équation rapide

dz

ds
= h(x; y; z; 0); (2.10)

où s = t=", a un point d�équilibre asymptotiquement stable z = �(x; y). Plus exactement :
H2 : Il existe un domaine K à adhérence compacte et d�intérieur non vide dans R2 et
une fonction continue � tels que pour tout (x; y) 2 K, z = �(x; y) est une racine isolée
de h(x; y; z; 0) = 0. Le point z = �(x; y) est un équilibre asymptotiquement stable de (2.10)
uniformément sur K.
Le graphe de z = �(x; y) est une composante attractive de la variété lente h(x; y; z; 0) = 0.

L�équation lente est le système Hamiltonien (2.7). Nous référons à l�équation de la couche
limite par

dz

ds
= h(x; y; z; 0); z(0) = z0; (2.11)

et à l�équation réduite par

dq

dt
=
@H

@p
(q; p); q(0; E0) = q0;

dp

dt
= �@H

@q
(q; p); p(0; E0) = p0;

(2.12)

où (q; p) appartient à �K et E0 est le niveau d�énergie tel que H(q0; p0) = E0. Nous énonçons
la dernière hypothèse :
H3 : L�équation rapide (2.10) et l�équation lente (2.7) ont la propriété d�unicité de la solution
par rapport aux conditions initiales (q0; p0) 2 �K et z0 est dans le bassin d�attraction de
�(q0; p0).
Le théorème ci-dessous est une conséquence du théorème de Tikhonov pour les systèmes

lents-rapides et donne une approximation des solutions de (2.8)-(2.9) pour un temps d�ordre
1 et ceci pour " su¢ samment petit [32, 56]. Nous ne donnons pas sa preuve.

Théorème 2.1 Supposons que les hypothèses H1 à H3 soient remplies. Soit ~z(s) la so-
lution de l�équation de couche limite (2.11) et (q(t; E0); p(t; E0)) la solution de l�équation
réduite (2.12). Soit T > 0 dans l�intervalle positif de dé�nition de (q(t; E0); p(t; E0)). Pour
chaque � > 0, il existe "� > 0 tel que, pour tout 0 < " < "�, toute solution 
(t; ") =
((x(t; "); y(t; "); z(t; ")) de (2.8)-(2.9) est dé�nie au moins sur [0; T ] et il existe ! > 0 tel que

"! < �;
jz("s)� ~z(s)j < � pour tout 0 � s � !;
jx(t; ")� q(t; E0)j < � , jy(t; ")� p(t; E0)j < � pour tout 0 � t � T;
jz(t; ")� �(q(t; E0); p(t; E0))j < � pour tout "! � t � T:

D�après ce qui précède, pour " assez petit, une trajectoire de phase 
(t; ") = (x(t; "); y(t; ")
; z(t; ")) de condition initiale (q0; p0; z0) arrive rapidement après un petit temps t0 = "!,
au voisinage de la variété lente z = �(x; y), (x; y) 2 �K. Ensuite, elle reste proche de la
courbe C(E0) dé�nie par H(x; y) = E0 pour un temps d�ordre 1. Maintenant, l�énergie
totale E(t; ") = H(x(t; "); y(t; ")) du système (2.8) varie lentement du fait que sa dérivée est
donnée par

dE

dt
= "!(x; y; z; "); (2.13)
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où

!(x; y; z; ") =
@H

@x
(x; y):f(x; y; z; ") +

@H

@y
(x; y):g(x; y; z; "): (2.14)

Pour un temps de l�ordre de 1, la quantité E(t; ") reste presque constante et le problème est
de décrire ce qui se passe pour un temps de l�ordre de 1=". Il est plus naturel de considérer le
système (2.8) et l�équation (2.13) à l�échelle de temps � = "t. Le système (2.8) et l�équation
(2.13) devienent

x0 =
1

"

@H

@y
(x; y) + f(x; y; z; ");

y0 = �1
"

@H

@x
(x; y) + g(x; y; z; ");

z0 =
1

"2
h(x; y; z; ");

(2.15)

E 0 = !(x; y; z; "): (2.16)

Notons

(x; y) := !(x; y; �(x; y); 0);

et faisons une autre hypothèse pour éviter les problèmes de frontière :
H4 : La région d�oscillations I de (2.7) est non vide et il existe un intervalle compact J
dans I tel que K = [

E2J
C(E).

Considérons l�équation moyennisée

�E 0 =
M( �E)

P ( �E)
:=

1

P ( �E)

P ( �E)Z
0


(q(v; �E); p(v; �E))dv; (2.17)

dé�nie dans �J . Nous rappelons que (q(t; E); p(t; E)) est la solution périodique de (2.7)
d�énergie E et de période P (E).
H5 : L�équation (2.17) possède la propriété d�unicité des solutions pour toute condition
initiale �xée.

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèses H1 à H5 soient remplies. Soit 
(�; ") une
solution de (2.15) avec la condition initiale (2.9). Supposons que E0 = H(q0; p0) 2 �J . Soit
E(�) = H(x(�; "); y(�; ")) l�énergie totale de 
(�; "). Soit �E(�) la solution de l�équation
moyennisée (2.17) avec la condition initiale E0 et soit L dans son intervalle positif de dé�-
nition. Alors, pour chaque � > 0, il existe "� > 0 tel que pour tout 0 < " < "� la fonction
E(�) satisfait jE(�)� �E(�)j < � pour tout � dans [0; L].

2.3 Résultats externes

Les théorèmes 2.3 et 2.4 ci-dessous sont les énoncés externes des théorèmes 2.1 et 2.2.

Théorème 2.3 Soient f , g, H, h, �, p0, q0, z0 et E0 standard. Supposons que les hypothèses
H1 à H3 soient satisfaites. Soit ~z(s) la solution de l�équation de couche limite (2.11) et
(q(t; E0); p(t; E0)) la solution de l�équation réduite (2.12). Soit " > 0 un réel in�nitésimal et
T un nombre réel standard dans l�intervalle positif de dé�nition de (q(t; E0); p(t; E0)).
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Alors, toute solution 
(t; ") = (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) de (2.8) est dé�nie au moins sur
[0; T ] et il existe ! tel que "! ' 0 et

z("s; ") ' ~z(s); pour tout 0 � s � !;
x(t; ") ' q(t; E0); y(t) ' p(t; E0) pour tout 0 � t � T;
z(t; ") ' �(q(t; E0); p(t; E0)); pour tout "! � t � T:

Théorème 2.4 Soient f , g, H, h, �, p0, q0, z0 standard. Soit " un réel positif in�nitésimal.
Supposons que les hypothèses H1 à H5 soient satisfaites. Soit 
(�; ") = ((x(�; "); y(�; "); z(�;
")) une solution de (2.15) avec la condition initiale (2.9). Supposons que E0 = H(q0; p0) 2 �J .
Soit E(�) = H(x(�; "); y(�; ")) l�énergie totale de 
(�; "). Soit �E(�) la solution de l�équation
moyennisée (2.17) avec la condition initiale E0 et soit L standard dans son intervalle positif
de dé�nition . Alors, la fonction E(�) satisfait E(�) ' �E(�) pour tout � 2 [0; L].

La preuve du théorème 2.4 est reportée à la section 2.5. Montrons d�abord que le théo-
rème 2.4 se ramène au théorème 2.2. Nous aurons besoin de la formule de réduction due à
E. Nelson [38]

8x (8sty A) 8stz B) � 8z 9finy0 8x (8y 2 y0 A) B); (2.18)

où A (respectivement B) est une formule interne avec variable libre y (respectivement z) et
paramètres standard. La notation 8stX signi�e «pour tout standard X» et 9finXsigni�e �il
existe X,X �ni�.
Réduction du Théorème 2.2. Soit B la formule dans le théorème 2.2 : �la fonction
E(�) satisfait jE(�) � �E(�)j < � pour tout � dans [0; L]�. Dire que "la fonction E(�)
satisfait E(�) ' �E(�) pour tout � dans [0; L]�est traduit par 8st� B. Dire que �" > 0 est
in�nitésimal�est traduit par 8st"� 0 < " < "�. Par conséquent, le théorème 2.4 a¢ rme que

8" (8st"� 0 < " < "� ) 8st� B):

Dans cette formule, f , g, H, h, p0, q0, E0 et L sont des paramètres standard, " et � sont des
réels strictement positifs. Par (2.18), la dernière formule est équivalente à

8� 9fin"�0 8" (8"� 2 "�0 0 < " < "� ) B):

Mais pour "�0 ensemble �ni, dire que 8"� 2 "�0 0 < " < "� revient à dire 0 < " < "� pour
"� = min "�0. Alors, la formule est équivalente à

8� 9"� 8" (0 < " < "� ) B):

Cela signi�e que pour tous standard f , g, H, h, p0, q0, E0 et L, l�énoncé du théorème 2.2
reste valable, donc par transfert, il est valable pour tous f , g, H, h, p0, q0, E0 et L > 0.
De la même manière, on peut établir que le théorème (2.1) se déduit du théorème (2.3).

2.4 Cas d�un paramètre lentement variable

Comme expliqué avant, nous présentons le cas où le mouvement lent est décrit par un
système Hamiltonien en fonction d�un paramètre lentement variable � 2 D où D est un



24

compact de Rk tel que �D 6= ;. Plus exactement, à l�échelle de temps � = "t , nous examinons
le problème2

x0 =
1

"

@H

@y
(x; y; �) + f(x; y; z; �);

y0 = �1
"

@H

@x
(x; y; �) + g(x; y; z; �);

z0 =
1

"2
h(x; y; z; �);

�0 = �(x; y; z; �);

(2.19)

avec la condition initiale

x(0) = q0; y(0) = p0; z(0) = z0; �(0) = �0: (2.20)

On note par J une région compacte des oscillations de la fonction de Hamilton H(p; q; �).
L�énergie totale d�une solution 
(�) = ((x(�); y(�); z(�); �(�)) véri�e

E 0 = !(x; y; z; �); (2.21)

où

! =
@H

@x
:f +

@H

@y
:g +

@H

@�
�: (2.22)

Sous les conditions du théorème de Tikhonov, la trajectoire arrive rapidement au voisi-
nage de la variété attractive fz = �(x; y; �); � = �0g et est d�abord approchée par la solution
de l�équation réduite

dq

dt
=
@H

@p
(q; p; �0); q(0; E0; �0) = q0;

dp

dt
= �@H

@q
(q; p; �0); p(0; E0; �0) = p0:

Nous voulons donner une approximation de la dérive lente de E et �. Notons par :


(x; y; �) := !(x; y; �(x; y; �); �);
A(x; y; �) := �(x; y; �(x; y; �); �);

(2.23)

et dé�nissons les équations

�E 0 =
M( �E; ��)

P ( �E; ��)
:=

1

P ( �E; ��)

P ( �E;��)Z
0


(q(�; �E; ��); p(�; �E; ��); ��)d�; (2.24)

et

��0 =
N( �E; ��)

P ( �E; ��)
:=

1

P ( �E; ��)

P ( �E;��)Z
0

A(q(�; �E; ��); p(�; �E; ��); ��)d�; (2.25)

où (q(t; E; �); p(t; E; �)) est la solution périodique de

dq

dt
=
@H

@p
(q; p; �);

dp

dt
= �@H

@q
(q; p; �);

d�énergie E et de période P (E; �).
2Contrairement au système (2.2), nous avons abandonné le paramètre " dans les expressions des fonctions

sans perte de généralité.
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Théorème 2.5 Soient f , g, H, h, �, �, p0, q0, z0, �0 standard. Supposons que les conditions
de Tikhonov soient remplies et que les équations (2.24) et (2.25) ont la propriété d�unicité
de la solution. Soit " > 0 un in�nitésimal. Soit 
(�) = (x(�); y(�); z(�); �(�)) une solution
de (2.19) avec la condition initiale (2.20). Supposons que E0 = H(q0; p0; �0) 2 �J et �0 2 �D.
Soit E(�) = H(x(�); y(�); �(�)) l�énergie totale de 
(�). Soient �E(�) et ��(�) les solutions de
(2.24) et (2.25) avec les conditions initiales E0 et �0 et soit L standard dans leurs intervalles
positifs de dé�nition. Alors, les fonctions E(�) et �(�) satisfont E(�) ' �E(�) et �(�) ' ��(�)
pour tout � 2 [0; L].

La preuve sera donnée dans la section suivante.

2.5 Preuve des principaux résultats

La clé pour prouver les résultats principaux est ce qu�on appelle le Lemme de Stroboscopie
(voir [52, 54]) que nous rappelons brièvement ici (voir annexe C pour plus de détails). Soit
O un ensemble ouvert standard de Rn, F : O ! Rn une fonction continue standard. Soit
I un intervalle de R contenant 0 et � : I ! Rn une fonction telle que �(0) est presque
standard dans O. Soit J une partie connexe de I, éventuellement un ensemble externe, telle
que 0 2 J .

Dé�nition 2.1 (Propriété Stroboscopique) Soient t et t0 dans J . On dit que la fonction
� satisfait la propriété Stroboscopique S(t; t0) si [t; t0] � J , t0 ' t, �(s) ' �(t) pour tout s
dans [t; t0] et

�(t)� �(t0)
t� t0 ' F (�(t)):

Sous des conditions convenables, le Lemme de Stroboscopie a¢ rme que la fonction � est
approchée par la solution du problème de Cauchy

dx

dt
= F (x); x(0) =

�
(�(0)); (2.26)

où
�
(�(0)) désigne la partie standard de �(0).

Théorème 2.6 ( Lemme de Stroboscopie) On suppose que
(i) Il existe � > 0 de telle sorte que, chaque fois que t 2 J est limitée et �(t) est presque

standard dans O, il y a t0 2 J tel que t0 � t � � et la fonction � satisfait la propriété
Stroboscopique S(t; t0).
(ii) Le problème à valeur initiale (2.26) a une solution unique x(t).
Alors, pour tout L standard dans l�intervalle positif maximal de dé�nition de x(t), on a

[0; L] � J et �(t) ' x(t) pour tout t 2 [0; L].

2.5.1 Preuve du théorème 2.4

On considère �1 � 0 tel que [0; �1] � [0; L] et E(�) est presque standard dans �J pour tout
� 2 [0; �1]. Considérons l�ensemble externe suivant :

J = f� � 0 : E(s) est presque standard dans �J pour tout s 2 [0; � ]g
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qui contient l�intervalle [0; �1]. Montrons que E(�) satisfait l�hypothèse (i) du Lemme de
Stroboscopie (Théorème 2.6).
Soit � = "min

E2J
P (E). Comme P ne s�annule pas et il est continu et J est un ensemble

compact alors � est strictement positif. Soit � 0 limité dans J , donc E(� 0) est presque standard
dans �J . Faisons le changement de variables

r =
� � � 0
"

; F (r) =
E(� 0 + "r)� E(� 0)

"
; (2.27)

qui transforme le système formé par (2.15) et (2.16) avec la condition initiale

(x(� 0); y(� 0); z(� 0); E(� 0))

en
dx

dr
=
@H

@y
(x; y) + "f(x; y; z; ");

dy

dr
= �@H

@x
(x; y) + "g(x; y; z; ");

"
dz

dr
= h(x; y; z; ");

dF

dr
= !(x; y; z; ");

(2.28)

avec la condition initiale (x(� 0); y(� 0); z(� 0); 0). En outre, d�après le théorème de Tikhonov,
les composantes x(r), y(r) et F (r) de (2.28) sont in�niment proches, pour tout r limité, de
la solution du système standard

dx

dr
=
@H

@y
(x; y);

dy

dr
= �@H

@x
(x; y);

dF

dr
= 
(x; y);

avec la condition initiale (ox(� 0);o y(� 0); 0), où ox(� 0) et oy(� 0) sont les parties standard de
x(� 0) et y(� 0). Par conséquent, pour tout r limité

x(r) ' q (r; E(� 0)) ' q (r; E 0) ;
y(r) ' p (r; E(� 0)) ' p (r; E 0) ;

où E 0 est la partie standard de E(� 0) et

F (r) '
rZ
0


(q(�; E 0); p(�; E 0))d�:

En particulier, par périodicité, on obtient

F (P (E 0)) '
P (E0)Z
0


(q(�; E 0); p(�; E 0))d�: (2.29)

Nous dé�nissons maintenant l�instant successif d�observation par � 00 = � 0 + "P (E 0). On a
alors � 00 2 J . En e¤et, comme � 0 est dans J , E(s) est presque standard dans �J pour tout
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s 2 [0; � 0]. D�autre part, soit s 2 [� 0; � 00] il s�écrit, pour r 2 [0; P (E 0)]; s = � 0 + "r. Par
(2.27) on a E(s) = E(� 0) + "F (r) ' E(� 0) ' E 0 pour tout r dans [0; P (E 0)]. Donc, E(s)
est presque standard dans �J . Nous avons prouvé que, pour tout � 0 limité dans J et E(� 0)
presque standard dans �J , il existe � 00 tel que 0 ' � 00 � � 0 � �, [� 0; � 00] � J , E(s) ' E(� 0)
pour tout s dans [� 0; � 00]. Par ailleurs, par (2.29),

E(� 00)� E(� 0)
� 00 � � 0 =

F (P (E 0))

P (E 0)
' M(E 0)

P (E 0)
' M(E(� 0))

P (E(� 0))
:

Par le Lemme de Stroboscopie ( théorème 2.6), on en déduit

[0; L] � J et E(�) ' �E(�) pour tout � 2 [0; L]: (2.30)

2.5.2 Preuve du théorème 2.5

On considère �1 � 0 tel que [0; �1] � [0; L] et E(�) (resp. �(�)) est presque standard dans
�J (dans �D ) pour tout � 2 [0; �1]. Considérons l�ensemble externe

J = f� � 0 : E(s) (resp. �(s)) presque standard dans �J (dans �D ), 8 s 2 [0; � ]g:

Soit � = "minfP (E; �); E 2 J; � 2 Dg. Soit � 0 limité dans J . Le changement de
variables

r =
� � � 0
"

; F (r) =
E(� 0 + "r)� E(� 0)

"
; �(r) =

�(� 0 + "r)� �(� 0)
"

; (2.31)

transforme le système formé par (2.19) et (2.21) avec la condition initiale

(x(� 0); y(� 0); z(� 0); �(� 0); E(� 0))

en
dx

dr
=
@H

@y
(x; y; �(� 0) + "�(r)) + "f(x; y; z; �(� 0) + "�(r));

dy

dr
= �@H

@x
(x; y; �(� 0) + "�(r)) + "g(x; y; z; �(� 0) + "�(r));

"
dz

dr
= h(x; y; z; �(� 0) + "�(r));

d�

dr
= �(x; y; z; �(� 0) + "�(r));

dF

dr
= !(x; y; z; �(� 0) + "�(r));

(2.32)

avec la condition initiale (x(� 0); y(� 0); z(� 0); 0; 0). Soit �0 la partie standard de �(� 0). D�après
le théorème de Tikhonov on peut a¢ rmer que pour tout r limité, les composantes x(r), y(r),
�(r) et F (r) de (2.32) sont in�niment proches de la solution du système standard

dx

dr
=
@H

@y
(x; y; �0);

dy

dr
= �@H

@x
(x; y; �0);

d�

dr
= A(x; y; �0);

dF

dr
= 
(x; y; �0);
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avec la condition initiale (ox(� 0);o y(� 0); 0; 0), où ox(� 0) et oy(� 0) sont les parties standard de
x(� 0) et y(� 0). Autrement dit, si E 0 est la partie standard de E(� 0), alors pour tout r limité,

x(r) ' q (r; E 0; �0) ;
y(r) ' p (r; E 0; �0)) ;

F (r) '
rZ
0


(q(�; E 0; �0); p(�; E 0; �0); �0)d�;

�(r) '
rZ
0

A(q(�; E 0; �0); p(�; E 0; �0); �0)d�:

Par périodicité, nous avons également

F (P (E 0; �0)) '
P (E0;�0)Z
0


(q(�; E 0; �0); p(�; E 0; �0); �0)d�;

�(P (E 0; �0)) '
P (E0;�0)Z
0

A(q(�; E 0; �0); p(�; E 0; �0); �0)d�:

Soit � 00 = � 0 + "P (E 0; �0) 2 J l�instant successif. Par (2.31),

E(� 00)� E(� 0)
� 00 � � 0 =

F (P (E 0; �0))

P (E 0; �0)
' M(E 0; �0)

P (E 0; �0)
' M(E(� 0); �(� 0))

P (E(� 0); �(� 0))
;

�(� 00)� �(� 0)
� 00 � � 0 =

A(P (E 0; �0))

P (E 0; �0)
' N(E 0; �0)

P (E 0; �0)
' N(E(� 0); �(� 0))

P (E(� 0); �(� 0))

Par le Lemme de Stroboscopie, [0; L] � J , E(�) ' �E(�) et �(�) ' ��(�) pour tout � dans
[0; L].

2.6 Applications

Les exemples suivants devraient être considérés plus comme des exemples didactiques
pour illustrer les résultats que comme découlant de problèmes pratiques.

2.6.1 Exemple 1

Le système associé à l�équation di¤érentielle d�ordre trois

"
...
x = h(x; �x);

où " > 0 est un petit paramètre réel et h une fonction su¢ samment régulière, est donné par

_x = y; _y = z1; " _z1 = h(x; z1); (2.33)

où le point désigne la dérivée par rapport à t. Nous supposons que z1 = u(x) est une racine
isolée de h(x; z1) = 0 et que les conditions du théorème de Tikhonov sont satisfaites, en
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particulier,
@h

@z1
(x; z1) < 0, ce qui rend la variété lente z1 = u(x) attractive. Pour obtenir la

forme générale (2.1), on fait le changement de variable

"z = z1 � u(x);

qui transforme (2.33) en

_x = y; _y = u(x) + "z; " _z = ~h(x; y; z; "); (2.34)

où

~h(x; y; z; ") =
@h

@z1
(x; u(x)):z � u0(x)y + o("):

L�équation lente
_q = p; _p = u(q); (2.35)

est un système Hamiltonien avec comme fonction de Hamilton

H(q; p) = �U(q) + p
2

2
;

où U 0 = u. La formule (2.14) devient

!(x; y; z; ") = "yz;

et l�équation moyennisée (2.17), où � = "t, prend la forme

d �E

d�
=
M( �E)

P ( �E)
=

1

P ( �E)

P ( �E)Z
0


(q(v; �E); p(v; �E))dv; (2.36)

où


(q; p) = u0(q)p2
�
@h

@z1
(q; u(q))

��1
; (2.37)

et (q(v; �E); p(v; �E)) est une solution P ( �E)- périodique de (2.35). On peut voir que

P ( �E) = 2

Z q2( �E)

q1( �E)

dqp
2( �E + U(q))

; (2.38)

où q1( �E) et q2( �E) sont respectivement le minimum et le maximum d�une oscillation sur
l�orbite fermé C( �E). D�après le théorème 2.1, la solution (x(t; "); y(t; "); z(t; ")) de (2.34)
avec la condition initiale (p0; q0; z0) satisfait principalement :

lim
"!0

(x(t; "); y(t; ")) = (q(t; E0); p(t; E0)) pour tout t 2 [0; kP (E0)]; k 2 N;

lim
"!0

z(t; ") = u(q(t; E0)) pour tout t 2]0; kP (E0)];

où

E0 =
p20
2
� U(q0):
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En outre, selon le Théorème 2.2, l�énergie totale E(t; ") = H(x(t; "); y(t; ")) de ce système
véri�e

lim
"!0

E(t; ") = �E("t) pour tout t 2 [0; L="];

où �E(�) est la solution de (2.36) avec la condition initiale E0 et dé�nie sur [0; L].
Pour illustrer le résultat du théorème (2.4), nous présentons une simulation numérique de

l�exemple ci-dessus où nous avons choisi h(x; �x) = ��x� x, ce qui donne l�oscillateur harmo-
nique singulièrement perturbé. Par conséquent, u(x) = �x et le système (2.34) correspond
à

_x = y;
_y = �x+ "z;
" _z = y � z:

(2.39)

La fonction de Hamilton de l�équation lente Hamiltoniène correspondante est donnée par

H(q; p) =
1

2
q2 +

1

2
p2;

et la période est égale exactement à

P ( �E) = 2

Z p
2 �E

�
p
2 �E

dqq
2( �E � 1

2
q2)

= 2�:

De plus, selon (2.37) et pour la première équation du (2.39),

M( �E) =

I
C( �E)

p2(�; �E)d� =

I
C( �E)

p
2 �E � q2dq

= 2
p
2 �E

Z p
2 �E

�
p
2 �E

s
1�

�
qp
2 �E

�2
dq:

Par le changement de variable X = q=
p
2 �E , on a

M( �E) = 4 �E

Z 1

�1

�p
1�X2

�
dX = 2� �E:

Si on �xe les conditions initiales (p0; q0; z0) = (1; 2; 1), l�équation moyennisée (2.36) est
simplement

d �E

d�
= �E; �E(0) =

5

2
: (2.40)

Sa solution exacte est :
�E(�) =

5

2
e� :

La première �gure (Fig.1.1) montre comment la trajectoire considérée arrive rapidement
dans le voisinage de la variété lente z = y du système (2.39) avant d�évoluer le long des
orbites fermées de l�équation lente tracée sur cette variété lente. La deuxième �gure (Fig.1.2)
est une comparaison entre la variation exacte de l�énergie totale E(�) et la solution �E(�) de
l�équation moyennisée (2.40). Notons que les courbes oscillatoires correspondent à E(�).
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Fig.1.1. Simulation numérique de la trajectoire de (2.39) avec la condition initiale (1; 2; 10);
" = :01, t = 0::100

Fig.1.2. Comparaison entre E(�) et �E(�) pour le système (2.39) avec " = :01

2.6.2 Exemple 2

On considère le système suivant

_x = y;
_y = ��x+ "z;
" _z = �z + �y;
_� = "�xy;

(2.41)



32

Fig. 2.1 �Comparaison entre E(�) et �E(�) pour le système (2.41) avec " = :01

De la même façon que dans l�éxemple 1, on peut obtenir

P ( �E; ��) = 2

Z p2 �E=��

�
p
2 �E=��

dqq
2( �E � 1

2
��q2)

=
2�p
��
:

D�après (2.22)-(2.23)-(2.24) et la première équation du (2.41), nous obtenons

M( �E; ��) =

I
C( �E;��)

[��p2(�; �E; ��) +
��

2
q3(�; �E; ��)p(�; �E; ��]d� =

I
C( �E;��)

��pdq +

I
C( �E;��)

��

2
q3dq

= 2
p
2 �E

Z p2 �E=��

�
p
2 �E=��

��

q
2 �E � ��q2dq + 0 = 2��� �Ep

��
:

D�après (2.23)-(2.25) et la première équation du (2.41), nous obtenons aussi

N( �E; ��) =

I
C( �E;��)

��2qpd� = 2

Z p2 �E=��

�
p
2 �E=��

qdq = 0:

Par conséquent, le système moyennisé qui décrit la dérive de E et � est donné par le système
simple suivant

�E 0 =
M( �E; ��)

P ( �E; ��)
:= � �E;

��0 =
N( �E; ��)

P ( �E; ��)
:= 0.

(2.42)

Les �gures (Fig.2.1) et (Fig.2.2) comparent les solutions exactes E(�) et �(�) de (2.41) avec
les conditions initiales E0 = 5=2 et �0 = 1 à l�échelle du temps � = "t, et les solutions
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Fig. 2.2 �Comparaison entre �(�) et ��(�) pour le système (2.41) avec " = :01

�E(�) =
5

2
e� et ��(�) = 1 de (2.42). Il est important de signaler que, dans la (Fig.2.2) la

di¤érence entre la courbe oscillante du système (2.41) et la courbe de l�équation moyennisée

��0 =
N( �E; ��)

P ( �E; ��)
:= 0 ne dépasse pas 0.06 pour 0 � � � 1, c�est-à-dire pour 0 � t � 100.

2.7 Perspectives

Comme perspectives de recherche on peut mettre des conditions supplémentaires a�n
d�avoir une approximation des solutions du système

x0 =
1

"

@H

@y
(x; y; �) + f(x; y; z; �);

y0 = �1
"

@H

@x
(x; y; �) + g(x; y; z; �);

z0 =
1

"2
h(x; y; z; �);

�0 = �(x; y; z; �);

(2.43)

par celles du système moyennisé, pas uniquement pour un temps de l�ordre de 1
"
; mais pour

tout le temps positif. Aussi une étude de la stabilité pratique des solutions du système (2.43)
est envisagée.



Deuxième partie
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Chapitre 3

Calcul fractionnaire, méthode de
décomposition d�Adomian et équation
de Cahn-Hilliard

3.1 Calcul fractionnaire

3.1.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine mathématique, qui s�interesse à la dé�nition et à
l�application des intégrales et des dérivées d�ordre pas nécessairement entier naturel. C�est
un sujet qui a été abordé, depuis plus de quatre siècles par Leibniz dans une lettre adres-
sée à l�Hospital en 1695. Des générations de mathématiciens ont fortement contribué dans
l�avancée de cette branche [84]. Les premiers travaux sont dûs à Liouville entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann propose une approche qui s�est avérée très proche de celle de
Liouville [82]. Depuis, cette théorie porte le non de théorie de Riemann-Liouville, Plus tard
d�autres théories ont fait leur apparition comme celles de Grunwald-Leitniko, de Weyl et de
Caputo. Au cours des dix dernières années, les équations d�évolution avec dérivées fraction-
naires ont connu un développement considérable et elles sont largement utilisées dans les
domaines de la physique et de l�ingénierie [78, 88, 91, 93, 94, 98, 107]. En particulier dans
certains domaines interdisciplinaires, ces dérivées fractionnaires sont considérées comme un
outil très puissant. A l�aide des dérivées fractionnaires, des phénomènes en électromagné-
tisme, en électrochimie et en science des matériaux peuvent être convenablement décrits
[69, 75, 80, 83, 86, 95, 96, 107].

3.1.2 Rappels et dé�nitions

Il existe plusieurs dé�nitions mathématiques des dérivées fractionnaires [82, 84, 95, 96].
Ici, nous adoptons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, cette dernière permet la
manipulations des conditions initiales et aux limites [95].

Dé�nition 3.1 On dit qu�une fonction réelle f(x); x > 0; est dans l�espace C�; � 2 R s�il
existe un réel p > � tel que f(x) = xpf1(x) où f1 2 C([0;1[).

Dé�nition 3.2 On dit qu�une f(x); x > 0; est dans l�espace Cn� ; n 2 R, si f (n) 2 C�.

35
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Dé�nition 3.3 L�opérateur intégral fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � �
0, d�une fonction f 2 C�; (� � �1) est dé�ni par

J�f(x) = 1
�(�)

R x
0
(x� t)��1f(t)dt; � > 0; x > 0
J0f(x) = f(x):

(3.1)

Remarque 3.1 L�opérateur J veri�e les deux propriétés suivantes :
1)

J�J�f(x) = J�+�f(x): (3.2)

2) Lorsque f(x) = x� alors

J�x� =
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
x�+�: (3.3)

Dé�nition 3.4 La dérivée fractionnaire de f 2 Cn�1au sens de Caputo est dé�nie par

D�f(x) =

(
1

�(n��)
R t
0
(x� �)n���1f (n)(�)d�; n� 1 < � < n; n 2 N�;

dn

dxn
f(x); � = n:

(3.4)

Remarque 3.2 L�opérateur D veri�e les deux propriétés pratiques suivantes :
1) Pour toute constante K nous avons

D�K = 0;

2) Lorsque f(x) = x� alors

D�x� =

(
�(�+1)

�(�+1��)x
���; � > �� 1;

0; � � �� 1:
(3.5)

Théorème 3.1 [82] On a
1) D�J�f = f

2) D�f = 0 alors f(x) =
n�1X
j=0

cjx
j; où cj = � lim

x!0+
1
j!

�
d
dx

�j
Jn��f(x); n�1 < � < n; n 2 N�

3) J�D�f(x) = f(x)�
n�1X
j=0

f(0+)

j!
xj; n� 1 < � < n; n 2 N�:

Pour plus de détails sur la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, on peut consulter
[82, 95].

3.2 Méthode de Décomposition d�Adomian

La méthode de décomposition d�Adomian (ADM) a été introduite par Adomian [70, 71]
au début des années 1980. Elle a été largement utilisée dans la résolution des équations
fonctionnelles linéaires ou non de tous types : algébriques, intégrales, di¤érentielles ordinaires
et celles aux dérivées partielles ayant des applications dans la physique, (voir par exemple
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[70, 71, 72, 90, 97, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106]). Avec cette méthode, on peut obtenir
la solution sous forme d�une série qui converge rapidement [67, 68, 76, 87].
Il est important de signaler que les méthodes classiques font appel à la technique de

discrétisation de l�espace et du temps en linéarisant les équations. Par contre la méthode de
décomposition d�Adomian n�en fait pas appel. Elle consiste à décomposer l�opérateur non
linéaire en série.

3.2.1 Principe de la méthode d�Adomian

Soit le problème
Fu = g (3.6)

où F représente un opérateur di¤érentiel non linéaire.
La méthode ADM consiste à décomposer la partie linéaire de F en L + R; où L est un

opérateur "facilement" inversible et R est la partie restante. Si on désigne par N , le terme
non linéaire, alors l�équation (3.6), dans sa forme canonique, s�écrit :

Lu+Ru+Nu = g:

Si on note par L�1, l�inverse de L, on obtient l�équation équivalente suivante :

L�1Lu = L�1g � L�1Ru� L�1Nu:
On pose L�1Lu = u+ a; où a est le terme de l�intégration. On obtient :

u = L�1g � a� L�1Ru� L�1Nu: (3.7)

On cherche maintenant la solution u sous la forme d�une série

u =
1X
i=0

ui; (3.8)

avec u0 = L�1g � a:
Ensuite, on décompose l�opérateur N comme suit :

Nu =

1X
i=0

Ai (u0; u1; :::::; ui) ; (3.9)

où les Ai sont les polynômes d�Adomian (ils dépendent de u0; u1; :::::; ui).
En remplaçant (3.8) et (3.9) dans (3.7), on obtient :

1X
i=0

ui = L
�1g � a� L�1R

1X
i=0

ui � L�1
1X
i=0

Ai: (3.10)

En identi�ant les deux membres de (3.10), on obtient :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u0 = L
�1g � a

u1 = �L�1Ru0 � L�1A0;
u2 = �L�1Ru1 � L�1A1;
:
:
un = �L�1Run�1 � L�1An�1;
:
:
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A ce stade on peut se poser la question suivante : comment déterminer les Ai et sous
quelles conditions la méthode est convergente (i.e convergence de la série (3.8)) ?

3.2.2 Polynômes d�Adomian

Dé�nition 3.5 On appelle polynômes d�Adomian les polynômes dé�nis par la formule :

Ai =
1

i!

"
di

d�i
N

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

; i = 0; 1; :::

Il est important de rappeler que la formule proposée par G. Adomian pour le calcul des
polynômes [71] n�était pas très pratique. C�est K. Abbaoui [66] qui propose une formule
récurrente pratique.

Théorème 3.2 [66] Les polynômes d�Adomian sont déterminés par la formule8><>:
A0(u0) = N(u0);

Ai(u0; u1; :::; ui) =
X
jikj=i

N (jkj)(u0)
uk

k!
; i = 0; 1; :::

où

uk = uk11 u
k2
2 :::u

ki
i ;

k! = k1!k2!:::ki!;

jkj = k1 + k2 + :::+ ki;
jikj = k1 + 2k2 + :::+ iki:

Corollaire 3.1 La formule suivante permet également de déterminer les polynômes d�Ado-
mian :

A0(u0) = N(u0);

Ai(u0; ::; ui) =
X

�1+�2+::+�i=i

N (�1)(u0)
u
(�1��2)
1

(�1 � �2)!
::
u
(�i�1��i)
n�1

(�i�1 � �i)!
u�ii
�i!
; i = 1; 2; :::

Il y�a une autre formule [66] bien adaptée pour le cas où la non linéarité est polynômiale.

3.2.3 Un mot sur la convergence

Il y a tout un arsenal de résultats, qui ont été prouvés garantissant la convergence de la
méthode de décomposition d�Adomian. Généralement, la convergence de la méthode ADM
est très rapide. Pour plus de détails concernant la convergence et sa rapidité, on peut se
référer à [67, 68, 76, 87, 92]. Les théorèmes suivants sont énoncés pour les problèmes non
linéaires écrits sous la forme

u�Nu = f;
qui est appelée forme canonique d�Adomian.
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Théorème 3.3 [92] Si
X
n�0
An < +1 alors

X
n�0
un < +1 et réciproquement.

Théorème 3.4 [92] Si l�opérateur N est une contraction (kNk < � < 1) alors les sériesX
n�0
un et

X
n�0
An sont convergentes. De plus

X
n�0
un est solution de l�équation u�Nu = f .

Théorème 3.5 [92] Si


N (n)(u0)



 � M�n pour tout n 2 N et � > 0 et si M� < 1

e
alorsX

n�0
An est absolument convergente.

En outre, il est légitime d�ésperer estimer l�erreur commise à n�importe qu�elle étape de
l�itération. Ceci est apporté par le théorème suivant :

Théorème 3.6 [92] Si M� <
1

e
, alors

kenk = ku� 'nk �
(M�e)n

1�M�e;

où M est un majorant de N (n)(u0) et 'n =
n�1X
i=0

ui.

Pour le cas général des équations aux derivées partielles, on trouve dans [77] un élément
de réponse.

3.3 Solution spatio-temporelle de l�équation de Cahn-
Hilliard

Dans [99], la méthode de décomposition d�Adomian (ADM) est appliquée à l�équation de
Cahn-Hilliard

ut = 
ux + 6u(ux)
2 + (3u2 � 1)uxx � uxxxx; 
 � 0: (3.11)

Cette équation est liée à un certain nombre de phénomènes de la physique comme la décom-
position spinodale. Elle est également cruciale en sciences des matériaux [73, 74, 85]. D�autre
part cette équation est di¢ cile à résoudre. De nombreux articles ont étudié cette équation
dont [81, 89].
Notre but est d�utiliser la méthode ADM pour étudier l�équation de Cahn-Hilliard avec

des dérivées fractionnaires sur la variable temps et la variable espace de la forme

D�
t u� 
D�

xu� 6u(D�
xu)

2 � (3u2 � 1)uxx + uxxxx = 0; 
 � 0: (3.12)

Ici � et � représentent l�ordre de la dérivée fractionnaire des variable temps et espace respec-
tivement et satisfont 0 < � � 1 et 0 < � � 1. A chacune des valeurs de � ou � correspond une
équation di¤érentielle di¤érente. Pour � = � = 1, on retrouve l�équation de Cahn-Hilliard
(3.11).
En utilisant la dérivation fractionnaire au sens de Caputo et en appliquant l�ADM on

obtient des solutions numériques de (3.12).
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Remarque 3.3 On considère l�équation (3.12). Pour � 2]0; 1], on a :

D�
t u(x; t) =

@�u(x; t)

@t�
=

(
1

�(1��)
R t
0
(t� �)�� @u(x;�)

@�
d�; 0 < � < 1

@u(x;t)
@t

; � = 1:
(3.13)

On considère l�équation de Cahn-Hilliard [79] avec dérivée spatio-temporelle fractionnaire
(3.12). Pour résoudre cette équation en utilisant la méthode de décompostion d�Adomian,
on la réécrit sous la forme suivante :

D�
t u = 
D

�
xu+ 6u(D

�
xu)

2 + (3u2 � 1)uxx � uxxxx; � > 0; � > 0; 
 > 0; (3.14)

où D�
t et D

�
x désignent les dérivées fractionnaires qui sont dé�nies par (3.13).

On prend comme condition initiale

u(x; 0) = f(x): (3.15)

On applique J�t ; l�opérateur inverse de D
�
t , à l�équation (3.14) et en tenant compte de la

condition initiale (3.15), on obtient :

u(x; t) = f(x) + 
J��1(u(x; t)) + 6J
��2(u(x; t)) + J

��3(u(x; t))� J�L(u(x; t); (3.16)

où �1(u) = D�
xu, �2(u) = u(D

�
xu)

2; �3(u) = (3u
2 � 1)uxx; L(u(x; t)) = uxxxx.

La méthode de décomposition d�Adomian [70, 71], nous permet de chercher la solution
sous la forme d�une série in�nie :

u(x; t) =
1X
n=0

un(x; t): (3.17)

Ensuite on décompose les opérateurs �1(u), �2(u) et �3(u) comme suit :

�1(u) =
1X
n=0

An; �2(u) =
1X
n=0

Bn; �3(u) =
1X
n=0

Cn; (3.18)

où An, Bn , Cn sont les polynômes d�Adomian et sont obtenus par :

An =
1

n!

dn

d�n

"
�1

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

=
1

n!

dn

d�n

"
D�
x

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

; (3.19)

Bn =
1

n!

dn

d�n

"
�2

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

=
1

n!

dn

d�n

24 1X
k=0

�kuk

! 
D�
x

1X
k=0

�kuk

!235
�=0

; (3.20)

Cn =
1

n!

dn

d�n

"
�3

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

(3.21)

=
1

n!

dn

d�n

240@3 1X
k=0

�kuk

!2
� 1

1A 1X
k=0

�kukxx

!35
�=0

:
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En e¤et, on calcule les quatre premiers termes pour ces trois polynômes :

A0 = D
�
xu0; A1 = D

�
xu1;

A2 = D
�
xu2; A3 = D

�
xu3:

(3.22)

Les quatre premiers termes de Bn sont donnés par

B0 = u0(D
�
xu0)

2; B1 = 2u0D
�
xu0D

�
xu1 + (D

�
xu0)

2u1;
B2 = 4u0D

�
xu0D

�
xu2 + 2u0(D

�
xu1)

2 + 3u1D
�
xu0D

�
xu1 + u2(D

�
xu0)

2;
B3 =

1
3
(12u0D

�
xu1D

�
xu2 + 5u1(D

�
xu1)

2 + 10u1D
�
xu0D

�
xu2+

+12u0D
�
xu0D

�
xu3 + 6u2D

�
xu0D

�
xu1 + 2u1u2D

�
xu0 + 3u3(D

�
xu0)

2);

(3.23)

et ceux de Cn par :

C0 = 3u
2
0u0xx � u0xx; C1 = 3(2u0u1u0xx + u20u1xx)� u1xx;

C2 = 3(u
2
1u0xx + 2u0u2u0xx + 2u0u1u1xx + u

2
0u2xx)� u2xx;

C3 = 3((2u1u2 + 2u0u3)u0xx + (u
2
1 + 2u0u2)u1xx + 2u0u1u2xx + u

2
0u3xx)� u3xx:

(3.24)

De la même manière, d�autres termes peuvent être calculés. La formule de récurrence
suivante est obtenue, en substituant les séries (3.17) et (3.18) dans (3.16) :

u0(x; t) = f(x); un+1(x; t) = 
J
�(An) + 6J

�(Bn) + J
�(Cn)� J�(Lx(un)); n � 0: (3.25)

En suivant les étapes décrites précédemment on tire de l�équation (3.14) les solutions numé-
riques détaillées.

3.3.1 Résolution numérique de l�équation de Cahn-Hilliard avec
dérivée temporelle fractionnaire

On considère l�équation de Cahn-Hilliard avec dérivée temporelle fractionnaire (pour

 = 1)

D�
t u = ux + 6u(ux)

2 + (3u2 � 1)uxx � uxxxx; 0 < � � 1 (3.26)

avec la condition initiale [99]

u(x; 0) = f(x) = tanh(

p
2

2
x): (3.27)

La solution exacte de (3.26) pour le cas particulier � = 1 est donnée par :

u(x; t) = tanh(

p
2

2
(x+ t)): (3.28)

En substituant la condition initiale (3.27) et les polynômes d�Adomian (3.22)-(3.23)-
(3.24) dans l�expression (3.25) on obtient les termes de la série, solution de l�équation (3.26).
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On calcule uniquement les quatre premiers termes :

u0 = tanh(

p
2

2
x);

u1 = J
�(A0) + 6J

�(B0) + J
�(C0)� J�(u0xxxx)

= J�(u0x) + 6J
�(u0u

2
0x) + J

�(3u20u0xx � u0xx)� J�(u0xxxx) = f1
t�

�(�+ 1)
;

u2 = J
�(A1) + 6J

�(B1) + J
�(C1)� J�(u1xxxx)

= J�(u1x) + 6J
�(2u0u0xu1x + (u0x)

2u1) + J
�(3(2u0u1u0xx + u

2
0u1xx)� u1xx)� J�(u1xxxx)

= f2
t2�

�(2�+ 1)
;

u3 = J
�(A2) + 6J

�(B2) + J
�(C2)� J�(u2xxxx)

= J�(u2x) + 6J
�(4u0u0xu2x + 2u0(u1x)

2 + 3u1u0xu1x + u2(u0x)
2)

+ J�(3(u21u0xx + 2u0u2u0xx + 2u0u1u1xx + u
2
0u2xx)� u2xx)� J�(u1xxxx)

= f3
t3�

�(3�+ 1)
;

(3.29)

où

f(x) = u0 = tanh(

p
2

2
x); (3.30)

f1(x) = fx + 6ff
2
x + (3f

2fxx � fxx)� fxxxx; (3.31)

f2(x) = f1x + 6(2ffxf1x + f
2f1) + 3(2ff1fxx + f

2f1xx)� f1xx � f1xxxx; (3.32)

f3(x) = f2x + 6(4ffxf2x + 2f(f1x)
2 �(2�+1)
�2(�+1)

+ 3f1fxf1x
�(2�+1)
�2(�+1)

+ f2(fx)
2)+

+(3(f 21 fxx
�(2�+1)
�2(�+1)

+ 2ff2fxx + 2ff1f1xx
�(2�+1)
�2(�+1)

+ f 2f2xx)� f2xx)� f1xxxx:
(3.33)

Par conséquent, on a la solution numérique de l�équation (3.26) sous la forme d�une série :

u(x; t) = f(x) + f1(x)
t�

�(�+ 1)
+ f2(x)

t2�

�(2�+ 1)
+ f3(x)

t3�

�(3�+ 1)
+ ::: (3.34)

On trace la solution exacte de (3.28) (pour � = 1) et la solution approchée avec � = 1
2
de

l�équation (3.26). La Figure (b) représente la solution numérique de l�équation (3.26) véri�ant
la condition initiale (3.27). La Figure (a) représente la solution exacte (3.28). On voit claire-
ment que les deux solutions sont très proches, ceci pour dire que de bonnes approximations
peuvent être obtenues en utilisant la méthode de décompostion d�Adomian.
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Figure (a) : Solution exacte de (3.26)

Figure (b) : Solution approchée (� = 1
2
) de (3.26).

3.3.2 Résolution numérique de l�équation de Cahn-Hilliard avec
dérivée spatiale fractionnaire

Dans cette partie, on considère l�équation de Cahn-Hilliard avec dérivée spatiale fraction-
naire comme un deuxième exemple a�n de montrer l�e¢ cacité et la simplicité de la méthode
d�Adomian. Ici les manipulations sont semblables aux précédentes donc elles seront omises.
Soit l�équation de Cahn-Hilliard sous la forme canonique avec dérivée spatiale fractionnaire
(pour 
 = 1)

ut = D
�
xu+ (3u

2 � 1)uxx + 6u(D�
xu)

2 � uxxxx; 0 < � < 1: (3.35)
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On prend la condition initiale suivante :

u(x; 0) = f(x) = x2: (3.36)

La condition initiale est prise sous une forme polynomiale. Cela permet d�alléger les
calculs.
Pour estimer la solution numérique de l�équation (3.35), on substitue (3.22)-(3.23)-(3.24)

et la condition initiale (3.36) dans l�expression (3.25).
Les trois premiers termes de la série (3.25) sont donnés par :

u0 = f(x) = x
2;

u1 = J(A0) + 6J(B0) + J(C0)� J(D0)

= J(D�
xu0) + 6J(u0(D

�
xu0)

2) + J(3u20u0xx � u0xx)� J(u0xxxx)
= (f1x

2�� + f2x
6�2� + 6x4 � 2)t;

u2 = J(A1) + 6J(B1) + J(C1)� J(Lx(u1))
= J(D�

xu1) + 6J
�
2u0D

�
xu0D

�
xu1 + (D

�
xu0)

2u1
�

+ J
�
3(2u0u1u0xx + u

2
0u1xx)� u1xx

�
� J (u1xxxx)

=
t2

2
(f3(x) + 6f4(x) + f5(x)� f6(x)) ;

(3.37)

où

f(x) = x2; f1 =
�(3)

�(3� �) ; f2 =
6�2(3)

�2(3� �) ;

f3(x) = f1
�(3� �)
�(3� 2�)x

2�2� + f2
�(7� 2�)
�(7� 3�)x

6�3� + 6
�(5)

�(5� �)x
4��; (3.38)

f4(x) = 2f1
�(3)

�(3�2�)x
6�3� + 2f2

�(3)�(7�2�)
�(3��)�(7�3�)x

8�3�

+12 �(3)�(5)
�(5��)�(3��)x

6�� + �2(3)
�2(3��)(f1x

6�3� + f2x
10�4� + x8�2� � 2x4�2�);

(3.39)

f5(x) = 12f1x
4�� + 12f2x

8�2� + 72x6 � 24x2 + 3(2� �)(1� �)f1x4��
+3(6� 2�)(5� 2�)f2x8�2� + 3:72x6 � (2� �)(1� �)f1x��

�(6� 2�)(5� 2�)f2x4�2� � 72x2;

f6(x) = (2��)(1��)(��)(1���1)f1x�2��+(6�2�)(5�2�)(4�2�)(3�2�)f2x2�2�: (3.40)
Alors la solution numérique de l�équation (3.35) avec la condition initiale (3.36) obtenue

par la méthode d�Adomian sous forme de série est donnée par :

u(x; t) = x2 + t
�
f1x

2�� + f2x
6�2� + 6x4 � 2

�
+
t2

2
(f3(x) + 6f4(x) + f5(x)� f6(x)) + :::

(3.41)

Les �gures (c,d) montrent, respectivement, les solutions numériques données par l�ex-
pression (3.41) pour l�équation (3.35) avec � = 1

2
et � = 1. On peut y apprécier l�e¢ cacité

de la méthode d�Adomian.
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Figure (c) : Solution de (3.35) obtenue par la méthode ADM (� = 1
2
):

Figure (d) : Solution de (3.35) obtenue par la méthode ADM (� = 1):

3.4 Conclusion

Dans cette partie, la méthode de décompostion d�Adomian a été appliquée avec succès
pour obtenir des solutions numériques explicites de l�équation de Cahn-Hilliard avec dérivée
spatio-temporelle fractionnaire. La méthode de décomposition d�Adomian est très e¢ cace et
fournit des solutions pratiques en particulier quand cela concerne la dérivation fractionnaire.



Annexe A

Perturbations

A.1 Perturbations régulières des équations di¤érentie
lles ordinaires

A.1.1 Introduction

Dans le cadre des équations di¤érentielles ordinaires la théorie des perturbations peut
être considérée comme un axe important permettant l�approximation des solutions. Au dix-
huitième siècle, c�est à la lumière de l�apparition de l�analyse mathématique, que Newton,
Euler, Lagrange ont pu résoudre certains problème liés à cette théorie des perturbations
en mécanique céleste en particulier. L�élaboration d�un fondement rigoureux a du attendre
Poincaré (1886) et Stieljes (1886), qui ont publié séparément des travaux sur des solutions
sous forme de séries formelles (car la plupart de ces séries n�étaient pas convergentes).
Les méthodes d�analyse locale sont des méthodes puissantes. Malheureusement elles sont

incapables de donner des informations sur l�aspect global du comportement des solutions
entre deux points distincts et appréciablement distants. Elles ne peuvent pas non plus prévoir
l�in�uence des conditions initiales sur le comportement asymptotique lorsque x ! +1.
L�analyse globale est l�outil adéquat pour répondre aux questions posées. La théorie des
perturbations est un ensemble de méthodes d�analyse globale du comportement des solutions
d�équations di¤érentielles. L�idée principale se résume en ceci : dans un problème on identi�e
un paramètre noté généralement par ", tel que quand " = 0 le problème devient résoluble.
La solution globale du problème considéré peut être étudiée par une étude locale autour de

" = 0. Par exemple, l�équation di¤érentielle
d2x

dt2
=

"

(1 + t2)
x admet une solution en terme de

fonctions élémentaires uniquement quand " = 0. On construit une solution autour de " = 0
sous forme de série en " :

x(t) = x0(t) + x1(t)"+ x2(t)"
2 + x3(t)"

3 + � � �:

Les termes successifs (xn(t)) peuvent être calculés d�une façon plus ou moins simple en fonc-
tion des termes x0(t); x1(t); :::; xn�1(t) aussi longtemps que le problème obtenu, en remplaçant
" par 0, soit résoluble ; ce qui est le cas dans cet exemple. Une remarque très importante dans
ce cas, c�est le fait que la solution est locale en ", mais globale en x. Si " est su¢ samment
petit, on peut se limiter à quelque termes de la série et on a une bonne approximation de la
solution inconnue x(t).

46
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Dans [2, 50, 63] les auteurs parlent de déformation plutôt que de perturbation de la
façon suivante : étant donné un champ de vecteurs associé à une équation di¤érentielle
ordinaire, ce qu�on entend par perturbation c�est l�ensemble de tous les champs de vecteurs
proches (dans un certain sens) du champ de départ. La théorie des perturbations compare les
solutions d�un problème donné paramétré avec les solutions du même problème ayant subit
une petite variation sur le paramètre. Il sera plus commode de parler de déformation (à un
paramètre) que de perturbation, avec bien sûr la dé�nition de voisinage (sous-entendu la
dé�nition d�une topologie). Un résultat très utilisé en Analyse Non Standard [13], appelé le
Lemme de l�Ombre Courte, permet e¤ectivement de voir d�une façon topologique la relation
entre les solutions du problème perturbé et le problème dit "nominal" dans la théorie des
perturbations régulières.

A.1.2 Un théorème d�approximation

Dé�nition A.1 Soit �(t; ") une application dé�nie (localement) pour t � t0 et " > 0. On
dit que � est d�ordre " (notation : �(t; ") := O(")) sur une échelle de temps O(1) s�il existe
k > 0 et T > 0 indépendants de " tels que

lim
"!0

sup
t0� t �t0+T

k�(t; ")k
"

� k.

Exemple A.1 t" = O(") sur une échelle de temps O(1) en prenant par exemple k := T := 1.
On peut aussi écrire t"2 = O(") sur une échelle de temps O(1) qui est vrai également en
adaptant de manière évidente la dé�nition, on a de plus t"2 = O("2) sur une échelle de
temps O(1), ou encore t"2 = O(") sur une échelle de temps O(1=").

Soit le problème de Cauchy [4, 63]

_x = F (t; x; "); x(t0) = a("); (A.1)

où F est une fonction dé�nie et continue sur [t0; t1] � U � [�"0; "0] à valeurs dans Rn et U
est un ouvert connexe non vide de Rn et " est un petit paramètre de R. Il est naturel de
comparer les solutions de (A.1) à celles de

_x = F (t; x; 0); x(t0) = a(0): (A.2)

En e¤et, les perturbations étant de l�ordre de ", on peut intuitivement penser que l�écart
entre la solution du problème perturbé (A.1) et la solution du problème nominal (A.2) est de
l�ordre ", mais on peut facilement se convaincre qu�une telle approximation ne soit valable
que sur une échelle de temps O(1). Le théorème de la dépendance continue des solutions
par rapport aux conditions initiales nous permet de faire une comparaison sur un intervalle
de temps entre les solutions de (A.1) et celles de (A.2). La théorie de la stabilité permet de
comparer les solutions (A.1) et de (A.2) sur des intervalles de temps plus larges. Il s�agit
donc de donner une approximation de toute solution x(t; ") de (A.1) pour " su¢ samment
petit, par la solution supposée connue de (A.2), de type convergence uniforme de la première
vers la deuxième quand " ! 0. Dans ce paragraphe et pour des approximations d�ordre
plus élevé en ", on se pose des questions du genre : sous quelles conditions les solutions du
système (A.1) et celles de (A.2) sont elles proches ? de quelle façon peut-on caractériser cette
proximité des solutions et sur quel intervalle de temps cette comparaison est-elle valide ?
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Pour ce faire, on écrit un développement en série en " de F (t; x; "), de x(t; ; t0; a("); ") :=
x(t; ") et a(") :

F (t; x; ") =
i=kX
i=0

"iFi(t; x) + "
(k+1)RF (t; x);

x(t; ") =

i=kX
i=0

"ixi(t) + "
(k+1)Rx(t; x);

a(") =

i=kX
i=0

"iai + "
(k+1)Ra(t; x):

On doit donc avoir, pour les conditions initiales :

a0 = a(0) = x0(0); ai =
@ia

@"i

����
"=0

;

et pour la dynamique :

_x(t; ") =
i=kX
i=0

"i _xi(t) + "
(k+1) _Rx(t; x) = F (t; x(t; "); ")

=
i=kX
i=0

"iFi(t; x0(t); x1(t); :::; xi(t)) + "
(k+1)R(t):

En égalant les coe¢ cients de ", on déduit _xi(t) = A(t)xi+ ~Fi�1(t; x0(t); x1(t); :::; xi�1(t)); où
A(t) = @F

@x

��
(t;x0(t);0)

. Ainsi, on doit résoudre le système d�équations (pour i 2 f1; :::; kg) :

_x0 = F (t; x0; 0); x0(0) = a(0); (A.3)

:::

_xi = A(t)xi + ~Fi�1(t; x0(t); x1(t); :::; xi�1(t)); xi(0) = ai:

Les solutions exactes et approchées sont alors distantes d�un O("k) comme précisé dans le
théorème suivant.

Théorème A.1 [24] Considérons (A.1) et (A.3). Si les conditions suivantes sont véri�ées :
1) F est de classe Ck+2 par rapport à (x; "), pour tout (t; x; ") 2 [t0; t1]� U � [�"0; "0],
2) a(") est de classe Ck+1 par rapport à ", pour tout " 2 [�"0; "0],
3) (A.1) admet une solution unique dé�nie sur [t0; t1].
Alors, il existe "� 2]0; "0] tel que, pour tout " 2 [�"�; "�], (A.1) possède une solution

unique dé�nie sur [t0; t1] et véri�ant :

x(t; ")�
i=kX
i=0

"i _xi(t) = O("
k+1): (A.4)

Si de plus t1 = +1 et si F ainsi que ses dérivées partielles jusqu�à l�ordre k+2 sont bornées
sur [t0;+1[�U � [�"0; "0] et si xeq 2 U est un point d�équilibre exponentiellement stable,
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alors il existe "� 2]0; "0] et � > 0 tels que pour tout " 2 [�"�; "�] et tout ka(")� xeqk < �,
le problème (A.1) admet une solution unique dé�nie sur [t0;+1[, uniformément bornée et
véri�ant :

x(t; ")�
i=kX
i=0

"i _xi(t) = O("
k+1) (A.5)

et ce, uniformément en t pour tout t > t0.

Exemple A.2 Soit le problème perturbé :

_x = "x; x(0) = 1 + "; (A.6)

et le problème nominal associé :
_x = 0; x(0) = 1: (A.7)

La solution du problème perturbé est égale à x(t) = (1+ ") exp("t) et la solution du problème
nominal est ~x(t) = 1 ; pour T > 0, on a alors lim

"!0
sup

0� t �T

kx(t)�~x(t)k
"

= 1 + T .

Si on choisit par exemple T := 1 et k := 2, on a bien x(t) = ~x(t) +O(").

La solution du problème "nominal" et la solution du problème perturbé (avec " = 0:001)

Exemple A.3 On considère le système :

dx

dt
= !y; (A.8)

dy

dt
= �!x+ "y2;

x 2 R; y 2 R; ! = cte et " 2 R petit. Les hypothèses du théorème sont véri�ées pour tout k.
Nous allons l�appliquer pour k = 1. Sur l�intervalle I = [0; 1], calculons une approximation
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à l�ordre 1 (i = 0) :

dx0
dt

= !y0; (A.9)

dy0
dt

= �!x0;

x0(0) = 1; y0(0) = 0:

On trouve x0(t) = cos(!t); y0(t) = � sin(!t). Puis, pour i = 1, on a :

dx1
dt

= !y1; (A.10)

dy1
dt
= �!x1 + y20 = �!x1 + sin2(!t);

x1(0) = 0; y1(0) = 0:

On trouve

x1(t) =
1

3

cos2(!t)� 2 cos(!t) + 1
!

;

y1(t) = �
2

3
(sin(!t)

cos(!t)� 1
!

:

On en déduit que

x(t; ") = cos(!t) +
"

3

cos2(!t)� 2 cos(!t) + 1
!

+O("2);

y(t; ") = � sin(!t)� 2"
3
(sin(!t))

cos(!t)� 1
!

+O("2);

ce que l�on peut véri�er sur les �gures 1 et 2 suivante (pour ! = 2, " = 0:1).

Comparaison entre la solution du problème "nominal" x0(t) et la solution approchée x(t; ")
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Comparaison entre la solution du problème "nominal" y0(t) et la solution approchée y(t; ")

A.2 Perturbations singulières des équations di¤éren-
tielles ordinaires

A.2.1 Introduction

Un problème d�équations di¤érentielles ordinaires avec perturbation singulière est un
problème qui dépend d�un ou de plusieurs paramètres d�une façon "pathologique". Cela
réside dans la dépendance non continue des solutions par rapport aux conditions initiales
quand le paramètre varie. On dira qu�on a a¤aire à une perturbation singulière d�une équation
di¤érentielle ordinaire si les techniques des perturbations régulières font défaut [47]. Malgré
l�énorme généralité de cette dé�nition, la littérature est totalement absente à cette échelle.
D�ailleurs on ne trouve que la perturbation singulière la plus simple, celle où la dérivée du
plus grand ordre est multipliée par un petit paramètre ". Elles prennent plusieurs formes
dont la forme suivante appelée, la forme canonique :

"
dx

dt
= f(x; y);

dy

dt
= g(x; y):

(A.11)

Ces systèmes sont dits systèmes lents-rapides. La variable x 2 Rm est la variable rapide

et y 2 Rn est la variable lente, " est un paramètre réel petit. L�équation "
dx

dt
= f(x; y)

constitue la dynamique rapide et l�équation
dy

dt
= g(x; y) la dynamique lente. On suppose

que les fonctions f et g sont de classe C1 sur un ouvert de Rm+n. Deux problèmes surgissent :
- l�ordre de l�équation réduite est strictement plus petit que celui de l�équation perturbée,
- on perd une condition initiale.
Les systèmes du type (A.11) sont des modèles mathématiques issues de l�écologie [64], de

l�automatique [16], de la biologie [19], de la chimie [1], du contrôle [24], et en particulier des
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sciences de l�ingénieur [3, 21, 23, 36, 43]. En général quand il y a deux phénomènes qui se
développent avec deux vitesses largement di¤érentes, comme par exemple une machine avec
une partie électrique et une partie mécanique, la di¤érence de régime peut créer la singularité.
En économie, une société multinationale avec des implantations à travers le monde risque
d�avoir cette "cassure" au niveau de la cadence de travail si on suppose qu�il y a une certaine
dépendance entre elles. Historiquement, la théorie des perturbations singulières a été abordée
depuis plus d�un siècle (on est en 2010), sous d�autres formes que celle connue actuellement, et
le terme " perturbation singulière" remonte aux années 1940 suite à la nécessité de trouver des
solutions analytiques à des problèmes sous formes d�équations di¤érentielles qui contiennent
un petit paramètre dans le domaine de la mécanique de �uides, procédés de combustion, et
autres. Les premiers modèles faisant usage d�un petit paramètre étaient probablement les
travaux de J.H. Poincaré entre 1854 et 1912 [40, 41] et le petit paramètre n�était rien d�autre
que le rapport entre deux masses. On retrouve la notion d�un problème de perturbation
singulière clairement dans les travaux de L. Prandtl sur la couche limite visqueuse [42] (le
petit paramètre ici est l�inverse du nombre de Reynolds). les travaux de L. Prandtl ont
été la boule de neige pendant un siècle de travail sur les perturbations singulières. D�autres
domaines ont contribué comme par exemple la théorie du contrôle et la théorie des oscillations
non-linéaires. La deuxième date importante dans l�histoire des perturbations singulières fut
1946, quand K. Friedricks et W.Wasow publièrent un article intitulé " Singular perturbations
of nonlinear oscillations" [20]. Après cela et en 1952, A. N . Tikhonov dans [56], voyait
d�une façon plus précise les perturbations singulières et mettait en évidence son fameux
théorème : théorème de Tikhonov. La preuve de ce théorème était entachée d�une erreur
que Hoppensteadt corrigea dans [22]. D�autres travaux ont abordé la théorie de Tikhonov
parmi eux on peut citer [59]. Trois livres classiques de référence traitent des perturbations
singulières : "Asymptotic Expansions for Ordinary Di¤erential Equations" de W. Wasow
[62], "Singular Perturbations Methods for Ordinary Di¤erential Equations" écrit par R. E.
O�Malley [39] et l�ouvrage de F. Verhulst intitulé " Methods and Applications of Singular
Perturbations"[60]. Dans les années 1980, on doit l�intrusion de l�Analyse Non Standard
dans l�étude des perturbations singulières à G. Reeb (voir à titre d�exemple, [31, 32, 33, 49,
50]). L�Analyse Non Standard a permis la découverte de phénomènes nouveaux [7] et elle a
contribué à mieux connaître d�autres phénomènes déja connus [27]. La théorie géométrique
des perturbations singulières est un autre moyen pour aborder ce type de perturbation [18].

A.2.2 Exemples

On a deux types de perturbations singulières : l�une de type séculaire, l�autre de type
couche. Le type séculaire concerne les perturbations dont les solutions du problème nominal
sont dé�nies pour tous les temps positifs, mais ne sont de bonnes approximations que sur des
intervalles du type [t0; t0 + k

"
] où k est une constante positive ou de type [t0;+1[. Certains

auteurs ne rangent pas ces problèmes dans la classe des perturbations singulières. D�un autre
côté le type couche, s�intéresse au type de perturbations singulières avec couches limites ou
couches libres ou les deux à la fois. On entend par couche limite une phase rapide avant une
phase lente ou une phase rapide après une phase lente, on appelle aussi couche libre une
transition in�niment brève entre deux phases lentes.

Exemple A.4 (Type couche) On considère le problème perturbé :

"�x+ _x = 0; x(0) = �; _x(0) = �:
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La solution générale de ce problème s�oblient en utilisant l�équation caractéristique "r2 +
r = 0.
Elle s�écrit sous la forme suivante

x(t; ") = C1 exp(�
t

"
) + C2:

En appliquant les conditions initiales, on obtient

x(t; ") = �"� exp(� t
"
) + �+ "�: (A.12)

La solution du problème nominal

_x = 0; x(0) = �; _x(0) = �;

est égale à
x(t) = �: (A.13)

Nous avons

x(t; ") = �"� exp(� t
"
) + �+ "� �!

"!0
x(t) = � , pour tout t.

Exemple A.5 (Type couche) On considère le même problème que précédemment mais
avec des conditions di¤érentes

"�x+ _x = 0; x(0) = �; x(1) = �:

En utilisant la même technique, on obtient la solution

x(t; ") =
(�� �) exp(� t

"
) + � � � exp(�1

"
)

(1� exp(�1
"
)

:

Cette solution converge selon le schéma suivant :

x(t; ") =
(�� �) exp(� t

"
) + � � � exp(�1

"
)

(1� exp(�1
"
)

�!
"!0

�
� si t = 0;
� si t > 0:

La convergence de la solution du problème perturbé vers celle du problème réduit n�est uni-
forme que, sur un intervalle de la forme [�; 1] où � > 0, à moins que � = �.



Annexe B

Analyse Non Standard : Axiomes et
dé�nitions

La théorie IST (Internal Set Theory) est une extension conservative de la théorie des
ensembles de Zermelo-Fraenkel avec l�axiome du choix (ZFC). Tout théorème vrai dans la
théorie ZFC reste vrai dans la théorie IST (ne rien perdre). Une approche axiomatique à
l�Analyse Non Standard de A. Robinson [46] est due à E. Nelson [38]. L�approche de Nelson
consistait à rajouter un nouveau prédicat unaire standard (st) et trois nouveaux schémas
d�axiomes régissant la manipulation de ce prédicat. Ces nouveaux axiomes sont appelés :
principe de Transfert, principe d�Idéalisation et principe de Standardisation. On démontre
que si la théorie ZFC est consistante alors la nouvelle théorie ZFCIST l�est aussi. Une formule
de IST est dite interne si elle est écrite dans le langage ZFC. On dit qu�une formule interne
est standard si elle ne contient que des constantes standard, sinon elle est dite interne non
standard. Une formule externe est une formule où intervient le prédicat st (st intervient
sur les variables). Un ensemble interne est un ensemble dé�ni par une formule interne. Un
ensemble est dit externe si c�est une partie d�un ensemble interne dé�nie par une formule
externe et pour laquelle il a été montré qu�elle met au moins un théorème classique en
défaut. Pour plus de détails, on peut consulter [13, 38]. On adopte les notations suivantes
où ^ désigne la conjonction logique :

8stx pour 8x; x standard; 9stx pour 9x; x standard ;
8�nx pour 8x; x �ni; 9�nx pour 9x; x �ni;
8st �nx pour 8x; x standard ^ �ni; 9st �nx pour 9x; x standard ^ �ni:

Soit x un réel quelconque.

Dé�nition B.1 On dit que x est in�niment petit (i.p) si jxj < y quelque que soit y un réel
standard positif non nul.

Dé�nition B.2 On dit que x est limité s�il existe un entier naturel standard N tel que
jxj < N .

Dé�nition B.3 On dit que x est appréciable s�il est limité et non in�niment petit.

Dé�nition B.4 On dit que x est in�niment proche de y, y étant un réel donné, si x� y est
in�niment petit et on le note par x ' y:

54
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Dé�nition B.5 On dit que x est presque standard s�il existe un réel standard �x tel que
x ' �x:

Dé�nition B.6 Soit x un point d�une partie A � R. On dit que x est presque standard dans
A s�il existe un réel standard �x 2 A tel que x ' �x:

Dé�nition B.7 Soit ! un réel. On dit que ! est in�niment grand (i.g) s�il est plus grand
que tout réel standard.

Principe de Transfert : Pour toute formule standard F (x; t1; :::; tn) sans autres va-
riables libres que x; t1; :::; tn, on a :

8stt1:::8sttn (8stx F (x; t1; :::; tn)) 8x F (x; t1; :::; tn)):

Le principe de transfert dit que si la formule interne F (x; t1; :::; tn) est vraie pour tout
standard x, elle le sera pour tous les x, pourvu que les autres variables soient standard.
Par contraposée, s�il existe un x pour lequel la formule n�est pas vraie, il en existera un
standard pour lequel la formule n�est pas véri�ée. En particulier, si un tel x est unique, il
sera nécessairement standard. Il découle de ceci que :
Deux ensembles standard sont égaux s�ils ont les mêmes éléments standard.
Une fonction standard est continue si et seulement si elle est continue en tout point

standard.
Une fonction standard prend des valeurs standard aux points standard.
Tout ensemble standard borné est borné par un standard.
Principe d�Idéalisation : Pour toute formule interne B(x; y) où x et y sont des variables

libres mais peut-être pas les seules, on a :

8st �nz 9x 8y 2 z B(x; y), 9x0 8sty B(x0; y):

Ce principe, plus délicat à comprendre, dit que la relation interne B(x; y) où x et y sont des
variables libres, mais peut-être pas les seules, est simultanément véri�able pour tout standard
y si et seulement si, elle est simultanément véri�able dans tout ensemble �ni standard. Le
principe d�idéalisation permet notamment de démontrer que tout élément d�un ensemble
E est standard si et seulement si E est un ensemble standard �ni. Par conséquent, tout
ensemble in�ni contient nécessairement au moins un élément non standard. Il existe donc un
entier naturel non standard puisque N est in�ni. En�n, une des conséquences importantes
de cet axiome est qu�il existe un ensemble �ni A qui contient tous les objets standard. Il
découle de ceci que :
Pour tout ensemble E, il existe un ensemble �ni F qui contient tous les éléments standard

de E.
Principe de Standardisation : Pour toute formule F (z), interne ou externe, où z n�est

peut-être pas la seule variable libre, on a :

8stx 9sty 8stz (z 2 y , z 2 x ^ F (z)):

Ceci veut dire que pour tout ensemble standard X, il existe un ensemble standard Y tel que
quel que soit z standard dans Y , z est dans Y si et seulement si z est dans X et véri�e la
formule F (z). L�ensemble Y est appelé le standardisé de l�ensemble X et est noté Y =S X:
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B.1 Principes de permanence

Rappelons qu�un ensemble est dit externe s�il est dé�ni par une formule externe et si on
le suppose interne, on arrive à une contradiction. C�est justement la di¤erentiation entre un
ensemble interne et un ensemble externe qui fait que certaines propriétés démontrées pour
un ensemble donné d�éléments débordent pour s�étendre à un domaine plus vaste. Ce type
de raisonnement est appelé raisonnement par permanence. On énoncera quelques principes
de permanence.

Dé�nition B.8 (Halo) Soit E un espace métrique et soit A une partie interne de E. On
appelle halo de A, l�ensemble externe des éléments de E in�niment proches des éléments de
A :

hal(A) = fx 2 E : 9y 2 A; x ' yg:

On a A � hal(A).

Dé�nition B.9 (Ombre) Soit E un espace métrique et soit A une partie interne de E. On
appelle ombre de A; notée �A; le standardisé du halo de A (�A =S ha(A)).

Principe de Cauchy Un ensemble externe n�est pas interne.
Ce principe peut être appliqué de la manière suivante : soient E un ensemble interne et

F une propriété interne sur X. Alors E = fx 2 X=F (x)g est un sous ensemble interne de
X. Donc, si Y est une partie externe de X et que l�on démontre que F est vraie pour tous
les éléments de Y , alors F est encore véri�ée pour certains éléments hors de Y .

Exemple B.1 Soit F une propriété telle que F (x) est vraie 8x; x i.p. On a E = fx 2 R :
F (x)g est un ensemble interne, mais comme Halo de 0 est un ensemble externe et il est inclu
dans l�ensemble interne E, on en déduit qu�il existe un x non in�niment petit tel que F (x)
est vraie.

A partir du principe de Cauchy on démontre le lemme de Robinson suivant :

Lemme B.1 (Robinson) Soit (un)n une suite réelle interne. Si tous les termes d�indice
standard sont in�niment petits, alors il existe un ! in�niment grand tel que un soit in�niment
petit quelque soit n � !.

B.2 Continuités

Soient E et F deux espaces métriques standard et soit f : E ! F une fonction.

B.2.1 Classe S�

Dé�nition B.10 Une fonction f : E ! F est dite S-continue en un point x de E si :

8y; y ' x) f(x) ' f(y):
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Si x et f sont standard, alors la S-continuité en x équivaut à la continuité en ce point.
La S-continuité en tout point d�un ensemble standard d�une fonction standard équivaut à sa
continuité uniforme.
Les exemples suivants illustrent les cas où f n�est pas standard.

Exemple B.2 La fonction

f(x) =

�
" si x � 0;
0 si x < 0;

est S-continue en 0 mais non continue en ce point.

Exemple B.3 La fonction
f(x) = Arctg(

x

"
);

est continue en 0 mais non S-continue en ce point.

Dé�nition B.11 Une fonction f : E ! F est dite de classe So en un point x de E si f(x)
est presque standard et si f est S-continue en x:
f est dite de classe So sur une partie A de E si f est de classe So en tout point presque

standard de A:

Exemple B.4 Les fonctions f(x) = Arctg(
x

"
) et g(x) =

"

x2 + "2
sont de classe So pour

tous les x appréciables ou in�niments grands, mais pas pour ceux qui sont in�niments petits.

B.2.2 Théorème de l�ombre continue

Théorème B.1 Soient E et F deux espaces métriques standard et soit f : E ! F une
fonction pas nécessairement standard. Une condition nécessaire et su¢ sante pour qu�il existe
une fonction standard continue �f : E ! F telle que f et �f soient presque égales en tout
point presque standard de E est que f soit de classe S�(�f est appelé ombre de f).

Corollaire B.1 Soit f : E ! F une fonction presque standard. f est de classe S� si et
seulement si l�ombre de son graphe est le graphe d�une fonction standard.

Un outil essentiel concerne la théorie des perturbations régulières. Considérons les deux
problèmes de Cauchy suivants :

dx

dt
= F0(x); x(0) = a0 2 U0; (B.1)

dx

dt
= F (x); x(0) = a 2 U: (B.2)

Le Lemme de l�Ombre Courte permet de comparer les solutions de (B.1) et (B.2) quand F
est proche de F0 et a est proche de a0 dans un sens à préciser. On en trouvera une preuve à
l�aide du Lemme de Stroboscopie dans [55].



58

Théorème B.2 (Lemme de l�Ombre Courte) Soit U0 un ouvert standard de Rn et soit
F0 : U0!Rn standard et continue. Soit a0 2 U0 standard. Supposons que le problème de
Cauchy (B.1) admet une solution unique x0(t) et soit J = [0; ![, 0 < ! � +1, son intervalle
positif maximal de dé�nition. Soit U un ouvert de Rn qui contient tous les éléments presque
standard dans U0. Soit F : U!Rn continue telle que F (x) ' F0(x) pour tout x presque
standard dans U0. Alors, toute solution x(t) du problème de Cauchy (B.2) avec a ' a0 est
dé�nie pour tout t presque standard dans J et satisfait x(t) ' x0(t).

A noter que le théorème de l�Ombre Courte dans l�Analyse Non Standard est équivalent au
théorème de la dépendance continue par rapport aux conditions initiales et aux paramètres,
mais avec des conditions beaucoup plus faibles.
Pour les démonstrations et plus, il existe une bibliographie riche et variée couvrant tous

les domaines : systèmes dynamiques, calcul asymptotique, probabilité, algèbre, espace de
Banach:::. Le lecteur intéressé par l�Analyse Non Standard est renvoyé à quelques références
importantes comme [4, 14, 15, 32, 55, 57] pour les fondements et [12, 30, 34, 58, 61] pour les
applications. Le livre Nonstandard Analysis in Practice [13] est particulièrement intéressant
pour apprécier la portée des outils non standard dans au moins neuf domaines, et on trou-
vera dans [10, 33, 51, 54, 65] ce qu�il faut savoir sur la théorie des perturbations d�équations
di¤érentielles ordinaires. Historiquement, la théorie des perturbations non standard d�équa-
tions di¤érentielles, qui est aujourd�hui un outil bien établi dans la théorie asymptotique,
trouve ses racines dans les années soixante-dix, lorsque l�école de Reeb (voir [14, 34, 35, 50])
introduisit l�utilisation de l�Analyse Non Standard dans le domaine de la perturbation des
équations di¤érentielles. Pour plus d�information sur le sujet, le lecteur intéressé se reportera
à des textes tels que [13] et à des documents tels que [28, 32, 51, 55] parmi tant d�autres.



Annexe C

Moyennisation et stroboscopie

C.1 Moyennisation

C.1.1 Lagrange et les autres

C�est avec les tentatives des scienti�ques pendant le 18ème siècle de faire le lien entre la
théorie de Newton sur la gravitation et les observations des mouvements des planètes et des
satellites que les méthodes de perturbation des équations di¤érentielles sont devenues impor-
tantes [8, 48]. En e¤et, une théorie dynamique du système solaire basée sur la superposition
du mouvement de chacun des deux corps (le soleil et le corps objet d�intérêt) n�était pas
satisfaisante, car on négligeait l�in�uence des satellites comme la lune dans le cas de la terre
ou l�interaction mutuelle des grosses planètes comme Jupiter et Saturne. Pour toutes ces rai-
sons et d�autres, la modélisation proposée jusque la, du mouvement perturbé de deux corps
n�était pas tout à fait au point. Pendant la première moitié du 18ème siècle, le calcul numé-
rique de la position et de la vitesse des variables sur des intervalles successifs su¢ samment
petits de temps a vu le jour. Les chercheurs ont vite compris que cela allait conduire à des
tables gigantesques, mais peu précises. Durant la deuxième moitié du 18ème siècle, Clairaut
[9] avait soumis quelques idées que Lagrange a développé, généralisé et présenté par la suite
comme une théorie claire et simple. En e¤et Clairaut, écrivait la solution du problème non
perturbé de deux corps sous la forme

p

r
= 1� c cos(v);

où r est la distance entre les deux corps, v la distance mesurée à partir d�aphélié1, p un
paramètre, c l�excentricité de la section conique. En admettant une perturbation 
, Clairaut
déduit l�équation intégrale suivante par la méthode de variation des constantes,

p

r
= 1� c cos(v) + sin(v)

Z

cos(u)du� cov(v)

Z

 sin(u)du;

la perturbation 
 dépend de r; v et peut être d�autres quantités. Dans l�expression de 
, on
remplace r par la solution du problème non-perturbé et on suppose qu�on peut la développer
en fonction de sin v et cos v


 = A cos(av) +B cos(bv) + � � �:
1L�aphélie est dé�ni comme étant le point de l�orbite d�une planète ou d�une comète le plus éloigné du

soleil.
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Dans la partie perturbation de l�intégrale de Clairaut, on trouve des termes tels que

� A

a2 � 1 cos(av)�
B

b2 � 1 cos(bv); a; b 6= 0:

Si la série 
 contient un terme de la forme cos(v), alors l�intégration va donner lieu à des
termes tels que v sin v. Ce dernier représente ce qu�on appelle le comportement séculaire (non
borné) de l�orbite. Dans ce cas Clairaut ajuste le développement a�n d�éliminer cet e¤et. No-
tons que cette méthode n�est pas la méthode de moyennisation, bien qu�il y ait présence de
certains de ses éléments : la technique d�intégration garde les variations lentes des quantités
(telle que c �xée). De plus, cette technique utilise une procédure qui permet d�éviter les
termes séculaires. Lagrange et Laplace ont développé et par la suite largement utilisé cette
méthode pour obtenir une solution approchée. On peut retrouver les premiers ingrédients
de la méthode de moyennisation et les méthodes de perturbation d�ordre supérieur dans les
écrits de Laplace au sujet de la position du soleil, Saturne et Jupiter. Dans son livre publié
en 1788 sur la mécanique analytique [26], Lagrange décrit avec beaucoup de clarté et de
transparence la méthode de perturbations. En e¤et, après avoir élaboré la formule du mou-
vement dans la dynamique Lagrangienne, il défend l�idée que pour analyser l�in�uence on
devait utiliser la méthode des" variations des paramètres". Il disait que, dans toutes les mé-
thodes d�approximation, on suppose que la solution exacte d�un problème quelconque n�est
que la première approximation. Cela revient au fait qu�on a négligé quelques éléments ou
quantités jugés d�in�uence minimum et au fur et à mesure qu�on prend ces éléments négligés
en considération, l�approximation devient de plus en plus bonne. En mécanique, on ne peut
que résoudre par la méthode d�approximation, on cherche la première approximation de la
solution en ne tenant compte que des forces principales exercées sur le corps, a�n d�étendre
cette solution à d�autres forces qu�on appelle "perturbations". La méthode la plus simple
consiste à garder la même forme de la solution mais en considérant (momentanément) les
solutions comme des constantes arbitraires. Si les quantités négligées sont petites, les nou-
velles variables seront presque constantes et on peut leur appliquer les méthodes habituelles
d�approximation. Par la suite, Lagrange tire les équations pour les nouvelles variables : c�est
la forme standard de la perturbation. Lagrange parle, encore dans son livre des forces per-
turbatrices dans les fonctions périodiques qui conduisent à la moyennisation et il décrit une
formulation de la perturbation qui permet la description des variations des quantités comme
l�énergie par exemple. Lagrange, dans le chapitre sur les perturbations séculaires dans les
systèmes planétaires, fait le lien avec la moyennisation en introduisant un terme de pertur-
bation 
, a�n de déterminer les variations séculaires. On a qu�à remplacer la partie non
périodique, c�est-à-dire, le premier terme dans le développement en série de 
 en sinus et
cosinus, qui dépend du mouvement de la planète perturbée et des mouvements des planètes
perturbatrices. 
 est une fonction des coordonnées elliptiques de ces planètes, à condition
que les excentricités et les inclinaisons soient sans importance. On peut toujours développer
ces coordonnées en séries de cosinus et sinus des angles qui sont liés aux anomalies et aux
lignes des longitudes moyennes. Ainsi on peut développer 
 en série du même type et le
premier terme qui ne contient pas sinus ou cosinus sera celui qui peut produire l�équation
séculaire. Lagrange transforme par la méthode des variations des paramètres le problème
_x = "f(x; t) + "2g(x; t; ") x(0) = x0 sous la forme standard suivante

_x = "f(x; t) +O("2); x(0) = x0;
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où f est développée en série de Fourier par rapport à t avec des coe¢ cients dépendant de x,
c�est-à-dire

_x = " �f(x) + "

1X
n=1

an(x) cos(nt) + bn(x) sin(nt) +O("
2);

et par conséquent l�équation
_y = " �f(y); y(0) = x0;

donne l�évolution séculaire des solutions. C�est exactement l�équation moyennisée de premier
ordre.

C.1.2 Poincaré et les autres

Clairaut, Laplace et Lagrange ont construit un ensemble de techniques formelles dans la
théorie des perturbations, qui ont été utilisées dès la �n du 17ème siècle dans les écrits sur la
mécanique céleste pendant les 19ème et 20ème siècles par les auteurs :
Jacobi
Dans ses conférences sur les systèmes dynamiques, Jacobi dévoilait une théorie solide en

mécanique théorique : les équations du mouvement de Hamilton, l�équation aux dérivées par-
tielles (équation de Hamilton- Jacobi). L�objectif principal de ces conférences était concentré
sur l�utilisation de la méthode de Lagrange de la variation des constantes ; en e¤et, après
la présentation du problème non-perturbé par les équations du mouvement de Hamilton,
Jacobi suppose que le mouvement du problème perturbé est caractérisé par une fonction de
Hamilton : si on introduit certaines transformations, les équations de perturbation dans leur
forme standard peuvent avoir la même forme Hamiltoniène. Cette formulation est ce que
nous appelons de nos jours la théorie canonique de perturbation, théorie largement utilisée
dans la théorie mécanique Hamiltoniène. Signalons que ce traitement concerne uniquement
la manière de déduire la forme standard suivante

_x = "f(x; t) +O("2); x(0) = x0:

Tout cela représente la première partie de la théorie de Lagrange ; la deuxième partie est
consacrée au traitement des équations de perturbation. Jacobi l�a examiné en quelques lignes
en négligeant plus au moins les travaux de Lagrange. Dans son travail sur les systèmes
Hamiltoniens Jacobi omettait l�équation séculaire de Lagrange sans justi�cation, chose qui
n�est pas juste du moment que l�on en a besoin pour décrire correctement le mouvement.
Poincaré
Dans son livre [40, 41], Poincaré déterminait les solutions périodiques par le développe-

ment en série par rapport à un paramètre " (petit). Il considérait l�équation

�x+ x = "f(x; _x);

et il supposait l�existence de solutions périodiques isolées pour 0 < " << 1. Si " = 0, toutes
les solutions sont périodiques. Sous certaines conditions, Poincaré prouvait qu�on peut décrire
les solutions périodiques au moyen de séries entières en ", convergentes, où les coe¢ cients
sont des fonctions du temps t, bornées. Dans ce même livre, il montrait comment appliquer
sa méthode, tout en a¢ rmant que si les conditions ne sont pas satisfaites, alors on n�a pas de
séries convergentes. Poincaré a utilisé la formulation de Lagrange et Jacobi assujettie à une
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condition séculaire justi�ant les solutions périodiques. Notons aussi que Poincaré a consacré
une grande partie dans son livre "Leçons de Mécanique Céleste" à la théorie planétaire de
perturbation avec une discussion approfondie de l�oeuvre de Lagrange sur la moyennisation
(Théorie de perturbation séculaire).
Van der Pol
Van der Pol cherche des solutions approchées du problème [58]

�x+ x = "(1� x2) _x:

Moyennant le changement de variable suivant :

(x; _x)! (a; ')

avec
x = a sin(t+ '); _x = �a cos(t+ '):

Par rapport à la variable a; l�équation s�écrit

da2

dt
= "a2(1� 1

4
a2) + � � �;

Si on néglige les termes de degré supérieur à 4. Van der Pol obtient une équation intégrable
da2

dt
= "a2(1� 1

4
a2), qui fournit une bonne approximation de l�amplitude a. Le changement

de variable x = a sin(t+ ') est un bon exemple de la variation des constantes de Lagrange.
L�équation d�approximation de a est l�équation séculaire de Lagrange de l�amplitude.
Krylov-Bogoliubov
Dans le cas où le champ de vecteurs est général (pas nécessairement presque périodique)

Krylov et Bogoliubov [8] ont démontré certains résultats sur la moyennisation du problème
général

_x = "f(x; t)

où ils supposent que la limite suivante existe

lim
T!1

1

T

Z T

0

f(x; s)ds:

Avant de terminer
Sous certaines conditions (la périodicité par rapport à t et la di¤érentiabilité du champ

de vecteurs), parmi d�autres conditions, Fatou [17] montre la validité de l�approximation à

un O(") à l�echelle de temps
1

"
. On trouve un résultat équivalent des auteurs Mandelstam

et Papalexi [37].

C.1.3 Principaux résultats sur la moyennisation dans les EDO

La moyennisation, comme il est bien connu, est une méthode bien adaptée pour l�analyse
des oscillations non linéaire. Le principe de base est le suivant : il s�agit de remplacer le
champ de vecteurs par sa moyenne par rapport au temps, avec comme objectif d�obtenir des
approximations asymptotiques du problème d�origine.
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Dans ce bref rappel, nous nous limitons à deux références [29, 48] et les références conte-
nues dans ces deux dernières. Dans le livre [48] les auteurs considèrèrent l�équation

dx

dt
= "f1(x; t) + "

2f2(x; t; "); x(0) = a; (C.1)

où f1 et f2 sont périodiques, par rapport à t, de période égale à T , x; a 2 D; où D est un
domaine de Rn (avec fermeture compacte �D). Soit l�équation moyennisée dé�nie par

dz

dt
= " �f1(z); z(0) = a; (C.2)

avec
�f1(z) =

1

T

Z T

0

f(z; s)ds: (C.3)

L�objectif est de comparer la solution de l�équation (C.1) (qui est généralement di¢ cile à
résoudre) avec celle de l�équation (C.2). Le résultat principal est le théorème suivant

Théorème C.1 (Le cas périodique) [48] On suppose que les fonctions f1 et f2 sont conti-
nues par rapport à (x; t) et (x; t; ") respectivement et sont de Lipschitz en x. Soient L et "0 > 0
deux constantes telles que les solutions x(t; ") et z(t) avec 0 � " � "0 restent dans D pour

0 � t � L

"
.

Alors il existe une constante C > 0 telle que kx(t; ")� z(t)k � "C pour tout 0 � t � L

"
.

Un second résultat concerne la moyennisation dans le cas où f1et f2 ne sont pas pério-
diques, mais avant de l�énoncer faisons le rappel suivant :

Dé�nition C.1 Soit un champ de vecteurs continu f : Rn�R! Rn. On dé�nit la moyenne
locale de f; qu�on note fT ; par l�intégrale suivante :

fT (x; t) =
1

T

Z T

0

f(x; t+ s)ds; T 2 R

Dé�nition C.2 Soit un champ de vecteurs f : Rn�R! Rn, on suppose que f est continue
par rapport à (x; t) dans D � R+ et de Lipschitz en x dans D � Rn. Si la moyenne

�f(z) = Lim
T!1

1

T

Z T

0

f(z; s)ds: (C.4)

existe et que la limite est uniforme en x dans les compacts K � D,alors le champ de vecteurs
f est dit de type KBM (en référence à Krylov, Bogoliubov et Mitropolsky).

A noter que le champ de vecteurs f peut contenir des paramètres autres que les variables
(x; t). On suppose dans ce cas que les paramètres et les conditions initiales sont indépendantes
de " et que la limite est uniforme par rapport aux paramètres.
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Théorème C.2 (Le cas général) [48] On considère le problème de Cauchy suivant :

dx

dt
= "f1(x; t); x(0) = a; (C.5)

avec f1 : Rn � R! Rn et
dz

dt
= " �f1(z); z(0) = a;

où
�f1(z) = Lim

T!1

1

T

Z T

0

f1(z; s)ds

et x; z; a 2 D � Rn, t 2 [0;1[ et " 2]0; "0]. On suppose que
1) f1 est un champ de vecteurs de type KBM avec comme moyenne �f1.

2) z(t) appartient à l�intérieur d�un sous ensemble de D sur l�intervalle [0;
L

"
] pour un

certain L strictement positif ;
Alors

x(t; ")� z(t) = O(
p
�1(")); 8t 2 [0;

L

"
]:

On rappelle que :

Dé�nition C.3 Une fonction �(") est appelée fonction d�ordre, si elle est continue, positive
sur l�intervalle ]0; "0] et que la limite Lim

"!0
�(") existe.

Dans [29] les auteurs ont utilisé la technique de stroboscopie pour moyenniser dans les
équations du type (C.5). Cette technique leur a permis d�a¤aiblir les conditions de régularité
exigés dans la littérature classique.
Soit U un ouvert de Rn et soit f : U �R+ ! Rn une fonction continue. Soit x0 2 U . On

considère le problème à condition initiale suivant :

dx

dt
= "f(x; t); x(0) = x0; (C.6)

où " est un paramètre réel petit positif. On suppose que le problème (C.6) véri�e les
hypothèses incluses dans la dé�nition suivante :

Dé�nition C.4 On dit qu�un champ de vecteurs f : U �R+ ! Rn est de type KBM s�il est
continu et satisfait les conditions suivantes :
(C1) La fonction f est continue en x uniformément par rapport à t.
(C2) Pour tout x de U , la moyenne F (x) := Lim

T!1
1
T

R T
0
f(x; t)dt existe.

(C3) Le problème
dy

dt
= "F (y(t)); y(0) = x0 (C.7)

admet une solution unique.

Théorème C.3 [29] On suppose que f est un champ de vecteurs de type KBM. Soit x0 2 U .
Soit y la solution de (C.7) et soit L 2 J , où J = [0; ![; 0 < ! � 1 est son demi intervalle
positif maximal d�existence. Alors, pour tout � > 0, il existe "0 = "0(L; �) > 0 tel que pour
tout " dans ]0; "0]; toute solution de (C.6) est dé�nie au moins sur l�intervalle [0; L] et veri�e
l�inégalité kx(t)� y(t)k � � pour tout t dans [0; L].
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C.2 Stroboscopie

C.2.1 Introduction

La technique de la stroboscopie sous sa forme actuelle a débuté avec l�étude de l�équation
_x = sin(!tx), où le point sur la variable désigne la dérivée ordinaire de x par rapport à
t et ! est un in�niment grand. L�étude de cette équation a été proposée par R. Lutz au
début de l�année 1977 [44, 51, 52], l�objectif étant de déterminer les ombres des solutions
de l�équation di¤érentielle _x = sin(!tx). J. L. Callot a donné la solution, une solution
simple et astucieuse : Comme la dérivée _x est limitée, une solution x(t) est donc S-continue,
dont l�ombre y est une fonction standard continue. Pour des raisons de symétrie l�étude est
restreinte au quadrant t � 0; x � 0. L�ombre est une fonction décroissante, analytique sauf
au point où elle traverse la première bissectrice d�équation x = t où elle est continûment
dérivable. Dans le secteur t � x > 0, il y a des pièges à trajectoires de sorte que l�ombre y
est une hyperbole tx =constante. Dans le secteur x > t > 0, la solution x oscille et deux
maxima successifs (tn; xn) et (tn+1; xn+1) véri�ent :

0 < tn+1 � tn ' 0 et
xn+1 � xn
tn+1 � tn

' g(tn; xn); (C.8)

où g : R� R! R est une fonction standard continue dé�nie par

g(t; y) =

p
y2 � t2 � y

t
; t; y 2 R:

C�est G. Reeb qui a remarqué que la condition (C.8) signi�ait que la suite (tn; xn) s�obtient
par le schéma d�Euler, appliqué à l�équation di¤érentielle _y = g(t; y). Donc l�ombre y est une
solution standard de l�équation _y = g(t; y).
Pour des raisons de symétrie on se limite à l�ensemble f(t; x) 2 R2= t � 0; x > 0g
Cas où t � x > 0 :
Les deux branches d�hyperboles

!tx = 2k�; !tx = 2k� � �
2
;

avec k
!
limité, ont une ombre commune d�équation tx = cte. Le champ est nul sur l�hyperbole

!tx = 2k� et de pente égal à �1 sur la deuxième hyperbole. On a ce qu�on appelle un piège
à trajectoires.
Cas où x > t � 0 :
Le champ est transverse aux branches d�hyperboles tx = cte jusqu�à ce qu�il atteigne la

droite diagonale y = x. Soit un point standard (tk; xk) tel que !tkxk = 2k�. Moyennant le
changement de variable T = !(t� tk); X = !(x�xk) , l�équation _x = sin(!tx) se transforme
en

dX

dT
= sin(!tkxk + (Txk +Xtk) +

TX

!
): (C.9)

Le changement de variable y = Txk+Xtk, transforme l�équation (C.9), sachant que !tkxk =
2k� en

_y = xk + tk sin(y +
TX

!
); (C.10)
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qui est in�niment proche de l�équation standard

_y = xk + tk sin(y): (C.11)

On a tk+1 = tk + T
!
pour une valeur T = p pour laquelle xkp+ tkX(p) +

pX(p)

!
= 2�. On en

déduit que y(p) ' 2�.
Alors

p '
Z 2�

0

dy

xk + tk sin y
=

2�p
x2k � t2k

; X(p) ' 2� � xkp
tk

 
1� xkp

x2k � t2k

!
:

Ce qui justi�e la fonction g(t; y) =

p
y2 � t2 � y

t
; t; y 2 R:

Comparaison entre la solution de x0 = sin(2tx) avec x(1) = 2:5 et la solution de y0 = g(t; y)
correspondante

D�une façon formelle le principe se résume comme suit [52] :" L�idée de base est simple.
On étudie une fonction X, qui est en général solution d�une certaine EDO. On suppose que
X se laisse surprendre (c�est l�e¤et stroboscopique) en des instants discrets et in�niment
proches (instants d�observation de la stroboscopie), mais éventuellement très irrégulièrement

espacés de sorte que la pente
x(ti+1)� x(ti)
ti+1 � ti

entre deux �ashs soit in�niment proche de la

valeur X(ti; x(ti)), où X est une fonction standard. Dans ces conditions la fonction X est
in�niment proche d�une solution de l�ODE (standard) x0 = X(t; x)".
Le Lemme de Stroboscopie a été utilisé par plusieurs auteurs et dans des domaines variés.

Il su¢ t de consulter les références et les commentaires dans [52]. La version qu�on a utilisée
dans ce travail est une version établie par T. Sari dans [49]. Une amélioration du Lemme
de Stroboscopie avec une extension aux équations di¤érentielles fonctionnelles à retard a été
élaborée récemment par M. Lakrib et T. Sari dans [27] et [29].
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C.2.2 Stroboscopie

A�n de garder l�empreinte historique nous allons donner ici la première version du Lemme
de Stroboscopie [10, 44, 51, 52], mais avant de faire, on va reprendre quelques paragraphes,
de l�article de T. Sari [52], "Petite histoire de la stroboscopie".

"Cette petite histoire est pour moi, qui fus un témoin direct de la naissance de la strobo-
scopie, puis un acteur de son développement, l�occasion d�évoquer un aspect des personnalités
et de l�oeuvre scienti�que de Jean Louis Callot et de Georges Reeb."

"Je ne sais pas qui de Callot ou de Reeb a proposé le mot stroboscopie, mais je le trouve
très pertinent et rendant parfaitement compte de la méthode."

"Mon expérience personnelle dans cette période me pousse à penser que la stroboscopie
est vraiment une méthode e¢ cace pour résoudre des problèmes. Elle a en tout cas permis au
novice que j�étais de pénétrer dans un domaine de recherche très riche et très développé par
une voie tout a fait originale. Le traitement de ces questions classiques de moyennisation par
la méthode de stroboscopie n�est pas une redite des travaux connus dans un langage nouveau,
mais vraiment une approche di¤érente."

" Au cours de mon exposé, ayant annoncé que j�allais utiliser la stroboscopie de Callot,
j�ai entendu Reeb dire "et de son rédacteur Reeb". N�ayant pas bien compris son commen-
taire, j�ai marqué un temps d�arrêt et je l�ai regardé. Il a répété alors : "La stroboscopie
de Callot et de son rédacteur Reeb". Il s�agissait probablement d�une coquetterie de sa part
car nous sommes unanimes à témoigner que jamais Reeb n�a cherché a revendiquer la pa-
ternité d�une quelconque idée dans l�asymptotique non standard même lorsqu�il a été très
directement impliqué. Cependant, je reste convaincu que sans la perspicacité de Reeb, ce
qui est devenu aujourd�hui un véritable outil de l�asymptotique non standard, ne serait resté
qu�un simple calcul, sur quelques exemples particuliers, où un esprit bienveillant accepterait
tout juste de reconnaître la convergence du schéma d�Euler. C�est la raison pour laquelle il
me plait aujourd�hui de parler de la stroboscopie de Callot-Reeb et je vous invite à en faire
autant."

"Ces souvenirs que j�ai essayé de faire revivre pour vous sont jalonnés d�histoires de
printemps. Je forme le voeux que ce nouveau printemps qui nous réunit aujourd�hui autour
de la mémoire de Jean Louis Callot et de Georges Reeb soit une source d�inspiration féconde
pour le futur. J�ai parlé de l�astuce et du bon sens de l�un, de la perspicacité et de la générosité
de l�autre, mais il fallait aussi vraiment du génie pour avancer aussi vite et aussi loin que
Callot et Reeb, et pour entraîner, chacun à sa manière tellement de gens dans leur sillage."

Théorème C.4 (Lemme de Stroboscopie) Soit x : R ! Rn une fonction. On suppose
qu�il existe une suite �nie (ti)i=0;:::;!, strictement monotone, telle que :
a) ti ' ti+1;8i et t! � t0;
b) (t0; x(t0)) est limité et x(t) ' x(ti) 8t 2 [ti�1; ti[;
c) Il existe une fonction g : R� Rn ! Rn standard continue, telle que :

x(tn)� x(tn�1)
tn � tn�1

' g(tn�1; x(tn�1)):

Alors x admet une ombre �x sur un intervalle standard [�t0; b], non réduit à un point et �x
est dérivable et est solution de l�équation

_y = g(t; y); y(0) = �(x(0)):
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