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Résumé

Les systemes lents-rapides ol systémes & deux échelles de temps sont des systéemes d’équa-
tions différentielles caractérisés par la multiplication de la dérivée d’ordre le plus élevé par
un parameétre réel petit. Dans la premiére partie de ce travail on s’intéresse aux systémes
d’équations différentielles & deux échelles de temps (systémes lents-rapides), dont le pro-
bléme réduit est Hamiltonien avec ou sans parametre lentement variable. Dans le chapitre
I on rappelle les notions de base sur les systémes lents-rapides ainsi que sur les systémes
Hamiltoniens avec quelques résultats de référence de la littérature. Le chapitre II constitue
le résultat de notre contribution. Ainsi dans ce chapitre on considére un systéme lent-rapide
dont le systéme lent est Hamiltonien. Le théoréme de Tikhonov nous assure une approxima-
tion de l'ordre de 1 des solutions du systeme lent-rapide considéré. En considérant la région
d’oscillations du Hamiltonien et par ’application de la technique de moyennisation, on donne
une approximation de l'ordre de 1/e de I’énergie totale du systéme et du parameétre, qui sont
tous les deux & variation lente. On résout complétement a la main quelques exemples que
nous illustrons avec des simulations numériques. Les résultats de cette partie sont énoncés
dans l'analyse classique et prouvés dans la théorie IST (Internal Set Theory), qui est une
approche axiomatique de la théorie de I’Analyse Non Standard de Robinson.

Dans la seconde partie, le chapitre III est consacré aux notions de base sur le calcul
fractionnaire et a la méthode de décomposition d’Adomian. Ce chapitre est couronné par
Papplication de la méthode de décomposition d’Adomian sur ’équation de Cahn-Hilliard
avec dérivée fractionnaire sur la variable temps et la variable espace. Comme résultat on
obtient des solutions numériques sous formes de séries convergentes.



Abstract

Slow and fast systems are characterized by the multiplication of some of the derivatives
by a small real parameter €. In the first part of this thesis we deal with the special cases
of systems that the reduced problems of which are Hamiltonian equations, with or without
a slowly varying parameter. In Chapter I we recall the basic notations and definitions of
singular perturbations and of Hamiltonian systems with some classic results of the literature.
Chapter II is devoted to our contribution. We consider a slow and fast system that the
reduced problem is Hamiltonian system, the Tikhonov theorem gives approximate solutions
for times of order 1. By the use of the stroboscopic method, which is an efficient tool developed
in nonstandard analysis, we establish approximations for times of order 1/¢. More exactly,
the variation of the total energy of the problem as well as the eventual slow parameter
is approximated by a certain averaged differential equation. The results are illustrated by
some numerical simulations. The results are formulated in classical mathematics and proved
within Internal Set Theory which is an axiomatic approach to Nonstandard Analysis.

In second part, the third chapter III is reserved to elementary notions and definitions
of fractional derivatives and a brief review of Adomian decomposition method (ADM). By
introducing the fractional derivative in the sense of Caputo, we apply the Adomian decom-
position method for Cahn-Hilliard with time-and space-fractional derivative. As a result,
numerical solutions are obtained in a form of rapidly convergent series with easily compu-
table components.
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Premiére partie

Systémes lents-rapides avec problémes
réduits Hamiltoniens



Chapitre 1

Sur les systémes lents-rapides et sur
les systémes Hamiltoniens

1.1 Sur les systémes lents-rapides

1.1.1 Définitions et notions de bases
Considérons le probléme associé aux systémes et aux conditions initiales suivants :

d d
5ﬁ:F@%@,dm:%,£

Ce type de systéme est souvent appelé systéme lent-rapide ou systéme & deux échelles de
temps ou x € R" et y € R™ sont respectivement la variable rapide et la variable lente
et € est un réel positif petit. On suppose que les fonctions F' et G sont continues, définies
sur un ouvert D de R"*"*+1 et suffisamment réguliéres pour que le théoréme d’existence et
d’unicité des solutions s’applique. On suppose encore que les conditions initiales dépendent
d’une fagon continue de ¢. Le systéme (1.1) est en fait une famille de systémes dépendant de
e. Ce dernier varie dans un petit intervalle [0,¢o[. Le fait que la dérivée est multipliée par €
ne permet pas ’application du théoréme de la dépendance continue des solutions par rapport
aux paramétres. Ceci caractérise les perturbations singuliéres. La théorie des perturbations
singuliéres a pour objectif d’étudier le comportement des solutions de (1.1) quand ¢ — 0, sur
des intervalles bornés et éventuellement non bornés. Le dixiéme chapitre du livre de Wasow
[62] en est une excellente référence. Le changement de variable 7 = t /¢ transforme (1.1) en

dr dy

=G(z,y,¢), y(0)=p.. (1.1)

= F(z,y,¢), z(0) =a., —= =eG(z,y,2), y(0) =/, (1.2)
dr dr
dont le systéme nominal®' est donné par
dx d
E — F(a,y,0), 2(0)=ay, -2=0, y(0)=f. (1.3)
dt dr
En considérant y comme parameétre, I’équation suivante :
dx
—=F 0). 1.4
= = F(,y,0) (14)

!Un systéme nominal est un systéme non-perturbé
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est appelée [’équation rapide. La composante x de la solution de (1.2) varie trés vite par
rapport a ce qu’on appelle I’équation de la couche limite donnée par :

% = F(x, 5y,0), x(0) = ay. (1.5)

L’ensemble des zéros de F(z,y,0) = 0 forme ce qu’on appelle la variété lente de (1.2). Elle
est formée par I’ensemble des points d’équilibre de la dynamique rapide (1.4). Une solution de
(1.4) peut étre non bornée quand 7 — oo, comme elle peut tendre vers un point d’équilibre
ou encore elle peut s’approcher d’un attracteur plus complexe. Notons que le comportement
asymptotique d’une solution est lié aux conditions initiales. Supposons l’existence d’une
fonction & : R™ — R™ telle que = = £(y) est solution de F'(z,y,0) = 0. On appelle le systéme
lent ou parfois 1’ équation lente associée au systéme (1.1) I’équation suivante :

dy
— =G 0
o = GE),y,0)
Le probléme réduit est défini par :
d
== GEW.p.0), ¥(0) = b (16)

Avant d’énoncer le théoreme de Tikhonov, nous rappelons que ce dernier concerne le cas ou
les solutions de I’équation rapide (1.4) tendent vers des points d’équilibre.

Sur la stabilité des équilibres : définitions

Rappelons qu'un point d’équilibre x = £(y) de (1.4) est dit :

1. Stable (au sens de Lyapunov ) si, pour tout p > 0, il existe un n = n(p,y) > 0 tel que
toute solution z(7,y) de (1.4), pour laquelle ||z(0,y) — &(y)|| < n, peut étre prolongée pour
tout 7 > 0 et satisfait ||z(7,y) — &(y)|] < p.

2. Instable s’il n’est pas stable.

3. Attractif s’il admet un bassin d’attraction, i.e, un voisinage V' tel que toute solution
z(7,y) de (1.4) pour laquelle z(0,y) € V peut-étre prolongée pour tout 7 > 0 et satisfait
TETOOJC(T’ y) = &(y). Il est dit globalement attractif si Tligloox(ﬂ y) = &(y) est vérifiée pour

toutes les solutions.

4. Asymptotiquement stable s’il est stable et attractif en méme temps. Il est dit globalement
asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement attractif.

5. Asymptotiquement stable uniformément par rapport & y si le réel n = n(p,y) dans la
définition de la stabilité ne dépend pas de y.

6. Exponentiellement stable si pour tout p > 0, il existe n > 0, M > 0 et a > 0 tels que pour
toute solution z(7,y) de (1.4) on ait

12(0,y) = €Wl <n = llz(T,y) = W)l < M |2(0,y) — £(y)| exp(—aT)

pour tout 7 > 0. Il est dit globalement exponentiellement stable si la majoration est vraie
pour toutes les solutions.



1.1.2 Rappel de quelques résultats fondamentaux
Théorie de Tikhonov : approche originelle

Dans la littérature classique on peut énumérer plusieurs méthodes de résolution des
problémes de perturbations singuliéres (voir [11, 22, 56]). Parmi ces méthodes, on cite celle
des développements raccordés, celle des approximations successives complémentaires, celle
des échelles multiples et celle de Poincaré-Lighthill.

Théoréme de Tikhonov On note les hypothéses par la lettre 7'

T'1 : On suppose que I’équation rapide (1.4) admet une solution unique pour toute condi-
tion initiale donnée et ceci pour toute valeur fixée du paramétre y.

T2 : 1l existe un domaine? K & adhérence compacte et d’intérieur non vide de R™ et
une fonction continue ¢ telle que pour tout y € K, x = £(y) est une solution isolée de
F(z,y,0) = 0, c’est-a-dire que F(£(y),y,0) = 0, et il existe un réel positif § tel que la
relation y € K, ||z — £(y)|| < 0 et = # £(y) implique F(x,y,0) # 0.

T3 : On suppose que 1’équation lente (1.6) admet une solution unique pour toute condition
initiale donnée.

T4 : Pour tout y € K, le point d’équilibre x = &(y) de I'équation rapide (1.4) est
asymptotiquement stable uniformément par rapport a y.

T'5 : On suppose que (ayg, 5y) appartient au bassin d’attraction de la racine = = £(y).

Théoréme 1.1 [62] On suppose que les hypothéses T'1 a T5 sont satisfaites et que les fonc-
tions F,G,a. et . sont continues. Soit T(T) la solution de l’équation de la couche limite
(1.5), soit §(t) la solution du probléme réduit (1.6) et soit L un réel positif dans son intervalle
de définition. Alors :

Vn > 0,3e* > 0,Ve €]0,e*], toute solution (x(t,e),y(t,€)) de (1.1) est définie au moins
sur [0, L] et il existe w > 0 tel que

cw <1 et lly(t,e) —y(t)|| <n pour tout t dans [0, L],

|lz(t,e) — &(y(t))]] < n pour tout t dans [ew, L],

|z(eT,e) — Z(7)|| < n pour tout t dans [0,w].

Remarque 1.1 S’il y a unicité des solutions pour (1.1) le théoréme dit :

Limzx(t,e) = £(y(t)), Vt €]0, L], lg)i%ly(t, e) =y(t),vt €0, L].

e—0

Remarque 1.2 Si de plus le probléme (1.6) admet dans l'intérieur de K un équilibre asymp-
totiquement stable, la conclusion du théoréme reste vraie pour tout t positif.

Exemple 1.1 Soit le systéme suivant dans R?

E—Cj; =—y—(1+e)z z(0)=a
dy

—_— = pu— b'
o =7 y(0)

2Le domaine est un ouvert connexe
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Ce dernier admet une solution eracte unique

t
(a+b) —=— cea+bd

t) = € — —t

z(®) 1—c ¢ 1—c 7

ela+b) —— ea+b
=tV ~t
y(0) —c Cft

d’une part, d’autre part ’équation réduite

dy

ﬁ—=w,wmzhw:ﬂw:—y

admet comme solution (t) = be™*.On a bien

%i%lx(t’ g) = é(g<t))7Vt 6]07 L]? %i%?y(t, 5) = g(t)7Vt € [07 L]7

Théorie de Tikhonov : approche topologique

Dans [32] les auteurs ont introduit une topologie sur ’ensemble des problémes de Cauchy.
Ils ont décrit le comportement des solutions de tous les systemes appartenant & un petit
voisinage du systéme non perturbé. Dans ce qui suit on va reprendre 1’essentiel de leurs
résultats :

Soit le probléme

y=g(z,y), y(0) =5,

ou () =d/dt, f:Q — R"et g : Q — R™ sont continues, 2 est un ouvert de R"*™ et
(ar, B) € Q. L’ensemble

T =1{(Q, f,9,a,8) : Q ouvert de R""™ (a, 8) € Q,
f:Q—=R" ¢g:Q— R™ continues}

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, que nous définissons
comme étant la topologie pour laquelle un systéme de voisinages d'un élément (2, fo, go, o,
Bo) est engendré par les ensembles

V(D,CL) :{(Q7fvgaaa6> GT: DCQa ||f_.f0HD<a7 Hg_QOHD <a,
|lov = | < a, [[B = Bol| < a},

ou D est un sous-ensemble compact de {2y et @ un nombre réel strictement positif. Ici
l|h||p = sup,ep ||R(w)]], ot h est définie sur le compact D a valeurs dans un espace normé. Il
s’agit donc d’étudier le systéme (1.7) avec e suffisamment petit et (2, f, g, «, 3) suffisamment
proche d’un élément (€, fo, go, @0, Bo) de 7 dans le sens de la topologie définie. L’ équation
rapide est alors définie par

v’ = fO(ma y)? (18)
ol y est un parameétre et (') = d/dr, avec T = t/e.
La wvariété lente du systéme est définie par ’ensemble des points de R™ x R™ vérifiant

folz,y) = 0. (1.9)
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Elle est constituée des points d’équilibre de ’équation rapide (1.8). En substituant £(y) a «
dans la deuxiéme équation du probléme de départ (1.7) on obtient 1’équation lente

v =g0(&W), ), (1.10)

qui sera définie dans l'intérieur Y du compact Y.
En adjoignant a 1’équation rapide (1.8), de parameétre y = [y, la condition initiale x(0) =
«, on obtient 1’équation de la couche limite

¥ = fo(z, Bo), (0) = ap. (1.11)

De méme que le probléme réduit consiste en 1’équation lente (1.10) avec la condition initiale
y(0) = fo :
J=90(&(y),y), y(0) = Bo. (1.12)

L’objectif est d’étudier le probléme (1.7) pour € assez petit et (2, f, g, a, 3) suffisamment
proche d’un élément (Dy, fo, go, @0, Bo)-

Les résultats dans [32] sont énoncés sous les hypothéses suivantes :

H1 : Pour tout y fixé, I’équation rapide (1.8) possede la propriété d’unicité de la solution
pour toute condition initiale donnée.

La variété lente du systéme est définie par 'ensemble des points de R"™™ vérifiant

fo(z,y) =0.

Elle est formée des points d’équilibre de I’équation rapide (1.8). On suppose 'existence d’une
variété L de dimension n qui soit contenue dans la variété lente et qui soit le graphe d’une
fonction continue sur un compact d’intérieur non vide de R™. Plus exactement, il existe une
application £ : Y — R™ Y étant un compact de R™, telle que (£(y),y) € €y pour tout y
eYetL={(zr,y):x=¢&y),y €Y}

H2 : Pour tout y € Y, x = &(y) est une racine isolée de I’équation (1.8), c’est-a-dire
fo(€(y),y) = 0, et il existe un réel § > 0 tel que les relations y € Y, ||z —&(y)|| < § et
z # {(y) impliquent fo(x,y) # 0.

H3 : Pour tout y € Y, x = {(y) est un point d’équilibre de 1’équation (1.8) asymptoti-
quement stable et son basin d’attraction est uniforme sur Y.

H4 : L’équation lente (1.10) posséde la propriété d’unicité de la solution pour toute
condition initiale donnée.

Hb5 : Le point (3 est dans Y. Le point «q est dans le basin d’attraction du point 1’équilibre

z = &(y).

Théoréme 1.2 Soient f: Qg — R et g: Qg — R™ et £:Y — R” des fonctions continues
et soit (g, Bo) dans €. Supposons que les hypothéses (H1) a (H5) sont satisfaites. Soit
zo(7) la solution de l’équation de la couche limite (1.11). Soit yo(t) la solution du probléme
réduit (1.12). Soit I = [0,w[, 0 < w < 400 son intervalle mazximal positif de définition.
Soit T dans I, I étant l'intervalle mazximal positif de la solution yo(t). Pour tout n > 0,
il existe § > 0 et un voisinage V de (o, fo, go, 0, Bo) dans T tels que pour tout ¢ < 9,
et pour tout (2, f,g,, B) € V, toute solution (x(t),y(t)) du probléme (1.7) soit définie au
moins sur [0,T] et il existe L > 0 tel que eL < n,||z(eT) — zo(T)|| < 1 pour tout 0 < 7 <
Ly [lz(t) = &y ()l < pour eL <t <T et [ly(t) — yo(t)[| <n pour 0 <t <T.
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Concernant les approximations des solutions pour ¢ € [0, +oc[, on a besoin d’une hypo-
these supplémentaire. Soit y., € Y un équilibre de équation lente (1.10). Soit I’hypothese
suivante :

H6 : Le point y = y, est un équilibre asymptotiquement stable de ’équation lente (1.10)
et [y appartient au basin d’attraction de Y.

Quand I’hypothése H6 est satisfaite, la solution yo(t) du probléme réduit est définie pour
tout t > 0 et satisfait la propriété tE+mooy0(t) = Yso. Dans ce cas précis la conclusion du

théoreme (1.2) reste valable pour tout ¢ positif.

Théoréme 1.3 Soient f : Qy = R" et g: Qy — R™ et £:Y — R" des fonctions continues
et sotent Yoo € Y et (v, Bo) dans Q. Supposons que les hypothéses H1 a H6 sont satisfaites.
Soit xo(T) la solution de l’équation de la couche limite (1.11). Soit yo(t) la solution du
probléme réduit (1.12). Pour toutn > 0, il existe 6 > 0 et un voisinage V' de (o, fo, go, o, o)
dans T tels que pour tout e < 6, et pour tout (2, f, g, c, B) € V, toute solution (x(t),y(t)) du
probléme (1.7) est définie pour toutt > 0 et il existe L > 0 tel que eL < n, ||x(eT) — xo(7)]| <
n pour tout 0 < 7 < L, [|z(t) — E(yo(L))]| < n pourt > eL et ||y(t) — yo(t)|| < n pourt > 0.

Théorie de Pontryagin-Rodygin : approche topologique

Dans [55] T. Sari et K. Yadi ont étudié les systémes lents-rapides pour lesquels la dy-
namique rapide admet des cycles limites, pour toutes les valeurs fixées des variables lentes.
L’outil fondamental est le théoréme de Pontyagin-Rodygin, qui décrit le comportement limite
de la solution dans le cas de la continuité différentiable et les cycles sont exponentiellement
stables. Plus précisément, ils considéraient les systémes lents-rapides de la forme (1.7).

Lorsque I’équation rapide admet un cycle limite, la théorie de Tikhonov ne convient plus.
Les hypotheses seront dénotées par la lettre P.

P1: Pour tout y, I’équation rapide (1.8) posséde la propriété d’unicité de la solution pour
toute condition initiale fixée.

P2 : I existe une famille de solutions x*(7,y) dépendant continiment de y € G, ou
G C R™ est un compact d’intérieur non vide, telle que :

- z*(1,y) est une solution périodique de l’équation rapide (1.8) de période T(y) > 0.

- L’application y — T(y) est continue.

- Le cycle T', correspondant & la solution périodique x*(7,y) est asymptotiquement stable
et son bassin d’attraction est uniforme sur G.

De I'hypothese P2, on déduit que le cycle Iy, dépend contintiment de y et est localement
unique, i.e. il existe un voisinage W de Iy tel que ’équation rapide (1.8) n’admet pas d’autre
cycle dans . La solution z*(7,y) est dite orbitalement asymptotiquement stable.

Nous définissons 1’équation lente dans l'intérieur G de G par le systéme moyennisé

T(y)
! | / gola* (7, ), y) dr. (1.13)

y = Go(y) = ()

Supposons ce qui suit :

P3: L’équation lente (1.13) posséde la propriété d’unicité de la solution pour toute condi-
tion initiale fixée.

P4 : Le point By est dans G et o est dans le bassin d’attraction de I's,.
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Nous référons a 1’équation de la couche limite comme étant

' = fo(z, Bo), z(0) = ay, (1.14)

et au probléme réduit comme étant

y = 90(y), y(0) = Bo. (1.15)
Un premier résultat a pour énoncé :

Théoréme 1.4 [55] Soit (o, fo, go, o, Fo) un élément de T . Supposons vérifiées les hypo-
théses P1 a P4. Soit Z(7) et y(t) les solutions respectives de (1.14) et (1.15) et L € I, ou I
est lintervalle positif de définition de y(t). Alors, pour tout n > 0, il existe un * > 0 et un
voisinage V de (Qo, fo, g0, 0, o) dans T tel que pour tout € < £* et tout (2, f, g, «, 3) dans
V, toute solution (x(t),y(t)) de (1.7) est définie au moins sur [0, L] et il existe w > 0 tel que

ew < 1),

\|z(eT) — Z(7)|| <n pour 0 <1 <w,
ly(t) = y()]] <n pour 0 <t < L,
dis(x(t), Tywy) < n pour ew <t < L.

Pour prouver ce théoréme, les auteurs établissent notamment trois faits. Le premier est
que la trajectoire du probléme (1.7) atteint quasi-instantanément a ’échelle du temps lent ¢ la
variété engendrée par les cycles de I’équation rapide (1.8) paramétrés par y. Le deuxiéme est
qu’ensuite, tant que y est assez loin du bord de G, la trajectoire restera pres de cette variété.
Le troisieme concerne ’approximation de ces deux phases par les solutions respectives des
équations rapide et lente.

Théoréme de Pontryagin—Rodygin : validité des approximations pour tous les
temps

Les approximations du théoréme 1.4 peuvent étre obtenues également pour tout ¢ > 0
en supposant par exemple qu’il existe dans G un point d’équilibre ., de ’équation lente
moyennisée (i.e. Jo(¥s) = 0) qui soit asymptotiquement stable. Ainsi on suppose que :

P5 : L’équation lente (1.13) admet un point d’équilibre §o, dans G qui est asymptoti-
quement stable et [y est dans son bassin d’attraction.

Théoréme 1.5 [55] Soit (Qo, fo, go, o, Bo) un élément de T . Soit joo € G. Supposons véri-
fiées les hypothéses P1 a P5. Soit Z(7) et §(t) les solutions respectives de (1.14) et (1.15).
Alors, pour tout n > 0, il existe un * > 0 et un voisinage ¥V de (Qo, fo, o, 2o, Po) dans T
tels que pour tout ¢ < €* et tout (X2, f, g, c, B) dans V, toute solution (x(t),y(t)) de (1.7) est
définie pour tout t > 0 et il existe w > 0 tel que

cw <M,

l|z(eT) — Z(7)|| < pour 0 < 17 < w,
ly(t) — 5(t)]| < n pourt >0,
dis(z(t), ng(t)) <n pourt > cw.
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1.2 Sur les systémes Hamiltoniens

1.2.1 Définitions et notions de bases

Définition 1.1 Soit H : R" x R" xR — R" une fonction suffisamment réguliére par rapport
a ses arguments. Le systéme dynamique suivant :

. o0H
qi = P .(Q>p7t)a
B (i=1,.,n) (1.16)
i = _8_%(Q7p7t)7

est appelé systéme Hamiltonien et la fonction H(p,q,t) est appelée fonction Hamiltoniéne
ou I’Hamiltonien de (1.16).

Remarque 1.3 Le systéme (1.16) peut-étre écrit sous la forme condensée suivante :

1= g
q_ a q7p7 I

' S (1.17)
p= —a—q(q,p, t).

Si la fonction de Hamilton ne dépend pas du tempst alors (1.17) est dit autonome ou conser-
vatif. L’énergie est la valeur prise par I’Hamiltonien le long d’une trajectoire (q(t), p(t)). Elle
dépend de la valeur initiale. Ainsi,

H(q(t),p(t)) = E.

Définition 1.2 On appelle région d’oscillations de la fonction Hamiltoniéne H(q,p) un in-
tervalle I de R tel que, pour tout E dans I, H(q,p) = E définit une courbe fermée non

triviale C(E) dans le (q,p)-plan qui ne contient aucun point singulier qui annule o et
p

OH

dq

Définition 1.3 On appelle degré de liberté d’un systéme Hamiltonien le nombre de paires

(Giypi). 1l est égal a n dans le cas ot le systéme est autonome et a n + % dans le cas non
autonome.

Pour un systéme conservatif, I’énergie totale E(t) = H(q(t),p(t)) se conserve le long
d’une trajectoire v(t) = (q(t), p(t)), puisqu’on a la relation :

dE  9Hdg OHdp

ab _ofddg  ORdp
it oqdt | op dt

Pour étudier les trajectoires du systéme (1.17) il suffit d’étudier les courbes de niveau
H(q,p) = C*
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1.2.2 Systémes intégrables

Définition 1.4 Soient H(p,q) et L(p,q) deuz fonctions différentiables par rapport auz ar-
guments q et p € R™. Le crochet de Poisson de H avec L, noté {H, L}, est défini par

" /(OHOL OHOIL
H L) = - .
{ ’ } Z (3pi a%’ 8%’ (9]91‘)

=1

Définition 1.5 On appelle intégrale premiére d’un systéme Hamiltonien une fonction L,
constante le long des trajectoires (c’est-a-dire L = 0, sous le flux appliqué par les équations
de Hamilton).

Théoréme 1.6 Une fonction L est une intégrale premiére du systéme Hamiltonien si
{H,L} =0.

Remarque 1.4 Pour prouver ce théoréme, il suffit d’appliquer le crochet de Poisson de H
avec L.

Définition 1.6 On dit qu’un systéme Hamiltonien est complétement intégrable s’il posséde
n intégrales premiéres linéairement indépendantes (y compris I’Hamiltonien), o n est le
nombre de degrés de liberté du systeme.

1.2.3 Quelques résultats de référence

Dans [49] et [53], T. Sari développe et utilise la technique de stroboscopie dans la descrip-
tion des solutions des systémes différentiels et en particulier pour des systémes Hamiltoniens.
Dans ce qui suit on va reprendre d’'une facon succincte ’essentiel des résultats ayant une
relation avec le théme de notre travail.

Soit le probléme suivant

i=%(p,0,\) +ef(p,q, ), pER,
p=—%p.a. ) +e9(p,q, ), q€R, (1.18)

A=ch(p,q,\), \€R",

ou f, g et h sont continues. Soit v(t,e) = (p(t,¢),q(t,e), \(t,e)) une solution de (1.18).
L’énergie totale FE(t,e) = H(p(t,e),q(t, ), A(t,€)) varie lentement car :

: OH OH OH

E=Q(p;q; ), Q= — — —h. 1.19
Pour un temps de 'ordre de 1, les quantités A(t,e) et E(t, ¢) restent presque constantes,
ainsi une solution (¢, ) qui passe par le point (po, go, Ag) reste proche a la courbe C(Ey, Ao)
deéfinie par H(p, q, A\o) = Eo ot H(po, qo, \o) = Ep. La question fondamentale est de savoir ce

qui ce passe pour un temps de l'ordre de —. Cette question sera traitée dans le paragraphe
€

suivant.
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Perturbations non Hamiltoniénes

En posant 7 = et le systéme (1.18)-(1.19) se transforme en

10H
q/ - ga_p<p7Q7 )\) +€f(p7Q7 )\>7 p € RJ
10H
p,: _ga_q<p7q7A)+€g<p7q7A>7 qu, (120>
N =h(p,qN), NeR",
E'=Q(p,q, ).

Soit (q(t, A\, E), p(t, \, E)) une solution du systéme Hamiltonien

. OH
q= 8_(p>Q7 >‘)a pE Ra

D 1.21)
OH (

y— A R

p 34 (p.q;A), q€R,

ou F est défini par H(q,p, A\) = E. On suppose que cette équation définit une courbe fermée
C(FE, \) dans le plan (q,p) qui ne contient aucun point singulier. Soit P(E, \) sa période. On
définit dans la région d’oscillations D de ’Hamiltonien les fonctions G(E, \) et K(FE, \) par

P(E,\)

G<E’A>:§gﬁ§§7 R(E,N) = / Qp(t, A E), alt, ), B))dt,
P(E\)

K(EA)—%’X, S(EN) = / h(p(t A, E), q(t. A, E))dt.

Théoréme 1.7 Soit y(7,e) = (p(T,¢),q(T,¢),\(T,€)) une solution de (1.20) qui passe par
le point (qo,po, o). On suppose que (Eg, o) ot Ey = H(qo,po, \o) soit dans la région
d’oscillations D et que la courbe fermée C(E,\) contient le point (qo,po). Soit E(T,e) =
H(p(t,e),q(1,€), \(T,€)) Uenergie totale de ~(t,€). Les fonctions E(7,e) et \(T,€) sont ap-
prochées dans la région d’oscillations du Hamiltonien par les solutions Eo(T), Ao(T) du sys-

téeme moyennisé
E' =G(E,\),N =K(E,\) (1.22)

avec la condition initiale (Ey, \o) aussi longtemps que T soit limité et (Eo(T), A\o(T)) soit
limité et prend ses valeurs dans D.



Chapitre 2

Cas des problémes réduits
Hamiltoniens

2.1 Notre contribution

Apres la généralisation des résultats de Tikhonov et Pontryagin-Rodygin pour les sys-
témes lents-rapides par C. Lobry et T. Sari et S. Touhami dans [32] et T. Sari, K. Yadi
dans [55], il était tout a fait naturel de penser au cas ou les trajectoires s’approchent d’un
mouvement oscillatoire sur la variété lente [6]. Pour autant que nous savons, ce cas a été
décrit par M. Remili dans [45]. L’auteur y a examiné le systéme scalaire lent-rapide

dx

dy dz
E - f(l‘ayv Z), a - g($ayaz)a 5%

ou l’équation lente qui présente des orbites périodiques admet une intégrale premiere. En
utilisant ’application du premier retour de Poincaré, 'auteur a montré qu’aprés une tran-
sition rapide, la trajectoire considérée remplit la région des oscillations sur la variété lente.
Cette étude est entierement qualitative.

Le point de départ du présent travail est ’étude d’une perturbation singuliére de 1’oscil-
lateur harmonique [5] du type

= h(._'lf,'y) — Z,

€ d?’_x + dQ_:z; +2=0
dt3  dt? ’
ou plus exactement du systéme qui lui est associé
dx dy dz
priak i i
Par le changement de variable €z; = = + 2, celui ci s’écrit :
dx dy 21
%:y, E=—$+6Z1, 5E:y—z1.
Ce systéme est un cas particulier du systéme lent-rapide général suivant
o = ) 4 efay, 7.2,
Z—ZZ = —a—[;(x, y) +eg(z,y, 2,€), (2.1)
6% = h(z,y,z,¢)
dt T

17
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ou le systéeme lent est un systéme Hamiltonien. Nous considérons également un cas plus
général ot 'Hamiltonien dépend d’'un parameétre lentement variable, plus exactement

dev O0H
o = g @A) Fef(@y 2N e),

dy H
d_ctl 8 (m y? A) —I_E:g(m? y? Z) A75’\)7 (2.2)

dit - ( y,Z,)\M?),
ea(r,y,2,A,¢€).

Nous définissons un systéme moyennisé

E' = M(E,\),N = My(E, \), (2.3)
ou () = e tel que 7 = et. Les fonctions M; et M, sont les fonctions moyennisées de

Qz,y,A) =wlz,y,8(z, 4, A), A), Alz,y,A) = alz,y,£(z,y,),A,0),
sur les orbites fermées du systéme Hamiltonien

dr  O0H dy 0H

% - a_y($7y7 )a % = _%(xaya )‘)7

ou A est considéré comme un parametre constant. La fonction w est donnée par :

(2.4)

H
_(xvyv )\)g(xayvz7)‘70)

OH 0
w@,y;za >\) = %(1’797 )‘)f(xvyaz7)\70> + ay

OH

+ a—/\(ﬂfa% )\)a(%y,% )‘70)7

et la fonction ¢ définit la variété lente z = &(x,y,\) de (2.2). Nous montrerons dans le
théoréme 2.5 que, pour toute solution (x(7,¢),y(7,¢), 2(7,€), A(1,¢)) de (2.2), écrite dans
I'échelle de temps 7, les fonctions F(7) = H(x(7,¢),y(7,€)) et A(7,€) sont approchées dans
la région d’oscillations du Hamiltonien par les solutions du systéme moyennisé (2.3). Dans [53]
T. Sari considére une perturbation d’un systéme Hamiltonien avec un parameétre lentement
variable

dx H

le_t - a—;x,y, A) +efi(@y, A e),

_y = __<:U7y7 )‘) +€gl(xaya )‘78)7 (25)
g& ox

% = 5a1(x,y, >‘a5)7

ou il utilise la méthode de stroboscopie pour obtenir des invariants adiabatiques. Il prouve
(voir Théoréme 2 dans [53] et ces références) que 'énergie E et le parameétre A sont approchés
par des solutions du systéme moyennisé (2.3) ou les fonctions M; et M, sont les moyennisées

des fonctions
Ql(x> Y, )‘> = W1<Z’, Y, )‘)a Al(x7 Y, )‘) = 041(33, Y, )\7 0)7
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sur les orbites fermées du systéme Hamiltonien (2.4). Ici, la fonction w; est donnée par

OH OH
wl(xvya )‘) = %(%%)\)fl(%y; >\70) + 8_y<xay7 A)Ql(*/ﬂay?)UO)
+ 2,y Nau(z,9.1,0)
a)\ x,Yy, a1\, Y, A, .

Pour montrer comment le dernier résultat de [53] peut étre utilisé pour prouver notre
résultat malgré le fait que le systéme lent-rapide que nous considérons contienne également
la variable rapide z, nous avons besoin de dire un mot sur la théorie géométrique des per-
turbations singuliéres. En particulier nous abordons ici le théoréme de la variété invariante
de Fenichel (pour les détails et les définitions, on peut voir [25]). Cela concerne les systémes
de la forme

Y =ceu(y, z¢e), 2 =v(y,ze), (2.6)

ol u et v sont C* dans un ouvert U x I de R™*"*! (0 € I. On suppose que ’ensemble
No = {(y, 2), v(y, z,0) = 0} est une variété normalement hyperbolique! donnée par le graphe
d’une fonction C®, z = {(y) définie sur un compact Y. Sous ces hypothéses, le théoréme de
Fenichel garantit que “N, persiste pour de petites valeurs de £”, plus précisément, pour tout
entier positif r et pour tout € > 0 assez petit, il existe une fonction z = Z(y,e) de classe
C" définie pour y dans Y telle que la variété N. = {(y,2), 2 = Z(y,e)} soit localement
invariante par (2.6). De plus N. — Ny quand ¢ — 0. Ainsi, sur la variété lente de Fenichel
N, le systéme (2.6) est réduit &

Y =uly, Z(y,¢),€).

Les hypothéses que nous faisons dans notre travail ne nécessitent pas de fortes conditions
de dérivabilité des fonctions intervenant dans le probléme. La variété lente n’est pas censée
étre différentiable ni normalement hyperbolique, chose qui est exigée dans le théoréme de
Fenichel. Toutefois, si 'on suppose que le probléme (2.2) admet une variété invariante donnée
par z = Z(z,y, A, €), il devient tout simplement

d OH
d_::; - 3_(1’,y, )‘) —|-5f(m,y,Z(x,y, )\’6)7)\’6)7

d H
_y = ——(J],y, >‘) +5g(m,y,Z(m,y, )\75)’)\’5)’

gﬁ Ox

% = €Oé<$,y,Z(fE,y,)\,€>,)\,€),

qui est un systéme Hamiltonien perturbé avec des paramétres lentement variables de la forme
(2.5), ou

fl(xa Y, /\75) - f(xv Y, Z(xv Y, /\75)7 /\75)7

9@y, A e) = g(z,y, Z(z,y, A, €), A, €),

ar(z,y, A\, €) = alz,y, Z(z,y, A\, €), A, €).

1On suppose que 'ensemble Ny est une variété de dimension m. On dit que Aj est normalement hyper-
bolique si le linéarisé de
2 =v(y,2,0),
y' =0,

en tout point de Ny a exactement m valeurs propres sur I’axe imaginaire.
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En outre, puisque Z(z,y, A,0) = £(z,y,\), on a
Ql(ajv Y, )\) = Q('Tv Y, )\)7 Al(x> Y, )\) = A(I‘, Y, )‘)

D’apres le théoreme 2 dans [53], les solutions de (2.2) sont approchées par les solutions
du systéme moyennisé (2.3), & condition que les hypothéses du théoréme de Fenichel soient
remplies. Il est & noter que notre contribution se compose d’une preuve directe fondée sur la
théorie de Tikhonov et la méthode de stroboscopie.

Pour une bonne lecture, on préfére détailler notre approche sur le cas du systéme (2.1).
Dans la Section 2.2, nous énongons deux théorémes, le premier étant une simple application
du théoréeme de Tikhonov donnant le comportement des solutions de (2.1) pour un temps de
l'ordre de 1. Le Théoréme 2.2 donne une approximation de I’énergie totale de (2.1) pour un
temps de l'ordre de 1/e. Nos résultats sont énoncés dans l’analyse classique et dans 1’Ana-
lyse Non Standard et prouvés dans la théorie des ensembles internes (IST). La section 2.3
est consacrée aux énoncés externes des théorémes de la section 2.2. Dans la section 2.4,
nous considérons le systéme (2.2) ou le systéme Hamiltonien dépend d’un parameétre vecto-
riel lentement variable. Nous avons choisi de présenter ce dernier résultat (Théoréme 2.5)
seulement dans une forme Non Standard. La section 2.5 est reservée a la démonstration des
théorémes de la section 2.3 et la section 2.4. Nous donnons quelques exemples d’application
des théoreémes 2.2 et 2.5.

2.2 Moyennisation sur la variété lente

Considérons le systéeme Hamiltonien

dq _ —aH(q j2)
dat— op 7
dp _%H( ) (2.7)

Les courbes de niveau H(q,p) = E, ou E est une constante (I’énergie), sont les courbes
intégrales de (2.7). Une solution périodique de (2.7) correspondant a l'orbite fermée C'(FE)
est notée par (q(t, ), p(t, E')) avec la période P(E) et elle est définie pour tout ¢. Considérons
le systeme

dr O0H
&l_t - a_%lflx7y) + Ef(x7y7zu‘€)7
@ __oa 2.8
% = h(z,y,2,¢€)
Edt - ay7 ) )
avec les conditions initiales
2(0) = qo, y(0) = po, 2(0) = 20, (2.9)

ou (z,y,2) € R x R x R™. D’abord, nous décrivons les solutions du systéme (2.8) sur un
intervalle de temps fini quand € — 0, par I'utilisation du théoréme de Tikhonov.

On note les hypothéses par la lettre H.
H1 : Les fonctions f, g, h et les dérivées partielles de H sont continues par rapport a leurs
arguments.
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Nous supposons que ’équation rapide

% = h(z,y,z2,0), (2.10)
ol s = t/e, a un point d’équilibre asymptotiquement stable z = £(z,y). Plus exactement :
H2 : 1l existe un domaine K & adhérence compacte et d’intérieur non vide dans R? et
une fonction continue ¢ tels que pour tout (z,y) € K, z = £(z,y) est une racine isolée
de h(z,y,z,0) = 0. Le point z = £(x,y) est un équilibre asymptotiquement stable de (2.10)
uniformément sur K.

Le graphe de z = {(z, y) est une composante attractive de la variété lente h(zx,y, z,0) = 0.
L’équation lente est le systéme Hamiltonien (2.7). Nous référons a I’équation de la couche
limite par

d
d—z = h(z,y,2,0), 2(0) = 2 (2.11)
et & ’équation réduite par
dg OH
% = a_(Q7p)7 C](O,E()) = qo;,
D (2.12)

P 2 4.p), 90, Bo) =
dt_ aq q,p), P\Y, Lo) = Po,

ou (¢, p) appartient a K et Ej est le niveau d’énergie tel que H(qo, po) = Fo. Nous énongons
la derniere hypothese :
H3 : L’équation rapide (2.10) et l’équation lente (2.7) ont la propriété d’unicité de la solution
par rapport aur conditions initiales (qo,po) € K et 2o est dans le bassin d’attraction de
£(q0, o)-

Le théoréme ci-dessous est une conséquence du théoréeme de Tikhonov pour les systémes
lents-rapides et donne une approximation des solutions de (2.8)-(2.9) pour un temps d’ordre
1 et ceci pour ¢ suffisamment petit [32, 56]. Nous ne donnons pas sa preuve.

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses H1 a H3 soient remplies. Soit Z(s) la so-
lution de l’équation de couche limite (2.11) et (q(t, Eo),p(t, Eo)) la solution de I’équation
réduite (2.12). Soit T > 0 dans Uintervalle positif de définition de (q(t, Eo), p(t, Ey)). Pour
chaque n > 0, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout 0 < & < €*, toute solution y(t,e) =
((z(t,e),y(t,e), z(t,€)) de (2.8)-(2.9) est définie au moins sur [0, T et il existe w > 0 tel que

ew < 1,

|2(es) = Z(s)| <n pour tout 0 < s < w,
lz(t,e) —q(t, Eo)| <n, |ly(t,e) — p(t, Eo)| <n pour tout 0 <t <T,
|2(t,e) — &(q(t, Eo), p(t, Eo))| <1 pour tout ew <t < T.

D’apreés ce qui précede, pour ¢ assez petit, une trajectoire de phase y(t,e) = (x(t, ), y(t,€)
z(t,e)) de condition initiale (qo, po, z0) arrive rapidement aprés un petit temps tqg = cw,
au voisinage de la variété lente z = &(x,y), (z,y) € K. Ensuite, elle reste proche de la
courbe C(Ep) définie par H(x,y) = Ey pour un temps d’ordre 1. Maintenant, 1’énergie
totale E(t,e) = H(x(t,e),y(t,e)) du systéme (2.8) varie lentement du fait que sa dérivée est

donnée par
dE

o= ew(x,y, 2, €), (2.13)
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ou

o0H oH
W(ﬁ,y,Z,E) = %(%Wf(fay; 275) + Ty(xay)g(xvya 275)' (214)

Pour un temps de lordre de 1, la quantité E(t,e) reste presque constante et le probléme est
de décrire ce qui se passe pour un temps de 'ordre de 1/¢. Il est plus naturel de considérer le
systéme (2.8) et I’équation (2.13) a 'échelle de temps 7 = et. Le systéme (2.8) et 1’équation
(2.13) devienent

10H
r = ga—(x,y) + fx,y, 2,€),
T ibm o1
y = ___(Iay) +g(x7yaz78)a ( : )
15 ox
2 = gh(x,y,z,e),
E' =w(x,y,z,¢). (2.16)

Notons
Az, y) == w(z,y,&(z,9),0),

et faisons une autre hypothése pour éviter les problémes de frontiére :
H4 : La région d’oscillations I de (2.7) est non vide et il existe un intervalle compact J
dans I tel que K = EUJC’(E).

€

Considérons 1’équation moyennisée

E:Mmﬁzl/ﬂﬁmmﬂummu (2.17)

définie dans .J. Nous rappelons que (q(t,E),p(t, E)) est la solution périodique de (2.7)
d’énergie E et de période P(F).

H5 : L’équation (2.17) posséde la propriété d’unicité des solutions pour toute condition
wmitiale fizée.

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothéses H1 a H5 soient remplies. Soit v(7,€) une
solution de (2.15) avec la condition initiale (2.9). Supposons que Ey = H(qo,po) € J. Soit
E(t) = H(x(7,¢€),y(t,€)) Uénergie totale de v(7,€). Soit E(7) la solution de I’équation
moyennisée (2.17) avec la condition initiale Eq et soit L dans son intervalle positif de défi-
nition. Alors, pour chaque n > 0, il existe * > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < &* la fonction
E(7) satisfait |E(7) — E(7)| < n pour tout T dans [0, L].

2.3 Reésultats externes

Les théorémes 2.3 et 2.4 ci-dessous sont les énoncés externes des théorémes 2.1 et 2.2.

Théoréme 2.3 Soient f, g, H, h, &, po, qo, 20 et Ey standard. Supposons que les hypothéses
H1 & H3 soient satisfaites. Soit Z(s) la solution de l’équation de couche limite (2.11) et
(q(t, Eo), p(t, Ey)) la solution de l’équation réduite (2.12). Soit € > 0 un réel infinitésimal et
T un nombre réel standard dans lintervalle positif de définition de (q(t, Eo),p(t, Ep)).
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Alors, toute solution (t,e) = (x(t,€),y(t,€),2(t,€)) de (2.8) est définie au moins sur
[0,T] et il existe w tel que ew ~ 0 et

z(es,e) ~ Z(s), pour tout 0 < s < w,
x(t,e) ~q(t, Eo), y(t) ~p(t, Ey) pour tout 0 <t <T,
z(t,e) ~ &(q(t, Ey), p(t, Ey)), pour tout ew <t < T.

Théoréme 2.4 Soient f, g, H, h, &, po, qo, 20 standard. Soit € un réel positif infinitésimal.
Supposons que les hypothéses H1 a H5 soient satisfaites. Soit v(1,e) = ((z(7,¢),y(T,€), 2(T,
£)) une solution de (2.15) avec la condition initiale (2.9). Supposons que Eq = H(qo, po) € J.
Soit E(1) = H(x(7,¢),y(T,€)) l'énergie totale de v(7,¢). Soit E(7) la solution de l’équation
moyennisée (2.17) avec la condition initiale Eqy et soit L standard dans son intervalle positif

de définition . Alors, la fonction E(T) satisfait E(7) ~ E(1) pour tout T € [0, L].

La preuve du théoréeme 2.4 est reportée a la section 2.5. Montrons d’abord que le théo-
réme 2.4 se raméne au théoréme 2.2. Nous aurons besoin de la formule de réduction due a

E. Nelson [38]
Vo (V'y A= V2 B)=Vz 3"y Vo (W €y A= B), (2.18)

ot A (respectivement B) est une formule interne avec variable libre y (respectivement z) et
paramétres standard. La notation V*' X signifie «pour tout standard X » et 3/ Xsignifie “il
existe X, X fini”.

Réduction du Théoréme 2.2. Soit B la formule dans le théoréeme 2.2 : “la fonction
E(7) satisfait |E(1) — E(7)| < n pour tout 7 dans [0, L]”. Dire que "la fonction E(7)

satisfait F(7) ~ E(7) pour tout 7 dans [0, L]” est traduit par V*'n B. Dire que “c > 0 est
infinitésimal” est traduit par V*¥'e* 0 < ¢ < *. Par conséquent, le théoréme 2.4 affirme que

Ve (V'e* 0 < e < e* = V' B).

Dans cette formule, f, g, H, h, po, qo, Eo et L sont des paramétres standard, ¢ et 1 sont des
réels strictement positifs. Par (2.18), la derniére formule est équivalente a

v 3ner Ve (Ve* € ¥ 0 < e < &* = B).

Mais pour £* ensemble fini, dire que Ve* € ¢ 0 < ¢ < &* revient a dire 0 < ¢ < ¢* pour
e* = mine*. Alors, la formule est équivalente a

Vn Je* Ve (0 <e <e* = B).

Cela signifie que pour tous standard f, g, H, h, po, qo, Eo et L, I’énoncé du théoreme 2.2
reste valable, donc par transfert, il est valable pour tous f, g, H, h, po, qo, Fo et L > 0. m
De la méme maniére, on peut établir que le théoréme (2.1) se déduit du théoreme (2.3).

2.4 Cas d’un parameétre lentement variable

Comme expliqué avant, nous présentons le cas ou le mouvement lent est décrit par un
systéme Hamiltonien en fonction d’'un paramétre lentement variable A € D ou D est un
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compact de R* tel que D # (). Plus exactement, a 1’échelle de temps 7 = £t , nous examinons
le probléme?

10H
= oo (@ y )+ w2, 0),
10H
y/: _ga_(xhy,)\)—l—g(llf,y,z,)\), (219)
1
Z/: 2h($ Y, =, )‘)
(a: Y2, A),

avec la condition initiale

2(0) = qo, ¥(0) = po, 2(0) = 20, A(0) = Ao. (2.20)

On note par J une région compacte des oscillations de la fonction de Hamilton H(p, ¢, A).
L’énergie totale d'une solution v(7) = ((x(7), y(7), 2(7), A(T)) vérifie

E' =w(z,y,2,N), (2.21)

ou
B 8[—[ oOH GH
= Tt
Sous les conditions du théoréme de Tikhonov, la trajectoire arrive rapidement au voisi-
nage de la variété attractive {z = &(x,y,\), A = Ao} et est d’abord approchée par la solution
de I'équation réduite

(2.22)

dq O0H
= A 0, Ey, \o) =
gt @%I(—;]’pa 0)7 Q( » 1405 0) qo0
d_]t) - _a_q(Qap7 )‘0)7 p(()? EO’ )‘0) = Do
Nous voulons donner une approximation de la dérive lente de £ et \. Notons par :
Qx,y,\) = w(@,y,&(z,y, M), A), (2.23)

Az, y,A) = a(z,y,&(,y,\), \),

et définissons les équations

- P(E\)
- M(EN 1 o -
b= P(E,N)  P(E,N O/ Qq(v, B, N), p(v, E, ), \)dv, (2.24)
et .
< (E 5\ B -
~P(E,  P(F, )\ / v, EN),p(v, B, \), \)dv, (2.25)

ou (q(t, E,\),p(t, E,\)) est la solution perlodlque de

dqg OH dp  OH
%_a_p(qapu)‘% %_ a_q(Q7p7)‘)7

d’énergie E et de période P(E,\).

2Contrairement au systéme (2.2), nous avons abandonné le paramétre ¢ dans les expressions des fonctions
sans perte de généralité.
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Théoréme 2.5 Soient f, g, H, h, a, &, po, Qo, 20, No Standard. Supposons que les conditions
de Tikhonov soient remplies et que les équations (2.24) et (2.25) ont la propriété d’unicité
de la solution. Soit € > 0 un infinitésimal. Soit (1) = (x(7),y(7), 2(7), A(T)) une solution
de (2.19) avec la condition initiale (2.20). Supposons que Ey = H(qo, po, \o) € J et Ao € D.
Soit E(1) = H(z(7),y(7), \(T)) Uénergie totale de (7). Soient E(7) et () les solutions de
(2.24) et (2.25) avec les conditions initiales Ey et A et soit L standard dans leurs intervalles
positifs de définition. Alors, les fonctions E(T) et \(T) satisfont E(7) ~ E(7) et A(7) ~ \(7)
pour tout T € [0, L].

La preuve sera donnée dans la section suivante.

2.5 Preuve des principaux résultats

La clé pour prouver les résultats principaux est ce qu’on appelle le Lemme de Stroboscopie
(voir [52, 54]) que nous rappelons briévement ici (voir annexe C pour plus de détails). Soit
O un ensemble ouvert standard de R™, F' : O — R” une fonction continue standard. Soit
Z un intervalle de R contenant 0 et ¢ : Z — R"™ une fonction telle que ¢(0) est presque
standard dans 0. Soit J une partie connexe de Z, éventuellement un ensemble externe, telle
que 0 € J.

Définition 2.1 (Propriété Stroboscopique) Soientt ett’ dans J. On dit que la fonction
¢ satisfait la propriété Stroboscopique S(t,t') si [t,t'] C T, t' ~t, ¢(s) =~ ¢(t) pour tout s
dans [t,t] et

o0 =90 o

Sous des conditions convenables, le Lemme de Stroboscopie affirme que la fonction ¢ est
approchée par la solution du probléme de Cauchy

d o
= = F(), 2(0) =" (¢(0)), (2.26)
ot “(¢(0)) désigne la partie standard de ¢(0).

Théoréme 2.6 ( Lemme de Stroboscopie) On suppose que

(1) 1l existe p > 0 de telle sorte que, chaque fois que t € J est limitée et ¢(t) est presque
standard dans O, il y a t' € J tel que t' —t > u et la fonction ¢ satisfait la propriété
Stroboscopique S(t,t').

(17) Le probléme o valeur initiale (2.26) a une solution unique x(t).

Alors, pour tout L standard dans lintervalle positif maximal de définition de x(t), on a
0,L] C T et ¢(t) =~ z(t) pour tout t € [0, L].

2.5.1 Preuve du théoréme 2.4

On considére 7, > 0 tel que [0,71] C [0, L] et E(7) est presque standard dans J pour tout
7 € [0, 71]. Considérons I’ensemble externe suivant :

J = {7 >0: E(s) est presque standard dans J pour tout s € [0,7]}
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qui contient l'intervalle [0, 7;]. Montrons que E(7) satisfait I'hypothese (i) du Lemme de
Stroboscopie (Théoréme 2.6).
Soit pu = E%liIJlP(E). Comme P ne s’annule pas et il est continu et J est un ensemble
€

compact alors y est strictement positif. Soit 7/ limité dans 7, donc E(7') est presque standard
dans J. Faisons le changement de variables
T—1 E(t'+er)— E(T)

— F(r) = - , (2.27)

r =

qui transforme le systéme formé par (2.15) et (2.16) avec la condition initiale

(x(7'), y(r), 2(7'), E(T))

en

de OH

EZZ_T - 8_I<{x7y) +€f(‘r7y7276)7

d_i - —%(l’,y) + 59(%%275)3 (228)
Y by o), T =)

€d7"_ $,y,Z,€, dr_w$,y’27€’

avec la condition initiale (z(7),y(7’), 2(7'),0). En outre, d’aprés le théoréme de Tikhonov,
les composantes z(r), y(r) et F(r) de (2.28) sont infiniment proches, pour tout r limité, de
la solution du systéeme standard

dr OH

Eza—(%y),
@___H(x )
gr - Ox Y
2 )
dT - 7y7

avec la condition initiale (°z(7'),°y(7’),0), ou °z(7’) et °y(7’) sont les parties standard de
z(7") et y(7'). Par conséquent, pour tout r limité

w(r) ~ q(r, E(1'))
~p(r, E(1"))

ou E' est la partie standard de E(7') et

1R

T

F(r) ~ /Q(q(y, E'), p(v, E"))dv.

0

En particulier, par périodicité, on obtient

P(E)
FPEY) = [ Qalw. ). plo ) (2.29)
0
Nous définissons maintenant l'instant successif d’observation par 7 = 7' + ¢P(£’). On a

alors 77 € J. En effet, comme 7’ est dans J, E(s) est presque standard dans J pour tout
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s € [0,7']. D’autre part, soit s € [r/,7"] il s’écrit, pour r € [0, P(E’)], s = 7’ + er. Par
(2.27) on a E(s) = E(1') + eF(r) =~ E(r") ~ E’ pour tout r dans [0, P(E’)]. Donc, E(s)
est presque standard dans .J. Nous avons prouvé que, pour tout 7 limité dans J et F (")
presque standard dans J, il existe 7" tel que 0 ~ 7/ — 7/ > w, [7', 7" € T, E(s) ~ E(1)
pour tout s dans |7/, 7"]. Par ailleurs, par (2.29),

E(r") - E(r) _ F(P(E))  M(E)  M(E(T))
T — 7! P(E") — P(E)  P(E(T))

Par le Lemme de Stroboscopie ( théoréme 2.6), on en déduit

0,L] C J et E(1) ~ E(1) pour tout 7 € [0, L]. (2.30)

2.5.2 Preuve du théoréme 2.5

_ On considére 71 > 0 tel que [0, 1] C [0, L] et E(7) (resp. A(7)) est presque standard dans
J (dans D ) pour tout 7 € [0, 71]. Considérons ’ensemble externe

J ={7>0:E(s) (resp. \(s)) presque standard dans J (dans D ), Vs €|0,7]}.

Soit p = emin{P(E,\), E € J, A\ € D}. Soit 7/ limité dans J. Le changement de
variables

T—7 r) = E(r' +er) — E(T') A(r) = Mr ¥ er) = M) (2.31)

9 9 9

transforme le systéme formé par (2.19) et (2.21) avec la condition initiale

(@(7'), y(7"), 2(7'), A7), E(7"))

en

O O 0y M) M) (.2, A7) + EA()),
% _ —%(m, Y AT) 4+ M) + eg(z, y, 2, A7) + eA(r)),
e _ by, 2 () + (), (2:32)

g— = a(z,y, 2, \(T") + eA(r)),
= = w(z,y, z, \(T") + eA(r)),
avec la condition initiale (z(7'), y(7'), 2(7'),0,0). Soit X" la partie standard de A(7’). D’apres
le théoréme de Tikhonov on peut affirmer que pour tout r limité, les composantes z(r), y(r),
A(r) et F(r) de (2.32) sont infiniment proches de la solution du systéme standard

dr O0H

EZZ_T = 8_}(1%,%/\)7
y o /
gr - 81‘ <x7y7)‘>7
%:A(%y,)\/%
% = Q(xayvA)7
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avec la condition initiale (°z(7'),°y(7'),0,0), ou °x(7’) et °y(7’) sont les parties standard de
z(7") et y(7'). Autrement dit, si E’ est la partie standard de E(7'), alors pour tout r limité,

mmg/mwumMmmEAmmw,
0

A(r) ~ /A(q(y, E' N),p(v, E', ), N)dv.
0

Par périodicité, nous avons également
P(E'N)
F(P(E", X)) ~ / Qq(v, E", X)), p(v, E', X'), X)dv,
P(OE',X)
A(P(E', X)) ~ / A(q(v, E' X)), p(v, E' S X)), XN dw.
0

Soit 7" =1' 4+ eP(FE',X) € J l'instant successif. Par (2.31),

E@") - E() _F ) MESN) | M(E(), A7)

R
T — 7! P(E )
A(P(E',

~ P(EV ) P(E(T), (7))
AT") = AT _ X)) NELX) | N(E(T), AT))
T — P(ELN) — P(E,N)  P(E(T),\7))

Par le Lemme de Stroboscopie, [0, L] C J, E(7) ~ E(7) et A(1) ~ A(7) pour tout 7 dans
0, L].
2.6 Applications

Les exemples suivants devraient étre considérés plus comme des exemples didactiques
pour illustrer les résultats que comme découlant de problémes pratiques.

2.6.1 Exemple 1

Le systéeme associé a I’équation différentielle d’ordre trois
e T = h(z, ),
ou € > 0 est un petit parameétre réel et h une fonction suffisamment réguliére, est donné par
r=vy, y==z, €z =h(r, ), (2.33)

ou le point désigne la dérivée par rapport a t. Nous supposons que z; = u(x) est une racine
isolée de h(x,z1) = 0 et que les conditions du théoréme de Tikhonov sont satisfaites, en
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oh
particulier, a—(:c, z1) < 0, ce qui rend la variété lente z; = u(z) attractive. Pour obtenir la
z

1
forme générale (2.1), on fait le changement de variable
ez =z —u(x),

qui transforme (2.33) en

t=vy, y=u(r)+ez, ez=h(x,y,ze), (2.34)
ou

h(x,y, z,€) (z,u(x)).2 —u'(z)y + oe).

_ Oh
C0n
L’équation lente

q¢=p, p=uq), (2.35)

est un systéme Hamiltonien avec comme fonction de Hamilton

P
H(g,p) = =U(g) + 7,
ot U’ = u. La formule (2.14) devient
w(z,y, z,€) = eyz,
et ’équation moyennisée (2.17), ou 7 = &t, prend la forme
dE  M(E) 1

E_ P(E) = P(E) /Q(Q(UvE)ap<U7E))dvv (236)

Kﬂ%p)—UT®p2(g£OLuwD>_7 (2.37)

et (¢(v, E),p(v, E)) est une solution P(FE)- périodique de (2.35). On peut voir que

P@»:2/mw> dq (2.38)

(B V2(E+U(q))

ot q1(E) et Q2(E), sont respectivement le minimum et le maximum d’une oscillation sur
lorbite fermé C(F). D’aprés le théoréeme 2.1, la solution (z(t,e),y(t,¢), z(t,€)) de (2.34)
avec la condition initiale (po, qo, 20) satisfait principalement :

lir% (x(t,e),y(t,e)) = (q(t, Ev), p(t, Fo)) pour tout t € [0, kP(Ey)], k € N,
hII(l) z(t,e) = u(q(t, Ey)) pour tout ¢t €]0, kP(Ey)],

ou
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En outre, selon le Théoréme 2.2, I’énergie totale E(t,e) = H(z(t,€),y(t, €)) de ce systéme
vérifie
lim E(t,e) = E(st) pour tout t € [0, L/e],

e—0

ott E(7) est la solution de (2.36) avec la condition initiale Ey et définie sur [0, L].
Pour illustrer le résultat du théoréme (2.4), nous présentons une simulation numérique de

I’exemple ci-dessus ou nous avons choisi h(z, #) = —% — x, ce qui donne l'oscillateur harmo-
nique singuliérement perturbé. Par conséquent, u(z) = —x et le systéme (2.34) correspond
a .

x - y?

y=—x+e¢z, (2.39)

gz =19y — Z.

La fonction de Hamilton de I’équation lente Hamiltoniéne correspondante est donnée par

1 1
H = ¢+ =p?
(a,p) = 54" + 51",
et la période est égale exactement a
V2E
_ d
P(FE) = 2/ I ;Y

V2E | [2(E — 3¢°)

De plus, selon (2.37) et pour la premiére équation du (2.39),

M(E):]{ (v, E)dv = %mm]

C(E)

B 2@/ \/ 2E dq

Par le changement de variable X = ¢/V2FE , on a

1

M(E):4E/

-1

(m) dX = 2rE.

Si on fixe les conditions initiales (po,qo,20) = (1,2,1), 'équation moyennisée (2.36) est
simplement
dE _ 5)
=F, EQ —. 2.40
“° 0= (2.40)
Sa solution exacte est : .
E(T) = 567—.

La premiere figure (Fig.1.1) montre comment la trajectoire considérée arrive rapidement
dans le voisinage de la variété lente z = y du systéme (2.39) avant d’évoluer le long des
orbites fermées de I’équation lente tracée sur cette variété lente. La deuxiéme figure (Fig.1.2)
est une comparaison entre la variation exacte de I’énergie totale F(7) et la solution F(7) de
I'équation moyennisée (2.40). Notons que les courbes oscillatoires correspondent a E(7).
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=(t)

Fig.1.1. Simulation numérique de la trajectoire de (2.39) avec la condition initiale (1,2, 10),

e=.01,¢=0.100

Et)

t

Fig.1.2. Comparaison entre E(7) et E(7) pour le systéme (2.39) avec € = .01

2.6.2 Exemple 2

On considére le systéme suivant

r =y,
y=—A\r+¢ez,
€z = —z+ \y,

(2.41)



32

Eft)

FIG. 2.1 — Comparaison entre E(7) et E(7) pour le systéme (2.41) avec € = .01

De la méme facon que dans I’éxemple 1, on peut obtenir

o V2E/X dq 2
P(E,)) = 2/_@ STy -5

D’apres (2.23)-(2.25) et la premiére équation du (2.41), nous obtenons aussi

o B 2E/X
N(E,\) = j{ )\qudu:2/ qdq = 0.
—\/2E/X
C(E,3) /
Par conséquent, le systéeme moyennisé qui décrit la dérive de E et A est donné par le systéme
simple suivant

o MEN 5
P(E, \ ’

o N(<E A)) 0 (2.42)
P(E,\)

Les figures (Fig.2.1) et (Fig.2.2) comparent les solutions exactes E(7) et A(7) de (2.41) avec
les conditions initiales Fy = 5/2 et A\g = 1 a l’échelle du temps 7 = &t, et les solutions
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1.06

1.054

.04

.05

Iit)

1.024

1.014

FIG. 2.2 — Comparaison entre A\(7) et A(7) pour le systéme (2.41) avec € = .01

_ 5 _
E(r) = 567 et A(7) = 1 de (2.42). Il est important de signaler que, dans la (Fig.2.2) la
différence entre la courbe oscillante du systeme (2.41) et la courbe de I’équation moyennisée
\/ N(E7 )‘) ’ ) A :

N = m := 0 ne dépasse pas 0.06 pour 0 < 7 < 1, c’est-a-dire pour 0 < ¢ < 100.

2.7 Perspectives

Comme perspectives de recherche on peut mettre des conditions supplémentaires afin
d’avoir une approximation des solutions du systéme

10H
x/:ga_<x7ya)‘)+f<xayaz7)\)a
RSN
) __ga_x(xuya )+g(xvyuz7 )7 (243)

2= ;h(az,y,z,)\),
N =a(z,y,z,\),
par celles du systéme moyennisé, pas uniquement pour un temps de 1'ordre de %, mais pour

tout le temps positif. Aussi une étude de la stabilité pratique des solutions du systéme (2.43)
est envisagée.



Deuxiéme partie

Equation de Cahn-Hilliard avec
dérivée spatio-temporelle
fractionnaire
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Chapitre 3

Calcul fractionnaire, méthode de
décomposition d’Adomian et équation

de Cahn-Hilliard

3.1 Calcul fractionnaire

3.1.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine mathématique, qui s’interesse a la définition et a
I’application des intégrales et des dérivées d’ordre pas nécessairement entier naturel. C’est
un sujet qui a été abordé, depuis plus de quatre siecles par Leibniz dans une lettre adres-
sée a I’'Hospital en 1695. Des générations de mathématiciens ont fortement contribué dans
I'avancée de cette branche [84]. Les premiers travaux sont das a Liouville entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann propose une approche qui s’est avérée trés proche de celle de
Liouville [82]. Depuis, cette théorie porte le non de théorie de Riemann-Liouville, Plus tard
d’autres théories ont fait leur apparition comme celles de Grunwald-Leitniko, de Weyl et de
Caputo. Au cours des dix derniéres années, les équations d’évolution avec dérivées fraction-
naires ont connu un développement considérable et elles sont largement utilisées dans les
domaines de la physique et de I'ingénierie [78, 88, 91, 93, 94, 98, 107]. En particulier dans
certains domaines interdisciplinaires, ces dérivées fractionnaires sont considérées comme un
outil trés puissant. A 'aide des dérivées fractionnaires, des phénomeénes en électromagné-
tisme, en électrochimie et en science des matériaux peuvent étre convenablement décrits
(69, 75, 80, 83, 86, 95, 96, 107].

3.1.2 Rappels et définitions

Il existe plusieurs définitions mathématiques des dérivées fractionnaires [82, 84, 95, 96.
Ici, nous adoptons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, cette derniére permet la
manipulations des conditions initiales et aux limites [95].

Définition 3.1 On dit qu’une fonction réelle f(x),x > 0, est dans l’espace C,,pn € R sl
existe un réel p > p tel que f(x) = 2P fi(z) ou f1 € C([0,0]).

Définition 3.2 On dit qu'une f(z),z > 0, est dans l’espace C},n € R, si f e C,.

35
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Définition 3.3 L’opérateur intégral fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ac >
0, d’'une fonction f € C,,, (u > —1) est défini par

Jef(z) = ﬁ Jo (@ =07 f(t)dt; a>0,2>0

3.1
Pf(x) = flx). &Y
Remarque 3.1 L’opérateur J verifie les deux propriétés suivantes :
1)
JOJP f(z) = JoMP (). (3.2)
2) Lorsque f(x) = 2 alors
I'(+1)
Joxl = — _—1__goth, 3.3
Fla+5+1) (3:3)
Définition 3.4 La dérivée fractionnaire de f € C" au sens de Caputo est définie par
_ 1t _\n—a—-1¢£(n) o %
Do) = | e Jo(x d”T) fU(r)dr, n—1<a<n,neN (3.4)
= f(x), a=n.
Remarque 3.2 L’opérateur D verifie les deux propriétés pratiques suivantes :
1) Pour toute constante K nous avons
DK =0,
2) Lorsque f(x) = 2 alors
LB+1) .p—a _
Dogf = TE+H=a)’ p>a—1, (3.5)
0, b<a-—1.
Théoréme 3.1 [82] On a
1) D*Jf = f
2) D*f =0 alors f(x ch T, oty = ;izgl% (%)j J"f(x), n—1<a<n,neN*
3) J*D* f(x Zf 2, n—1<a<n,neN
7=0

Pour plus de détails sur la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, on peut consulter

82, 95].

3.2 Meéthode de Décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été introduite par Adomian [70, 71]
au début des années 1980. Elle a été largement utilisée dans la résolution des équations
fonctionnelles linéaires ou non de tous types : algébriques, intégrales, différentielles ordinaires
et celles aux dérivées partielles ayant des applications dans la physique, (voir par exemple
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[70, 71, 72, 90, 97, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106]). Avec cette méthode, on peut obtenir
la solution sous forme d’une série qui converge rapidement [67, 68, 76, 87].

Il est important de signaler que les méthodes classiques font appel a la technique de
discrétisation de ’espace et du temps en linéarisant les équations. Par contre la méthode de
décomposition d’Adomian n’en fait pas appel. Elle consiste & décomposer 1'opérateur non
linéaire en série.

3.2.1 Principe de la méthode d’Adomian

Soit le probléme
Fu=g (3.6)

ou F' représente un opérateur différentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste & décomposer la partie linéaire de F' en L + R, ou L est un
opérateur "facilement" inversible et R est la partie restante. Si on désigne par N, le terme
non linéaire, alors I’équation (3.6), dans sa forme canonique, s’écrit :

Lu+ Ru+ Nu = g.
Si on note par L~!, I'inverse de L, on obtient I’équation équivalente suivante :
L'Lu=L"'"9— L 'Ru— L 'Nu.
On pose L™ 'Lu = u + a, ol a est le terme de l'intégration. On obtient :
w=L"'9g—a— L 'Ru— L 'Nu. (3.7)

On cherche maintenant la solution « sous la forme d’une série

0= u (38)
=0

avec ug = L~ tg — a.
Ensuite, on décompose 'opérateur N comme suit :

Nu = ZAZ (Uo, Uy .- y uz) > (39)
i=0
ou les A; sont les polynomes d’Adomian (ils dépendent de ug, uy, ....., u;).

En remplagant (3.8) et (3.9) dans (3.7), on obtient :

io:ui =L 'g—a-— L_lRio:ui — L_lio:Ai. (3.10)
i=0 i=0 =0

En identifiant les deux membres de (3.10), on obtient :

(wy=L'g—a
Uy = —L_lRUO - L_lA(),
Ug = —LilRul — L71A17

Up = —L_lR’U,n,1 - L_lAnflu
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A ce stade on peut se poser la question suivante : comment déterminer les A; et sous
quelles conditions la méthode est convergente (i.e convergence de la série (3.8)) 7

3.2.2 Polyndémes d’Adomian

Définition 3.5 On appelle polynomes d’Adomian les polynémes définis par la formule :

1| d >
A== N 2\ i =0.1, ...
e (2 “k)LO” .

Il est important de rappeler que la formule proposée par G. Adomian pour le calcul des
polynomes [71] n’était pas trés pratique. C’est K. Abbaoui [66] qui propose une formule
récurrente pratique.

Théoréme 3.2 [66] Les polynomes d’Adomian sont déterminés par la formule
Ap(uo) = N(uo), )
u-
AZ'(UO, Uy ---, UZ) = Z N(|k|)<U0)F, 1= 0, ]_7

|ik| =
ol
uf = ulflug?..ufi,

|k| = k1 4+ ko + ... + K,
lik| = ky 4 2Ky + ... + ik;.

Corollaire 3.1 La formule suivante permet également de déterminer les polynéomes d’Ado-
mian :

Ao(uo) = N(uy),

Ai(ug, .., u;) = Z N(al)(uo)

ar1t+as+..+o;=i

(1 —a2) (@i—1—ai) | i
u u -1 i .
1 z i=1,2,..

(Oél — 062)! B (Oéi_l — Oéz)‘ Oéi!,

I y’a une autre formule [66] bien adaptée pour le cas ou la non linéarité est polynomiale.

3.2.3 Un mot sur la convergence

Il y a tout un arsenal de résultats, qui ont été prouvés garantissant la convergence de la
méthode de décomposition d’Adomian. Généralement, la convergence de la méthode ADM
est trés rapide. Pour plus de détails concernant la convergence et sa rapidité, on peut se
référer a [67, 68, 76, 87, 92|. Les théorémes suivants sont énoncés pour les problémes non

linéaires écrits sous la forme
u— Nu=f,

qui est appelée forme canonique d’Adomian.
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Théoréme 3.3 [92] Si ZA” < 400 alors Zun < 400 et réciproquement.

n>0 n>0

Théoréme 3.4 [92] Si lopérateur N est une contraction (|N|| < 6 < 1) alors les séries

Zun et ZA” sont convergentes. De plus Zun est solution de l’équation v — Nu = f.
n>0 n>0 n>0

1
Théoréme 3.5 [92] Si ||[N™(uo)|| < MB™ pour tout n € N et >0 et si M3 < = alors
e

ZA” est absolument convergente.
n>0

En outre, il est légitime d’ésperer estimer ’erreur commise & n’importe qu’elle étape de
I'itération. Ceci est apporté par le théoréme suivant :

1
Théoréme 3.6 [92] Si M < —, alors
e

(Mpe)"

lenll = [Ju — @nll < 1—Mﬂe

ott M est un magjorant de N™ (ug) et @, = Zuz

Pour le cas général des équations aux derivées partielles, on trouve dans [77] un élément
de réponse.

3.3 Solution spatio-temporelle de I’équation de Cahn-
Hilliard

Dans [99], la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) est appliquée a 1’équation de
Cahn-Hilliard
Uy = Yg + 6u(uy)? + (3u? — gy — Uszee, 7 > 0. (3.11)

Cette équation est liée & un certain nombre de phénomeénes de la physique comme la décom-
position spinodale. Elle est également cruciale en sciences des matériaux [73, 74, 85]. D’autre
part cette équation est difficile a résoudre. De nombreux articles ont étudié cette équation
dont [81, 89].

Notre but est d’utiliser la méthode ADM pour étudier I’équation de Cahn-Hilliard avec
des dérivées fractionnaires sur la variable temps et la variable espace de la forme

Dy — yDPu — 6u(D5u)? — (3u® — 1)Uy + Usgea = 0,7 > 0. (3.12)

Ici « et 3 représentent 'ordre de la dérivée fractionnaire des variable temps et espace respec-
tivement et satisfont 0 < o < 1et 0 < 8 < 1. A chacune des valeurs de « ou 3 correspond une
équation différentielle différente. Pour a = § = 1, on retrouve 1’équation de Cahn-Hilliard
(3.11).

En utilisant la dérivation fractionnaire au sens de Caputo et en appliquant ’ADM on
obtient des solutions numériques de (3.12).
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Remarque 3.3 On considére l’équation (3.12). Pour o €]0,1], on a :

(3.13)

N 0%u(z,t) L ft(t — T)_a—au(x’T)dT, 0<a<l
Dt U(I,t) = ot :{ F(1=e) J0 Ou(z,t) o

o a=1.

On consideére 1'équation de Cahn-Hilliard [79] avec dérivée spatio-temporelle fractionnaire
(3.12). Pour résoudre cette équation en utilisant la méthode de décompostion d’Adomian,
on la réécrit sous la forme suivante :

Dju = ”nyu + 6u(D§u)2 + (3u® — Dty — Upgza, B >0,a>0,7>0, (3.14)

ott D et DP désignent les dérivées fractionnaires qui sont définies par (3.13).
On prend comme condition initiale

u(z,0) = f(x). (3.15)

On applique J;*, opérateur inverse de D, a ’équation (3.14) et en tenant compte de la
condition initiale (3.15), on obtient :

u(z,t) = f(x) + yJ Py (u(z, t)) + 6J Py (u(x,t)) + J*®3(u(z,t)) — J*L(u(x,t), (3.16)

ot ®1(u) = DPu, ®y(u) = u(DPu)?, ®3(u) = (3u® — Duge, L(u(z,t)) = Uspae-
La méthode de décomposition d’Adomian [70, 71], nous permet de chercher la solution
sous la forme d’une série infinie :

u(a,t) =Y uy(z,t). (3.17)

Ensuite on décompose les opérateurs ®;(u), Po(u) et P3(u) comme suit :

Oi(u) =Y Ay, ()= B, P3(u)=)» Ch, (3.18)

ou A,, B, , C, sont les polynémes d’Adomian et sont obtenus par :

1 ar Z"" 1 dr ZOO
n! d\ [ pr o n!d\ pr o

2
1 d° S 1 d" | =5 5N K
=i l% (kaﬂ e (ZW> (Dsz - (320
k=0 A=0 k=0 k=0

~—~

3.19)

A=0
1dn [ (&,
1 dar [ 00 2 [
nldA L <k0 k=0 =0
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En effet, on calcule les quatre premiers termes pour ces trois polynomes :

AO = D?UO, Al = Dful,

A2 = Dfu2, A3 = DfU3 (322)
Les quatre premiers termes de B,, sont donnés par
BO = Uo(D5U0)2, Bl = 2u0D§uonu1 -+ (Dfuo)Qul,
BQ = 4UUD£U0D£U2 + ZUJO(Dful)Q + 3U1D£U0D£’UJ1 -+ UQ(D?UO)Q, (3 23)

B3 = %(1ZUOD§U1D9€U2 + 5uq (Dful)Q -+ 1OU1D£u0D£u2—}—
+12uOD5uODfU3 + GUQDfu()Dful + 2u1u2D£u0 + 3U3(Dfu0)2),

et ceux de C,, par :

Co = 3uduges — Uopr, C1 = 3(2uouUors + UdULLL) — Uss,
Co = 3(WdUops + 2UgUaUors + 2UgUi Utz + USULL) — Uy, (3.24)
03 = 3<<QU1UQ + 2U0U3)U01m + (U% + ZUOUQ)UL,M + 2U0U1U2m; + u%us,m) — U3gx-

De la méme maniére, d’autres termes peuvent étre calculés. La formule de récurrence
suivante est obtenue, en substituant les séries (3.17) et (3.18) dans (3.16) :

uo(x,t) = f(x), ups1(x,t) =~vJYA,) +6J%By,) + J*(C,) — J*(Ly(uy)); n > 0. (3.25)

En suivant les étapes décrites précédemment on tire de I'équation (3.14) les solutions numé-
riques détaillées.

3.3.1 Résolution numérique de I’équation de Cahn-Hilliard avec
dérivée temporelle fractionnaire

On considére 1'équation de Cahn-Hilliard avec dérivée temporelle fractionnaire (pour
v=1)

D2y = uy + 6u(uy)® + (3u? — 1)tpe — Upgae, 0 < a <1 (3.26)

avec la condition initiale [99]
u(z,0) = f(z) = tanh(\/Tim). (3.27)
La solution exacte de (3.26) pour le cas particulier « = 1 est donnée par :
u(z,t) = tanh(?(m +t)). (3.28)

En substituant la condition initiale (3.27) et les polynémes d’Adomian (3.22)-(3.23)-
(3.24) dans l'expression (3.25) on obtient les termes de la série, solution de ’équation (3.26).
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On calcule uniquement les quatre premiers termes :

2
Uy = tanh(Ta:),

= Ja(Ao) —I— 6Ja(Bo) + Ja(CO) — Ja(UOJ;xwz)
to

J(ugyz) + 6J¢ (uou()x) + Ja(3u0U0m Uos) — J* (Uozazs) = f1 Fatl)
(

= Ja A ) + GJOC(Bl) + J“(Cl) — Jo‘(ulmm)
- Ja(u ) + GJQ(QUOUO:CUM: + (UO:C)QUI) + Ja<3(2u0u1u0xw + U(%Ulm) - ulw:c) - Ja(ulxacmsc)
t2a
=forms——
F2a+1)’
J

(AQ) + 6Ja(BQ) + Ja(CQ) Ja(“?a:xwz)
Ja(u2x) + 6% (dugtopUse + 2uo(t1s)? + 3urtoptiny + Us (o )?)

(3(u1u0mc + 2u0u2qu:z: + 2u(lululzz:x + u0u2mc) Uch) - Ja(ulxa:mc)

t?’a
‘ﬁ< 1)
(3.29)
ou
f(x) =up = tanh(?m), (3.30)
fi@) = fo+ 6124 BF fre = faz) = franar (3.31)
fo(x) = fiz + 62 fofio + F21) +3Q2F fifee + £ free) = froe = frowes, (3.32)
Fo(x) = for + 6(Af fufor + 2f (fro) Frmid + 3f1 o fropormst) + fo(fa)?)+ (3:33)

a I'2a
( (fl fwaZQ(aii + 2ff2fa:;t + 2ff1f1ma:pg2aii + f2f23::v) f2;1::c) - flaca;a:x-
Par conséquent, on a la solution numérique de I’équation (3.26) sous la forme d’une série :

a t2a 25301

m+f2($)m+f3($)—+'-' (334)

u(e,t) = f(x) + fil2) MBat 1)

On trace la solution exacte de (3.28) (pour a = 1) et la solution approchée avec a = 3 de
I'équation (3.26). La Figure (b) représente la solution numérique de 1'équation (3.26) vérifiant
la condition initiale (3.27). La Figure (a) représente la solution exacte (3.28). On voit claire-
ment que les deux solutions sont trés proches, ceci pour dire que de bonnes approximations
peuvent étre obtenues en utilisant la méthode de décompostion d’Adomian.
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[alalals)
0.0 -10

Figure (a) : Solution exacte de (3.26)
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3.3.2 Résolution numérique de I’équation de Cahn-Hilliard avec
dérivée spatiale fractionnaire

Dans cette partie, on considére I’équation de Cahn-Hilliard avec dérivée spatiale fraction-
naire comme un deuxiéme exemple afin de montrer I'efficacité et la simplicité de la méthode
d’Adomian. Ici les manipulations sont semblables aux précédentes donc elles seront omises.
Soit I’équation de Cahn-Hilliard sous la forme canonique avec dérivée spatiale fractionnaire

(pour y = 1)

wy = DPu 4 (3u? — Dty + 6u(DP1)? — tppee, 0< B < 1. (3.35)
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On prend la condition initiale suivante :

u(z,0) = f(r) = 2*. (3.36)

La condition initiale est prise sous une forme polynomiale. Cela permet d’alléger les
calculs.

Pour estimer la solution numérique de I’équation (3.35), on substitue (3.22)-(3.23)-(3.24)
et la condition initiale (3.36) dans I’expression (3.25).
Les trois premiers termes de la série (3.25) sont donnés par :

ug = f(x) = $2,
uy = J(Ag) + 6J(By) + J(Cy) — J(Do)
= J(DPug) + 6.J (uo(DPup)?) 4+ J(3ultoee — Uoes) — J (Uorzas)
= (fir® P + fo257% 4 62" — 2)t,
uy = J(A1) + 6J(By) + J(C1) — J(Ly(uq)) (3.37)

J(Dmul) + 6.J <2uODﬁuODﬁU1 + (DBUO) Ul)
+ J (3(2u0u1u0x:c + uoula:x) - ul:ca:) - J (ulxl‘xx)

a % (fs(z) +6fs(z) + fs(x) — fo(x)),

ou
_ 2 I'(3) 6I(3)
f(x)_wafl (3 ﬁ)>f2 F2(3_6)7
LB=5) 225, ;L(T—20) 545 I'G) 4
MO=htgom”  trhraoss” Tte-pt 0 O
falw >_2f1r<3 325) Lo w*”?%fcs_w (3.39)

+12% 6— B+ F (3) (f SCG 3ﬁ+fx10 4ﬂ+x8 28 2 4_26)7

f5($) = 12f1.7:4_ﬂ -+ 12f2x8_2ﬂ + 721’ — 24x -+ 3(2 — 5)( — ﬁ)fl.’LA_ﬂ
+3(6 — 28)(5 — 28) fo25 28 + 3.7225 — (2 — B)(1 — B) frz P
—(6 —28)(5 — 28) for ¥ — 7227,

folw) = (2=B)(1=B)(=B)(1~B~1) frz™* 7 +(6-25)(5-25)(4—25)(3~28) for* . (3.40)

Alors la solution numérique de I’équation (3.35) avec la condition initiale (3.36) obtenue
par la méthode d’Adomian sous forme de série est donnée par :

(x t)—x +t (fra® P + fo257% + 62t — 2)

L (@) + 601(0) + (o) — fole) + (3.41)

Les figures (c,d) montrent, respectivement, les solutions numériques données par 'ex-

pression (3.41) pour Péquation (3.35) avec § = % et 3 = 1. On peut y apprécier I'efficacité

2
de la méthode d’Adomian.
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Figure (d) : Solution de (3.35) obtenue par la méthode ADM (8 = 1).

3.4 Conclusion

Dans cette partie, la méthode de décompostion d’Adomian a été appliquée avec succes
pour obtenir des solutions numériques explicites de ’équation de Cahn-Hilliard avec dérivée
spatio-temporelle fractionnaire. La méthode de décomposition d’Adomian est tres efficace et
fournit des solutions pratiques en particulier quand cela concerne la dérivation fractionnaire.



Annexe A

Perturbations

A.1 Perturbations réguliéres des équations différentie
lles ordinaires

A.1.1 Introduction

Dans le cadre des équations différentielles ordinaires la théorie des perturbations peut
étre considérée comme un axe important permettant I’approximation des solutions. Au dix-
huitiéme siécle, c’est & la lumiére de I'apparition de ’analyse mathématique, que Newton,
Euler, Lagrange ont pu résoudre certains probléme liés a cette théorie des perturbations
en mécanique céleste en particulier. L’élaboration d’un fondement rigoureux a du attendre
Poincaré (1886) et Stieljes (1886), qui ont publié séparément des travaux sur des solutions
sous forme de séries formelles (car la plupart de ces séries n’étaient pas convergentes).

Les méthodes d’analyse locale sont des méthodes puissantes. Malheureusement elles sont
incapables de donner des informations sur ’aspect global du comportement des solutions
entre deux points distincts et appréciablement distants. Elles ne peuvent pas non plus prévoir
I'influence des conditions initiales sur le comportement asymptotique lorsque xr — +oc.
L’analyse globale est 1'outil adéquat pour répondre aux questions posées. La théorie des
perturbations est un ensemble de méthodes d’analyse globale du comportement des solutions
d’équations différentielles. L’idée principale se résume en ceci : dans un probléme on identifie
un parametre noté généralement par ¢, tel que quand € = 0 le probléme devient résoluble.

La solution globale du probleme considéré peut étre étudiée par une étude locale autour de
2
. . . € .
e = 0. Par exemple, I’équation différentielle gz mx admet une solution en terme de
fonctions élémentaires uniquement quand £ = 0. On construit une solution autour de ¢ =0
sous forme de série en € :

z(t) = xo(t) + 1(t)e + 2o (t)e® + 23(t)® + - - -.

Les termes successifs (x,(t)) peuvent étre calculés d’une fagon plus ou moins simple en fonc-
tion des termes x(t), z1(t), ..., ,—1(t) aussi longtemps que le probléme obtenu, en remplacant
¢ par 0, soit résoluble ; ce qui est le cas dans cet exemple. Une remarque tres importante dans
ce cas, c’est le fait que la solution est locale en e, mais globale en z. Si ¢ est suffisamment
petit, on peut se limiter a quelque termes de la série et on a une bonne approximation de la
solution inconnue z(t).

46
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Dans [2, 50, 63] les auteurs parlent de déformation plutot que de perturbation de la
facon suivante : étant donné un champ de vecteurs associé & une équation différentielle
ordinaire, ce qu’on entend par perturbation c’est I’ensemble de tous les champs de vecteurs
proches (dans un certain sens) du champ de départ. La théorie des perturbations compare les
solutions d’un probleme donné paramétré avec les solutions du méme probleme ayant subit
une petite variation sur le parameétre. Il sera plus commode de parler de déformation (& un
paramétre) que de perturbation, avec bien str la définition de voisinage (sous-entendu la
définition d’une topologie). Un résultat trés utilisé en Analyse Non Standard [13], appelé le
Lemme de I’Ombre Courte, permet effectivement de voir d’une fagon topologique la relation
entre les solutions du probléme perturbé et le probléme dit "nominal" dans la théorie des
perturbations réguliéres.

A.1.2 Un théoréme d’approximation

Définition A.1 Soit a(t,c) une application définie (localement) pour t > ty et € > 0. On
dit que o est d’ordre € (notation : a(t,e) := O(g)) sur une échelle de temps O(1) s’il existe
k>0 etT >0 indépendants de ¢ tels que

(&)

lim sup —— <k.
e=040< t <to+T €

Exemple A.1 te = O(e) sur une échelle de temps O(1) en prenant par exemple k := T := 1.
On peut aussi écrire te? = O(e) sur une échelle de temps O(1) qui est vrai également en
adaptant de maniére évidente la définition, on a de plus te?* = O(g?) sur une échelle de
temps O(1), ou encore te* = O(e) sur une échelle de temps O(1/¢).

Soit le probleme de Cauchy [4, 63]
= F(t,x,e), x(to) = ale), (A.1)

ou F est une fonction définie et continue sur [tg, t1] X U X [—¢&q,€0] & valeurs dans R™ et U
est un ouvert connexe non vide de R" et ¢ est un petit parametre de R. Il est naturel de
comparer les solutions de (A.1) a celles de

&= F(t,z,0), z(ty) = a(0). (A.2)

En effet, les perturbations étant de ’ordre de ¢, on peut intuitivement penser que ’écart
entre la solution du probléme perturbé (A.1) et la solution du probléme nominal (A.2) est de
lordre €, mais on peut facilement se convaincre qu’'une telle approximation ne soit valable
que sur une échelle de temps O(1). Le théoreme de la dépendance continue des solutions
par rapport aux conditions initiales nous permet de faire une comparaison sur un intervalle
de temps entre les solutions de (A.1) et celles de (A.2). La théorie de la stabilité permet de
comparer les solutions (A.1) et de (A.2) sur des intervalles de temps plus larges. Il s’agit
donc de donner une approximation de toute solution z(¢,¢) de (A.1) pour e suffisamment
petit, par la solution supposée connue de (A.2), de type convergence uniforme de la premiere
vers la deuxiéme quand ¢ — 0. Dans ce paragraphe et pour des approximations d’ordre
plus élevé en €, on se pose des questions du genre : sous quelles conditions les solutions du
systéme (A.1) et celles de (A.2) sont elles proches 7 de quelle fagon peut-on caractériser cette
proximité des solutions et sur quel intervalle de temps cette comparaison est-elle valide 7
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Pour ce faire, on écrit un développement en série en e de F(t,z,¢), de z(t, , 1y, a(e), ) :=
z(t,e) et a(e) :
i=k
F(t,x,e) = e'Ft,x) +e* I Rp(t, x),

=0

i=k
x(t,e) = Zeixi(t) +e® IR, (t, 1),
=0

i=k
a(e) = Z gla; + eFYR,(t, x).
i=0

On doit donc avoir, pour les conditions initiales :

d'a
= 0 e O P = - ,
ap = a(0) = z¢(0), a FEI
et pour la dynamique :
i=k ]
i(t,e) = eldi(t) + eM IR, (tx) = F(t,a(t ), )
=0

= i EE(t,2o(t), 21(t), ..., 25(t)) + e*FVR(2).

En égalant les coefficients de ¢, on déduit ;(t) = A(t)x; + Fy_1(t, 2o(t), £1(t), ..., 2,1 (1)), ot
Alt)= 2% (t20(8.0)" Ainsi, on doit résoudre le systéme d’équations (pour i € {1,...,k}) :

jﬁ'o = F(t,l’o, O), [Eo(O) = (1(0)7 (A3)

[i’i = A(t)l’z + E_l(t, Io(t), J]l(t), PN Ii_l(t)), JIZ(O) = a;.

Les solutions exactes et approchées sont alors distantes d’un O(e*) comme précisé¢ dans le
théoréme suivant.

Théoréme A.1 [2/] Considérons (A.1) et (A.3). Siles conditions suivantes sont vérifiées :
1) F est de classe C**2 par rapport & (z,€), pour tout (t,x,€) € [to, t1] X U X [—¢&q, €0,
2) a(e) est de classe C**1 par rapport a e, pour tout € € [—&g, &,
3) (A.1) admet une solution unique définie sur [to,t1].
Alors, il existe €* €]0,¢¢] tel que, pour tout ¢ € [—e*,e*], (A.1) posséde une solution
unique définie sur [to,t1] et vérifiant :

(t,e) = Y e'ii(t) = O(eM), (A.4)

Si de plus ty = +0o0 et si F' ainst que ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre k42 sont bornées
sur [to, +00[xXU X [—ep,€0] €t si xeq € U est un point d’équilibre exponentiellement stable,
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alors il existe €* €]0,g0] et p > 0 tels que pour tout € € [—&*,&*] et tout ||a(e) — x4l < p,
le probléme (A.1) admet une solution unique définie sur [to, +00[, uniformément bornée et

vérifiant :
i=k

(t,e) = Y e'ii(t) = O(EMH) (A.5)

1=0

et ce, uniformément en t pour tout t > tq.

Exemple A.2 Soit le probléme perturbé :
t=cx, z(0)=1+c¢, (A.6)

et le probléme nominal associé :
=0, z(0) =1. (A.7)
La solution du probléme perturbé est égale a x(t) = (14 ¢€) exp(et) et la solution du probléme
nominal est T(t) = 1; pour T > 0, on a alors lim  sup le®=2OI — 1 4 T,
e=0o< ¢t <7 ©

Si on choisit par exemple T :=1 et k := 2, on a bien z(t) = Z(t) + O(e).

1.002
1.00154
1.001

1.0005+

La solution du probléme "nominal” et la solution du probléme perturbé (avec ¢ = 0.001)

Exemple A.3 On considére le systéme :

dz

g A8
s (A.8)
d
d—i = —wx + ey,

reR, ye R, w=cte et € R petit. Les hypothéses du théoréme sont vérifiées pour tout k.
Nous allons Uappliquer pour k = 1. Sur Uintervalle I = [0, 1], calculons une approzimation
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a lordre 1 (i =0) :

d$0
— =W
dt Yo,
o = —wx
dt 0
On trouve xo(t) = cos(wt), yo(t) = —sin(wt). Puis, pouri =1, on a :
dl’l
— =w
dt y17
d
% = —wry + Y5 = —wry + sin®(wt),

On trouve

1 cos?(wt) — 2 cos(wt) + 1
n(t) = 3 w ’

yi(t) = —g(sin(wt) COS(C‘;¢.

On en déduit que

2(ut) — 9 At
x(t,e) = cos(wt) + gcos (wt) cos(wt) +
w

cos(wt) — 1 L O(?),

+0(e%),
. 2e .

y(t,e) = —sin(wt) — E(sm(wt))

ce que 'on peut vérifier sur les figures 1 et 2 suivante (pour w =2, € =0.1).

1

R/ s /s

-1

(A.10)

Comparaison entre la solution du probléme "nominal” xo(t) et la solution approchée x(t,¢)
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a

=) 4 =1 =] 10
*
-0.54
14

Comparaison entre la solution du probléme "nominal” yo(t) et la solution approchée y(t,¢)

A.2 Perturbations singuliéres des équations différen-
tielles ordinaires

A.2.1 Introduction

Un probléeme d’équations différentielles ordinaires avec perturbation singuliére est un
probléme qui dépend d’'un ou de plusieurs parameétres d’une facon "pathologique". Cela
réside dans la dépendance non continue des solutions par rapport aux conditions initiales
quand le parameétre varie. On dira qu’on a affaire & une perturbation singuliere d’une équation
différentielle ordinaire si les techniques des perturbations régulieres font défaut [47]. Malgré
I’énorme généralité de cette définition, la littérature est totalement absente & cette échelle.
D’ailleurs on ne trouve que la perturbation singulieére la plus simple, celle ou la dérivée du
plus grand ordre est multipliée par un petit paramétre . Elles prennent plusieurs formes
dont la forme suivante appelée, la forme canonique :

dx
iﬁ = f(z,9), A1)
Yy

Ces systémes sont dits systémes lents-rapides. La variable z € R™ est la variable rapide

dx
et y € R" est la variable lente, € est un parameétre réel petit. L’équation e = f(z,y)

d
constitue la dynamique rapide et 1’équation d—?i = g(z,y) la dynamique lente. On suppose

que les fonctions f et g sont de classe C! sur un ouvert de R™*". Deux problémes surgissent :
- I'ordre de I’équation réduite est strictement plus petit que celui de I’équation perturbée,
- on perd une condition initiale.
Les systeémes du type (A.11) sont des modeles mathématiques issues de I’écologie [64], de
l'automatique [16], de la biologie [19], de la chimie [1], du controle [24], et en particulier des
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sciences de l'ingénieur [3, 21, 23, 36, 43]. En général quand il y a deux phénomeénes qui se
développent avec deux vitesses largement différentes, comme par exemple une machine avec
une partie électrique et une partie mécanique, la différence de régime peut créer la singularité.
En économie, une société multinationale avec des implantations a travers le monde risque
d’avoir cette "cassure" au niveau de la cadence de travail si on suppose qu’il y a une certaine
dépendance entre elles. Historiquement, la théorie des perturbations singuliéres a été abordée
depuis plus d’un siécle (on est en 2010), sous d’autres formes que celle connue actuellement, et
le terme " perturbation singuliére" remonte aux années 1940 suite a la nécessité de trouver des
solutions analytiques & des problémes sous formes d’équations différentielles qui contiennent
un petit paramétre dans le domaine de la mécanique de fluides, procédés de combustion, et
autres. Les premiers modéles faisant usage d’un petit parametre étaient probablement les
travaux de J.H. Poincaré entre 1854 et 1912 [40, 41] et le petit paramétre n’était rien d’autre
que le rapport entre deux masses. On retrouve la notion d’un probléme de perturbation
singuliére clairement dans les travaux de L. Prandtl sur la couche limite visqueuse [42] (le
petit parameétre ici est Iinverse du nombre de Reynolds). les travaux de L. Prandtl ont
été la boule de neige pendant un siécle de travail sur les perturbations singuliéres. D’autres
domaines ont contribué comme par exemple la théorie du controéle et la théorie des oscillations
non-linéaires. La deuxiéme date importante dans I’histoire des perturbations singuliéres fut
1946, quand K. Friedricks et W. Wasow publiérent un article intitulé " Singular perturbations
of nonlinear oscillations" [20]. Aprés cela et en 1952, A. N . Tikhonov dans [56], voyait
d’une facon plus précise les perturbations singuliéres et mettait en évidence son fameux
théoréme : théoréme de Tikhonov. La preuve de ce théoréme était entachée d’une erreur
que Hoppensteadt corrigea dans [22]. D’autres travaux ont abordé la théorie de Tikhonov
parmi eux on peut citer [59]. Trois livres classiques de référence traitent des perturbations
singuliéres : "Asymptotic Expansions for Ordinary Differential Equations" de W. Wasow
[62], "Singular Perturbations Methods for Ordinary Differential Equations" écrit par R. E.
O’Malley [39] et 'ouvrage de F. Verhulst intitulé " Methods and Applications of Singular
Perturbations"[60]. Dans les années 1980, on doit I'intrusion de 1’Analyse Non Standard
dans I’étude des perturbations singuliéres & G. Reeb (voir a titre d’exemple, [31, 32, 33, 49,
50]). L’Analyse Non Standard a permis la découverte de phénomeénes nouveaux [7] et elle a
contribué a mieux connaitre d’autres phénomenes déja connus [27]. La théorie géométrique
des perturbations singuliéres est un autre moyen pour aborder ce type de perturbation [18].

A.2.2 Exemples

On a deux types de perturbations singuliéres : I'une de type séculaire, 'autre de type
couche. Le type séculaire concerne les perturbations dont les solutions du probléme nominal
sont définies pour tous les temps positifs, mais ne sont de bonnes approximations que sur des
intervalles du type [to, to + f] ou k est une constante positive ou de type [tg, +0o[. Certains
auteurs ne rangent pas ces problemes dans la classe des perturbations singulieres. D’un autre
coté le type couche, s’intéresse au type de perturbations singuliéres avec couches limites ou
couches libres ou les deux & la fois. On entend par couche limite une phase rapide avant une
phase lente ou une phase rapide aprés une phase lente, on appelle aussi couche libre une
transition infiniment bréve entre deux phases lentes.

Exemple A.4 (Type couche) On considére le probléme perturbé :
et +1 =0, z(0) =a, £(0)=0.
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La solution générale de ce probléme s oblient en utilisant ’équation caractéristique er? +
r=0.
Elle s’écrit sous la forme suivante

t
)+ Ch.

z(t,e) = C4 eXp(—g

En appliquant les conditions initiales, on obtient

t)+a+55. (A.12)

o(t,e) = —efexp(—-

La solution du probléeme nominal

est égale a

z(t) = a. (A.13)

Nous avons

t
x(t,e) = —efexp(——) +a+ef "y x(t) = a, pour tout t.
e—

39

Exemple A.5 (Type couche) On considére le méme probléme que précédemment mais
avec des conditions différentes

et +1 =0, z(0) =a, z(1) =0.
En utilisant la méme technique, on obtient la solution

(@ —B)exp(—L) + 3 — avexp(—1)
(1 —exp(—3) '

x(t,e) =

Cette solution converge selon le schéma suivant :

(a — B)exp(—%) + B — aexp(—1) o sit=0,
(1 — exp(=1) i sit>0.

La convergence de la solution du probléeme perturbé vers celle du probléme réduit n’est uni-
forme que, sur un intervalle de la forme [0,1] ot § > 0, a moins que o = [3.

x(t,e) =



Annexe B

Analyse Non Standard : Axiomes et
définitions

La théorie IST (Internal Set Theory) est une extension conservative de la théorie des
ensembles de Zermelo-Fraenkel avec ’axiome du choix (ZFC). Tout théoréme vrai dans la
théorie ZFC reste vrai dans la théorie IST (ne rien perdre). Une approche axiomatique a
I’ Analyse Non Standard de A. Robinson [46] est due a E. Nelson [38]. L’approche de Nelson
consistait a rajouter un nouveau prédicat unaire standard (st) et trois nouveaux schémas
d’axiomes régissant la manipulation de ce prédicat. Ces nouveaux axiomes sont appelés :
principe de Transfert, principe d’Idéalisation et principe de Standardisation. On démontre
que si la théorie ZFC est consistante alors la nouvelle théorie ZFCIST l’est aussi. Une formule
de IST est dite interne si elle est écrite dans le langage ZFC. On dit qu'une formule interne
est standard si elle ne contient que des constantes standard, sinon elle est dite interne non
standard. Une formule externe est une formule ou intervient le prédicat st (st intervient
sur les variables). Un ensemble interne est un ensemble défini par une formule interne. Un
ensemble est dit externe si c’est une partie d'un ensemble interne définie par une formule
externe et pour laquelle il a été montré qu’elle met au moins un théoreme classique en
défaut. Pour plus de détails, on peut consulter [13, 38]. On adopte les notations suivantes
ou A désigne la conjonction logique :

Vs'z pour Vo, x standard, Itz pour Iz, x standard ,
Ving pour Vo, z fini, Jfing pour 3z, x fini,
vstfing pour Va, x standard A fini, 3 "2 pour 3z, z standard A fini.

Soit & un réel quelconque.

Définition B.1 On dit que x est infiniment petit (i.p) si |x| < y quelque que soit y un réel
standard positif non nul.

Définition B.2 On dit que = est limité s’il existe un entier naturel standard N tel que
|z] < N.

Définition B.3 On dit que x est appréciable s’il est limité et non infiniment petit.

Définition B.4 On dit que x est infiniment proche de y, y étant un réel donné, si x —y est
mfiniment petit et on le note par x ~ y.

o4
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Définition B.5 On dit que x est presque standard s’il existe un réel standard °x tel que
T~ °r.

Définition B.6 Soit x un point d’une partie A C R. On dit que x est presque standard dans
A s’il existe un réel standard °x € A tel que x ~ °x.

Définition B.7 Soit w un réel. On dit que w est infiniment grand (i.g) s’il est plus grand
que tout réel standard.

Principe de Transfert : Pour toute formule standard F'(x,ty,...,t,) sans autres va-
riables libres que x,t1,...,t,, on a :

VL Y, (Ve Fo,ty, . t,) = Vo F(zyty, o).

Le principe de transfert dit que si la formule interne F'(z,ty,...,t,) est vraie pour tout
standard z, elle le sera pour tous les x, pourvu que les autres variables soient standard.
Par contraposée, s’il existe un x pour lequel la formule n’est pas vraie, il en existera un
standard pour lequel la formule n’est pas vérifiée. En particulier, si un tel = est unique, il
sera nécessairement standard. Il découle de ceci que :

Deux ensembles standard sont égaux s’ils ont les mémes éléments standard.

Une fonction standard est continue si et seulement si elle est continue en tout point
standard.

Une fonction standard prend des valeurs standard aux points standard.

Tout ensemble standard borné est borné par un standard.

Principe d’Idéalisation : Pour toute formule interne B(z, y) ou = et y sont des variables
libres mais peut-étre pas les seules, on a :

v 2 3u Vy € 2 B(z,y) < Jrg 'y B(xo, ).

Ce principe, plus délicat & comprendre, dit que la relation interne B(z,y) ou z et y sont des
variables libres, mais peut-étre pas les seules, est simultanément vérifiable pour tout standard
y si et seulement si, elle est simultanément vérifiable dans tout ensemble fini standard. Le
principe d’idéalisation permet notamment de démontrer que tout élément d’'un ensemble
E est standard si et seulement si F est un ensemble standard fini. Par conséquent, tout
ensemble infini contient nécessairement au moins un élément non standard. Il existe donc un
entier naturel non standard puisque N est infini. Enfin, une des conséquences importantes
de cet axiome est qu’il existe un ensemble fini A qui contient tous les objets standard. Il
découle de ceci que :

Pour tout ensemble F, il existe un ensemble fini £’ qui contient tous les éléments standard
de FE.

Principe de Standardisation : Pour toute formule F'(z), interne ou externe, o z n’est
peut-étre pas la seule variable libre, on a :

Ve Py Vi (z ey e 2z exAF(2)).

Ceci veut dire que pour tout ensemble standard X, il existe un ensemble standard Y tel que
quel que soit z standard dans Y, z est dans Y si et seulement si z est dans X et vérifie la
formule F(z). L’ensemble Y est appelé le standardisé¢ de ensemble X et est noté Y =5 X,
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B.1 Principes de permanence

Rappelons qu'un ensemble est dit externe s’il est défini par une formule externe et si on
le suppose interne, on arrive a une contradiction. C’est justement la differentiation entre un
ensemble interne et un ensemble externe qui fait que certaines propriétés démontrées pour
un ensemble donné d’éléments débordent pour s’étendre a un domaine plus vaste. Ce type
de raisonnement est appelé raisonnement par permanence. On énoncera quelques principes
de permanence.

Définition B.8 (Halo) Soit E un espace métrique et soit A une partie interne de E. On
appelle halo de A, l’ensemble externe des éléments de E infiniment proches des éléments de
A

hal(A) ={x € E:3Jy € A,z ~ y}.

On a A C hal(A).

Définition B.9 (Ombre) Soit E un espace métrique et soit A une partie interne de E. On
appelle ombre de A, notée °A, le standardisé du halo de A (°A =° ha(A)).

Principe de Cauchy Un ensemble externe n’est pas interne.

Ce principe peut étre appliqué de la maniére suivante : soient £ un ensemble interne et
F' une propriété interne sur X. Alors £ = {x € X/F(z)} est un sous ensemble interne de
X. Dongc, si Y est une partie externe de X et que 'on démontre que F' est vraie pour tous
les éléments de Y, alors I’ est encore vérifiée pour certains éléments hors de Y.

Exemple B.1 Soit F' une propriété telle que F(x) est vraie Vx,xz i.p. On a E = {x € R :
F(x)} est un ensemble interne, mais comme Halo de 0 est un ensemble externe et il est inclu
dans l’ensemble interne E, on en déduit qu’il existe un x non infiniment petit tel que F(z)
est vraze.

A partir du principe de Cauchy on démontre le lemme de Robinson suivant :
Lemme B.1 (Robinson) Soit (u,), une suite réelle interne. Si tous les termes d’indice

standard sont infiniment petits, alors il existe un w infiniment grand tel que u,, soit infiniment
petit quelque soit n < w.

B.2 Continuités

Soient E et F' deux espaces métriques standard et soit f : E — F une fonction.

B.2.1 Classe S°
Définition B.10 Une fonction f : E — F est dite S-continue en un point x de E si :

Vy,y ~ o= f(x) >~ f(y).
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Si x et f sont standard, alors la S-continuité en x équivaut a la continuité en ce point.
La S-continuité en tout point d’un ensemble standard d’une fonction standard équivaut a sa
continuité uniforme.

Les exemples suivants illustrent les cas ou f n’est pas standard.

Exemple B.2 La fonction
e st x>0,
ro={ gz

0stx <0,

est S-continue en 0 mais non continue en ce point.

Exemple B.3 La fonction
x
() = Arctg(2),

est continue en 0 mais non S-continue en ce point.

Définition B.11 Une fonction f : E — F est dite de classe S° en un point x de E si f(x)
est presque standard et si f est S-continue en x.

f est dite de classe S° sur une partie A de E si f est de classe S° en tout point presque
standard de A.

Exemple B.4 Les fonctions f(x) = Arctg(z) et g(z) = % sont de classe S° pour
£ 2+

tous les x appréciables ou infiniments grands, mais pas pour ceux qui sont infiniments petits.

B.2.2 Théoréme de ’ombre continue

Théoréme B.1 Soient E et F' deux espaces métriques standard et soit f : E — F une
fonction pas nécessairement standard. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
une fonction standard continue °f : E — F telle que f et °f soient presque égales en tout
point presque standard de E est que f soit de classe S°(°f est appelé ombre de f).

Corollaire B.1 Soit f : E — F wune fonction presque standard. f est de classe S° si et
seulement si [’ombre de son graphe est le graphe d’une fonction standard.

Un outil essentiel concerne la théorie des perturbations régulieres. Considérons les deux
problémes de Cauchy suivants :

dzx

E = FO([E), fL‘(O) = Qo c (]()7 (Bl)
dx
i F(z), z(0) =a € U. (B.2)

Le Lemme de I’Ombre Courte permet de comparer les solutions de (B.1) et (B.2) quand F’
est proche de Fj et a est proche de ag dans un sens & préciser. On en trouvera une preuve a
I'aide du Lemme de Stroboscopie dans [55].
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Théoréme B.2 (Lemme de I’Ombre Courte) Soit Uy un ouvert standard de R" et soit
Fy @ Uy—R™ standard et continue. Soit ag € Uy standard. Supposons que le probléme de
Cauchy (B.1) admet une solution unique xo(t) et soit J = [0,w[, 0 < w < 400, son intervalle
positif maximal de définition. Soit U un ouvert de R"™ qui contient tous les éléments presque
standard dans Uy. Soit F' : U—R" continue telle que F(x) ~ Fy(z) pour tout x presque
standard dans Uy. Alors, toute solution x(t) du probléme de Cauchy (B.2) avec a ~ aq est
définie pour tout t presque standard dans J et satisfait x(t) ~ xo(t).

A noter que le théoréme de ’Ombre Courte dans I’ Analyse Non Standard est équivalent au
théoreme de la dépendance continue par rapport aux conditions initiales et aux parameétres,
mais avec des conditions beaucoup plus faibles.

Pour les démonstrations et plus, il existe une bibliographie riche et variée couvrant tous
les domaines : systemes dynamiques, calcul asymptotique, probabilité, algebre, espace de
Banach.... Le lecteur intéressé par I’Analyse Non Standard est renvoyé a quelques références
importantes comme [4, 14, 15, 32, 55, 57] pour les fondements et [12, 30, 34, 58, 61] pour les
applications. Le livre Nonstandard Analysis in Practice [13] est particuliérement intéressant
pour apprécier la portée des outils non standard dans au moins neuf domaines, et on trou-
vera dans [10, 33, 51, 54, 65] ce qu’il faut savoir sur la théorie des perturbations d’équations
différentielles ordinaires. Historiquement, la théorie des perturbations non standard d’équa-
tions différentielles, qui est aujourd’hui un outil bien établi dans la théorie asymptotique,
trouve ses racines dans les années soixante-dix, lorsque 1’école de Reeb (voir [14, 34, 35, 50])
introduisit l'utilisation de ’Analyse Non Standard dans le domaine de la perturbation des
équations différentielles. Pour plus d’information sur le sujet, le lecteur intéressé se reportera
a des textes tels que [13] et & des documents tels que [28, 32, 51, 55] parmi tant d’autres.



Annexe C

Moyennisation et stroboscopie

C.1 Moyennisation

C.1.1 Lagrange et les autres

C’est avec les tentatives des scientifiques pendant le 18°™¢ siécle de faire le lien entre la
théorie de Newton sur la gravitation et les observations des mouvements des planéetes et des
satellites que les méthodes de perturbation des équations différentielles sont devenues impor-
tantes [8, 48]. En effet, une théorie dynamique du systéme solaire basée sur la superposition
du mouvement de chacun des deux corps (le soleil et le corps objet d’intérét) n’était pas
satisfaisante, car on négligeait 'influence des satellites comme la lune dans le cas de la terre
ou l'interaction mutuelle des grosses planétes comme Jupiter et Saturne. Pour toutes ces rai-
sons et d’autres, la modélisation proposée jusque la, du mouvement perturbé de deux corps
n’était pas tout a fait au point. Pendant la premiére moitié du 18°™¢ siécle, le calcul numé-
rique de la position et de la vitesse des variables sur des intervalles successifs suffisamment
petits de temps a vu le jour. Les chercheurs ont vite compris que cela allait conduire a des
tables gigantesques, mais peu précises. Durant la deuxiéme moitié¢ du 18™¢ siécle, Clairaut
[9] avait soumis quelques idées que Lagrange a développé, généralisé et présenté par la suite
comme une théorie claire et simple. En effet Clairaut, écrivait la solution du probléme non
perturbé de deux corps sous la forme

D
P _1—
. ccos(v),

oll 7 est la distance entre les deux corps, v la distance mesurée a partir d’aphélié!, p un
parameétre, ¢ I’excentricité de la section conique. En admettant une perturbation €2, Clairaut
déduit I’équation intégrale suivante par la méthode de variation des constantes,

];? =1— ccos(v) + sin(v) / Q cos(u)du — cov(v) / Qsin(u)du,

la perturbation 2 dépend de r,v et peut étre d’autres quantités. Dans ’expression de €2, on
remplace r par la solution du probléme non-perturbé et on suppose qu’on peut la développer
en fonction de sinv et coswv

Q2 = Acos(av) + Bcos(bv) + - - -.

'L’aphélie est défini comme étant le point de 'orbite d’une planéte ou d’une cométe le plus éloigné du
soleil.
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Dans la partie perturbation de 'intégrale de Clairaut, on trouve des termes tels que

A
a? -1

cos(bv), a, b#0.

cos(av) — 21
Si la série © contient un terme de la forme cos(v), alors I'intégration va donner lieu a des
termes tels que v sin v. Ce dernier représente ce qu’on appelle le comportement séculaire (non
borné) de l'orbite. Dans ce cas Clairaut ajuste le développement afin d’éliminer cet effet. No-
tons que cette méthode n’est pas la méthode de moyennisation, bien qu’il y ait présence de
certains de ses éléments : la technique d’intégration garde les variations lentes des quantités
(telle que ¢ fixée). De plus, cette technique utilise une procédure qui permet d’éviter les
termes séculaires. Lagrange et Laplace ont développé et par la suite largement utilisé cette
méthode pour obtenir une solution approchée. On peut retrouver les premiers ingrédients
de la méthode de moyennisation et les méthodes de perturbation d’ordre supérieur dans les
écrits de Laplace au sujet de la position du soleil, Saturne et Jupiter. Dans son livre publié
en 1788 sur la mécanique analytique [26], Lagrange décrit avec beaucoup de clarté et de
transparence la méthode de perturbations. En effet, aprés avoir élaboré la formule du mou-
vement dans la dynamique Lagrangienne, il défend I'idée que pour analyser 'influence on
devait utiliser la méthode des" variations des parametres". Il disait que, dans toutes les mé-
thodes d’approximation, on suppose que la solution exacte d’un probléme quelconque n’est
que la premiére approximation. Cela revient au fait qu’on a négligé quelques éléments ou
quantités jugés d’influence minimum et au fur et & mesure qu’on prend ces éléments négligés
en considération, I’approximation devient de plus en plus bonne. En mécanique, on ne peut
que résoudre par la méthode d’approximation, on cherche la premiére approximation de la
solution en ne tenant compte que des forces principales exercées sur le corps, afin d’étendre
cette solution a d’autres forces qu’on appelle "perturbations". La méthode la plus simple
consiste & garder la méme forme de la solution mais en considérant (momentanément) les
solutions comme des constantes arbitraires. Si les quantités négligées sont petites, les nou-
velles variables seront presque constantes et on peut leur appliquer les méthodes habituelles
d’approximation. Par la suite, Lagrange tire les équations pour les nouvelles variables : c’est
la forme standard de la perturbation. Lagrange parle, encore dans son livre des forces per-
turbatrices dans les fonctions périodiques qui conduisent a la moyennisation et il décrit une
formulation de la perturbation qui permet la description des variations des quantités comme
I’énergie par exemple. Lagrange, dans le chapitre sur les perturbations séculaires dans les
systémes planétaires, fait le lien avec la moyennisation en introduisant un terme de pertur-
bation (2, afin de déterminer les variations séculaires. On a qu’a remplacer la partie non
périodique, c’est-a-dire, le premier terme dans le développement en série de €2 en sinus et
cosinus, qui dépend du mouvement de la planéte perturbée et des mouvements des planétes
perturbatrices. €2 est une fonction des coordonnées elliptiques de ces planétes, a condition
que les excentricités et les inclinaisons soient sans importance. On peut toujours développer
ces coordonnées en séries de cosinus et sinus des angles qui sont liés aux anomalies et aux
lignes des longitudes moyennes. Ainsi on peut développer €2 en série du méme type et le
premier terme qui ne contient pas sinus ou cosinus sera celui qui peut produire I’équation
séculaire. Lagrange transforme par la méthode des variations des paramétres le probléme
i =cf(x,t)+e%g(z,t,e) 2(0) = x¢ sous la forme standard suivante

& =cf(z,t) + O(?), 2(0) = xo,
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ou f est développée en série de Fourier par rapport a ¢t avec des coefficients dépendant de z,
c’est-a~dire

) + 52% cos(nt) + by, () sin(nt) + O(e?),

et par conséquent 1’équation B
y = €f<y)7 y(()) = o,

donne I’évolution séculaire des solutions. C’est exactement ’équation moyennisée de premier
ordre.

C.1.2 Poincaré et les autres

Clairaut, Laplace et Lagrange ont construit un ensemble de techniques formelles dans la
théorie des perturbations, qui ont été utilisées dés la fin du 17°™¢ siécle dans les écrits sur la
mécanique céleste pendant les 19°™¢ et 20°™¢ siécles par les auteurs :

Jacobi

Dans ses conférences sur les systémes dynamiques, Jacobi dévoilait une théorie solide en
mécanique théorique : les équations du mouvement de Hamilton, I’équation aux dérivées par-
tielles (équation de Hamilton- Jacobi). L’objectif principal de ces conférences était concentré
sur 'utilisation de la méthode de Lagrange de la variation des constantes; en effet, apres
la présentation du probléme non-perturbé par les équations du mouvement de Hamilton,
Jacobi suppose que le mouvement du probléme perturbé est caractérisé par une fonction de
Hamilton : si on introduit certaines transformations, les équations de perturbation dans leur
forme standard peuvent avoir la méme forme Hamiltoniéne. Cette formulation est ce que
nous appelons de nos jours la théorie canonique de perturbation, théorie largement utilisée
dans la théorie mécanique Hamiltoniéne. Signalons que ce traitement concerne uniquement
la maniére de déduire la forme standard suivante

i =cf(x,t) +0(?), 2(0) = xy.

Tout cela représente la premiere partie de la théorie de Lagrange; la deuxiéme partie est
consacrée au traitement des équations de perturbation. Jacobi I’a examiné en quelques lignes
en négligeant plus au moins les travaux de Lagrange. Dans son travail sur les systémes
Hamiltoniens Jacobi omettait I’équation séculaire de Lagrange sans justification, chose qui
n’est pas juste du moment que ’on en a besoin pour décrire correctement le mouvement.

Poincaré

Dans son livre [40, 41], Poincaré déterminait les solutions périodiques par le développe-
ment en série par rapport a un parameétre e (petit). Il considérait 1’équation

F+x=cf(x, i),

et il supposait I'existence de solutions périodiques isolées pour 0 < ¢ << 1. Si € = 0, toutes
les solutions sont périodiques. Sous certaines conditions, Poincaré prouvait qu’on peut décrire
les solutions périodiques au moyen de séries entiéres en €, convergentes, ou les coefficients
sont des fonctions du temps ¢, bornées. Dans ce méme livre, il montrait comment appliquer
sa méthode, tout en affirmant que si les conditions ne sont pas satisfaites, alors on n’a pas de
séries convergentes. Poincaré a utilisé la formulation de Lagrange et Jacobi assujettie a une
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condition séculaire justifiant les solutions périodiques. Notons aussi que Poincaré a consacré
une grande partie dans son livre "Lecons de Mécanique Céleste" a la théorie planétaire de
perturbation avec une discussion approfondie de l'oeuvre de Lagrange sur la moyennisation
(Théorie de perturbation séculaire).

Van der Pol

Van der Pol cherche des solutions approchées du probléme [58]
i+x=c(l—a2%1.
Moyennant le changement de variable suivant :

(z, &) = (a,¢)

avec
x =asin(t + ¢), T = —acos(t + ¢).

Par rapport a la variable a, I’équation s’écrit

da? 1
i:ga2(1—zla2)+...7

Si on néglige les termes de degré supérieur a 4. Van der Pol obtient une équation intégrable
da?
— =ea?(1 — 411@2)’ qui fournit une bonne approximation de ’amplitude a. Le changement
de variable x = asin(t + ¢) est un bon exemple de la variation des constantes de Lagrange.
L’équation d’approximation de a est I'’équation séculaire de Lagrange de amplitude.

Krylov-Bogoliubov

Dans le cas ou le champ de vecteurs est général (pas nécessairement presque périodique)
Krylov et Bogoliubov [8] ont démontré certains résultats sur la moyennisation du probléme
général

T =cf(x,t)

ou ils supposent que la limite suivante existe

1 /T
li ds.
im /0 f(z,s)ds

T—oo' T

Avant de terminer
Sous certaines conditions (la périodicité par rapport a t et la différentiabilité du champ
de vecteurs), parmi d’autres conditions, Fatou [17] montre la validité de ’approximation a

un O(e) a Pechelle de temps —. On trouve un résultat équivalent des auteurs Mandelstam
et Papalexi [37].

C.1.3 Principaux résultats sur la moyennisation dans les EDO

La moyennisation, comme il est bien connu, est une méthode bien adaptée pour I'analyse
des oscillations non linéaire. Le principe de base est le suivant : il s’agit de remplacer le
champ de vecteurs par sa moyenne par rapport au temps, avec comme objectif d’obtenir des
approximations asymptotiques du probléme d’origine.
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Dans ce bref rappel, nous nous limitons a deux références [29, 48] et les références conte-
nues dans ces deux derniéres. Dans le livre [48] les auteurs considérérent 1’équation

dx

= ehilw0) + < hlwte), #(0)=a, (CD)

ou f et fy sont périodiques, par rapport a ¢, de période égale a T', x,a € D, ou D est un
domaine de R" (avec fermeture compacte D). Soit I’équation moyennisée définie par

— =¢h(z), 2(0)=aq, (C2)

1 /T
_T/o f(z,s)ds. (C.3)

L’objectif est de comparer la solution de 1’équation (C.1) (qui est généralement difficile a
résoudre) avec celle de I’équation (C.2). Le résultat principal est le théoréme suivant

Théoréme C.1 (Le cas périodique) [48/ On suppose que les fonctions fy et fo sont conti-
nues par rapport a (x,t) et (x,t, ) respectivement et sont de Lipschitz en z. Soient L et g > 0
deux constantes telles que les solutions x(t,e) et z(t) avec 0 < e < g¢ restent dans D pour

L
0<t<—.
€

Alors il existe une constante C' > 0 telle que ||x(t,e) — 2(t)|| < eC pour tout 0 <t <

™ | &~

Un second résultat concerne la moyennisation dans le cas ou fiet f; ne sont pas pério-
diques, mais avant de I’énoncer faisons le rappel suivant :

Définition C.1 Soit un champ de vecteurs continu f : R" xR — R". On définit la moyenne
locale de f, qu’on note fr, par l'intégrale suivante :

fr(x,t) = /fmt—i—s)ds T eR

Définition C.2 Soit un champ de vecteurs f : R" x R — R"™, on suppose que f est continue
par rapport o (x,t) dans D X RY et de Lipschitz en x dans D C R™. Si la moyenne

ILEQT/ f(z,s) (C.4)
existe et que la limite est uniforme en x dans les compacts K C D ,alors le champ de vecteurs
f est dit de type KBM (en référence o Krylov, Bogoliubov et Mitropolsky).

A noter que le champ de vecteurs f peut contenir des paramétres autres que les variables
(z,t). On suppose dans ce cas que les parameétres et les conditions initiales sont indépendantes
de € et que la limite est uniforme par rapport aux parameétres.
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Théoréme C.2 (Le cas général) [48/ On considére le probléme de Cauchy suivant :

d
— =chilzt), 2(0)=aq (C.5)
avec f1 : R" x R — R" et
dz -
o= efi(z), z(0) = a,
o
_ 1 (T
fi(2) = Lim=— ; fi(z,s)ds

et x,z,a € D CR", t €[0,00] et € €]0,e0]. On suppose que )
1) f1 est un champ de vecteurs de type KBM avec comme moyenne f.

L
2) z(t) appartient & Uintérieur d’un sous ensemble de D sur l'intervalle [0, —]| pour un
£

certain L strictement positif;
Alors

2(t,2) — 2(t) = O(\/3r(2), Vi € [0, g].

On rappelle que :

Définition C.3 Une fonction d(e) est appelée fonction d’ordre, si elle est continue, positive
sur lintervalle |0, &0] et que la limite Lir(r)zé(e) existe.

Dans [29] les auteurs ont utilisé la technique de stroboscopie pour moyenniser dans les
équations du type (C.5). Cette technique leur a permis d’affaiblir les conditions de régularité
exigés dans la littérature classique.

Soit U un ouvert de R™ et soit f : U x R™ — R" une fonction continue. Soit zy € U. On
considere le probléme a condition initiale suivant :

d
&= et t), 2(0) = o, (C.6)
dt
oll £ est un parameétre réel petit positif. On suppose que le probléme (C.6) vérifie les

hypothéses incluses dans la définition suivante :

Définition C.4 On dit qu’un champ de vecteurs f : U x Rt — R" est de type KBM s’il est
continu et satisfait les conditions suivantes :
(C1) La fonction f est continue en x uniformément par rapport a t.
(C2) Pour tout x de U, la moyenne F(x) := TLzm% fOT f(z,t)dt existe.
(C3) Le probléme
dy
Y — (1), 5(0) = o (©)

admet une solution unique.

Théoréme C.3 [29] On suppose que [ est un champ de vecteurs de type KBM. Soit zo € U.
Soit y la solution de (C.7) et soit L € J, ou J = [0,w[,0 < w < oo est son demi intervalle
positif maximal d’ezxistence. Alors, pour tout § > 0, il existe g = £o(L,0) > 0 tel que pour
tout € dans 10, g¢], toute solution de (C.6) est définie au moins sur l'intervalle [0, L] et verifie
Uinégalité ||x(t) — y(t)|| < & pour tout t dans [0, L].
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C.2 Stroboscopie

C.2.1 Introduction

La technique de la stroboscopie sous sa forme actuelle a débuté avec I’étude de I’équation
& = sin(wtx), ou le point sur la variable désigne la dérivée ordinaire de x par rapport a
t et w est un infiniment grand. L’étude de cette équation a été proposée par R. Lutz au
début de 'année 1977 [44, 51, 52], 'objectif étant de déterminer les ombres des solutions
de l'équation différentielle & = sin(wtx). J. L. Callot a donné la solution, une solution
simple et astucieuse : Comme la dérivée & est limitée, une solution z(t) est donc S-continue,
dont 'ombre y est une fonction standard continue. Pour des raisons de symétrie I’étude est
restreinte au quadrant ¢ > 0,x > 0. L’ombre est une fonction décroissante, analytique sauf
au point ou elle traverse la premiére bissectrice d’équation x = t ou elle est contintiment
dérivable. Dans le secteur ¢ > = > 0, il y a des pieges a trajectoires de sorte que l'ombre y
est une hyperbole tz =constante. Dans le secteur z > ¢t > 0, la solution x oscille et deux
maxima successifs (¢, x,) et (t,i1, Tny1) vérifient :

Tn4+1 — Tn

0< tn+1 - tn ~0 et ——— ~ g(tmwn)a (CS}
tn+1 - tn

ol g : R x R — R est une fonction standard continue définie par

y—t—y

t,y € R.
t 77y

g(t,y) =
C’est G. Reeb qui a remarqué que la condition (C.8) signifiait que la suite (¢,,x,) s’obtient
par le schéma d’Euler, appliqué a ’équation différentielle y = ¢g(¢, y). Donc 'ombre y est une
solution standard de I’équation ¢ = g(t,y).
Pour des raisons de symétrie on se limite a I’ensemble {(¢,z) € R?/t >0, = >0}
Casout>ax>0:
Les deux branches d’hyperboles

wtr = 2km, wtr = 2k — g,

avec f limité, ont une ombre commune d’équation tx = cte. Le champ est nul sur I’hyperbole
wtr = 2km et de pente égal & —1 sur la deuxiéme hyperbole. On a ce qu’on appelle un piége
a trajectoires.

Casouax>t>0:

Le champ est transverse aux branches d’hyperboles tx = cte jusqu’a ce qu’il atteigne la
droite diagonale y = z. Soit un point standard (x, zx) tel que wipxy = 2kw. Moyennant le
changement de variable T' = w(t — t;), X = w(x — ), 'équation & = sin(wtz) se transforme
en

dX . TX
o7 = sin(wtpxy + (Txy, + Xtg) + T) (C.9)

Le changement de variable y = T'zy, + Xty, transforme 1’équation (C.9), sachant que wtxy =

2k en X
Y = xp + tgsin(y + 7), (C.10)
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qui est infiniment proche de 1’équation standard
Y = xp + tgsin(y). (C.11)

pX(p)

= 27. On en

Onatgy =t + g pour une valeur 7" = p pour laquelle zxp + . X (p) +

déduit que y(p) ~ 2.
Alors

/2” dy 21 X(p) 2T — xp 1 T
P~ — = , X(p)  ———— -]
o Tk tlgsiny /a2 — 12 (7% Vai—t2

y -t —y

ty ER.
- y

Ce qui justifie la fonction g(t,y) =

3] DL T G A S SIS G AN G A AN A N D N K
o T e T e e e e ST T S e
T I e S P S B L e T L e B T D T B
P e e S N B g e B
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e T DA TN RN O N X
Aﬂﬂxcwxﬁ\b W DN D et DN DG
g Sy g Y Wi T N DG SN D N
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T T T ey e G S T D I N
e, g R I T T g S O G N
Dol T Ty T D e T T 2 TN
DT G T e G T N T T DG
S T D S S O D e N e
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1 1.5 2 2.5

5939299995
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t

Comparaison entre la solution de ' = sin(2tx) avec (1) = 2.5 et la solution de ¢’ = g(t,y)
correspondante

D’une fagon formelle le principe se résume comme suit [52] :" L’idée de base est simple.
On étudie une fonction X, qui est en général solution d’une certaine EDO. On suppose que
X se laisse surprendre (c’est 'effet stroboscopique) en des instants discrets et infiniment
proches (instants d’observation de la stroboscopie), mais éventuellement trés irréguliérement
T(tiv1) — x(t)

i+1 — U
valeur X (¢;,x(t;)), o X est une fonction standard. Dans ces conditions la fonction X est
infiniment proche d’une solution de 'ODE (standard) =’ = X (¢, z)".

Le Lemme de Stroboscopie a été utilisé par plusieurs auteurs et dans des domaines variés.
Il suffit de consulter les références et les commentaires dans [52]. La version qu’on a utilisée
dans ce travail est une version établie par T. Sari dans [49]. Une amélioration du Lemme
de Stroboscopie avec une extension aux équations différentielles fonctionnelles a retard a été
¢élaborée récemment par M. Lakrib et T. Sari dans [27] et [29].

espacés de sorte que la pente entre deux flashs soit infiniment proche de la
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C.2.2 Stroboscopie

Afin de garder 'empreinte historique nous allons donner ici la premiére version du Lemme
de Stroboscopie [10, 44, 51, 52], mais avant de faire, on va reprendre quelques paragraphes,
de larticle de T. Sari [52], "Petite histoire de la stroboscopie".

"Cette petite histoire est pour moi, qui fus un témoin direct de la naissance de la strobo-
scopie, puts un acteur de son développement, l’occasion d’évoquer un aspect des personnalités
et de l'oeuvre scientifique de Jean Louis Callot et de Georges Reeb."

"Je ne sais pas qui de Callot ou de Reeb a proposé le mot stroboscopie, mais je le trouve
trés pertinent et rendant parfaitement compte de la méthode. "

"Mon expérience personnelle dans cette période me pousse & penser que la stroboscopie
est vraiment une méthode efficace pour résoudre des problémes. Elle a en tout cas permis au
novice que j’étais de pénétrer dans un domaine de recherche trés riche et trés développé par
une voie tout a fait originale. Le traitement de ces questions classiques de moyennisation par
la méthode de stroboscopie n’est pas une redite des travauxr connus dans un langage nouveau,
mais vraiment une approche différente.”

" Au cours de mon exposé, ayant annoncé que j’allais utiliser la stroboscopie de Callot,
j’ai entendu Reeb dire "et de son rédacteur Reeb”. N’ayant pas bien compris son commen-
taire, j’ai marqué un temps d’arrét et je l'ai regardé. Il a répété alors : "La stroboscopie
de Callot et de son rédacteur Reeb”. Il s’agissait probablement d’une coquetterie de sa part
car nous sommes unanimes a témoigner que jamais Reeb n’a cherché a revendiquer la pa-
ternité d’une quelconque idée dans [’asymptotique non standard méme lorsqu’il a été trés
directement impliqué. Cependant, je reste convaincu que sans la perspicacité de Reeb, ce
qui est devenu aujourd’hui un véritable outil de l’asymptotique non standard, ne serait resté
qu’un simple calcul, sur quelques exemples particuliers, ou un esprit bienveillant accepterait
tout juste de reconnaitre la convergence du schéma d’Euler. C’est la raison pour laquelle il
me plait aujourd’hui de parler de la stroboscopie de Callot-Reeb et je vous invite a en faire
autant.”

"Ces souvenirs que j’ai essayé de faire revivre pour vous sont jalonnés d’histoires de
printemps. Je forme le voeux que ce nouveau printemps qui nous réunit aujourd’hui autour
de la mémoire de Jean Louis Callot et de Georges Reeb soit une source d’inspiration féconde
pour le futur. J’ai parlé de l’astuce et du bon sens de l'un, de la perspicacité et de la générosité
de Uautre, mais il fallait aussi vraiment du génie pour avancer aussi vite et aussi loin que
Callot et Reeb, et pour entrainer, chacun & sa maniére tellement de gens dans leur sillage.”

Théoréme C.4 (Lemme de Stroboscopie) Soit z : R — R™ une fonction. On suppose
qu’il existe une suite finie (t;)i—o...w, Strictement monotone, telle que :

a) tz ~ ti+1,Vi et tw ;é to,

b) (to, z(to)) est limité et x(t) ~ x(t;) Vt € [t;_1,t;],

c) 1l existe une fonction g : R x R™ — R" standard continue, telle que :

x(ty) — x(th—_1)
tn - tnfl

~ g(tp_1,2(tn_1))-

Alors x admet une ombre °x sur un intervalle standard [°ty,b], non réduit ¢ un point et °x
est dérivable et est solution de I’équation

v =g(t,y), y(0) ="°(x(0)).



Bibliographie

[10]

[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

N. D. Alikakos, P. C. Fife, G. Fusco, C. Sourdis, Singular Perturbation Problems
Arising from the Anisotropy of Crystalline Grain Boundaries, Journal of Dynamics
and Differential Equations, Vol. 19, No. 4, December (2007).

V. L. Arnold (Ed.), Dynamical Systems V, Encyclopedia of Mathematical Sciences,
Vol. 5, Springer-Verlag Berlin, (1998).

V.I. Arnold, V. Kozlov, A.I. Neishtadt, Mathematical Aspects of Classical and Celestial
Mechanics, Springer-Verlag Berlin, (2006).

R. Bebbouchi, Equations differentielles perturbées et Analyse Non Standard, OPU,
Alger, (1990).

M. Benbachir, Problémes aux limites et oscillations périodiques, These de Magister,
Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediéne Alger (1996).

M. Benbachir, K. Yadi, R. Bebbouchi, Slow and fast systems with Hamiltonian reduced
problems, Electron. J. Diff. Eqns, Vol. 2010(2010), No. 06, pp. 1-19.

E. Benoit, J.F. Callot, F. Diener, M. Diener, Chasse au canard ; Collectanea Mathe-
matica, 31-32 (1-3), 37-119 (1981)

N.N. Bogoliubov, Yu.A.Mitropolskii. Asymptotic methods in the theory of nonlinear
oscillations. Gordon and Breach, New York, (1961).

A. Clairaut, Mémoire sur ’orbite apparent du soleil autour de la Terre ayant égard aux
perturbations produites par les actions de la Lune et des Planétes principales. Mém.
de I’Acad. des Sci. (Paris), (1754), 521-564.

J. L. Callot, T. Sari, Stroboscopie et moyennisation dans les systémes d’équations
différentielles & solutions rapidement oscillantes, Mathematical Tools and Models for
Control, Systems Analysis and Signal Processing, 3, CNRS Paris (1983), 345-353.

J. Cousteix, J. Mauss, Analyse Asymptotique et Couche Limite, Mathématiques &
Applications 56, Springer-Verlag Berlin, (2006)

F. Diener, Cours d’Analyse Non Standard, Office des Publications Universitaires, Alger
(1983).

F. Diener, M. Diener (eds.), Nonstandard Analysis in Practice, Universitext, Springer-
Verlag, Berlin, (1995).

M. Diener, C. Lobry (eds.), Actes de 'Ecole d’Eté : Analyse Non Standard et Repré-
sentation du Réel [Proceeding of the Summer School on Nonstandard Analysis and
Representation of the Real], Office des Publications Universitaires, Alger (1985).

F. Diener, G. Reeb, Analyse Non Standard, Hermann, (1989).

68



69

[16]

[17]
[18]

[19]
[20]

[21]
[22]
23]

[24]
[25]

[26]
[27]
28]
[29]
[30]

[31]

32]
33]

[34]

M. Djemai , J. P. Barbot, H. K. Khalil, Digital multirate control for a class of non-
linear singularly perturbed systems, INT. J. CONTROL, 1999, VOL. 72, NO. 10, 851-
865

P. Fatou. Sur le mouvement d’un systéme soumis & des forces & courte période. Bull.
Soc. Math., 56 :98-139, (1928).

N. Fenichel, Geometric singular perturbation theory for differential equations, J. Diff.
Eq., 31 (1979), 53-98.

J-P. Frangoise, Oscillations en biologie, Springer-Verlag Berlin, (2005).

K. O. Friedricks, W. Wasow, Singular perturbations of nonlinear oscillations, Duke
Math, J. 13 (1946), 361-381.

C. Gignoux and B. S-Brac, Solved problems in Lagrangian and Hamiltonian mechanics,
Springer-Verlag London New York, (2009).

F. Hoppensteadt, Stability in systems with parameters, J.Math. Anal. Appls., 18
(1967), 129-134.

R. S. Johnson, Singular perturbation theory : mathematical and analytical techniques
with applications to engeering, Springer-Science New York (2005).

H. K. Khalil, Nonlinear Systems, Prentice Hall, (1996).

T. J. Kaper, An Introduction to Geometric Methods and Dynamical System Theory
for Singular Perturbation Problems, Proceedings Symposia , Applied Mathematics
56 : Analyzing Multiscale Phenomena Using Singular Perturbation .Methods, Cronin,
J. and O’Malley, Jr., R.E.; eds..(1999), pp. 85-131, American Mathematical Society,
Providence, RI.

J.-L. Lagrange, Mécanique Analytique (2 vols.). edition Albert Blanchard,Paris,
(1788).

M. Lakrib, Stroboscopie et moyennisation dans les équations différentielles fonction-
nelles a retard, These, Université de Mulhouse (2004).

M. Lakrib, Time averaging for functional differential equations, J. Appl. Math. 2003,
1 (2003), 1-16.

M. Lakrib, T. Sari, Time averaging for ordinary differential equations and retarded
functional differential equations, Electron. J. Diff. Eqns, 40, 2010 (2010), 1-24.

C. Lobry, A propos du sens des textes mathématiques, un exemple : la théorie des
"bifurcations dynamiques", Annales de I'institut Fourier, 42 (1-2) (1992), 327-351.

C. Lobry, T Sari, The Peaking Phenomenon and Singular Perturbations : An Exten-
tion of Tikhonov’s Theorem, Rapport de recherche n® 4051 de I'Institut National de
Recherche en Informatique et Automatique (2000).

C. Lobry, T. Sari, S. Touhami, On Tikhonov’s theorem for convergence of solutions of
slow and fast systems, Electron. J. Diff. Eqns, 19, 1998 (1998), 1-22.

R. Lutz, L’intrusion de ’analyse non standard dans 1’étude des perturbations singu-
lieres, Astérisque 109-110 (1983), 101-140.

R. Lutz, M. Goze, Nonstandard Analysis : A Practical Guide with Applications, Lec-
ture Notes in Mathematics 881, Springer-Verlag, Berlin (1981).



70

[35]

[36]
[37]
[38]
[39]
[40]
[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]
[47]

[48]
[49]

[50]

[51]

[52]

R. Lutz, T. Sari, Applications of Nonstandard Analysis in boundary value problems
in singular perturbation theory, Theory and Applications of Singularly Perturba-
tions (Oberwolfach 1981), Lectures Notes in Mathematics 942, Springer-Verlag, Berlin
(1982), 113-135.

S. Lynch, Dynamical Systems with Applications using Mathematica, Birkh&user Bos-
ton (2007).

L.I. Mandelstam, N.D. Papalexi. Uber die Begriindung einer Methode fiir die Niihe-
rungslosung von Differentialgleichungen. J. f. exp. und theor. Physik, 4 :117, 1934.

E. Nelson, Internal Set Theory : a new approach to nonstandard analysis, Bull. Amer.
Math. Soc., 83 (1977), 1165-1198.

JR. O’Malley, Singular Perturbation Methods for Ordinary Differential Equations,
Applied Mathematical Sciences 89, Springer-Verlag, (1990).

H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, volume 1. Gauthiers-
Villars, Paris, (1892).

H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, volume II. Gauthiers-
Villars, Paris, (1893).

L. Prandlt, Uber Fliissigheitsbewegung bei sehr kleine Reibung, Proceesings 3rd Inter-
national Congress of Mathematicians, Heidelberg, 1904, (Krazer, A., ed), pp. 484-491,
Leipzig.

J.P. Richard, Mathématiques pour les systéemes dynamiques, Paris, Hermes Publica-
tions, (2002).

G. Reeb, Equations différentielles et analyse non classique (d’aprés J.L. Callot), in
proceedings of the 4th International Colloquium on Differential Geometry (1978), Pu-
blicaciones de la Universidad de Santiago de Compostella (1979), 240-245.

M. Remili, Trajectoires de champs de vecteurs lents-rapides de R* dont les ombres sont
des morceaux de surface, These de Magister, Université d’Oran (1988).

A. Robinson, Nonstandard Analysis, American Elsevier, New York (1974).

S. Sanchez, G. Pedreno. Equations différentielles hautement non linéaires ou pertur-
bations singuliéres exponentielles, J. Diff. Eq. 109 (1994), 77-109.

J. Sanders, F. Verhulst, J. Murdock, Averaging Methods in Nonlinear Dynamical Sys-
tems, Applied mathematical sciences 59, Springer-Verlag New York, (2007).

T. Sari, Moyennisation dans les systémes différentiels a solutions rapidemet oscillantes,
These, Université de Mulhouse (1983).

T. Sari, Nonstandard perturbation theory of differential equations, presented as an
invited talk at the International Research Symposium on Nonstandard Analysis and Its
Applications, ICMS, Edinburgh, 11-17 August 1996, (http ://www.math.uha.fr/sari/
papers/icms1996.pdf).

T. Sari, Stroboscopy and averaging, In Colloque Trajectorien a la mémoire de Georges
Reeb et Jean-louis Callot, ed. by A. Fruchard and A. Troesh (IRMA Publication, 1995),
95-124.

T. Sari, Petite histoire de la stroboscopie, In Colloque Trajectorien a la mémoire de
Georges Reeb et Jean-louis Callot, ed. by A. Fruchard and A. Troesh (IRMA Publica-
tion, 1995), 5-15.



71

[53]

[54]

[55]
[56]
[57]
[58]

[59]

60]
61)
62)
63]
64]
65)

[66]

[67]
[68]
[69]

[70]

T. Sari, Averaging in Hamiltonian systems with slowly varying parameters, in De-
velopments in Mathematical and Experimental Physics, Vol. C, Hydrodynamics and
Dynamical Systems, A. Macias, F. Uribe and E. Diaz (eds.). Kluwer Academic/Plenum
Publishers (2003), 143-157.

T. Sari, Averaging in Ordinary Differential Equations and Functional Differential Equa-
tions, in The Strength of Nonstandard Analysis, I. van den Berg, V. Neves (editors),
Springer-Verlag, Wien (2007), 286-305.

T. Sari, K. Yadi, On Pontryagin—Rodygin’s theorem for convergence of solutions of
slow and fast systems, Electron. J. Diff. Eqns, 19 (2004), 1-17.

A. N. Tikhonov, Systems of differential equations containing small parameters multi-
plying the derivatives, Mat. Sborn., 31 (1952), 575-586.

I. P. Van den Berg, Nonstandard Asymptotic Analysis, Lecture Notes in Mathematics
1249, Springer-Verlag, Berlin (1987).

B. Van der Pol. On Relaxation-Oscillations. The London, Edinburgh and Dublin Phi-
losophical Magazine and Journal of Science, 2 :978-992,1926.

A. B. Vasileva, V. M. Volosov, The work of Tikhonov and his pupils on ordinary
differential equations containing a small parameter, Russian Math. Surveys, 22 (1967),
124-142.

F. Verhust, Methods and Applications of Singular Perturbations, Texts in Applied
Mathematics 50, Springer-Verlag New York, (2000).

G. Wallet, Entrée-sortie dans un tourbillon, Annales de I'institut Fourier, 36 (4) (1986),
157-184.

W. Wasow, Asymptotic Expansions for Ordinary Differential Equations, Robert E.
Kriger Publishing Company, New York (1976).

K. Yadi, Perturbations singuliéres : approche topologique, stabilité et applications a
un modele d’écologie des populations, Theése, Université de Tlemcen (2005).

K. Yadi, Perturbations Singuliéres : Approximations, stabilité pratique et applications
a des modeles de Compétition, These, Université de Mulhouse (2008).

A. K. Zvonkin, M. A. Shubin, Nonstandard analysis and singular perurbations of or-
dinary differential equations, Uspehi Mat. Nauk. 39 (1984), 77-127.

K. Abbaoui, Les fondements mathématiques de la méthode décompositionnelle d’Ado-
mian et application & la résolution de problémes issus de la biologie et de la médecine,
These, Université Pierre et Marie Curie-Paris VI (1995).

K. Abbaoui, Y. Cherruault, Convergence of Adomian’s method applied to differential
equations, Comput. Math. Appl. 28(5) (1994) 103-109.

K. Abbaoui, Y. Cherruault, New ideas for proving convergence of decomposition me-
thod, Comput. Math. Appl. 29 (1995) 103-108.

M.J. Ablowitz, P.A. Clarkson, Solitons, nonlinear evolution equations and inverse scat-
ting, Cambridge University Press, New York, 1991.

G. Adomian, Nonlinear stochastic Systems theory and applications to Physics, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, 1989.



72

[71]

[72]

[73]
[74]

[75]
[76]
[77]
[78]
[79]

[30]

[81]
[82]
[83]

[84]

[85]
[36]
[87]
[33]

[39]

G. Adomian, Solving frontier problems of Physics : The decomposition method, Kluwer
Academic Publishers, Boston, 1994.

E. Baboblian, A. Davari, Numerical implementation of Adomian decomposition me-
thod for linear Volterra integral equation of the second kind, Appl. Math. Comput.
165 (2005) 223-227.

J.W. Chan, On spinodal decomposition, Acta Metall. 9, 795 (1961).

S.M. Choo, S. K. Chung, Y.J. Lee, A conservative difference scheme for the viscous
Cahn-Hilliard with a nonconstant gradient energy coefficient, Appl. Numb. Math. 51,
207 (2004) .

Y. Chen, Y.Z. Yan, Weierstrass semi rational expansion method and new doubly per-
iodic solutions of the generalized Hirota-Satsuma coupled KdV system, Appl. Math.
Comput. 177 (2006) 85-91.

Y. Cherruault, Convergence of Adomian’s method, Kybernetes 18 (1989) 31-38.

Y. Cherruault, Optimisation : Méthodes locales et globales, Presses Universitaires de
France (1999).

V. Daftardar-Gejji, H. Jafari, Adomian decomposition : a tool for solving a system of
fractional differential equations, J. Math. Anal. Appl. 301 (2005) 508-518.

Z. Dahmani, M. Benbachir, Solutions of the Cahn-Hilliard Equation with Time-and
Space-Fractional Derivatives, Int. J. Nonlinear Science Vol.8(2009) No.1,pp.19-26

Z. Dahmani, M. M. Mesmoudi, R. Bebbouchi, The foam-drainage equation with time
and space fractional derivative solved by the ADM method, E. J. Qualitative Theory
of Diff. Equ., No. 30. (2008), 1-10.

E.V.L. De Mello, T. Otto, F. Da Silveira, Numerical study of the Cahn-Hilliard equa-
tion in one, two and three dimensions, Physica A. 347, 439 (2005).

H. Dib, Equations Différentielles Fractionnaires, EDA-EDO (4éme Ecole) Tlemcen 23-
27 mai 2009.

E. Fan, Extended tanh function method and its applications to nonlinear equations,
Phys. Lett. A277 (2000), 212-218.

R. Gorenflo, F. Mainardi, Fractional calculus : integral and differential equations of
fractional order, in : A. Carpinteri, F. Mainardi (Eds.), Fractal and Fractional Calculus
in Continuum Mechanics, CISM Courses and Lectures, Vol. 378, Springer-Verlag, New
York, (1997), pp. 277-290.

M. Gurtin, Generalised Ginzburg-Landau and Cahn-Hilliard equations based on a
microforce balance, Physica D92, 187 (1996).

J.H. He, Some applications of nonlinear fractional differential equations and their ap-
proximations, Bull. Sci. Techno. 15(2) (1999) 86-90.

N. Himoun, K. Abbaoui, Y. Cherruault, New results of convergence of Adomian’s
method , Kybernetes 28(4-5) (1999) 423-429.

H. Jafari, V. Daftardar-Gejji, Solving a system of nonlinear fractional differential equa-
tions using Adomian decomposition, J. Comput. Appl. Math. 196 (2006) 644-651.

K. Junseok, Anumerical method fro the Cahn-Hilliard equation with a variable mobi-
lity, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 12, 1560 (2007).



73

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]
[96]

[97]

[98]

[99]

[100]
[101]
[102]
[103]
[104]
[105]
[106]

107]

D. Kaya, S.M. El Sayad, A numerical implementation of the decomplosition method
for the Lienard equation, Appl. Math. Comput. 171 (2005) 1095-1103.

S. Kemple, H. Beyer, Global and causal solutions of fractional differential equations in :
Transform Method and Special Functions , Varna96, Proceding of the 2nd International
Workshop (SCTP), Singapore, 1997.

B.O. Konfe, Nouvelles méthodes mathématiques Alienor et Adomian, pour la Biomé-
decine, These, Université de Ouagadougou (2005).

Y. Luchko, R. Gorenflo, The initial value problem for some fractional differential equa-
tions with the Caputo derivative, Preprint Series A 08-98, Fachbereich Mathematik und
Informatik, Freie Universitat Berlin, 1998.

Y. Luchko, H.M. Srivastava, The exact solutions of certain differential equations of
fractional order by using operational calculus, Comput. Math. Appl. 29 (1995) 73-85.

I. Podlubny, Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego, 1999.

G. Samko, A.A. Kilbas, O.I. Marichev, Fractional integral and derivative : Theory and
Applications , Gordon and Breach, Yverdon, 1993.

S M. El- Sayed, D. Kaya, An application of ADM to seven-order Sawada-Kotara equa-
tions. Appl. Math. Comput., 157 (2004) 93-101.

S. Momani, Z. Odibat, Numerical approach to differential equations of fractional order.
J. Comput. Appl. Math., 207 (2007) 96-110.

Y. Ugurlu, D. Kaya, Solutions of the Cahn-Hilliard equation, Comput. Math. Appl.
56 (2008) 3038-3045.

Q. Wang, Numerical solutions for fractional KdV-Burgers equation by Adomian de-
composition method, Appl. Math. Comput. 182 (2006) 1049-1055.

A.M. Wazwaz, A new approch to the nonlinear advection problem, Appl. Math. Com-
put. 72 (1995) 175-181.

A.M. Wazwaz, A reliable modification of Adomian decomposition method, Appl. Math.
Comput. 102 (1999) 77-86.

AM. Wazwaz, A new algorithm for calculating Adomian polynomials for nonlinear
operators, Appl. Math. Comput. 111 (2000) 53-69.

A.M. Wazwaz, A computational approach to solitons of the Kadomtsev-Petviashvili
equation , Appl. Math. Comput. 123 (2001) 205-217.

A.M. Wazwaz, Partial differential equations : Methods and Applications, Balkema
Publishers. The Netherlands, 2002.

A M. Wazwaz, A. Georguis, An analytic study of Fisher’s equations by using Adomian
decomposition method, Appl. Math. Comput. 154 (2004) 609-620.

B.J. West, M. Bologna, P. Grigolini, Physics of Fractal Operators, Springer, New York,
2003.



