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RESUME

Mots clés : les problémes d’optimisation combinatoires, raisonnement par symétrie
dans la programmation logique, Détection et exploitation de la symétrie dans la
programmation par contraintes, compétition sportive, ligue professionnelle, circular

traveling tournament problem, instances circulaires.

Le travail de ce projet de magister porte sur 1’¢limination des symétries pour la
résolution efficace de problémes combinatoires. L’¢limination des symétries d’un
probléme permet lors de la recherche d’une solution a ce probléme, d’éviter
d’explorer des sous espaces redondants, ce qui permettra d’améliorer 1’efficacité de la
méthode d’exploration de 1’espace de recherche. Le probleme de planification de
compeétition sportive consiste principalement a déterminer la date et le lieu dans lequel
chaque match d’un tournoi sera joué. Dans ce projet nous nous intéressons au
probleme C-TTP (Circular — Traveling Tournament Problem). Le TTP est un
probléme crucial en compétitions sportives dont I’objectif consiste a minimiser la
distance totale parcourue par toutes les équipes participant au tournoi. Le C-TTP est
un cas particulier de  TTP ou les lieux des équipes sont situés sur un cercle. La
distance entre les lieux voisins est égale a un. Le C-TTP est un probléme tres difficile
a résoudre en raison de sa structure symétrique. Pour la résolution efficace de ce
probléme, nous avons choisi d’implémenter une méthode de recherche énumérative
dite Branch and Bound a laquelle nous avons intégré une méthode de suppression
partielle de symétrie et dynamique dite LDSB. La combinaison des deux méthodes a
ameliorer significativement le temps d’exécution en supprimant certains schémas de
symétries du probleme considéré et les résultats ont montré I'intérét d’exploiter la

structure symétrique du probleme pour améliorer son exécution.



%zmmmm

Je tiens a remercier Monsieur le professeur Meziane AIDER pour 1’honneur

qu’il me fait en présidant le jury de mon mémoire.

Jadresse mes sincéres remerciements a Messieurs les Docteurs Samir
KECHID et Amar ISLI, d’avoir en dépit d’une intense activité, bien accepté de

participer au jury de soutenance.

Je voudrais également exprimer mes remerciements a Madame le docteur
Dalila BOUGHACI, qui, en tant que directrice de mémoire, s’est toujours montrée a
I’écoute et trés disponible tout au long de la réalisation de ce mémoire, ainsi pour
I’inspiration, 1’aide et le temps qu’elle a bien voulu me consacrer et sans qui ce

mémoire n’aurait jamais vu le jour.

Je n’oublie pas a remercier tous les membres de ma famille pour leur

contribution, leur soutien et leur patience.

Enfin, j’adresse mes plus sinceres remerciements a tous mes proches et amies,

qui m’ont toujours soutenu et encouragé au cours de la réalisation de ce mémoire.



COledtioaces

A mes parents

A mes fréres et @ ma sceur et mes belles sceurs et les petits
enfants de la famille

A mon oncle Djafar et mon cousin Djamel

A tous ceux qui m’aiment



“ Table des matiéres “

Table deS MALIEreS. ... |

LISt AES FIGUIES. ...ttt e e |
TalugoTo[Uota o] aW=L= o T<T o= [T PRSI 1
1  Généralités sur les problémes combinatoires........coceeeeeciieiiccieee e 5
11 INEFOTUCTION ... sttt sab e s s sae e e s b e e sareesans 5
1.2 Rappels sur les problemes combinatoires : Notion de théorie de la complexité ..... 5
1.2.1 Complexité théorique d’un probléme combinatoire .......cccccocevevecieiiiiciien e, 5
1.2.2 EL €N PratiqUe 2 oo e e e 7
1.3 Exemples de problémes combinatoires .......cccoccveeeeeiieieeccieee e 10
131 Probléemes de satisfaction de contraintes........ccccceeeeieeneeniennenseeneeneeeeee 10
1.3.2 Problémes d’appariement de graphes ......cccceecvieeiiviiei e 11

1.4 Résolution des problémes combinatoires : méthodes exactes (approches
complétes) et méthodes approchées (approches incompletes) et les autres approches.. 12

1.4.1 ApPProches COMPIELES ......uvviiieiiie e e e e e e raee s 12
1.4.2 ApPProches INCOMPIETES ......oeiecuiiieeccieee e e e e e e e eaaee s 15
1.4.3 Et [es autres apProChes ........cooiiiieiiiee e 17
1.5 CONCIUSION <ttt ettt ettt st e e st e e s bt e s bt e e s bt e ebteesnteesabeeesaseenns 18
2 Lasymétrie dans la programmation logiqUe........ccccuviieeiiiie e e e 19
21 [[a 1A g e o [ Tot i o] o FONUU O OO P TPV PPPOPRRPPON 19
2.2 Symétrie dans 1a [0gIqUE ClasSIQUE........uuiieiciiiee ettt e 19
2.2.1 Définitions de symétrie et rappels en logique propositionnelle..................... 19
2.2.1.1 Lalogique propositioNNEllE .....ccccuviiiiciiieicciiieeecee e 19
2.2.2 LES PEIMUEATIONS ..iiiiiiiiiieeeet ettt e s s ee e e e e s s sssaabereeeeessssanens 20
2.2.3 Symétrie dans la logique propositionnelle...........cceeeeeciieeicciee e, 21
2.2.4 Etude de cas particulier de la logique classique :.......ccceeeecvieeeeciieeccciiee e, 23
2.2.41 Le probléme SAT (probléeme de satisfiabilité de formules CNF).................. 23
2.2.4.2 Présentation du probleme SAT [37] ..ccceieriieeeeciee e 24
2.2.4.3 Détection et élimination de la symétrie locale .......cccccceeevvieiiiicieeeiineen, 25

23 Symétrie dans la logique non classique (logique non MoONOtoNEe) ......c.cevcvvvveenenne 27
2.3.1 Symétrie dans la logique préférentielle .......c.cccoeecvieeieciiee e, 27
2.3. 1.1 PréliImMINaIrES . cueeeeeeeieeie ettt sttt ettt ettt sttt et sbe e st eae et 28

D TR Y 4 1= 4 =TRSO 29
2.3.2 Symétrie dans [a X-logIQUE ........ccccuiiiiiiiiii it 31

2.3.2.1  PreliMINAIreS.ccceeeeieiiiiiiiiiiieieeeeeeeee ettt ettt et eeeeeeeeeereeeeeeeaesaeeaearrerrrereaaaerraraaraa 31



2.3.2.2  SYMBEIIC. ettt et e e e et e e ettt e e et r e e e e arae e e e naaeeeennraeaas 32

2.3.3 Symétrie dans la logique des défauts......ccccecveiiiiiiiiiiiiiee e 32
2.3.3. 1 PrélimiNairesS.c.eecueeeeeeieeteeteet ettt ettt sttt s s ne e 32
D TR T Y o 4 1< 4 1< TR 34
24 CONCIUSION ceinttite ettt sttt et et sae e st sttt e b e s beesaeesmeeeaneens 37
3 La symétrie dans la programmation par contraintes ........cccccevveeeieeeeeccccinieeee e, 38
3.1 INEFOTUCTION ...ttt et e e sb e s b e s nee e sbeeesneeenas 38
3.2 La programmation par CONTraiNTES ...ccceeeeeeiiiiiiiiieeieteee et e e e 38
3.2.1 DETINITION 1.ttt s 38
3.2.2 LS CONEFAINTES ..oeiiiiiiiiiiii e 39
3.2.3 LES AOMAINES ..neiieeieeeteet ettt bbbt st sttt e b e b e e e e 39
3.2.4 Les problémes de satisfaction de contraintes........coccvvvvveeeeeeeeccciiieeeee e 39
32,41 DEFINITION ottt s s 40
3.2.4.2 Llarésolution d’un probleme de satisfaction de contraintes....................... 46
3.3 La symétrie dans la programmation par contraintes........cccceeeeeveeeeecrieececieeeeennen. 51
3.3.1 La symétrie et 1a théorie du BroUpe .......coccuveeeeciiiee e e 52
3.3.2 Définitions de 13 SYMEBLIIE.....ciivcviiiiiie e 59
333 TYPES dE SYMEBLIIES c..vviieieiiiee ettt e e e e st e e e s sree e e s nres 60
3.3.3.1 Symétrie de variables/ valeurs/ variable-valeur ............ccccccoevvvevureecrerenn... 60
3.3.3.2  Symétrie de solutions/ CONtraintes ........ccecveeeeueieeieecciee ettt e 63
3.4 Techniques de suppression de symétries entre solutions dans les CSPs................ 64
3.4.1 La reformulation du proble€me ........cccueiiiciiie e 65
3.4.2 Les méthodes statiques de suppression de symétries (Ajout de contraintes au

modele) 68
3.42.1  LamMEthode LeX-Leader ......cccciiiiiiiiieeeieeeeiee et eee e saee e e s 68
3.4.2.2 Les symétries des contraintes de suppression de symétries .........cccc........ 77

3.4.2.3 Suppression des symétries des (lighes/ colonnes) (Modéle des matrices)/

SYMELFIES AES VAlBUIS .....vviiieeiiie ettt e e e e e s ae e s s nbe e e e enrees 78
I B A o o [l € =1V oo Lo [P SP 83
3.4.2.5 Combinaison des symétries dans les méthodes statiques..........cccceeeuuneen. 84

3.4.2.6 Les effets négatives des techniques de modélisation dans sur les

performances de reCherche ..........ooiiii e 85
3.4.3 Les méthodes dynamiques de suppression de symétries (Adaptation
d’algorithmes de reCherche) .........oo oo e 87

3.4.3.1 Suppression des symétries pendant la recherche de solution (SBDS)......... 87



5

3.4.3.2 Suppression des symétries par la détection de dominance (SBDD) ........... 91

3.4.3.3 SBDS, SBDD et la théorie du groupe.......cccecuveeirciieeiniiieee e ecree e 96
3.43.4  Laméthode GE-TrEES ...ccceeiiieiiiirieeiieiie ettt 96
3.4.3.5 La méthode de suppression partielle de symétries Shortcut SBDS............. 97
3.43.6  LaméAthode STAB......ooii ettt s 98
3.4.3.7 La méthode de suppression de symétrie par I'optimisation non stationnaire
98
3.4.3.8 La méthode de suppression partielle de symétries LDSB ...........cccceceeuvneen. 98
3.4.3.9 Les méthodes heuristiques de recherches.........ccccceveieeeiccieeecccieee e, 99
3.4.4 Les méthodes structurelles de suppression de symétries statiques et
AYNAMIGUES .eeieiiiiiiieceieee ettt eeee s et e e e st e e e sebee e e s bee e e ssabeeeessabeeeessnbeeesessseeessnnseeesannsens 99
3.4.4.1 Définitions et Préliminaires .......cccueeeeccieeeeciiee e e 100
3.4.4.2 LeS SIBNATUIES .cceeeiiieeiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e e e eeeeeeeeeeeeeee e e seeeaeeeaerareaeaereereereaeaearanes 103
3.4.4.3 Ladétection de dominance en utilisant les signatures ..........cccccccvveeenneee. 107
3.4.4.4 Algorithmes rapides pour la suppression des symétries de valeurs......... 110
3445  DISCUSSION c.ueeiiieiiiiiee ettt e ettt ettt e st e et e e st e e s e e e s e nreeesenreeesenrens 111

3.5 Techniques de suppression de symétries internes aux solutions dans les CSPs... 113

3.5.1 PriNCIPE o, 113
3.5.2 Les propriétés théoriques des symétries internes .........cccoceeeeeceeeeeeveeeeennnen, 115
3.5.3 La relation entre les symétries de solutions et les symétries internes ......... 116
3.5.4 L’exploitation des symeétries iNternes ........cccevecveeeeieiieescciiee e 119
3.6 CONCIUSION ettt sttt e nnees 120
Gestion des tournois SPOTLIfS ...ouuiiiiiciiee e 122
4.1 INEFOAUCTION ... s s 122
4.2 Définitions et termMiNOIOZIES .......veveieiiie et 126
42.1 Le calendrier et le modéle Home/ AWaY .......cccoeecuveeeeieecieeecieeeiee e 127
4.2.2 Présentation graphique des tournois sportifs.........ccccceevecieeicicieeevecieee e, 130
4.3 Les problemes fondamentales .......cccveviieiiee e 133
43.1 Minimisation de distance et 1€ TTP .....cccceevierierienieeeeeeeee e 133
43.2 Minimisation de pauses (Breaks) .....ccceeeeeceeeeeeiieec et 136
433 Minimisation d’effets ‘Carry OVer .........ccceieeeiiei e e 137
4.4 Les domaines d’appliCation ........eeeeecuiiiiiciiee e e 140
4.5 (6o 4ol V11 o 1o W TSP PR UR USSR 141
Proposition d’une approche de résolution du C-TTP qui casse les symétries............... 142



5.1 [9) d o Yo [¥ Lot 4 o] o FR TN 142

5.2 Le probléme Circular Traveling Tournament Problem ........ccccocovviiviieniiiiiee e, 142
5.2.1 D T<T Yol g o] aTeYa Yo [V I G I USSP 142
5.2.2 Les symétries dans les instances circulaires du TTP........ccoceevevieeecccieee e, 143

5.2.2.1 Symétries sur les affectations Home/ AWay........cccceeeevereeieeccieeecreeecreeenne 144
5.2.2.2  Symétries des 1-Factors......ccoiiiiiiiiiiiiee et 145
5.2.2.3  INVErsemMent d& tOUFS .....c.ueeriieeriiieriee ettt ettt sre e s ree e s s 146
5.2.2.4 Symétries surles pairs de HAA .......ooo it 146

5.3 Modélisation et résolution du C-TTP.......coceiiieiienierieeeeeeeeeeee e 147

53.1 MOAETISATION ...ttt st 147
5.3.1.1 Représentation matricielle de la solution ...........cccceeeeiieeecciiee e, 147
5.3.1.2 Les contraintes, variables et domaines de valeurs.........cccccvvvvvevevereeeeenennns 148

5.3.2 RESOIULION ...ttt ettt ettt e e s e e sabeeeaee 149
5.3.2.1 Choix de la méthode de résolution LDSB-B&B...........cceceereerirerierieeneeennen. 149
5.3.2.2 Description de la méthode de suppression des symétries LDSB............... 150

5.4 CONCIUSION <ttt ettt st sttt et e s bt e sae e st s e et e e beenbees 159

LS (o 1= g 10 Y=Y o = 4 [ o PP PPTPRPN 161

6.1 INEFOTUCTION ...ttt ettt st esbe e e sabeesaae s 161

6.2 Calcul, environnement de travail et benchmarks ...........ceevvvvivivieiveeeiieeeeeiieeeeeeennns 161

6.3 Discussion et analyse des résultats .........cccceeeevieeieciiee e e 163

6.4 CONCIUSION <ttt ettt sttt et e s bt e sae e st sateebe e beenaeas 164

7 CoNCIUSION GANBIAlE. ...ttt sttt et 166
I = 11 o [ oY= =Y o] 1 =TS PPPRPN 168



‘ Table des Figures

Figure 2-1 Le graphe GF correspondant @ F .......ccoociiiiiiiiie e 25
Figure 3-1 Variables de décision pour la modélisation du Sudoku par un CSP............ccc......... 41
Figure 3-2 1e probleme deS 4 rBINES ....cuuciiii ittt e erree et e e e s s e s s saraeeessnaeeeen 46
Figure 3-3 Parcours d'un arbre de recherche par backtrack.......ccccoeveeiiieiiiiiiieciieeeee, 48

Figure 3-4 La solution au puzzle qui consiste a trouver une position d'échec contenant neufs
reines et un roi de chaque couleur, avec la régle selon laquelle aucune piéce n'est sur la
méme ligne (ligne, colonne ou diagonale) avec la reine de la couleur opposée. En

considérons la symétrie, 1a solution St UNIQUE. .....cccviieiiiiiie it 51
Figure 3-5 Les 8 symétries de I'échiquier 3 * 3 .....occvioiie e 53
Figure 3-6 Permutations représentants les symétries de I'échiquier écrites avec la forme de
L6710 o1 PRSP 54
Figure 3-7 Permutations représentant les symétries de |'échiquier écrites en forme cyclique
................................................................................................................................................. 55

Figure 3-8 matrice 3*2 contenant 6 variables, le résultat de la permutation de deux lignes et
les colonnes, donnant la permutation d'ABCDEF a FEDCBA. Les 12 contraintes lex-leader sont
également représentées. Chaque contrainte correspond a une permutation des variables, et
comme la méthode est définie pour les symétries de variables : la transformation de matrice
illustrée donne [a contrainte 10. .....ccuviiiiiiiie e e s ee e e 70
Figure 3-9 The lex-leader constraints for the 3x2 matrix reduced on an individual basis...... 72

Figure 3-10 The lex-leader constraints for the 3 x 2 matrix reduced as a set........ccccveeveunnennn. 72
Figure 3-11 Le raphe K3 XP2. . ..ottt ieee sttt e st e e s st e e e s stae e s esaaaeeesnsaeeesnnnaeeean 74
Figure 3-12 Example of SBDS on a search tree with the 8-queens problem..............cc........... 88
FISUIE 3-13 LeS SIBNATUIES. ceeeeiiiieeei ettt ettt e e sttt e e e s e s s abbae e e e e e s s sasnbaeaeeeesens 105

Figure 3-14 Le filtrage a base d’ancestor : a gauche et a droite du graphe biparti on trouve
les signatures des valeurs symétriques v1, v2 et v3 sous deux affectations al et a2 pour un
probléme avec partitionnement de variables égal a trois parties. Les lignes solides indiquent
les relations de dominance entre valeur. Les lignes en discontinue indiquent les arcs

o] 1 o 11 =S 109
Figure 4-1 Exemples de Calendriers pour les tournois avec 6 et 7 équipes.......cccccccvveeeennnen. 127
Figure 4-2 (a) Deux modeles complémentaires, (b) Exemple d'n modeéle défini pour un

10010 g o[ RNV T ol N =To [V 1] o 1T RS 128
Figure 4-3 Exemple d'un sous-ensemble de modéle non réalisable..........cccoevveiivcieeeennnnee. 129
Figure 4-4 Exemple d'un tournoi miroir double round robin..........cccceeeeciiiicciiee e, 129

Figure 4-5 Exemple d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représenté par
UN Braphe COMPIEL . .eeiiii e et e e e sre e s et e e e s e enbae e e ennbeeeeenres 130
Figure 4-6 Calendrier d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représentant
un de ses 1-factorisation: (a) 1-F1 facteur associé au premier tour, (b) 1-F2 facteur associé au
second tour et (c) 1-facteur F3 assoCié au troiSi€mMe tOUF .......coovveveeicveeeeiiveeeeiireeeeeerreee e 131
Figure 4-7 Exemple d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représenté par
un graphe orienté dans lequel un arc du nceud i vers le nceud j qui signifie que I'équipe i joue
contre I'équipe j dans le site de cette derniere......ccccveee i e 132
Figure 5-1 Exemple générique d'une instance circulaire d'un probléme TTP avec 6 équipes.


file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707323
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707324
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707325
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707326
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707327
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707327
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707327
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707327
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707328
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707337
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707337
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707337
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707337
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707337
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707339
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707339
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707340
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707341
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707342
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707342
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707343
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707343
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707343
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707345
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707345

Figure 5-2 Une instance circulaire pour n = 6; (a) Les distances, (b) la rotation par 25/6, (c) et

(d) les réflexions a travers les sommets OU €S arrées. .......cccovvvivveeeeieeiiieiiiiieeeeeeeeeeeireeeen 143
Figure 5-3 Les orbites de HAA POUM N = 6. ..ceeceviieieiiiiee ettt e et ree e e aaee e e 144
Figure 5-4 Les orbites de HAA POUM N = 4. oottt ettt 145
Figure 5-5 Les orbites des 1-Factors orientés pour N =4. ......ccccceeeeeieeeeecieeecscieeeeeeeee e 145
Figure 5-6 Opération de Gn = Dn * Z2: Orbits des pairs HAA pourn =4. ......cccceeeecvveeeennen. 147
Table des Tableaux “

Table 1 Un arbre de recherche partiel pour illustrer SBDD qui montre les états de recherches
correspondant @ ChagUE NOBUT. .......c..uiiiiiiiie et eee e e e e sree e s e sbae e e seres 92
Table 2 Traitabilité de la suppression de symétries et la détection de dominance [133]. ... 112
Table 3Exemple d'un ensSemMbBIE HAP ..........oo et 132
Table 4 Temps d'exécution pour les instances circulaires du TTP ( avec contraintes sans

contraintes avec NRCs sans contraintes sans NRCS). ......ccccvueeriiiiiieeciieeecccieeeeecieeeeeecveeee e 163

VI


file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707346
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707346
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707347
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707348
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707349
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707350
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707787
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707787
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707788
file:///C:/Users/Linda_Sabrina/Desktop/RECTIFICATION%20MEMOIRE(%20chapitres)/RECTIFICATION%20REFERENCES/MEMOIRE%20MAGISTER%20GLOBAL.docx%23_Toc414707789

INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

e Contexte du travail

L’objet de ce mémoire est de contribuer a la résolution d’un probléme parmi

les problemes combinatoires les plus connus.

Mais d’abord a quoi reconnait-on de tels problemes combinatoires ? L’analyse
combinatoire est rattachée aux mathématiques et étudie les collections (souvent finies)
d’objets qui respectent certaines propriétés. Dénombrer toutes ces collections ou
exhiber la meilleure collection parmi toutes celles possibles, sont des questions
combinatoires. Euler, par exemple, pose la question suivante en 1779 : en considérant
6 régiments de 6 officiers de rangs distincts, est-il possible de placer les 36 officiers
dans un carré de 6 par 6 de telle sorte qu’il n’y ait pas deux officiers de méme rang ou
de méme régiment dans chaque ligne et colonne ? Le probléme est simple & exprimer
(sa compréhension ne demande aucune connaissance scientifique particuliére) comme
le célébre jeu du Sudoku, et sa difficulté vient du trop grand nombre de combinaisons
a évaluer pour pouvoir d’déterminer la bonne. Il s’agit de limiter autant que possible
cette explosion combinatoire, mais méme les problémes les plus simples sont au-dela
des capacités humaines. L’ordinateur est donc un outil indispensable de la résolution.
En effet, autant de problématiques qui exigent aujourd’hui de bonnes réponses car
elles se posent a des échelles mondiales. La gestion et I’amélioration de ces situations
complexes et réelles sont le propre de la Recherche Opérationnelle et de I’intelligence
artificielle. Les gens de ce domaine considérent la réduction de 1’explosion
combinatoire et 1’accélération de la résolution et la minimisation de 1’espace de
recherche comme un vrai challenge. Donc afin de remédier a ces probléemes-13a,
plusieurs techniques ont été proposées comme les techniques de filtrages, des
paradigmes de programmation comme la programmation par contraintes, les
méthodes heuristiques de recherche, les symétries pour certaines classes de problemes
combinatoires ...etc. dans ce mémoire nous nous intéressons a 1’é¢tude de cette

derniére propriéte.

La symétrie est une propriété fondamentale qui peut étre utilisée pour réduire

la complexité de calcul et résoudre efficacement les problémes combinatoires qui sont
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de classe NP-complet. C’est un domaine de recherche prometteur en logique
propositionnelle et en programmation par contraintes et qui a connu un Succes
grandissant ces derniéres années. En fait, I’élimination des symétries du probléme
permet lors de la recherche d’une solution a ce probléme, d’éviter d’explorer des sous
espaces redondants, ce qui permettra d’améliorer 1’efficacit¢ de la méthode

d’exploration de I’espace de recherche.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour détecter et éliminer les symétries
surtout dans le cadre de la programmation par contraintes, en effet, La plupart des
applications de la programmation par contraintes sont des problémes hautement
symétriques. La présence de ces symétries dans les probléemes de satisfaction de
contraintes augmente de maniere significative la difficulté de résolution de ceux-ci. Il
n’est donc pas surprenant de remarquer que de nombreuses recherches dans le
domaine de la programmation par contraintes se sont focalisées sur la prise en charge

des symétries ces dernieres anneées.

Parmi ces travaux, nous citons la reformulation du probléme, en effet la
modélisation que nous donnons a un probleme peut ajouter des symétries a celui-ci et
le but est consisté donc a trouver un modele qui n’admet pas ou admet peu de
symeétries, nous citons aussi les méthodes dynamiques de suppression de symétries (
adaptation d’algorithmes de recherche) comme les approches a contraintes
additionnelles (SBDS) et les approches de détection de dominance (SBDD), les
approches de suppression de symétries statiques (ajout de contraintes au modele pour
empéecher d’explorer des solutions symétriques) et les approches heuristiques de
recherche locale. D’autres méthodes de suppression de symétries structurelles qui

étudient la structure combinatoire des problémes, et d’autres travaux sur I’exploitation

des symétries internes aux solutions.

Nous pouvons bien, imaginer le cout gagné en supprimant les symétries de
certains problémes ayant un grand impact sur I’économie et cela sur I’échelle mondial
en ameliorant la résolution de celle-ci et a titre d’exemple nous citons le probléme de
planification de compétition sportive qui consiste principalement a déterminer la date
et le lieu dans lequel chaque match d’un tournoi sera joué. Dans ce projet nous nous
intéressons au probléme C-TTP (Circular — Traveling Tournament Problem). Le TTP

est un probléme crucial en compétitions sportives dont 1’objectif consiste & minimiser
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la distance totale parcourue par toutes les équipes participant au tournoi. Le C-TTP est
un cas particulier de TTP ou les lieux des équipes sont situés sur un cercle. La
distance entre les lieux voisins est égale a un. Le C-TTP est un probleme trés difficile
a résoudre en raison de sa structure symétrique. L’objet de ce projet de Magister
consiste a étudier le probleme C-TTP et a proposer par la suite une nouvelle approche

basée sur I’élimination des symétries pour la résolution efficace de ce probleme.
e Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Le chapitre 1 est une
introduction aux problémes combinatoires, une deuxiéme partie ou nous y présentons
le principe de la symétrie et I’exploitation de celle-ci dans différentes domaines de la
recherche opérationnelle et de I’intelligence artificielle, dont 1’objectif est d’améliorer
et optimiser la résolution de certains problémes combinatoires. Cette partie donc qui
représente le noyau de notre étude est divisée en deux chapitres, le chapitre 2 décrit la
premiere apparition de la symétrie dans la programmation logique (nous présentons
ici I’exploitation de la symétrie dans les différentes classes de la logique classiques,
monotones, ...etc.), le chapitre 3 présente le principe de la programmation par
contraintes ainsi que les outils nécessaires a la modélisation et la résolution d’un
probléme. Puis nous donnons un exemple décrivant le principe de la symétrie dans un
probléme, et nous donnons également les définitions différentes des différents types
de symétries ainsi que les bases de la théorie du groupe pour la construction des
classes d’équivalences des symétries nous y présentons notamment les différents
approches pour I’exploitation de la symétrie dans la programmation par contraintes ou
nous distinguons deux axes de recherche dans ce domaine : 1’exploitation des
symétries entre les solutions du probléeme et I’exploitation des symétries internes aux
solutions du probléme. Ici nous présentons les grandes approches de suppression de
symétries statiques (tel que les méthodes d’ordre lexicographiques, ...etc.) et
dynamiques (comme SBDS, SBDD, ...etc.), par la suite nous présentons les
approches de suppression de symétries dites structurelles qui étudient la structure des
problémes combinatoires, la derniére étude que nous présentons dans ce chapitre c’est
I’exploitation des symétries dans les systémes distribués. Dans ce chapitre nous
discutons au fur et aux mesures les avantages et les inconvénients des différentes
approches. Le chapitre 4 présente la gestion des tournois sportifs comme une

introduction au probléme combinatoire qu’on va étudier par la suite. Enfin, dans le
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chapitre 5 nous présentons le probléme combinatoire qui nous intéresse (Circular
traveling tournament probleme) un cas particulier du probleme TTP. Puis, nous
étudions et détaillons dans un premier temps les symétries du probléme, par la suite et
aprés 1’étude et I’évaluation des différents approches de traitement des symétries
présentés dans 1’¢tat de I’art (les premiers chapitres), nous présentons la méthode que
nous jugeons la plus adéquate et la plus efficace pour améliorer la résolution de notre
probléme. Donc nous considérons une méthode générale pour la recherche de la
solution optimale du probleme a laquelle nous ajouton le traitement des symétries afin
d’éviter d’explorer les solutions symétrique et par conséquent optimiser la résolution

du probleme. Le chapitre 6 présente les résultats obtenus avec notre implémentation.



1. GENERALITES SUR LES PROBLEMES COMBINATOIRES

1 Généralités sur les probléemes combinatoires

1.1 Introduction

On qualifie généralement de « combinatoires » les problémes dont la résolution se
heurte a une explosion du nombre de combinaisons a explorer. C’est le cas par
exemple lorsque 1’on cherche a concevoir un emploi du temps : s’il y a peu de cours a
planifier, le nombre de combinaisons & explorer est faible et le probléme sera tres
rapidement résolu ; cependant, I’ajout de quelques cours seulement peut augmenter
considérablement le nombre de combinaisons a explorer de sorte que le temps de
résolution devient excessivement long.

Cette notion de probléme combinatoire est formellement caractérisee par la
théorie de la complexité qui propose une classification des problémes en fonction de
la complexité de leur résolution, et nous introduisons tout d’abord les différentes
classes de problemes combinatoires, nous introduisons ensuite les notions de
transition de phase et de paysage de recherche qui permettent de caractériser la

difficulté « en pratique » des différentes instances d’un méme probléme combinatoire.

1.2 Rappels sur les problemes combinatoires : Notion de théorie de
la complexité

1.2.1 Complexité théorique d’'un probléme combinatoire

On entend ici par « complexité d’un probléme » le comportement asymptotique
du nombre d’instructions a exécuter pour résoudre les instances de ce probléme, cette
estimation étant un ordre de grandeur par rapport a la taille de I’instance. Il s’agit la
d’une estimation dans le pire des cas dans le sens ou la complexité d’un probléme est
définie en considérant son instance la plus difficile. Les travaux théoriques dans ce
domaine ont permis d’identifier différentes classes de problémes en fonction de la
complexité de leur resolution [1]. Il existe en fait un trés grand nombre de classes
differentesl, et on se limitera ici & une presentation succincte nous permettant de
caractériser formellement la notion de probleme combinatoire.

= Problémes de décision. Les classes de complexité ont été introduites

pour les problémes de décision, c’est-a-dire les problemes posant une
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question dont la réponse est « oui » ou « non ». Pour ces problémes, on
définit notamment les deux classes P et NP.

- Laclasse Pcontient I’ensemble des problémes polynomiaux, i.e., pouvant étre
résolus par un algorithme de complexité polynomiale. Cette classe caractérise
I’ensemble des problémes que 1’on peut résoudre « efficacement ».

- La classe NP contient 1’ensemble des problémes polynomiaux non
déterministes, i.e., pouvant étre résolus par un algorithme de complexité
polynomiale pour une machine non déterministe (que 1’on peut voir comme
une machine capable d’exécuter en paralléle un nombre fini d’alternatives).
Intuitivement, cela signifie que la résolution des problemes de NP peut
nécessiter I’examen d’un grand nombre (éventuellement exponentiel) de cas,
mais que I’examen de chaque cas doit pouvoir étre fait en temps polynomial.

Les relations d’inclusion entre les classes P et NP sont a 1’origine d’une tres
célébre conjecture que I’on peut résumer par «P# NP ». En effet, si la classe P est
manifestement inclue dans la classe NP, la relation in verse n’a jamais été ni montrée
ni infirmée.

Cependant, certains problémes de NP apparaissent plus difficiles a résoudre
dans le sens ou I’on ne trouve pas d’algorithme polynomial pour les résoudre avec une
machine déterministe. Les problemes les plus difficiles de NP définissent la classe
des problemes NP-complets : un probléeme de NP est NP-complet s’il est au moins
aussi difficile a résoudre que n’importe quel autre probléme de NP, i.e., si n’importe
quel autre probléme de NP peut étre transformé en ce probleme par une procédure
polynomiale.

Cette équivalence par transformation polynomiale entre probléemes NP -
complets implique une propriété forte intéressante : si 1’on trouvait un jour un
algorithme polynomial pour un de ces problémes (n’importe lequel) on pourrait en
déduire des algorithmes polynomiaux pour tous les autres problémes, et on pourrait
alors conclure que P =NP. La question de savoir si un tel algorithme existe a été
posée en 1971 par Stephen Cook... et n’a toujours pas recu de réponse.

Ainsi, les problemes NP-complets sont des problémes combinatoires dans le
sens ou leur résolution implique I’examen d’un nombre exponentiel de cas. Notons
que cette classe des problémes NP -complets contient un trés grand nombre de

problemes (dont quelques-uns sont décrits dans la section 4.2). Pour autant, tous les
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problémes combinatoires n’appartiennent pas a cette classe. En effet, pour qu’un
probléme soit NP-complet,

Il faut qu’il soit dans la classe NP, i.e., que I’examen de chaque cas puisse étre
réalisé efficacement, par une procédure polynomiale. Si on enleve cette contrainte
d’appartenance a la classe NP, on obtient la classe plus générale des problemes NP-
difficiles, contenant I’ensemble des problémes qui sont « au moins aussi difficiles »
que n’importe quel probléme de NP, sans nécessairement appartenira NP.

= Problémes d’optimisation. Le but d’un probléme d’optimisation est de
trouver une solution maximisant (respectivement minimisant) une fonction objective
donnée. A chaque probléme d’optimisation on peut associer un probléme de décision
dont le but est de déterminer s’il existe une solution pour laquelle la fonction objectif
soit supérieure (respectivement inférieure) ou égale a une valeur donnée. La
complexité d’un probléme d’optimisation est liée a celle du probléme de décision qui
lui est associé. En particulier, si le probleme de décision est NP-complet, alors le

probléme d’optimisation est dit NP-difficile.

1.2.2 Eten pratique?

La théorie de la complexité nous dit que si un probléme est NP-difficile, alors il
est illusoire de chercher un algorithme polynomial pour ce probleme (a moins que P=
NP). Toutefois, ces travaux sont basés sur une évaluation de la complexité dans le
pire des cas, car la difficult¢ d’un probléme est définie par rapport a son instance la
plus difficile. En pratique, si on sait qu’on ne pourra pas résoudre en temps
polynomial toutes les instances d’un probléme NP-difficile, il apparait que certaines
instances sont beaucoup plus faciles que d’autres et peuvent étre résolues trés
rapidement.

Considérons par exemple un probléme de conception d’emploi du temps,
consistant a affecter des créneaux horaires a des cours en respectant des contraintes
d’exclusion —exprimant par exemple le fait que certains cours ne doivent pas avoir
lieu en méme temps. Il s’agit la d’un probléme NP-complet classique se ramenant a
un probleme de coloriage de graphes. Pour autant, la résolution pratique de ce
probléme peut s’avérer plus ou moins difficile d’une instance a 1’autre, méme si 1’on

considere des instances de méme taille, i.e., ayant toutes le méme nombre de cours et
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de créneaux horaires. Typiquement, les instances ayant trés peu de contraintes
d’exclusion sont faciles a résoudre car elles admettent beaucoup de solutions ; les
instances ayant trop de contraintes pour avoir de solutions sont aussi facilement
traitables car on arrive vite & montrer qu’elles n’admettent pas de solution ; les
instances intermédiaires —ayant trop de contraintes pour que 1’on trouve facilement
une solution, mais pas assez pour que 1’on montre facilement qu’elles n’ont pas de
solution— sont généralement beaucoup plus difficiles a résoudre.

De fagon plus générale, la difficulté des instances d’un probléme de décision
apparait souvent liée a un phénomeéne de « transition de phases » que nous
introduisons dans le paragraphe suivant. Nous introduisons ensuite la notion de «
paysage de recherche » qui permet de caractériser la difficulté des instances de
problémes d’optimisation.

. Notion de transition de phases. De nombreux problémes de décision
NP- complets peuvent étre caractérisés par un parametre de contréle de telle sorte que
I’espace des instances du probléeme comporte deux grandes régions : la région sous-
contrainte ou quasiment toutes les instances admettent un grand nombre de solutions,
et la région sur-contrainte ou quasiment toutes les instances sont insolubles. Trés
souvent, la transition entre ces deux régions est brusque dans le sens ou une trés petite
variation du parametre de contrdle sépare les deux régions. Ce phénomeéne est appelé
« transition de phases » par analogie avec la transition de phases en physique qui
désigne un changement des propriétés d’un systéme (ex., la fusion) provoquée par la
variation d’un parameétre extérieur particulier (ex., la température) lorsqu’il atteint une

valeur seuil.

Une caractéristique fort intéressante de ce phénomene est que les instances les
plus difficiles a résoudre se trouvent dans la zone de transition [2, 3, 4], 1a ou les
instances ne sont ni trivialement solubles ni trivialement insolubles. Il s’agit 1a d’un
pic de difficulté dans le sens ou une toute petite variation du parametre de contréle
permet de passer d’instances vraiment tres faciles a résoudre a des instances vraiment
tres difficiles. Notons également que ce pic de difficulté est indépendant du type
d’approche de résolution considérée [5, 6].

De nombreux travaux, a la fois théoriques et expérimentaux, se sont intéressés a
la localisation de ce pic par rapport au parameétre de contrdle. En particulier, [7]

introduit la notion de « degré de contrainte » (« constrainedness ») d’une classe de
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problemes, noté, et montre que lorsque est proche de 1, les instances sont critiques et
appartiennent a la région autour de la transition de phase. Ces travaux sont
particulierement utiles pour la communauté de chercheurs s’intéressant a la résolution
pratique de problémes combinatoires. 1ls permettent en particulier de se concentrer sur
les instances vraiment difficiles, qui sont utilisées en pratique pour valider et
comparer les approches de résolution. Ces connaissances peuvent également étre
utilisees comme des heuristiques pour résoudre plus efficacement les problemes NP-
complets [8].

Notons cependant que ces travaux se basent généralement sur 1’hypothése d’une
géneration aléatoire et uniforme des instances par rapport au parametre de controle, de
telle sorte que les contraintes sont relativement uniformément réparties sur 1’ensemble
des variables du probléme. Cette hypothése n’est pas toujours réaliste et les problémes
réels sont souvent plus structurés, exhibant des concentrations irrégulieres de
contraintes.

. Notion de paysage de recherche. La notion de transition de phases
n’a de sens que pour les problémes de décision binaires, pour lesquels on peut
partitionner les instances en deux sous-ensembles en fonction de leur réponse. Pour
les problémes d’optimisation, on peut caractériser la difficulté d’une instance d’un
probléme d’optimisation par différents indicateurs.

Considérons par exemple une instance d’un probléme d’optimisation définie par
le couple (S, f) tel que S est I’ensemble des configurations candidates et f: S — R est
une fonction associant un cofit réel a chaque configuration, 1’objectif étant de trouver
une configuration s* ¢ S telle que f(s*) soit maximal. Un premier indicateur de la
difficulté de cette instance est la densité d’états [9] qui donne la fréquence d’un cofit ¢
par rapport au nombre total de configurations : a priori, plus la densité d’un colt est
faible, et plus il sera difficile de trouver une configuration avec ce codt.

Ce premier indicateur, indépendant de I’approche de résolution considérée, ne
tient pas compte de la fagcon d’explorer les configurations. Or, on constate en pratique
que cet aspect est déterminant : s’il y a une seule configuration optimale, mais que
I’on dispose d’heuristiques simples pour se diriger vers elle dans 1’espace des
configurations, alors I’instance sera probablement plus facilement résolue que s’il y a

plusieurs configurations optimales, mais qu’elles sont « cachées ».
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Ainsi, on caractérise souvent la difficulté d’une instance en fonction de la
topologie de son paysage de recherche [10, 11]. Cette topologie est définie par rapport
a une relation de voisinage v € S X S qui dépend de ’approche considérée pour la
résolution, ou plus précisément de la facon d’explorer I’ensemble des configurations :
deux configurations s; et s; sont voisines si 1’algorithme peut « explorer » sj en une
étape de résolution a partir de s;. Cette relation de voisinage permet de structurer
I’ensemble des configurations en un graphe G = (S, v), que ’on peut représenter
comme un « paysage » en définissant I’altitude d’un sommet s; € S par la valeur de la
fonction objectif f (sj). La topologie du paysage de recherche d’une instance par
rapport a un voisinage donne des indications sur la difficulté de sa résolution par un
algorithme explorant les configurations selon ce voisinage. En particulier, un paysage
« rugueux », comportant de nombreux optima locaux (des sommets dont tous les
voisins ont un cout inférieur), est généralement plus difficile qu’un paysage
comportant peu d’optima. Un autre indicateur est la corrélation entre le colit d’un
sommet et sa proximit¢é a une solution optimale, I’instance étant généralement

d’autant plus facilement résolue que cette corrélation est forte [12, 13].

1.3 Exemples de problémes combinatoires

De tres nombreux problemes réels sont NP-complets ou NP-difficiles, ex., pour
n’en citer que quelques-uns, les problémes de conception d’emplois du temps,
d’équilibrage de chaines de montage, de routage de véhicules, d’affectation de
fréquences, de deécoupe ou d’emballage. Ainsi, [14] décrit prés de trois cents
problémes NP-complets ; le « compendium of NP optimization problems® » recense
plus de deux cents problémes d’optimisation NP -difficiles, et la bibliotheque de
problémes en recherche opérationnelle « OR library? » en recense plus de cent.

On présente ici deux classes de problémes combinatoires qui nous ont plus
particulierement intéressés, a savoir les probléemes de satisfaction de contraintes et les

problémes d’appariement de graphes.

1.3.1 Problémes de satisfaction de contraintes

! http ://www .nada.kth.se/viggo/problemlist/compendium.html
> http ://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/info.html
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Les contraintes font partie de notre vie quotidienne, qu’il s’agisse par exemple
de faire en emploi du temps, de ranger des piéces de formes diverses dans une boite
rigide, ou encore de planifier le trafic aérien pour que tous les avions puissent décoller
et atterrir sans se percuter. La notion de « Probléme de Satisfaction de Contraintes »
(CSP) désigne I’ensemble de ces problémes, définis par des contraintes, et consistant
a chercher une solution les respectant.

La définition formelle d’un CSP sera présentée dans les chapitres suivants.

De fagon générale, resoudre un CSP consiste a affecter des valeurs aux variables
de telle sorte que toutes les contraintes soient satisfaites.

Notons que suivant les applications, « résoudre un CSP » peut signifier
différentes choses : on peut chercher, par exemple, une solution (n’importe laquelle),
ou bien toutes les solutions, ou bien une solution qui optimise une fonction objectif
donnée, ou encore une affectation totale qui satisfait le plus grand nombre de
contraintes (on parle alors de max-CSP) [15], ou qui minimise une somme pondérée
des contraintes violées (on parle alors de CSP valué ou VCSP) [16]. Ces différents
types de CSPs ont été généralisés dans le cadre des CSPs basés sur des semi-anneaux
[17].

Tous les CSPs ne sont pas des probléemes combinatoires, et leur complexité
théorique dépend de la nature des contraintes et des domaines des variables. Dans
certains cas le probleme peut étre polynomial, par exemple lorsque les contraintes
sont des équations ou inéquations linéaires et les domaines des variables sont
continus.

Dans d’autre cas, le probleme peut étre indécidable, par exemple lorsque les
contraintes sont des fonctions mathématiques quelconques et les domaines des
variables sont continus. Bien souvent, le probleme est NP complet (lorsqu’il s’agit
d’un probleme de satisfaction) ou NP -difficile (lorsqu’il s’agit d’un probléme
d’optimisation). En particulier, les CSPs sur les domaines finis (dont les domaines des
variables sont des ensembles finis de valeurs) sont combinatoires dans le cas général.

Le cadre tres général des CSPs permet de modéliser de nombreux problemes
réels (voir par exemple la bibliotheque CSPLib [18] qui recense 45 problemes
modélisés sous la forme de CSPs).

1.3.2 Problémes d’appariement de graphes
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Les graphes sont des structures de données utilisées notamment pour modéliser
des objets en termes de composants (appelés sommets), et de relations binaires entre
composants (appelées arcs). De facon plus formelle, un graphe est défini par un
couple G= (V, E) tel que

— Vest un ensemble fini de sommets,

— F € V X Vestun ensemble d’arcs.

Les problémes d’appariement de graphes consistent a mettre en correspondance
les sommets de deux graphes, I’objectif étant généralement de comparer les objets
modélisés par les graphes. On introduit ici les quatre problémes d’appariement les
plus connus :

— I’isomorphisme de graphes, qui permet de vérifier que deux graphes sont

structurellement identiques ;

— I’isomorphisme de sous-graphes, qui permet de vérifier qu’un graphe est «

inclus » dans un autre ;

— le plus grand sous-graphe commun, qui permet d’identifier la plus grande

partie commune a deux graphes ;

— la distance d’édition de graphes, qui permet d’identifier le plus petit nombre

d’opérations a effectuer pour transformer un graphe en un autre.

1.4 Résolution des probléemes combinatoires : méthodes exactes
(approches completes) et méthodes approchées (approches
incompletes) et les autres approches

De trés nombreux problemes réels devant étre résolus quotidiennement sont
combinatoires et il s’agit en pratique de trouver des solutions a ces problemes. La
théorie de la complexité nous disant que 1’on ne pourra pas —a priori— trouver un
algorithme a la fois rapide, correct et complet, on traite ces problémes en faisant
délibérément 1’'impasse sur un ou plusieurs de ces criteres : I’objectif est d’avoir un
comportement « acceptable » en pratique, i.e., d’étre capable de trouver une solution

de qualité suffisante en un temps raisonnable pour les instances a résoudre.
1.4.1 Approches compleétes

Pour résoudre un probléme combinatoire, on peut explorer I’ensemble des

configurations de facon exhaustive et systématique, et tenter de réduire la
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combinatoire en utilisant des techniques d’« élagage » —visant a éliminer le plus tot
possible des sous-ensembles de configurations en prouvant qu’ils ne contiennent pas
de solution—et des heuristiques de choix —visant a se diriger le plus rapidement
possible vers les meilleures configurations.

Ces approches sont complétes dans le sens ou elles sont toujours capables de
trouver la solution optimale ou, le cas échéant, de prouver I’absence de solution ; en
revanche, le temps de résolution dépend de I’efficacité des techniques d’¢élagage et
des heuristiques considérées, et est exponentiel dans le pire des cas.

Un point clé de ces approches réside dans la fagon de structurer 1’ensemble des
configurations, 1’objectif étant de pouvoir éliminer des sous-ensembles de
configurations de facon globale, sans avoir a examiner les configurations qu’ils
contiennent une par une. La structuration la plus utilisée est appelé structuration en

arbre.

= Structuration en arbre. Pour explorer I’ensemble des configurations, on peut
le découper en sous-ensembles de plus en plus petits. On construit pour cela
un « arbre de recherche » dont la racine correspond a I’ensemble de toutes les
configurations a examiner et dont les nceuds correspondent a des sous-
ensembles de configurations de plus en plus petits au fur et & mesure que 1’on
descend dans I’arbre. Plus précisément, les sous-ensembles de configurations
associés aux fils d’un nceud constituent une partition de ’ensemble des
configurations associées au nceud. Cet arbre est généralement construit selon
une stratégie par « séparation et évaluation » (« branch and bound »), en

partant de la racine et en itérant sur les opérations suivantes :

— sélectionner une feuille de 1’arbre selon une heuristique de sélection
donnée (ex., choisir la derniére feuille créée pour une exploration « en
profondeur d’abord », ou choisir la feuille la plus « prometteuse » pour une

exploration « du meilleur d’abord ») ;

— séparer (partitionner) 1I’ensemble des configurations associé a une feuille
sélectionnée en plusieurs sous-ensembles (ex., partitionner I’ensemble des
configurations en autant de sous-ensembles qu’il y a de valeurs possibles

pour une variable) ;

13
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— évaluer le sous-ensemble de configurations associé a un noeud, afin de
déterminer s’il peut contenir une solution (auquel cas le nceud
correspondant devra étre développé ultérieurement), ou s’il ne contient
assurément aucune solution (auquel cas le nceud correspondant peut étre «

élagué »).

La fonction d’évaluation est déterminante pour la viabilité de 1’approche en
pratique : cette fonction doit pouvoir déterminer efficacement (i.e., plus rapidement
qu’en énumérant toutes les configurations de 1’ensemble) qu’un ensemble de

configurations ne peut pas contenir de solution.

Pour les problémes d’optimisation, la fonction d’évaluation retourne une
estimation du colt de la meilleure solution de I’ensemble de sorte que si cette
estimation est moins bonne que la meilleure solution trouvée jusqu’ici, alors on peut
couper le nceud correspondant. Cette estimation du colit est généralement obtenue en
relachant certaines contraintes du probléme de sorte que le probleme « affaibli » ne
soit plus combinatoire et puisse étre évalué en temps polynomial. Par exemple, pour
résoudre un probleme linéaire en nombres entiers (consistant a trouver les valeurs
entieres a affecter a un ensemble de variables de décision optimisant une fonction
objectif linéaire et satisfaisant un certain nombre de contraintes linéaires) selon une
stratégie par « séparation et évaluation », on estime généralement le colit d’un nceud
de ’arbre de recherche en relachant les contraintes d’intégralité sur les variables, le

probleme sur les réels pouvant étre résolu en temps faiblement polynomial [19].

Pour les problémes de décision, la fonction d’évaluation doit étre capable de
détecter le fait qu’un ensemble ne contient pas de configuration solution. Cette
¢valuation est souvent réalisée en « filtrant » 1’ensemble des configurations, i.e., en
¢liminant des parties dont on infeére qu’elles ne peuvent pas contenir de solution.
Ainsi, une stratégie classique pour résoudre des problemes de satisfaction de
contraintes consiste a exploiter (« propager ») les contraintes du probléme pour
éliminer du domaine des variables les valeurs violant les contraintes, filtrant ainsi
I’ensemble des configurations candidates. Le résultat de cette étape de filtrage Vérifie
généralement une certaine consistance partielle, ex., la consistance de noeud, d’arc ou
de chemin [20]. L’intégration de ces techniques de propagation de contraintes ou les

paires de valeurs permises a I’intérieur d’une exploration arborescente est a la base de
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nombreux « solveurs » de contraintes qui, intégrés dans des langages de
programmation, constituent le paradigme de la « programmation par contraintes » [21,
22].

1.4.2 Approches incomplétes

Les approches complétes permettent de résoudre en pratique de nombreux
problémes combinatoires, comme en témoigne le succés industriel de la
programmation par contraintes. Cependant, les techniques d’élagage ne permettent
pas toujours de réduire suffisamment la combinatoire, et certaines instances de
problemes ne peuvent étre résolues en un temps acceptable par ces approches

exhaustives.

Une alternative consiste alors a explorer I’ensemble des configurations de fagon
opportuniste, en utilisant des heuristiques pour se guider vers les zones de 1’espace
des configurations qui semblent plus prometteuses. Ces approches sont incompleétes
dans le sens ou elles n’explorent délibérément qu’une partic de 1’espace des
configurations. Par conséquent, elles peuvent ne pas trouver la solution optimale dans
certains cas, et encore moins prouver l’optimalité des solutions trouvées ; en

contrepartie, le temps de résolution est généralement faiblement polynomial.
On distingue essentiellement deux types d’approches heuristiques :

— Les approches par voisinage explorent 1’espace des configurations en le
structurant en termes de voisinage ; ces approches sont qualifiées de « instance-based
» dans [23] dans le sens ou les nouvelles configurations sont créées a partir de

configurations existantes.

— Les approches constructives génerent de nouvelles configurations de fagon
incrémentale en ajoutant itérativement des composants de solution aux configurations
en cours de construction ; ces approches sont qualifiées de « model-based » dans [23]
dans le sens ou elles utilisent un modéle, généralement basé sur un mécanisme

stochastique adaptatif, pour construire les configurations.

= |ntensification versus diversification de la recherche. Pour ces différentes

approches heuristiques, explorant 1’espace des configurations de facon
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opportuniste, un point critique dans la mise au point de 1’algorithme consiste a

trouver un compromis entre deux tendances duales :

— il s’agit d’une part d’intensifier 1’effort de recherche vers les zones les plus «
prometteuses » de I’espace des configurations, i.e., aux alentours des meilleures

configurations trouvees ;

— il s’agit par ailleurs de diversifier I’effort de recherche de fagon a étre capable

de découvrir de nouvelles zones contenant (potentiellement) de meilleures solutions.

La facon d’intensifier/diversifier 1’effort de recherche dépend de 1’approche
considérée et se fait en modifiant certains parametres de 1’algorithme. Pour les
approches par voisinage, l’intensification de la recherche se fait en favorisant
I’exploration des « meilleurs » voisins. Par exemple, pour les algorithmes génétiques,
on augmente la probabilité de croisement des meilleures configurations de la
population et/ou on diminue la probabilité de mutation ; pour la recherche locale
taboue, on diminue la longueur de la liste taboue ; pour le recuit simulé, on diminue la
température pour diminuer la probabilité de choisir des « mauvais » voisins. Pour les
approches par construction, ’intensification de la recherche se fait en augmentant la
probabilité de choisir les « meilleurs » composants de solution. Par exemple, pour les
algorithmes gloutons aléatoires, on augmente la probabilité de choisir les meilleurs
composants de solution en diminuant le nombre k ou le ratio
; pour la méta-heuristique ACO, on augmente la probabilité de choisir les composants
de solution ayant appartenu aux meilleurs configurations trouvees en augmentant

I’influence de la phéromone.

En général, plus on intensifie la recherche d’un algorithme en I’incitant a
explorer les configurations proches des meilleures configurations trouveées, et plus il «
converge » rapidement, trouvant de meilleures solutions plus tot. Cependant, si ’on
intensifie trop la recherche, I’algorithme risque fort de « stagner » autour d’optima
locaux, concentrant son effort de recherche sur une petite zone autour d’une assez
bonne configuration, sans plus étre capable de découvrir de nouvelles configurations.
Notons ici que le bon equilibre entre intensification et diversification depend
clairement du temps de calcul dont on dispose pour résoudre le probléeme : plus ce
temps est petit et plus on a intérét a favoriser l’intensification pour converger

rapidement, quitte a converger vers des configurations de moins bonne qualité.
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Le bon equilibre entre intensification et diversification dépend également de
I’instance a résoudre, ou plus particuliérement de la topologie de son paysage de
recherche. En particulier, plus la corrélation entre la qualité d’une configuration et sa
distance a la solution optimale est forte et plus on a intérét a intensifier la recherche.
Différentes approches ont proposé d’adapter dynamiquement le paramétrage au cours
de la résolution, en fonction de 1’instance a résoudre. Par exemple, 1’approche taboue
réactive de [24] ajuste automatiquement la longueur de la liste taboue, tandis que
I’approche locale de [25] adapte automatiquement le nombre de voisins considérés a

chaque mouvement.

1.4.3 Etles autres approches

Cette présentation des approches pour la résolution pratique de problémes
combinatoires n’est certainement pas exhaustive, cette classe de problémes ayant
stimulé 1’imagination d’un trés grand nombre de chercheurs. En particulier, la «
classification » proposée —distinguant approches complétes et incompletes,
structuration en arbre et en treillis, exploration par voisinage et par construction—
n’est clairement pas exclusive, et de nombreuses approches hybrides ont été
proposées, combinant les principes de plusieurs approches pour donner naissance a de
nouveaux algorithmes. On peut par exemple combiner approches complétes et
recherche locale [26, 27, 28], algorithmes génétiques et recherche locale [29],

approches constructives et recherche locale [30].

Une alternative aux approches complétes et incomplétes pour la résolution de
problémes d’optimisation combinatoire, consiste a résoudre le probleme en
s’autorisant délibérément une marge d’erreur. En particulier, les algorithmes de «
approximation » [31] sont des algorithmes de complexité polynomiale qui calculent
une configuration dont la qualité par rapport a la qualité de la configuration optimale
est bornée par p. Les problémes d’optimisation NP -difficiles ne sont pas tous
équivalents en termes « d’approximabilité » : certains comme le probléme du « bin-
packing » peuvent étre approximés avec un facteur quelconque, la complexité en
temps de 1’algorithme d’approximation augmentant lorsque le facteur d’erreur
diminue ; d’autres comme le probléme de la clique maximum ne peuvent pas étre

approximés avec un facteur constant, ni méme polynomial (2 moins que P = NP).
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait un rappel sur les problémes combinatoires
ainsi sur les notions de théorie de complexité. Nous avons montré aussi divers
méthodes de résolution de problémes combinatoires tels que les méthodes exactes et
les méthodes approchées. Malgré la diversité des meéthodes de résolution, il est
toujours difficile de résoudre un trés grand nombre de problemes combinatoires
comme les problémes SAT de grandes instances et les classes de problemes de
satisfaction de contraintes. En effet, certains problémes possédent une proprieté qui
peut étre exploité afin d’améliorer la résolution de ces probléme, c’est la propriété de
symétrie. L’objectif est donc de savoir exploiter la symétrie présente dans ces
problemes et de la supprimer de leur espace de recherche pour accélérer la résolution
de ces classes de problémes. Dans la suite nous allons étudier les travaux faits dans ce
domaine de recherche.
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2 Lasymétrie dans la programmation logique

2.1 Introduction

L’utilisation des symétries dans les langages de représentation de connaissances
ou dans les logiques a reconnu un grand succés. En effet, différentes modes de
représentation de connaissances et différentes méthodes de résolution existent,
plusieurs qualités sont souhaitées par ces langages de représentation, parmi eux on
cite D’efficacité des méthodes de déduction associées en termes de sureté et de
rapidité, cette derniere peut étre assurée et améliorée en introduisant une propriété
fondamentale qui a été largement utilisée dans les langages mathématiques, il s’agit
de la propriété de symétrie. D’abord, le principe de symétrie a été introduit par
Krishnamurty en logique propositionnelle [32]. Il a montré que ce principe apporte
une amélioration considérable pour la résolution. En effet ’utilisation des symétries
évite de calculer dans une preuve formelle les formules intermédiaires qui sont
déductibles par application de symétries sur des formules déja produites. Par la suite,
le probleme de détection des symétries et leurs utilisation systématique dans les
méthodes de démonstration ont été abordés par B.Benhamou [33], cette propriété a été
étendue par la suite dans différentes classes de la logiques, tel que les logiques
classiques et les logiques non classiques. Dans ce qui suit nous allons montrer les
différentes extensions et illustrer comment les méthodes d’inférence et de déduction

sont améliorées.

2.2 Symétrie dans la logique classique
2.2.1 Définitions de symétrie et rappels en logique propositionnelle

2.2.1.1 Lalogique propositionnelle

On donne ici une courte description de la logique propositionnelle. Soit V un
ensemble de variables propositionnelles. Les variables propositionnelles seront
distinguées des littéraux qui sont des variables propositionnelles avec une valeur
d’affection 1 ou O qui signifie respectivement Vrai ou Faux. Pour une variable
propositionnelle [, il y a deux littéraux : le littéral positif [ et le littéral négatif—l.

Une clause est une disjonction de littéraux {14, I, . . ., [n} tel qu’aucun littéral

n’apparait plus d’une fois, ni un littéral et sa négation en méme temps. Cette clause
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est désignée parl; VI, vV ... VI, Une formule F est mise sous forme normale
conjonctive (CNF) si et seulement si ¢’est une conjonction de clauses.

Une interprétation d’une CNF F est une correspondance I définie de 1’ensemble
des variables de F dans 1’ensemble {Vrai; Faux}. Nous pouvons considérer | comme
I’ensemble des littéraux interprétés. La valeur d’une clause [; V [ V...V Indans | est
a Vrai, si la valeur Vrai est affectée a au moins un de ses littéraux dans I ; sinon, elle
est a Faux. Par convention, nous définissons la valeur de la clause vide (n = 0) a
Faux.

La valeur | [F] est V rai si la valeur de chaque clause de F est a V rai, Faux
sinon. Une formule CNF F est satisfiable s’il existe une interprétation | qui affecte la
valeur V rai a F, sinon elle est insatisfiable. Dans le premier cas, | est appelé modele
de F. Une formule G est une conséquence logique d’une formule F si F implique G et
est notée F |= G. Si une interprétation | est définie seulement sur un sous-ensemble de
variables de F, alors elle est appelée interprétation partielle. Elle est appelée un no-

good si | [F] = Faux.

2.2.2 Les permutations

Soit ’ensemble Q = {1, 2,..., N} pour un entier donné N, ou chaque entier
représente une variable propositionnelle. Une permutation de  est une application
bijective 0 de Q a Q qu’on représente usuellement comme un produit de cycles de
permutations. On d"dénote par Perm(Q2) I’ensemble des toutes les permutations de Q
et o la composition de permutations de Perm(Q). La paire (Perm(Q2), o) forme le
groupe de permutation de Q. En effet, 0 est close, associative, I’inverse d’une
permutation est une permutation et la permutation identité est I’"élément neutre.

Une paire (T, 0) forme un sous-groupe de (S, 0) si et seulement si T est un sous-
ensemble de S et forme muni de 1’opération 0 un groupe.

L’orbite "™ d’un élément w de Q sur lequel le groupe Perm(Q) agit est :
wPerm@ ={ w ”: 0 € Perm(Q)}.

Un ensemble de générateurs du groupe Perm(QQ) est un sous-ensemble Gen de

Perm(Q) tel que chaque élément de Perm(Q2) peut étre écrit comme composition des
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éléments de Gen. Nous écrivons Perm(Q) = < Gen >. Un élément de Gen est appelé
générateur. L’orbite de w € Q peut étre calculée en utilisant uniquement 1’ensemble

des genérateurs Gen.

2.2.3 Symétrie dans la logique propositionnelle

Tout d’abord, on donne la définition de symétrie sémantique dans la logique
propositionnelle :

Définition 1 (Symétrie semantique) Soient F une formule propositionnelle sous
la forme CNF et Lg son ensemble complet de littéraux. Une symétrie sémantique de F

est une permutation o définie sur Lg telle que F |= o(F) et o (F) |= F.

En d’autres termes, une symétrie sémantique d’une formule est une permutation
de littéraux qui conserve ’ensemble des modéles de la formule. Elle conserve
également I’ensemble des no-goods (contre modéles). Maintenant, nous rappelons la
définition d’une symétrie plus restreinte, qui est la symétrie syntaxique [34, 35] et qui

peut étre calculée de maniére efficace.

Définition 2 (Symétrie syntaxique) Soient F une formule propositionnelle sous la
forme CNF et Lr son ensemble complet de littéraux. Une symétrie syntaxique de F est

une permutation o définie sur L telle que les conditions suivantes sont vérifiées :

1.Vielp, O'(—|l) = —|O'(l),
2.0(F)=F

En d’autres mots, une symétrie syntaxique d’une formule est une permutation
de littéraux qui laisse invariant la formule. Si on dénote par Perm(Lg) le groupe de
permutations de Lg et par Sym(Lg) < Perm(Lg) le sous ensemble des permutations de
LF qui sont les symétries syntaxiques de F, alors Sym(Lg) est trivialement un sous-

groupe de Perm(Lg).
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Une symétrie syntaxique d’une formule est une permutation de variables qui
laisse invariant la formule. Il est trivial de voir que chaque symétrie syntaxique est

une symeétrie sémantique mais, en général, I’inverse n’est pas vérifié.

Définition 3 Deux littéraux [ et I’ d’une formule F sont symétriques, s’il existe une

symétrie o de F telle que o(l) = I’.

Définition 4 Soit F une formule, I’'orbite d’un littéral | € Lg sur lequel le groupe de

symétries Sym (L) opére est I ¥™P) = {5 (1) : & € Sym (L)}
Proposition 1 Tous les littéraux d’une orbite [ sont symétriques deux a deux.

Si | est un modele de F et ¢ une symétrie, nous pouvons avoir un autre modele de F
en appliquant o sur les variables qui apparaissent dans I. Autrement dit, si | est un
modele de F alors o (I) est un modéle de F. Une symétrie o transforme chaque modele

en un autre modele et chaque no-good en un autre no-good.

Dans la proposition suivante, on assume que c¢ est une symétrie de 1’ensemble des

clauses F.

Proposition 2 Soit [ un littéral, o une symétrie telle que I’ = o (1) et I’ = o (I). Si | est

telle que I [{] = Vrai, alors I’ est telle que 7’ [I’] = Vrai.
On déduit la proposition suivante :

Proposition 3 Si un littéral [ a la valeur vrai dans un modéle de F, alors o () doit

avoir la valeur vrai dans un modéle de F.
Théoreme 1 Soient [ et I’ deux littéraux de F qui sont dans la méme orbite en ce qui

concerne le groupe de symétries Sym (Lg), alors [ est vrai dans un modeéle de F si et

seulement si [’ est vrai dans un modeéle de F.
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Corolaire 1 Soit L un littéral de F, si [ n’est pas vrai dans aucun modele de F, alors

chaque littéral I € orbit “F n’est pas vrai dans aucun modéle de F.

Proposition 4 Si L est la logique propositionnelle, A un ensemble de formules de L, B
une formule de L et ¢ une symétrie syntaxique de A, alors la régle de la symétrie peut

étre définie comme suit :

AlB
A Fo (B)

2.2.4 Etude de cas particulier de la logique classique :

2.2.4.1 Le probleme SAT (probléeme de satisfiabilité de formules CNF)

On présente dans cette partie une méthode pour 1’exploitation des symétries
dans un probléme central de la théorie de la complexité connu par le probleme SAT
(satisfiabilité de formules) qui est un probléme de décision de classe NP-complet. Ce
travail [36] consiste a appliquer une méthode pour détecter et éliminer les symétries
locales et cela se fait dynamiquement durant la recherche qui apparait a chaque nceud
de I’arbre de recherche. En effet, cette contribution représente un challenge vu que
quasiment tous les travaux sur I’exploitation des symétries traitent uniquement le cas
des symétries globales, c’est-a-dire, les symétries initiales du probleme (le probléme a
la racine de I’arbre de recherche) qui sont détectés et €liminés. Alors la méthode
proposée consiste a réduire I’instance particlle SAT, non encore résolue,
correspondante a chaque nceud de 1’arbre de recherche, a un graphe dont le groupe
d’automorphisme est équivalent au groupe de symétries de ’instance partielle SAT.
Cette méthode a ét¢ implémentée en utilisant 1’outil Saucy pour le calcul du groupe
d’automorphismes plus 1’utilisation d’une technique de coupure de symétries dans un
solveur SAT. Cette approche a donner de bons résultats et en la comparant avec les
méthodes exploitant les symeétries globales, elle leurs sont complémentaires si on
combine les deux techniques et elle a améliorer I’exploitation des symétries globales

dans la résolution de nombreux problemes difficiles.

23



2. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION LOGIQUE

Avant de donner une apercue de cette technique de détection et de suppression

de symétrie on définit d’abord les problemes SAT.

2.2.4.2 Présentation du probleme SAT [37]

Définition 5 (Probleme SAT).

Soit F une formule CNF. Le probleme SAT est un probléme de décision qui
consiste a déterminer si F admet ou non un modéle. En d’autres termes, il est décrit
par la question suivante : « Est-ce que la formule CNF est satisfiable ? ». Remarquons
que cela n’implique pas de trouver un modele de la formule, mais qu’il faut en
prouver I’existence. Parfois, la formule propositionnelle F est appelée une instance
SAT.

Exemple 1.3.1.

Donnée : Soit F une formule CNF définie comme suit :
F=(avbvc)Aa

(mavb)A

(mbvc)Aa

(—-cva)
Remarquons qu’on peut définir cette formule aussi comme suit :

F={(avbvec),(-avh),(=bvc), (-cVva)}

Question Est-ce que la formule F est satisfaisable ?
Réponse Pour cet exemple, la réponse est oui : l'instanciation | : a = vrai, b = vrai, c
= vrai satisfait la formule F.
La formule F admet un seul modele m = {a, b, c}. Prenons la formule F' = F A (ma Vv
—b v —=c¢). Comme F admet un seul modéle m qui ne satisfait pas la clause (-a v —b

Vv =), alors F’ est insatisfaisable.

Le probleme SAT est un des problémes qui a été trés étudié en informatique, du

fait de son importance aussi bien theorique que pratique.
En fait, le probleme SAT est le premier probleme prouvé comme étant NP-
complet (Non déterministe Polynomial) par Cook en 1971 [38]. Par sa simplicité, la
forme CNF est généralement utilisée dans les solveurs SAT modernes. En effet, de

nombreux problémes s’expriment naturellement comme une conjonction de clauses.
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2.2.4.3 Détection et élimination de la symétrie locale

Pour la déetection des symétries syntaxiques, un outil appelé Saucy a été utilisé
pour le calcul des automorphismes de graphes. En effet, il existe des travaux [39, 40,
41] qui ont montré que chaque formule CNF F peut étre représentée par un graphe GF
qui peut étre construit de la fagcon suivante :

Chaque variable booléenne est représentée par deux sommets (sommet littéral) dans
GF : le littéral positif et son négatif. Ces deux sommets sont connectés par une aréte
dans le graphe GF.

— chaque clause non binaire est représentée par un sommet (sommet clause). Une
aréte connecte ce sommet a chaque sommet représentant un littéral de la clause.

— Chaque clause binaire est représentée par une aréte connectant les deux sommets
représentant les deux littéraux de la clause. Les sommets correspondants aux clauses
binaires ne sont pas ajoutés.

Le groupe de symétrie syntaxique de F est identigue au groupe
d’automorphisme de sa représentation graphique GF, Saucy a le role de détecter le
groupe de symétries syntaxiques de F a partir de GF en retournant I’ensemble des
géneérateurs Gen du groupe de symétries duquel on peut déduire chaque symétrie.
Avec cet outil on a la possibilité de colorier les sommets, deux sommets coloriés avec
la méme couleur signifie qu’ils peuvent étre permutés, ou deux couleurs sont utilisés,
une pour le coloriage des clauses et 1’autre pour le coloriage des littéraux, cela permet
de prévenir la génération de symétries entre clauses et littéraux.

Par exemple, soit la formule F={av bv ¢c,-a vV b,=bVv ¢,-cVv a,-av =b

vV —c}, et la figure montre le graphe GF correspondant a F :

Figure 2-1 Le graphe GF correspondant a F
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e Détection dynamique des symétries :

Pour la détection dynamique de la symétrie, 1’idée consiste a simplifier une
formule F en une formule FI en effectuant un assignement partiel | qui s’arréte au
niveau du littéral courant [ en cours d’assignement et qui correspond au nceud courant
N de I’arbre de recherche. Donc il consiste de maintenir dynamiquement le graphe
GFI de la sous formule FI correspondant au sous probléme local définit au nceud
courant ny, aprés coloriage du graphe GFI, Saucy déduit I’ensemble des générateurs
Gen du sous-groupe de symétries existants entre les littéraux de LFI a partir duquel

I’orbite du littéral [ est calculé afin d’étre utilisé dans les coupures de symétries.

e Elimination des symétries locales:
Pour I’élimination de la symétrie qui consiste a ¢élaguer des espaces de

recherche des méthodes de résolution le corolaire suivant est utilisé :

Corolaire 1 Soit [ un littéral de F, si [l n’est pas vrai dans aucun modéle de F, alors

chaque littéral I” € orbit “* n’est pas vrai dans aucun modéle de F.

On comprend de ce corolaire qu’il faut assigner la valeur faux a chaque littéral
de I’orbite d’un littéral courant [ (défini a un nceud n; de I’arbre de recherche) si
I’assignation de la valeur vrai a 1 mene a un échec, cela implique la suppression des
sous espaces correspondant a 1’assignement de la valeur alternative vrai a ces littéraux

qui correspondent la suppression des symétries.

Cette méthode a été comparée avec d’autres méthodes tel que la méthode pour
sélection et élimination des symeétries globales, la méthode sans élimination de
symétries et une derniere méthode combinant les deux approches de suppression des
symétries locales et globales, la comparaison a été faite par rapport au temps
nécessaire pour le calcul et I’exploitation des symétries globales et locales et aussi par
rapport au nombre de nceuds traités, les quatre méthodes ont ét¢ implémentés sur
différentes instances SAT, les résultats obtenus ont montré que I’approche de
suppression de symeétries globales est meilleure pour quelques instances avec la
capacité¢ de I’approche de suppression locale de les résoudre aussi d’autres instances
plus dur sont résolus efficacement avec 1’approche de suppression locale donc on

conclut que I’élimination de la symétrie locale est plus avantageuse que celle de
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I’¢limination des symétries globales et c’est I’approche combinant les deux techniques
qui offre les meilleurs résultats, donc Les résultats expérimentaux confirment que
I’"¢limination des symétries locales est d’un apport non négligeable pour la résolution
des problémes SAT et améliore les m 'méthodes n’exploitant que I’élimination des
symétries globales sur certains problemes, et qu’elle peut étre complémentaire a

I’élimination des symétries globales si on les combine.

Un autre travail [42] qui est une extension de ce travail qui consiste a
I’amélioration de 1’apprentissage des clauses par symétrie dans les solveurs SAT : en
effet, des solveurs de type CDCL ont la capacité de résoudre de maniére efficace des
problémes industriels de tres grande taille, ils utilisent donc la notion d’apprentissage,
alors I’idée ¢était de combiner I’exploitation de la symétrie avec la notion
d’apprentissage de clauses afin d’améliorer I’apprentissage dans des solveurs de type
CDCL, le principe c’est que ’apprentissage par symétrie permet en plus de I’ajout de
la clause assertive dans un nceud de 1’arbre de recherche, d’ajouter toutes les clauses
assertives symétriques, ces clauses assertives symétriques permettent aux solveurs
SAT d’¢éviter d’explorer des sous espaces iso-morphiques. Alors 1’apprentissage par
symétrie a été implémenté dans des MiniSat et a été expérimenté sur différents

problémes.

2.3 Symétrie dans la logique non classique (logique non monotone)

En Intelligence Artificielle, on a I’habitude de manipuler des informations
incomplétes qui nécessitent d’inclure I’incertitude dans le raisonnement sur la
connaissance avec exceptions et la non-monotonie. Plusieurs logiques non classiques
sont mises en place a cet effet, mais, la symétrie dans ces logiques n’a pas encore été
étudiée contrairement a leur utilisation dans la logique classique. Alors dans cette
partie on va présenter les premiers travaux de Benhamou et al [43] qui s’intéresse a
étendre la notion de la symétrie a des logiques non classiques telles que les logiques
préférentielles, X-logiques et les logiques des défauts, et donne des nouvelles regles

d’inférence par symétrie pour les X-logiques et les logiques des défauts.

2.3.1 Symétrie dans la logique préférentielle
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Dans cette section, Benhamou étend la notion de la symétrie dans les logiques
préférentielles, il donne d’abord un apergu de la logique préférentielle en donnons un
ensemble de définitions et de propositions décrivant les notions de: relation
préférentielle, modéle minimal d’une formule, ...etc. par la suite il donne un

ensemble de définitions de la symétrie dans cette logique.

2.3.1.1 Préliminaires

Benhamou définit d’abord la problématique de la nécessité de la révision du
raisonnement et des conclusions dans le cas ou des exceptions sont rajoutées a un
systetme de connaissances (formules), et il mit I’accent sur I’importance de considérer
une classe qui regroupe les individus ou les instances qui sont symétriques par rapport
a une proposition donnée. Donc au départ, ¢a consiste de partir d’une approche
préférentielle, telle qu’il a été initié par Bossu- Siegel [44, 45], repris aussi par Shoam
[46] et Besnard-Siegel [47], puis par Kraus, Lehmann et Magidor dans [48]. Toutes
ces approches sont construites sur une logique classique (calcul propositionnel, calcul
des prédicats, logique modale), ou la sémantique de I’inférence a été donnée par “une
formule A implique une formule B si chaque modeéle de A est un modele de B”.
Cependant, une approche préférentielle, dans sa forme la plus générale, dit “A
implique B si tous les modeles préférés de A sont des modeles de B”. Les modéles
préférés de A sont des modéles qui ont des propriétés utiles pour la gestion des
exceptions. Ce concept de préférence peut étre défini par une relation de pré ordre
(une relation transitive et réflexive) sur les interprétations. Les modeles préférés étant
les modéles minimaux pour cette relation. Par exemple, étant donné deux
interprétations | et J et une information (propriété) pertinente (utile) w, alors la
relation de pré ordre peut étre définie par: | < J si et seulement si tout individu

veérifiant la propriété w en J vérifie la propriété w dans I.

Définition 6 Soient L une logique classique et F [’ensemble des formules de L. Si A
est un sous-ensemble de formules (ou une formule) de F, alors A est l’ensemble des
formules logiquement impliquées par A. L’ensemble des formules A est déductivement

clossid=A.
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Définition 7 Une relation préférentielle < est une relation de pré ordre (transitive et
réflexive) sur les interprétations. Par ailleurs, si la relation < est antisymétrique,
alors < devient un ordre. En plus I < J si [’ensemble des exceptions de | est inclus

dans [’ensemble des exceptions de J.

Définition 8 Si A est un ensemble de formules, un modele minimal M de A est une
interprétation qui satisfait A (ie M |— A) et qui est minimale par rapport a la relation <
définie sur [’ensemble des modeles de A. Autrement dit, si M’est un modele de A tel
que M’< M, alors M < M’ (ou de maniere équivalente, M’ = M si < est
antisymétrique).

Définition 9 De facon classique, si < est une relation préférentielle, on définit
l’inférence logique de modéles préférentiels |—< comme suit : A |—< B si et seulement

si chaque modéle minimal de A est un modele de B.
Dans [49] la proposition suivante est fournie :

Proposition 5 Si un langage L a un ensemble fini de variables, alors chacune de ses
formules consistantes F a au moins un modéle minimal, et pour chaque modéle de M

de F, il existe un modele minimal M’ tel que M > < M.

En fin de cette partie, Benhamou explique a travers un exemple que dans la
logique classique il n’est pas possible de déduire certains connaissances a partir d’ un
systeme de formules contenant des exceptions, cela revient aux différents modeles du
systéeme initial de formules ou la connaissances qu’in veut déduire prend des valeurs
différents dans les différents modeles, la solution est donc d’utiliser 1’approche de
modeles préférentiels et donc de proposer une préférence sur les modeles, une fois
I’ordre de préférence est établi sur les modeles, le modele minimal est choisi et la
valeur de la connaissance est déduite dans ce modele, il explique par la suite 1’idée de
pouvoir déduire toutes les connaissances symétriques a la connaissance déduite par

rapport a cette relation de préférence.

2.3.1.2 Symétrie
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Benhamou étend la définition de la symétrie sémantique a la logique de modeles
préférentiels et montre comment les littéraux peuvent étre symetriques dans cette

logique non classique, mais pas symétrique dans une logique classique.

Définition 10 (Symétrie préférentielle sémantique) Si |-< est une inférence de
modeles préférentiels, A est un ensemble de formules et o une permutation définie sur
les littéraux de A, alors o est une symétrie de A, si et seulement si A et o(4) ont le

méme ensemble de modéles minimaux.

Définition 11 Deux littéraux [ et sont symétriques dans A si et seulement si il existe
une symétrie préférentielle sémantique o de A tel que o (1) = 1.

Alors, Benhamou montre a travers un exemple que des littéraux peuvent étre
symétriques dans la logique préférentielle, ces méme littéraux peuvent ne pas étre des
symétries dans la logique classique, si par exemple on prend d’une maniére générale

une formule A avec trois littéraux : [y, [, et I3 et deux individus : ind1 et ind2 tel que :

A= { l1(indy), l1(indy), Io(indy), L3(indy), l2(indy), l3(ind2)}

On peut remarquer facilement que les individus sont symétriques dans les deux
logiques: classique et préférentielle, cela dans le sens que chaque littéral, ou ind;
apparait, est symétrique au littéral ou I’on remplace ind, par indy, si le littéral 2 est
considéré comme une information pertinente sur laquelle la préférence et la
permutation o = (I1(ind1), 11(ind2))( l2(indy), l2(indy))( I3(indy), I3(indy)) sont fondées,
alors il est facile de voire que ¢ est une symétrie préférentielle sémantique de la
formule A, cela revient au modeéle minimal M= { [(indy), [1(indy), =l 2(indy),
—l,(indy), L3(indy), L3(ind2)} qui est conservée par o, donc tous les littéraux sont
symétriques deux a deux. Maintenant dans le cas ou on ajoute 1’information
que « ind, ne Vérifie pas le littéral I, », alors les littéraux restent toujours symétriques
deux a deux dans la logique préférentielle ce qui n’est pas vrai dans la logique
classique. L’explication a cela est que dans la logique préférentielle, toujours le
modele préférentiel minimal qui est utilisé et qui conserve les symétries par contre,
dans le cas de la logique classique, plusieurs modeles peuvent étre utilisés dont

certains modeles d’entre eux ne vérifie pas la symétrie.
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Du fait que la définition de la symétrie syntaxique dans les logiques de modeles
préférentiels semble ne pas étre triviale, Benhamou donne la définition de la symétrie
syntaxique dans une autre logique non classique ou il choisit la X-logique [49]
comme un cadre de référence, cette derniére a 1’avantage de posséder des propriétes

syntaxiques trés importantes.

2.3.2 Symétrie dans la X-logique

Dans cette partie, Benhamou donne une définition de la X-logique et étudie par

la suite la symétrie syntaxique dans cette logique.

2.3.2.1 Préliminaires

Définition 12 (X-logique) Soit X un ensemble de formules de la logique
propositionnelle L (X n’est pas nécessairement déductivement clos). La relation
d’inférence non monotones |‘x est définie par A |'x B si et seulement si (A UB) N X &
ANX.

En d’autres termes, A |x B si tout théoréme de (A U B), ce qui est dans X, est
aussi un théoréme de (4). Cela veut dire, en ajoutant la connaissance B a A,
I’ensemble des théorémes qui sont en X n’augmente pas. Comme 1’inférence logique
classique |—est monotone, alors nous avons également 4 N X € (A U B) N X, et par
conséquent, il est possible de définir I’inférence dans la X-logique par A |‘x B si et
seulement si (A U B)NX = ANX.

Pour le cas particulier ou X = F (I’ensemble de toutes les formules possibles de
la logique L), I’inférence |‘x est identique a I’inférence classique |- En revanche, si X
est vide, alors toute formule B peut étre deduite par A.

L’ensemble X peut étre considéré comme un potentiométre qui regle
I’inférence. Intuitivement, si une formule A encode une information (des
connaissances, ou de certaines croyances..), X peut étre considérée comme 1’ensemble
des informations “pertinentes”. L’ensemble A implique un ensemble d’information B,
pour I’inférence dans la X-logique, si I’ajout de B & A ne produit pas de formules plus

pertinentes que celles produites par A seul.

31



2. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION LOGIQUE

2.3.2.2 Symétrie

Benhamou étend la définition de la symétrie syntaxique au cadre de la X-
logique et donne une régle étendue de la symétrie qui peut étre utilisée pour faire des

courtes démonstrations en utilisant des formules symétriques dans ce cadre.

Définition 13 Soient A un ensemble de formules de la logique propositionnelle,
X le sous-ensemble de formules pertinentes sur lequel [’inférence |‘x de la X-logique
est construite et o une permutation de littéraux. La permutation ¢ €St une symetrie
syntaxique de A dans la X-logique considérée, si les conditions suivantes sont

vérifiées :

1.6 (A) = A
2. 6(X) = X

Par la suite, Benhamou étend la regle de la symétrie de Krishnamurthy au cadre

de la X-logique.

Proposition 6 Soient A et B deux formules ou deux ensembles de formules de la
logique classique L et o une symétrie syntaxique de A dans la X-logique considérée.

Nous avons la regle suivante :

A|:xB

A Fx o(B)

La derniére notion étudiée par Benhamou est la notion de symétrie dans la

logique des défauts qui est une logique non monotone introduite par Reiter [50].

2.3.3 Symétrie dans la logique des défauts

Dans cette partie on présente la symétrie dans la logique des defauts, aprés

présentation de quelques notions préliminaires de cette logique.

2.3.3.1 Préliminaires
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Définition 14 Une théorie des défauts T est une paire <D, W> ou W est un ensemble
de formules logiques de premier ordre, appelé la théorie de base, qui formalisent les
faits qui sont connus avec certitude. D est un ensemble de régles de défaut, chacune

étant de la forme :

Prérequis : Justificationy, . . ., Justification,

Conclusion

Intuitivement, cela signifie que par défaut, si le Prérequis est vrai, et chaque
Justification; pour tout i € {1, ..., n} est consistante avec nos croyances actuelles,
alors on est amenés a croire que Conclusion est vraie, et on I’infére (on 1’ajoute a la
théorie). Pour définir formellement le sens d’une régle de défaut, on a besoin
d’introduire avant cela, la notion importante d’extensions dans une logique des
défauts.
Une extension d’une théorie des défauts T = <D, W> est un ensemble de formules
déductivement clos E contenant W et qui Vérifie : si a: f1,..., fn € D est un défaut tel
que o €

Y
EetVie{l, ..., n}, =f n’appartient pas a E, alors y € E.

Formellement :

Définition 15 Si Th(E) est ['ensemble des conséquences logiques de [’ensemble des
formules E, alors E est une extension de la théorie des défauts T = <D, W> si et

seulement si E = U;—y ., Ei et les conditions suivantes sont vérifiées : Eo = W, et V i

>0, Ei;1 = Th(Ei) U {y :
a: Pi,..., pn €D, a € Ei, ¥je {1,...,n}, 16 n'appartient pas a E}.

7

Une régle de défaut a: B1,..., Bn peut étre appliquée a une théorie donnée des défauts
T=<D, W> y
Si son prérequis a est dans W, et la négation de chacun de ses justifications 15; n’est

pas dans I’extension E.

On retire quelques remarques :
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e Lorsque tous les defauts de la théorie sont normaux (i.e. sous la forme a: §), la_
condition de la justificatiop 48 € E est simplifiece en 78 € E.
p
On obtient alors une méthode plus simple et constructive pour construire 1’extension
E.
e Les regles de défaut peuvent étre appliquées dans un ordre différent et cela
peut conduire a différentes extensions E pour la méme théorie T.
e Si un défaut contient des formules avec des variables libres, il est considéré
comme représentant de 1’ensemble de tous les défauts obtenus en donnant une valeur

a toutes ces variables.

La notion la plus importante dans une logique des deéfauts est le calcul des
extensions d’une théorie des défauts. Selon cet ensemble d’extensions, les chercheurs
ont défini des sémantiques différentes pour la logique des défauts. L’implication
d’une formule depuis d’une théorie des défauts T = <D, W> peut étre défini en
différentes facons :

Définition 16 étant donné une théorie des défauts T = <D, W> et |’ensemble de tous

ses extensions Er.

— Approche sceptigue : une formule f est impliqué de la théorie des défauts T si elle

est impliquée de tous ses extensions, c’est-a-dire T |—s f si et seulement si V E € Er, E

b,

— Approche credule : une formule f est impliqué de la théorie des défauts T si elle est

impliquée au moins d’une de ses extensions, c’est-a-dire T |‘c f si et seulement si 3 E
cEr:EF}f.

— Approche semi-crédule : une formule f est impliqué de la théorie des défauts T si
elle est impliquée au moins d’une de ses extensions et tous ces extensions n’implique

pas sa négation, c¢’est-a-dire T |-sc fsietseulementsisEcEr: E ,F fetVEeEs E |—

—f.

2.3.3.2 Symétrie
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Benhamou introduit les notions de symétrie syntaxique et de symétrie sémantique
dans la logique des défauts et montre I’amélioration de I’implication par la propriété

de symeétrie.

Définition 17 (Symétrie sémantique) étant donné une théorie des défauts T = <D,
W=, Lt est [’ensemble de ses littéraux et Et [’ensemble de toutes ses extensions. Une

symétrie sémantique o est une permutation de littéraux définie sur Lt telle que Er =

Ex(T).

En d’autres termes, une symétrie sémantique d’une théorie des défauts T est
une permutation de variables qui laisse invariant I’ensemble de ses extensions. Il
résulte de Ia que chaque extension E; € Er est transformé par la symétrie ¢ & une autre
extension Ej = o(Ej). Ces extensions sont ce que nous appelons extensions
symétriques. Il est alors possible d’obtenir une famille des extensions symétriques,
sans duplication des efforts, si on a que E; est une extension et on a le groupe de
symétrie de la théorie T. Malheureusement, le calcul de la symétrie sémantique est

colteux au niveau de temps, car il a besoin de calculer toutes les extensions.

Définition 18 (Symeétrie syntaxique) étant donné une théorie des défauts T = <D,
W>. Une symétrie syntaxique est une permutation o définie sur [’ensemble Lt de
littéraux de T, qui laisse la théorie T invariant. C’est-a-dire o(T) = T, plus

précisement, les conditions suivantes sont verifiées : a(D) = D et o(W) = W.

Benhamou présente dans le théoréme suivant la relation entre la symétrie syntaxique

et la symétrie sémantique d’une logique des défauts.

Théoréme 2 étant donné une théorie des défauts T. Si o est une symétrie syntaxique de

T, alors o est une symétrie sémantique de T.
Ce théoréme est prouvé par le fait que o est une symétrie syntaxique de T, alors o est

une symétrie sémantique de T. cela montre que la symétrie sémantique contient la

symétrie syntaxique.
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Benhamou introduit la nouvelle régle d’inférence par symétrie dans les logiques des

défauts. Par exemple, le cas de ’inférence sceptique |—s:

Proposition 7 Soient T une théorie des défauts, f une formule et o une symétrie

syntaxique de T, alors on a la régle suivante :

Tl:sf

T ks o(f)

Cette regle est également valable pour les crédules (|—c) et les demi-crédules (|—sc)

inférences.

La proposition suivante est une proposition importante qui utilise la symétrie pour le

calcul de I’ensemble des extensions.

Proposition 8 étant donné une théorie des défauts T = <D, W>, un sous-ensemble de
formules E et une symétrie syntaxique ¢ de T, alors E est une extension de T si et

seulement si o(E) est une extension de T.

Cette proposition est prouvee par le théoréme précédent qui montre que la symétrie
syntaxique est une symétrie sémantique et donc elle conserve I’ensemble Et des

extensions de T.

Proposition 9 étant donné une théorie des défauts T = <D, W>, un sous-ensemble D,
¢ D et une symétrie syntaxique o, alors il existe une extension E* de T obtenue par
Iapplication des défauts de Dy, si et seulement si, il existe une extension E°®Y de T

obtenue par 1’application des défauts de o(D1).

Une autre proposition montre que si I’application d’un défaut conduit a une
extension de la théorie considérée, alors I’application de chacun de ses défauts

symétriques conduit aussi a une extension de la méme théorie.

Proposition 10 Si T = <D, W> est une théorie des défauts et ¢ un de ses symétries
syntaxiques. Il existe une extension de T ou le défaut d est applique, si et seulement si,

il existe une extension ou le défaut symétrique o(d) est appliqué.
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Le corollaire suivant est déduit a partir de la proposition précédente :

Corollaire 1 etant donné une théorie des défauts T = <D, W>, un défaut d € D et une
symétrie syntaxique o de T, alors il n’existe pas une extension de T ou le défaut d est
appliqué, si et seulement si, il n’existe pas une extension ou le défaut symétrique o(d)

est appliqué.

2.4 Conclusion

Ce chapitre a été divisé en trois grandes parties, la premicre c’est une apergue de
la symétrie dans les logiques classiques, un cas a été étudié c’est la logique
propositionnelle, dans la deuxieme partie on a vu comment la notion de la symétrie a
été étendue aux formalismes logiques non classiques. Donc on a vu la notion de la
symétrie sémantique dans les logiques préférentielles et comment certaine
information peut étre déduite a 1’aide de cette notion, alors que ces déductions ne
peuvent pas étre faites dans une logique classique, le seul inconvénient de cette
approche et qu’elle n’exploite pas la symétrie syntaxique. L autre point qu’on a vu est
I’extension de la définition de la symétrie syntaxique dans le cadre de la X-logique ou
une nouvelle regle de déduction a été introduite, aussi dans cette logique la symétrie
sémantique n’est pas encore prise en compte. Par la suite, on a vu la définition de la
symétrie sémantique et syntaxique dans le cadre le plus général de la logique des
défauts. On a vu comment la symétrie peut étre utilisée pour améliorer la recherche
des extensions et on a vu la nouvelle régle d’inférence par symétrie introduite qui peut
étre utilisée pour faire de courtes démonstrations. De maniére générale a travers cette
étude on a vu la rentabilité du raisonnement par symétrie pour ces logiques et
comment ces derniéres gerent certaines symétries qui n’existent pas dans des logiques

classiques.
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3 Lasymétrie dans la programmation par contraintes

3.1 Introduction

L’étude de la symétrie dans les problémes de contraintes a toujours été
importante, mais ces derniéres années elle est devenue un domaine de recherche
majeur dans son propre droit. Un probléme clé dans la programmation par contraintes
est reconnu depuis longtemps: la recherche peut revisiter des états équivalents un tres
grand nombre de fois. En principe, ce probleme a été résolu, avec un certain nombre
de techniques différentes. Cependant, la recherche demeure tres active pour deux
raisons principales. Tout d'abord, il y’a beaucoup de difficultés dans l'application
pratique des techniques utilisées pour I'exclusion de la symétrie, et de surmonter
celles-ci demeurent des problémes de recherche importants. Deuxiémement, les
succes obtenus dans ce domaine jusqu'a présent ont encouragé les chercheurs a
trouver de nouvelles facons d'exploiter la symétrie. Ce chapitre est devisé en trois
parties, on commence par définir la programmation par contraintes et nous donnons
quelques notions et préliminaires nécessaires, par la suite nous expliquons les
symétries dans la programmation par contraintes et nous donnons les différentes
définitions pour la symétrie et enfin nous expliquons en détails les différentes

techniques pour 1’élimination des symétries dans la programmation par contrainte.

3.2 Laprogrammation par contraintes

3.2.1 Définition

La programmation par contraintes (PPC) fournit un cadre et des méthodes
pour la résolution de problemes de la recherche opérationnelle. Les problemes de
satisfaction de contraintes (CSP) sont exprimés en termes de variables (les inconnues
du probléme) et de contraintes qui sont des relations entre ces variables. La résolution
d’un CSP consiste a affecter une valeur aux différentes variables de telle maniére que
les contraintes soient respectées. L’intérét de la PPC est 1’indépendance entre le
modele et la recherche de solution : La modélisation d’un probléme ne présuppose

aucune m méthode de résolution de celui-ci.
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3.2.2 Les contraintes

Les contraintes sont les relations qui lient entre elles les variables
du probleme en restreignant les combinaisons de valeurs qu’elles peuvent prendre
simultanément. Comme pour les problémes de programmation mathématique, ces
contraintes sont :

v déclaratives : elles ne décrivent pas de procédure chargée de les faire
respecter ;

v Non-directionnelles : on ne distingue pas de variables d’entrées et de
variables de sortie ;

v/ additives : toutes les contraintes d’un CSP doivent étre satisfaites
simultanément ; la propriété a vérifier est donc implicitement la conjonction

de toutes les contraintes.

3.2.3 Les domaines

La généricité de D’expression des contraintes permet d’avoir le méme
formalisme pour des problémes portant sur des variables ayant des domaines de types
variés. En effet, toutes les structures mathématiques dotées d’une théorie
équationnelle d"décidable peuvent intervenir dans 1I’expression d’un CSP : booléens,

entiers, réels, ensembles,...

Pour la prise en compte des symétries, nous nous intéresserons plus

particulierement aux CSP sur les domaines finis.

3.2.4 Les problemes de satisfaction de contraintes

Le cadre de la PPC est trés générique et fait intervenir des domaines
quelcongues ainsi que des relations quelconques entre les variables. Cependant, pour
la prise en compte des symetries, nous limiterons notre étude au cas des domaines
finis. Nous donnons ici le formalisme des CSP sur les domaines finis, ainsi que des

méthodes constructives de résolution basiques.
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3.2.4.1 Définition

Les définitions présentées ici sont les d"définitions classiques du formalisme
des CSP sur les domaines finis.
Définition 1 (CSP sur les domaines finis) : Un CSP sur les domaines finis est défini
par un quadruplet P = (X, V, D, C), ou :

- X={Xy, ..., Xn} est un ensemble fini de variables.

-V estun ensemble fini de valeurs.

- D ={Ds, ... Dy} est un ensemble fini des domaines de cardinal fini. Le
domaine

Di de la variable xi est I’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre. En outre, V i € {1,
2,...,n} DigV.

- C={cy,..., Cn} est’ensemble des contraintes. Chaque contrainte ci = (X;,R;)
est définie par I’ensemble Xi _ X des variables sur lesquelles elle porte et par
la relation Ri définie en extension par I’ensemble des valeurs que peuvent
prendre simultanément les variables de X; :

- Xi={Xi, ... X} Le cardinal k; = |Xj| est appelé arité de la contrainte.

- Rig¢Djs X - - - x Dy est un sous-ensemble du produit cartésien des domaines

de chaque variable de X;.

Exemple 1 (Un premier probléeme) : Soient trois variables x € {1, 2}, y € {2, 3,4}, z
€ {1, 2, 3}. On cherche a instancier ces variables de telle mani¢re qu’elles soient

différentes deux a deux. Ce probléme se modélise par le CSP suivant :

-

X= {xy 2}
V= {1,234}
D= {{1,2},{2,3 4} {1,2,3}}
P < ({x v} {(1,2), (1,3), (1,4), (2, 3), (2, D},
C= ({x, 2}, {(1.2), (1, 3). (2, 1), (2, 3)}),
dy, z21.{(2.1).(2.3),3,1), 3,2), (4, 1), (4,2), (4, 3)})

.

Contraintes en intention: La définition 1 utilise une expression dite en

extension des contraintes, ¢’est-a-dire la liste exhaustive des combinaisons de valeurs
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autorisees. Mais la structure de nombreux problémes applicatifs utilise des contraintes
exprimées a I’aide de :

— formules analytiques ;

— équations mathématiques : (x+y <4) ;

— équations avec des opérateurs d’ensembles ;

— opérateurs logiques : (x<1=y=2);

— specifications de plus haut niveau (e.g. « toutes ces variables sont différentes », que
nous noterons alldiff).

Ces contraintes sont exprimées en intention. Ceci n’affecte pas la définition 1
puisqu’on peut exprimer en extension toute contrainte en intention. Dans la notation
d’une contrainte en intention, on pourra omettre 1’ensemble de variables sur lesquelles
elle porte car celles-ci apparaissent dans 1’expression de la contrainte.

L’exemple suivant illustre cette notion par la modélisation du probléme de

Sudoku.
Probleme 1 (Sudoku) : Le probléeme du Sudoku de taille n consiste a remplir une
grille de taille n?xn” séparée en n? blocs de taille nxn avec des nombres de 1 & n?, de
telle maniére que dans chaque ligne, chaque colonne et chaque bloc, les n? éléments
sont différents deux a deux.

La figure 4.1(a) montre une grille vide de Sudoku de taille 3.

2
X11 X712 " - X1,n2
X21X22 " " Xon

2 2 22
Xn ’]_Xn ’2... Xn n

vi,je{l,2,...,n% xje[l1, n]

(@) Grille de Sudoku de taille 3 (b) Variables du modéle

Figure 3-1 Variables de décision pour la modélisation du Sudoku par un CSP

Associons comme indiqué sur la figure 1.1(b) une variable a chaque case de la

grille. Le CSP qui traduit ce choix est le suivant :
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rx {xij, 1<i<n®1<j<n%
v= {1,2,...,n%
D= {Dij=[1,n],1<i<n*,1<j<n’}
r 3
P1
< C= U™ {Xix#Xi1,1<k<l1<n?*} lignes
U
< U™ {xj #x1j, 1 <k <1<n} colonnes (™
U
_ L U™ {Xij#xep, 1) #G,7), G,i)el’}  blocs

avec
Ik = [|n[k/n] +1,n[k/n] +n
Jk =[In((k — 1) mod n) + 1, n((k — 1) mod n) + nl]

Ce modele posséde n4 variables, ayant chacune un domaine de taille n2.
L’espace de recherche pour ce modéle a donc une taille de (n%)n*.

L’utilisation de contraintes globales alldiff permet une expression plus

naturelle du probléme, qui se modélise alors par le CSP suivant :

X= {xj,1<i<n’1<j<n%}
V= {1,2,...,n%
D= {Dij=[Ln’],1<i<n®,1<j<n’}

o - D
1
< C= Uie™ {Xik# X, 1<k<1<n’} lignes
U
< Uit {xj £xj, 1 <k<l<n% colonnes (-
U
U™ {xij#xep, L) £ 00), G i) ede}  blocs

\‘ . J

avec
I« = [In[k/n] +1,n[k/n] +n
J« = [In((k = 1) mod n) + 1, n((k — 1) mod n) + nl]
La contrainte alldiff(xy, . . ., Xn) spécifie que les variables Xy, . . ., X, doivent

étre instanciées a des valeurs différentes.
= Satisfaction de contraintes : Pour s’abstraire des types de contraintes utilisées

lors de la définition d’un CSP, on associe a chaque contrainte une fonction de
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satisfaction qui indique si la contrainte est veérifiée pour une instanciation
donnée.

Définition 2 (Fonction de satisfaction) : Soit P = (X, V,D, C) un CSP. On associe a
chaque contrainte ¢; = (X;,R;) € C une fonction booléenne de satisfaction définie par :

“Ci:Dit X -+ - XDjyq --> {vrai, faux}
(Vit, - - o Viki)  —> "¢ (Vig, . . ., Viki) = {vrai si (Vig, . . ., Vi) € Ri
faux sinon.

Définition 3 (Instanciation) : Soit P = (X, V, D, C) un CSP.

— On appelle littéral une affectation de la forme xi = j avec xi 2 X, j 2 Di.

— Une instanciation totale est un ensemble de littéraux, un pour chaque variable de P.
— Une instanciation partielle est un sous-ensemble d’une instanciation totale.

Pour une instanciation partielle I, on notera XI I’ensemble des variables sur lesquelles
elle porte.

On utilisera la notation 1(x;) = v; pour indiquer que la variable x; est affectée a
la valeur v; par I’instanciation I. On notera également “c¢i(I) I’application de la fonction
de satisfaction d’une contrainte c; a la restriction de | sur les variables de X; si X; ¢ X;.
Définition 4 (Satisfaction de contrainte) : Soit P = (X, V, D, C) un CSP et soit ¢; =

(Xi,Ri) € C une contrainte. On dit qu’une instanciation partielle I telle que Xj ¢ X :

- satisfait la contrainte ¢; si et seulement si “cj(l) = vrai, on notera | |=ci ;

- viole la contrainte ¢; si et seulement si “¢j(l) = faux.

Pour qu’une instanciation partielle puisse mener a une solution, il faut que toutes
les
Contraintes concerneées par cette instanciation soient satisfaites ; on parle
d’instanciation consistante :
Définition 5 (Instanciation consistante) : Soit P = (X, V, D, C) un CSP, une
instanciation

| est consistante si et seulement si :

V ¢i = (Xi,Ri) € C telle que X; € X, | |=¢;
Définition 6 (Solution) : Soit P = (X, V, D, C) un CSP. Une solution S de P est une
instanciation totale et consistante. On notera S |= P et on appellera SP I’ensemble des
solutions de P.
= Typesde CSP :
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Définition 7 (CSP binaire) : un CSP binaire est un CSP dont les contraintes ne
portent au plus que sur deux variables.
Définition 8 (CSP n-aires) : un CSP n-aire est un CSP d’arité supérieure a deux. Un
CSP n-aire est nécessairement Np-complet et on peut le réduire en un CSP binaire.
Définition 9 (Binarisation d’un CSP) : La binarisation passe par la création de
nouvelles variables, chacune < encapsulant > une contrainte d'arité supérieure a 2. Par
exemple, dans un CSP a 3 variables toutes définies sur le domaine D = {0, 1, 2}, la
contrainte X1 + X2 = X3 peut étre encapsulée dans une nouvelle variable U
représentant le triplet (X1, X2, X3) avec pour domaine {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1,0, 1), (1,
1, 2), (0, 2, 2), (2, 0, 2)}. De nouvelles contraintes, binaires cette fois, de type
element, lient la nouvelle variable avec chacune des variables du triplet : la contrainte
liant U et X, s'écrit element(X,,U,2) (X, est le second élément de U) ou, plus
formellement, Cu 2 = {U, X2} et Ru2) = {((0, 0, 0), 0), ((0, 1, 1), 1), ((1, O, 1), 0), ((1,
1,2),1),((0,2,2),2),((2,0,2), 0}

= Contraintes n-aires :
Définition 10 : malgré que les contraintes n-aires ou les contraintes globales
présentent un aspect important de la programmation par contraintes, il n’existe pas
une definition claire de ce qui est une contrainte globale. Une contrainte globale est
une contrainte sur une séquence de variables.

= Exemples de contraintes n-aires :
Un exemple célébre de contrainte globale est la contrainte all-different, pour spécifier
qu'un ensemble de variables doivent prendre des valeurs toutes différentes. D’autres
ensemble de contraintes globales appliquées largement comme : la contrainte globale
cumulative [51] s'emploie pour modéliser les contraintes de ressources intervenant,
Elle indique que, pa chague instant, la quantité d'une ressource requise par I'ensemble
des activités en cours d'exécution n'excede pas la quantité disponible de la ressource.

Formellement, la contrainte globale cumulative :

([Sll plv rl]v ey [Sm pn, rn], R1 T)
Est satisfaite si les inégalités suivantes sont veérifiées :
Tisicsitpi <R, Vte{O0,...., T},

Si+pi STV'C{l,fn}i
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Ou R désigne la capacité de la ressource et, pour chaque activité i € {1, ..., n}, S;, pi
et r; désignent respectivement sa date de début (variable), sa durée et sa
consommation sur la ressource.
Aussi la contrainte globale de cardinalité (gcc) sur un ensemble de variables et de
valeurs avec le nombre de variables instanciés en valeurs doit étre compris entre une
limité supérieure et une limite inférieure donnée. Ces deux types de contraintes
surviennent fréquemment dans 1’ordonnancement, séquencement et planification des
applications.
Pour plus de détails Beldiceanu et Demassey [52] proposent une classification
complete des contraintes globales.
= Puissance des contraintes globales : I’utilisation des contraintes globales a
deux avantages :
v' elles facilitent la tiche de modélisation d’une application en CSP.
v Elles sont généralement utilisées avec des algorithmes de propagation de
contraintes et filtrage qui en tirant la sémantique de la contrainte globale, ces
algorithmes deviennent plus efficaces. Ceci sera plus détaillé dans la section

propagation de contraintes dans la suite du chapitre.

Définition 11 (Graphe de contraintes) : Le graphe de contraintes est un graphe
simple ou les sommets représentent les variables et les arétes représentent les
contraintes. Dans le graphe de contraintes d’un CSP binaire il y a une aréte entre les
sommets représentant les variables x et y si et seulement s’il existe une contrainte ¢
telle que var(c) = {x, y}. Le concept de graphe de contraintes peut étre défini pour des
CSP quelconques (non binaires). Les contraintes ne sont alors pas représentées par
des arétes mais par des hyper-arétes qui relient des sous-ensembles de variables
impliquées dans une méme contrainte. Dans ce cas, on a un hypergraphe de
contraintes.

Définition 12 (Probléeme d’optimisation sous contraintes): Un probléme
d’optimisation sous contraintes (COP) est un CSP augmenté d’une fonction objectif f.
Cette fonction est souvent modélisée par une variable dont le domaine est défini par
les bornes supérieures et inférieures de f.

Exemple 2 : le probleme des n reines: Le but de ce probléme, inspiré du jeu

d’échec, est de placer n reines sur un échiquier de dimension nxn de maniére a ce
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qu’aucune ne soit en prise. Deux reines sont en prises si elles sont sur la méme ligne,
la méme colonne ou la méme diagonale. Un modele classique sans contraintes
globales est défini dans la figure 4.2. En observant que deux reines ne peuvent pas
étre placées sur la méme colonne, on peut imposer que la reine i soit sur la colonne i.
Ainsi, la variable li de domaine {1, . . ., n} représente la ligne ou est placée la reine
dans la colonne i. Les contraintes (2.1) imposent que les reines soient sur des lignes
différentes alors que les contraintes (2.2) et (2.3) imposent que deux reines soient

placées sur des diagonales différentes.

i # | 1<i<j<n (2.1)
i#1+(0—1) 1<i<j<n (2.2)
L#L—(G—1) 1<i<j<n (2.3)

La figure 2.2 montre plusieurs affectations partielles pour le probléme des 4 reines
dans lesquelles le placement d’une reine sur 1’échiquier est représenté par un cercle
dans la case correspondante. Les reines sont ordonnées de gauche a droite et les
positions de haut en bas.

On peut observer en figure 2.2 que contrairement aux affectations totales {l; < 2, I,
— 4 311 3}et{l; <3, 1,1 I34, 1« 2, I’affectation partielle {l; < 1,
I, < 3, I3 « 2} n’est pas consistante car elle viole une des contraintes (2.2).

Si I’on définit un COP a partir du probléme des n reines en définissant la fonction
objectif min(l,), alors le probleme admet une unique solution optimale : {l; « 2, I, «
4,

X~

Figure 3-2 le probléme des 4 reines

3.2.4.2 La résolution d’un probléme de satisfaction de contraintes
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La principale technique algorithmique pour résoudre les problémes de
satisfaction de contraintes est la recherche. Un algorithme de recherche pour résoudre
un CSP peut étre complet ou incomplet. Les algorithmes complets, ou systématiques,
donnent la garantie qu'une solution sera trouveée si elle existe, et peuvent étre utilisés
pour montrer qu'un CSP n'a pas de solution et aussi pour trouver une solution
optimale. Les algorithmes incomplets ou non systématiques, ne peuvent pas étre
utilisés pour montrer qu’un CSP n'a pas de solution ou pour trouver une solution
optimale. Cependant, ces algorithmes sont souvent efficaces pour trouver une solution
si elle existe et peuvent étre utilisés pour trouver une approximation de la solution

optimale.

3.2.4.2.1 Algorithmes simples de recherche (recherche systématique)

Les méthodes de recherche de solutions pour un CSP P = (X, V, D, C)
consistent en une exploration de 1’espace de recherche. Pour effectuer cette
exploration, on structure la recherche sous la forme d’un arbre dont chaque noeud
correspond a une instanciation partielle, et ses fils a I’extension de cette instanciation
avec une nouvelle variable, chaque fils correspondant a une valeur dans le domaine de
cette variable.

» Géneérer et tester (Recherche exhaustive) :

L’algorithme generate-and-test (GT) énumere les affectations totales et verifie
leur consistance, c’est-a-dire qu’aucune contrainte n’est violée. En général, les
affectations sont énumérées grdce a une recherche arborescente qui instancie
itérativement les variables. Cet algorithme ne réveille les contraintes que lorsqu’une
affectation est totale et Chaque vérification de contrainte s’effectue en temps
polynomial, L’algorithme GT est trés couteux en temps de calcul, puisque il considére
par contre un nombre exponentiel d’affectations (parcourir la totalité de I’espace de
recherche) le rendant impraticable méme pour des problémes de petite taille.
L’algorithme GT maintient 1’ensemble des variables non instanciées N et
I’instanciation partielle I qui porte sur les autres variables (X — N). Au départ, aucune
variable n’est instanciée donc la fonction de 1’algorithme 1 est appliquée a I’ensemble

des variables du CSP et a I’ensemble vide : générer et tester(X, @). Ensuite, a chaque
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appel récursif, on choisit une nouvelle variable x de N et on compléte | avec une
valeur de son domaine. Lorsque | est totale (i.e. toutes les variables sont instanciées,
N = @), on Vérifie si elle vérifie toutes les contraintes. Si ¢’est le cas, on renvoie la
solution, sinon on continue d’explorer 1’arbre.

» Backtrack searching (retour arriere) :

Le probléme de I’algorithme GT est que le test de satisfaction des contraintes
n’est effectué qu’aux feuilles (i.e. instanciations totales) de 1’arbre. La méthode
d’extension d’un nceud dans D’arbre de recherche s’appelle une stratégie de
branchement. L’algorithme appelé « backtrack » (BT) vérifie la consistance a tous les
noeuds de I’arbre. D"es qu’une variable x est instanciée, on vérifie la satisfaction des
contraintes ¢ = (X.R.) telles que x € Xc. Si une instanciation partielle est
inconsistante avec une contrainte c, alors toutes ses extensions seront également
inconsistantes avec ¢. Dans ce cas, on peut élaguer le sous arbre correspondant en
effectuant un backtrack (retour- arriére) jusqu’'a la premiére instanciation qui offre
une autre branche non encore explorée.

On modifie I’algorithme GT pour obtenir 1’algorithme 2, de manicre a tester la
consistance a chaque noeud. Afin de ne pas tester plusieurs fois des contraintes dont
on sait qu’elles sont consistantes a chaque nouvelle valeur essayée, on se contente de
veérifier celles qui concernent la variable x, ¢’est-a-dire celles qui Vérifient :

CeCAXeXcAXcgXp

La figure 1.2 montre le parcours de I’arbre de recherche de solution pour le CSP de

I’exemple 1.

contrainte
T # y violée
backtrack

@ instanciation partielle

échec échec solution . L.
9 instanciation totale

Figure 3-3 Parcours d'un arbre de recherche par backtrack
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Dans cette technique le nombre d’affectations considéré est ainsi considérablement
réduit, mais en revanche, la consistance des contraintes est vérifiée a chaque
affectation partielle.

La découverte redondante d’inconsistance locale due a la perte d’information sur
I’inconsistance d’affectation partielle dégrade les performances de 1’algorithme
backtrack.

Depuis les premieres utilisations des algorithmes de Backtrack en
informatique [53, 54], de nombreuses techniques pour améliorer l'efficacité d'un
algorithme de recherche de Backtrack ont été proposees et évaluées. Les techniques
les plus importants sont la propagation de contraintes, 1’enregistrement de nogood, les
heuristiques pour I’ordre des variables et des valeurs et les stratégies de redémarrage.
La meilleure combinaison de ces techniques entrainer des algorithmes de Backtrack
robustes qui peuvent résoudre les grandes instances combinatoires et difficiles qui

sont d'une importance pratique.

3.2.4.2.2 Filtrage et propagation de contraintes

Le filtrage et la propagation des contraintes [55] permettent d’améliorer les
capacités de résolution des CSP lors de la construction d’un arbre de recherche. Une
fonction associée a chaque contrainte réalise le filtrage des domaines, c’est-a-dire
qu’elle supprime les valeurs inconsistantes des domaines de ces variables. La
propagation calcule un point fixe global qui est atteint lorsque les techniques de
consistance locale ne peuvent plus réaliser aucune inférence.

Nous rappelons les principales techniques de consistance. Une contrainte est
dite arc consistante si pour chaque valeur de chaque variable x, il existe une
affectation des autres variables telle que la contrainte soit satisfaite. Neanmoins, il est
insuffisant d’effectuer une révision unique par contrainte pour atteindre le point fixe
global. Par conséquent, ’algorithme AC-1 révise toutes les contraintes jusqu‘a ce
qu’aucun domaine n’ait changé. L’algorithme AC-3 utilise une file de contraintes a
réviser dans laquelle il ajoute les contraintes portant sur une variable dont le domaine
a changé. On pourra se référer a [56] pour plus de détails a propos de ces
améliorations.

Ainsi, a chaque noeud de D’arbre de recherche, c’est-a-dire a chaque

instanciation d’une variable, 1’algorithme de recherche applique des techniques de
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consistance locale, propre a chaque contrainte, qui retire des valeurs inconsistantes
des domaines. A leur tour, les modifications des domaines peuvent inférer de
nouvelles inconsistances. Ce mécanisme, appelé propagation, continue jusqu’a ce
qu’un point fixe global soit atteint. L’algorithme fait alors un nouveau choix de
variable et de valeur et teste la nouvelle instanciation. Si durant le filtrage d’une
contrainte, le domaine d’une variable devient vide, alors 1’instanciation courante est
inconsistante. Le noeud est fermé et I’algorithme passe au noeud suivant s’il existe.
Cette opération permet d’agir sur les domaines de toutes les variables d’un CSP
durant la construction des affectations partielles réduisant ainsi le nombre de noeuds

composant 1’arbre.

3.2.4.2.3 Algorithmes de recherche avancés

Une technique prospective simple pour anticiper les effets d’une instanciation
est nommeée forward checking. On Vérifie que les variables non instanciées peuvent
chacune prendre une valeur consistante lorsque I’affectation partielle courante est
¢tendue par I’instanciation d’une nouvelle variable. Les techniques de look-ahead
sont plus lentes, mais procurent un meilleur filtrage basé sur 1’arc-consistance. L’arc-
consistance est appliquée sur toutes les variables non instanciées pour chague
affectation étendue. Ainsi, les techniques de forward checking considérent une seule
variable non instanciée a la fois pour la consistance alors que celles de look-ahead
considerent une paire de variables non instanciées.

D’un autre c6té, les techniques rétrospectives remettent en cause ’affectation
partielle lorsqu’une inconsistance est détectée lors de la propagation. Le backtrack
chronologique consiste simplement & remettre en cause le dernier choix. Cet
algorithme est sensible au phénomeéne de thrashing ou des inconsistances dues a un
nombre restreint d’instanciations sont redécouvertes de maniere redondante lors de
I’exploration de I’arbre de recherche
Le conflit directed backjumping ou intelligent backtracking [57] consiste a calculer
une explication a un backtrack puis a remettre en cause le choix le plus récent de cette
explication. Chaque échec sur le choix d’une valeur est expliqué par les précédents
choix qui entrent en conflit. Si toutes les valeurs d’un domaine ont été testées sans

succes, I’explication de cet échec est I’union des explications des valeurs du domaine.
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Le dynamic backtracking [58] utilise un mécanisme similaire mais sans remettre en
cause les choix indépendants de 1’explication.
Le nogood recording [59] consiste @ mémoriser les causes des conflits.

En effet, Demassey [60] montre dans sa thése que pour améliorer la recherche
d’une solution, il est nécessaire d’étudier les combinaisons possibles entre les
stratégies et méthodes de branchements utilisées afin de trouver le meilleur
compromis entre le nombre de nceuds du graphe de recherche et le temps de

résolution passé a chaque nceud.

3.3 Lasymétrie dans la programmation par contraintes

Figure 3-4 La solution au puzzle qui consiste a trouver une position d'échec contenant neufs
reines et un roi de chaque couleur, avec la régle selon laquelle aucune piéce n'est sur la
méme ligne (ligne, colonne ou diagonale) avec la reine de la couleur opposée. En
considérons la symétrie, la solution est unique.

Avant de donner les différentes définitions des différents types de
symétries, nous commencons a expliquer la notion de la symétrie a travers un
exemple. Alors pour illustrer ce que nous entendons par symétrie, nous considérons le
puzzle d'échecs montré dans la figure 4.4. La solution a ce puzzle est unique en
considérons la symétrie [61]. Mais qu'est-ce que nous entendons par symétrie dans ce
contexte? En effet, la symetrie veut dire une opération qui modifie les positions des

piéces, mais dont I'état final satisfait toutes les contraintes si et seulement si 1’état
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initial 1’est. Etant donné une solution, qui, par définition, satisfait toutes les
contraintes, nous pouvons trouver une nouvelle solution en appliquant une symétrie a
la premiére solution que nous trouvons. Par exemple, en tenons compte de la solution
de I'énigme sur la figure, on peut permuter les couleurs de chaque piéce, de sorte que
les reines noires apparaissent la ou les reines blanches sont, et vice versa. De méme,
on peut faire pivoter I'échiquier par un multiple de 90 degrés pour donner une solution
nouvelle. Enfin, on peut tenir compte de I'échiquier autour de I'axe horizontal, I'axe
vertical et les deux axes diagonaux. Etant donné que ces symétries peuvent étre
combines, il y’a 16 symétries disponibles, y compris I’opération identité qui consiste a
tout laisser ou il est.

Pourquoi la symétrie est importante? La raison principale est que nous
pouvons exploiter la symétrie pour réduire la quantité de recherche nécessaire pour
résoudre le probleme. C'est un avantage énorme. Par exemple, supposons que nous
cherchons une solution pour notre puzzle d'échecs, et la premiére tache est de placer
une reine blanche dans le coin supérieur gauche. En fait, la décision de recherche ne
consiste pas vraiment a essayer de placer une reine blanche dans le coin supérieur
gauche, mais la décision consiste a essayer toutes les solutions possibles avec une
reine de n’importe quelle couleur dans n'importe quel coin de I’échiquier. Puisqu’il
y’a 16 symétries, nous avons la possibilité de réduire la recherche par un facteur de
16. Une deuxiéme raison de l'importance de la symétrie est que de nombreux
problemes de contraintes admettent des symétries dans elles. En effet, la modélisation
d’un probléme par un CSP peut introduire des symétries. Par exemple, si nous
modélisons 1’échiquier ci-dessus avec une variable pour chaque reine allant de 1 a 64
exprimant sa mise en place, il y aurait 2 (9!)? versions symétriques de chaque
solution, car chaque ensemble de reines peuvent étre permutées et la permutation des

deux ensembles.

3.3.1 Lasymétrie et la théorie du groupe

L'étude de la symétrie en mathématiques est appelée la théorie des groupes. Ce
dernier est essentiel afin de comprendre le rdle de la symétrie dans la programmation
par contraintes, pour cela nous donnons une bréve apercue des concepts clés dont
nous avons besoin. Cette section devrait étre prise seulement comme une légere

introduction a ce qui est l'un des plus grands domaines de recherche en
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mathématiques. Heureusement pour la plupart des programmeurs de contraintes, un
peu de connaissance de la théorie des groupes est en fait assez suffisant pour
comprendre I'essentiel du travail accompli a ce jour. Donc nous allons vous expliquer
la théorie des groupes par permutations, puisque chaque groupe peut étre exprimé
comme un ensemble de permutations. Et nous allons présenter le lien qui existe entre
une symétrie comme étant un élément d'un groupe et une symétrie comme étant une
action. Nous allons mettre 1’action sur la notion « action du groupe », car cela va
exprimer comment les symetries transforment les états de recherche, et c'est notre

principal intérét.

Exemple 10.1. Symétries échiquier

Considérons un échiquier 3 x 3. Nous marquons les neuf cases avec les
chiffres de 1 a 9. Ces chiffres représentent les points qui seront déplacés par les
symétries. Il y’a huit symétries naturelles pour cet échiquier y inclut la symétrie
identité, qui consiste a laisser tout les points a leurs places. La symétrie identité est
montrée en haut a gauche de la figure 4.5. Ensuite, on peut faire pivoter I'échiquier de
90, 180 et 270 degrés dans le sens horaire. Les emplacements des points résultant sont
présentés dans le reste de la rangée supérieure de la figure 4.5. Enfin, il existe des
réflexions dans I'axe vertical, dans I'axe horizontal, et dans les deux axes diagonaux

principaux, et ceux-ci sont présentés dans la rangée inférieure.

1 2 3 7 4 1 9 8 7 3 6 9

4 5 6 8 5 2 6 5 4 2 5 8

7 8 9 9 6 3 3 2 1 1 4 7
id roo r180 r270

3 2 1 7 8 9 1 4 7 9 6 3

6 5 4 4 5 6 2 5 8 8 5 2

7 8 9 1 2 3 3 6 9 7 4 1
X Vv dl d2

Figure 3-5 Les 8 symétries de I'échiquier 3 * 3

Pour voir le lien entre les symétries et les permutations, chaque symétrie définit

une permutation de 1’ensemble des points, la permutation est une correspondance 1 a
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1 de I’ensemble vers lui-méme. Deux différentes formes permettent d’écrire les

permutations :
La forme de Cauchy: avec deux rangées de nombres, la premiére rangée
représente ’ensemble des ¢léments dans D'ordre croissant sur laquelle la
permutation est réalisée, la deuxiéme rangee indique les chiffres résultats du
déplacement des éléments de la rangée supérieure. Par exemple dans la symétrie de
la rotation par 90 dégrées (r90 de la figure 4.5) on remarque que le point 1 est
remplacé par 7, 7 est remplacé par 9, le 9 par 3 et le 3 par 1, cela forme un cycle (1
7 9 3), un autre cycle (2 4 8 0) et un autre cycle qui contient (5). La représentation

des permutations par les cycles est appelée la forme cyclique.

/123456789 (123456789
‘d'(123456789) T90'(123456789)
/123456789 (123456789
T180'(123456789) T270'(123456789)
x_(123456789) y,(123456789)
‘\1234567809 ‘\1234567809
(123456789 (123456789
dl'(123456789) dz'(123456789)

Figure 3-6 Permutations représentants les symétries de I'échiquier écrites avec la forme de Cauchy

e [orme cyclique : la symétrie r90 au-dessus contient les cycles (1397), (246
8), (5), la permutation déplace chaque point vers 1’élément successeur du cycle auquel
il appartient a ’exception du dernier élément qui est déplacé vers le premier et le
point qui n’appartient a aucun cycle est déplacé vers lui-méme.

Les symétries par la forme cyclique de I’échiquier 3*3 sont montrées dans la figure
10.4.

id: () r90: (1397 (246 8)
r180: (19 (28) (3 7)(48) 12700 (1793)(2486)
x: (13)46)(79) y: (1 7)(2 839
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dl: (2 4) (3 7)(6 8) d2:  (19)(2 6) (4 8)
Figure 3-7 Permutations représentant les symétries de I'échiquier écrites en forme cyclique

Les deux formes d'écriture des permutations montrent facilement comment la
permutation agit une sur un point. En général, si p est un point et g est une
permutation, alors nous écrivant p® qui représente le point vers lequel est déplacé p
par le moyen de g. Par exemple, 1° = 7, et 1?"° = 3. Un autre exemple pour les
ensembles : {1, 3, 8} 0 = {1 3 8" = {7 1,6} ={1, 6, 7}.

Il y’a certains facteurs importants au sujet des permutations qui assurent le lien
entre eux et les groupes. Nous allons expliquer ceux-ci, puis nous donnons la

définition fondamentale d'un groupe.

Il est simple de composer deux permutations, étant donnée les permutations f
et g, la composition de ses permutations est notée f o g. Le résultat de f o g est calculé
en prenant, pour chaque point, le résultat du déplacement du point par la permutation f
et ensuite par la permutation g. donc plus formellement, la composition f 0 g de deux

permutations f et g, définies sur un ensemble de points, est définie par : VieQ,i°%=

ine.

Il est important de noter l'ordre de I'action, c'est a dire que nous appliquons f
ensuite g et nous écrivons f o g. Puisque les permutations f et g sont des
correspondances un a un, alors leurs composition fournit une autre permutation.

Exemple : Composition de Permutations

(123456789
r90 = (741852963)
o (123456789)
321654987
(123456789 _
r90ox = (963852741) = dz2

Nous avons déja décrit I'existence de la permutation identité, que nous appelons
id.
Cela peut étre défini comme I'ensemble de cycles vides pour tout ensemble de points.

Pour toute permutation f il y’a une permutation inverse, telle que f o f * = id. Ceci est
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facile a calculer: dans la forme cyclique il suffit d’inverser I'ordre de chaque cycle, et
sous la forme de Cauchy nous échangeons les deux lignes et puis réorganiser les

colonnes de sorte que la premiere ligne soit en ordre numérique.

Exemple Inverse d’une permutation

_ (123456789
0= (74185296 3)
(741852963) changer les lignes
123456789
1 123456789 . . _
r90 " = (369258147) réorganiser les colonnes = 270

Enfin, la composition de permutations est associative. Autrement dit, fo (o h) = (fo
g) o h. c'est a dire que g o h donne, pour chagque point, le méme résultat que
I'application de g ensuite de h. Ainsi, par exemple, 7 €& ™ est le résultat de
I'application de f a 7, g au résultat, et h au résultat de ce dernier : mais c'est
exactement la méme chose que 77°@°": qui est fourni également en appliquant f, & 7,
g au résultat, et h au résultat de ce dernier. Nous allons maintenant présenter les
axiomes definissant un groupe et les différentes notions de la théorie de groupes,

illustrées de quelques exemples.

Définition 7 (Groupe) : Un groupe est un couple (G, *), ou G est un ensemble et *
une loi interne sur G (i.e. une application de G x G dans G), qui a de plus les
propriétés :

v’ Fermeture:VxeG,VyeG, x*y ¢G

v Elément neutre (identité) :2ee G, VXeG,X*e=e*x=X

v Symétrique (élément inverse): Vx€G,» X 1€ G, x*x '=x " *x=e

v Associativité : V (X,y,2) e G, x*(y*z)=(x*y) z
Définition 10.6. (Ordre d'un groupe): L'ordre d'un groupe G est le nombre
d'éléments dans I'ensemble G. Il est noté | G |.
Exemple: L'ensemble des symétries de 1’échiquier de 1’exemple précédent {id, X, v,
di, d2, r90, r180, r270} forment un groupe d'ordre 8.

Pour les permutations la composition représente la loi interne sur G. Nous

avons : 190" = r270, r270™" = r90, et tous les autres éléments g sont auto-inverse, i.e.

g = g™. Un élément du groupe g opére par l'opérateur de composition pour permuter
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les valeurs des autres éléments du groupe. Autrement dit, f o g donne un autre élément
du groupe.

Nous avons montré qu’il existe une permutation identité, que chaque élément
permutation & un élément inverse et que la composition des permutations est
associative. La derniere condition est la fermeture, nous avons vu que la composition
de deux permutations fournit une autre permutation. Nous avons aussi, pour
I’ensemble de permutations pour former le groupe, la composition de toutes deux
permutations du groupe doit étre dans le groupe, et cela dépend de 1’ensemble de
permutations qu’on choisit. Il existe une maniére qui permet de vérifier la propriété de
fermeture qui consiste a prendre un ensemble de permutations et de générer toutes les
permutations possibles qui résultent de la composition arbitraire de ces derniers.
Définition 10.8. (Les générateurs d'un groupe) Soit S un ensemble d'éléments qui
peuvent étre composés par l'opération du groupe (par exemple, la composition de
permutation). On dit que I'ensemble S engendre G si tout élément de G peut s'écrire
comme un produit d'éléments de S et chaque produit d'une séquence d'éléments de S

est dans G. L'ensemble S est appelé I’ensemble de générateurs de G et on note G = <
S >

Exemple 10,9. Générateurs de symétries de I’échiquier : Les symétries sont
génerés par {R90, d1} puisque:

id = 190 0790 0790 0 790 = (} % g i g 2 ; g g)
en_ (1234567809

r90=r90=(, 5755206 3)

180 = 190 0 190 = (})?35;%552223)

270 = 190 0 790 0 190 = (é 26 3’; ‘; ?; % 71 i ‘;)
. (1234567809

dl=dl = (147258369)

_ (1234567809
y=d1or90= (, g 42e1 s )

d2 = 19007190 0 d1 = (})26?;)%556277391)
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_ (1234567809
x=1900dl= (3 21654098 7)

L’avantage de travailler avec les générateurs de groupe se présente comme
suit : étant donné |G | éléments d'un groupe, il y’a toujours un générateur de groupe de
log2 taille plus petite.

Définition 8 (Sous-groupe) : Soient G un groupe et H € G, H # @ ; H est un sous-
groupe de G si :

v H est stable par *;
v eeH;
v XeH=>x"'eH.
Si H est un sous-groupe de G, alors H est un groupe. Deux exemples simples et

universels de sous-groupes sont : G qui est toujours un sous-groupe de G et {id}.

Exemple 10.11. Sous-groupe de symétries de I’échiquier : L'ensemble {id, r90,
r180, r270} forment un sous-groupe d'ordre 4. Comme on peut le voir dans I'exemple

10.1, ce sous-groupe peut étre genéré par I'élément r90.

Définition 11 (Chaine de sous-groupes) : Soit G un groupe. Une chaine de sous-

groupes de G est une suite de la forme :

G= G(l) > G(Z) > .. > G(k) > G(k+l) — {id}
Ou G' > G signifie que G? est un sous-groupe de G*.
Définition 10.15. Stabilisateur : Le stabilisant d’un point est I'ensemble des éléments

qui fixent ou stabilisent le point. 1l indique quels éléments peuvent étre appliqués au

point sans déplacer la valeur du point.

Soit G un groupe de permutations agissant sur un point . Le stabilisateur de B en G
est définie par: Gs = {g € G | p? = B}. Le stabilisateur G est un sous-groupe du
groupe G.

Exemple 10.16. Stabilisateurs des symetries de 1’échiquier : D'apres la figure 10.2
représentant les symétries de 1’échiquier, pour tout point nous pouvons identifier le

stabilisateur. Par exemple, le stabilisateur du point 1 est G; = {id, d1} vu que ces

58



3. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

éléments mappent le point 1 vers lui-méme. Le stabilisateur du point 5 est I'ensemble

du groupe G, avec G = Gs, puisque aucun des symétries ne déplace le point 5.

Définition 10 (Groupe symétrique) : Soit E un ensemble, on note S(E) I’ensemble
des bijections de E dans E. (S(E), 0), ou o est la loi de composition dans E, est un
groupe appelé groupe symétrique de E.

On notera S, I’ensemble des bijections (permutations) de {1, 2, .. ., n} dans {1, 2, .. .,
n}.

On a la propriété suivante : card(S,) = n!

On notera I, = {1, 2, . . ., n}, et pour i € I, c € S, on notera i° I'image de i par la
permutation o. Les permutations seront écrites en notation cyclique : ¢ = (1, 3, 2)
signifie 1°= 3, 3° = 2, 2° = 1. L’identité est notée ().

Exemple 2 :

-S3={(), (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2)} est un groupe symétrique de taille 3.
—SoitneN, on définit : SY =S etvie[2, n], S”={seS", (i-1)°=i-1}.

Alors la suite (SV) ie [1, n] constitue une chaine de sous-groupe.

Définition 12 (Orbite d’une permutation) : Soit o € S,. La relation binaire R définie
sur Sy par:Vx,yeSy, xRy < 3keN,y=o"x) est une relation d’équivalence sur
Sh. La classe d"équivalence de x pour R est appelée orbite de x.

Exemple 10.14. Les orbites des points sur I'échiquier :

En regardant le diagramme de symétries de 1’échiquier donné dans I'Exemple 4.4, on
remarque qu’on peut calculer les orbites de tout point. Par exemple, I'orbite de 1 est
{1,3,7, 9} car 1M =11 =7 1" =9 1?70 = 3 et tous les autres éléments du

groupe mappent le point 1 a I'un de ces points.

3.3.2 Définitions de la symétrie

Les symétries sur les CSP sont définies comme des bijections de I’ensemble des
solutions vers lui-méme. La symetrie a été définie aussi par Brown, Finkelstein et
Purdom [62] par : « La symétrie est une permutation qui laisse invariant I'ensemble de
solutions d’un probléme ». Plus formellement une symétrie y d’un CSP P est une
bijection de P sur lui-méme qui préserve ses solutions, i.e. pour toute instanciation I, |
€eSp @ I"eSp.
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3.3.3 Types de symétries
Il existe plusieurs types de symetries sur les CSP. Les définitions de symetrie

différent a la fois sur :
e quel aspect de la CSP les symétries agissent (les variables, les valeurs ou
paires valeur-variable).
e en ce que les symétries conservent (les contraintes ou I'ensemble de
solutions).
Dans cette section, nous donnons un bref apercu des définitions contenues dans la

littérature

3.3.3.1 Symétrie de variables/ valeurs/ variable-valeur
De nombreuses definitions définirent des formes restreintes de symétrie qui

affectent uniquement les variables ou uniquement les valeurs ou qui affectent a la fois

les variables et les valeurs.

3.3.3.1.1 Symétrie sur valeurs

La symétrie de valeurs est basée sur la notion d’interchangeabilité indiquée dans la
définition 4.18 par Freuder [63], qui représente une forme des symétries de solutions

qui n’opére que sur les valeurs.

3.3.3.1.1.1 Interchangeabilité de valeurs

Définition 4.18. Pour une variable v, deux valeurs a, b, sont entierement
interchangeables ssi chaque solution au CSP contenant I’assignement <v, a> reste une
solution lorsque a est remplacé par b, et vice-versa.

Comme le décrit Freuder, en général, I’identification de I’interchangeabilité enticre
des valeurs demande de trouver toutes les solutions du CSP. Il définit des formes
locales d'interchangeabilité qui peuvent étre identifiés en examinant le probléme. La
définition 4.19 décrit I'interchangeabilité de voisinage, qui est une forme de symétrie

de contraintes.

3.3.3.1.1.1.1 Interchangeabilité de valeurs au voisinage

Définition 4.19. Pour une variable v, deux valeurs a et b, sont interchangeables au

voisinage ssi pour chaque contrainte C sur la variable v, I'ensemble des paires
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variable-valeurs qui satisfirent la contrainte avec la paire <v, a> est le méme que
I’ensemble des paires variables- valeurs qui satisfont les contraintes avec la paire <v,
b>.

Benhamou [64] étend legerement 1’idée d'interchangeabilité de valeur et fait la
distinction entre la symétrie sémantique et syntaxique dans les CSP, qui
correspondent respectivement a la symétrie de solution et la symétrie du probléeme. Il
définit la symétrie sémantique comme suit : deux valeurs ai et bi sont symétriques
pour tous les solutions si: chaque solution contenant la valeur ai peut-étre mappé a
une solution contenant la valeur bi, et vice versa. Si deux valeurs sont symétriques
pour toutes les solutions alors elles sont aussi symétriques pour la satisfiabilité.
Identifier les symétries sémantiques nécessite la résolution du CSP pour trouver toutes
les solutions, par la suite les examiner. Benhamou définit aussi la symétrie syntaxique
pour dire que la permutation ne change aucune relation de contrainte, définie comme
un ensemble de tuples. La notion de valeurs interchangeables a été et est encore
largement utilisé et étudié.

Nous finirons cette apercue des symétries de valeurs par la définition formelle
présentée par [65, 66] : Une symétrie sur les valeurs est une symétrie y telle qu’il
existe une permutation 6 des valeurs telle que (i = j)* = (x; = j*). On notera alors y par
0.

3.3.3.1.2 Symétrie sur variables

Dans les CSPs, la permutation des variables dans une contrainte définie
intentionnellement cause en général la modification des contraintes, par exemple, la
contrainte x + y = z est différente de la contrainte x + z = .

Puget [67] definit la notion de contrainte symétrique, c'est a dire une contrainte
qui n'est pas affecté par l'ordre des variables. Par exemple, la contrainte # Est
symeétrique. Puget définit la symétrie d'un CSP comme une permutation des variables
qui mappe l'ensemble des contraintes en un ensemble symétrique équivalent: toute
contrainte est soit inchangée par la permutation soit elle représente une instance d'une
contrainte symétrique et est mappée en une contrainte qui porte sur le méme ensemble
de variables. lls ont définit la symétrie sur les variables comme une symétrie vy telle
qu’il existe une permutation ¢ des variables telle que (xj = j)’ = (xi® = j). On notera

alors y par c.
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3.3.3.1.2.1 Permutation intentionnelle

Roy et Pachet [68] définissent la notion de permutabilité intensionnelle comme
suit : deux variables sont permutables intentionnellement ssi ils ont le méme domaine
et toutes les contraintes affectant I’'une des deux variables doivent affecter les deux
variables a la fois, et les deux variables doivent étre interchangeables dans ces
contraintes. La contrainte doit étre définie intentionnellement, c'est a dire en termes

d'une formule.

3.3.3.1.3 Symétrie sur les pairs variables-valeurs

Meseguer et Torras [69] donnent une définition des symétries qui agissent sur les
variables et sur les valeurs d'un CSP. Leurs définitions permettent les symétries de
variables (qui permutent seulement les variables) et les symétries de valeurs (qui
permutent seulement les valeurs) comme cas particuliers. Cependant, cela ne convient
pas a tous les CSPs. C’est-a-dire qu’ils existent des types de symétries, qui ne peuvent
pas étre exprimées comme une composition de symétries sur les variables et/ou sur les
valeurs. Meseguer et Torras utilisent a titre d'exemple les symétries des n reines, dans
la formulation CSP la plus utilisée la ou une seule piece est placée par ligne, les
variables correspondent aux lignes de I'échiquier et les valeurs correspondent aux
colonnes. lls montrent que la réflexion de 180° est une symétrie du CSP selon leur
définition, mais quatre symétries ne sont pas: la réflexion dans les diagonales, la
rotation de 90° et de 270°.

Exemple : llustrons les notions introduites ci-dessus par quelques exemples :

(Symétries et Sudoku) Le probleme du Sudoku posséde de nombreuses symétries sur
les variables et sur les valeurs. Toute permutation sur les valeurs {1, 2, . . ., n2} est
une symétrie du probléme (une permutation sur les valeurs n’affecte pas la propriété
que dans chaque colonne, ligne ou bloc, on conserve le fait que tous les membres sont
differents deux a deux), ce qui donne n2! symetries. Ces symetries sont bien sir des
symétries sur les valeurs.

Le Sudoku présente également de nombreuses symétries sur les variables. Pour une
meilleure compréhension, introduisons les deux appellations suivantes. Une pile

consiste en un arrangement vertical de trois blocs (9%3 cases) et une bande consiste en
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un arrangement horizontal de trois blocs (3 x 9 cases). Le Sudoku posséde les
symétries suivantes :

— permutations des trois piles ;

— permutations des trois bandes ;

— permutations des trois colonnes dans une pile ;

— permutations des trois lignes dans une bande ;

— rotations d’angles 90°, 180° et 270° de la grille ;

— réflexions par rapport aux diagonales de la grille.

L’outil GAP (voir [70]) permet de calculer la taille du groupe généré par ces
symétries.

Pour le probléeme classique du Sudoku de taille 3, il y a 3 359 232 symétries sur les
variables et 9 | = 362 880 symétries sur les valeurs.

3.3.3.2 Symétrie de solutions/ contraintes
Il existe deux grands types de définition: celles qui définissent la symétrie

comme une propriété de I'ensemble des solutions (symétrie sémantique) et celles qui
définissent la symétrie comme une propriété qui peut étre indiquée dans I'énoncé du
probleme (symétrie syntaxique), sans le résoudre. Celles-ci seront appelées symétrie
de solution et symetrie de probleme.

La détection des symétries sémantiques est intraitable [71, 72]: pour trouver le
groupe complet de symétrie, nous avons besoin de toutes les solutions du CSP, pour
cela la définition de la symétrie comme étant la préservation de l'ensemble des
solutions n’offre pas une voie pratique pour identifier la symétrie dans les CSP.
D'autre part, le groupe de symétrie de solution est bien définie, tandis que les CSP
équivalents qui ne different que légérement dans la facon dont les contraintes sont
exprimées, peuvent avoir des symétries de probleme différentes. 1l peut étre possible
d'écrire les contraintes d'un CSP de telle sorte que la symétrie du probléme modélisé
n'apparait pas.

3.3.3.2.1 Symétrie de solution

Une symétrie de solution est une permutation de lI'ensemble des paires de <

variable, valeur > qui préserve I'ensemble des solutions.
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3.3.3.2.2 Symétrie de probleme (de contraintes)
Une symeétrie de probléme est une permutation de I'ensemble des paires de <

variable, valeur > qui préserve lI'ensemble des contraintes.

Les deux types de symétrie (symétrie de probléme et symétrie de solution)
permettent les symétries sur variables et les symétries sur valeurs comme des cas
particuliers.

Pour compléter la définition de 4.21, une interprétation appropriée de ce que
signifie > pour preserver les ensembles de contraintes est nécessaire’. Toute contrainte
ci avec une portée Vi € V peut étre définie par un ensemble de paires < variable,
valeur > satisfaisant la contrainte. La symétrie qui agit sur un ensemble paires <
variable, valeur > peut étre appliqué a I'ensemble des paires < variable, valeur >
satisfaisant la contrainte, ce qui donne un nouveau ensemble de paires < variables,
valeurs >. Les paires < variable, valeur > résultants ne sont pas tous liés a la méme
série de variables que la contrainte initiale. Cependant, si les résultats de I'application
de la symétrie a tous les paires < variable, valeur >, définissant toutes les contraintes
sont les mémes paires < variable, la valeur >, on peut dire dans ce cas-la que les
contraintes sont inchangées par l'action de la symétrie. Donc cette définition ne
nécessite pas que la symétrie laisser chaque contrainte inchangée individuellement,
mais plutdt I'ensemble de toutes les contraintes.

Pour les deux types de symétries on a les propriétés suivantes :

= Les symétries de contrainte (respectivement de solution) forment le groupe de
symeétrie de contrainte (respectivement de solution).

= Les symeétries partitionnent I'ensemble des assignements partielles d'un CSP en
des orbites.

= Les membres de l'orbite de solutions sont des solutions symétriqguement

équivalentes et forment une classe d'équivalence.

3.4 Techniques de suppression de symétries entre solutions dans

les CSPs
Les Techniques de suppression de symeétrie peuvent étre classees en quatre

catégories: reformulation du probleme, en ajoutant des contraintes de symétries avant
la recherche, la modification des algorithmes de recherche, ou en utilisant des

méthodes heuristiques. Dans ce qui suit, on va décrire chacune des méthodes.
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3.4.1 Lareformulation du probleme
La modélisation a un effet important sur I'efficacité de résolution d'un probléme.

Une reformulation appropriée d'un modele peut transformer un probleme impossible
dans la pratique a un autre probléme plus faisable. La modélisation et la
reformulation sont également importantes pour la suppression des symeétries.
Differents modéles d'un méme probléme peuvent avoir des symétries différentes, une
formulation peut avoir des symétries qui sont plus faciles a traiter que les symétries
des autres formulations. Dans les cas extrémes, une formulation peut ne pas avoir de
symétries. Dans d'autres cas, la quantit¢ de symétrie peut étre considérablement
réduite d'un modele a un autre. En outre, une fois qu'un probléme est reformule, les
symétries restantes peuvent encore étre traitées avant ou pendant la recherche, or que
d’autres méthodes pour la suppression des symétries peuvent conduire a de grandes
difficultés en les combinant les uns avec les autres. Ainsi, la reformulation d'un
probléme peut étre critique dans le traitement des symeétries.

Exemplel : Pour un premier exemple nous citons le fameux probléme "social
golfeurs”, Dans ce probleme, 32 golfeurs veulent jouer en 8 groupes de 4 par
semaine, de sorte que deux golfeurs jouent dans le méme groupe au plus une fois,
pour autant de semaines que possible, le cas difficile est de 10 semaines. Nous

pouvons construire un modéle avec 32! 10! 81'° 41%

symétries: Nous pouvons
permuter les 32 joueurs, on peut permuter les 10 semaines, au sein de chaque
semaine, nous pouvons permuter les groupes (séparément) et nous pouvons permuter
les quatre joueurs (séparément) au sein de chaque groupe. Dans ce modele, il y’a plus
de 10 versions symétriques de chaque solution différente. En reformulant le
probleme, Smith réduit ce nombre a 32! 10! [73]. nous avons une variable indiquant
pour chaque paire de joueurs la semaine ou ils jouent ensemble (ou une variable
supplémentaire qui indique si ils ne se rencontrent jamais): il ne reste que les
symétries de la semaine et les symétries des joueurs. Il reste encore un trés grand
nombre de symétries, mais ils sont d’une forme plus simple.

Une technique importante est l'utilisation de variables ensemblistes ou nous
avons un certain nombre de variables qu’on ne peut pas les distinguer. Variables
ensemblistes sont disponibles dans la plupart des solveurs de contraintes, et nous
permettent d'exprimer les contraintes avec les opérateurs d’intersection, union, etc.
Dans le probleme de golfeurs, par exemple, on peut coder les groupes jouant au sein
de chaque semaine par huit variables ensemblistes. Chacune doit étre de taille 4 et
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leurs intersection deux a deux doit avoir I’ensemble vide. Le fait qu’il n’existe aucun
ordre implicite entre les éléments des variables définis, nous avons perdu les 4!
Symétries dans chaque groupe, ce qui reduit le total des symétries par un facteur de
24% dans le probléme. En outre, dans le probléme des golfeurs nous pouvons
représenter la contrainte que deux joueurs ne peuvent pas jouer ensembles plus d'une
fois, en imposant que l'intersection de deux groupes dans les différentes semaines est
égale a 1 ou 0.

Deux inconvénients pour I’utilisation des variables, ensemblistes :

- Le solveur admet différentes représentations des variables ensemblistes qui
produisent différentes comportements dans la propagation [74], donc si le
solveur choisit la représentation la moins convenable pour les contraintes cela
va influencer sur 1’efficacité de la recherche.

- La possibilit¢ d’avoir des contraintes sur les éléments d’un ensemble, ces
contraintes convient le mieux a des variables entieres, en plus, on a la
difficulté de la canalisation entre les variables d’ensembles et les variables
entiéres qui conduisent la propagation dans la recherche a un échec.

Pour ces deux raisons, les techniques de suppression de symeétries évitent
I’utilisation de variables ensemblistes dans plusieurs domaines, malgré ca, les
variables ensemblistes représentent une technique de modélisation tres importante et
constituent un domaine d’étude trés important.

Un autre exemple de reformulation illustre encore les améliorations
spectaculaires qui peuvent étre atteintes. Le probleme d’intervalle de séries qui
consiste a trouver une permutation des n entiers de 0 a n-1 de sorte que les différences
entre les nombres adjacents sont également une permutation des nombresde 1 an - 1.
Il y’a quatre symétries évidentes du probleme: l'identité, inversant la série, la négation
de chaque élément, la soustraction de n - 1, et de faire les deux. Gent et al [75]
écrivent sur la reformulation du probleme qui repose sur I’observation qu’on peut
cycler une solution au probléme autours d'un pivot pour générer une autre solution.
L'emplacement de ce pivot est fonction des affectations faite. A titre d'exemple, voici

deux solutions pour n = 11. Les différences sont écrites sous les numéros:

010192837465 374650101928
10987654321 43215109876
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La différence entre le premier nombre a gauche (0) et le dernier nombre (5) est
5. Cela signifie qu’on peut diviser la séquence entre le 8 et 3, avec perte de la
différence 5. On peut rejoindre le reste de la séquence sur le debut, parce que le 5-0
remplacera 8 - 3. Cela donne exactement la solution représentée sur la droite. Dans ce
cas, le pivot se situe entre les valeurs 8 et 3. La différence entre le premier et le
dernier terme doit toujours dupliquer la différence dans la séquence, donc cette
operation peut étre appliquée a n'importe quelle solution. Pour cette raison, on va ne
pas simplement reformuler le modéle a contrainte, mais on va passer a résoudre un
probleme différent, dont les solutions conduisent aux solutions du probléme original.
Dans le probleme reformulé, on trouve une permutation de la séquence 0, 1, ...n - 1,
mais on inclut la différence entre le premier et le dernier numéro, ce qui donne n
différences au lieu de n - 1. La séquence doit obéir a deux contraintes: que la
permutation commence a 0, n - 1, 1; et que les n différences entre les numéros
consécutifs contiennent tous 1,. . . n-1 avec une différence qui apparait exactement
deux fois. [76] montrent que (pour n> 4) chaque solution donne 8 solutions distinctes
au probléme des séries tout-intervalle, mais la reformulation n’a aucune symétrie. La
recherche dans ce modeéle est cinquante fois plus rapide que d’autres techniques

concurrentes.

On peut aussi prendre 1’avantage des différents points de vue au probleéme, par
exemple, supposons on a n variables, chacune a les méme n valeurs possibles, et que
les variables doivent prendre des valeurs différentes, on peut voir ce probléme de
deux points: on peut chercher les valeurs pour chaque variable ou chercher les
variables pour chaque valeur, alors s’il existe une symétrie, donc par le premier point
de vue la symétrie par valeur peut étre inter- changée, avec la symétrie de variable, et
vice ver sa du deuxieme point de vue, par exemple, Roney-Dugal[77] utilise cette
idée, il utilise les techniques efficaces pour la suppression des symétries de valeurs
dans la suppression des symétries de variables, Flener aussi travaille avec cette idee

dans les modeéles des matrices [78].

Puisque cette approche de reformulation est entierement spécification du
probléme alors il n’existe pas des principes généraux sur la facon de la faire et donc
en raison de sa dépendance aux problemes, cette approche ne peut pas étre largement

utilisée dans des applications réelles.
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3.4.2 Les méthodes statiques de suppression de symétries (Ajout de contraintes
au modele)

Sans doute, la méthode de suppression de symétrie qui a été la plus utilisée
dans le passé consiste & ajouter des contraintes au modéle de base. Dans ce contexte,
le terme "brisure de symétrie™ est tout a fait approprié. On passe d'un probleme avec
beaucoup de symétrie a un nouveau probléme avec nombre de symeétries
considérablement réduit — dans 1’idéal on passe a un probléme sans symétries. Les
contraintes qu’on ajoute pour atteindre cela sont appelées “contraintes de suppression
de symétries”. Souvent, il est facile de penser a des contraintes qui cassent tout ou une
grande partie de symeétries. Par exemple, supposons qu’on a 100 variables dans un
tableau X qui sont indiscernables (afin qu'ils puissent étre librement permutés). Il est
simple et correcte, d'insister pour que les variables soient en ordre non décroissante, X
[11 <X [2]...< X [100]. Si on sait encore que toutes les variables doivent étre
différentes, on peut rendre cette ordonnance strictement croissante: X [1] <X [2] . ..
<X [100]. S'il arrive que les variables prennent les valeurs 1... 100, alors une
propagation de contraintes simple en déduira que X [1] =1, X [2] =2, ..., X [100] =
100. Si le programmeur le remarque a lI'avance, alors dans ce cas on peut reformuler le
probleme afin de remplacer chaque variable X [i] avec la valeur i au long de notre
programme. Il existe de nombreux exemples ou les programmeurs de contraintes ont
ajouté des contraintes plus complexes pour briser les symétries. Un exemple typique
de la littérature est d'ajouter des contraintes pour briser la symétrie dans le probleme
de conception de modele [79]. Ceci est bien s’il est correctement fait, mais peut
perdre des solutions dans le cas contraire. Des méthodes standard ont été développées
qui peuvent rendre le processus plus facile et plus susceptibles d'étre correct, dans les
situations ou ils s'appliquent. Méme lorsque ceux-ci ne sont pas directement
applicables, une connaissance d'eux servira aux programmeurs de contraintes, comme
ils doivent simplifier le calcul des contraintes correctes qui peuvent étre ajoutés

manuellement.

3.4.2.1 La méthode Lex-Leader

3.4.2.1.1 Principe
Puget [67] a montré que chaque fois qu'un CSP a des symeétries, il est possible

de trouver une forme réduite du CSP avec les symétries éliminés, en ajoutant des
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contraintes au probléme initial. Puget a trouvé une telle réduction pour trois
problemes de contraintes simples, et a montré que ce CSP réduit pourrait étre résolus
plus efficacement que dans sa forme originale. Suite & cela, I'avancement majeur a été
de montrer une méthode pour génerer cet ensemble de contraintes. Crawford,
Ginsberg, Luks et Roy décrivent une technique, appelée "lex-leader” pour la
construction de contraintes d'ordre pour la suppression de symeétries pour les
symétries de variables [80]. Dans des travaux suivants, Aloul et al ont également
montré comment les contraintes lex-leader de la suppression de symétrie peuvent étre

exprimées de maniéere plus efficace [81].

En effet, I'idée de lex-leader est une idée qui est simple. Pour chaque classe
d'équivalence de solutions en vertu du groupe de symétries, on prédéfini une des
solutions d’étre la solution canonique. On peut atteindre cet objectif en ajoutant des
contraintes avant le début de la recherche qui sont satisfaites par les solutions
canoniques, et non par les autres solutions.

La technique exige d'abord le choix d'un ordre sur les variables statiques. De
cela, on induit un ordre sur les affectations completes. L'ordre des affectations
complétes est simple. Les tuples représentent les valeurs affectées aux variables,
énumeérées dans l'ordre défini par 1’ordre statique. Comme la méthode est définie pour
les symétries sur variables, toute permutation g convertit ce tuple dans une autre tuple,
et le moins lexicographique de ces derniers qui sera choisi. Cette méthode est en
pratique simple a mettre en ceuvre. Chaque permutation dans le groupe fournie une
contrainte < . Ainsi, I'ensemble des contraintes définies par la méthode de lex-leader
est :

Vg€eG,V<LexV’
(10,1)

Ou V est le vecteur des variables du CSP, et <, est la d'ordre relation
lexicographique. L'ordre lexicographique est exactement comme il est connu dans
I'informatique, par exemple,

AD < BCssisoit A<BoubienA=BetD<C.
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L’exemple suivant illustre la méthode. Considérons une matrice 3 x 2 montée
sur la figure 10.5, dans un contexte ou les lignes et les colonnes peuvent étre
permutées librement. Les symétries forment le groupe S3 x S2, avec ’ordre 3! 2! =
12. On choisit les variables par ordre alphabétique, de sorte que le vecteur des
variables du probléme soit ABCDEF. Les 12 symétries conduisent aux 12 contraintes

lex-leader indiquées dans la figure 10.5, y compris la symétrie vide de I’identité.

A[B[C| _ [F]E]D

D|E|FE C|B|A
. ABCDEF <, ABCDEF 7. ABCDEF <, DEFABC
2. ABCDEF =, ACBDFE 8.  ABCDEF <. DFEACB
3. ABCDEF <. BACEDF 9.  ABCDEF <. EDFBAC
4 ABCDEF =, CBAFED 10. ABCDEF =, FEDCBA
5. ABCDET <., BCAEFD 11. ABCDET <, EFDBCA
6. ABCDEF <. CABFDE 12. ABCDEF =i FDECAB

Figure 3-8 matrice 3*2 contenant 6 variables, le résultat de la permutation de deux lignes et les colonnes,

donnant la permutation d'ABCDEF a FEDCBA. Les 12 contraintes lex-leader sont également représentées.

Chaque contrainte correspond a une permutation des variables, et comme la méthode est définie pour les
symétries de variables : la transformation de matrice illustrée donne la contrainte 10.

Une question pratique importante avec les contraintes lex-leader, c'est qu'ils ne
respectent pas les heuristiques d’ordre de variables et de valeurs utilisées dans la
recherche. Autrement dit, il se pourrait bien que la solution la plus a gauche dans
I'arbre de recherche, qui, autrement, serait trouvé en premier, ne soit pas canonique et
est donc rejetée, ce qui conduit a la recherche accrue. Ceci est en contraste avec
d’autres techniques comme SBDS et SBDD, qui respecte 1’heuristique. Des exemples
ont été signalés ou une "mauvaise" heuristique peut conduire a une augmentation
spectaculaire dans I'exécution [82]. Ce probléme est inhérent a la méthode, mais dans
de nombreux cas, il est facile de travailler sur une "bonne™ heuristique. En particulier,
si le méme ordre de variable statique est utilisé dans la recherche comme il a été
utilisé pour construire l'ordre lex-leader, et les valeurs sont testés ou essayés a partir
de du plus petit au plus grand, ce conflit ne devrait pas se produire. Cependant, ceci
limite la puissance du programmeur de contraintes pour utiliser ’ordre dynamique
des heuristiques pour les variables.

Les problémes résolus moins facilement avec les contraintes lex-leader c’est
dans le cas ou il s’agit de nombreux groupes qui contiennent un nombre exponentiel

de symétries. Lex-leader nécessite une contrainte pour chaque élément du groupe.
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Dans le cas d'une matrice a m lignes et n colonnes, c'est m! n!, Qui est peu pratique en
géneral. Par consequent, il existe de nombreux cas ou lex-leader est applicable mais
pas pratique. Cependant, lex-leader reste d’importance la plus elevée, car il est tres
utilisé pour dériver de nouvelles méthodes de suppression de symétries.

La méthode lex-leader est définie uniqguement pour les symetries de variables:
c'est a dire ceux qui permutent les variables mais laisser les valeurs inchangées. Pour
des problémes ayant un nombre petit de valeurs, tel que SAT, qui peut avoir
seulement deux valeurs [80]. Il est possible d’ajouter une nouvelle variable pour
représenter la négation de chaque variable, ainsi les symétries sur valeurs peuvent étre
transformées en symétries de variables. Malheureusement, si on a d valeurs, on aura
besoin de d! versions de chaque variable pour appliquer cette idée. Par conséquent,
une généralisation appropriée de la lex-leader pour gérer les symétries de valeur serait

utile, méme si elle sera restreinte a certains cas speciaux.

3.4.2.1.2 Simplification des contraintes Lex-Leader

Les contraintes Lex-leader peuvent étre simplifiées pour supprimer les
redondances [80, 83]. Suivant Frisch et Harvey [84], on peut illustrer cela en utilisant
I'exemple de la figure 10.5. La premiére idée est d’observer chaque contrainte
individuellement. Par exemple, considérons la contrainte 2, ABCDEF <,.x ACBDFE.
On peut supprimer la premiére et la quatriéme variable de chaque tuple, depuis A = A
et D = D, donne BCEF < & CBFE. Mais si B <C, la contrainte est satisfaite quels que
soient les autres valeurs, et par ailleurs on a B = C pour satisfaire la contrainte. En
d'autres termes, si les variables secondaires dans les tuples sont pertinentes, alors elles
doivent étre egales. En appliquant ce raisonnement partout, on obtient les contraintes
indiquées sur la figure 10.6.0n peut aller plus loin, en traitant les contraintes comme
un ensemble et non pas individuellement. Par exemple, < x est transitif, donc les
contraintes 2 et 3 impliquent la contrainte 4. Un exemple plus complexe est la
contrainte 11. Les derniers éléments de chaque tuple sont E et C. Mais si elles sont
pertinents, ona A =E et B=F =D = C. Mais la contrainte 3 implique A< B, d'ou E
< C, de sorte que les derniers éléments du tuple ne sont pas pertinents et peuvent étre
supprimés. Ce raisonnement conduit a un ensemble de 8 contraintes indiquées sur la
figure 10.7.
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Malheureusement, I'approche décrite ici ne contourne pas le probleme
fondamental du nombre exponentiel de symétries. En général, le nombre de symétries,
méme dans I'ensemble réduit sera toujours exponentielle [83]. Cependant, I'approche
permet d'illustrer comment l'ensemble des contraintes peut étre simplifiée et cela

conduit a avoir de bon résultats.

1. true 7. ABC <, DEF
2. BE =< CF 8. ABC = DFE
3. AD <. BE 9. ABC <., EDF
4. AD =i CF 10. ABC <jx FED
5. ABDE =i, BCEF 1I. ABCDE < EFDBC

Figure 3-9 The lex-leader constraints for the 3x2 matrix reduced on an individual basis.

BE =« CF 9. ABC =« EDF
AD =i BE 10.  ABC = FED
ABC = DEF 11. ABCD =« EIDB
ABC Zlex DFE 12. ABC Slex FDE

e

Figure 3-10 The lex-leader constraints for the 3 x 2 matrix reduced as a set.

3.4.2.1.3 La méthode lex-leader et la contrainte all-different

La contrainte «all-different » se produit trés souvent dans la programmation par
contraintes et beaucoup plus dans des problemes avec symétrie. Puget a montré [85]
que dans le cas des probléemes ayant une symétrie de variable (le seul cas ou la
méthode ‘lex-leader’ est définie) sur un ensemble de n variables contrainiées par une
contrainte all-different, la symétrie peut étre rompu complétement par seulement (n —
1) contraintes binaires. Ce résultat s'applique a n'importe quel groupe G qui agit sur
I'ensemble des variables. Ce résultat remarquable ne pouvait guére étre améliore,

cependant, il est relativement simple.

Prenons a titre d’exemple le probléme « Graceful Graph » qui contient des
symeétries de variables sur un ensemble de variables toutes différentes avec un groupe

symétrique non assez simple tel que Sn.
Exemple : ‘Graceful Graph’

On dit qu'un graphe avec m arétes est gracieux (graceful) s'il existe un

étiquetage f de ses sommets tels que:
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e Pour chaque sommetiona:0<f(i)<m,
e L’ensemble des valeurs f(i) sont toutes différentes,
e [’ensemble des valeurs abs (f(i), f(j)) pour chaque arrete (i, j) sont

toutes différentes.

Une simple translation en un CSP existe lorsqu'il existe une variable vi
correspondante a chaque sommet vi, voir [86]. En effet, ce probleme a deux types de
symétries : Les symeétries de variables qui sont induites par I'automorphisme du
graphe et une symeétrie de valeur qui mappe v a m-v, dans ce qui suit cette derniere va
étre ignorée et seulement les symétries de variables qui sont considérées. Petrie et
Smith ont examiné diverses formes de méthodes de suppression de symeétrie statiques
et dynamiques dans les graphes gracieux [87], en utilisant ces techniques, ils ont
trouvé des cas de graphes gracieux qui n'étaient pas connus auparavant . A titre
d'exemple, considérons le graphe K3xP2 représenté dans la figure 4.11. Le groupe
permet toute des 3!'permutations de K3, aussi que la méme permutation est appliquée
sur les deux copies de K3 dans le méme temps, ainsi que la permutation des deux
triangles. En tout le probléme contient 12 symétries. En fait, le groupe est isomorphe
a celui de la matrice de la figure 4.9 de sorte que les contraintes sont les qui ont été

présentés dans 1’exemple précédant (cas de la matrice).

En utilisant le fait que les variables sont soumises a une contrainte « all-
different », on peut réduire considérablement le nombre de contraintes de brisure de
symétrie. Par exemple, considérons la contrainte de suppression de symétrie :

ABCDEF <,ex ACBDFE

Comme A = A est trivialement vrai, et comme B = C ne peut étre vrai a cause

de la contrainte all-different, cette contrainte peut étre simplifiée a: B < C.
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0 3
// |

1 4

[§]

Figure 3-11 Le graphe K3 xP2.

En général, cette simplification est vrai et peut etre formaliée comme suit : soit

une permutation g, soit s(g) le plus petit i tel que ig i, et t(g) est égal a (s(9))g.

Lemme : [88]
Etant donné un CSP ou les variables V sont soumises a une contrainte all-
different, et G le groupe symétrique de variables pour ce CSP, alors toutes les

symétries de variables peuvent étre supprimées en ajoutant les contraintes suivantes:

Y o € G, vs(o)<vt(o)

Etant donné deux permutations g et h tels que s (g) = s (h) et t (g) =t (h), alors
les contraintes de suppression de symétries correspondant sont identiques. Par
conséquent, il suffit d'indiquer seulement une contrainte de suppression de symétrie
pour chaque paire i, j tels qu'il existe une permutation g avec i = s (g) et j =t (h).
L'ensemble de ces paires peut étre calculée en utilisant l'algorithme Schreier Sims
[89]. Dans cet exemple, ces contraintes sont:

A<B,A<C,A<D,A<E A<FB<C

Notez que ces contraintes sont redondantes. La contrainte A < C est entrainé par
la premiére et la derniére contrainte. Cette observation peut étre utilisée pour réduire
le nombre de contraintes en tenant compte de la transitivité des contraintes <.
L'algorithme Schreier Sims nous donne une chaine stabilisatrice et un ensemble de
cosets representatifs Ui, tel que défini a la section 10.1.2. Puget utilise ¢a pour

prouver:

Théoreme : [88]
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Etant donné un CSP a n variables V, de sorte qu'il existe une contrainte tout
différent sur celles-ci des variables, alors toutes les symétries de variables peuvent
étre brises par au plus n -1 contraintes binaires.

Pour notre exemple, nous obtenons exactement 5 contraintes: notez ceci est n -

1 dans ce cas.
A<B,A<D,A<E A<F B<C

Bien que cela soit seulement une réduction d'une seule contrainte, qui est tout
simplement a cause de la petite taille de I'exemple. En général, Puget a réduit le
nombre de symétries nécessaires a partir d'un éventuellement n! a aussi peu que n-1,
pour le cas se produisant couramment de symeétries de variables, en présence d'une
contrainte tout différent. Ainsi que sa valeur dans son propre droit, ce qui montre la
puissance de la combinaison des contraintes de rupture de symétrie avec les

contraintes d'un probléme, et cela reste un domaine mdr pour I'exploitation.

3.4.2.1.4 Sous ensemble de contraintes Lex
Des travaux ont montré qu’un nombre polynomial de contraintes peut conduire

a un raisonnement équivalent a l'ensemble complet de contraintes lex-leader.
Malheureusement, un tel sous-ensemble n'est pas toujours disponible. Plusieurs
chercheurs ont proposé des moyens daffirmer qu'un nombre polynomial de
contraintes sans conserver la suppression compléte de symétries. Puisque I'ensemble
complet de contraintes lex-leader laisse exactement une solution dans chaque classe
d'équivalence, I’utilisation d’un sous-ensemble de contraintes doit laisser au moins
une solution dans chaque classe, mais il peut laisser plus qu’une. Ainsi, les contraintes
de suppression de symétrie ne garantissent pas la suppression de toutes les symétries.
En général, I'objectif est de parvenir a un compromis acceptable, avec un nombre

considérablement réduit des contraintes induisant a une recherche plus efficace.
Aloul et al ont montré, en SAT, que les résultats réussis peuvent étre obtenus a

partir de trés petits sous-ensembles de contraintes lex-leader, sur des exemples tels

que les problémes de routage FPGA [90].
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Shlyakhter a montré que un bon (bien que généralement incompléte) sous-
ensemble de contraintes lex-leader peut étre trouvée pour des graphes acycliques,
permutations, relations et fonctions [91]. Outre les contributions individuelles, ce ci
établit la méthodologie d'utilisation de contraintes lex-leader comme un moyen de
trouver des ensembles incomplets de contraintes de suppression de symeétries, mais
des sous-ensembles qui sont efficaces dans la pratique. Un cas particulier la méthode
lex-leader a donner de trés bon résultats c’est le modele de matrices pour la supression
des symétries de lignes et symétries de colonnes, pour cela d’autre variantes du lex-
leader ont été proposés tel que les contraintes doublex et snaklex, et d’autres travaux
autour de la suppression combinée c’est a dire a la fois la suppression des symétries
de lignes et symétries de colonnes. On peut déduire que cette méthode a donner de
bons résultats surtout dans des modeles particuliers comme les modeles de matrices.

3.4.2.1.5 Suppression partielle des symétries et les régles de réduction dans la
méthode lex-leader
Il existe deux approches principales pour faire face a la complexité des

contraintes lex-leader. La premiére approche est la suppression partielle de symétrie,
c’est a dire, on construit les contraintes lex-leader pour un sous-ensemble de

symétries [92].

La seconde approche consiste en des régles de réduction qui simplifient un
ensemble de contraintes lex-leader tout en préservant leur équivalence. On présente
les deux régles de réduction les plus communs. Pour l'introduction des regles de

réduction, proposons la contrainte lex-leader suivante :

[xla X2y e ooy xn] Slcx [xﬂ'(l)s x(T(Z)s ..y x(:r(n)] -

On peut simplifier cette contrainte Lex Leader comme suit :

e Sio(i) =1, alors xi peut étre supprimée des deux parties de la contraintes lex-
leader.

e Pour les indices a et b pour a < b si ¢ swap les indices a et b, la contrainte va
avoir d’habord xa dans la partie gauche, couplé avec xb dans la partie droite,
et par la suite, xb dans la partie gauche et xa dans la partie droite. Les
arguments suivants montrent qu’on doit supprimer la deuxieme paire. Si on a

Xi < xo(i) pour i tel que 1 <i<b, en particulier on doit avoir xa < xb. Et la
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deuxiéme pair n’a pas d’effet car I’affectation sur la partie gauche est
lexicographiquement moins que 1’affectation sur la partie droite. Si xi = xo(i)
pour 1 < i <b donc en particulier pour xa = xb et encore la seconde paire n’a
pas d’effet.

e Frish et hervey ont montré que la contrainte résultante est équivalant a la
contrainte originale [93]. En plus, les régles de réduction pour les contraintes
Lex-Leader sont connues [93, 94].

11 faut rappeler qu’il est toujours possible de combiner la suppression partielle des

symétries avec les régles de réduction.

Réductions Valides

Théoréme : 1l existe un nombre infini de DSP de P correspondant et (sub) de
groupe du groupe de symétrie P de la variable, telle que la nombre de contraintes de
lexleader est (cn) pour tous les ordonnancements possibles de variables, ou ¢ est une

constante supérieure a 1 et n est le nombre de variables dans n.

Théoréme : Un CSP P est satisfiable si et seulement si toute reduction valide

de P est satisfiable.

3.4.2.2 Les symétries des contraintes de suppression de symétries
Une facon de construire de nouvelles contraintes de suppression de symeétries

est d'utiliser la symétrie elle-méme [95]. Toute symétrie agissant sur un ensemble de
contraintes de suppression de symétrie va elle-méme supprimer la symétrie dans le
probleme. Cela a induit a la définition de I'action de la symétrie sur un ensemble de
contraintes de suppression de symétrie. La symétrie a été définie comme agissant sur
les affectations, mappant des solutions a d’autres solutions. Cette definition peut etre
soulevée aux contraintes. Par exemple, I'action d'une symétrie de variable a une
contrainte modifie le champ d'application de la contrainte (c'est-a-dire, les variables

sur lesquelles agit la contrainte).

Théoréme 1 [95]: Etant donné un ensemble de symétries = de C, si S est un son
(complet) jeu de symétrie briser les contraintes pour X alors ¢ (S) pour tout ¢ € X est
également un son (complet) ensemble de la brisure de symétrie des contraintes pour
z.
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Differentes symeétries choisir des solutions différentes dans chaque classe de symeétrie.
En fait, si nous avons une solution particuliere dans esprit, nous pouvons le récupérer
a l'aide d'une symétrie appropriée d'un ensemble brisure de symétrie des contraintes.
Laissez sol (C) I'ensemble des des solutions d'un ensemble de contraintes C.

Théoréme 2 [95]: FEtant donné un ensemble de symétries = d'un ensemble de
contraintes C, un ensemble de sons S de sym-métrie rupture contraintes, et une

solution A de C, alors il existe une symétrie 6 € X tel que A € sol (C U 6 (S)).

L'application de la symétrie a un ensemble de brisure de symétrie con-traintes ne
change pas les symétries qui sont élimi-vire. On dit qu'un ensemble de contraintes S
rompt la symétrie ¢ d'un probléme C si et seulement si il existe une solution A de C U
S tels que o (A) n'est pas une solution de C U S, et completement pauses ssi de
symeétrie pour chaque solution A de C U S, 6 (A) n'est pas une solution de C U S.
Etant donné un groupe de symétrie X, on dit que un ensemble de contraintes supprime

(completement) X ssi il bat tous les symétries non-identité dans X.

Théoréme 3 [95]: Etant donné un probléme C et un groupe de symétrie X, si S

(complétement) pauses X alors o (S) (totale) rompt X pour tout X ¢ € de.

Ces idées ont été utilisées comme base théorique pour une méthode de suppression de
symétrie hybride qui essaie d’atteindre le meilleur des deux mondes, affichant les
contraintes de suppression de symétrie statique pendant la recherche de facon
dynamique en fonction de la direction de I'neuristique de branchement [95]:

3.4.2.3 Suppression des symétries des (lignes/ colonnes) (Modéle des matrices)/
Symétries des valeurs
Comme la suppression de symétrie semble insoluble en général, une direction

majeure de recherche est d'identifier des cas particuliers qui se produisent dans la
pratique, ou le groupe de symétrie est plus facile a supprimer. On trouve dans la

littérature deux de ces cas: la symétrie des lignes/ colonnes, et la symétrie de valeurs.

3.4.2.3.1 Suppression des symétries des lignes et des colonnes
Une matrice de variables de décision a une symétrie de ligne si et seulement si,

étant donné une solution, toute permutation des lignes donne aussi une solution. De
méme, la matrice a une symétrie de colonne si et seulement si, étant donné une

solution, toute permutation de colonnes est aussi une solution. Prenons 1’exemple du
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probleme de I'EFPA, le modele a a la fois des symétries des lignes et des symétries de
colonnes.

Exemple : le probléme ‘The Equidistant Frequency Permutation Array
(EFPA)’ [96] C’est un probléme difficile dans la théorie du codage. L'objectif est de
trouver un ensemble de v mots de code, chacun de longueur gA de telle sorte que
chaque mot A contient une copie des symboles 1 a g, et chaque paire de mots de code
a une distance de Hamming d. Par exemple, pour v=4, A =2, q= 3, d = 4, une

solution est :

= o o O
= — DO DO
— O D =
— b~ bD
DD = = D
DD bD O =

Ce probléme a des applications dans la théorie de la communication, et est liée a
d'autres problémes combinatoires comme ‘finding orthogonal Latin squares’. On peut
modéliser ce probléme par un v par gi tableau de variables de décision avec les
domaines 1 a q.

Ce modele du probléeme EFPA présente une symétrie de variables puisque on
peut permuter les variables dans n’importe quelles deux lignes, ou dans n’importe
quelles deux colonnes et on obtient toujours une solution. Le modéle a également une

symeétrie de valeur puisque on peut inter-changer les valeurs dans toute solution.

3.4.2.3.1.1 La méthode DOUBLE LEX

Les symétries des lignes et de colonnes se produit dans de nombreux modeles
avec des matrices de variables de décision [97, 98, 99]. On peut supprimer les
symétries des lignes et de colonnes en utilisant la méthode Lex-Leader. Malgres que
cela n’est pas pratique en général. En effet, une matrice n X m a a n! m! symétries de
lignes et de colonnes, et chaque symétrie exigerait une contrainte d'ordre
lexicographique séparée. Pour supprimer toutes les symétries des lignes, on peut
poster un certain nombre linéaire de contraintes d’ordre lexicographique sur les
lignes. De méme, pour supprimer toutes les symétries de colonnes, on peut écrire un
nombre linéaire de contraintes d’ordre lexicographique sur les colonnes. Dans le cas
des symétries de lignes et de colonnes a la fois, on peut utiliser les contraintes

DOUBLELEX qui ordonne lexicographiquement les lignes et les colonnes [99]. En
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fait, les contraintes DOUBLELEX peuvent étre dérivés d'un sous-ensemble des
contraintes introduit par la méthode Lex-Leader [97]. En conséquence, DOUBLELEX
ne supprime pas toutes les symétries des lignes et des colonnes. Néanmoins, c’est une
technique souvent trées efficace en pratique.

Reprenons la solution précédent de I’exemple EFPA : si on ordonne les lignes
de la solution lexicographiquement, on peut obtenir une solution dont les lignes et les

colonnes sont ordonnées lexicographiquement :

0212010rder001122

01alle T Loy
rows

0 01 1 2 2 02 2110

D’une maniére similaire, si on ordonne les colonnes de la meme solution
lexicographiquement on obtient une solution différente dont lequel les lignes et les

colonnes sont ordonnées a la fois lexicographiquement. :

021 2 01 order 0011 2 2
cols
0 01 1 2 2 0 2 2 110

Les trois solutions sont dans la méme classe de symétries de lignes et de
colonnes. Ces deux nouvelles solutions satisfont la contrainte DOUBLELEX. Par
conséquent, DOUBLELEX peut laisser plusieurs solutions dans chaque classe de
symétrie donc cette méthode de suppression de symétrie n’est pas compléte. En fait,
DOUBLELEX est une méthode trés incompléte pour la rupture de la symétrie. Elle
peut laisser n! solutions symétriques dans un modele matriciel 2n x 2n. En outre, elle
fournit seulement une traitabilité partielle. S’il est polynomial de verifier une
contrainte DOUBLELEX étant donnée une affectation compleéte, il ne est pas traitable
a propager complétement lors d’une affectation partielle. Autrement dit, supprimer

toutes les symétries de valeurs est NP-difficile.

Théoreme 5 [100] : la propagation de la contrainte DOUBLELEX est NP-
difficile.

3.4.2.3.1.2 Les contraintes Snake-lex
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Une méthode alternative intéressante pour casser les symetries des lignes et de
colonnes utilise un ordre lexicographique qui linéarise la matrice d'une maniére
comme un serpent au lieu de ranger les lignes. Cette méthode ajoute la premiére ligne
a I’inverse de la deuxiéme ligne, et le résultat est ajouté a la troisieme ligne, puis
Iinverse de la quatrieme ligne, et ainsi de suite. La suppression des symeétries des
lignes et de colonnes avec cet ordre n’est trés applicable, comme il est avec I'ordre
lexicographique le plus classique ou les matrices sont ordonnées par rangée des
lignes.

Théoreme 6 [101] : Décider si une affectation est la plus petite dans 1’ordre
Snake-lex dans le cas des permutations des lignes et des colonnes est NP-difficile.

La contrainte SNAKELEX, qui est dérivée de la méthode Lex-Leader utilisant
un tel ordre de snake-lex, a été définit comme une alternative prometteuse a
DOUBLELEX [102]. Pour supprimer les symeétries de colonnes, SNAKELEX assure
que la premiére colonne est lexicographiquement inférieure ou égale a la deuxiéme et
la troisieme colonne a la fois, qua l'inverse de la deuxiéme colonne est
lexicographiquement inférieure ou égale a l'inverse des troisieme et quatrieme
colonnes a la fois, et ainsi de suite jusqu'a ce que I’avant derniere colonne comparée a
la derniere colonne. Pour la suppression des symétries des lignes, Snakelex assure que
chaque paire de lignes voisines : Xy, i, ..., Xn, i€t X1 i+1, ..., Xp, i+1 satisfont 1’ordre

lexicographique :

<X1,i,X2,i+1,X3,i,X4,i+1,..><lex<X1,i+1,X2,i,X3,i + 1,X4,i, ... >

DOUBLELEX supprime le sous-ensemble des symétries de lignes et colonnes
qui échangent les lignes et les colonnes voisines. SNAKELEX, par comparaison,
supprime un sur-ensemble strict de ces symétries. Cette méthode est un peu plus
couteuse dans la propagation, mais ce colt plus élevé est souvent utile lors de la
suppression de la recherche. Comme la méthode DOUBLELEX, SNAKELEX est
aussi une méthode de suppression de symétrie incomplete qui peut laisser un nombre

exponentiel de solutions symétriques [100].

3.4.2.3.2 Suppression des symétries de valeurs
Les Probléemes avec symétrie des lignes/ colonne contiennent aussi souvent

des symétries de valeur. Par exemple, le probleme de I'EFPA a la symétrie de ligne/

colonne et la symétrie de valeur.
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3.4.2.3.2.1 La méthode DOUBLE LEX

Il faut noter d'abord que [l'interaction entre le probléme et les contraintes
DOUBLELEX peut dans certaines circonstances casser toutes les symétries de
valeurs. Par exemple, dans le modéle du probléme de I'EFPA, toutes les symétries

valeur sont déja éliminées [96].

3.4.2.3.2.2 La méthode de Puget

En général, les symétries de valeur peuvent rester présentes aprés la suppression
des symétries des lignes et des colonnes. Comment ces symétries de valeur peuvent
etre eliminées par la méthode de Puget? Puget a donné une méthode générale pour
casser un certain nombre de symétries de valeur en temps polynomial [103]. Compte
tenu d'un probléme de surjection dans lequel toutes les valeurs se produisent au moins
une fois, il introduit des variables Zj pour représenter l'index de la premiere

occurrence de chaque valeur:

di=1=>X;=]

Les symétries de valeurs sur le Xi sont transformées en symétrie de variable sur
les Zj. Cette symétrie de variable est particulierement facile & casser comme la
variable Zj prend des valeurs toutes différentes. Nous avons simplement besoin de
poster contraintes d’ordre appropriées sur Zj.

Considérons, par exemple, la symétrie d’inversion qui mappe Lam,2am -1,
etc. la méthode de Puget supprime cette symétrie avec 1’unique contrainte d’ordre: Z1
<Zm. Malheureusement la méthode de Puget pour casser les symétries de valeur n'est
pas compatible en général avec la suppression symétries des lignes/ colonnes en
utilisant ROWWISE LEXLEADER. Cela corrige le théoreme 6 et le Corollaire 7 dans
[103], qui prétendons que, & condition d'utiliser le méme ordre des variables dans
chaque methode, il est compatible pour poster descontraintes lex-leader pour
supprimer la symétrie de variable et les contraintes de Puget pour supprimer la
symétrie de valeur. Il n'y a aucun ordre des variables dans la méthode de Puget qui
est compatible avec la suppression des symétries de lignes/ colonnes en utilisant la

méthode lex-leader (ou toute autre méthode comme DOUBLELEX sur cette base).

32



3. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES
3.4.2.3.2.3 La précédence de valeurs

On termine cette section par un cas particulier mais commun ou la suppression
de symétrie de variable et de valeur ne tombe pas en conflit. Lorsque le
partitionnement des valeurs en ensembles interchangeables, la méthode de Puget est
équivalent a supprimer les symétries en appliquant la précédence de valeur [104, 105].
Soient deux valeurs interchangeables i et j avec i <j, une contrainte de
PRECEDENCE de valeur assure que si i se produit alors la premiere occurrence de i
est avant celle de j. Il est correcte de supprimer les symétries des lignes/ colonnes
avec ROWWISE LEXLEADER et la symétrie de valeur avec PECEDENCE lorsque
la précédence de valeur considére les variables soit dans 1’ordre ligne par ligne ou
dans I’ordre colonne par colonne. Il s'agit d'une simple conséquence du théoreme 1
dans [104]. Il s'ensuit qu'il est aussi correct d’utiliser PECEDENCE pour supprimer
les symétries de valeur lors de l'utilisation des contraintes comme DOUBLELEX

dérivée de la méthode lex-leader.

3.4.2.4 L’ordre Gray-code

Une autre méthode alternative intéressante pour supprimer les symétries qui
essaye d'éliminer toutes les solutions symétriques sauf la solution symétrique la plus
petite mais dans un autre ordre que l'ordre lexicographique. Par exemple, on a vu
certaines avantages de I’utilisation de I’ordre Gray-code [101]. L’ordre Gray-code est
un ordre total sur les affectations utilisées dans les codes de correction d'erreurs. Le

code Gray 4- bits ordonne les affectations comme suit:

0000,0001,0011,0010,0110,0111,0101,0100
1100,1101,1111,1110,1010,1011,1001, 1000

Un tel ordre peut prendre différentes solutions dans chaque classe de symétrie.
Cela peut réduire le conflit entre la suppression de symétrie, les contraintes du
probléme et I'heuristique de branchement. L’ordre Gray-code posséde certaines
propriétés qui peuvent le rendre utile pour supprimer la symétrie. Par exemple, les
affectations voisins dans l'ordre different seulement a une position, et en retournant un
bit renverse I'ordre des bits suivants. En plus, il n'y a pas renommage des variables et

des valeurs qui mappent l'ordre des solutions dans I’ordre Gray-Code en celui de
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I'ordre lexicographique. Néanmoins, casser les symétries des lignes et des colonnes

par cet ordre sur les solutions reste intraitable.

Théoreme 7 [101] : Décider si une affectation est plus petite dans 1’ordre

Gray-code lors des permutations des lignes et des colonnes est NP-difficile.

3.4.2.5 Combinaison des symétries dans les méthodes statiques
Une autre question importante est de savoir comment la combinaison de

symeétries est traitée. En effet, on peut toujours prendre un groupe de symétrie dont la
suppression compléte des symétries est traitable (symétries des lignes), le combiner
avec un autre groupe de symeétrie dont la suppression complete est aussi traitable
(symétries de colonnes), et se retrouver avec un groupe de symétrie (symétries de
lignes et de colonnes) dont la suppression et donc en général nous manquons de
bonnes méthodes pour la suppression de toutes les solutions symétriques.

Une autre combinaison difficile, c’est lorsqu’il s’agit d’une symétrie de
variable et d’une symétrie de valeur a la fois. Comment supprimer les deux types de
symétrie simultanément? On peut utiliser la méthode Lex-Leader, mais ce n’est pas
tres pratiqgue lorsqu’on a beaucoup de symétries de variable et de valeur.
Malheureusement, la méthode de Puget pour supprimer les symétries valeurs sur les
variables Zj n’est pas compatible en général avec la suppression des symétries de
variables via la Méthode Lex-Leader sur les variables Xi. Cela corrige les théorémes 6
et 7 dans le Corollaire [106] qui prétendent que les deux méthodes sont compatibles si

nous utilisons le méme ordre de variables dans chaque méthode.
Théoréme [100] :

Il existe des problémes sur lesquels poster les contraintes lex-leader pour
supprimer les symétries de variables et I'application de la méthode de Puget pour
supprimer les symétries de valeurs supprime toutes les solutions dans une classe de
symétrie indépendamment des ordres sur les variables utilisées par les deux

méthodes.

Il y’a, cependant, un cas commun et important et ou les deux méthodes de
suppression de symétries de variables et de suppression de symétries de valeurs sont
compatibles. Si les valeurs sont partitionnées en des ensembles interchangeables, alors

il est toujours cohérent et consistant pour poster les contraintes de suppression de
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symétries en utilisant les deux méthodes fournies [107, 108;109]. C’est encore un cas
ou la tracabilité est limitée comme I'élagage ou la suppression de toutes les valeurs

symétriques est NP-difficile.

3.4.2.6 Les effets négatives des techniques de modélisation dans sur les
performances de recherche
Les Techniques statiques d’ajout de contraintes pour la suppression des

symétries (modélisation) n’améliorent pas forcément les performances de recherche et
elles dépendent fortement de 1’algorithme de résolution utilis¢ qui lui-méme a des

comportements différents vis-a-vis de la topologie de 1’espace de recherche.

En effet, la littérature montre que le grand nombre de travaux sur les
techniques de suppression de symeétries statiques ont été fait et étudié autour de la
recherche avec retour arriere (backtrack), il est évident aussi que ’application de cette
méthode pour les méthodes de recherche exhaustives ou énumératives donne de bons
résultats en terme de temps d’exécution et d’étapes de recherche d’une solution,
cependant, pour les autres algorithmes de recherche, la technique de modélisation
peut avoir un effet négatif sur la performance de résolution du probléme, et on peut
observer dans certains cas qu’elle donne des anomalies comme celles du a
I’interaction entre ces contraintes et les heuristiques ordonnées. Ce type d’anomalie
peut étre aussi observé dans des cas de combinaison de techniques de recherche qui
représentent des bonnes techniques mais la combinaison produit des résultats

inattendues et surprenons.

Pour les méthodes de recherche locale, la suppression de symétries peut avoir
elle aussi des effets négatives sur les performances de recherches mais elle ne produit
pas d’anomalies. Cela peut étre expliqué par, la résolution d’un probléme avec peu de
solutions par une méthode de recherche locale sera intuitivement tres lourde et donc
les techniques d’ajout de contraintes pour suppression de symétries qui éliminent
certaines solutions ne sont pas adéquates. Exceptionnellement, il a été trouvé que
I’ajout de contraintes pour suppression de symétries peut améliorer les performances

de recherche locale comme pour (rondom k SAT, 3-coloring et les CSP(s) binaires.).

La question maintenant qui doit étre posée, est comment la suppression de
symétries accélére la recherche ‘backtrack’ ?autrement dit, si la suppression de

solutions ralenti la recherche locale alors pourquoi pas la recherche avec retour
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arriere ? la réponse a cette question est que la distance totale a une solution dépend
du partitionnement des solutions, alors si les solutions apparaissent en regroupement
(clusters) la distance totale a une solution sera plus grande que si les solutions sont
distribuées uniformément et que les temps moyen pris par la méthode Backtrack pour
la recherche de solutions augmente avec la distance moyenne a la solution. On conclut
donc que le regroupement par clusters ralenti la recherche backtrack, les techniques
de suppression de symeétries reméde a ce probléme, ou elles réduisent la taille des
clusters, par conséquent, la suppression de certains régions de I’espace de recherche
réduit la distance entre clusters et accélére la recherche Backtrack, contrairement a la
méthode de recherche locale qui sa performance dépend plus du nombre de solutions
et non pas de leurs distributions, a partir de cette explication et ou observation on peut
tirer un ensemble de conclusion, la premiére est que 1’ajout de contraintes pour
suppression de symeétries ralenti la recherche locale et a des effets négative sur les
performances de cette recherche. On conclut aussi que la recherche locale et la
recherche backtrack nécessitent des approches de modélisation différentes. Et
finalement la conclusion qui nous intéresse le plus c’est que pour certains modeles
avec symeétries, il est préférables de les résoudre avec une méthode de recherche
comme la recherche locale et sans ajout de contraintes pour la suppression de
symétries que d’ajouter des contraintes complexes et couteuses, de telle maniere la
tache de modélisation sera facile, le temps d’exécution est réduit est moins de
consommation d’espace mémoire, de plus, les avantages de ces modeles comme (peu
de variables et de contraintes, des contraintes de basse arrité et un cout de
raisonnement ou propagation efficace) et qui ne sont pas adéquats pour une recherche
avec suppression de symétries ne seront pas rejetés (elles sont préservés).

Ces conclusions ne s’appliquent que pour les techniques d’ajout de contraintes
au modele pour la suppression des symétries et non pas aux autres approches qui
suppriment la symétrie dynamiquement pendant la recherche. Ces derniéres ont été
créés afin d’éviter les effets que nous avons discutés avant. Cependant 1’approche
statique semble plus populaire car il est évident qu’il est plus facile de modifier un
modele que de modifier ou d’adapter un algorithme de recherche. 1l faut noter que ces
conclusions ne concernent pas les contraintes unaires pour la suppression des
symétries, qui simplement fixe la valeur de la variable, semble probablement aide la

recherche locale.
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3.4.3 Les méthodes dynamiques de suppression de symétries (Adaptation
d’algorithmes de recherche)
Les méthodes dynamiques de suppression des symétries sont celles qui opérent

pour supprimer la symétrie au cours du processus de recherche. SBDD et SBDS sont
deux de ces méthodes décrites dans cette section. Dans ces deux méthodes la symétrie
agit sur les paires variable / valeur. L’¢élimination de la symétrie par heuristique est
incluse dans cette catégorie, car bien que ces heuristiques ordonnant les variables et
les valeurs soient entiérement definies avant que la recherche commence, ils sont

utilisés lors de la recherche. On va décrire ces méthodes dans les sections suivantes.

3.4.3.1 Suppression des symétries pendant la recherche de solution (SBDS)
Les arbres de recherche excluant la symétrie ont été mis en place par Backofen

et Will [110, 111]. Gand et Smith [112] décrivent plus en détail la mise en ceuvre de
cette technique, en utilisant le nom "Suppression des Symétries pendant la recherche”,
mais c'est ce dernier nom et son acronyme «SBDS» qui semble avoir été gardé
comme nom général pour cette méthode. C'est peut-étre un peu malheureux car il y’a
beaucoup d'autres facons de supprimer la symétrie lors de la recherche, notamment la

méthode SBDD discutée a la section suivante.

L'idée de base de SBDS consiste a ajouter des contraintes a un probléme de
sorte que, apres retour en arriere d'une décision de recherche, les contraintes SBDS
s'assure qu'aucune symétrie équivalente de cette décision n'est explorée. C’est une
technique dynamique, puisque on ne peut pas ajouter des contraintes jusqu'a la
connaissance de la décision de recherche courante. En générale, SBDS peut
s’appliquer sur n'importe quel type de décision recherche. Cependant, Pour simplicité
on va considérer dans la suite sue les décisions de recherche sont de la forme var =

val.

On va d'abord illustrer par un exemple le type de contraintes ajoutées par SBDS. Un
arbre de recherche pour le probléme des huit reines ou les contraintes de symétries

ajoutées par SBDS sont indiquées par ¢ peuvent sont présentées sur la figure 10.10.
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Q1] =2 A
pd QU2

/ QU #2"=Q[2]#8
o O QU2 = Q8] #7
Q2 =14 Q2] £ 4 OQMI#2)™=QT#1

OQ =2— Q] £4)™ = Q] £7 CQUA#27=Q#7

OQN =2— (QE £4)™0 = Q[7] #5 O QM #2)"=Q[8] #2

QM =2— (Q[2 £ 420 = Q5] £ 2 OQN#£2"=Q2]#1

CQM#29P=Q[T#T7

Figure 3-12 Example of SBDS on a search tree with the 8-queens problem.

Description de la méthode SBDS sur le probleme symétrique des 8 reines :

En commencant a partir de la racine, la premiere décision de recherche dans
I'arbre de recherche sur la figure 10.10 est Q [1] = 2, c'est a dire la reine en
ligne 1 va en position 2. SBDS n’ajoute pas de contraintes a la décision
positive Q [1] = 2. Si on revient a la racine par un backtrack, on peut affirmer
que Q [1] # 2. A partir de 1a, on essayera jamais d’explorer tout état qui
contient une équivalence symétrique a Q [1] = 2. On peut atteindre ¢a en
ajoutant des versions symetriques de Q [1] # 2, c¢’est-a-dire en ajoutant (Q [1]
+ 2)% pour chaque g dans le groupe. Comme résultat on obtient la branche
droite de la figure 10.10.

Au niveau suivant de la recherche, sur le cdté gauche de I’arbre de recherche,
la prochaine décision de recherche est Q [2] = 4. De méme, on n’ajoute pas de
contraintes a cette décision positive. Mais si on revient en arriére a partir de
cette decision, on affirme Q [2] = 4. Il ne serait plus correct d'interdire chaque
version symétrique de cette décision, parce qu’il se pourrait que la décision
initiale de recherche Q [1] = 2 & supprimer déja une partie des symétries. Dans
cet exemple, Q [1] =2 supprime Q [1] =7, Q[7]=7,Q[2]=1et Q[8] =2
puisque ces carrés sont sur la méme ligne, colonne, diagonale, et en diagonale,
respectivement. Cela signifie qu'aucune solution contenant Q [1] = 2 peut

éventuellement avoir les symétries x, y, d1 ou d2. Il n'est pas necessaire donc
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d’ajouter des contraintes pour ces symetries en dessous de Q [1] = 2, et elles
sont donc supprimées de la figure Figure 10.10.

e Toujours en considérant le méme noeud, le cas le plus complexe est celui des
symétries r90, r180 et r270. A ce stade de la recherche, on ne sait pas si ces
symétries s'appliquent ou non. lls peuvent tenir dans certains états futurs et
non dans d'autres. On ne peut pas exclure, par exemple, (Q [2] = 4) " pour
tous les états futurs, comme on risque de perdre des solutions dans les états ou
r90 ne tient pas, mais également on peut faire une recherche redondante si on
I’exclut pas dans les états ou r90 ne détiennent pas. SBDS résout ce dilemme
en ajoutant des contraintes qui excluent conditionnellement (Q [2] = 4) ™.

Cette contrainte conditionnelle stipule que si le r90 n'est pas supprimeé (C’est a

dire Q [2] #8), alors on obtient (Q [2] #4) ™, ¢’est-a-dire Q [4] #7.

De maniere générale, les contraintes que SBDS ajoute sont décrites comme sulit :
Considérons un nceud a la recherche ou 1’assignement partiel A doit étre étendu par la

décision var = val. Pour toute symétrie g du probléme, on peut ajouter la contrainte:
Aet A et var # val = (var # val) ¢
Cette contrainte est équivalente a:
(A = var # val) = (A = var # val)?

En effet, cette équation est vraie avant le début de la recherche, car elle est valable
pour tout A, var, val et g. De ce point de vue, on peut voir que SBDS met des choix
heuristiques pour une variété infinie de telles contraintes a ajouter. Si I'on ajoute la
contrainte au point de la recherche Ia ou on fait un backtrack a partir du choix de var =
val, alors on sait que A est vrai et on sait aussi que var = val, conduisant a la plus

simple mais dans un contexte équivalent a la forme:
Ag = (var # val) ¢

On peut expliquer cette simple forme en faisant remarquer qu'il faut s'assurer que
seules les symétries non supprimées qui sont traitées, il est donc vérifié que A9 est
toujours valable. Ensuite, pour s'assurer que les sous arbres symétriqguement
équivalents de l'arborescence actuelle ne seront pas explorés, la (var# Val) ¢ est

placée.

39



3. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

Backofen et Will ont prouve que cette méthode est bonne et efficace dont le fait
que I’espace de recherche non-symétrique sera complétement exploré [111], c'est a
dire y’aura pas de solution qui peut étre ratée ou perdue complétement. Backofen et
will ont également montré que, tant que toutes les symétries sont correctement
traitées, toutes les symétries seront éliminés, c'est a dire il n'y aura pas deux solutions

équivalentes retournees par SBDS.

Ces implémentations exigent toujours aux programmeurs de contraintes une
fonction distincte pour implémenter 1’action de chaque symétrie g. Si un probléme a
un grand nombre de symétries donc ¢a va étre un grand travail pour l'utilisateur pour
les identifier et de les mettre en ceuvre a la main. SBDS est utilisé avec succes, en
dépit de cette difficulté, avec les probléemes contenant quelques milliers de symétries
[113]. Une caractéristique de SBDS est qu’il supprime seulement les symétries qui ne
sont pas déja supprimées dans l'affectation partielle courante, ce qui évite de placer
des contraintes inutiles. Une symétrie est supprimée lorsque 1’équivalent symétrique a

I'affectation partielle courante n'est pas compatible avec les contraintes du probléme.

Puisque A% implique tout I’ensemble des valeurs définies jusqu'a présent, Donc
verifier que la symétrie n’est pas supprimée peut étre colteux. Cependant, si A est
étendue a la prochaine affectation partielle Al alors A; = A + (var = val) (ou var =
val est la décision suivante sur I'arbre de recherche). Alors A% = A% + (var = val) °.

Un probléme avec SBDS est que lorsque le nombre de symétries est grand, un
grand nombre de fonctions de symétrie doivent étre décrites. Dans le pire des cas, il
pourrait étre trop nombreux pour étre compilé avec succes. Cette difficulté peut étre
résolue en choisissant un sous-ensemble des fonctions de symétrie & utiliser avec
SBDS. McDonald et Smith [114] ont explorer cette idée de «suppression partielle de
symétrie» avec des sous-ensembles aléatoires de symétries, et aussi donnent un
algorithme pour choisir un sous-ensemble des fonctions de symétrie qui devrait,
heuristiquement, supprimer une grande quantité de symétries. Malheureusement, il
n’est possible d'utiliser la méthode en son intégralité avec tous les problemes, mais

seulement avec des petits problemes avec de petits groupes de symétrie.

SBDS a quelques avantages majeurs par rapport a 1’ajout de contraintes pour
suppression des symétries avant la recherche. Tout d'abord, les symétries ne sont pas

nécessairement des symétries de variables, contrairement la méthode lex-leader.
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Deuxiémement, la solution trouvee dans chaque classe de solutions équivalentes est
toujours la plus a gauche dans I’arbre de recherche étant traversé. Par conséquent,
contrairement a la lex-leader, cela signifie que les heuristiques d’ordonnoncement de
variables ou de valeurs peuvent étre utilisées sans modification ni de SBDS ni de
I'ensemble des fonctions de symetries utilisees. Alors on dit que SBDS «sont

compatibles» avec les heuristiques utilisées par la recherche.

3.4.3.2 Suppression des symétries par la détection de dominance (SBDD)
La méthode de détection des symétries par Dominance (SBDD) a été développee

indépendamment par Focacci & Milano [115], et par Fahle, Schamberger & Sellmann
[116]. Le titre de SBDD provient de la derniére de ces articles, et a été adopté par la
communauté CP comme un nom standard du procédé. Un algorithme similaire a été
proposé par Brown, Finkelstein et Purdom en 1988 [62]. En fait, ce document décrit
une version du groupe de calcul théorique de cet algorithme qui est maintenant connu

de la communauté CP comme GAP-SBDD.

SBDD fonctionne en effectuant une vérification a chaque nceud de l'arbre de
recherche pour voir si le noeud a explorer est équivalent symétriqguement a celui déja
exploré, si c’est le ca, alors la branche va étre supprimée. L’idée est simple, mais on a
le probléme qu’on doit sauvegarder tout 1’arbre exploré dont la taille peut étre en
exponentielle. Une seule idée clé transforme SBDD en une méthode efficace en
espace. Cette idée consiste a sauvegarder uniquement les nceuds des sous arbres au
niveau des racines pleinement explorées. On ne vérifie pas si un nceud est équivalent
en totalité a I'un de nos nceuds stockés. Au lieu de cela, on détermine si un neeud est
équivalent a n'importe quel nceud qui est une extension de lI'un des noeuds stockés,
c’est-a-dire un noeud qui est dans un sous arbre compléetement explorée. Puisque la
recherche a fait retour arriére, alors soit avoir visité le nceud équivalent avant, ou
déduite pour une autre raison qu'il n’est pas nécessaire de le visiter: dans les deux cas

il n'est pas nécessaire de visiter I’équivalent symétrique.

Comme SBDS, SBDD est basé sur le branchement binaire entre 1’affectation de
varaible et la suppression d'une valeur du domaine de la variable. Un exemple montre
le fonctionnement de SBDD dans la pratique. Soit un probleme a trois variables v1,

v2 et v3 soumises a une contrainte ‘All-différent’. Le domaine de toutes les variables
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est {1, 2, 3, 4}, et toutes les valeurs peuvent étre permutées. Il y’a 24 solutions au

probleme. La Figure 10.11 montre une partie de I'arbre de recherche qui sera explorée

0:root
/
1:v1l=1
/ \
2:v2=2 5:v2!=2
/ \ /
3:v3=3 4:v31=3 6:v2=3
/ \
7:v3=2 8:v3!=2

par une procédure de recherche en profondeur d'abord pour énumérer toutes les

solutions, en supposant seulement la procédure de propagation ‘All-différent’.

node | decisions v1 V9 v3 solution
0 - 1,234 | 1,234 | 1,2,34

1 v =1 1 2,3.4 2,34

2 v =1, va =2 1 2 3.4

3 v =1, v3=2,v3=23 1 2 3 yes
4 vy =1, v0 =2, v3#3 1 2 yes

5 vy =1, 02 #2 1 34 2,34

6 v =1,v2#2 v9=3 1 3 2.4

7 vy =1, v2#2 vy =3, vg =2 1 3 2 yes

8 vy =1, 02 #2 vy =3, vg # 2 1 3 4 yes

Table 1 Un arbre de recherche partiel pour illustrer SBDD qui montre les états de recherches
correspondant a chaque noeud.

Les décisions sont sélectionnées dans un ordre lexicographique. Les nceuds
sont représentés par n: 6 o n désigne le nceud c’est le nieme nceud a étre élargi par la
procédure de recherche et 6 est la décision ou la négation d'une décision pour l'arc
entre le nceud n et ses parents. La figure donne aussi pour chaque nceud n I'ensemble
des décisions prises sur le chemin a partir du noeud racine a n, ainsi que les domaines
des variables correspondant a son état. Quatre solutions ont été obtenues dans la
recherche illustrée. Toutefois, la solution trouvéee au noeud 7 est symétrique avec celle
qui se trouve au nceud 3. Ces solutions sont {vl =1,v2=3,v3=2},{V1=1v2=2,
v3 = 3} La premiere solution peut étre mappée dans a la seconde par la permutation
des symétries des variables v2 et v3. Toute permutation de variables est une symétrie

du probleme.

SBDD est basé sur la notion de ‘No-goods’ qui représentent les racines des
sous- arbres maximales qui sont complétement traversés par une recherche en

profondeur d'abord avant n. En Figure 4.11, le nceud 3 est un no-good w.r.t. pour le
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noeud 4, le noeud 2 est un no-good pour le noeud 5 et tous les neeuds dans sa sous-

arborescence.

Définition 4.25. (No-good). Le nceud v est un no-good w.r.t. n s'il existe un ancétre na

de n s.t. v est le fils gauche de na et v n’est pas un ancétre de n.

Pour chaque no-good, SBDD sauvegarde I’information & comparer avec 1’état
courant. On utilise I'ensemble des décisions en matiere d'étiquetage du chemin depuis
la racine de I'arbre a un no-good [117]. On écrit 6 (n) pour cela. La colonne appelée
«décisions» dans le tableau de la figure 10.11 donne l'information de décision
correspondante & chaque noeud. On utilise également les informations d'état au niveau
du neeud recherché. Plus précisément, on écrit A (S) pour un ensemble de paires vi =
ai pour tous vi des variables dont les domaines sont réduits a un singleton. Dans le
noeud 8 dans notre exemple, les décisions prises a partir du nceud racine sont 6 (8) =
{vi=1,v2=3},alors A(8)={vl=1,v2=3,v3=4}.

Définition 4.26. (Dominance) : On dit qu'un nceud n est dominée s'il existe un no-
good v w.r.t. par rapport a n et une symétrie g s.t. (5§ (v)) ¢ € A (n). On dit que v

domine n.

SBDD est conceptuellement simple, il ne génére jamais les nceuds fils
dominés, et il exclut les solutions dominées. Par conséquent, un nceud n est une feuille
ssi est soit une solution, un échec ou un noeud dominé. Dans notre exemple, le no-
good 2 domine le noeud 7. Ona & (2) = {vl =1, v2 = 2}. Utilisons la symétrie g qui
permute les variables v2 et v3, On obtient (5 (2)) ¢ = {v1 =1, v3 = 2} qui est un sous-
ensemble de A (7)={vl =1,v3=2,v2=3}

La définition originale de la dominance dans [116] est un peu plus différente et
basée sur l'inclusion d’état. Un nceud n est dominé s'il existe un no-good v pour n et
une symétrie g tels que les domaines des variables dans v? contient les domaines des
variables de n. cela présente l'inconvénient qu’il faut d'espace pour stocker les no-
goods. En outre, Etant donné qu’on souhaite établir qu'un ensemble de ce noeud est
un sur-ensemble du no-good passé, on souhaite que I'ensemble & ce noeud soit grand,
et I'ensemble au no-good soit petit: ceci va le rendre aussi facile que possible afin de
passer le test de dominance. D’autre part, on veut aussi la vérification de domination

soit aussi facile que possible pour la mettre en ceuvre et la plus rapide que possible

93



3. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

pour s’exécuter. On pourrait donc préférer d'utiliser une définition de la domination
qui échoue aussi rapidement que possible, ce qui peut étre un argument en faveur de

la domination d'inclusion d’état.

Jusqu'a présent, on a montreé juste la facon dont le contréle de domination est
effectué. L'algorithme de SBDD nécessite une fonction spécifique au probléme @: (v,
n) — {false, true} qui donne vrai si le no-good précédent v domine l'affectation
partielle courante n. Pour des probléemes avec de petits groupes de symeétrie, la
fourniture de @ peut présenter une plus grande charge pour le programmateur que les
quelques fonctions de symétrie requises par SBDS. Pour des plus grands groupes,
SBDD a I'énorme avantage qu'il a besoin d'espace tres limité. Cependant, cela ne
résout pas les problémes de complexit¢ en temps. Pour chaque paire v et n, la
recherche de g revient a résoudre un probleme graphique d’isomorphisme, qui est
connu pour étre NP-complet.

Il semble y avoir trois techniques générales pour la mise en ceuvre des
contr6les de dominance. La premiere, le programmeur peut implémenter la
verification de la domination pour une classe particuliére de problemes, par exemple
le cas de probleme des ‘golfeurs sociaux’ [116]. La nécessité ici est un probléeme
majeur avec SBDD. Codant une fonction qui va reconnaitre si un nceud dans l'arbre de
recherche est symétriquement dominé par un autre peut étre difficile, et n’est pas
géneéralisé entre des problemes différents avec différents types de symétrie.
Cependant, si une telle fonction peut étre trouvée alors SBDD devient une méthode

tres efficace pour éliminer de grandes quantités de symétrie.

Sellmann et VVan Hentenryck ont creéé une fonction de détection de domination
plus générale [118]. Cela peut conduire & des solutions trés efficaces accordées a une
application particuliere, mais cette approche repose sur la compétence des
programmateurs et impose un fardeau considérable sur eux. Deuxiemement, étant
donné qu'il s'agit d'un probléme NP-complet, on peut construire 1’encodage d’une
contrainte pour le probléme de domination [117]. Ceci est particulierement intéressant
car il constitue a l'utilisation de la programmation par contraintes pour la théorie des
groupes. Toutefois, il est encore nécessaire de construire un probleme particulier de
contraintes pour chaque nouvelle classe de problemes a résoudre. La troisiéme

approche consiste a utiliser la théorie des groupes directement [62, 119].
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Un raffinement important de SBDD est que, parfois, on peut avoir une notice
pour le contr6le de dominance pendant la propagation [115, 116]. Supposons que la
vérification de dominante peut signaler pour certain paire variable-valeur, si elle est

définie dans le neeud courant, conduire vers le nceud courant déja dominé.

Par la suite, on peut retirer cette valeur du domaine de la variable et de propager sur le
résultat. Ceci peut effectuer une propagation extrémement utile. Cependant, on doit
prendre soin que les avantages ne compensent pas les colts d'exécution des calculs
nécessaires. Un autre point a noter est qu’il n’est pas nécessaire d’effectuer la
vérification de dominance a chaque nceud de l'arbre de recherche. Tant que la
verification est réalisée a chaque nceud feuille donc seulement les solutions
isomorphes seront retournées. De décider ou appliquer la vérification est un

compromis entre le cott des controles et 1’optimisation de recherche qui en résulte.

Comme SBDS, SBDD peut étre démontré comme une methode de brisure de
symétrie correcte et compléte a condition que la Vérification de domination soit
implémentée correctement. C'est, exactement une solution de chaque classe
d'équivalence est retournée. Comme SBDS, la solution trouvée est la plus a gauche
dans l'arbre de recherche par rapport aux heuristiques ordonnant variables et valeurs.
SBDD respecte donc 1’ordre de variable de I'heuristique, et 1’ordre de variable
dynamique peut étre utilisé sans aucune modification a SBDD [116].

Harvey [120] explique la liaison entre SBDS et SBDD. La différence entre le
deux algorithmes est I'endroit ou la brisure de symétrie aura lieu. SBDS place des
contraintes de cesser les nceuds symétriquement équivalents a ceux déja explorés dans
la recherche, qui ne sont jamais atteints. D'autre part, SBDD élimine les nceuds ayant
atteints et qu’il trouve qu'ils sont symétriques par rapport a une autre partie déja
explorée dans la recherche. En fait, on peut remarquer que la différence entre SBDD
et SBDS que comme simplement une implémentation. Comme Il'ensemble des
solutions acceptables est le méme dans chaque cas, une implémentation de SBDS est,
en un sens, une implémentation de SBDD, et vice versa. Cependant, il y’a d'énormes
différences pratiques. SBDD peut surpasser SBDS sur de nombreux problemes, car il
n'affiche pas les contraintes, donc n’a pas la charge d’attente d’un grand nombre de

contraintes pour la brisure de symétrie a étre propagées. SBDD peut étre utilisé avec
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succes dans des problemes qui ont trop de symétries pour SBDS pour étre une

technique appropriée.

3.4.3.3 SBDS, SBDD et la théorie du groupe

Les deux SBDS et SBDD peuvent correctement et completement supprimer
toutes les symétries d'un probleme. Cependant, ils ont aussi besoin de toutes ces
symeétries, ou une fonction de domination de symétrie, a étre spécifiés par I'utilisateur.
Depuis, en général, cela est impossible, GAP-SBDS [121] et GAP-SBDD [122]
utilisent le systeme de la théorie du calcul de groupes de GAP [123] pour composer
et traiter automatiquement les symétries. En conséquence, les utilisateurs ne doivent
fournir qu’un ensemble de générateurs pour le groupe de symétrie, au lieu de toutes
les symétries. En outre, GAP évite l'affichage des contraintes vides et multiples, et
contribue au traitement des symétries supprimées. Toutefois, supprimer chague
symétrie seule peut introduire des frais généraux tres importants a chaque noeud de
recherche. Si ces débordements ne sont pas compensés par des réductions

importantes, de grands ralentissements peuvent se produire.

3.4.3.4 La méthode GE-Trees
L'idée de construire GE-trees est I'idée la plus récente pour joindre la suite des

méthodes de suppression de symétries dynamiques [77]. (GE signifie "Group
Equivalence™ », mais I'abréviation est utilisée universellement.) Il differe des autres
dans cette classe, comme un moyen beaucoup plus pour considérer les méthodes de
suppression de symétrie, que d’une méthode de suppression de symétrie elle meme.
Un GE-trees est défini comme un arbre dans lequel on ne trouve pas deux noeuds
symétriquement équivalents, et dans lequel, pour chaque solution au probléme, un
noeud symétriquement équivalent doit étre dans I'arbre. Les GE-trees sont définis de
maniére analogue aux recherches arborescentes en général: en particulier, les
algorithmes sont libres pour s’arréter avant qu'ils construisent un arbre complet, par
exemple aprés avoir trouvé une premiére solution. GE-trees sont destinés a étre
considéré comme un paradigme conceptuel, utiliser pour classer et comparer les
techniques de suppression de symétries. Toute méthode de construction GE-trees va
(par définition) supprimer toutes les symétries du probléme comme la recherche de
solutions procédent. SBDS et SBDD peuvent tous deux étre considérés comme des

méthodes pour construire GE-trees. Une analyse des propriétés de GE-trees (construit
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par différentes méthodes telles que SBDS et SBDD, appliqués aux mémes instances)
peut permettre I'amélioration et I'extension des techniques existantes et méme le

développement de nouvelles méthodes.

Considérons 1’exemple du coloriage du graphe ou chaque couleur est
indiscernable. De nombreux programmeurs ont réalis¢ que le premier nceud peut étre
coloré arbitrairement. Pour le deuxiéme nceud, il suffit de considérer ce qui lui donne
de la méme couleur ou une autre un arbitraire. Le troisiéme nceud ne doit étre prendre
que les couleurs attribuées aux deux premiers noeuds par un choix une arbitraire. Le
processus se poursuit jusqu'a 1’utilisation de toutes les couleurs. Cette intuition peut
géneralisée et formalisé. Roney-Dougal et al. Ont utilisé le paradigme GE-trees pour
créer un algorithme polynomial pour supprimer arbitrairement les symétries de valeur.
Cela peut étre considéré comme une généralisation a base de la théorie du groupe d'un
algorithme présenté dans [124]. C’est un algorithme spécial qui crée de nouveaux
neeuds qui sont garantis pour étre uniques dans l'arbre. En général, cela est difficile,
mais Roney-Dougal et al. Ont montré que la nature particuliere des groupes de
symétries de valeur peut étre utilisée pour construire GE-trees trés efficaces [77]. lls
ont fait une comparaison expérimentale entre cette méthode et GAP-SBDD pour les
problemes qui ont seulement des symétries de valeur. GE-trees a été la meilleure

méthode dans tous les cas.

3.4.3.5 La méthode de suppression partielle de symétries Shortcut SBDS

Shortcut SBDS est présenté par Gent et Smith [125] par le probleme de
coloration de graphe. L'idée est de réduire les débordements en utilisant uniquement
des symétries actifs (ie, ceux pour qui ¢ (A) = A), depuis lors, les contraintes peuvent
étre affichés sans condition (a savoir, nous pouvons envoyer des messages: 46 (x = d)
plutot que o (A)): 70 (x = d)). Notez que la methode est aussi correcte que SBDS et
SBDD mais, en général, on sacrifie l'intégralit¢ d'accroitre ['efficacité.
Malheureusement, elle exige un effort au nom du programmeur pour obtenir la regle
de raccourci réduit. En outre, le raisonnement qui méne a une réegle simple pour ce

probleme ne transfere pas a tous les problémes.

La méthode Shortcut SBDS est un exemple de suppression de symétrie

partielle [125], qui observe que les méthodes de suppression de symétrie comme
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SBDS peuvent étre parfois plus efficace en considérant uniquement un sous-ensemble
des symétries d'un probléme. Ce sera le cas a chaque fois que le surcodt introduit par
le traitement des symétries et I'affichage des contraintes ne sont pas compensés par les
réductions associees a la recherche spatiale. McDonald et Smith [125] ont montré
expérimentalement sur les tuiles étrangéres et les golfeurs sociaux reperes que
l'utilisation d'un sous-ensemble des symétries des problemes avec SBDS est
bénéfique. lls ont également montré que la taille du sous ensemble choisi n’est pas le
seul facteur important, car le choix des symétries qui sont inclus affecte également les
performances, avec des symétries qui suppriment la recherche a proximité de la racine
étant la plus efficace. Bien que les auteurs donnent un algorithme pour choisir le
meilleur sous-ensemble pour une donnée probléme, il a deux inconvénients: il peut
prendre un certain temps a courir pour seulement un petit avantage et, comme les

méthodes de suppression de symeétrie statiques, il faut une stratégie de recherche fixe.

3.4.3.6 La méthode STAB
Une autre méthode de suppression de symétrie partielle est la méthode STAB [126],

une méthode de suppression dynamique qui, comme la méthode de Shortcut SBDS,
supprime seulement les symétries actives (I’ensemble stabilisateur). La principale
différence réside dans le type des contraintes supplémentaires de suppression de
symétrie: STAB ajoute des contraintes lexicographiques, plutét que les contraintes
conditionnelles ajoutées par la méthode SBDS. Pour ce faire, STAB a besoin de

calculer un isomorphisme de graphique a chaque noeud de recherche.

3.4.3.7 La méthode de suppression de symétrie par I'optimisation non stationnaire
La suppression de symétrie par la méthode d'optimisation non stationnaire

[127] fonctionne par la recherche de contraintes lexicographiques violées, plutdt que
de les appliquer. Donc a chaque nceud de recherche, elle fait une recherche locale
pour une symétrie dont la contrainte lexicographique correspondant qui a été violée a
été postée. La méthode est partielle (parce que le temps consacré a la recherche a
chaque noeud est limité) et elle peut étre combinée avec des contraintes

lexicographiques statiques.

3.4.3.8 La méthode de suppression partielle de symétries LDSB
LDSB [128], est une méthode de suppression de symétrie partielle dynamique

qui peut étre vu soit comme une extension de la méthode Shortcut SBDS mais qui ne

se base pas sur la composition des symetries, ou comme une restriction de la méthode
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de STAB qui ne nécessite pas le calcul d'un isomorphisme de graphique a chaque
noeud. Ceci est réalisé en se concentrant sur quatre types communs de symétries qui
peuvent étre cassées, en utilisant des algorithmes trés efficaces. Il y’a plusieurs points
importants a noter. Tout d'abord, pour trois des quatre types de symétries, les
algorithmes peuvent étre prouvés pour étre complet, malgré la simplicité des
algorithmes. Deuxiémement, LDSB ne compose pas vraiment les symétries, mais les
applique plutdt a plusieurs reprises pour les littéraux. Ceci est important pour
I'efficacité: lors de la composition des symétries peut conduire a de grands ensembles
de symétries de facon exponentielle, LDSB calcule au plus quadratique (|X| * DJ) du
nombre de littéraux dans (X; D; C) pour obtenir le méme résultat. En troisieme lieu,
tout ceci est réalisé en utilisant uniquement des calculs trés simples sur la base des

résultats de la théorie de groupe.

3.4.3.9 Les méthodes heuristiques de recherches
Une autre approche pour la suppression des symétries dans les CSP est

d'utiliser les symétries pour guider la recherche. Meseguer et Torras [69] proposent
des heuristiques pour ordonner les variables qui sélectionnent la variable menant a un
sous-espace de recherche avec le plus grand nombre d'états distincts. lls proposent
aussi une procédure pour la supression des symétries de valeurs pendant recherche

basee sur I'enregistrement de nogood.

3.4.4 Les méthodes structurelles de suppression de symétries statiques et
dynamiques

Beaucoup de probléemes de satisfaction de contraintes (CSP) présentent
naturellement des symétries. La suppression des symétries peut considérablement
ameliorer les performances [129, 130, 131, 132]. Comme on a déja vu dans les
sections précédentes, une contribution importante dans ce domaine a été faite
consistant au développement de différents schémas de suppression de symeétries
comme les méthodes de suppression de symétries pendant la recherche (SBDS), et les
méthodes de suppression de symétries par la détection de dominance (SBDD), pour
ces approches, des travaux ont été fait pour la recherche de classes de symetries pour
les CSPs qui sont réalisables et qui admettent des algorithmes de détection de
dominance en temps polynomial, par exemple, les premiers travaux ont montré que la

suppression de symétries pour plusieurs classes de symétries de valeurs nécessite un
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temps et un espace constant Par la suite, ces resultats ont été généralisés pour la
suppression de toutes les symétries de valeurs. Cependant, en général, ces approches
dynamiques de suppression des symétries peuvent nécessiter des ressources
exponentielles pour supprimer toutes les symétries avec interchangeabilité de valeurs
et de variables en méme temps. En effet, certains algorithmes peuvent exiger un
espace exponentielle pour stocker tous les nogoods générés par les symeétries, tandis
que d'autres peuvent prendre un temps exponentiel afin de savoir si une affectation
partielle est symétrique a I'un des nogoods existants. En conséquence, les applications
pratiques placent souvent des limites et des restrictions sur le nombre de nogoods
pouvant étre stockées et/ ou des restrictions sur le choix des symétries a supprimer.
une autre approche importante qui consiste a éliminer les symétries statique en
ajoutant des contraintes avant que la recherche commence. Malheureusement, en
géneral, un certain nombre super-exponentiel de contraintes peut étre nécessaire pour
supprimer toutes les symétries. Par exemple le schéma lex-leader ajoute une
contrainte par symétrie, mais le nombre de symétries est souvent super-exponentielle
(une matrix m x n avec interchangeabilité entiere des lignes et des colonnes a m! - n!
symétries). Par conséquent, les applications pratiques généralement n’ajoutent que
certaines de ces contraintes de suppression de symétrie. Par la suite, d’autres travaux
ont revisité les CSP avec symétrie de valeur et de variables par morceaux
simultanément, ou un algorithme de détection de la domination a temps polynémial a
été donné et le nom de «suppression de symétrie structurelle» a été inventé. Et cela a
donner ’ouverture a d’autres travaux qui étudient cette fois ci la suppression de
symétries d’un point de vue différent. Ou I’objectif de ces travaux consiste a identifier
des classes de CSP pour lesquels la suppression de symeétrie est réalisable. l.e., en un
temps et un espace polynomial, en utilisant des procédures de recherche dédiées, qui

exploite la structure du probléme.

3.4.4.1 Définitions et préliminaires
On trouve ici une autre définition de CSP non standard mais qui simplifie les

preuves et d’autres définitions considérablement. L’idée de base consiste a
I’abstraction de I’ensemble des contraintes du CSP par une fonction booléenne qui
retourne vrai si toutes ces contraintes sont satisfaites (la structure des contraintes n’est
pas prise en consideration), les solutions sont alors représentées comme des fonctions

partant des variables vers les valeurs possibles.
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Définition 1 : (CSP, Assignement, Solution) Un CSP est un triplé <V, D, C>, ou :
V représente I’ensemble des variables,
D représente I’ensemble des valeurs possibles pour ces variables,

C (V-> D) -> Bool représente une contrainte qui spécifie qu’elle affectations de

valeurs aux variables qui représentent des solutions.

Une affectation pour un CSP P = <V, D, C> est une fonction a:V -> D.

Une solution au CSP P =<V, D, C> est une affectation ¢ pour P tel que C (c) = Vrai.
L’ensemble de toutes les solutions au CSP P est noté par Sol (P).

Définition 2 : (Affectation partielle, Scope, Image) : Une affectation partielle pour un
CSP P =<V, D, C> est une fonction o. : W— D, ou W C V. W représente le scope de
a noté par scope (o). L’image de o noté par image (a) est I’ensemble {a(v) | v € scope
(0))}. Pour chaque valeur d € image (a), on utilise o*(d) pour désigner I’ensemble {v |

V e scope (a) et a (v) = d}. on désigne par ¢ I’affectation partielle vide.

Il faut noter que chaque affectation ou solution a un CSP P = <V, D, C> est une
affectation partielle pour P, avec scope V. on désigne une affectation partielle o par
une conjonction d’équations et donc on peut la voir comme une contrainte : vil = o

(viy) et ... et vig=a (vik) et scope (a) = {vil, ..., vik}.

Exemple : L’affectation partielle vl = 1 et v2 = 2 et v3 = 3 représente la fonction qui

a le scope {v1, Vo, v3} et qui affecte la valeur i a v;.

Définition 3 : (compléter une affectation partielle). compléter une affectation partielle
a pour un CSP P =<V, D, C> consiste a faire 1’extension 6 de o avec scope (0) = V.
I’ensemble de toutes les terminaisons (complétions) de a pour P est noté par Comp(o,
P). il faut noter également que I’ensemble de toutes les terminaisons d’une solution ¢

est un singleton {c}.

Définition 4 : (Nogood) : Un « Nogood » pour un CSP P est une affectation partielle

o pour P qui ne peut etre étendue en une solution, soit Comp (a, P) N Sol (P) = ¢.

L'idée derriere le substantif < nogood > veut qu'aucune affectation partielle ne doit
étendre tout nogood précedemment identifié.
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Définition 6 : (Violation d’un nogood). Une affectation partielle 6 d’un CSP P viole

un nogood o de P si 6 est une extension de a.

A noter que toute extension d'un nogood est elle-méme un nogood:

Proposition 1 :

Autres définitions pour la suppression de symétries de valeurs et de variables:

On montre dans ce qui suit qu’il existe des algorithmes de suppression de
symétrie structurelles efficaces pour les CSPs ou les deux ensembles de valeurs et de
variables peuvent étre partitionnées en des sous-ensembles, tel que, au sein de chaque
sous ensemble, toutes les variables (respectivement les valeurs) sont interchangeables.

Ces problémes sont appelées les CSPs avec interchangeabilité de morceaux.

Définition 7 : (Bijection par morceau) Soit S = U Pi tel que les ensembles Pi sont
disjoint, i.e., P1 N Pj # 0 implique i = j. Alors, on écrit S= )1 Pi et on appelle )i Pi
une partition de S. Une bijection b : S — S est une bijection par morceau sur i Pi si
et seulement si b (Pi) = Pi, ou b (Pi) = {b(e) | e € Pi}.

Définition 8 : (Interchangeabilité par morceau/ Interchangeabilité complete du CSP).
Un CSP P = (Ok=1" Vi, =1 " Dy, C) est un CSP avec interchangeabilité par morceau
si et seulement si, pour chaque solution ¢ € Sol (P), chaque bijection par morceau a
sur Yk Vi, et chaque bijection par morceau b sur > D, onab o ¢ 0 a € Sol (P).Si la
seule bijection sur Yk Vi (ou Y D¢) est I’identité, alors, on dit que le CSP a une
interchangeabilité de valeurs (ou interchangeabilité de variables) par morceau. Si m =
1 (ou n = 1), alors le CSP est entierement avec valeurs interchangeables
(respectivement variables interchangeables). Si m = n = 1, alors le CSP est

entierement interchangeable.

Dans ce qui suit on va voir comment toutes les symmeétries sont supprimes
dans les CSPs avec interchangeabilité par morceau par le moyen de SBDD [9, 15].
Rappelons que SBDD est une technique pour supprimer toutes les symétries pendant
la recherche. L’idée est comme suit: A chaque point de choix au cours de la
recherche, on Vérifie si le sous-arbre routé au nceud courant mappe, sous I'application
de symétrie, en un autre sous-arbre qui a été entierement exploré auparavant. Si oui,

alors le nceud actuel n'a pas besoin d’etre exploré plus et peut étre supprimé.
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Differentes facons de contréler et de limiter le nombre de sous-arbres préalablement
explorés qui doit étre revérifiée ont été développées dans [165, 166]. Avec ces
résultats, la procédure de base de tout code SBDD qui détermine son efficacité est
l'algorithme de détection de dominante qui vérifie si une (ensemble) affectation
partielle donnée est dominée par une autre. Formellement, la dominance d’une

affectation est définie par :

Définition 9 : (Dominance d’une affectation). Soit P = (>x Vi, >t D¢, C) un CSP avec
interchangeabilité par morceau. Une affectation oo domine une autre affectation f si et
seulement si il existe des bijections par morceaux a sur Yk Vket b sur Y D, tel que

pour chaque Vv € scope (o) on a B (a (v)) = b (a(V)).

Etant donné deux assignements o et p pour un CSP avec interchangeabilité par
morceaux, on appelle le probléeme de détermination de la dominance de  par o le
probleme de détection de dominance. Par conséquent, si on peut résoudre le probléeme
de detection de dominance de maniere efficace, alors on peut aussi supprimer les

symeétries efficacement.

L'idée clé pour traiter le probléme de la détection de dominance pour les CSP s
avec interchangeabilité par morceaux consiste en [l'introduction d'abstractions
structurelles: En effet, de maniére générale, pour modéliser un CSP, on a besoin de
nommer de fagon unique chaque valeur et chaque variable. Lorsque certaines
variables et certaines valeurs sont effectivement interchangeables, une telle
désignation n'est évidemment pas naturelle. Pour remédier a cela il faut voire chaque
variable et chaque valeur en tant que membre d'une classe de symétrie. Au début, ces
classes correspondent directement aux ensembles Vy et D.. Afin de vérifier quels
objets CSP sont toujours interchangeables, on a besoin d'introduire des sous-classes
des classes de symétrie d'origine. On va voir qu’on peut détecter les symétries en
désignant chacun de ces sous-classes avec une signature appropriée qui est définie par
I'ensemble des symétries initiales et les affectations faites. On verra également que
’abstraction a partir du modele CSP a la structure actuelle du probléme est faite grace

a ces signatures.

3.4.4.2 Les signatures
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Considérons I’exemple suivant :

Exemple : Soit les variables V = {v, ..., vg} et les domaines de valeurs D = {d,
..., dg}. Supposons que les quatre premieres et les quatre derniéres variables sont
interchangeables : Vi = {vi, ..., va} et Vo = {vs, ..., vg}. Supposons que les trois
premiéres et les trois derniéres valeurs sont interchangeables : D; = {dj, ..., d3} et D,
= {d, ...ds}. Considérons les deux affectations partielles suivantes : (Voire figure .
lay:oy=(Vi=d1 & Vo =d1 & Vv3=d & Vg =ds & V7 =d; & vg=dy ) etap = (V1 = dg
&Vvo=d1 &v3=d & vy =d; & V5 =d; & Vg = ds & V7 = dy & Vg = dy). En examinons

al on trouve que :

1. 1l existe une valeur (nommeée d;) dans D1 qui est prise par deux variables dans
V1 et une variable dans V..

2. Il existe une valeur (nommée d,) dans D; qui est prise par une variable dans
V1 et une variable dans V..

3. |l existe une valeur (nommée ds) dans D, qui est prise par une variable dans
V.

Par ailleurs, en examinant o, on trouve :

a. |l existe une valeur (nommeée d;) dans D; qui est prise par deux variables dans
V et deux variables dans V.

b. |l existe une valeur (hommée d;) dans D; qui est prise par une variable dans
V1 et une variable dans V,.

c. |l existe une valeur (nommée dg) dans D, qui est prise par une variable dans

V1 et une variable dans V5.
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(2,1)

(1,1)

(0,0)

(0,0)

(0,1)

(0,0)

Figure 3-13 Les signatures.

(1,1)

(2,2)

(0,0)

(0,0)

(0,0)

(1,1)
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1-a; (d1 — dz, {Vj_, Vz} — {V3, V4}, {V7} — {V7, Vg}),
2-b: (dz — dy, {vs} — {v2}, {vs} — {vs}),
3-c: (d5 — d6, {VG} - {VG})’

On constate que oy est structurellement une affectation partielle étendue de ay,

ou, en d’autres termes, que oy domine ay (Voir Fig. 4.13).

Ce qui a été fait dans cet exemple c’est 1’abstraction a partir d’un modele
donné et des noms de variables et de valeurs (arbitraires) a la structure actuelle du
probleme. Alors, au lieu de parler de variables et de valeurs spécifiques, on considere
des membres de classes. Spécifiqguement, pour chaque affectation partielle, on affecte
implicitement chaque valeur une signature qui capture le nombre de membres pris de
chaque classe de symétrie de variable. Par exemple, dans a3, la valeur d; a la signature
(2 * V1, 1 * V,) donc la signature de d; sous ay est Sigy (d1) = (2, 1). Sous oy, en
d’autres termes, la signature de d; est sigq (d2) = (2, 2). Par conséquent, on peut voir
d, dans oy plus spécial que d; dans ay, ou bien que, d; dans a; domine d; dans ap Dans
cette terminologie, d; dans o, a la signature sige (di) = (1, 1) et par conséquent il
domine d; dans a;. Noter que sigq, (de) est aussi égale a (1, 1), cependant dg dans o,

ne domine pas d; dans ay puisque dg € D, et d; € Dy. En général :

Définition 10 (Domination d’une valeur) Une valeur d dans une affectation
partielle a domine une valeur e dans une affectation partielle f si et seulement si d et e

appartiennent a la méme classe de symétrie de valeurs et sig, (d) < sigg (e).>

On dit aussi qu’une valeur d dans une affectation partielle o est équivalente
structurellement a une valeur e dans une affectation partielle 3 si et seulement si d et e

appartiennent a la méme classe de symetrie de valeurs et sig, (d) = sigg (e).

La section suivante montre comment ces notions de dominance et
d’équivalence structurelle peuvent étre exploitées pour obtenir un algorithme a temps
polynomial qui résout le probléme de détection de dominance dans les CSPs avec

interchangeabilité par morceaux.

3 . T , . . .
La relation < sur les vecteurs est définie comme un opérateur de comparaison qui suit I'ordre de
dominance « dominance ordering », qui est différent de I'ordre lexicographique « lexicographic

ordering ».
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3.4.4.3 La détection de dominance en utilisant les signatures

Le lemme suivant montre comment les abstractions de signatures peuvent

aider a détecter les relations de dominance entre les affectations partielles.

Lemme 1 une affectation partielle o domine une autre affectation partielle 3
dans un CSP avec interchangeabilité par morceau si et seulement si il existe des
bijections par morceaux b sur D = > ¢ D, tel que quel que soit d € D, d dans a domine
b (d) dans f.

Par conséquent, on a o domine P si et seulement si il existe un matching parfait
dans un graphe bipartie ou les arcs sont définis par les relations de signature sur les
valeurs (Voir Fig. 1b). Soit des D' I’ensemble des dupliations de valeurs dans D
obtenues par (D’:={d’|d e D}).

Définition 11 (Le Graphe de détection de dominance) Soient deux affectations
partielles a et B, le graphe de detection de dominance DDG (o, B) est (D U D/, E), ou

E :={(d, ¢/)| d dans o domine e dans B}représente I’ensemble des arcs.

Théoréme 1 Le probléme de détection de dominance entre deux affectations
partielles a et B pour un CSP avec interchangeabilité par morceaux a une complexité
de O(M + m? + mn), ou M = O (m>°) est le temps nécessaire pour déterminer si il
existe un matching parfait dans DDG (a, ), avec m est le nombre de valeurs et n est
le nombre de variables. Par conséquent tous les sous arbres symétriques causés par les
symétries de valeurs et les symétries de variables d’un CSP avec interchangeabilité
par morceau peuvent étre éliminés avec « overhead » temps polynomial a chaque

nceud exploré.

Cela est le premier résultat montrant que toutes les symétries d’'un CSP avec
interchangeabilité par morceaux peuvent étre supprimés en un temps polynomial,

dans le sens qu’il y’a pas de sous arbres symétriques dans I’arbre de recherche restant.

On peut remarquer aussi que chaque graphe biparti peut &tre aussi vu comme
un graph de détection de dominance d’un CSP et des affectations (a et ) qui peuvent
étre déterminées en temps linéaire a la taille du graphe donné. Par conséquent, un
matching biparti parfait peut exister si et seulement si o domine 3, qui rend le

probléme de détection de dominance au moins assez difficile que la matching bipartie.
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Donc le temps pris par la détection de dominance est égala T, ou T € Q (M) N O (M

+m? + mn).
o Filtrage a base de symétrie

D’aprés le théoréme 1, tous les sous arbres symétriques causé€s par les
symétries d’un CSP avec interchangeabilité par morceau peuvent étre éliminés en
temps polynomial a chaque nceud exploré en utilisant la suppression de symétries par
I’approche de détection de dominance (SBDD) [133, 134]. Ce qui implique ici la
vérification a chaque point de choix s’il est dominé par un autre déja exploré. Pour

cela un algorithme a été développé évitant cet inconvénient.

En effet, cet algorithme est bas¢ sur 1’idée de I’utilisation de la détection de

dominance pour le filtrage beaucoup plus que pour la suppression.

Avec SBDD, il existe une distinction naturelle entre deux types de filtrages qui
sont appliquées : la premiére consiste a vérifier qu’aucun des nceuds nouveau créés ne
sont symétriques a un nceud qui a été exploré complétement avant le nceud courant sur
lequel on est branché. On appliquant les contraintes de branchement unaires, ceci peut
étre atteint par ‘division’ les domaines de variables. L’autre type de filtrage consiste a
la création d’enfants qui ne sont pas symétriques entre eux. Les deux types doivent
étre adresses pour atteindre un arbre de recherche (libre des symétries) (correspondant
a GE-trees). Les deux types de filtrages peuvent étre distingués par : filtrage a base de

‘Symmetric-ancestor’ et filtrage a base de ‘Symmetric-sibling’.

e Filtrage a base de ‘ Symmetric-ancestor ’

L’objectif de ce type de filtrage est de réduire les domaines tel que
I’instanciation d’une variable avec une de ses valeurs de domaine ne va pas induire a
la création de nceud de recherche qui est symétrique a un qui a été exploré
précédemment.

Définition 12 (Ancestor-Symmetry Resistant) Soit un arbre DFS T, on dit
qu’un point de choix B est ‘Ancestor-Symmetry Resistant’ si et seulement si pour tous
les noeuds a explorés précédemment completement a € T (a est appelé I’ancestor de )
et pour toutes les variables v et les valeurs d € dom (v) on a o ne domine pas & (v =
d).
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Supposant que actuellement on est dans le point de choix B et que a est un
nceud ancestor qui ne domine pas . Alors, instancier encore une variable v € Vi pour
certain k par mettre v — e € Dy pour certain £ va changer seulement la signature de e
de sigg (e) a sigg (e) + ex. On met p/:= f & (v = e). Donc, G; := DDG (a, B) et G :=
DDG (a, pB/). Le deuxiéme graphe biparti doit contenir des arcs additionnels qui
doivent tous aller a e’ dans la partition a droite. Si G, contient un m-matching, ce
matching doit contenir exactement une de ces arcs additionnels. Par conséquent si o
domine p’ alors Gy doit contenir un (m-1)-matching. Dans ce cas il faut trouver une

solution pour rendre § ancestor smmetry resistant avec respect a a.

Exemple 4 Le filtrage a base de Symmetric-ancestor est illustré dans Fig. 2.on
considere un probleme ou le partitionnement de variable a trois parties et toutes les
trois valeurs sont symétriques. Les lignes en gras indiquent le graph de matching qui
représente un matching presque parfait. Les lignes en discontinue indiquent les arcs
critiques qui leurs addition au graphe rend le matching parfait. L’algorithme énumére
les arcs critiques afin de trouver les affectations critiques qui doivent mener a une
vérification de dominance réussie. Dans cet exemple, chaque affectation de la valeur
v3 a n’importe quelle variable non affectée dans la partie variable 1 ou 3 doit mener a
une Vérification de dominance réussie. Par conséquent, la valeur v3 doit étre

supprimée des domaines de toutes ces variables.

(2,00 (2.2.0)

(0,2,0) (0,2,2)

(0,0.2) (L0.1)

Figure 3-14 Le filtrage a base d’ancestor : a gauche et a droite du graphe biparti on trouve les signatures des valeurs
symétriques v1, v2 et v3 sous deux affectations al et a2 pour un probléme avec partitionnement de variables égal a
trois parties. Les lignes solides indiquent les relations de dominance entre valeur. Les lignes en discontinue indiquent
les arcs critiques.

Pour résumer, a partir du théoréme 1, le temps d’exécution nécessaire pour
I’algorithme de matching de valeurs initial est limité a O (mz‘5 + mn). Par conséquent,

I’algorithme de filtrage complet s’exécute en un temps égal a O (m>° + mn). Et donc,
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puisque dans SBDD au plus n (m — 1) nceuds ancestor nécessite d’étre considérés, on

peut prouver le théoreme suivant :

Théoréme 2 Pour un CSP avec interchangeabilité par morceau, on peut atteindre la
resistance ancestor-symmetrie pour un nceud de recherche donné dans un temps O
(nm>? + n’m?).

e Filtrage a base de ‘ Symmetric-sibling ’

Pour atteindre une prévention de symétrie compléte, on a aussi besoin de

3

garantir que les nouvelles siblings crées ne sont pas symétriques © each other . Par
conséquent, apres le choix de la prochaine variable a affecté, mais avant de brancher
sur cette variable, une étape de filtrage en plus est nécessaire ( c’est plus d’une étape
de suppression implicite), lorsque on choisit une valeur représentative a sortir de
chaque classe d’équivalence tel que, lorsqu’elle est affectée a une variable donnée,
cela peut mener a la création de points de choix symétriques. En effet, lorsqu’un
sibling domine un autre, les deux doivent étres équivalents structurellement (voire
definition10). On peut éviter a produire des sibling symétriques par choisir
exactement une valeur représentative a partir de ceux qui sont équivalents
structurellement. La complexité de cet algorithme de filtrage est dominée par le

filtrage a base de symmetric-ancestor.

L’utilisation des concepts de filtrage a base de sibling ou a base de symétrique
ancestor a compléter le développement d’un algorithme de suppression de symétries
efficace pour les CSPs avec interchangeabilité par morceau qui s’exécute en un temps

polynomial.

3.4.4.4 Algorithmes rapides pour la suppression des symétries de valeurs
On présente ici le cas particulier des CSP interchangeables sans symétrie de

variables, appélée CSP avec interchangeabilité de valeur par morceaux.

e CSP avec interchangeabilité de valeurs compléte. []

Lorsque toutes les valeurs sont interchangeables et pas de symetrie de variable

est présente, on parle d'un CSP pleinement de valeur interchangeables.
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Definition 13 : (CSP avec interchangeabilité de valeurs complete.) Un CSP P
=(V, D, C) est un CSP avec interchangeabilité de valeurs compléte si pour chaque

solution & € sol(P) et chaque bijection b a travers D, on a b o 6 € Sol(P).

Théoreme 3 : Soit a un nogood pour un CSP P avec interchangeabilité de

valeurs compléte P= =(V, D, C) et soit b : D —D une bijection. Alors b o a est un

nogood pour P.

Definition 14 : (fermeture d’un nogood). Soit a un nogood pour un CSP P
avec interchangeabilité de valeurs complete P= (V, D, C). la fermeture a pour P

représentée par closure (a, P) est I’ensemble {b o a| b est une bijection sur D}.
Abstract nogoods

Definition15 (Abstract Nogood). Soit a un nogood pour un CSP P avec
interchangeabilité de valeurs complete P= (V, D, C). soit image (o) = {d1, ..., dk} et
soit vii € o(d;), pour 1<i<k. I’abstract nogood de o Anogood(a, P) est I’ensemble de

toutes les fonctions Y : scope (o) — D satisfait la condition :

Vi €1..k : allequal (y(vj)|vj € a* (di)) & alldif f (y(vrl), ...,y (vrk))

Ou allequal(al, ..., an) est satisfaite si toutes les a; représentent la méme

valeur, et alldiff(al, ...an) si toutes les valeurs sont différentes.

3.4.4.5 Discussion
Dans [133] Flener et al, ont étudier théoriquement plusieurs classes de CSP

pour lequel la suppression des symétries est réalisable, dans le sens ou tous les sous
arbres symétriques causes par les symétries des CSPs dans ces classes peuvent étre
supprimés dans un temps polynomial ¢’est-a-dire avec un overhead constant a chaque
nceud exploré ces classes de CSP qui engendrent plusieurs problémes pratiques
contient plusieurs formes d’interactions de valeurs ou de variables et permet a la
suppression des symétries d’étre effectuée avec un overhead polynomial (qui est
souvent constant) par rapport au temps d’exécution et a 1’espace a chaque nceud
exploré, et cela en utilisant des procédure de recherches dédiés. Malheureusement la

suppression de symetries par ces schémas de détection de dominance a parfois des
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limites, vu qu’il existe certaines classes qui ont ¢été identifiés et pour lequel la

détection de dominance n’est pas traitable.

Table 1 Traitabilité de la suppression de symétries et la détection de dominance

Interchangeabilité de variables

None Compléte Partielle Wreath

Interchangeabilité de valeurs

None P (Thm 1) P (Thm 1) P (Thm 10) scalar CSP
P (Thm 1) P (Thm 1) P (Thm 10) set- CSP
Compleéte P (Thm 4) P (Thm 1) P (Thm 1) NP (Thm 11) scalar CSP
P (Thm 6) NP (Cor. 1) NP (Cor. 1) NP (Thm 11) set- CSP
Partielle P (Thm 5) P (Thm 1) P (Thm 1) NP (Thm 11) scalar CSP
P (Thm 9) NP (Cor. 1) NP (Cor. 1) NP (Thm 11) set- CSP
Wreath P (Thm 8) P [13, Thm4] P [13, Thm4] NP (Thm 11) scalar CSP
P (Thm 9) NP [13, Cor. 1] NP [13, Cor. 1] NP (Thm 11) set- CSP

Table 2 Traitabilité de la suppression de symétries et la détection de dominance [133].

Le tableau 2. Résume les résultats obtenus par [133].

Dans [134] on trouve une contrepartie statique structurelle de la méthode
dynamique structurelle pour la suppression des CSPs avec interchangeabilité de
morceaux, le concept de signature a été exploité pour concevoir 1’ensemble de

contraintes de suppression de symétrie qui supprime toutes les symétries considérés.

Il y’a beaucoup de directions pour la recherche future. Un intérét particulier est I'étude
des classes de CSPs traitables présentant des symétries de variables ou I'ensemble de
variables a une structure plus complexe que les structures étudiés dans [133]. En
particulier, lorsque l'ensemble variable est obtenue par un produit cartésien sur
certains ensembles d'indices (modele de matrice). Il existe de nombreuses formes
intéressantes d'interchangeabilité par morceaux / compléete, dans les modeles de
matrice (lignes, colonnes, ...). Pour beaucoup de ces formes d’interchangeabilité de
variables, y compris leurs compositions avec différentes formes de interchangeabilité
de valeur, les reésultats de la tracabilité pour supprimer les symétries sont toujours

portés disparus donc trouver des procédures de recherche efficaces est un vrai
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challenge. En outre, les mauvais résultats de la faisabilité appellent pour

I'identification de cas particuliers ou la suppression de symétrie est traitable.

3.5 Techniques de suppression de symétries internes aux solutions
dans les CSPs

3.5.1 Principe

Supprimer les symétries de I’espace de recherche est souvent critique pour la
résolution de grandes instances des problemes, cela a induit a la définition d’un
nouveau concept de symétries plus faciles a exploiter, il s’agit des symétries internes

aux solutions [135] (la propriété de symétrie est relative a la solution).

En effet, les symétries peuvent étre trouves dans les solutions individuels du
probléme de satisfaction de contraintes, On dit qu’une solution A contient une
symeétrie interne o (ou par équivalence o est une symétrie interne a cette solution) si et

seulement si o(4) = A.

Exemple : Considérant le probléme °* ce probléme contient une symeétrie
interne, pour montrer sa, considérons la symétrie de solution ai,, qui inverse les
labels, en mappant k en n?+1-k. cette symétrie de solution mappe > en une solution
différente mais symétrique. Cependant, si on applique maintenant la symétrie o150 qui

fait la rotation du carré avec 180°, on revient a la solution originale :

‘ None ¢
——> 5
8 1 6 < 2 9 4

w

(2]

~N
~N
w

Si on considere la symeétrie oiny - o130 qui est la composition des deux
Symétries : oin, et o130, comme cette symétrie mappe le probleme * en lui-méme,

alors la solution °’ contient la symétrie interne ainy ° G180-

Une différence significative entre la symétrie interne et la symétrie de solution est que
la symétrie de solution est une propriété relative a chaque solution, tandis que la

symétrie interne est une propriété de juste la solution donnée.
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Exemple : considérons le probleme ¢ Magic Square’ suivant :

1 4 13 16
14 15 2
8 5 12
11 10 7

(1)

O W

La symétrie oiny - 6180 ne représente pas une symeétrie interne a cette solution :

1 4 13 |16 | 9w %0 | 11 | 10 | 7 6
14 |15 |2 3 |e—=>] 8 5 | 12| 9
8 5 12 |19 14 | 15| 2 | 3
11 |10 |7 6 1 4 13 | 16

(2)
Par contre, la symétrie oiny - 0180 est une symétrie interne qu’on peut trouver dans la

solution suivante :

1 8 12 | 13
14 | 11 7 2
15 | 10 6 3
4 5 9 16

A partir de ¢a on peut conclure que ainy - o180 €St UNe Symétrie interne contenue
dans seulement quelques solutions du probleme ‘Magic Square’. En fait, 48 sorties
des 880 ‘carrés magiques’ distinctes d'ordre 4 contiennent cette symétrie interne.
D’autre part, oiny © 0150 represente une symétrie de solution des problémes ‘carrés

magiques’ de toute taille.

Une solution qui contienne une symétrie interne peut étre souvent décrite par
un sous ensemble d’affectations et un ou plusieurs symétries actant sur ce sous-
ensemble qui génere un ensemble complet d’affectations. Etant donné un ensemble
de symétries 3 on note Y * pour la cloture de Y. Tel que, X° =3, Y'= {61:02/ 01 €
>, ;€ Zi'l}, > *=U; Zi. ¢tant donné une solution A, on dit qu’un sous ensemble B de
A et ’ensemble des symétries Y génerent la solution compléte A ssi A =B U ) *(B).
Dans ce cas, on décrit également A comme une solution contenant les symétries

internes ..

Exemple : considérons encore la solution 2 qui contient la symétrie interne oiny

- o180 1a moitié de ce carré magique et ain, - 5150 générent la solution compléte :
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Oiny O
11| 7 | 2 inv *+180 JE R R R

- -] -1 -] <= J15]10] 6| 3

En fait, la solution (2) peut étre généree a partir juste du premier quadrant et
des deux symeétries : ainy - 5180 €t UNE Symétrie = qui construit une rotation de 180° du
premier quadrant au deuxiéme quadrant, decrémentant les carrées sur la diagonale
principale et incrémenter ceux sur I’autre diagonale (la méme symétrie construit le
troisieme quadrant a partir du quatriéme). Plus précisément, ¢ fait les applications

suivantes:

a C - - - - d+l | c-1
T

——

Cet exemple fait allusion a la facon dont on peut exploiter les symétries
internes au sein de la solution. La recherche est donc limitée a un sous-ensemble de
variables de décision qui génére I’ensemble complet d’affectations et construit le reste

de la solution en utilisant les symétries générées.

Dans [135], trois points important ont été discutés, dans un premier lieu un
ensemble de propriétés théoriques aux symeétries internes et un ensemble de
propositions ont €té identifiées, I'utilisation de ces propriétés aide a la recherche de
solutions, le deuxiéme point discute la relation entre les symétries de solutions et les
symétries internes et enfin une étude a été présentée discutant la compatibilité entre
les techniques de suppression de symétries de solutions et I’exploitation des symétries

internes et la possibilité d’exploiter les deux types de symétries a la fois.

3.5.2 Les propriétés théoriques des symétries internes

Le groupe théorique des symétries internes : comme les symétries de
solutions, les symétries internes aux solutions forment elles aussi un groupe. Une
solution A contient I’ensemble des symétries internes Y. (ou de fagon équivalente, >
représente 1’ensemble des symétries internes de la solution) ssi A contient une

symétrie ¢ pour chaque 6 € ).
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Proposition : dans une solution A, I’ensemble des symétries internes X forme

un groupe sous 1’opérateur de composition.

Preuve : Il est évident que la symétrie identité est une symétrie interne. 1l est
évident aussi que les symétries internes sont fermées sous la composition. Finalement,
quel que soit la symétrie ¢ € 3. Comme o(A)=A, ¢ (c(A))= o*(A). Par conséquent,

A= 6}(A). Ainsi, 'inverse de 6 est une symétrie interne.

3.5.3 Larelation entre les symétries de solutions et les symétries internes
En général, il n'existe aucune relation entre les symétries de solutions d'un

probleme et les symétries internes au sein d'une solution de ce probléme. Il existe des
symétries de solutions d'un probleme qui ne sont pas des symeétries internes au sein de
toute solution de ce probléme, et vice versa.... Par exemple, le probleme Z; # Z, a une
symétrie de solution qui swappe Z; et Z,, mais pour Z;#Z; il n’existe pas de solution
contenant cette symétrie interne. D’autre par, la solution Z;=7,=0 pour Z;<=Z7;
contient la symétrie interne qui swappe Z; et Z,, mais cette derniére ne représente pas
une symeétrie de solution pour Z;<=Z, (comme Z;=0, Z,=1 est une solution et sa
symeétrie ne représente pas une solution). Cependant, Lorsque toutes les solutions d'un
probleme contiennent la méme symétrie interne, cette derniére est forcément une

symétrie de solution au probléme lui-méme.

Proposition : Si toutes les solutions du probléme contiennent la symétrie

interne alors cette derniére est une symétrie de solution.

Preuve : Etant donné une solution A, comme toutes les solutions du probleme
contiennent la symétrie interne ¢ alors o(4)=A. Ainsi, o permute la solution A vers

elle-méme et donc o(4) est aussi une solution au probléme.

Par modus pollens, si o n’est pas une symétrie de solution d’un probléme

donné, alors il existe au moins une solution qui ne contienne pas la symétrie interne o.

Une autre proposition toujours defini dans [135] qui dit que la symétrie d’une
solution contient le conjugué de toute symétrie interne contenue dans la solution

originale.

Proposition 3 : si une solution A contient une symétrie o et t une autre

symétrie alors z(4) contient la symétrie interne z- ¢ -7 .
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Preuve : Soit Iapplication de 7 & -7 sur 7(4), 7ot ((4)))) = 1o (A)), et
comme A contient la symétrie interne o alors o(4)=A. ainsi, (o (4)) = © (A). Par

conséquent, = o -7* permute mappe la solution symétrique z(4) vers elle-méme.

Alors, une propriété importante qui en résulte, dans des cas spéciaux, ou les
symétries commutent entre elles, la symétrie d’une solution contient les mémes

symétries internes comme le probléme d’origine.

Proposition 4. Si une solution A contient la symétrie interne ¢ et T est une
symétrie qui commute avec o alors la solution t (A) contient aussi la symétrie interne

O.

Preuve : de la proposition 3, T (A) contient la symétrie interne 7= -7 etzeo

-1 1 —
T —Te°T7- >0 =oO.

Toutes ces propriétés qui définissent des liens entre les solutions symétriques
et les deux types de symeétries (symétries de solutions et symétries internes) aident a
trouver un moyen afin d’exploiter les deux types de symétries a la fois. En effet, il
n’ya pas de compatibilité entre les techniques de suppression de symétries de
solutions et 1’exploitation des solutions ayant des symétries internes particulieres, et
cela est d0 a la suppression de symétries qui peut éliminer toutes les solutions

contenant les symétries internes.

Prenons I’exemple précédent, soit la solution (3), cette solution contient la
symétrie interne oy - ainy qQui inverse toutes les valeurs et applique la réflexion du carré

par rapport a 1’axe vertical :

Oinv
1 4 13 16 "> 16 13 4 1
14 15 2 3 3 2 15 14
8 5 12 9 Oy 9 12 5 8
11 10 7 6 < 6 7 10 11

Supposons que la suppression de symetries élimine toutes les solutions de la
meme classe symétrique que la solution (3) a ’exception de la solution symétrique
qui fait la rotation du carré (solution (3)) de 90° dans le sens de I’horloge, cette

solution ne contient pas la symétrie interne o, - oiy, . En fait, la rotation de la solution
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(3) contient la symétrie interne qui inverse toutes les valeurs et fait la réflexion du

carré par rapport a l’axe horizontal.

11 8 14 1 16 3 9 6
10 5 15 4 Oy ° Oiny 13 2 12 7

Cependant y’a des cas particuliers ou la rupture de symétrie ne change pas
les symétries internes au sein des solutions. Si la rupture de symétrie supprime
seulement les symétries qui commutent avec la symétrie interne contenu dans une
solution particuliére alors dans ce cas, comme la suppression de symétrie peut
éliminer la solution donnée, elle doit laisser une solution symétrique contenant la

symétrie interne.

Proposition 5 : Soit C un ensemble de contraintes, Y 1’ensemble des symétries
et S un ensemble non complet de contraintes de suppression de symétries et A une
solution contenant la symétrie interne o, si & commute avec toute symétrie de > alors
il existe une solution de C U S dans la méme classe symétrique que A contenant

aussi la symétrie inverse o.

Preuve : comme S est un ensemble non complet, il existe une solution B de C
U S et une symétrie 1 € ) / B=1 (A) et T commute avec o, par conséquent de la

Proposition 4, B contient la symétrie interne c.

Exemple : Soit la symétrie interne oy, - 0150 CONtenues dans certains problémes (mais
pas tous) des carrés magiques. Cette symétrie particuliere commute avec chaque
symétrie de rotation, de réflexion et d'inversion de solution du probléme. Par
conséquent, s'il existe une solution avec la symétrie interne cjqy - 6180, CECI reste vrai
aprés la suppression des symétries de rotation, réflexion et inversion de solutions.
Cependant, il ya des symetries internes contenus dans des certaines solutions (comme
dans le dernier exemple : la réflexion sur I'axe vertical) qui ne commutent pas avec

toutes les symétries du probléme des carrés magiques.
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3.5.4 L’exploitation des symétries internes

L'exploitation des symeétries internes comporte deux étapes essentielles:
trouver des symétries internes, puis limiter la recherche aux seules solutions qui
contiennent ces symétries internes. La difficulté se situe dans la premiere étape, car
I’idéal est de choisir les symétries internes qui ont un intérét et qui sont susceptibles

d'étre contenues dans des cas non encore résolus de notre probléme.

Une fois que les symétries internes qui semblent étre contenues dans les
solutions de d’autres instances du probléme (comme les grandes instances aussi) sont
identifiées, il s’agira de restreindre la recherche des solveurs de contraintes a des

solutions de cette forme.

En général, si on veut trouver des solutions ayant la symétrie interne o on

poste des contraintes de symétrie de cette forme : Zi=j=>0(Zi=))

L’idée consiste a limiter les décisions de branchement a un sous ensemble de
variables de décisions qui générent un ensemble complets d’affectations, cela réduit

significativement la taille de 1’espace de recherche.

Exemple : Soit I’exemple des carrés magiques : les contraintes de suppression
de symétries qui élimines la plupart des symétries de solutions de type rotation,

réflexion et inversion des solutions sont les suivants :

Xl, 1 <min (Xl,n: Xn,lr Xn,n): Xl,n < Xn,l,
X1 < n’+1-max (X1, 1, X1, X1, Xnn) (5)
D’autres contraintes de symétries sont ajoutées afin d’assurer qu'une simple
symétrie interne existe dans une solution. Les carrées magiques d’ordre pair ou impair
ont souvent des symétries internes différents alors différentes contraintes de symeétries
sont ajoutés selon le cas, pour les carrées magiques d’ordre n pair, la recherche se
concentre sur les solutions ayant la symétrie interne oy - oin. POur n impaire, la
recherche de solutions contenant la symétrie interne oin - 180. Par conséquent, les

contraintes de symeétries suivantes sont utilisées pour 1<=1i,j<=n:
. 2
Impair (n): Xn+1-j, n+1-i = N° + 1 = X

Paire (n): Xp+14, ] = n’+1- Xij (6)

119



3. LA SYMETRIE DANS LA PROGRAMMATION PAR CONTRAINTES

Les résultats ont montré que les contraintes de suppression de symeétries et les
contraintes de symétries internes accélérent la recherche et que 1’exploitation des deux
types de symétries a la fois donne des résultats meilleurs que dans le cas d’utilisation
d’un seul type de symétrie. Les résultats ont montré aussi que le potentiel
d’exploiter les symétries internes et 1’identification d’un nouveau concept de symétrie
¢tend 1’¢tat de I’art dans les deux cas (les symétries internes et les symétries de

solutions), les deux types de symétries peuvent étre exploitées ensembles a la fois.

3.6 Conclusion

Malgré la variété de tous ces approches, un certain nombre de questions
importantes et difficiles sur la suppression de symétrie demeurent, y compris:

* Lidentification de d’autres cas traitables: chercher [I’existence
d’autres types communs de symétrie qui peuvent se présenter en
pratique et dont le traitement de leur suppression est polynomial.

* FExploration d’autres ordres pour les contraintes de suppression
statiques : En effet, on peut considérer certains ordres qui ont donné de
bons résultats comme le <> Gray code ordering “* ainsi ¢ the multiset
ordering ** malgré que c’est un ordre partiel, ce dernier a donné de bon
résultats. La question qu’on peut poser est : existe-t-il d’autres ordres a
part D’ordre lexicographique avec lesquels on peut supprimer la
symétrie efficacement ? un autre point consiste a étudier la possibilité
d’utiliser différents ordres dans chaque classe symétrique.

+ Réduire le conflit de branchement: un des grands problémes des
contraintes de suppression de symétries est qu’elles peuvent entrer en
conflit avec la direction des heuristiques de branchement. Notre
challenge est d’éviter ce conflit afin de bénéficier des contraintes de
suppression de symétries et des heuristiques de branchement
dynamiques. Pour cela, on doit chercher comment choisir des
contraintes de suppression de symétries statiques qui alignent avec les
heuristiques de branchement dynamiques.

+ Etudier et améliorer la combinaison des symétries: On s’intéresse
toujours a avoir une élimination de combinaisons de symétries qui soit

efficace, pour cela nous devons poser trois questions :
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e (Soudness): Qu’elles sont les contraintes de
suppression de symétries qui peuvent étre combinés
avec sureté.

e (Complétude) : Comment peut-on éliminer toutes les
combinaisons des symeétries.

e (Traitabilité) : Qu’elles sont les groupes symétriques
qui sont traitable pour la suppression individuelle et
qu’on peut combiner pour obtenir un groupe symétrique
qui dont la suppression est aussi traitable.

+ La détection de dominance et [’élimination . Dans les problemes
d’optimisation par contraintes, la notion de dominance joue un rdle trés
similaire a la symétrie. Une solution (partielle) domine une autre s’il
est sr que celle-1a est au moins équivalente en qualité que I’autre. Le
challenge ouvert consiste a chercher des méthodes pour identifier les
solutions dominantes, par exemple, on peut chercher des méthodes
génériques pour la suppression des solutions dominées comme la
méthode générique Lex-Leader pour la suppression des solutions

symétriques et chercher les cas traitables.
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4 Gestion des tournois sportifs

4.1 Introduction
Le sport est devenu un grand business dans 1’économie mondiale. Les tournois

sont suivis par des millions de personnes a travers le monde. Les équipes font de gros
investissements dans de nouveaux joueurs. Les droits de diffusion chiffrent a des
centaines de millions de dollars dans certaines compétitions. Les pays et les villes
luttent pour le droit d'organiser des manifestations a travers le monde comme les Jeux
olympiques et la Coupe du Monde de Football. Les ligues de sport professionnel
impliquent des millions de fans et d'importants investissements sur les joueurs, les
droits de diffusion et la publicité, menant a des problémes d'optimisation difficiles. De
l'autre c6té, les ligues amateurs impliquent moins d'investissements, mais aussi
exigent une coordination et des efforts logistiques en raison du grand nombre de

tournois et des concurrents.

Le principal probleme dans le sport scheduling consiste a déterminer la date et

le lieu dans lequel chague match de tournoi sera joué.

Le domaine de la programmation sportive comprend un domaine de recherche
de challenge avec une grande variété de problémes et d'applications. La plupart des
problémes sont des problémes d'optimisation combinatoire ‘hard’ offrant une plate-
forme idéale pour développer et tester toutes sortes de méthodes de résolution.
Exemples d’applications qu’on peut trouver dans le Schedule des tournois sportifs : le
football, le baseball, le basketball, le cricket, et le hockey. Au cours de ces 30
derniéres années, ces problémes ont encouragé un grand nombre de recherches sur la
construction de méthodes de résolution efficaces menant a un vaste répertoire
d'approches, notamment la génération de colonnes, la décomposition de ‘Benders’, les
méthodes de programmation par contraintes, les méthodes hybrides combinant
programmation en nombres entiers et la programmation par contraintes, et des
méthodes méta heuristiqgues comme la recherche tabou, les algorithmes génétiques et
les méthodes ‘simulated annealing’. Les algorithmes utilisés par les programmateurs
dépendent de la complexité du schedule et des contraintes pour chaque probléeme. En
effet, des contraintes additionnelles peuvent transformer un probleme simple en un

probléme NP-Complet ce qui signifie que la taille de I’entrée du schedule joue un role
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important pour déterminer la bonne approche algorithmique. Dans ce cas, lorsque le
nombre de matches ou d’équipes ou de contraintes augmente des algorithmes

sophistiqués sont nécessaires.

En plus, comme les ligues sportives peuvent considérer différentes contraintes
et peuvent avoir différentes objectives, le domaine du sport scheduling fournit
plusieurs applications pratiques. Les applications sont généralement caractérisees par
une énorme quantité d'exigences contradictoires en provenance des équipes, des fans,
etc, pour resoudre ces probléemes, des méthodes specialisées capables d'intégrer les
exigences spécifiques a l'application dans les algorithmes sont nécessaires. Dans la
littérature, différentes approches sont présentées, cependant, plus les algorithmes

s'améliorent, plus le nombre de contraintes augmente.

En effet, La définition d'un schedule «optimal» variait, tout comme I'ensemble
des contraintes, mais le theme de la recherche d'un schedule optimal ou quasi-
optimale qui répond aux contraintes demeuré constant. Certaines applications ont
obligé les auteurs a reconstruire le schedule a chaque fois que de nouvelles contraintes
sont ajoutées ou clarifiées [136]. En conséquence, l'optimisation de leur algorithme
d'ordonnancement était essentielle afin d'étre capable de produire de nouveaux
schedules pour le commissaire de la ligue a revoir. Plusieurs aspects a prendre en
considération dans la détermination du meilleur schedule pour un tournoi. Dans
certaines situations, on cherche un schedule en minimisant la distance totale
parcourue, comme dans le cas du probleme du voyageur de tournoi TTP [137] et dans
celui de sa variante miroir [138], qui est commun a de nombreux tournois en
Amérique du Sud [139]. D'autres problemes tentent de minimiser le nombre total de
pauses, a savoir le nombre de paires de matchs consécutifs a domicile ou le nombre de
matchs consécutifs a l'extérieur joué par la méme équipe. La minimisation de la
valeur des effets de ‘carry-over’ [140] est un autre critere d'équité qui conduit a une
répartition uniforme de la séquence de matchs tout au long du schedule. En effet, La
capacité d'obtenir des solutions de haute qualité pour les ligues sportives ne fournit
pas seulement un schedule qui satisfait les besoins de I'équipe, mais peut aussi
entrainer d'énormes benéfices pour les ligues sportives. En plus, des niveaux
d'optimalité différentes peuvent entrainer des différences de millions de dollars pour

les clubs sportifs, les réseaux de télévision et les autres parties intéressées.
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Quelques problemes de sports scheduling ont un caractére multicritére. Ribeiro
et Urrutia [141, 142] ont abordé le scheduling du tournoi de football annuel
brésilienne, préalablement formulée comme un probléme d'optimisation bicritére dont
I'un des objectifs consistait & maximiser le nombre de matchs qui pourraient étre
diffusées par les chaines de télévision ouvertes (pour augmenter les revenus provenant
des droits de diffusion) et l'autre consistait a trouver un schedule équilibré avec un
nombre minimum de pauses a domicile et de poses a I’extérieur (par souci d'équite).
Une version multicritere d'un probléme d'affectation arbitre découlant dans les ligues
amateurs [143, 144] a éte abordé par Duarte et Ribeiro [145].

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques définitions générales et
terminologies necessaires pour comprendre le sport scheduling comme la notion du
‘round robin tournament’ qu’on va considérer tout au long du chapitre ainsi que des
modeles de présentations des tournois sportives, par la suite nous étudiant les grandes
problemes sur lequel se focalisent les recherches dans le domaine du sport scheduling
et présenter le coté formel de quelques problemes et les différentes approches et
solutions proposées pour chaque classe de probléeme et nous terminons par présenter

quelques applications et les travaux autour.

e Les Contraintes géenérales pour le sport scheduling des
ligues :

De maniére génerale, les problemes d'ordonnancement de sport se définirent
comme suit: trouver un ordonnancement optimal pour un ensemble d'équipes qui
jouent sur une période de temps qui satisfait a un ensemble de contraintes
particuliéres. Dans certains scénarios, il n'y a pas de Schedule réalisable, pour
d'autres, il peut y avoir beaucoup et dépendants des contraintes, et pour certains le
Schedule peut étre optimale. Un aspect frustrant de la programmation sportive est que
les exigences des la ligues différent et donc les techniques utilisées pour le schedule
d’une ligue peuvent ne pas fonctionner pour une autre ligue. Ceci a amener a définir
des probléemes de schedule académiques comme "le probléme du voyageur de
tournoi”(TTP), ou ¢a consiste a trouver un Schedule round robin optimal ou chaque
équipe joue contre chaque autre équipe une fois & domicile et une fois chez 1’équipe
adverse, tout en minimisant la distance parcourue par les équipes ainsi de satisfaire

d'autres contraintes [146]. L'existence de tels problemes permet la comparaison de
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plusieurs techniques pour certains besoins, cependant, on ne peut pas affirmer ou dire
que les techniques qui fonctionnent le mieux pour le TTP fonctionnera le mieux pour

une vraie ligue de sport.

Le nombre de contraintes et leur type détermine souvent la difficulté du
probléme. Les contraintes peuvent étre appliquées globalement & Il'ensemble du
Schedule ou localement a une partie de ce dernier ex : (seulement en Juin, week-end,
etc.) on présente ici une liste des contraintes générales pour le sport scheduling des

ligues sportives :

v Les contraintes sur les lieux: ou chaque match est soit "a domicile" soit "a

I’extérieur”. L'équité du lieu est souvent appliquée a I'ensemble du schedule et aussi
pour des parties du schedule.

v’ Les contraintes de pauses: une pause est définie comme une séquence

consécutive de matchs a domicile ou de matchs a I'extérieur (par opposition a «le cas
ou pas de pause», une alternance de matches a domicile et matches a l'extérieur).
Trouver un schedule ‘min-break’ avec un minimum de poses a €té un sujet de
recherche tres actif.

v' Les contraintes de Temps et de Distance: I'équité dans les temps des matchs

(par exemple il faut éviter deux matchs dans 2 jours consécutives pour la méme
équipe ou le premier match se déroulera le premier jour le soir et le deuxiéme match
se déroulera la matinée du deuxieme jour). De plus, il faut tenir compte des
différences des fuseaux horaires, et assurer I'équité a chaque équipe en ce qui
concerne le temps et le colt de déplacement entre les sites.

v’ Les contraintes de Variété ou de carry-over: un bon calendrier doit avoir une

«variété». A titre d'exemple, supposons que chaque équipe joue N fois contre chaque
autre équipe: intuitivement, on souhaite diffuser les N fois au cours du calendrier tout

en minimisant les "carry-over".

v' Les contraintes hiérarchiques: un exemple pourrait étre la division ou la
structure de conférences d'une ligue, par exemple si une équipe doit jouer une certaine
partie des matchs dans sa propre conférence, et une autre partie dans sa propre
division, etc. Un autre exemple pourrait étre I'application de contraintes de temps en
termes de par mois et par semaine.

v Les contraintes de matchs Désirées, fixes ou interdites: souvent liées a

certains moments de la saison.
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Plus d’autres contraintes préférentielles spéciales.

4.2 Définitions et terminologies
Dans cette section, nous allons expliquer les terminologies du sport scheduling:

Un tournoi round robin est un tournoi ou toutes les equipes rencontrent toutes
les autres équipes un nombre fixe de fois. Chaque équipe fait face a l'autre équipe
exactement une fois (resp. deux fois) en un tournoi single (resp. double) round robin
(SRR) (resp. DRR) et joue au plus une fois a chaque tour. La plupart des ligues
sportives jouent un tournoi double round robin ou les équipes se rencontrent deux fois
mais les tournois single rounds robin, triples et quadruples round robin peuvent se

produire également.

Lors de la planification d'un tournoi, les matchs doivent étre attribués a un
certain nombre de créneaux horaires (slots) de telle sorte que chaque équipe joue au
plus un match dans chaque créneau. Lorsque le nombre d'équipes n est pair alors il
faut alouer au moins (n - 1) crénaux et si n est impaire au moins n créneaux sont

nécessaires pour planifier un tournoi single round robin.
Nous considérons un tournoi joué par un nombre pair d’équipes n.

On dit qu’un tournoi round robin est compact si le nombre de tours est
minimum et chaque équipe joue une seule fois a chaque tour. Chaque équipe a sa ville
natale et sa propre salle et chaque match est joué sur le lieu de I'une des deux équipes
qui s'affrontent.

L'équipe qui joue a son propre lieu est appelé I'équipe a domicile et on dit
qu’elle joue un match a domicile, tandis que l'autre équipe est appelé I'équipe adverse

et elle joue un match a I'extérieur.

On dit qu’il y’a une répétition lorsque pour la méme paire d’équipes chaque
équipe fait face a ’autre équipe deux fois en deux tours consécutifs. Si le nombre
d'équipes est impair, alors dans chaque tour une équipe a un ‘bye’, c'est a dire qu'elle
ne joue pas. Cette situation peut étre réduite au cas d'un nombre pair d'équipes par
I'ajout d'une équipe fictive. Ensuite, a chaque tour I'équipe jouant contre le équipe

fictive aura un ‘bye’.
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Les tournois double round robin sont souvent divisés en deux phases, ou chaque
match doit avoir lieu exactement une fois dans chaque phase, mais avec des droits de

‘jouer a domicile’ différents.

Dans le cas schedules dites en miroir, les matchs joués par chaque équipe dans
la deuxiéme phase suivent exactement le méme ordre que ceux joués dans la premiére
phase, mais avec des lieux échangés. Par conséquent, les deux matchs joués par
chaque paire d'opposants ont lieu dans le méme tour de la premiére et de la deuxieme
phase.

4.2.1 Le calendrier etle modele Home/ Away
L'attribution des matchs aux slots (créneaux) peut étre présentée comme par

calendrier. Les lignes du calendrier correspondent aux équipes alors que les colonnes
correspondent aux slots. L’intersection de la ligne i et de la colonne s correspond a
I'adversaire de I'équipe i dans le slot s. La figure 3.1 montre un calendrier pour un
tournoi round robin single et compact avec 6 équipes et un calendrier qui correspond a

un tournoi avec 7 équipes.

Slots 1 2 3 4 5 Slots 1 2 3 4 5 6 7
Team 1 6 3 5 2 4 Team 1 7 5 2 4 3
Team 2 5 6 4 1 3 Team 2 5 6 1 3 4
Team 3 4 1 6 5 2 Team 3 4 7 6 2 1
Team 4 3 5 2 6 1 Team 4 3 5 7 6 1 2
Team 5 2 4 1 3 6 Team 5 2 4 1 7 6 3
Team 6 1 2 3 4 5 Team 6 2 3 4 5 1
Team 7 1 3 4 5 2

Figure 4-1 Exemples de Calendriers pour les tournois avec 6 et 7 équipes

Dans la littérature, les équipes ont souvent un lieu associé et quand ils jouent
dans leur propre lieu, on dit qu’ils jouent des matchs a domicile dans le cas contraire
on dit qu’ils jouent des matchs a I’extérieur (dans les autres sites). Il est supposé que
chaque fois que deux équipes se rencontrent I'une des équipes joue a domicile tandis
que ’autre équipe joue a I’extérieur. Si une équipe ne joue pas dans un slot, on dit
qu’il a un ‘bye’. On définit la séquence de matchs a domicile, les matchs a 1’exterieur
et les ‘bye’ selon lesquelles une équipe joue pendant le tournoi par le modéle ‘Home/

AwayPattern’.
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Si les bye se produisent dans le tournoi, un modele est normalement représenté
par un vecteur avec une entrée pour chaque slot contenant soit un H, un A ou un B.
Dans les tournois compacts avec un nombre pair d'équipes, toutes les équipes jouent
dans chaque slot et B est omis. Dans ce cas, H et A sont souvent respectivement

remplacés par 1 et 0.

Dans de nombreux tournois, il est considéré comme attractif d’avoir un
modele alternatif de matchs a domicile et de matchs a I’extérieur et on dit que le
modele a un break dans les slots différents d'une telle alternance de la séquence. Cela
signifie que la rupture (break) correspond a deux consecutifs matchs a domicile ou
deux consécutifs matches a I’extérieur. Ont dit que deux modeles peuvent étre
complémentaires si le premier modele a un match a I'extérieur tandis que le deuxieme
modele a un match a domicile et vice versa. La Figure 3.2 (a) montre deux modeéles
complémentaires pour un tournoi single round robin compact avec six équipes. Nous

remarquons que les deux modeles ont une pause dans le slot 3.

93]

Slots 1

Team 1
1 0 0 1 0 Team 2

Team 3

Team 4

Team 5

SO =D =
— = O = O O N
o O = = O =
- = O o = | +
o= ©°© = o*

Team 6

Figure 4-2 (a) Deux modeéles complémentaires, (b) Exemple d'n modéle défini pour un tournoi avec 6
équipes

Pour représenter les affectations des matchs a domicile et les matchs a
I’extérieur pour un tournoi de n équipes nous utilisons le modele Home/ Away
(pattern set). Il s'agit d'un ensemble d'exactement n modéles et chague modele est
associé a l'une des équipes. La Figure 3.2 (b) montre un exemple d’un ensemble de
modeles établies pour un tournoi avec 6 équipes. Il faut noter que cet ensemble de
modeles se compose exclusivement de paires de modeles complémentaires. Dans ce
cas, I'ensemble des modeéles satisfait la propriété de complémentarité et il est dit
complémentaire. On dit que I’ensemble des modéles est équitable si toutes les équipes

ont le méme nombre de ruptures ou de pauses, et on dit qu'un ensemble de modeles
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établi pour un tournoi single round robin est equilibre lorsque le nombre de matchs a

domicile pour chaque équipe peuvent varier avec au plus un match.

En outre, I’ensemble de modeles peut étre associé avec le calendrier de 6
équipes affichées dans la figure 3.1, puisque, a chaque match, I'un des adversaires
joue a domicile, tandis que les autres jouent a I’extéricur. Un ensemble de modeles
pour lesquels un calendrier correspondant existe est dit réalisable. La Figure 3.3
donne un exemple de trois modeles qui doivent donner un modele établi impossible

puisque les trois matchs communs ne peuvent étre joués que dans les slots 1 et 2.

Figure 4-3 Exemple d'un sous-ensemble de
modele non réalisable

La combinaison de I’ensemble de modeles et du calendrier correspondant
constitue le calendrier du tournoi. Un calendrier est mis en miroir lorsque la premiere
et de la seconde moitié sont identiques avec permutation des matchs a domicile et des
matchs a I’extérieur (c’est-a-dire les matchs joues a domiciles devient a 1’extérieur et
vice vers sa). Par ailleurs, nous disons qu’un calendrier est irréductible lorsque au plus
un adversaire dans chaque match a une pause. Le calendrier peut étre représenté
comme dans la Figure 3.4 qui montre un a schedule double round robin miroir. Dans
la figure, un (+) désigne un match a domicile
tandis que le (-) désigne un match a I'extérieur. Une séquence de matchs consécutives
a l'extérieur est appelée un ‘trip’ pendant qu’une séquence de matchs consécutifs a
domicile est Appelé ‘home stand’. une ligne entiere du calendrier représente tout le
tour pour I'équipe correspondante.

Slots 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Team 1 +6 -3 45 -2 +4 -6 +3 -5 +2 -4
Team 2 +5 -6 -4 +1 -3 -5 46 +4 -1 +3
Team 3 -4 +1 +6 -5 +2 +4 -1 -6 +5 -2
Team +3 -5 +2 -6 -1 -3 +5 -2 +6 +1
Team 5 -2 +4 -1 +3 +6 +2 -4 +1 -3 -6
Team 6 -1 +2 -3 +4 -5 +1 -2 +3 -4 +5

Figure 4-4 Exemple d'un tournoi miroir double round robin 1 2 9
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Lors de la résolution d'un probleme de gestion sportive, il peut étre avantageux
de reporter I'attribution des matchs jusqu'a 1’obtention du calendrier. Dans ce cas les
espaces réservés sont utilisés pour représenter les équipes dans I'ensemble des

modeles et dans le calendrier jusqu'a ce que le calendrier soit trouvé.

4.2.2 Présentation graphique des tournois sportifs
Les tournois peuvent étre représentés par des graphes qui offrent un bon modéle

pour les formulations de planification et pour les algorithmes. Le graphe complet Kn
peut étre utilisé pour représenter un tournoi type single round robin ou I'une des

phases d'un tournoi double round robin compact. Les nceuds du graphe représentent
les equipes. Chaque match est représenté par une arréte, dont les extrémités sont

associées aux deux équipes adversaires. La figure 1 montre un exemple illustrant la

représentation graphique d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes.

Figure 4-5 Exemple d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représenté par un graphe
complet

Une coloration des arétes avec exactement n - 1 couleurs correspond a une 1-
factorisation de Kn, Soit une partition de son jeu de bord en 1-facteurs F (constitués
chacun de n / 2 bords non adjacents). Chaque 1-facteur correspond aux jeux
programmés pour un donné ronde. Par conséquent, un 1-factorisation commandé
détermine un calendrier pour I'tournoi, la définition de la tour dans laquelle chaque
jeu est joué. Les figures 2 (a) a 2 (c), représenter un calendrier pour l'exemple

présenté dans la Figure 1, dans laquelle chaque jeu est affecté a un tour.

O——

(b) Premier round (a) Deuxieme round
1-Facteur F1. 1-Facteur F2. 1 3 O
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(c) Troisieme round
1-Facteur F3.

Figure 4-6 Calendrier d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représentant un de ses 1-
factorisation: (a) 1-F1 facteur associé au premier tour, (b) 1-F2 facteur associé au second tour et (c) 1-facteur
F3 associé au troisiéme tour

Un calendrier ne permet pas seulement de déterminer le tour ou chaque match
sera joué, mais aussi son lieu. Si les matchs a domicile et les matchs a ’extérieur
doivent étre distingués, donc une orientation est affectée aux arétes du graphe complet
et a ses 1-facteurs. Dans le cas de I'exemple représenté sur les figures 1 et 2, nous
supposons que l'équipe 2 joue tous ses matchs a I'extérieur, lI'équipe 1 joue a
I’extérieur avec I'équipe 3, I'équipe 4 joue a I’extérieur avec 1’équipe 1 et joue a
domicile avec I'équipe 3. Par conséquent, les quatre équipes ont les modéles de

matchs joués « home/away » suivants:

e [I'équipe 1 -home/away/home;
e [’équipe 2 - away / away / away;
e 1’équipe 3 - away / home / home, et

e |'équipe 4 - home / home / away.

La figure 3 illustre cette situation, dans laquelle une orientation a été attribuée a
chaque arrete de la figure 1 (ou, de fagon équivalente, a chaque arrete dans les figures
2 (a) a 2 (c)) pour créer un calendrier complet défini par un graphe orienté: I'existence
d'un arc du noeud i au noeud j signifie que I'équipe | joue a I'extérieur contre I'équipe

J-
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Figure 4-7 Exemple d'un tournoi type single round robin avec n = 4 équipes représenté par un graphe orienté
dans lequel un arc du nceud i vers le nceud j qui signifie que I’équipe i joue contre I’équipe j dans le site de
cette derniére.

L’ensemble HAP pour I'exemple précédent peut étre représenté par une matrice
comme dans le tableau 1, dans lequel la cellule correspondant a la ligne k et a la

colonne j indique I'état de jeu de I'équipe j dans le round k.

Teams
Rounds 1 2 3 4
1 home away home away
2 away away home home
3 home  away home away

Table 3Exemple d'un ensemble HAP

Certains problémes d'ordonnancement round robin impliquent la construction de
fois le calendrier et le jeu de modele chez-soi loin. Cependant, que ce soit le
calendrier ou I'HAP ensemble peut étre prédéfini et connu a l'avance dans certaines
situations. Dans le premier cas, le calendrier est donné et le probléme consiste a
trouver un ensemble HAP possible optimiser une fonction objective. Dans le second
cas, le jeu de modéle chez-soi loin est prédéterminé et un calendrier est demandé. Le
probléme de la construction d'un calendrier compatible avec un ensemble HAP donné
et l'optimisation d'un certain objectif apparait comme un sous-probléme dans
plusieurs approches pour résoudre les probléemes d'ordonnancement de la vie réelle,

voir par exemple Nemhauser et Trick [136].

Pour tout programme donné ou chez-soi loin ensemble du motif, nous disons
qu'il y’a une maison (resp. loin) pause dans k tour chaque fois qu'un équipes jouent

deux matchs consécutifs a maison (resp. loin) dans les tours k - 1 et k.

Dans I'exemple représentée sur les figures 1 et 2, avec les orientations définies
dans la figure 3, I'équipe 1 a un calendrier parfaitement alterné, sans interruption.
Equipe 2 a deux pauses loin dans les deuxieme et troisieme rondes, tandis que les
équipes 3 et 4 ont une maison briser chacune, respectivement dans les troisiéme et

deuxieme tours.
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4.3 Les problémes fondamentales

4.3.1 Minimisation de distance etle TTP

= Minimisation de Distance :

Dans le cas des probléemes de schedule avec minimisation de distance, il ya une
distance (ou un moment ou a un co(t) associé a chaque paire d'équipes, ce qui
correspond a la distance a parcourir entre leur ville d'origine. 1l est donc demandé de
trouver un schedule minimisant la distance totale parcourue par toutes les équipes.

D'autres contraintes sont généralement imposées sur les voyages.

= Le ‘Traveling Tournament Problem’(TTP) :

Le probleme du voyageur de tournoi (TTP) introduit dans l'article séminal de
[137] est de loin le probleme le plus emblématique dans ce domaine. Il s'agit d'un
probleme d'optimisation combinatoire difficile dans la programmation sportive qui
fait abstraction des aspects les plus importants dans la création de calendriers chaque
fois que les distances parcourues représentent une importante question.

Etant donné un nombre pair d’équipes n, les distances dij entre les sites de
domicile des équipes i et j, pour chaque i,j=1,...,n (avec dij=0 si i=j), et deux nombres
entiers L et U, le TTP appels a un schedule d'un tournoi double round robin
minimisant la distance totale parcourue par les équipes et respectant un ensemble de
contraintes, tout en assumant que chaque fois qu'une équipe joue deux matchs
consécutifs a I'extérieur, elle passe directement du site du premier adversaire au site

du second:

chaque équipe commence le tournoi a son domicile et doit retourner a son site

apres son dernier match a l'extérieur;

e les répéteurs ne sont pas autorisés, c'est a dire deux équipes ne peuvent pas
jouer les uns contre les autres en deux tours consécutifs;

e chaque séquence de matchs consécutifs joués a domicile par n'importe quelle
équipe est formee par au moins L et au plus U matchs, et

e chaque séquence de matchs consécutifs joués a I'extérieur par n'importe quelle

équipe est formee par au moins L et au plus U matchs.
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La formulation du TTP par la programmation entiére la plus directe fait usage

aux variables de décision suivantes :

o = {1, sil'équipe i joues a l'extérieur contre l'équipej dans le round k,
Lk 0, sinon;

Et

lesroundsk etk + 1,

1,si l'équipe t se déplace du site de l'équipe i a celui de l'équipej entre
Vtijk = {
0, sinon;

En utilisant ces variables, on obtient les formulations (1) a (12) pout le TTP :

(1) min
iy Xioq dij . xijl + Xioq TPy Xy X271 dij . ytijk + XL, X dji . xij, 2n — 2

(2) X = 0, i=1,..,n, k=1,..,2n-2,

(3) Yoy (xijk + xjik) = 1, i=1,.,n k=1,..,2n—2,

(4) a2 xijk = 1, Lj=1,..,n: i #],

(5) L < Yh,> xijk+1 < U, i=1,..,n, k=1,..,2n—2—
U,

(6)  xijk + xjik + xij, k + 1+ xji,k <1, i,j=1,..,n, k =
1,..,2n—3,

(7 zw = X xjik, i=1,.,n k=1,.,2n-2,

(8) Zjik = Xjik, iL,j =1,..,ni #], k=1,..,2n-2,

9 Veijk = Ztik + Zejrs1 — L ti,j =1,..,n, k=1.,2n-3,

(10) x;jr€ {0, 13, ij =1,..,n k=1,..,2n-2,
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(11) zi€{0,1}, ij=1.,n k=1.,2n-2
(12) Veijr€ {0,1}, ti,j =1,..,n, k=1,..,2n-2,

e La fonction objective (1) représente la distance totale parcourue séparée dans
trois termes: la distance parcourue par les équipes qui jouent a I’extérieur dans le
premier tour, la distance parcourue apres le premier et avant le dernier match joué par
chaque équipe, et la distance parcourue pour rentrer & domicile par les équipes qui
jouent a I’extérieur dans le dernier tour.

e La contrainte (2) stipule qu'aucune équipe ne peut jouer contre elle-méme,
tandis que la contrainte (3) impose que chaque équipe joue exactement une fois dans
chaque tour, soit a domicile ou chez le site de I’équipe adverse.

e La contrainte (4) garantie que chaque équipe jouera contre chaque équipe
adversaire a I'extérieur gu'une seule fois.

e La contrainte (5) est utilisée pour assurer que dans n'importe quelle séquence
de matchs consécutifs U + 1 une équipe jouera au moins L et au plus U matchs a
I’extérieur.

e La contrainte (6) la non-occurrence de répéteurs.

e La contrainte (7) force z;; quelle soit égale & 1 (respectivement. 0) si I'équipe I
joue a domicile (respectivement. a ’extérieur) dans le tour K.

e Pour chaque deux équipes différentes i et j, la contrainte (8) vérifie que Zjjx =
Xijk, 1.e. ’équipe 1 doit se trouver sur le site de 1’équipe ] si la premiére équipe joue
contre la derniére a 1’extérieur.

e La contrainte (9) impose sur I’équipe T de se rendre de la ville de I'équipe | &
celle de I'équipe j si elle joue dans ces villes en deux tours consécutifs.

e Les contraintes (10) a (12) imposent les exigences d’intégralité.

Bien que ce qui précéde donne une formulation complete pour le TTP, les
bornes inférieures prévues par sa relaxation de programmation linéaire sont trés
faibles. Pour améliorer cette formulation, Trick [147] a suggéré d'ajouter les
contraintes dites odd-set pour chaque semaine. Une approche alternative et meilleure
consiste & reformuler le probléme en redéfinissant les variables de décision, tel que
décrit dans [148].
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Le probleme du voyageur de tournoi miroir [138] et le probleme du voyageur de
tournoi avec des lieux prédéfinis [149, 150] sont deux variantes du probleme du
voyageur de tournoi. Le premier a la contrainte supplémentaire que les matchs joués
en round t sont exactement les mémes matchs joués en rondet + (n- 1) pourt=1,...

, N - 1, mais avec des lieux inversés.

Le second est une variante du TTP avec un unique round robin, dans lequel le lieu de
chaque match qui sera joué est connu a l'avance.

Le TTP et ses variantes ont été abordés par les différentes méthodes de
résolution exactes et approchées. La premiére approche de la programmation en
nombres entiers pour résoudre exactement le TTP a été proposé par Easton et al.
[151], ou la borne inférieure a été amélioré plus tard par Urrutia et al. [152].
Rasmussen et Trick [153] ont développé une approche hybride exacte de deux phases
qui génére tous les modeles réalisables dans une premiére phase en utilisant la
programmation par contraintes et attribue aux équipes les modéles dans la deuxiéme
phase en utilisant la programmation entier. Les instances Benchmarks TTP miroir et
non-miroir avec huit équipes ont été résolus a l'optimalité par Cheung [154] et Irnich
[155]. Uthus et al. [156] ont développé une approche itérative basée sur A* pour le
TTP, cette derniére a été en mesure de trouver des solutions optimales aux plus
grandes instances de Benchmarks résolus a ce jour, avec la participation de dix

équipes.
4.3.2 Minimisation de pauses (Breaks)

L'un des buts les plus importants de la programmation sportive est la
minimisation des pauses. Les ligues organisatrices souhaitent avoir des horaires avec

un nombre minimum de pauses ou, au moins, avec un nombre équilibré de pauses (ie,

les horaires ou toutes les équipes ont le méme nombre de ruptures).

Les problémes de planification sportifs sont souvent résolus par lI'une des deux

approches de décomposition:

(1) "First-schedule, then-break™: déterminer d'abord les matchs a jouer a chaque

tour, par la suite le modele ‘Home/ Away’ correspondant.
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(2) "First-break, then-schedule™: déterminer d'abord un modele Home/ Away
réalisable, par la suite déterminer les matchs correspondants a jouer pour chaque

tour.

Les deux approches ont été étudiées dans la littérature pour différents parameétres

de probléme.

Dans les deux cas, un modele Home/ Away avec un nombre minimum de pauses est
souvent recherchée. La minimisation de pauses dans ce contexte a été discutée par pas
mal de travaux. Les résultats sur le nombre de pauses dans un tournoi round robin
sont également apparus. Et d’autres travaux ont été faits sur 1’optimisation et les

approches de programmation par contraintes pour la minimisation de pauses.

Dans d’autres travaux on trouve une relation établie entre deux aspects des
problémes de gestion de tournois round robin: les voyages et les pauses. En
particulier, ils ont montré que, pour tout calendrier S, le nombre total de voyages (ou
trips) T(S) et le nombre total de pauses B (S) sont telles que T(S) =n -R- B (S)/ 2, ou
R =n - 1(resp. R = 2(n - 1)) est le nombre de tours dans un tournois single
(respectivement double) avec n équipes. Ce lien entre la maximisation de pauses et la
minimisation de distance a été utilisée pour dériver des bornes inférieures pour
certaines instances du probléme du voyageur de tournoi en miroir et pour prouver

I'optimalité des solutions trouvées par une heuristique pour le second.

4.3.3 Minimisation d’effets ‘Carry over’
Dans la stratégie des équipes ou des athlétes, en particulier pour les longues

compétitions, un probléeme majeur consiste a équilibrer les efforts des équipes a
travers la compétition. Si une équipe joue contre une équipe adversaire faible, elle est
susceptible d'étre en meilleure forme pour jouer au prochain tour que si elle avait joué
contre une équipe adversaire difficile avant. Les équipes qui jouent contre des
adversaires forts seront trés probablement plus fatigué pour leur prochain match. Par
conséquent, il est probable gu'une équipe(ou un sportif athlete) fait beaucoup moins

d'effort lorsque elle joue contre un adversaire qui a joué avant contre un concurrent
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tres fort, donc il doit faire face a un adversaire qui a jouer précédemment contre un

concurrent facile.

La situation ci-dessus est particulierement vrai dans le cas des sports qui
nécessitent une grande quantité d'effort physique (comme la lutte, le rugbyet les arts
martiaux). Dans ce genre de sport, on trouve souvent qu'une équipe (ou un sportif)
joue plusieurs matchs d'affilée, mettant une séquence trés fatigante (resp. bien
reposante) contre adversaires tres attractifs (resp.peu attrayants). Certains calendriers
peuvent contenir plusieurs de ces séquences de matchs faciles ou plus difficiles
affectés a une ou plusieurs équipes. Cette situation ne caractérise pas un calendrier

équitable et est hautement indésirable dans n'importe quel tournoi.

Bien que certains auteurs préconisent que les effets de report ne jouent pas un
réle majeur dans les sports collectifs, Flatberget al. Ont montré une application réelle
a une ligue de football en Norvege dans lesquelles les reports des effets déterminés
par une équipe spécifique ou un joueur spécifique affectent fortement les résultats
finaux de la compétition. En outre, ils ont également montré que la minimisation de
ces effets conduit a une fixation plus juste et mieux du calendrier des matchs. Une
autre situation réelle intéressante est illustrée par des probléemes dans le football
collégial américain, ou une équipe (Alabama) a été programmeée a plusieurs reprises
prévue de jouer contre des équipes ayant un « by » a la semaine précédente. La
séquence de matchs a été trés peu attrayante pour I'Alabama, parce qu’elle était censés

rencontrer souvent une équipe reposante qui n'a pas joué au tour précédent.

Pour un calendrier compact de type single round robin avec n équipes, on dit
que I'équipe i donne un effet de report a I'équipe j si une autre équipe joue en tours
consécutifs
contre les équipes i et j. les tours sont considérés cycliques, c'est a dire, le premier
tour suit le dernier tour (n — 1) et peut étre considérée comme le tour n. Si I'équipe i
est une équipe tres forte (respectivement. trés faible) et plusieurs équipes jouent
consécutivement contre les équipes i et j, alors 1I’équipe j peut étre favorisée

(respectivement. handicapés) par rapport aux autres équipes.
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Soit cij> 0 compte le nombre d’effets « carry over » donné par équipe i a

I'équipe j, pour tout i,j=1,...,N avec i=!j. La qualité d'un calendrier en ce qui concerne
n 9

j=1 Cij*
Dans un calendrier idéal ou équilibrée par rapport aux effets de report, on ne

les effets « carry over » est mesurée par la valeur d’effet « carry over » " 5°

peut pas avoir des équipes : i, j, p, g telles que les deux équipes p et g jouent contre
I'équipe j immédiatement aprés avoir joué contre I'équipe i. Dans ce cas, on devrait
avoir cij= 1, pour tout i, j = 1,...,N avec i=lj.

Pour chaque paire d'équipes i, j = 1,...,N (avec i = !j) et pour chaque tour k=1,.
.., N (avec les tours représentés cycliqguement, tel que le tour n-1 est suivie par le

premier tour), la variable binaire Y\ est definie par:

o {1, sil'équipe i joues contre l'équipej dans le round k,
Yiij = 0, sinon;

; , . Ly - n n—1
Le nombre d’effets « carry over » donné par I'équipe i a j est : D it Dkt Ykti Y(k+1)E55

pour tout i=!j; zéro autrement. Par conséquent, le probléme de minimisation de la
" -1 2
(13) mlnz_ 12?:1(2?:1 Xk=1 Yrii - Y(k+11j)
1=

valeur d’effet « carry over » (13) a (19) peut étre formulée par la programmation en

nombres entiers comme suit:

(14) Ykij = Ykiji, Lk =1,..,n,
(15) Yi=1 Ykij =1, k=1, ..,n,
(16) Wl Vkij=1, Lj=1,..,ni #j,
(17) Yrii = 0, ik =1,..,n,
(18) Ynij = V1ij, Lj =1,..,n,
(19) Vrij€ {0,1}, i,k =1,..,n
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e La fonction objective (13) minimise la valeur d’effets carry over totale.

e La contrainte (14) assure que les variables yy;;=Yy;i sont identiques ou que le
match entre les équipes i et j est le méme que celui entre les équipes j et i (i.e.
il ya un match unique entre les équipes i et j en un tournoi single round robin).

e La contrainte (15) assure que chaque équipe joue exactement une fois dans
chaque tout d'un calendrier compact.

e Les contraintes (16) et (17) garantirent que chaque équipe joue exactement
une fois contre toutes les autres équipes.

e La contrainte (18) impose que le niéme tour est équivalent au premier.

e La contrainte (19) impose la variable soit binaire.

4.4 Les domaines d’application

Dans cette section, on présente les méthodes d'optimisation pour les problémes de
planification et d’ordonnancement pour les différentes disciplines sportives comme le
football, le baseball, le basket-ball, le cricket et le hockey. Les disciplines sportives

les plus activés sont le Basket-ball et le football.

> Football

Malgré le grand nombre de papiers discutant 1’application de la programmation
entiere et les métas heuristiques pour le Schedule des tournois de football, on
remarque que seuls quelques-uns se réferent a des applications réelles financés par des
contrats de recherche et de développement. Parmi eux des travaux ont appliqué
heuristiques et branch-and-bound pour planifier les ligues de football professionnel de
I'Autriche et de [I'Allemagne. D’autres travaux ont adapté I'approche de

programmation entiere pour planifier la ligue de football italienne.

On trouve aussi une élaboration d’une stratégie de décomposition en
programmation entiére pour résoudre le probleme d'optimisation bi critére découlant
du plan du tournoi national de football brésilien, dans lequel I'un des objectifs consiste
a maximiser le nombre de matchs qui peuvent étre diffusées par les chaines de
télévision ouvertes (pour augmenter les revenus des droits de diffusion) et l'autre
consiste a trouver un plan équilibré avec un nombre minimum de pose ‘home’

(respectivement de pose away) par souci d'équité. L’approche a été utilisée en
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pratique pour planifier les 2009, 2010, et 2011 éditions du tournoi. Un autre travail
consiste a développer un modéle programmation entiere résoluble par CPLEX qui a
été utilisé pour la premiére fois en 2010 pour planifier un tournoi de football
professionnel de type double round robin du Honduras, joué par dix équipes.

> Basketball

Le premier probleme considéré est le probleme de la planification d’un
calendrier pour le basket-ball de dix équipes correspondant a un tournoi double round
robin détendue. Les équipes ont été autorisés a jouer au plus deux matchs consécutifs
a l'extérieur sans retour a leurs site.

Pour la National Basketball Association (NBA) aux Etats-Unis, des travaux ont
été bases sur la construction de calendriers pour 22 équipes ou chaque équipe a joué
82 matchs et les heures de repos ont été prises en compte. Les méthodes basées sur
des heuristiques pour le probléme du voyageur de commerce ont été proposees afin de
réduire les frais de déplacement de la compagnie aérienne.

D’autres travaux ont combinés la programmation en nombres entiers et les
techniques énumeératives pour déterminer le calendrier des matchs des neuf universités
de la Atlantic Coast Conference (ACC).

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré I’importance de gérer les tournois sportifs
et ’importance de créer un calendrier optimal et son impact sur le stade économique,
par la suite nous avons montré les différents types de contraintes pouvant exister dans
un tournois sportif et qui différent d’un tournoi a un autre et d’une ligue sportive a une
autre, ensuite nous avons présenté quelques notions générales dans le domaine des
compeétition sportives ou on a présenté les deux phases importantes dans la création
d’un calendrier complet sui sont les modeles Home/ Away et le calendrier, ainsi que
la présentation graphique des tournois, d’autre part nous avons montré les problémes
fondamentaux qu’on doit prendre en compte dans notre schedule, on s’intéresse dans
notre travail au probléme de minimisation de distance, et nous avons terminé par

présenter  quelques  domaines  d’application et les  travaux  faits.
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5 Proposition d'une approche de résolution du C-TTP qui casse
les symétries

5.1 Introduction
Dans cette section nous allons étudier un probleme combinatoire réel et trés

connu, il s’agit du probléme de compétition sportive C TTP (circular travelin
tournament problem). La propriété fondamentale de ce probléme est sa structure
symétrique, notre objectif consiste a exploiter cette derniére afin d’améliorer la
résolution de ce probleme. Donc ce chapitre sera divisé en deux parties : en premier
lieu nous présentons le probléme (contraintes,...etc.) et nous étudions les symétries
que posséde ce dernier. Dans la deuxieme partie nous proposons une méthode de

résolution au probléeme en prenons compte des symeétries.

5.2 Le probleme Circular Traveling Tournament Problem

5.2.1 Description du C-TTP
> Rappel :

Le probléme du voyageur de tournoi (TTP) consiste a trouver la distance
minimale & un tournoi double round-robin ou le nombre de pauses consécutives est
borné [136]. Les équipes et leurs sites sont données par T= {1, 2, ..., n} pour un
nombre pair n €2N. Les indices ¢, ¢’ €T représentent les équipes et les indices i, j €T
représentent leurs sites. Soit D= (dij) pour i, j €T représente la distance entre les sites i
et j. chaque solution réalisable au TTP peut étre représentée par les tours p'= (i'y,
%2y i2 (n-1)) POUr tous les équipes t €T. ici i's €T décrit pour chague créneau horaire s
€1, 2, ..., 2(n-1)} le site ou 1’équipe t va jouer son match. Pour i's = t, I’équipe t joue
dans son lieu, autrement, t joue a I’extérieur, Il est clair qu’une solution ne peut étre
D teT Zi(:no_l) ff-ig!z'zﬂ:ours sont compatibles. C’est-a-dire un match a 1’exterieur ity =
¢’ 1=t implique un match & domicile i = #’.avec la définition i := i1 :=t pour tous

les équipes t € T, le cout d’une solution p est la distance totale parcourue :

En plus la contrainte ‘pas de répétition' (NRCs) exige qu’un
match a domicile de t contre t’ ne peut pas étre suivi par le match externe

correspondant ou t’ joue dans son domicile contre t.

> Définition du C-TTP (le probleme de voyageur de tournoi

circulaire) :
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Figure 5-1 Exemple générique d'une instance circulaire d'un probléeme TTP avec 6 équipes.

Easton et al. (2001) [136] ont introduit les instances TTP circulaires, ou les
sites des équipes sont localisés sur un cercle. La distance entre les sites voisins est
égale a un donc la distance entre deux équipes i>j est dij = min {i-j, n+j-i}. Il a été
prouvé que ces instances sont difficiles a résoudre a cause de la présence des

symeétries.

Dans ce qui suit nous allons présenter les différents cas de symétries de notre

probleme et comment on peut les exploiter pour chaque cas.

5.2.2 Les symétries dans les instances circulaires du TTP
Pour une solution réalisable au C TTP, il est possible de faire tourner les

équipes et les lieux c’est-a-dire de faire leurs rotation, c'est a dire remplacer t par t +1

(pour t <n) et n par 1. La solution résultante est également realisable et a des codts

identi
001 2 3 2 1 . -
1 0 1 2 3 2 (7) O
@)—| 2 10123 @&ﬂ w
W =13 2 1 0 1 2
2 3 2 1 0 1 O © o )
1 2 38 2 1 0 0

(a) (b) (e) ()

Figure 5-2 Une instance circulaire pour n = 6; (a) Les distances, (b) la rotation par 2r/6, (c) et
(d) les réflexions a travers les sommets ou les arrétes.

réflexions a travers les sommets ou les arrétes opposeés, produisent aussi des solutions

symétriques comme le montre la figure 1, et avec des codts identiques.
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Formellement, le groupe diédre de symétrie Dn d'un polygone régulier a n

cotés opeére sur les (équipes/sites). Dn englobe les symétries suivantes :

e Les n rotations par multiples de 2z/n (y compris l'identité) et

e Lesn reflexions a travers les sommets opposés et les arétes opposeés.

Cette opération peut étre exploitée de différentes fagons, soit en considérant les

affectations (‘Home/Away’) ou en considérant les 1-facteurs orienteés.

5.2.2.1 Symétries sur les affectations Home/ Away
Une affectation ‘Home/ Away’ (HAA) représente une solution partielle pour le

TTP. Un HAA spécifie pour chaque équipe et pour chaque créneau horaire si 1I’équipe
joue dans son site ou joue dans le site externe (le site de son adversaire). Lorsqu’on
atteint I’égalité entre les équipes jouant a domicile et les équipes jouant a 1’extérieur
pour un créneau horaire, le nombre global de slots HAA est (n n/2). Dn donc opére
sur I’ensemble des slots HAA pour un créneau s donne.

Exemple : pour n=6, on a (6 3)=20 slot HAA possibles. Les slots HAA qui sont
symétriques au (hhhaaa) sont définis comme une orbite. Par exemple 1’orbit de
(hhhaaa) est {(hhhaaa), (ahhhaa), (aahhha), (aaahhh), (haaahh), (hhaaah)}. Pour cet

exemple, les trois différents orbits avec les longeurs 2, 6 et 12 sont montrés dans la

£33
Bt ntetute
PRt
Ceireladaelzels

Figure 5-3 Les orbites de HAA pour n = 6.

figure 5-3.

Due a la symétrie présente dans les instances circulaires, il suffit de considérer une
seule représentation de slot HAA pour chaque orbite pour un créneau horaire s donné.
Ceci représente le facteur le plus important dans la réduction de symétrie. Donc
prenant ’exemple de n=4, il y’a deux branchements possibles: le premier
branchement peut fixer que les équipes 1 et 2 jouent dans leurs sites et que les autres

équipes jouent a distance, par ailleurs, le second branchement peut fixer que les
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équipes 2 et 4 jouent a domicile et que les équipes 1 et 3 jouent leurs matchs a

I’extérieur de leurs sites, comme est présenté dans la figure 5-4.

DX

Figure 5-4 Les orbites de HAA pour n = 4.

La figure 2(c) présente le nombre de modéles HAA possibles et le nombre

d’orbites correspondants a chaque nombre de joueurs dans une équipe.

5.2.2.2 Symétries des 1-Factors

Pour chaque intervalle de temps s, une solution impose un tournoi. Par exemple,
f:={(3, 2), (1, 6), (5, 4)} signifie que I'équipe 3 joue a domicile contre 1’équipe 2,
I’équipe 1 joue dans son site contre 1’équipe 6 et 1’équipe 5 joue a son domicile contre
I’équipe 4. Le groupe diedre Dn opére naturellement sur les 1-facteurs orientés. Sur
F, Dn produit une orbite composé de quatre eéléments:{f, {(2, 1), (4, 3), (6, 5)}, {(1,
2), (3, 4), (5, 6)}, {(2, 3), (4, 5), (6; 1)}}. Comme précédemment tous les éléments
d’une orbite son équivalents donc, il suffit de considérer une seule représentation 1-
factor orientée pour le slot s=1.

La figure 5-5 montre pour n=4 les trois orbites avec 4 éléments : le premier
branchement affecte les matchs (1,2), (4,3) au slot 1, le second (1,2), (3,4) et le

troisieme affecte les matchs (1,3), (2,4).

& G
o Fp
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o Fp &

]
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©
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(©)
©
()
©

(a)

Figure 5-5 Les orbites des 1-Factors orientés pour n = 4.
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5.2.2.3 Inversement de tours

Un autre type de symétrie peut étre utilisé dans le cas ou les distances djj sont
symétriques, chaque solution avec les tours p'= (i', i%..., i (-1)) des équipes teT a la
solution inverse correspondante avec les tours inversés : (i' sn-1,---, i2, i) pour tous
les équipes t. Le groupe symétrique Z,= {id, rev}= {+1, -1} composé de I’identité

id=+1 et inverse rev=-1.

Plusieurs auteurs ont déja exploité cette symétrie: Dans l'algorithme branch-
and-price d’Irnich [155], les arcs sont retirés du réseau d'une équipe (par exemple
I’équipe 1) de telle sorte que seule I'une des deux tours symétriques peut étre générée.
Uthus et al [156] en leur approche branch-and-bound, exigent que la premiere moitié
du calendrier de 1’équipe 1 (c’est-a-dire les matchs dans les slots 1 a n - 1) aura plus

de matchs a domicile que des matchs a I'extérieur (ou vice versa).

Dans tous les cas, lI'accélération qui peut étre tirée de l'exploitation des tours

inverses est limitée par un facteur 2.

5.2.2.4 Symétries sur les pairs de HAA

Les deux types de symétries dans le slot 1 et la symétrie introduite par
I’inversement des tours peuvent &tre combinés. Le nouveau groupe symétrique est
Gn=Dn x {+1, -1} avec 4n éléments. Tout élément du groupe g=(d, €) ¢ G opére sur
une solution avec les tours (i'y, i%..., i2 (n-1)) t €T comme suit : la solution résultante
est donnée par les tours : (i, i%0,,..., 0, (1)) pour e =+1 et (i'® yn1),..., 190y, 190y)

pour e =-1.

Afin d’exploiter cette symétrie, il faut deux slots a considérer simultanément.
Par exemple le premier créneau horaire 1 ainsi que le dernier créneau 2(n-1). Les
nombre total des pairs HAA est évalué donc a (n n/2)% Pour n=4, I’opération de G4

sur (4 2)?=36 pairs de modéles HAA montrés sur la figure 4(a).
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TP D €06 9 6 98 & BE 9 & 98D € 58 5208 %

&
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exe
exe

Figure 5-6 Opération de Gn = Dn * Z2: Orbits des pairs HAA pour n = 4.

En concernant la combinaison de la symétrie des 1-Factor et I’inversement des
tours, lorsque le nombre des 1-facteurs augmente rapidement avec n, le nombre de
pairs se développe encore plus vite, comme on le voit dans le tableau de la figure 4
(c). En raison du grand nombre de paires il n’était pas possible de calculer les orbites
pour n = 10 et n = 12. Ainsi, la réduction de symétrie basée sur des paires de 1-
facteurs n'est pas une approche prometteuse pour accélérer les algorithmes

énumérative.

5.3 Modélisation et résolution du C-TTP
5.3.1 Modélisation

5.3.1.1 Représentation matricielle de la solution
Pour la solution nous choisissons une représentation matricielle n* 2(n-1) ou les

lignes représentent les tours des équipes, la ligne i correspond au tour de 1’équipe i,
les colonnes correspondent aux slots ordonnées de 1 a 2(n-1) regroupés en deux
rounds consécutives. Ou chaque round a n-1 slots dans les équipes jouent entre elles
leurs premiers match.

L’intersection des lignes 1 avec les colonnes j représentent I’équipe adverse qui
va jouer contre 1’équipe 1 dans le slot j.

Pour la représentation Home / Away, nous avons choisis de représenter cette
information par les symboles (+) et (-) ou le (+) désigne que 1’équipe i joue a

I’extérieur de son site et le symbole (-) désigne que 1’equipe joue dans son domicile.
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Donc nous avons choisis une représentation globale du Schedule, ou nous avons
représenté le timetabling et le modéle Home/ Away a la fois dans la méme

représentation matricielle.

5.3.1.2 Les contraintes, variables et domaines de valeurs
+ Les variables de décision du probléme C-TTP :

Les variables de décision du probléme représentent les points d’intersection
des lignes (tours) avec les colonnes (slots), et qui représentent en effet deux
informations :
- Pour une équipe i elle représente le site de 1’équipe adverse dans un slot j.
- Elle définit le modéle H/ A de I’équipe.
Donc les variables de décision de la Matrice Schedule sont : Schedule
[team, slot].

Donc pour un probléme de taille n on a (n * 2(n-1)) variables de décision.

*+ Les Domaines des variables du probléme C-TTP :
Le domaine D des variables sont des valeurs entieres positives (lorsque
I’équipe joue a domicile) et des valeurs enticres négatives (lorsque

I’équipe joue dans le site de I’équipe adversaire).

+ Les contraintes du probléme C-TTP :
Soit une fonction Play (i, j, t) désigne i joues chez j dans le slot t,
alors les contraintes du probleme considéré sont :
(1) L'équipe ne joue pas avec elle-méme.
forall (i in TEAMS, tin SLOTS)
play(i,it) =0!
(2) Chaque équipe joue exactement une seule fois contre chaque autre
équipe dans un round. (team i plays one team in each slot)
forall (i in TEAMS, tin SLOTS)
sum(j in TEAMS) (plays(i,j,t)+plays(j,i,t)) = 1

(3) DRRT: toute equipe doit jouer une seule fois dans un slot. ( team i
plays at team j exactly once)
forall (i,j in TEAMS | i <>j)
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sum (tin SLOTS) plays(i,j,t) =1

(4) Dans un slot si une équipe joue Home I'équipe adverse doit jouer
Away et vice vers sa.

(5) La contrainte At most: I’équipe ne dépasse pas U fois Home
consécutives repectivement (Away).
forall (i in TEAMS, tin 1..2*n-5)
1 <=sum(j in TEAMS) (plays(i,j,t)+plays(i,j,t+1)+
plays(i,j,t+2)+plays(i,j,t+3)) <= 3

(6) La contrainte (NRCs) : no repeaters
forall (i,j in TEAMS, tin 1..2*n-3)
plays(i,j,t)+plays(j,i,t)+
plays(i,j,t+1)+plays(j,i,t+1) <=1

%+ Les extra-contraintes LDSB et la composition des symétries:

La suppression des symétries se fera par 1’ajout d’un ensemble d’extra
contraints LDSB, la composition de ses contraintes est assurée par une répétition de
tests de la propagation de ses contraintes et de vérifications. Elles seront implémentés

dans des brancher indépendants traitant les symétries considérées.

5.3.2 Résolution

5.3.2.1 Choix de la méthode de résolution LDSB-B&B
Pour résoudre le CTTP nous avons choisis la méthode de de résolution

énumérative et compléte Branch and bound avec minimisation de la fonction
objective qui la distance totale parcourue par les équipes et qui doit étre minimisée.
Pour le traitement des symétries nous avons intégré la méthode dynamique
(LDSB) a notre programme de recherche, nous avons choisi cette technique pour les
raisons suivante :
v’ Efficacité de la méthode : elle supprime les types communs de symétries
avec efficacité.
v Rapidité : elle réduit le temps d’exécution des problémes dans tous les

Cas.
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v’ Flexibilité : elle est implémentée comme une méthode dynamique mais a
I’avantage qu’elle est comme tout ordre de recherche (statique ou
dynamique).

v Elle évite le temps d’exécution additionnel et reduit la complexité de
calcul du calcul du groupe.

v Elle ne tombe pas en conflit avec un petit ensemble de contraintes de
suppression de symétries statiques.

v' Elle regroupe les avantages des autres approches dynamiques
alternatives.

v' Elle traite les grandes instances et benchmarks des problemes.

La méthode de résolution que nous allons appliquer est donc
(Branch&Bound-LDSB).

5.3.2.2 Description de la méthode de suppression des symétries LDSB

5.3.2.2.1 Représentation des symétries dans LDSB

Afin de représenter nos symétries par LDSB nous devons suivre la syntaxe
interne de ce dernier et qui représente la base des algorithmes de suppression des

symeétries.

5.3.2.2.1.1 Les modeéles de LDSB et leurs syntaxes

Soit un CSP P = (X, D, C), la forme la plus générale pour toute symétrie de variable s
est < x1, .. xn> > < X', Xn> 0U<xg,.xp>= <x',..xn>=X,ets (x) =
xi. comme I’inverse de toute symétrie est aussi une symétrie, alors < x'y,...x"n > -
< X1, ... Xn > est aussi une symétrie. Cela motive la syntaxe de LDSB qui représente s
et son inverse simplement par : { < xg,...xp >, < x'1, ... X"y > }. Cette représentation
est la méme que la notation standard de Cauchy de deux lignes pour les permutations,
a la seule exception et que 1’on consideére pour représenter la permutation et son

inverse a la fois.

Naturellement, I'ordre dans lequel les deux couples (que nous appellerons comme des
séquences) apparaissent dans cet ensemble n’est pas significatif. C’est la premiere des
quatre modes de LDSB introduites dans cette section, et il sera désigné sous le motif

de séquences variables interchangeables. Etant donné que toute valeur symétrie peut
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étre représentée de maniere similaire en utilisant des séquences de valeurs de
séquences (au lieu de variables), le second motif de LDSB est le motif de séquences

interchangeable valeur équivalente.

Notez que, pour plus de simplicité, nous ne assumons aucune variable (ou la valeur)
apparait plus d'une fois dans une séquence d'LDSB. Cela ne provoque pas de perte de
généralité puisque, par définition de symétrie, une variable (valeur) ne peut étre mis
en correspondance avec une variable (valeur). Ainsi, seule une occurrence est

nécessaire.

Alors que toutes les symétries de variables et de valeurs peuvent étre
représentées en utilisant I'un des deux motifs ci-dessus, de nombreuses symétries des
CSPs ont des propriéetés spéciales qui leur permettent d'étre représentés de facon plus
compacte. Comme nous le verrons, c’est pour ces symétries que LDSB est capable de
tailler des solutions symétriques plus efficacement et a détecter et a tailler plusieurs
compositions des symétries. Nous discutons ces propriétés et leurs conséquences en

termes de la syntaxe.

Omettre 1’auto mappages: La premiere propriété de symétrie est de cartographier un
certain sous-ensemble des éléments (qu'il se agisse de variables ou des valeurs) a eux-
mémes. Pour ces types de symétries, LDSB utilise un raccourci dans lequel les
séquences omettent ces éléments qui sont mappés sur eux-mémes. Noter que, lorsque
désignant toute symétrie en utilisant ces sténographies, les éléments des deux
séquences sont les mémes. Les valeurs qui sont mappés se sont omis dans les

séquences, et que LDSB ne représentent pas explicitement la symétrie d'identité.

Simplifiez involutions: La deuxieme propriété de symétrie est égale a son inverse
(dans la langue de permutations, ceux-ci sont appelés «involutions»). Pour ces
symétries nous pouvons scinder les éléments en trois ensembles disjoints (Id), (EL1)
et (EL2), Ou (Id contient tous les éléments qui sont affectés a eux-mémes, alors que
tous les éléments (EL1) sont mappés a des éléments (EL2) et vice versa (et, par
conséquent, on aura le méme cardinal (EL1) = (EL2)). LDSB représente les
involutions comme un ensemble avec deux séquences, un pour les éléments (EL1) et

un pour les éléments (EL2).
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Réglez la représentation des ensembles complets de permutation: La troisieme
propriété est que toutes les permutations d'un ensemble particulier de séquences
d'éléments (que ce soit des variables ou valeurs) sont symétries du CSP. Un tel groupe
de symeétries peuvent étre représentés tres compacte dans LDSB comme l'ensemble
des séquences. Notez que cet ensemble représente non seulement toute permutation de
deux éléments dans le probleme mais aussi leurs compositions et, ainsi, la

permutation d’ensemble complet.

Des séquences de longueur égale a un: Si toutes les séquences dans une instance de
notre modele de séquences interchangeables contiennent une seule variable (valeur),
alors nous pouvons simplifier ce cas en utilisant un ensemble de variables (valeurs)
plutdt que d'un ensemble de tuples de variables (les valeurs). Cette version
particuliere du motif de séquence sera désigné sous le motif de variables
interchangeable, et un équivalent pour la valeur sera appelé le motif valeurs
interchangeables. Ces deux, avec nos deux tendances générales séquences

interchangeables, forment les quatre modeles utilisés par LDSB.

La syntaxe de LDSB : La syntaxe formelle utilisée par LDSB pour représenter les
symétries est : étant donné un CSP P = (X, D, C). Un exemple de motif de LDSB (W)
doit étre une instance de l'une des variables du motif interchangeables (valeurs) ou la
variable interchangeable (valeur) des séquences motif. Dans le premier cas, (W) doit
étre un ensemble de vari-recevables (valeurs) tel que W <X (W < D). Dans ce
dernier cas, (W) doit étre un ensemble de variables (valeur) des séquences telles que
les cing propriétés suivantes s’appliquent. Soit seqi( p) qui désigne 1’élément (variavle
ou valeur) dans la position p de seqi. Premiérement, on a var (W) € X (vals (W) <
D), Deuxiémement, toutes les séquences doivent avoir la méme longueur k.
Troisiemement, tous les éléments d'une séquence doivent étre différents, i.e.,
Y i.|vars(seqi)| = k (|vals(seqi)| = k). Quatriemmement, aucunes dex sequences
seqi , seqj avec i #j , ne peuvent avoir les meme elements dans une position
donnée, i.e., Vp.seqi(p) + seqj(p). T finalement, toute paire de sequences seqi et

seqj doivent etre dijoints, i.e., vars(seqi) Nnvars(seqj) = @.(vals(seqi) N
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vals(seqj) = @), ou bien ils ont le meme ensemble d’éléments, i.e., vars(seqi) =

vars(seqj) (vals(seq) = vals(seqj)).

5.3.2.2.2 Les symétries représentées par les modéles LDSB-B&B

Parlons maintenant des symétries représentées par chaque instance de pattern.
Considérant un CSP P = (X, D, C) qui a une instance de pattern W et laisser (GW; P)
représentent le groupe de permutation sur (allumé (P)) représenté par W. si W est une
instance du modele des variables interchangeables (valeurs), alors Y, ,est identique a
Pw p- S1 W = {seql, ..., seqm}est une instance du modéle de sequence de valeurs
interchangeables, alors Y, , est induite par l’ensemble { s;j; i,je 1..m} de

permutations sur valeurs, ou :

si,j(seqi(p)) = seqj(p) Vpel.k
Si,j= 4si,j (seqj(p)) = seqi(p) p € 1..k si vals(seqi) N vals(seqj) = @
si,j(d) =d pour tout d € D\(vals(seqi) U vals(seqj))

et k est la longueur de chaque séquence dans W. Notez que, étant donné les
cing propriétés des instances de valeur interchangeables séquences modéle introduit
dans la section 4.1, chaque sij est une permutation sur certains D(x) et {sij | i,j € 1.. m}
forme un groupe de permutation. L'ensemble Y\, , peut étre définie de maniére
similaire, lorsque W est un exemple du motif de séquences variables
interchangeables.

Alors, étant donné un CSP P avec I’ensemble Patts = {W1, ..., Wm} de
instances du modele, Patts représente toute permutation du groupe de permutations
[Yu'! s oo Y pl, ol Yy pest le groupe représenté par permutation exemple de motif
Wi.

A noter que ne importe quelle permutation de variable (et de valeur) peut étre
représentee en utilisant un LDSB en position de I'un des quatre modeles introduits ci-
dessus. Ceci distingue déja LDSB des autres méthodes, telles que les méthodes SSB
incomplets, qui ne peut casser les permutations représentés par des positions des

motifs de variables interchangeables et de valeurs interchangeables (et non pas avec
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ceux qui sont représentés par les schémas généraux des séquences plus

interchangeables).

5.3.2.2.3 Algorithmes de suppression des symétries pendant la recherche

L’algorithme de suppression des symétries de LDSB est similaire a celui de

SBDS avec les différences suivantes :

v Les types de symétries utilisées.
v La maniere dont ces symeétries sont représentées et traitées.
v Seulement les symétries qui sont actives a un nceud de recherche n

qui sont utilisées pour calculer les contraintes de suppression des symétries au noeud

n.
Algorithm 1: search (X, Patts)
input : Set X of search variables; Set Patts of pattern instances
1 if all variables in X are fixed then stop;
2
3 Select variable x € X and value d € D(x);
4 Create choice point
5 Left branch:
6 Assert x = d;
7 search(X,update (x = d,Patts));
8 Right branch:
9 L + some_orbit (x = d,Patts);
10 foreach literal | € L do Assert —=(1);;
11 search (X, Parts)

La recherche commence avec un appel au search(X, Patts), décrite dans
I’algorithme 1, ou X représente ’ensemble de variables a affecter, et Patts est
I’ensemble des instances modeles représentant les symétries connues comme actives
au nceud racine (root node)( ie toutes les symétries du probleme vu que I’affectation
au nceud racine est vide). Dans le cas ou toutes les variables dans X sont fixés la
recherch est compléte, dans le cas contraire, la recherche choisie la prochaine variable
x et valeur d non fixées. Et cela selon la stratégie de recherche choisie et elle explore
la branche x=d (comme par defaut), la seule difference ici est que avant d’appliquer
ca la recherche peut avoir besoin de modifier Patts puisque le post de I’affectation x =
d peut causer certaines symétries dans les instances modele pour etre non acitves ( ou
meme supprimées). Apres retour arriére (bachtracking), la recherche post la négation
de (certains) littéraux qui par rapport au patts, ils sont symétriques a x = d , ie,

(certaisn) de ceux dont I’orbite de X = d pour chacun des instances modeles( qui lui-
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méme inclut toujours x = d). donc en résumant, la seule différence avec la recherche
normale, ¢’est que I’ensemble des symeétries soit modifié en explorant la partie gauche
et qu’on post la négation de I’orbite en explorons la partie droite. L’algorithme 1
n’impose pas des restrictions sur la sélection de x ou de d, par conséquent, toutes
stratégies de recherche de variable ou de valeur peut etre utilisée.

La maniere dont chaque instance modele W ¢ Patts est modifiée et la
suppression atteinte dépendent du modele associé a W. comme c’est indiqué par les
algorithmes 2 et 3 respectivement. Ces algorithmes représentent le résultat de

I’application de la théorie du groupe aux mode¢les particuliers de symétries a traiter.

Algorithm 2: update (x = d, Patts)

input : Set Patts of pattern instances before literal x = d is posted
output: Set of pattern instances after literal x = d is posted

1 foreach symmetry pattern W € Patts do

2 if W is a set of interchangeable variables then W « W \ {x};
3 >

4 else if W is a set of interchangeable values then W + W\ {d};
5 >

6 else if W is a set of interchangeable value sequences then

7 | W« W\{sqld € sq}:;

8 else if W is a set of interchangeable variable sequences then
9 |  do nothing;

10 end

11 end

12 return Patts;

Algorithm 3: some_orbit (x = d, Patts)

input : Set Parts of pattern instances
output: Some subset L of the literals in the orbit of x = d according to Patts

L+ {x=d};

foreach pattern instance W € Patts do

if W is a ser of interchangeable variables AND x € W then

foreachw e W\ {x} do L+ LU{w=d};

if W is a ser of interchangeable values AND d € W then

foreache € W\ {d} do L+ LU{x=¢};

if W is a set of interchangeable value sequences AND Jseq' € W, seq'[i] = d then
foreach seq®> € W\ {seq'} do L < LU{x = seq”[i]};

U-T- B B T L

-
-

£l

-
(]

if W is a set of interchangeable variable sequences AND 3seq' € W, seq'[i] = x then
foreach seq> € W\ {seq'} do
if active(seq',seq”) then L <« LU {seq’[i| =d};

end

-
UL S )

o
=3

end

o
-1

end
return L;

-
- -]
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Algorithm 4: active(seq', seq?)

input : Sequences seq' and seq” of interchangeable variables
output: true if seq' « seq® is known to be active, false otherwise

for j < 1 to |seq'| do

if fixed (seq'[j]) and fixed(seq®[j]) and seq'[j] = seq?[ ;] then
| do nothing;

else if not £ixed (seq'[j]) and not fixed(seq’[;]) then
| do nothing;

else return false ;

L T

;
end
return true;

L-I- -] =1 &= un

5.3.2.2.4 Quelques propriétés théorique de la technique

e Correctnes et complétude de mnotre cas d’utilisation
(VariableSequenceSymmetry/ set variableSequenceSymmetry).

Théoréme : Pour un CSP P, Soit W = {seq’, ..., seq™} est I’ensemble de m
séquences de variables interchangeables et Y p est le groupe des symétries
représentés par W. l’ensemble some orbit(x = d, {W}) calculé¢ par LDSB par
I’affectation A est le sous ensemble de 1’ensemble obtenu par Orbit(X= d, SetStab(A,
Yw, p)).

Preuve : Soit Ywa p S Yw, p définit comme I’ensemble des symétries oj; qui
mappe les variables dans seq' a ceux dans seq!, et pour lequel active(seq', seq) est
Vrai pour l’affectation A. de I’algorithme 4, toute o; j € Ywa, p Stabilise A. de
I’algorithme 3, pour tout litéral 1 € some_orbit(x = d, {W}), on a | = (y = d) pour
certains y distincts de x. aussi, de I’algorithme 3, il doit y exister une séquence Seqi €
W tel que X est dans la position p, et une autre séquence différente seq’ ou y aussi se
produit dans la position p, tel que ojj€ Ywa p (et par conséquent dans Yw, p) et
puisque tous les elemeents de Ywa, p stabilisent A, alors o;jest aussi dans SetStab(A,
Yw.p).

Par conséquent, 1 = o;j (x = d) doit étre dans Orbit(x = d, SetStab(A, Yw,p)).

Ce théoreme peut étre facilement étendu aux ensembles de séquences de
variables interchangeables.

Théoreme : (Corectness pour ensemble de séquences de variables

interchangeables) : Pour un CSP P, soit W', ..., W™ des instances du modéle des
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séquences de variables interchangeables, et Wa', ..., W," les instances du modéle
calculés par LDSB a partir de Wi owm respectivement, a 1’assignement A. Alors,
I’ensemble retourné par some_orbit(x =d, { Wa’, ..., WA™ }) est un sous ensemble de
celui obtenu par Orbit(x = d, SetStab(A, [Yw' p, ..., Yw™ p])).

Preuve : le theoréme est simple et de 1’algorithme 3 :

Some_orbit( x =d, { Wal, ..., Wa™ }) = Uicr.m some_orbit(x =d, { Wa'}).

e Composition des symétries.

Lorsque la fonction some_orbit(x = d, patts) retourne 1’ensemble L de littéraux qui
peuvent étre supprimer de la recherche, on peut en effet supprimer plus de littéraux si
en plus des symétries représentées par chacun des instances modéle dans patts on
considére aussi ceux obtenus par composition de ces symétries. L’algorithme 5
cherche certains de ces extra littéraux par I’application des symétries représentés dans
Patts mais non seulement au littéral original x = d mais aussi a chaque nouveau littéral
symétrique trouvé. Afin d’atteindre ceci l’algorithme construit une queue de
nouveaux littéraux a traiter (initialisée a X = d). chaque litéral dans Queue est dont
retiré de la queue et (certains) des littéraux de son orbite sont calculés. Et chaque
littéral qui n’a pas été calculé auparavant est ajouté a L et aussi inséré a la queue afin
d’étre traité par la suite. Le processus s’exécute et se termine lorsque y’aura plus de
littéraux a retirer de la queue. Ce processus peut étre imaginé comme une traversé
largeur d’abord d’un graphe ou chaque littéral est représenté par un sommet et il
existe un arc qui relie le littéral a au littéral b si pour certaine symétrie active ¢ on a
o(a)=b.

En effet, cet algorithme ne compose réellement pas les symétries mais il applique les
symétries d’une fagon répétée sur les littéraux. Cette différence est importante pour
I’efficacité : lorsqu’on compose méme un petit nombre de symétries on peut arriver a
un nombre exponentiel de symétries, cependant cet algorithme calcule au plus un
nombre quadratique de littéraux (JX| x [D|). Cependant 1’algorithme peut oublier
certaines symétries. En effet LDSB calcule d’abord les stabilisateurs de chaque
symétrie séparément par la suite il compose leur éléments. Cela induit a la perte de
certaine opportunités : soit deux groupes de permutation G1 et G2, [SetStab(A, G1),
SetStab(A, G2)] peut etre un sous ensemble propre de SetStab(A, [G1, G2]).
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Algorithm 5: composed_orbit (x = d, Patts)

input : Set Patts of pattern instances before literal x = d is posted
output: Set L of literals symmetric to x = d according to Patts
Queue + [x=d];
L« {x=d};
while Queue is not empty do
[ + serve(Queue);
foreach literal sl € some_orbit ([, Parts) do
if s/ ¢ L then
L+ LU{sl};
append (Queue, s1);
end
end

LT - - I - ALY I S PUR S

b
=

end

. Correctness de la composition de LDSB.

Pour un CSP P, Soit Yw'a p, ..., Yw™a ples goupes representés par chacun des
instances du modele dans Pattsa ={Wa, ..., W™a}respectivement, calculés par LDSB
a I’affectation A. alors I’ensemble des literaux s Ila=composed_orbit (x = d, Pattsa) est
un sous ensemble de I’ensemble Orbit( x = d, [SetStab(A, Yw'a p), ..., SetStab(A,
Yw"a p)]).

Avec la composition, dans la brnche droite X # d de chaque nceud de recherche
A, DSB doit execuetr O(|Pattsa | X |La U {x = d}|) travail. Ou |Pattsa | represente la
some de toutes les tailles des instances du modéle dans Pattsa et |La| est I’ensmeble
des literaux calculés par some orbit(x = d, Patts A), ie I’ensemble des litéraux qui

avec x = d vont etre éliminés.
° Correctness de LDSB.

Theoreme : Pour un CSP P, Soit Pattsa :{Wl, ..., W™ I’ensemble des
instances modéle pour P, W1, ..., W™ les instances modeles calculés par LDSB a
partir de W?, ..., W™ respectivement, a toute affectation A, et Yw'a p, ..., Yw™a pest
le groupe représenté par chacun des instances modelé associées. L’appel a la fonction
search(x =d, Patts) va supprimer a chaque branche droite x = d au nceud associé a A le
sous ensemble des littéraux dans Orbit(x = d, [SetStab(A, Yw'a p), ..., SetStab(A,
Yw"a p)]-

La preuve de ce théoréme se déduit directement a partir des théorémes

précédents.
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Application de LDSB sur le CTTP :

Pour la symétrie Z2, nous avons appliqué le quatrieme type définit par LDSB
(ie. l’interchangeabilité de séquences de variables. Dans notre cas il s’agit de
I’interchangeabilité entre colonnes selon la définition de Z2 dans le modéle matriciel).
Pour Dn, c’est I’utilisation du type d’interchangeabilité entre variables précises dans
un slot de I’équipe).

Un autre traitement ajouté et qui doit supprimer plusieurs symétries dans le
modele, qui consiste a considérer une contrainte supplémentaire qui représente une
restriction sur 1’équipe 1 qui doit jouer away dans le premier round et sa distance de
parcours soit la plus petite dans ce round.et elle joue toujours contre les équipes dans

I’ensemble 2..n/2 (i.e., I’équipe 1elle voyage selon 1’horloge).

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le probleme de compétition sportive
C_TTP, ses différentes contraintes, et nous avons fait une étude approfondie des
différentes symétries que présente le probleme, nous avons présenté les formes de
symétries du probléme et nous avons montré que le nombre de symétries augmente
avec la taille du probléme (le nombre d’équipes et ou le nombre de sites sur le cercle).
Nous avons contribué a la résolution de ce probleme par une méthode de recherche
énumeérative dite Branch and Bound a laquelle nous avons intégré une méthode de
suppression de symétries dynamique LDSB, qui théoriquement semble la plus
efficace pour la suppression de toutes les formes de symétries présentés dans le

C_TTP. Le prochain chapitre consistera a I’implémentation de 1’approche proposée.
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6 Expérimentation

6.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons présenter I’'implémentation de la méthode

(Branch and Bound-LDSB) proposée dans le chapitre précédent sur les instances
circulaires du TTP. Le chapitre est divise comme suit: nous commengons par
présenter le systéme et I’environnement du travail sur lequel nous avons implémenté
notre méthode ainsi que les benchmarks, nous présentons certains pseudo code et

nous terminons par présenter et discuter les résultats obtenus.

6.2 Calcul, environnement de travail et benchmarks
Nous avons testé notre méthode de réduction de la symétrie sur les différentes

variantes des instances de TTP circulaires, a savoir les cas limité, ou le nombre de
jeux Home/ Away consécutives est bornée par trois, ainsi que les cas sans contrainte

(avec ou sans CNR).

L’algorithme a été codé en C ++, compilé en mode release avec MS-Visual
studio Express C ++ 2012. La plupart des essais ont été effectués sur un PC standard
avec processeur Intel Core 15 CPU avec 2.76 GHz, 4 Go de mémoire principale, sur
Windows 7.

De maniere générale, I’un des facteurs les plus importants dans la résolution des
problémes combinatoires est 1’environnement d’exécution de ces derniers
(environnement matériel et logiciel) qui a un grand impact sur les paramétres (temps
d’exécution et espace mémoire), donc avant de procéder a résoudre un probléme x
donng, il est nécessaire de bien choisir ses outils, il faut noter qu’il a ét¢ montrer que
la résolution d’'un mémeprobléme avec des outils différents et sur des solveurs
différents a donner également des résultats différents et dans des délais d’exécution
différents [157, 158 ].
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Description de ’outil des contraintes Gecode [ @

Gecode (GenericConstraintDevelopmentEnvironment) est un outil pour

développer des systemes et des applications basées sur les contraintes. Avec Gecode

on peut développer une application de contraintes modulaire et extensible.

» Caracteristiques :

v' Générique: elle doit supporter I’exécution de tous les problémes.

v Extensible : elle donne la possibilit¢ de modifier le probléme en
rajoutant par exemple des contraintes ou en ajoutant des modules pour
I’exécution sans avoir a refaire tous I’algorithme ou tout le modele
(pour cela elle doit étre modulaire).

v Ouvert :Gecode est un systéme ouvert pour la programmation: il peut

étre facilement relie & d'autres systémes. Il prend en charge la

programmation de nouvelles contraintes, les stratégies de branchement,

et les moteurs de recherche. Les nouveaux domaines de variables

peuvent étre programmeés au méme niveau d'efficacité que les variables

prédéfinis dans Gecode.

v' Complet :Gecode dispose d'un ensemble complet de fonctionnalités:

les contraintes sur les entiers, les booléens, les ensembles, et les
réels (il met en ceuvre plus de 70 contraintes du catalogue de
contrainte globale et d’autres contraintes additionnels non
définis dans le catalogue globale des contraintes);

Une couche de modél“isation C + +;

Des heuristiques de branchements avancés,

de nombreux moteurs de recherche (paralléles et interactives
graphiquement, redémarrage);

Il supporte le langage de modélisation MiniZinc,

et d’autres caractéristiques.

v Efficacité :1l offre d'excellentes performances en ce qui concerne le

temps d'exécution et l'utilisation de 1’espace mémoire. Il a remporté

*FlatZinc est une langue d'entrée au solveur de bas niveau qui représente la langue cible pour MiniZinc. Il est
congu pour étre facile a traduire dans la forme requise par un solveur.
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toutes les médailles d'or dans toutes les catégories sur les défis de
MiniZinc ‘the MiniZinc Challenges’ [159].

libre :Gecode est distribué sous la licence MIT et est répertorié comme
un logiciel libre par la FSF.

Portable: 1l est implémenté en C + + qui suit attentivement la norme C
+ +. Il peut étre compilé avec des compilateurs C + + modernes et
fonctionne sur une large gamme de machines (y compris les machines
64 bits).

Parallele :Gecode compile avec exploitation des cceurs multiples du
matériel de base d'aujourd'hui pour la recherche paralléle, ce qui donne
un systeme de base efficace, déja c¢’est un atout supplémentaire.

Testé : 1l utilise une suite de tests avec pres de 50000 différents cas de

test atteignant une couverture de test de pres de 100%.

La version installée : Gecode4.2.0.
Liens de la page principale de Gecode [160].

Référence : Catalogue des solveurs de contraintes [161].

Instances et Benchmarks :

On va tester notre méthode sur différentes variantes des instances TTP circulaires,

Les instances benchmarks TTP sont sur le site : http://mat.tepper.cmu.edu/TOURN.

6.3 Discussion et analyse des résultats

Instances avec contraintes Instances sans contraintes | Instances sans contraintes
avec NRCs sans NRCs
Instance Temps de Sol. Opt Temps de Sol. Opt Temps de Sol. Opt
calcul calcul calcul
Circ4 0s 20 0s 20 0s 20
Circ 6 1.6s 64 2.4s 58 2s 54
Circ 8 89s 140 224280s 110 189182s 100

Table 4 Temps d'exécution pour les instances circulaires du TTP ( avec contraintes sans contraintes avec NRCs

sans contraintes sans NRCs).
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Notre premiére observation est que le cout de traitement des symétries et de

traiter la composition des différents formes de symétries du C_TTP est négligeable.

Notre résultat le plus important est que toutes les réductions de symétrie réduit
le temps de calcul de I'algorithme branch-and-bound significativement. Le tableau 1
résume les résultats concernant les instances avec contraintes et les instances sans
contraintes (avec ou sans NRCs). Pour chaque cas, il indique le temps de calcul global
et la solution optimale trouvée.

Avec la complexité croissante des instances nous observons une accélération
croissante en temps d’exécution.

Les résultats suggerent que des accélérations similaires peuvent également étre
obtenues pour de plus grandes instances (si nous sommes en mesure de les résoudre).

Une autre observation est que Le modéle 1-Factor donne de meilleurs résultats
pour les instances sans contraintes dans le cas ou le modéle Home/ away est le mieux
pour les instances avec contraintes.

En comparant les instances circulaires avec contraintes aux instances sans
contraintes,

On remarque que les derniéres sont considérablement lourdes a résoudre.
Cependant, avec les méthodes de réduction de symétries nous avons obtenu des

résultats moyennement bons avec la représentation des 1-Factor.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fourni un apercu de la nature de la symétrie

inhérente dans les cas du TTP circulaire.

Le groupe symétrique est Gn = Dn x Z2, qui est le produit cartésien du groupe
diedre d'ordre 2n (n est le nombre d'équipes) et le groupe d'ordre 2. Nous avons
montré que Gn opére sur les paires d’affectations home/ away et peut réduire I'espace
de recherche par un facteur de 4n par approximation lorsqu’il s’agit d’une suppression
compléte. Nous avons considéré une suppression partielle de symeétries dont
I’avantage est la suppression de grand nombre de solutions symétriques et dont le
traitement des réductions des symétries et des compositions de différentes formes de

symeétries presentés soit négligeable.
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6. EXPERIMENTATION.

En utilisant une approche branch-and-bound nous avons démontré que les
vitesses augmentent avec le nombre n des équipes. Une analyse compléte pour plus
d'équipes est impossible en raison des grands temps de calcul, mais les résultats
empiriques suggérent que la réduction de la symétrie peut conduire a des accélérations
qui atteignent approximativement les environs de 3n pour les plus grandes instances.
Pour le modéle des 1-facteurs (impliqués par les matchs d’un slot de temps),
I'opération de Z2 est exploitée efficacement dans I'approche branch-and-bound. Dans
ce cas, les accélérations semblent rapprocher un facteur de 3n.
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7. CONCLUSION GENERALE.

7 Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes penchés sur I'intérét de I’exploitation des
symétries dans la résolution des problémes combinatoires. Cette proprieté a été
étudiée dans des domaines divers tel que la programmation logique et la
programmation par contraintes, donc, nous avons présenté 1’exploitation de la
symétrie dans les deux domaines, ou nous avons commencé par présenter les
différents concepts de la symétrie ainsi que la relation de cette derniére avec la théorie
du groupe, en effet les symétries differes d’un probléme a un autre. Donc, chaque
probléme peut admettre des types particuliers de symétrie, nous avons vu que parfois
la symétrie peut étre introduite par le modeéle choisi pour modéliser le probleme
considéré. Par la suite nous avons étudié et analyser les différents approches et
travaux faits dans ce domaine, ou chaque approche présente des avantages et des
inconveénients, nous avons étudié aussi la possibilité de combiner ces méthodes. Dans
tous les cas, I’exploitation de la symétrie s’avere étre efficace de point de vue du
temps d’exécution méme pour de grandes instances de problémes. Cependant, lorsque
le traitement des symétries devient colteux (par exemple le cas ou le nombre de
contraintes de suppression de symétries statiques ajoutés est exponentiel), des
solutions ont été proposes dans la littérature qui visent une réduction partielle des
symétries. Dans ce travail, nous avons considéré le probléeme de compétition sportive
Circular traveling tournament problem (C-TTP). Ou nous avons cherché a améliorer
sa résolution en exploitant les symétries présentes dans les instances circulaires du
probleme. Pour réaliser cet objectif, nous avons fait le choix de combiner une
méthode compléte Branch and Bound minimisant la distance totale parcourue par les
équipes avec une méthode de suppression de symétrie partielle dynamique dite LDSB.
Ce choix est justifié par le nombre d’avantages que présente la méthode (Efficacité,
Rapidité, Flexibilité, sa compatibilité¢ avec les autres algorithmes tel que les
heuristiques de recherche, le temps ajouté pour le traitement de la symétrie est
presque négligeable). Les resultats obtenu par I’implémentation de cette méthode sont
prometteurs. Sauf lorsque la taille de 1’instance augmente le calcul devient complexe

a cause de 'utilisation d’une méthode de résolution complete.

Perspectives :
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> Sur les types de symétries a considerer : nous allons étudier la possibilité de
trouver des symétries internes au probléme considéré afin d’exploiter a la fois
les symétries internes aux solutions et les symétries entre solutions. Nous
pensons que cela va aéliorer la résolution du probléme.

» Sur les techniques a utiliser : nous avons vu que malgré I’efficacité de la
méthode proposée, I’utilisation d’une méthode de résolution compléte
empéche la résolution de grands instances, pour palier a ce probléeme, nous
optons (dans le futur) pour une utilisation des méthodes approchés comme les

heuristiques de recherche.
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