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Titre : Inégalités de Carleman; applications aux problémes inverses et au controle de
quelques problemes d’évolution

Résumé : Dans cette theése, nous nous intéressons a I’application des inégalités de Carle-
man pour des problemes inverses et des problemes de controle.

La premiere partie est consacrée a I’étude d’un probleme inverse pour un systeme couplé
hyperbolique-parabolique. Nous démontrons tout d’abord ’existence et 1'unicité des solu-
tions du systeme considéré dans des espaces adaptés. Nous prouvons ensuite des inégalités
de Carleman qui nous permettront d’établir un résultat de stabilité Lipschitz pour la re-
construction de deux des coefficients avec I’observation d’une seule des deux composantes
sur un sous domaine et la donnée des deux composantes a un instant fixé.

La deuxieme partie concerne I’étude de la controlabilité a zéro pour I’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes. Ce type de conditions fait apparaitre des comporte-
ments singuliers de la solution. Nous rappelons d’abord quelques notions sur la théorie du
contréle ainsi que certains problémes présentant des singularités. Nous démontrons par la
suite une inégalité de Carleman pour I’équation de la chaleur avec des conditions mixtes.
Grace a cette inégalité, nous établissons un résultat de controlabilité a zéro dans un cas
linéaire.

Mots clés : Inégalités de Carleman, systemes hyperboliques-paraboliques, problémes in-
verses, stabilité, controle, singularités.

Title : Carleman estimates; applications to inverse problems and control of some evolu-
tion problems.

Abstract : In this thesis, we are interested in the use of Carleman estimates in inverse
problems and control problems.

The first part is devoted to the study of an inverse problem for a coupled hyperbolic-
parabolic system. We first prove the existence and the uniqueness of solutions of our
system in suitable spaces. Next, we prove Carleman estimates which will allow us to es-
tablish a Lipschitz stability result for the reconstruction of two coefficients of the system
with the observation of one of the two components on a subdomain and the data of the
two components at a fixed time.

The second part concerns the study of null controllability for the heat equation with
mixed boundary conditions. Such conditions bring up singular behavior of the solution.
We first recall some notions of control theory and some problems with singularities. Next,
we prove a Carleman estimate for the heat equation with mixed conditions. Thanks to
this inequality, we establish a null controllability result for a linear problem.

Keywords : Carleman estimates, hyperbolic-parabolic systems, inverse problems, stability,
control, singularities.
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Notations



1
|| |z| = < A |xi|2)2, pour tout z = (xy,...,zy) € RY.

09 : frontiere d'un domaine Q C RY. On note = ou o les éléments de 95).
v : normale extérieure au domaine €.

% : dérivée de f(x,t) par rapport a t. On utilise aussi les notations 0, f, f;.
supp : supp(u) désigne le support d’une fonction w.

A : opérateur de Laplace.

V : gradient.

C(9) : ensemble des fonctions y : 2 — R continues.

C() : ensemble des fonctions y :  — R uniformément continues.

C(Q) : ensemble des fonctions y : 2 — R de classe C* sur € et a support compact dans
Q (dit aussi; espace des fonctions test).

D'(©2) : dual topologique de D(£2) ou espace des distributions.

L(E,F) : ensemble des applications linéaires continues L : F — F entre deux espaces
vectoriels normés F et F.

C([0,T); H) : ensemble des fonctions continues sur [0,7] a valeurs dans un espace de
Hilbert H.

L?(0,T; H) : espace des classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de
[0, 7] dans un espace de Hilbert H.

1x : fonction caractéristique de I’ensemble X.
A(M) = {u € L=(Q); ||u||z=@) < M} ot M est une constante positive donnée.
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Dans cette these, nous abordons des travaux autour de deux thématiques principales :
d’une part ’étude de problemes inverses de détermination de certains coefficients d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles issu de la biologie et d’autre part, I’étude de
la controlabilité de 1’équation de la chaleur en présence de singularités. Les inégalités de
Carleman sont les principaux outils utilisés dans cette these. Ces estimations sont un
moyen pour démontrer des résultats de stabilité Holder et Lipschitz pour I'identification
de coefficients et de termes sources. Mais aussi, pour prouver des inégalités d’observabilité
qui conduisent a des résultats de controlabilité.

Avant de donner quelques résultats de I'utilisation de ces estimations, nous rappelons pour
commencer certaines définitions.
Rappelons tout d’abord la définition d'une fonction pseudo-convexe.

Définition 0.0.1. Soit P(x,D) un opérateur différentiel d’ordre m tel que
P(x, D) = X jaj<m @a(x)D*. Notons son symbole principal par pm(z,§) = 3jaj=m ta()§*.
Soit ¢ € C*(Q,R), on dit que la fonction p est pseudo-conveze en x € S par rapport a
Pm stV #0 et sié e R\ {0}

Pm(%, ) = 0 et {pm, p}(2,€) = 0 = Re{Pm, {pm, ¢} }(2,€) > 0.

ou {,} désigne le crochet de Poisson :

of 99  Of dg
U= (G0 ~ 7o oe)

j ] 3 USs
Si une telle fonction existe, on peut alors établir une inégalité de Carleman de la forme
suivante :

lo|<m

> 72(m7|a‘)’1/\Dau\262wd:€ < C/]P(x, Dyule™dx, 7>1, ue CX(Q).
0 Q

Les inégalités de Carleman ont été initialement proposées par T. Carleman en 1939 dans
[23] pour répondre aux questions d’unicité pour des problemes de Cauchy. Le résultat
fondamental de cette théorie, demeure le théoréeme de Hormander, cf. [47], qui établit
I'unicité en supposant que le symbole principal de 'opérateur est réel et que la surface
initiale est fortement pseudo-convexe. Rappelons schématiquement ce résultat.

Soit © un ouvert de R"*! et P(z, D) un opérateur différentiel du second ordre & coefficients
C1(Q), de symbole principal p(x,§) réel. Soit p € C?*(Q) une fonction réelle, o € Q et &
une hypersufrace orientée définie par ¥ = {z € Q, ¢(x) = ¢(x¢)} avec Vi # 0 sur .
Considérons les bicaractéristiques réelles de P issues de xy et tangentes & ¥ (les zéros
réels doubles du symbole principal de I'opérateur ) :

p(z0,8) =0,
{p, oo, 60) = 2; %%(Io,fo) =0.

Si ces bicaractéristiques sont convexes et toutes tournées vers la région {z € Q, p(x) > ¢(x0)}
(c’est a dire {p, {p, ¢}} > 0), alors une solution u de Pu = 0, nulle sur {x € Q, p(x) > p(z0)},
est nulle au voisinage de xy sur {z € Q, p(x) < p(zo)}. Ces conditions sur la fonction ¢
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sont les conditions de pseudo-convexité.

Au cours des derniéres années, le domaine d’applications des inégalités de Carleman a été
étendu, essentiellement, a 1’étude des problemes inverses, a des problémes de stabilisation
et a la théorie du controle. Ces inégalités sont des estimations de type Sobolev de la so-
lution d’une équation aux dérivées partielles (EDP) avec des normes a poids, en fonction
d’une observation localisée de la solution sur un sous-domaine ou sur une partie de la
frontiere. L’information connue sur un sous-domaine va se propager le long des courbes
intégrales du gradient des fonctions poids (lignes de gradient). Ces fonctions poids sont
donc essentielles. Elles peuvent étre choisies de différentes manieres, mais sont toujours
lices a 'EDP et au domaine considéré. Nous renvoyons a l’article de Le Rousseau et
Lebeau dans [62] pour une introduction plus récente des inégalités de Carleman.

Prenons par exemple 1’équation des ondes dans un domaine borné 2 de R™ :

Lv:=0?v—Av dans Qx (=T,T),
v=0 sur 00 x (=T,7T),
v(.,=T)=wv(.,T)=0 dans €,
ow(.,,—=T)=0w(.,T)=0 dans Q.

Pour zo € R" \ Q, nous introduisons les fonctions poids ¢ (x,t) = |x — zo|> — B2 + My,
avec 0 < < 1 et My est choisie de telle sorte que

V(z,t) € Ax (=T,T), ¥(z,t) >1 et @(x,t) =@,
SilTo={x €N v(zr) (r—1x9) > 0}, nous avons le résultat suivant démontré dans [68] :

Théoréme 0.0.1. S’il existe xo € R™\ Q tel que Ty C 99, alors il existe \g > 0, so > 0 et
C = C(s0, \o, 2, B, x0) tels que VA > g et Vs > sg, on ait

" T
sA / /(’0(|6’5U|2 + |Vo?)pe**?dx dt + s°A° / /903|U|262wd:vdt
T 0 A

T T
< C’s)\//|8l,v|262wd0dt+0//|Lv|262s“0dxdt,

T T T 0
pour tout v € L*(=T,T; L*(Q)) tel que Lv € L*(=T,T; L*(Q)) et v =0 sur 90 x (=T, T).

Cette inégalité permet de donner un résultat de continuation unique mais aussi d’obtenir
des résultats de controlabilité ou encore de donner des résultats de stabilité pour résoudre
des problémes inverses.

Citons a présent quelques résultats de 1'utilisation de ces estimations dans 1’étude de prob-
lemes inverses et des problemes de contrélabilité.

L’utilisation des inégalités de Carleman dans le domaine des problémes inverses a été in-
troduite par Bukhgeim et Klibanov dans [20] et Klibanov dans [21, 53, 54]. Les techniques
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utilisées sont présentées par Klibanov et Timonov dans [57] pour la reconstruction de coef-
ficients pour des équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaires. Ces méthodes
donnent des résultats de stabilité Lipschitz locale autour d’une solution connue. Citons
aussi quelques revues récentes sur les problemes inverses et les inégalités de Carleman :
Choulli [25], Klibanov [52] et Yamamoto [74].

Du point de vue de la controlabilité, beaucoup de travaux ont été faits dans ce cadre la,
nous nous référons par exemple a [8, 39, 40, 70]. Concernant les équations paraboliques,
en 1971 et 1974 Fattorini et Russel ont prouvé, dans [36, 37|, les premiers résultats liés
a la controlabilité a zéro pour I’équation de la chaleur en dimension une. Par la suite, ce
résultat a été prouvé dans le cas général d’une part par Lebeau et Robbiano dans [61]
et d’autre part par Fursikov et Imanuvilov dans [41] en utilisant une méthode reposant
sur des inégalités de Carleman globales. Nous renvoyons a l'article de Ammar-Khodja,
Benabdallah, Gonzalez-Burgos, de Teresa dans [3] pour les résultats les plus récents sur
la contrélabilité des problemes paraboliques.

Dans ce contexte, le travail de cette these est divisé en deux parties. En effet, grace aux
inégalités de Carleman que l'on établit dans chacun des cas, on donne un résultat de
stabilité dans la premiere partie et un résultat de controlabilité dans la seconde.

Premiere partie : Probleme inverse pour un systéme
hyperbolique-parabolique couplé

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’étude d’un probléme inverse pour un systeme
couplé d’équations aux dérivées partielles hyperbolique-parabolique issu de la biologie. Ce
systeme décrit un processus d’angiogénese tumorale. Ce processus permet a la tumeur de
se développer; il est initié et controlé par un composé chimique de diffusion, connu sous
le nom de « Tumour Angiogenesis Factor » (TAF). Ce dernier est libéré par la tumeur
dans le tissu environnant et va accélérer la croissance des vaisseaux qui vont vasculariser
la tumeur et donc lui permettre de se développer.

L’objectif est de reconstruire deux des coefficients des termes de réaction en fonction de
I’observation d’une seule des deux composantes ainsi que la donnée des deux composantes
a un instant fixé.

Nous introduisons tout d’abord les motivations de 1'étude de ce systeme en lien avec
le probléeme physique. Dans le chapitre 2, nous donnons un résultat d’existence et de
régularité des solutions. La positivité de ces solutions de ce systeme couplé est aussi
donnée. Le chapitre 3 porte plus précisément sur I’équation hyperbolique pour laquelle
nous établissons une estimation de Carleman ainsi qu’un résultat de stabilité. Le chapitre
4 présente le résultat principal de cette partie : un résultat de stabilité Lipschitz pour deux
des coefficients du systeme avec 'observation d’une seule des deux composantes sur un
sous domaine et la donnée des deux composantes a un instant fixé. Ce résultat est établi
grace a une inégalité de Carleman adaptée au systeme couplé hyperbolique-parabolique.



Deuxieme partie : Controlabilité de ’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes.

Nous nous intéressons dans cette partie a la controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes.

Dans l'introduction, nous commencons par rappeler quelques éléments de théorie sur la
controlabilité des équations aux dérivées partielles ainsi que quelques résultats concernant
des problemes qui présentent différentes singularités. En particulier, nous spécifierons le
comportement des solutions dans ce cas la. Le chapitre 6 donne des résultats préliminaires
sur 'existence et 'unicité des solutions de I’équation de la chaleur avec des conditions au
bord mixtes. Dans le chapitre 7, nous démontrons une inégalité de Carleman pour le
probléme considéré avec des fonctions poids adaptées. Le chapitre 8 consiste a établir un
résultat de controlabilité a zéro, en utilisant cette derniere inégalité de Carleman, dans
un cas linéaire.



Premiere partie

Probléme inverse pour un systeme
hyperbolique-parabolique couplé



Chapitre 1

Introduction

Nous nous intéressons a un systeme couplé d’équations aux dérivées partielles, de type
hyperbolique-parabolique issu d’un modele qui correspond au processus de I'angiogénese
tumorale, voir [43]. Ce processus permet a la tumeur de progresser et est initié et controlé
par un composé chimique de diffusion, connu sous le nom de « Tumour Angiogenesis
Factor » (TAF). Ce dernier est libéré par les cellules tumorales dans le tissu environnant.
Ce modele est décrit par un systeme d’équations aux dérivées partielles en temps et
en espace dans lequel u(z,t) représente la densité des cellules endothéliales (cellules des
vaisseaux sanguins) et v(z,t) la concentration du TAF.

Nous considérons le modele en temps ¢ € [0,7], T fini dans un domaine borné 2 C R".
Nous supposons, par ailleurs, une frontiere réguliere I' de 2 qui se décompose en deux
parties disjointes, fermées et non vides I'y et I's. La partie du bord non vascularisée est
I's et 'y est la partie de la frontiere a travers laquelle les cellules endothéliales se dirigent
vers les zones de plus forte concentration de TAF.

FIGURE 1.1 — Le processus de l'angiogénese tumorale

Les équations pour u et v vérifient le systéme quasi-linéaire suivant (cf. [43] et leurs
références) :

Ou+ Vv - Vu+ (Av)u = F(u,v) dans Q x (0,7),

ow — Av = G(u,v) dans Q x (0,7,

u(x,t) = h(z,t) sur 'y x (0,7), (1.1)
v(z,t) = g(z,t) sur I' x (0,7),

u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(x)  dans Q.

Nous choisissons dans un premier temps de traiter un systeme hyperbolique-parabolique
linéaire simplifié. En effet, nous omettons le couplage sur les termes d’ordre un dans le
systeme (1.1) c’est a dire a la place du terme Vv - Vu, nous prenons A(zx) - Vu ou A est

9



un champ de vecteurs donné, réel sur 2 indépendant du temps.

Nous avons par ailleurs effectué un changement dans la géométrie du domaine en consid-
érant dans notre modele simplifié un ouvert {2 simplement connexe. En effet, nous verrons
plus loin que notre choix de fonctions poids va nous conduire a des observations sur une
partie de la frontiere. Dans le cas ou 2 n’est pas simplement connexe, ’observation sera
aussi sur la frontiere interne, ce qui est d’'un point de vue pratique non accessible.

Nous reviendrons dans la conclusion de cette these sur les différentes voies pour traiter le
systeme (1.1).

Le nouveau modele simplifié que 'on considere est le suivant :

Owu+ A(z) - Vu = F(u,v) dans Qr = Q x (0,7),

o — Av = G(u,v) dans Qr = Q x (0,7),

u(z,t) = h(z,t) sur X =T x (0,7), (1.2)
v(x,t) = g(z,1) sur Xp =T x (0,7),

u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(x) dans .

ou N € N, Q un ouvert borné simplement connexe de RV a frontiére 9 = I' de classe
C? et tel que 'on ait la partition de I' suivante :

' = {z€0Q, A(x)- v(r) <0},
Iy, = {z€0Q, A(x)-v(z)> 0}, (1.3)
Iy = {x€0Q, A(z) v(z)=0},

avec ' = I'_UT', UTy. Le champ de vecteurs A est supposé dans (W1°(Q))¥, ce qui
revient a dire que A est (globalement) Lipschitzien avec une constante Lipschitz C' > 0
(cf. [34], Théoreme 4, p.279) i.e.

|A<.§L’1> — A(xz)’ S C‘SL’l - l’2| Vxl,xg e Q.

Les ensembles I'_, T, et I'y désignent respectivement les parties du bord ou le champ de
vecteurs A est rentrant, sortant ou tangent.
Les termes de réaction F' et GG sont donnés par les expressions suivantes :

Fu,v) = plx)o — 4(@)u,  Glu,v) = 6(z)u — k(z)v,
ou u,7, 0,k sont des coefficients indépendants du temps.

Les parametres intervenant dans des phénomenes modélisés par des systemes d’équations
aux dérivées partielles ne sont pas toujours bien connus. Des mesures expérimentales
sont alors nécessaires a leur détermination. La notion de probleme inverse consiste en
la possibilité de retrouver un parametre a partir de mesures sur la solution du systeme
considéré.

Le probleme inverse auquel nous nous intéressons dans cette partie concerne le systeme
(1.2). Il s’agit précisément de démontrer un résultat de stabilité pour les coefficients u et §
en fonction d’'une mesure intérieure d’une composante et la donnée des deux composantes
a un instant fixé. La méthode utilisée est celle de Bukheim et Klibanov, cette méthode est
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remarquable pour obtenir des inégalités de stabilité a partir d’estimations de Carleman.
Son principe est simple : prenons 'exemple de détermination d’un potentiel p dans une
équation de la chaleur linéaire en u avec un terme source f ainsi qu'une condition au bord
de type Dirichlet homogene et une donnée initiale ug. Nous introduisons ¢(z) = p(z) —p(x)
et nous écrivons 1'équation satisfaite par v = 0y(u — @) :

Ow — Av + pv = qou dans Q x (0,7,
v(z,t) =0 sur 02 x (0,7,
v(x,0) = quo(x) dans Q.

Nous remarquons que le coefficient ¢ apparait a la fois dans la donnée initiale et dans
la source de I’équation. Il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Carleman a la nouvelle
fonction v pour obtenir le résultat de stabilité.

Nous citons a présent quelques travaux autour des problemes inverses et inégalités de
Carleman.

Concernant les équations paraboliques, Benabdallah, Gaitan et Le Rousseau dans [15] con-
siderent ’équation de la chaleur avec un coefficient de diffusion discontinu et démontrent
des résultats d’unicité et de stabilité pour le coefficient de diffusion et la donnée initiale
a partir d’'une mesure de la solution sur une partie de la frontiere et a un instant fixé.
Imanuvilov et Yamamoto dans [49] démontrent un résultat de stabilité Lipschitz globale
pour un terme source d’une équation parabolique avec des conditions au bord de type
Fourier en utilisant des observations sur un sous domaine arbitraire. Yuan et Yamamoto
dans [75] déterminent les coefficients de la partie principale d’une équation parabolique &
partir d’observations frontieres.

Pour les équations de transport, citons Machida et Yamamoto dans [64] ; les auteurs don-
nent un résultat de stabilité Lipschitz pour la reconstruction d'un coefficient a partir
d’observations sur le bord. Klibanov et Pamyatnykh dans [55, 56], démontrent un résultat
de stabilité Lipschitz pour I’équation de transport non-stationnaire. Gaitan et Ouzzane
dans [42] prouvent un résultat de stabilité pour un coefficient d’absorption avec une seule
observation sur une partie de la frontiere.

Par ailleurs, il existe quelques travaux sur les problémes inverses pour des systemes
paraboliques couplés, nous nous référons a Cristofol, Gaitan et Ramoul dans [28] ou les
auteurs donnent un résultat de stabilité simultanément pour un coefficient et une con-
dition initiale avec une observation agissant sur un sous domaine. Dans [29], Cristofol,
Gaitan, Ramoul et Yamamoto considerent un systeme parabolique non linéaire avec deux
composantes et démontrent un résultat de stabilité Lipschitz pour déterminer deux co-
efficients du systeme a partir de la donnée d’une des deux composantes. Benabdallah,
Cristofol, Gaitan et Yamamoto dans [14] donnent un résultat de stabilité pour la recon-
struction de coefficients dans un systeme de reaction-diffusion-convection 2 x 2 et 3 x 3.

Pour des systemes hyperboliques-paraboliques, par exemple en thermoélasticité, nous
citons le travail de Bellassoued et Yamamoto dans [13], Wu et Liu dans [73], Albano
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et Tataru dans [1]. Pour I'élasticité, nous nous référons a Isakov et Kim dans [51] et
Imanuvilov, Isakov et Yamamoto dans [48].

A notre connaissance, il n’existe aucun résultat en ce sens sur les systémes hyperboliques-
)
paraboliques ou 1’équation hyperbolique est d’ordre un.

Dans le chapitre 2, nous établissons I'existence et la régularité des solutions du systeme
(1.2). La positivité des solutions de ce systeéme linéaire couplé est aussi donnée. Le chapitre
3 porte plus précisément sur une équation de transport pour laquelle une estimation de
Carleman ainsi qu’un résultat de stabilité sont prouvés. Le chapitre 4 donne le résultat
principal de cette partie : un résultat de stabilité Lipschitz pour deux des coefficients du
systeme (1.2) avec I'observation d’une seule des composantes sur un sous domaine.
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Chapitre 2

Probleme direct

On se propose de donner un sens aux solutions du systéme (1.2), présenté dans le chapitre
1, dans des espaces adaptés qui permettront d’établir les inégalités de Carleman ainsi que
le résultat de stabilité, ce sera ’objet de la premiere section de ce chapitre. Dans la sec-
onde section, on démontrera un résultat de positivité de ces solutions.

Notations de quelques espaces :
Soient W, H**(Qr), H2'%(X7) les espaces définis respectivement comme suit :

{ue r@x (0.7)), du+4-Vue 2@ x (0,7),

Wy =
u(.,0) € L2(Q), ulr_xor € L*(T- x (o,T))},

H>Y(Qp) = L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*()),
H>1(Sy) = L2(0,T: H?(T')) N Hi(0,T: L*(T)).

Tout au long de cette présentation, C' désignera une constante générique positive.

2.1 Existence et régularité

Afin de démontrer 'existence et 'unicité des solutions du systéme (1.2), on va procéder
en trois parties : d’abord on releve les conditions au bord, ensuite on démontre 1'existence
et I'unicité du systeme obtenu apres le relevement. Finalement, on déduit le résultat d’ex-
istence et d’unicité du systeme (1.2). La quatrieme partie de cette section donne des
résultats de régularité pour le systeme (1.2).

Partie I : Reléevement des conditions au bord.

Soient u et v telles que @ = Rh relevement de h, h donnée dans L?*(X7),
et v = Rg relevement de g, g donnée dans H g’%(ZT),

ou h, g et ug, vy vérifient la relation de compatibilité suivante :

g(.ZU,O) :UO‘Fa (21>
avec ug € L*(Q), vo € H(Q).
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La relation de compatibilité (2.1) est exactement la condition nécessaire et suffisante pour
assurer 'existence de tels relevements et on a

u dans Wy avec u = hsur I'_|
v dans H*>'(Qr) avec v = g sur T

([63], Vol 2, Remarque 4.1, Théoréme 4.3, p.30).
Le systeme (1.2) se transforme alors, par le changement de fonctions :

Wy =u—1u W =v—7

en :
owy + A-Vw, +yw, = pwy + ¢ dans Qr,
Oywy — Awy + kws = dwy + ¢ dans Qr,
wy(z,t) =0 sur X, (2.2)
wy(x,t) =0 sur X,
wi(z,0) = w(x), wy(x,0) =wd(x) dansQ,
avec

G =pv — (Ou+ A-Vu+~u), G =ou— (00— Av+kv),
et wl = uy — u,w) = vy — V.

Partie II : Existence et unicité des solutions du systéme (2.2).
La résolution du systeéme (2.2) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses suivantes
1. Ae (Wh=(Q))V,
2. v, 1, 6,k € L*°(Q),
3. q1,Go € L*0,T; L*(2)),
4w € L3(Q),ul € Hi(Q),

le probléme aux limites (2.2) admet une solution unique (wq,wsy) telle que

wy; € Wy etwy € C([0,T]; L*(Q)),
wy € L*(0,T; H*(Q) N Hy(Q)) N C([0,T]; L*(2)).

Preuve du Théoréme 2.1.1 :

La preuve de ce théoreme se fait en plusieurs étapes.

Etape A. On commence par remarquer que pour toute constante M € R, (w1, ws) est
solution faible de (2.2) si et seulement si Y = (y1,y2) = e ™*(wy, ws) est solution faible
de

Oy1 + A-Vyr + (v — M)y1 = pyo + e Mg dans Qr,
Oy2 — Ay + (k — M)yz = oy + €7Mt672 dans Qp,

yi1(x,t) =0 sur X, (2.3)
Ya(z,t) =0 sur Y,
y1(2,0) = wi(x), ya(,0) = wy(x) dans 2.
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Etape B. Soit X = (L2(0,T; L*(Q))
ere I'application £ définie par Y &€
de

)2 = L?(Qr)?. C’est un espace de Banach. On consid-
X — L(Y) := Z avec Z = (21, 22) est solution faible
Oz1 + AV + (v — M)z = pzo + e Mg dans Qrp,
Orzg — Nzg + (k — M) 2o = dyy + e Mig, dans Qr,

z(x,t) =0 sur X, (2.4)
2o(x,t) =0 sur X,
21(2,0) = wi(z), 22(x,0) = wi(2) dans €.

Il faut montrer tout d’abord que I'application £ est bien définie. Ceci revient a justifier
I'existence de Z € X solution de (2.4), ce qui découle des résultats d’existence de solutions
d’équations paraboliques avec un second membre dans L*(Qr) (ici dy; + e M!G,). Ceci
donnera 'existence de zy et par conséquent 'existence de solutions d’équations de trans-
port dont le champ de vecteurs A est dans W1 et le second membre (ici pzy + e Miq)
dans L?(Qrp).

Considérons d’abord le probleme aux limites pour I’équation parabolique, a savoir

(9t22 - AZQ + (l{? - M)ZQ = fQ dans QT7
2o(x,t) =0 sur X, (2.5)
2(2,0) = w(x) dans Q,

avec fo = 0y + e Mig,.

La proposition suivante donne un résultat d’existence et d’unicité pour le systéme (2.5)
(cf. [34]) :

Proposition 2.1.1. Pour fy € L*(Q2 x (0,T)), wd € HY(Q) et k(x) € L=(Q), il existe une
unique solution zy de (2.5) telle que

2 € L*(0,T; H*(Q) N Hy () N C([0,T]; Hy(Q)) et ‘Zf € L*(0,T; L*()).

Passons au probleme aux limites pour 1’équation de transport :

Oz +A-Vzi+ (y— M)z = fi dans Qr,
z(x,t) =0 sur X7, (2.6)
z1(z,0) = wi(z) dans Q.

avec fi = puzo + e Mg,

La résolution du probléme (2.6) est donnée par la proposition suivante (cf. [18], la démon-
stration repose sur I'ajout d’un terme de viscosité dans la premiere équation du probleme
(2.6) ensuite faire un passage a la limite).

Proposition 2.1.2. Sous les hypothéses suivantes
1. (y— M) e L>(Q),
2. f1e L*(Qx (0,T)),
3. w) € L*(Q),
4. Ae (Wh=(Q)",
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il existe une unique solution z; € Wy au probléme (2.6) et on a z; € C([0,T]; L*(Q)).

Remarque 2.1.1. Les propositions précédentes donnent l’existence et ['unicité des solutions
21 et zo ainsi que la réqularité nécessaire pour les estimations d’énergie qui suivent.

Etape C.
Existence :
On veut a présent appliquer le théoreme de point fixe de Banach a 'application £ dans
lespace X = (L*(0,T; L*(2)))%. Soit Y1,Ys € X, on note H = (hy, hy) = L(Y}) — L(Y3),
Y: = (y1,v3) et Yo = (y3,y3). On veut montrer que I'application £ est contractante, c’est
a dire

thH%?(QT) + Hh2||2L2(QT) < Cr(|lyr — y%H%Q(QT) +[lys — y%”%z’(aﬂ)
ou CE < 1.

On rappelle les notations suivantes z; = (2%, 24), h; = 2} — 22 pour i = 1,2 alors hy et hy
sont solutions du probléme suivant :

Othy + A-Vhy + (v — M)hy = phs dans Qr,
Othy — Ahg + (k — M)hy = 6(yt —y?) dans Qrp,

hi(z,t) =0 sur X, (2.7)
ho(z,t) =0 sur X,
hi(z,0) =0, ho(z,0) =0 dans €.

En faisant le produit scalaire dans L*(€2) de la premiére équation par hy et de la seconde
par ho et en additionant le résultat, cela nous permet d’obtenir les estimations suivantes :

1d
5 (1l + 1RalEe))
- /v Alh| dw—/A vl da—/( — M)y |da (2.8)

/]Vh2|2dx—/(k: M)|h2] da:+/uh1h2d:c+/6 1 — i) hade.
Q Q

De T'inégalité de Young et de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 1
| [ ihiade] < Sl N B + 5 Dl o)

[ 60t~ 42 hodel < ok = w2y + TIOR3
Q
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En reportant ceci dans (2.8), on trouve

1d
555 (11l + Il

—/A-V|h1|2d0— /A-y|h1|2da

IN

+
1, 1
— <— M — §||dw( M) + 1nf |v(z)| — 2||M‘|L°°(Q)>||h1||%2(9)
—<—M+@+£9WW—ﬂwmm—ﬂWW®)Whmﬁ@ﬂm_%M®
(2.9)

ou C), est la constante de Poincaré. On choisit alors M telle que :
. 1 1 5
M < min { inf ()| 5 iAo =5 0, 08 ) = il =T 5T

En intégrant l'inégalité (2.9) sur (0,s), 0 < s < T et en tenant compte du fait que h; est
nulle sur I'_, que A-v > 0 sur I', et que les conditions initiales sont nulles, on obtient

I (5) ey +ha(5) ey < =C [ sl + el ) + 5 /u QA
0

Ce qui donne

1
1ha(s) 122 + lh2(s)llZ2(0) < 57 (|22 dt- (2.10)
T

On inteégre de nouveau (2.10) sur (0,7’), on obtient

sl — y?@?(QT) L
5”3/1 - y1HL2(QT) + §||y2 - y2||L2(QT)'

1hllZ2 @) + 1h2llZ2 0y

IAINA

C’est a dire
IH 720 < 51Y1 = Yoll721q,-

L’application £ est donc une contraction, le théoreme du point fixe de Banach nous con-
duit a l'existence et 'unicité d’un point fixe Y de L.

Partie III : Existence et unicité des solutions du systéme (1.2).
En tenant compte des hypothéses du Théoreme 2.1.1 et du fait que

u=w +u, vV=wy+7,
'existence et 1'unicité des solutions du systeme (1.2) est donnée par le théoreme suivant :
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Théoreme 2.1.2. Sous les hypothéses suivantes :
1. Ae (Wh=(Q))V,
2. ug € L*(Q), vy € HY(Q),
3. hel?X7), ge Hoi(3r),
4o ko8 € L),

et ou h, g, ug, vy vérifient les relations de compatibilité suivantes :
h(z,0) = wolr_, g(z,0) = wvo|r,
le probléme aux limites (1.2) admet une solution unique (u,v) telle que

u €W, etu e C([0,T]; L*(Q)),
ve H*(Qr).

Partie IV : Régularité des solutions du systéme (1.2).

Dans cette partie, il s’agit d’améliorer la régularité en temps des solutions du systeme
(1.2). Pour ce faire, nous dérivons en temps ce dernier d’'une maniere formelle en posant
uy = Oyu et vy := Jyv. Alors, u; et vy sont solutions du systéeme suivant :

Ouy + A - Vuy + yuy = puy dans Qr,

oyv1 — Avy + kvp = duy dans Qr,

uy(z,t) = hy sur X, (2.11)
vi(z,t) = ¢ sur Yo,

Ul(l’,O) = u?(J;)? Ul(ZE,O) = U?(l’) dans 2,

avec hy(z,t) = Oih(x,t), g1(x,t) = Oig(x, ),
uy(z,0) = dwu(z,0) = —A - Vug — yug + o, vi(z,0) = dv(x,0) = Avy — kv + dug.
En appliquant le Théoréme 2.1.2 au systéme (2.11), sous les hypothéses suivantes :
1. Ae (Whe(Q))V,
2. ul € L3(Q), v € HY(Q),
3. hi € LX(37), g1 € H23(Sy),
4. k,0,v,u € L>®(Q),

olt hy, g1, u?, v{ vérifient les relations de compatibilité suivantes :

hi(z,0) = uilr_,  gi(x,0) = or,
il existe une solution (uy,vq) telle que

up € Ws et ug € C([0,T]; L*(2)),
V1 € HZ’l(QT).

Proposition 2.1.3. Sous les hypothéses suivantes :
1. Ae (Wh=(Q))V,
2. ug € HY(Q), vo € H3(Q),
3. Oh € LA(S7), Oy € H21(Sy),
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4 ko€ HY(Q)NL=(Q), 7,0 € L2(Q),
ou h, g, ug, vo vérifient les relations de compatibilité suivantes :

Oh(x,t)]i=0 + A - Vug + yug — pvg =0 sur I'_ x {t =0},
Org(x,t)|t=0 — Avg + kvg — dug =0 sur I' x {t =0},

le probléme aux limites (1.2) admet une solution unique (u,v) telle que

u €Wy, ue C([0,T]; L*(Q)), dyu € Wy,
NS H2’1(QT), 6ﬂ) € HQ’I(QT).

Remarque 2.1.2. En dérivant de fagon itérée le systéeme (2.11) par rapport au temps, on
déduit les propositions qui suivent :

Proposition 2.1.4. Sous les hypothéses suivantes :
1. Ae (Wh=( Q)N n HYQ)Y,
2. ug € H3(Q), vo € H>(Q),
3. 02h € L2(S7), 02g € H#1(3p),
4. k0 € H3(Q)NLX(Q), v, u € H(Q2) N L2(Q),

ou h, g, ug, vo vérifient les relations de compatibilité suivantes :
(1) Och(x,t)|1=0 + A - Vug + yug — pvg = 0 sur I'_ x {t =0},
(1) Org(2,t)|t=0 — Avy + kvg — dug =0 sur I' x {t =0},

(i17) Oph(x, t) |0 + A - V(—=A - Vug — yug + pvg) + v(—A - Vug — yug + pvo)
—u(Avg — kvg + 0ug) =0 sur I'_ x {t =0},

(iv) Org(x,t)|t=0 — A(Avy — kvg + dug) + k(Avy — kvg + dug)
—6(—A - Vug — yug + pvg) =0 sur I' x {t =0},

le probléme aux limites (1.2) admet une solution unique (u,v) telle que

u €Wy, ue C([0,T]; L%(Q)), dyu € Wa, 02u € W,
NS H2’1(QT), at'U € Hz’l(QT), 331) € HQ’I(QT).

Proposition 2.1.5. Sous les hypothéses suivantes :
1. Ae (Whe(Q)N n H*(Q)N,
2. ug € H>(Q), vo € H'(Q),
3. O3h € L2(Sy), O3g € H2i(Sp),
4. k6 € HX(Q)NL>®(Q), v,u € H*(Q) N LX(Q),
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et ou h, g, ug, vy vérifient les relations de compatibilité suivantes :
(1) Och(z,t)|1=0 + A - Vug + yug — pvg = 0 sur I'_ x {t =0},
(1) Org(z,t)|t=0 — Avg + kvg — dug =0 sur I' x {t =0},

(i17) Oph(x, t) |0 + A - V(—=A - Vug — yug + pvg) + v(—A - Vug — yug + pvo)
—u(Avg — kvg + 0ug) =0 sur I'_ x {t =0},

(1v) Org(x,t)|t=0 — A(Avy — kvg + dug) + k(Avg — kvg + duyp)
—0(—A-Vuy —yug+ pg) =0 sur I' x {t =0},

(v) Oh(z,t)|tm0 + A- V(G +vG — pGe =0 sur I'_ x {t =0},
(vi) Opg(x,t)|4=0 — Als + k(s — 8¢ =0 sur T' x {t =0},
le probléme aux limites (1.2) admet une solution unique (u,v) telle que

u € Ws, ue C([0,T); L*(Q)), Ou € Wy, 0?u € Wy, d}u € W,
v e HA(Qy), dw € H*\(Qr), 020 € H*(Qy), v € H>(Qy).

Avec
¢ i=—A-V(=A- -Vuy—yug + pvg) — y(—A - Vug — yug + pvg) + p(Avg — kv + dug),

G = A(Avg — kvg + dug) — k(Avg — kvg + dug) + d(—A - Vug — yug + pvg).

2.2 Positivité de la solution

Dans cette section, donnons un résultat de positivité des solutions du systéeme (1.2). Pour
la démonstration, on peut se référer a 'article de [43].

Introduisons tout d’abord les hypotheses suivantes :

Hypothéses 2.2.1.
(i) ug >0, h>0 et F(0,n) >0V(0,n) € V,n>0.
(it) vo =0, g =20 et G(£,0) =0 V(,0) € V,€ = 0.

olt V est un ouvert dans R? tel que {ug(z),vo(z),r € Q} C V.

Proposition 2.2.1. Sous les hypothéses 2.2.1, u,v > 0 sur Q x [0, 7).
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Chapitre 3

Probléme inverse pour une équation de
transport

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’identification d’un coefficient d’absorption pour
une équation de transport dans un domaine borné en utilisant des inégalités de Carleman.
Cette étude est une premiere étape dans 1’étude du probléme inverse de reconstruction de
coefficients pour le systeme (1.2).

3.1 Introduction

Soit € un ouvert borné simplement connexe de RV & frontiere 09 = I' de classe C2. Soit
u(x,t) € R la densité de cellules au temps ¢ > 0 et & la position x € RY dont la vitesse
est A = A(x). On définit I'* comme suit :

I"={red; v(zr)-A>0}et T~ ={z€0Q; v(z) A<0}.
Nous considérons le probleme suivant

Owu+ A(x) - Vu+ p(x)u =0 dans Qp :=Q x (0,7,
u(x,t) = h(z,t) sur I'" x (0,7), (3.1)
u(x,0) = ug(x) dans Q.

La condition aux limites pour ’équation de transport préscrite uniquement sur I'_ conduit
a un probléme bien posé. Pour s’en convaincre, prenons ’exemple suivant :

Exemple 3.1.1. [’équation de transport unidimensionnelle a vitesse constante C' > 0

Ou+ Cou=0  dans (0,L) x (0,7),
u(0,t) = f(t) sur {0} x (0,7, (3.2)
u(x,0) = ug(x) dans (0, L),

ot ug € L*(0,L).
Ce probleme est bien posé car la vitesse est positive et on fixe la condition sur le bord de
gauche (en x = 0) par lequel les données entrent. La solution de ce probléme est donnée
par

| up(x—Ct) si x> Ch,
) = { flt—2)  si z<Ct (3.3)
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Notons aussi, que contrairement a [’équation de la chaleur, il n’y a aucun effet régularisant
de la donnée initiale, la solution u ne peut pas étre plus réguliere que ug.

Les équations de transport sont aussi qualifiées d’hyperboliques car elles font apparaitre
une notion de propagation a vitesse finie. Pour I'étude des équations de transport avec
« un champ de vitesse variable (en temps et en espace) », on est amené a étudier une
équation différentielle ordinaire. Les conditions d’existence et d’unicité qui portent sur ce
champ de vitesse sont données par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Nous constatons que malgré I'extréme simplicité apparente de I’équation de transport, les
probléemes de conditions aux limites sont des problemes délicats dans le cas général. Ces
équations jouent un role important en physique. Elle comprennent des domaines tels que
le transport des neutrons, I'imagerie médicale et la tomographie optique (cf. par exemple
[7], [24], [32], [60]).

L’étude mathématique du probleme direct associé a (3.1) a été développée largement
dans la littérature. Nous citons par exemple [9], [31], [59]. Introduisons les hypotheses
suivantes :

Hypotheéses 3.1.1.

(i) p € AM),

(ii) A (Wh=(Q)¥,

(iii) (h,uo) dans L*(T~ x (0,T)) x L*(2).

Sous les Hypotheses 3.1.1, le probléeme (3.1) admet une unique solution qui appartient &
I’espace
0
W = {u XX (0.T)); S +A-Vue L*Qx (O,T))}.
et on au € C([0,T]; L*(Q)).
De plus, si up € C1(Q), h € C'([0,T]; L*(T'")) sont tels que l'on ait les relations de
compatibilité suivantes :

Uy = hlt:(), 8th|t:0 + A- VUU + pug = 0 sur Fi,

alors
u € CH[0,T]; L*(Q?), A-Vue C([0,T]; L*(Q)).

Notons que u > 0 si ug > 0 et h > 0. (cf. [31]).

Il y a de nombreux résultats dans ’étude de problemes inverses pour I’équation de trans-
port avec un terme intégral. Dans [26], Choulli et Stefanov déterminent un coefficient
d’absorption a partir de la connaissance de 'opérateur d’Albedo qui donne une relation
entre les deux quantités u|p+ et u|p-. Leur approche est basée sur I’étude des singularités
du noyau de cet opérateur.

L’existence et 'unicité dans la reconstruction de coefficients particuliers pour I’équation
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de transport non stationnaire a été obtenue par Prilepko et Ivankov dans [67]. Des résul-
tats sur les problemes inverses surdéterminés pour 1’équation de transport peuvent étre
trouvés dans les travaux de Tamasan [72] et Stefanov [69].

La stabilité dans le probleme inverse de reconstruction de coefficients est prouvée par Bal
et Jolivet en introduisant la moyenne angulaire de l'opérateur d’Albedo dans [6] et par
la connaissance de ce méme opérateur dans [5]. Dans ces travaux, les auteurs doivent
faire un nombre infini de mesures; les données et les mesures sont prises sur le bord et la
donnée initiale peut étre nulle. Bal dans [4] et Stefanov dans [69] ont donné une revue des
résultats récents sur I’'étude d’un probleme inverse pour I'équation de transport linéaire.
Différentes reconstructions sont considérées ; I'unicité et la stabilité sont prouvées dans le
cas stationnaire et non-stationnaire.

L’approche de Klibanov et Pamyatnykh dans [56] est différente de celle de [6], [5]; en
effet, ils mesurent une seule composante sur I'* x (0, 7)) avec une donnée initiale et une
donnée au bord sur I'” x (0, 7).

Le probleme inverse dans la reconstruction d'un coefficient d’absorption pour 1’équation
de transport a partir de mesures sur le bord en utilisant des inégalités de Carleman a
été étudié par Klibanov et Pamyatnykh dans [56] et Machida et Yamamoto dans [64].
Contrairement a [64], nous considérons dans notre travail le cas d'une vitesse qui dépend
de la variable spatiale x. Aussi, nous utilisons deux parametres au lieu d’un dans I'inégal-
ité de Carleman ainsi que des estimations d’énergie dans la preuve du résultat de stabilité.

Un résultat de stabilité Lipschitz pour 1’équation de transport a aussi été établi par
Klibanov et Pamyatnykh dans [55] ou les auteurs donnent une inégalité de Carleman
ponctuelle. En théorie du controle, de telles estimations ont été utilisées pour obtenir la
controlabilité exacte par Klibanov et Yamamoto dans [58].

Notre probleme peut étre formulé de la maniere suivante :
Est-il possible, sous les hypotheses précédentes, de reconstruire le coefficient d’absorption
p(r) a partir des mesures de (Oqu)|r+x(0.1) ?

Notre résultat principal est le suivant :
Il existe une constante C' > 0 telle que

(> = P)(@)l|2@) < Cll(Fru = dru)(z, V)| 20+ x (0.1

ou u (resp. u) est une solution de (3.1) associée a (p, h, ug) (resp. (p, h, up)).
Plus précisement, cf. Théoreme 3.3.1, Section 3.3.

On établit tout d’abord une inégalité de Carleman globale adaptée a notre probleme et

on démontre des estimations d’énergie. Ensuite on donne le résultat de stabilité pour le
coefficient d’absorption p.
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3.2 Inégalités de Carleman

Dans cette section, nous allons démontrer deux inégalités de Carleman, une pour le prob-
leme direct (3.1) et Pautre pour le probléme rétrograde associé.

Soit ¢ une fonction dans C?(Q27) qui vérifie les hypotheses suivantes :

Hypothéses 3.2.1.
(i) Y(x,t) >0 V(x,t) € Qx (=T,T),
() O + Ax) - Vip <0 V(z,t) € Qx (=T,T),
(0) (. 1) = d(a, 1) VY,b) € Qx (0,T).

Remarque 3.2.1. Nous avons choisi une fonction poids qui vérifie certaines hypothéses
qui ne sont pas forcément nécessaires dans cette partie. Néanmoins, ce choix a €été étudié
dans Uobjectif de l'utiliser dans le chapitre suivant, qui étudie un couplage de l’équation

de transport avec une équation parabolique. Cependant, on peut traiter cette équation de
transport en utilisant une fonction poids explicite a savoir

Y, t) = |z — 20* — Bt2
avec > 0 sous réserve d’imposer au champ de vecteurs A(x) de satisfaire la condition
Al () — [divA|feq) > B

Nous démontrons a présent 1'inégalité de Carleman associée au probleme direct, qui est
donnée dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Soit p € A(M) et ¢ la fonction poids qui vérifie (3.2.1). 1l existe sq,
Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, T") telle que pour tout s > sg, A > Ag

T
1P (o) lizar) + 532 [ [ elvfe®eduat
Q

T ’ T (3.4)
< C//|LU|2€28¢d$dt+CS)\//QO|U|2A'V628¢d0dt,
0 Q

0r+

pour tout v tel que v € L*(2 x (0,T)) vérifiant Lv := Qv + A - Vv € L*(Q x (0,T)),
vlp- =0 et v(-,0) =ov(-,T) =0, ou P, est définie par (3.5) et (3.6).

Preuve de la Proposition 3.2.1 :
On pose, pour s > 0, le changement de fonction w(z,t) = e**@Hy(z,t) et on introduit
I'opérateur

Pw = e**L(e”**w).

Alors on obtient
Pw=0w+ A -Vw—sxp(0p + A-V)w = Prw+ Pyw (3.5)

ou

Piw=0w+ A -Vw et Pow=—s\p(0p + A-Vip)w. (3.6)
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Alors
|Pw| 720, = 1P1w]|220,) + [|P2wl] 20, + 2(Prw, Paw) 2(ay)- (3.7)

L’objectif est d’estimer inférieurement le produit scalaire 2(Pyw, Pyw)2(q,). Nous util-
isons essentiellement des intégrations par parties et le fait que w(-,0) = w(-,7) = 0 et
’UJ|F— = 0.

T
2(P1’U), PQw)LZ(QT) =2 / /(8tw +A- Vw)(—s)\go(atw +A- Vw)w)dac dt
0 Q

T T
= —QSA//watwgo(Otw + A-V)dx dt — 2s\ //wVw cAp(Oph + A - Vip)dx dt
0 Q 0 Q

T T

= —s\ Or(w?)p(8p + A - V)dx dt — sA V(w?) - Ap(Opp + A - Vip)dzdt
[ [

=1 + Is.

Un calcul direct nous permet d’avoir

T T

I, = A2 / / W00 (0b + A - Vob)da di + sA / / W2 oDt + A - Vab)da dt.
0 Q 0 Q

T T
I = s\ / / OV - A(Orb + A - Vi) uwlde dt + s\ / / OV (AD) + A - Vib))wide dt
0 Q 0 Q

T
—8)\/ / w?A - v(0) + A - Vip)pdodt.
0r+

En rassemblant les termes d’ordre supérieur et d’ordre inférieur selon les puissances de s
et de A, on trouve

T

T
sA? w?p(Op) + A - Vi) dx dt — s\ w?A - v(0p) + A - Vp)pdodt
fr i

0 0+
T
4 SA//w%(afzp 424 Vo + |APAG +V - A0+ A - w))dx dt = 2(Prw, Pyw) 20,
Q0

A présent, nous nous intéressons au terme dominant, c’est a dire celui qui porte les
puissances les plus élevées en s et \; nous le voulons positif. En utilisant les hypotheses
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sur ¥ et A on obtient

T T

T
//\le]2dxdt+s)\2//gpw2dxdt < CsA//w2A~Vgodadt
00 0 0

0 r+

T T
+ C’//|Pw|2dxdt+C'S/\//g0w2dxdt.
00 0 O

Pour tout s et A > 0 grands, la derniere intégrale du membre de droite est absorbée par
le terme dominant en sA? du membre de gauche, il vient

T T T T
//|P1w]2dasdt+s)\2//w2g0d:tdt < C//]Pw|2da:dt+03)\//wQA-Vgodadt.
00 00 00

0rt

En remplacant w par son expression, on conclut la preuve de la Proposition 3.2.1.

Nous démontrons ensuite une inégalité de Carleman pour le probléme rétrograde :

Proposition 3.2.2. Soit p € A(M). Soit ¢ la fonction poids vérifiant (3.2.1). Il existe s,
Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, T') tels que pour tout s > sg, A > Ao

T T
SAQ//ap\vlzeQS“”dxdt < C’//|Lbackvl262wda¢dt
0 QT 0 Q (38)
+CS>\//¢|U|2A-ue2S“"dadt,
0 r+
pour tout v tel que v € L*(Q x (0,T)) vérifiant Lygev := —0w + A- Vo € L*(Q x (0,7)),
vlp- =0 et v(-,0) =v(-,T) =0.

Preuve de la Proposition 3.2.2 :

De méme que pour la Proposition 3.2.1, en conjuguant L. a gauche par e*? et a droite
par e~*¥, nous définissons 'opérateur Py, que I'on va décomposer en P poer €6 Pa pack-
Nous estimons le produit scalaire (P pockw, Pa pack) r2(0r)- On obtient

T
2(P1,backw7 P2,backw>L2(QT) = S)\2 / / w2go(8t1b — A . V¢)2dl‘ dt
0 Q
T
) //w%(afw 24V 4 |APAG — V- A0 — A - w)>dag dt
0 Q

T
+s)\/ / w?A - v(0p) — A - V) pdodt.

0+
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Dans ce cas, nous ne connaissons pas le signe de 0;1) — A - V1), nous pouvons uniquement
dire que, 99 — A - Vi) # 0. On a donc l'estimation suivante :

T T T
SAQ//wzgodx dt < //\Pbackw\dedt—l—Cs)\//wQA-I/gododt.
0 Q 0 Q

0rt+

En remplagant v par son expression, on trouve (3.8).

Nous présentons maintenant ’estimation de Carleman que 'on utilisera dans le résultat
de stabilité. Pour ce faire, prolongeons d’abord le champ de vecteurs A de la maniere
suivante :

R B A(g;) si te (O)T)7
Az, t) = { —A(z) si te(=T,0).

Alors, en combinant les deux inégalités de Carleman (3.4) et (3.8), nous obtenons la
proposition suivante :

(3.9)

Proposition 3.2.3. Soient p € A(M), A défini par (3.9) et ¢ la fonction poids définie par
(??), qui vérifie (17). Alors, il existe sg, Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, 1)
telle que pour tout s > sg, A > Ao

T T
1Py (e*?0) || 2o (—1.1)) + SA? / /go\’u\zeQWd:cdt <C //|Lv\2625‘pdxdt
T —re —re (3.10)
+C’s)\/ /g0|v|2ﬁ-1/625“’dadt,
“Tr+

pour tout v tel que v € L2(Q x (=T, T)) vérifiant Lv := v+ A-Vu € L2(Q x (=T,T)),
vlp- =0 etv(-,—T) =v(-,T) =0.

3.3 Résultat de stabilité

Dans cette section, nous donnons un résultat de stabilité pour le coefficient d’absorption
p(z). De tels problemes sont généralement mal posés et c’est la raison pour laquelle les
résultats de stabilité sont importants en vue d’implémentations de méthodes de recon-
tructions numériques.

Afin de prouver notre résultat principal, nous utilisons des inégalités de Carleman locales
et globales ainsi que des estimations d’énergie. De telles estimations d’énergie ont été
démontré dans [10] pour 'équation des ondes dans un domaine borné.

Théoréme 3.3.1. Soit u (resp. @) une solution de (3.1) associée a (p, h, uo) (resp. (p, h,
ug)). Alors, il existe une constante positive C' > 0 telle que

/|(p—ﬁ)(x)|2da: < C/T/ |(Opu — 0yt (z, ) |*dodt.

0 r+
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Preuve du Théoréme 3.3.1 :

Nous démontrons ce théoreme en plusieurs étapes.

Etape 1. Nous commencons par linéariser le probléme en posant U = u — &. Nous prolon-
geons ensuite 0, comme suit :

o atU(.fE, t) t> O,
Y(z,t) = { OU(z,—t)  t<0.
Alors Y est solution de
Y + A(x,t) - VY +p(x)Y = (5 — p)(z)da dans Q x (=T,7T),
Y(z,t)=0 sur '™ x (=T, 7), (3.11)
Y (2,0) = (p — p)(x)up(z) dans €,

o A est défini par (3.9).

Etape 2. La fonction Y ne satisfait pas les hypotheses Y (-, —T) = Y (-,T) = 0. Afin
de pouvoir appliquer la Proposition 3.2.3, nous introduisons une fonction de troncature
X € CX(R) telle que 0 < x < 1. On choisit € (0,T) tel que ¥(z,t) < C < P(z,0),
Vte (=T, -T +n) U (T —n,T) et on définit

(1) = 1,si -T+n<t<T-—n,
XU=Y0,si t<-Tout>T.

Posons Y = XY, nous pouvons appliquer I'inégalité de Carleman (3.10) a Y qui est
solution de
Y + A(x,t) - VY + p(x)Y = xLY + Y8,y dans Q x (=T, T),
Y(x,t) =0 sur '™ x (=T, 7), (3.12)
Y(z,~T)=Y(z,T) =0 dans €.

Nous obtenons donc l'inégalité suivante :

T T
HPl(es‘p?)HLz(QX(_TT))+s)\2//g0\}7\2628‘pdmdt§ C//])(LY+Y8txl2625“"dxdt

—T Q -T Q

T
+C’s)\/ /g0|}7|2ﬁ-1/625“’d0dt.
-Tr+

Notons que supp dyx C (=T, =T +n)U (T —n,T), ce qui donne l'estimation suivante pour
Y :

T—n

| PL(e**Y) || L2x (=1n,7—n)) —|—s/\ / /gp|Y|2 Bedu dt < C’//\LY]2 250 dt

n

~T+7

+Cs)\//gp]Y] A ve*dodt + C / /yYP 250z dt + C / /|Y|2 250 1 df.
STy Ton Q

(3.13)

28



Etape 3. Dans cette étape, nous donnons une estimation des deux derniéres intégrales du
membre de droite de I'inégalité (3.13) en fonction de l'intégrale du membre de gauche en
sA\? de cette méme inégalité. L’objectif est d’absorber les deux derniers termes du membre
de droite de (3.13) par le terme du membre de gauche, pour s assez grand. Pour ce faire,
nous allons établir des estimations d’énergie. Tout d’abord, nous fixons A = )y et nous
utilisons le fait que ¢ est minorée par 1 et majorée par une constante qui depend de A
(fixé). On définit alors 'énergie a poids suivante :

1
E(t) = i/lYIQeZS“de.
Q

T
e Estimation de //\Y\ze%“"dxdt

T—n Q
Nous calculons

E
Ciit = S/at§0|y|262s<pd$+/|Y|atY62S<pdx
Q
= S/at(p|Y|2€25¢de—|—/(LY—A\. VY)YBQSSOdZL‘,
Q

Alors, on a

1 ~
& s/at¢|Y|2eQSde + /628%4 V(Y| = /YLY@QS‘de.
Q Q Q

Une intégration par parties donne

dE -~ 1 7 -~
e s/(@tap + V- A)Y Pe*?dr + 5 / A-v|Y|?e**do
Q r+
(3.14)
1 ~
- / VLY e™¥da + - / V- AlY2e*dz.
Q
De plus, pour tout s > 0 grand, comme —(dyp + Vi - A) > ¢ > 0, on obtient
dE 2 2s 2s
e +sc/|Y| Pdr < /YLYe “da. (3.15)

J 2 . .
En utilisant la formule 2ab < a® + % avec € = sc, nous estimons le membre de droite
comme suit :

1 |
‘/YLY@QWCZ:E’ < e [ [y 23¢dw+2—/|LY|Q 250 .
Q Q Q

En substituant cette estimation dans (3.15), on trouve

dE 1
o + scE(t 29/ |LY |*e**?dx.
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Par ailleurs, pour t € (T'—n,T), en utilisant le lemme de Gronwall, il vient

t

f —csdt ¢ 1
E(f) < e ( /7/ 250(7)| LY (1) d:cdr)
sc(T t—n) £
< eI BT —p) 4 ———— / /628“’ DILY (7)[*dzdr
T—n Q
T
< emselt=T-D) g(T / / 2| LY ()2 dadr.

En intégrant cette relation pour ¢ entre T'— 7 et T, on obtient :

S

-n

T T T
1
/E(t)dth(T—n) e=set=(T=) gy | /T / /628@ LY ()2 dadrdt
SC
T—n

’ﬂ\

T—n T-n Q
T—n T
< E(T —n) / emset=T=m)gp 4 QL / /625‘P|LY|2dx dt,
T o a
et donc
T o o7
/E(t)dt< BT —n)+ = // 2%| LY [2dz dt. (3.16)
T—n 5 -T Q

Maintenant, nous estimons F(T' —n) par E(7) pour 7 € (n,T — n). Nous utilisons (3.14)
et intégrons par parties entre 7 et T'— 7, ce qui donne

e 1" i
T+ / /E~V|Y|262Wdadt: /s/(at¢+ﬁ-v¢)|Y|Qe2Wdzdt
T T I+ T (9]
1 T—n T—n
+5 / / V. A[Y 22 dudt + / / Y LY e®%dz dt.
T Q T Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

T—n 1 T—n
T+ /ﬁ-yyw?emdadt

T T I+

T—n T—n

T—
1 1
< Cs /\Y\Z B dudt + Ssc / /\Y\Q 2eda dt + 5 / /\LY\Z 2% 4z .
Q Q

T
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Il vient alors, I’estimation suivante

E(T —n)—

:k\\\ﬂ

oL

/|Y|2625“"dxdt+— //|LY|2625“’dm dt.
s

Q

“T 0
En intégrant la derniere inégalité entre n et T — 1, on obtient, pour s > 0 assez grand,

T—
E(T—n) <C / t)dt + — //|LY!2 250 4 dt.
n

3.17
s (3.17)
Finalement, grace a (3.16) et (3.17), on obtient
T
/ /|Y|2 250 drdt < C / /|Y|2 20 ddt 4 — // e2¢| LY |2da dt. (3.18)
T—n Q —T Q
—T+n
e Estimation de / / Y |?e**%dx dt
-9

Soit t € (=T, —T+n), nous effectuons le changement de variables ¢ — —t, en introduisant
Yiack(x,t) = Y (x, —t), et nous appliquons les estimations ci-dessus & Yjqc. Par conséquent,
(3.16) et (3.17) coincident avec les estimations suivantes :

—T+n T

/ E(t)dtgSE(—T+7})+S//625“’|LY|2dxdt. (3.19)
=T T Q
T—q o T

E(-T +1) < Cs / B(t)dt + — / / LY |2e®%d dt. (3.20)
—T+n -T Q

Finalement, grace a (3.19) et (3.20), on obtient

—T+n

/ /|Y|2 20 drdt < C / /|Y|2 250 udt + = // ¢ILY Pdrdt.  (3.21)

—T+n Q 5 ra

En reportant (3.18) et (3.21) dans (3.13), on trouve :

/ /yyy2 2504y dt < (J//|LY|2 28@d:zdt+cs//|y| A ve™dodt.  (3.22)

,T+n§2 -Tr+
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Nous concluons de (3.17), (3.18), (3.22), l'estimation de Carleman suivante pour Y

T
IPHEY 2 rnamy +5 [ [ 1Y Peedudt (3.23)

T Q
T T
_C’//|LY|262S@dxdt—|—C’s//|Y|2A-Ve2wdadt.
-T Q -Tr+

Remarque 3.3.1. Dans (3.23), on obtient une borne inférieure de ||e** PY || L2 (x (= 14y,7—n)

mais celle ci peut étre obtenue dans (Qx (=T, T)). Comme P,Y = 9,Y +A-VY = —pY —(p—p),4,
on a

—T+n —T+n —T+n

//1P1Y|2e2wdxdtgc / /|Y|2ezwdxdt+c / /]p—ﬁ\zlatm?ezwdxdt,
-T Q -T Q -T Q

et ausst
T T T
/ /|P1Y|262wdxdt <C / /|Y|262wdx dt + C / /|p—]§|2|atﬂ|262wdl' dt.
T—n Q T—n Q T—n Q

Finalement, (3.23) méne d l’estimation suivante

T T
HPl(es“”Y)HLz(QX(_T,T))+8//]Y]geQS“"dxdt+//\PlY\zeQdedt
-TQ -T Q

(3.24)

ﬂ\ﬂ

T
/|p—ﬁ|2|8tﬂ|2625“"dxdt+03/ / IV 2A - ve**?dodt.
QO

=Tr+

Etape 4. Résultat de stabilité

Soit W = e**Y. Rappelons que P,W = 8,V + A-VW et considérons I'intégrale suivante
0

- [ [PwWwdra

T Q
Suivant la méthode introduite dans [11], nous donnons une majoration de Z en utilisant
I'inégalité de Carleman.

[SIE
N[

0 0
/P W.Wdz dt| < s //|P1W]2da:dt s//\Y|2623“”d:cdt
Q

—TQ -T Q

Izl =

N—
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En utilisant I'inégalité de Young, on trouve

T T
T < 5% //yP1W|2dxdt+s//|Yy2e2wdxdt

—T Q -T Q

En utilisant (3.24), on obtient

IZ| < Cs~3 //\p 520, dxdt+s/ / YA - ve®*dodt | . (3.25)
—T Q

Maintenant, calculons Z. Une intégration par parties nous permet d’obtenir I’égalité suiv-
ante

1 1
§/|Y(x,0)|2625<p(‘”’0)dx = I+ 5
)

’ﬂ\o

/v A)|Y 2% dx dt — / /A VY 2% dodt.
Q

=Tr+

De (3.25) et (3.24), on obtient

1
§/|Y(x 0)[?e2°@0dz < Cf(s |p—ﬁ|2|8tﬂ|2625“’da:dt

Q

ﬂ\’ﬂ

T
C(s% +1) // Y 22 dodt.

-Tr+

D’autre part, on a

Y([E, O) = 8tU(JJ, 0) = _(p —ﬁ)(:{])ﬂ(l‘, O)

En substituant Y dans la derniere inégalité, on trouve

T
1
5/ p —p)(2)u(z,0)2e®*@0dy < C(s™ T4 s -1 //|p—]3|2|0t17|2625“"dxdt
Q 70
T
+ O(S%—f'l)///T'V|Y|2€25wd0'dt.
“Tr+

(3.26)

Remarque 3.3.2. Rappelons que xy ¢ Q, donc par construction @ est strictement minorée.
De plus, e2¢@t) < e25¢(@0) poyr tout v € Q ett € (=T, T). Commet € WH2(=T,T; L=(Q)),
alors

Jko € L*(=T,T),|0:u(z,t)] < ko(t)|u(x,0)], Vo € Q, t € (=T,T).
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En utilisant la remarque précédente, il vient de I'estimation (3.26)

T
1 1 1 ~
(2—0(3_2+s_1)> / \(p—§) ()2, 0) 2?0 dz < C(s +1) / / A-v[Y e ?dodt.
Q -TT1r+

Par conséquent, pour s assez grand, nous concluons qu’il existe une constante

C = C(s0, Ao, Q2,T,T") > 0 telle que

T
/ (p — ) (@) P[a(z, 0)2e2#@0dz < C / / A VY Pe®?dodt.
Q

-Tr+

Sous les hypotheses satisfaites par 1, ﬁ, notons que A-v et €29 sont bornés sur (=T, T)xI*.
En effet, posons
a = min [ezp(sp(z,0))],
Q

b= max [exp(sp(x,t))].
Qx1[0,7]

Alors, comme |t(x,0)| > o > 0 dans €2, nous obtenons I'inégalité de stabilité suivante

[lo-ppar<c [ [ wpesaa

T 17+

b
Oﬁ.C’ZZCK ,SO,Ao,Q,TEF).

a
Comme Y est un prolongement de ;U := d,u — 0;u pour t < 0, on a

T
/|p — pldx < C// |Oyu — Oyu|*dodt
Q

0+

et la preuve du Théoreme 3.3.1 est achevée.
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Chapitre 4

Probléme inverse pour un systeme
hyperbolique-parabolique

Nous présentons dans ce chapitre l'article soumis pour publication dans Inverse Prob-
lems. Il s’agit du résultat principal de cette partie : I’étude d’un probleme inverse de
détermination de deux coefficients dépendant de la variable spatiale uniquement pour le
systeme (1.2) en utilisant les observations suivantes : une mesure intérieure d’une seule
composante et la donnée des deux composantes a un instant fixé sur tout le domaine
spatial. Un résultat de stabilité est démontré en utilisant des inégalités de Carleman.

4.1 Introduction

Rappelons le systeme que 1'on considere :

Owu+ A(zx) - Vu = F(u,v) dans Qr = Q x (0,7),

o — Av = G(u,v) dans Qr = Q x (0,7),

u(z,t) = h(z,t) sur X =T x (0,7), (4.1)
v(z,t) = g(z,1t) sur Xp =T x (0,7),

u(z,0) = ug(x), v(z,0) =vo(x) dans .

L’objectif de ce chapitre est de reconstruire les deux coefficients p et § du systeme (4.1)
a partir d’'une mesure intérieure d’'une composante et la donnée des deux composantes a
un instant fixé 6 € (0,7), a savoir

Vlwxor) et (u,v)|axqe,

oll w est un sous domaine de €2 telle que dw D T'y.
Plus précisément, cf. Théoréme 4.4.1, Section 4.4.

Dans ce travail, nous allons tout d’abord établir des inégalités de Carleman associées au
systeme (4.1) avec des fonctions poids appropriées. Le choix de telles fonctions est imposé
par I’équation de transport. Nous démontrons ensuite le résultat de stabilité en établissant
des estimations d’énergie. Ces estimations nécessiteront la mise en oeuvre d’inégalités de
Carleman pour le systéme rétrograde associé au systeme (4.1).

On supposera tout le long de ce chapitre que les coefficients p et ¢ sont dans A(M).
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4.2 Inégalités de Carleman

Dans cette section, nons donnons les inégalités de Carleman associées au systeme (4.1).
Pour ce faire, nous introduisons tout d’abord les fonctions poids appropriées.

On suppose qu’il existe une fonction ¢ dans C?(Qr) qui vérifie les propriétés suivantes :
Hypothéses 4.2.1.

(i) Y(z,t) >0 V(z,t) € Qx(0,T),

(i) [V| >c>0 VoeQ,

(1i7) Oy <0 sur T'_,

(v) Opp + A(x) -V <0 Y(z,t) € Qx(0,7T),

(v) Y(x,t) =Y(x, T —t) V(r,t) € Qx(0,T).

Soit A > 0 un parametre, nous définissons la fonction poids ¢(z,t) par

oz, t) = M@, (4.2)

Nous signalons que le choix de telles fonctions poids conduit & une observation agissant
sur une partie ', de la frontiere I' dans le membre de droite de 'inégalité.

Nous utiliserons tout au long de ce chapitre les notations suivantes :

h(g.0r) = [ sXlafe#da dt
Q

T

I)(q,Qr) = /(sg0)71(|8tq|2 + |Aq|*)e**?dx dt + /5)\2<p\Vq|2e2s“”d:L' dt + / 2 X% q|*e* P du dt.
QT QT QT

A présent, nous établissons deux inégalités de Carleman : une associée au systéme (4.1)

(cf. Théoreme 4.2.1) et 'autre associée au systeme rétrograde correspondant & (4.1) (cf.
Théoreme 4.2.2).

Théoréme 4.2.1. Soit ¢ définie par (4.2). Il existe sy, \g el une constante positive
C = C(s0, Ao, Q, T,w) tels que

Li(q1, Qr) + (g0, Qr) < C’/ |Lqi|*e***dx dt + C’/ | Pgs|*e***dx dt
QT QT

+CS2)\2/¢2|Vq2]2623‘pdxdt+C'/]Aq2\2628@dxdt,
wT wT

pour tout s > sg, A > Ao et tout q1, qo vérifiant

Lgy =0y + A(z) -V € L*(Q x (0,T)), ¢ € L*(Q x (0,7)),
QI|F, :07 QI<-70>:Q1(~7T):07
Pgs = dhgs — Agp € LAQ x (0,T)), s € L2((0,T): HL(Q) N H2(Q)),

0(,0) =q(.,T) =0.
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Théoréme 4.2.2. Soit ¢ définie par (4.2). 1l existe so, Ny et une positive constante C' = C|(sq, Ao, 2, T, w)
tels que

I (q1, Q) + Ix(q2,Q7) < C / | Lback @1 €**?dz dt + C / | Poaers q2|€**Pda dt
QT QT
+Cs*\? / O*| VP e**?da dt + C/ |Ago|?e**?dx dt
wr wr

+C’32)\2/g02]q1]2623“’dx dt + C/gp]A(x) Va1 |2e*?dx dt,

pour tout s > Sg, A > Ao et tout q1, qo vérifiant

= -0y + A(x) - Vg € L2 (2 x (0,T7)), q € L*(Q x (0,7)),
alr- =0, @a(,0)=aq(,T)=0,

Prack@z := =0z — Ago € L2(Q x (0,T)), ¢ € L2((0,T); H}(Q) N H2(2)),
QQ(.,O) = QQ(,T) =0.

4.3 Preuve des Théoreme 4.2.1 et Théoréeme 4.2.2

Afin de démontrer le Théoreme 4.2.1, nous établissons tout d’abord deux inégalités de Car-
leman, une associée a ’opérateur de transport et l'autre, associée a I'opérateur parabolique
et ce, en utilisant la méme fonction poids. Nous obtenons alors des inégalités de Carleman
avec des observations agissant sur I';.

Ensuite, nous déduisons a partir des inégalités précédentes des estimations de Carleman
avec des observations localisées sur un sous domaine w. Ces deux estimations vont nous
permettre d’obtenir une inégalité de Carleman pour le systéeme avec 'observation d’une
seule des deux composantes.

La preuve du Théoreme 4.2.2 est similaire a celle du Theoreme 4.2.1.

4.3.1 Inégalités de Carleman associées a ’opérateur de transport

Ici, nous énoncons les inégalités de Carleman pour les deux opérateurs de transport direct
et rétrograde, dans les lemmes suivants :

Lemme 4.3.1. Soit ¢ définie par (4.2). Il existe sg, Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, T")
tels que

Liq, Q) < C / | Lau 262 de dt, (4.3)
Qr

pour tout s > sg, A > Ao et tout q; vérifiant

Lgv = iy + A(z) - Vi € LA(Q x (0,T)), q € LA(Q x (0,T)),
@alr- =0, @(,0)=aq(,T)=0.
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Lemme 4.3.2. Soit v définie par (4.2). 1l existe sy, Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, T)
tels que

Ii(q,Qr) < C/!Lbackq1|2628‘pd:cdt

Qr
T (4.4)
+ C’s)\//<p|q1]2A(x) - ve***dodt,
0y

pour tout s > sg, A > Ao et tout q; vérifiant

{ Liaek 1 := —O0yq1 + A(x) - Vg € L2(Q x (0,T)), ¢ € L*(Q x (0,T)),
alr- =0, @(,0)=q(.,T)=0.

Pour la preuve du Lemme 4.3.1 (resp. Lemme 4.3.2), nous suivons pas a pas la preuve de
la Proposition 3.2.1 (resp. Proposition 3.2.2) en remplacant dans ce cas I'hypothese (77?)
par l'item (iv) des Hypotheses 4.2.1.

Nous allons démontrer dans la suite, en utilisant le Lemme 4.3.2; une inégalité de Carleman
avec une seule observation agissant sur un sous domaine w de 2, tel que dw D T',.

Lemme 4.3.3. Soit v définie par (4.2). 1l existe sy, Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, w)
tels que

g, Q) < C / | Lyaer @1 222 dz dt + C's? )2 / 2| |2e® P da dt
Qr wr

+ C/<p|A(x)-Vq1\262wd:cdt,
wr

pour tout s > sg, A > Ao et tout q; vérifiant

Liack 1 := =01 + A(z) - Vg € L2(Q x (0,T)), q € L*(Q x (0,T)),
(h’F_ =0, Q1(-a0) = Q1(-7T) =0.

Preuve du Lemme 4.3.3 : B
On choisit une fonction p € C?(; [0, 1]) vérifiant

(x)=1 zed,
{ ) =0 sel\w, (4.5)

ou w C w et dw DTI',. Une intégration par parties donne

T
s)\/ / pola|PA(x) - ve**fdodt < s\ / ppA(x) - V(| |*)e***dx dt
wr

01,

£\ [+ (A@)ppe*?)nPdudt = Q1 + Qs
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En utilisant (4.5), une intégration par parties et 'inégalité de Carleman, nous obtenons
les estimations suivantes

Q2 < CSW/sOplql\2€28‘Pdwdt+C/W)IA(SC) -V [*e**dz dt, (4.6)
et
Q = SA/(WWD - A(z) + oVp - A(x) + ppV - A(2))|gs [e** da dt

+ 282)\2/g02A(x) VY| |2 d dt (4.7)

IA

wr
Cs*\? / ©°|qi|*e*?dx dt.

wT

Par conséquent, en utilisant les inégalités (4.6) et (4.7), il vient

T
S)\//go‘ql‘zA(x)"/ezdedt < 052)\2/902‘Q1|262wd:vdt

0T,

+ 0/90|A(x) -Vaqi|?e***du dt.
wr

Ceci conclut la preuve du Lemme 4.3.3 en utilisant la derniere inégalité dans (4.4).

4.3.2 Inégalités de Carleman associées a I’opérateur parabolique

Ici, nous rappelons la forme générale des inégalités de Carleman pour des opérateurs
paraboliques, plus particulierement Pq = +0,q — Ag, cf. [74, 75].

Lemme 4.3.4. Soit ¢ définie par (4.2). 1l existe sy, Ao et une constante positive C' = C(sg, Ao, 2, T, T")
tels que

T
Ir(q2, Q1) < C/ |Pq2|262wdxdt+C//s)\g0|(3,,q2|2625‘pdadt, (4.8)
Qr

0Ty

pour tout s > sg, A > Ao et tout g vérifiant

{ Pgy = +0iq5 — Aqe € L*(Q x (0,T)), g0 € L*((0,7); H}(2) N H*(Q)),
Q2(~;O) = QQ(.,T) =0.

En utilisant les lemmes précédents, nous démontrons maintenant une inégalité de Carle-
man avec une seule observation agissant sur un sous domaine w de €2, tel que dw D I'y.
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Lemme 4.3.5. Soit v définie par (4.2). 1l existe sy, Ao et une constante positive C' = C(sg, A, 2, T, w)
tels que

I(q2, Q2p) < C/!PqQ\2€23“’d:1:dt+C/\Aq2|26253"da:dt
QT wT
+ 082A2/902]Vq2\2625“’dxdt,
wr

pour tout s > sg, A > Ao et tout gz vérifiant

{ Pgy=+0iqo — Ag € L2(2 x (0,T)), g2 € L*((0,T); H}(Q) N H*(Q)),
Q2(-,0) = QZ(->T> = 0.

L’idée de la preuve est inspirée de [73].
Preuve du Lemme 4.3.5 :
Soit p définie par (4.5). Considérons la fonction suivante :

go € CH(LR™) tel que go(z) = v(z) sur I'y, (4.9)

T
s)\/ / ©0p|0,qa|? e Pdodt < s\ / 0p(Vqs - go)e**? Aqy da dt

0T,

+5A / V((pp(qu : 90)628“0) Vg drdt := Q1 + Q.

En utilisant la définition des fonctions p et go, avec I'inégalité de Young, nous estimons

Q1 et Q.

D’une part, notons que
s\ (Vas - go)e*?[|e*?Ags| < Cs*N?|Va[e*? + C|Ago[*e*?.

Alors
1 < CSQAQ/goz]ng]QeQWd:U dt + C/|Aq2\2625‘pdx dt. (4.10)
wT wr

D’autre part, on a

Q2 = s\ / (Vaz - 90) (mww +pVp + 2sw?w) - Vqe**?da dt

+ s\ / ©pV (Vs - go) - Vgue**?da dt (4.11)

wr
< 032)\2/g02|Vq2|2628‘dedt+C'/ |Ago|?e**#dx dt.
wT wT
Par conséquent, des inégalités (4.10) et (4.11), nous obtenons 'estimation suivante

T
s / / l0ya| > dodt < Cs*\° / P*|Vao|?e*?dx dt + C / |Agy|?e**Pda dt.
wr wr

0TI,

En utilisant la derniere inégalité dans (4.8), on conlut la preuve.
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Finalement, pour démontrer le Théoréme 4.2.1 (resp. Théoreme 4.2.2), il suffit d’addition-

ner les estimations du Lemme 4.3.1 et du Lemme 4.3.5 (resp. les estimations du Lemme
4.3.3 et 4.3.5).

4.4 Reésultat de stabilité

Dans cette section, nous appliquons l'inégalité de Carleman du Théoreme 4.2.1 afin de
démontrer le résultat de stabilité suivant :

Théoréme 4.4.1. Soit w une partie de 2 telle que Ow D T'y. Nous supposons que les
hypotheses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothéses
4.2.1 et les Hypothéses 2.2.1 sont vérifées. Soit (u,v) (resp. (U, v)) une solution du systéme
(4.1) associée a (u,~,0,k,uy,vo, h,g) (resp. (&7, 3, k,ug,vo, h,g)). Alors, il existe une
constante C' = C(sg, Ao, 2, T, w) telle que

|l — /7"%2(9) + 1|6 — 5”%2(0) < C’(H@f(v - 5)||%2((0,T);H2(w))
H[0u(v = )20,y m20)) + 100 = D) T2y + 1107 (0 — ?7)I|iz(w)>
+C(||A(U — 0)(, 9)“%2(9) + |[(v — ) (z, 9)“%2(9) + |[(u — 1) (x, 9)“%2(9)

HIA@) - V(u = )(z,0)|[L20) + [|0:(u — @) (2, Q)Him))-

Preuve du Théoréme 4.4.1 :

La preuve se fera en plusieurs étapes.

Etape 1.

Posons U =u—u, V=v—0,Y =0,U et Z=0,V, alors Y et Z sont solutions de

Y + A(x) - VY = (un— p)0v + pZ — 7Y dans Qr,

0Z —ANZ =(0—-906)0u+ Y —kZ dans Qr,

Y(z,t) =0 sur X,

Z(z,t) =0 sur X, (4.12)
Y (2,0) = (u— @)ve(z), Z(x,0) = (§ —0)ug(x) dans 2.

Etape 2. Application de ’estimation de Carleman du Théoréme 4.2.1.
Nous introduisons une fonction de troncature y € C2°(R), 0 < y < 1, telle que

) Lsi n<t<T —n,
X(t)_{o, si t<Oout>T. (4.13)

On pose Y = XY, Z = xZ, dans Q x (0,7). ~ - ~
Dong, Y et Z satisfont les hypotheses Y (-,0) = Y (-,T) = Z(-,0) = Z(-,T) = 0 dans .
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Par conséquent, nous pouvons appliquer 'inégalité de Carleman du Théoreme 4.2.1 a Y
et Z, il vient :

LY, Qp) + L(Z,Qp) < C/ LY [2e25 dae dt+C’/ |PZ|2e%% dz dt
QT QT
(4.14)
+ Cs*\? / OV Z[2e2*? dx dt + C’/ |AZ|?2*%dx dt,
wr wr
ot LY = xLY +Yd,x et PZ = xyPZ + Z9,x, dans Q x (0,T).
Posons Q,, = Q x (n,T —n). Comme J;x a un support compact dans (0,7) U (T —n,T),

d’apres (4.14), nous déduisons 'inégalité suivante :

L(Y,Q,) + 1(Z,9,) < 0/ ]LY|2625“"d:cdt+C/ \PZ|2e*% dx dt
QT QT

n T n
+ C//|Y|Ze2s‘/’da:dt+0 / /|Y|2625“’dmdt+C//|Z|2625“"da:dt (4.15)
0 Q 0 Q

T—n Q
T
+ C / /\2\2628% dt+032)\2/¢2|VZ]2623“’da:dt+C/ IAZ|2e®%dz dt.
T—n Q wr wr

Dans la suite, nous allons fixer A = A et utiliser le fait que ¢ est minorée par 1 et majorée
par une constante qui dépend de A (fixé). Nous utiliserons les notations suivantes :

(g, 0r) = [ slofevdzat,
Q

T
Jo(q, Q) = /(s)_1(|8tq|2+|Aq|2)e2wdxdt—|—/S|Vq|2625‘°dxdt/33|q|2623‘pdxdt.
QT QT

Qr

En utilisant (4.15), on obtient I'estimation suivante :

T, Q) + Jo(Z,0) < 0/ ]LY]QeZS“”dxdt+C/ \PZ 22 du di
QT QT
n
+ 082/|VZ|2625‘pdxdt+C'/|AZ|2e2s‘pdxdt+C’//|Y|262‘wdxdt (4.16)
wr wr 0 O

T n T
+ C / /|Y|2625“"dxdt+C//|Z|2628‘pda:dt+0 / /|Z|2628“"da;dt.
Q 0 Q

T— T—n Q

3
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Etape 3. Estimations d’énergie.
Ici, nous donnons une estimation des quatre dernieres intégrales du membre de droite de
'inégalité (4.16) notées :

n T
M= [ [IYPdwdt, M= [ [1YPeeduat
0 Q T—n Q

(4.17)

U] T
Ms = // | Z]2e*Pdr dt, My := / / | Z|2e?*?dz dt.
0 Q T—n Q
L’objectif est d’absorber My, My, M3 et My par les termes du membre de gauche dans
I'inégalité (4.16). Pour ce faire, nous introduisons les énergies a poids suivantes :

1 1
El(t) = 5 / |Y|2€28(pdl‘7 E2<t) — 5 / |Z|2625L‘0d1},
@ Q

Le lemme suivant donne une estimation de My et My :

Lemme 4.4.1. Soient My et My définis par (4.17), nous avons les estimations suivantes :

T—n T
My < C / /|Y|2dxdt+f//erﬂLYdedt. (4.18)
n Q 0 Q
T—q o
M <C / / 2P dudt + / / |PZ 2> dx dt. (4.19)
n Q 0 Q

Preuve du Lemme 4.4.1 :
La preuve est basée sur des estimations d’énergie, elle est donnée en Annexe. Les outils
essentiels sont des intégrations par parties, le lemme de Gronwall et I'inégalité de Young.

Soit ¢t € (0,7), nous effectuons le changement de variable ¢ — T' — ¢ et nous introduisons
les fonctions Yyuer(z,t) = Y (2, T —t) et Zyger(x,t) = Z(x, T — t).
Yiack €t Zpacr, satisfont le systeme rétrograde associé a (4.12) tel que

Lback Y;)ack = _8tY;)ack + A(x) . vYE)acka

Pback Zback = _atha,ck - AZback'
Le lemme suivant donne une estimation de M; et Ms :

Lemme 4.4.2. Soient My et M3 définis par (4.17), nous avons les estimations suivantes :

T—n

M, <C / / Viaer|22¢dar dt + f / | Liack Yack| 2625 da dt.
n Q Qp
T—n

Ms < C / / | Ziaen 2625 da dt + f / | Prac Zoaer|2e2% di dt.
n Q Qr
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Preuve du Lemme 4.4.2 :

Posons Yieer = YYiack €0 Zoack = XZback dans € x (0,T) et appliquons l'inégalité de
Carleman du Théoreme 4.2.2 a %ack et Zback. Tout comme pour Y et Z, nous obtenons
I’estimation suivante

JI(Ybacky Qn) + JQ(Zbacka Qn) S C / |Lback }/back|2€28<pd~r dt + C / |PbackZback|2€28<pdx dt
QT QT

_|_

Ui T Ui
C / / Youer|2e2%dz dt + C / / Youer|2e2%d dt + C / / | Ziaei|2e2° dz it
0 Q 0 Q

T—n Q

T
+ C / /|Zback|2628¢dl‘ dt + 082 / ]VZbackFezwdx dt + O/ |AZback|2628<pdl‘ dt
T—n Q wr

wT

+ 08 / Ve |?e2%dz dt + C / |A(z) - Vo262 da dt.
wr wT

(4.20)
Nous définissons maintenant M pack; M2 packs M3 pack; € My pack comme suit :
7 T
Ml’ba(:k - // ‘Y’baCk|2e2swd‘r dt? M2,back - / /‘Yi)ack|2€2swdl’ dt7
0 Q ol
! T
M37ba6k - // ‘Zba6k|262&pdx dt? M4,back = / /‘Zback|2e2&pd$ dt.
0 Q 7t
i 1 2 2s
Si on pose E1 pack(t) = 3 / |Yoaer|“€“*?dx alors comme pour Ej, on trouve
Q
dFE1 pae )
;’; - - 8/(81590 + VSO ) A(x))‘yéacﬂz@%wdl’ + 5 / A(I) . V|chk’2€2wda
Q 2,
(4.21)

1
- /}/backLback }/backe%ipdx + 5 / A A($)|Yi)ack|2e2s‘9dx.
@ Q

De l'item (iv) des Hypotheses 4.2.1, pour tout s > 0 assez grand, nous obtenons

ar 1,back
dt

2 2s 2s
+ SC/ D/E)ack| e“¥dx S /Y;;ackLbackYE)acke “dx.
Q Q

Remarque 4.4.1. Notons que, le changement de variablest — T —t exige la mise en oeuvre
de toutes les estimations avec o(-, T —t). Par conséquent, l’item (v) des Hypothéses 4.2.1
est nécessaire pour avoir l'item (iv) dans (4.21).
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Par ailleurs, nous estimons Ms poer (resp. Mypaer) de la méme maniere que My (resp.
My), il vient
T—

n
C
MQ,back S C / /|}/l7ack|2€2s<pd$ dt + — / |Lback }/back|2628<pdx dt)
S
n Q Qr

et

T—n
C
M4,back S C / / |Zback|2€28‘pdx dt + — / |Pback Zback:|2€254pdw dt.
S
n Q Qr

)
D’autre part, notons que M = Ma paer, Mo = M pack, Mz = Muypaer €t My = M3 pacr-
Alors, on déduit les estimations suivantes :

T—n
Ml < C / /D/back|2€2$<pd$dt+§/|Lback}/back|2€2swdxdt)
n Q Qr
T—n C
Ms < C / / | Znacr et + — / | Prack Zoaer 2625 da dl.
n Q Qrp
T—n C
M poes < C / /|Y|262wdxdt+— / LY 22 du dt,
n Q SQT

T—n
C
Mo < C / / \Z2e2 % da dt + = / \PZ[2e2%da dt.
n Q SQT

Ceci conclut la preuve du Lemme 4.4.2.

Etape 4. Inégalité de Carleman avec deux observations.
Dans cette étape, nous démontrons I'inégalité de Carleman suivante en utilisant le Lemme
4.4.1 et le Lemme 4.4.2.

Proposition 4.4.1. Soit w une partie de Q) telle que Ow D T'y. Nous supposons que les
hypotheéses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothéses
4.2.1 sont vérifées. Il existe deux réels sg, Ao et C = C(sg, N, 2, T,w) tels que Vs > s,
VA > /\0

s/|Y|2628“’d1‘dt—l—s/|Z|262wdxdt < C/ \1— 1i|0,0)%e**?dx dt
o o Or
n c/ |5—5|2|ata|ze2wdxdt+032/|VZ|2628¢’dxdt+C/|AZ|262dedt
Qr wr wr

+ 08 / V|22 dx dt + C / A(z) - VY |22 dz dt,
wr

wT

(4.22)
pour tout Y, Z solutions de (4.12).
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Preuve de la Proposition 4.4.1 :
Utilisant (4.16) et (4.20), pour tout s > 0 assez grand, nous obtenons

T, Q) + J1 (Yoaes ) + Jo(Z, ) + o Zyaers Q) < C / LY |2e®%d dt
Qr
+ C / | Lyack Viaos|2e2%d dt + C / \PZ|2e*%dx dt + C / | Prac Zoaer| 2629z dt
QT QT QT

+ O / IV Z[2e2%du dt + C / IAZ[22da dit + C / A(z) - VY 2% dz di

wr wT wT
+ 08 / V|22 dx dt + O's? / IV Zywer| 2629 dc dt + C / |A Zyuer|2e2? iz dt

wr wr wr

+ Cs? / |yback|2e2swdx dt + C/ |A(x) . VYback|2625@dl‘ dt.
wT W

Comme Yyuer(z,t) =Y (2, T —t) et p(x,t) = p(x,T —t), Vt € (0,T), on déduit I'inégalité
suivante

LY, Q) + h(Z,Q,) < C / LY [2e%du dt + C / |PZ|%e®%dx dt
QT QT
+ O / IV Z|2e2%dx dt + C / INAE
wr wT

O / V|22 dz dt + C / A(z) - VY Pe®?da dt.
wr wTr

En utilisant les estimations de M; et M, poer pour 72 = 1,...,4, nous trouvons l'inégalité
suivante

s/ |Y|2625“"d:1:dt+s/ |Z|2625“"d:vdt§6’/ |LY |*e**%dx dt

Qr Qp Qr

+C’/ |PZ|2625‘pdxdt+ng/|VZ|2628"°dxdt—l—C/|AZ|2625“’dxdt (4.23)
Qp wr wr

+Os? / Y [2e2%dz dt + C / |A(z) - VY 22 dz dt.
wr wT

Notons que l'on a
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/|LY|2625“"d:vdt < 0/ I — i|?|0,0 )2 25“"d:pdt+0/ 22625 du dt
(4.24)
v c/ Y [2e2du dt,

et

/]PZ]QeQS“”d:z:dt < 0/ 16 — 32|10, 2S¢dxdt+c/ Y [2e2%dz dt

(4.25)
+ O/ |Z[2e2% dz dt.

En substituant les inégalités (4.24) et (4.25) dans (4.23), on conclut la preuve de la Propo-
sition 4.4.1 pour tout s > 0 assez grand.

Remarque 4.4.2. Dans (4.22), nous obtenons une borne inférieure de ||e*? LY | ]%Q(QX(WT,U))
mais nous pouvons l’obtenir dans (2 x (0,T)). En effet, on a

5/|Y|2628‘dedt+ / |L1Y|2e2s‘pdxdt—|—s/ | Z|2e**?d dt
o
< C/ |u—ﬁ\2|8t17|2623“’dxdt+0/ 16— 32|92 da dt

(4.26)
+ 052/|VZ\2628‘dedt+C/ |AZ|2e®?dz dt

+ Cs? /|Y|2 25“"dxdt+C’/|A ) VY 2% dz d.

wT

Etape 5. Inégalité de Carleman avec une seule observation

Dans cette étape, nous démontrons une inégalité de Carleman avec une seule observation
de Z agissant sur w ainsi que la donnée de Y a un instant fixé 6. Nous aurons besoin du
lemme suivant :

Lemme 4.4.3.

¢
/|/qx 7)dr|*e 2S“Ddxdt<—/|q:r t)[2e*?dr dt, Vs> 0.
Or 0

La démonstration de ce résultat est donnée dans [25, 57].
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Proposition 4.4.2. Soit w une partie de € telle que Ow D T' . Nous supposons que les
hypothéses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothéses
4.2.1 sont vérifées. 1l existe deux réels sg, Ao et C = C(sg, Ao, 2, T,w) tels que Vs > s,
YA > Ao

s/ |Y|2623“0dxdt+/|L1Y|262S‘dedt+S/|Z|262wdxdt
Qr Qr Q

< C/ 1 — A2002e® % da dt + C / 16 — S]2(|0cal? + |82a]?) > du dt
QT QT

(4.27)
+C/ﬂZF+sﬂVZF+¢AZP+VM&ZW%ﬁ&ZF+¢@ﬂ%¥WMMt

+C's? / Y (z,0)|?e***dx dt,

wr
pour tout Y, Z solutions de (4.12).

Preuve de la Proposition 4.4.2 :
On pose K = s / [Y|?e**?dx dt et K' = / |A(x) - VY |2e*?dx dt.
T

wr
L’objectif est d’estimer K et K’ en terme d’observations distribuées de Z sur w x (0, 7).

D’une part, en appliquant le Lemme 4.4.3 & 0,Y dans w x (0,7), nous trouvons
/ C
/|/8tY(x,T)dT|2eQS‘dedt < —2/|8tY(x,t)]2628‘pdxdt.
s
wr 0 wr

Ce qui donne
C
/ ¥ (2, )P 0dz dt < = / 0Y (2, 1) 2> da dit + / Y (2, 0) 262 da dt.
wT 5 wT wr
Donc, il vient

52/|Y|262wdmdt < C/\8,5Y]262S“"dxdt+032/|Y(m,9)|2625”dxdt.
wT wT wr

D’autre part, nous avons
00 = 27 — N0, Z) — (6 — 6)0%U + ko, Z.

Par conséquent

/ 10,Y [2e2?da dt < C / 022225 die dit + O / IA(8,2) 262 dx dt
wT wr wr

+C/ |6—g\2|8t26|2623“’dxdt+(7/ 18,2262 dx dt.
wTr wr
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Finalement

K<C / 102Z|2e2°dz dt + C / IA,2)[2e®?da dt + C / 10,2 |22 dz dt
wr wr wr

(4.28)
+(J/ 16 — 3|2|02a|2e? % dx dt + C's? / Y (2, 0)[2e2*du dt.
wr wr
De plus, nous avons
Alx) - VY = (u — p)0y0 + uZ — Y — ;Y.
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient
K= / (11 = )0 + pZ — AY — 8,Y [2e*%da dt
wr
< c/ 10,Y |2e?*?dx dt + C/ | — 11?050 dux dt (4.29)
wT wr

+ 0/|Z|262wdxdt+()/|Y\2628<dedt.
wT wr

Finalement, les inégalités (4.28) et (4.29) conduisent a 'estimation suivante :

K+K < (Js?/|Y(x,9)|262wdxdt+o/|0§Z|2625%dt
wT wr
n C/ |A(atZ)|262Wda;dt+c/ 10,2 |22 dz dt
wT wr
+ C/ |Z|262Wda:dt+c/ 16— 32|0%a 22 da dt
wT wr

+ C/ 1 — A?105[2e® du dt.
wr

En substituant ceci dans l'inégalité (4.26), nous concluons la preuve de la Proposition

4.4.2.

Etape 6. Résultat de stabilité.

Ce résultat est obtenu en deux parties. Dans la premiere partie, nous démontrons une
inégalité de stabilité pour p en utilisant la méthode introduite dans [11]. Dans la seconde
partie, nous établirons une inégalité de stabilité pour d en utilisant la méthode introduite
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dans [75]. Finalement, nous combinerons les deux inégalités pour obtenir notre résultat
de stabilité.

Partie 1 :Soit 6 dans (7, T—n) et W = e*?Y". On définit Ly comme suit LW = 8, W +A(z)- VW
0

et on considere I'intégrale suivante Z = / / LW. W dx dt.
0 Q
Nous donnons une majoration de Z en utilisant 'inégalité de Carleman (4.27).

2

2

[/
Z| = //LlW.dedt
0 Q

0
(s//|Y|2625‘pdm dt)
00

0
< s~ (//|L1W|2d$dt>
00

Appliquons I'inégalité de Young, il vient
7| < 573 /|L1W|2d:vdt+s/ Y [2e2° dadt
QT QT
En utilisant (4.27), on obtient
IZ| < Cs%{ / |M—ﬁ|2|atﬁ|2e28¢dxdt+/|5—5\2(yata|2+|afa\2)emdxdt
QT QT
b [UZP + V2P 1 1AZP + D@2 + 00 2P +10ZP) e drdt(450)
wr

+ 32/|Y(x, 9)|2625“"dxdt}.
wr

Maintenant, calculons Z. Apres une intégration par parties, on trouve

0
> 1
//A(:c) . V\Y\QeZS“’dadt+ §/|Y(x,9)‘2628@(x,9)d$
)

[
1 ~
T+ 5//v.A(x)|1f|262wczggdt.
0 Q

Comme A(x)-v > 0 sur I'y, il vient

/ Y (2, 0)[2e2%@Ddz < T+ C / V|22 d dt.
Q Qr

En utilisant de nouveau (4.27) et l'estimation de Z, nous obtenons
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/|Y(x,0)|2e2s“@(”’9)dx < 32/|Y(x76’)]2628“’dxdt
)

wr

1

+C(s72 + sl)</ |1 — J1|?|0:0 e dx dt + / |6 — 6|2(|0a)? + |0%u|*)e** du dt
QT QT

+ /(\Z|2 + 82| VZ2 + |AZ2 4 |AO2) 2 4 |02 Z ) + |0, 2% e d dt).

De plus, I'équation en Y nous permet d’écrire 1’égalité suivante :
Y(z,0) = 0,U(z,0) = —A(x) - VU(x,0) + (n — 1) (x)v(z, 0) + p(x)V(z,8) — y(x)U(z, 0).

En reportant ceci dans la derniere inégalité, nous obtenons ’estimation suivante

/ (= )5(x, 0)) 2> de < C(s77 + 81){ / |1 — 1|00 da dt
Q Qrp
+/\5—512(\ata|2+ \a,?ay?)e?wdde/(yzyus?yvzm IAZ[?
Qr wr
HA@Z)P + 122 + |9.27) e de dt + 5 / Y (z, 0)2>% dz dt} (4.31)
wr

+C/ |A(x) . VU<x,9)|262530(z,9)dx+ C’/ |U($,9)|262w(”&’9)d$
@ Q

+C / IV (, 0)[2e25¢@0) g
Q

Partie 2 : Soit 6 dans (n,T —n) et J = / 1 Z(z,0))2e**@dz. On a
Q

/|Z(q:,9)|262550(z’9)d$ :/‘X(Q)Z(%e)‘%%w(asﬂ)dx
Q Q

0

Jo( [z npe0 )

o (4.32)
= /2XatX|Z|2€2wdl’dt+/2|XIQZatZeQS‘dedt+/ZSatsO|XZ|262$‘dedt

< C/ X0, Z|?e**%dx dt + C(1 + ) / I Z|2e*%da dt
Qr o
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Le lemme suivant donne des inégalités de Carleman pour xyZ et x0,Z.

Lemme 4.4.4. Soit Z une des solutions du systéme (4.12). Nous avons les inégalités de
Carleman :

/ IO Z 2% dx dit
Qp

< Cs / (1 — 71)0%0)%e®%dx dt + Cs™> / (6 — 8)92[2e**dz dt
QT QT

(4.33)
+C’s’1/]V(Xé?tZ)\Qedexdt—i—Cs’?’/\A(XatZ)IQeQS“Ddxdt,
et
s/\xZ]QeQS“”dxdt
Qr
< (s / (1 — )855[2e®%d dt + Cs™2 / (6 — 8)da[2edu dt
Qr Qr (4.34)

+C / IV (x2)2e2*%da dt + Cs~? / IA(Z) 22 dz dt.

Preuve du Lemme 4.4.4 :
Tout d’abord, nous avons

L(x0Y) = x(p — /7“)8317 + ux0Z — yx0Y + 0:x0;Y,

et
P(x8,Z) = XP(0,Z) + 0,0, Z = x(6 — 0)0%u 4 x00,Y — xkd, Z + 0,x0, 2.

De plus, x0;Y (z,0) = x0,Y (z,T) = x0:Z(x,0) = x0:Z(x,T) =0 dans €. Nous pou-
vons donc appliquer le Théoreme 4.2.1 & x0,Y et x0,Z, il vient

L(XQY, Q) + L(x0,Z,07) < C / IL(xO,Y)[2ed dt + C / |P(x0,2)[2e®*d dt
QT QT

+ 032)\2/902|V(X8t2)]262wdxdt+0/]A(XatZ)\zeQS‘pdwdt.
wr wr

Fixons A = )\, nous majorons et minorons ¢ comme précédement, il vient alors

/3|X8tY|2625“’da:dt—|—/s3|(xatZ)|2e2wdxdt < C’/ |L(x0,Y)|?e**?du dt
QT QT

Qp

+ C’/|P(X8tZ)]2628‘pdmdt+082/|V(X8tZ)]2628‘Pd$dt+C'/|A(XatZ)|2625‘pd:vdt.
Qp wr wr
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Alors, pour tout s assez grand, on obtient

s/ IxO,Y |*e**?dx dt + s* / X0, Z|*e**?dx dt < C’/ |(u — [)070|*e**%dx dt
o o o

+ / (6 — 8)0%a|2e® % dx dt + C's? / IV (x8,2)|?e*%dx dt + C / IA(XD,Z) |22 du dt.
Qr wr wr

(4.35)
De la méme fagon que pour y0;Z, démontrons une inégalité de Carleman pour xZ

s/\XYIQeQWd:Udt+s3/\XZ]2625“"da:dt§ C’/ |(1 — 1) 0,02 e*?dx dt
O G G

v C / (8 — 8)8,a|e® % dx dt + Cs / IV (2)|2e®%de dt + C / (A Z)|2e*% dz dt.
Qr wr wr

(4.36)
D’apres (4.35) et (4.36), nous concluons la preuve du Lemme 4.4.4.

En utilisant le Lemme 4.4.4, I'inégalité (4.32) devient

/ \Z (2, 0) 22D gy < O~ / (1 — 71)0%0%e®%de dt + s> / (6 — 8)02a[2e%du dt

Q Qp Qr

S+ (Os / (1 — )853[2e®%d dt + Cs™2 / (6 — 8)dya2e®da dt + C's™! / IV (x8:2) 262 dar dt
Qr Qr wr

IWere / IA(D,Z) 2 du dit + C / IV (x2)2e2*da dt + Cs~? / IA(YZ) 22 dz dt.

(4.37)
De plus, on a

Z(2,0) = 8,V (x,0) = AV (x,0) + (6 — 0)u(x,0) + 6(x)U(z,0) — k(x)V (z,0).

Si on reporte Z dans la derniere inégalité, on trouve
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/ (6 — 8)a(x, )220 dy < C's~3 / (- 70)0%0)%e®%dz dt + s~ / (6 — 8)9%a[2e**d dt
Q Qrp Qrp
+Cs2 / (1 — )8:5[2e®%d dt + Cs™2 / (6 — 8)d,a2e*?dx dt + Cs™! / IV (x8,2) e da dt
Qr Qp wr
+Cs7 [IAGOZ)Peedndt + C [ |V Z)Peedndt + Cs™2 [ |AGZ)Pe*dut
‘C / AV (2, 0)[2e2¢@0 dg 1 C / U (z,0) 2@ 4 4 C / IV (, 026250 g
Q Q Q

(4.38)
En rassemblant (4.31) et (4.38), il vient :

[l = it 0)Pee=0du + [ 16~ 5P la(z, 0) e da
Q Q
<CO(s72+ 31){ / |1 — J1|?|0:0 e d dt + / |6 — 6|2(|0a)? + |0%u|?)e** da dt
QT QT
+/ <|Zy2 +EVZE 1 |AZE + |A@Z) + 1022 + \at212> edrdt+ 5 [ [V(r,0)Peeds dt}
wT wr
+Cs73 / (1 — )22 % da dt + Cs™> / (6 — 8)0%a2edu dt + C's~ / (1 — 11)0,0)%e*% d dt
QT QT QT
10572 [ 10 = Doareedrdt + Cs™ [ V(D Z)Pe*edndt+ Cs™ [ |ANOZ) e du dt
Qr wr wr

+C’/ |V(XZ)’2€2wdxdt+CS_2/’A(XZ)IQeQS“"dxdt+C/|AV($,9)‘2625¢(%9)¢B
wr W o

+C / |A(z) - VU (, 0) 2@ g + C / U (z,0) 2@ dy 4 C / IV (, 0)[2e25¢@0) g
Q Q Q

(4.39)
Comme V(xZ) = xVZ et A(x0,Z) = xA0,Z, alors pour tout s assez grand, on obtient
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[l = i, 0)Pee=0du + [ 16 - 5P la(z, 0) e

Q Q

<O(s 45+ 3_2){ [ ln = APloaPE dw dt + [ 16— 5200w ds dt}
Q Q

FO(573 + 571 + 579 / 16 — 3|2(02a|2e* % dx dt + C's ™ / I — [i|2|0%5 26 du dt

05 H [ (121 +1802) + 922 + |0.2)e*#dw dt ) + C [ [VZPe*vda

wr wT

+cs—1{ [ (1827 +19(0,2) ) e da dt} +C [ 1AV (@, 0) e dz + C [ |V (2,0) e
Q Q

wT

+C / |A(z) - VU (z, 0) |20 dg + C / U, 0)[2e2¢@O dz + O3 / Y (2, 0)[2e®*du dt.
Q
(4.40)

Remarque 4.4.3. Nous avons les estimations suivantes :
Ik € L*(0,7), [0rtu(x, t)] < ka(t)]u(z,0)|, Yo € Q, t € (0,T),
3ky € L*(0,T), |0,0(z,t)| < ko
Jks € L*(0,T), |0%u(z, )| < k
3k, € L*(0,7T), |0f0(x,t)| < ky

(Pour la preuve, nous renvoyons a [74]).

IN

t)|o(x,0)|, Ve € Q, t € (0,T),
t)u(x,0)|, vz € Q, t € (0,7T),

3(t)|u
()[5(z,0)|, Yz € Q, t € (0,T).

T
Dans la suite, on pose 6 = 3 alors e2s#(@t) < 25¢(®9) pour tout € Q, t € (0,T). En

utilisant la remarque précédente, on obtient
/ 1t — [i2|0,5 262 du dit + / 16 — 3|2|0,a[2e®* dx dt
<C / 1 — 72 |5(x, 0)| 26290 | ky |2 da dit + C / 16— 32|, 02220 |k, [2dx dt,
[ = PlgzER A dt < € [ | = (e, )22 kPt
et

/ 16 — 3|2|02a|2e* % dx dt < C / 16— 3|2[a(, 0)[2e2°@0 |y [2dz d.
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Comme ki, ko, k3, k4 sont dans L?(0,T), alors de I'inégalité (4.40), il vient

[l = it 0)Pee=0du + [ 16— 6P la(z, 0) e da
Q Q

< C(S_% +s 1+ 5_2>{ / |\ — 1|0 (, 9)|2623”(‘”’9)dx + / |0 — 5~|2|ﬂ(x, 8)|262S“"(‘T’9)dx}
Q Q
—i—C(s_% +s 14 5—3) / |5 . S|2|ﬁ(:17, 9)|2628@(z,9)d$ + Cs3 / |M _ mzw(x’ 0)|2€25¢7($,9)d$
Q Q

+CsH [ (121 +18@2) + 10221 + |0.2) e dw dt ) + C [ [VZPe>vda

wr

+Cs—1{ / (1azP + |V(6tZ)|2)625“"dxdt} + / AV (2, 0)22¢@ D) 4z 4 C / IV (, 0)[225¢@9) g
Q Q

wT

3
2

+/|A VU (z, )% 259”9)dx+0/|U z,0)[2e2°@0 dy 1+ Cs /|Y(g;,9)|262wda;dt.

Finalement, pour tout s assez grand, nous déduisons le résultat suivant

/ 1 — A[2[5(x, 0) 22 @0 g + / 16— 32 |(x, 0) 220 dy
Q Q

< 4Cs2 (/ (\Z\Q + [AG2))? + |0} Z)? + ]@Z\z)ezwdx dt) + C/ |V Z|?e*?dx dt

T wr

—|—CS_1 (u/ (|AZ|2+ |v(atZ)|2)625%0dxdt) +/|AV(5L‘79)|26259@(x,9)d$+C/|v(x79)|2e2scp(m,6)dx
T Q Q

+/|A VU (z,0)[% 2W9>dx+0/|U z,0) 2 28¢x9>dx+052/|y 2, 0)[2e¥du dt.

D’apres la section 2.2, il existe 0, tel que |u(z,0)] > ry > 0 et [v(x,0)| > ro > 0. Comme
e25#(#9) est borné dans Q x (0,7) et €2¢@9 > ¢ > 0, Vo € Q, nous concluons la preuve.

Remarque 4.4.4. Notons qu’il reste a s’assurer de l’existence d’une fonction v qui vérifie
les hypotheses 4.2.1.
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4.5 Annexe

Preuve du Lemme 4.4.1 :
Commencons par M. Nous avons

E
ddtl = 5/8t80’Y|262wd$+/|Y|3tY62‘wdx
Q Q
= s [aplyPeede+ [(LY - A(e) - VY)Y *da.
Q Q

Alors, on obtient

dE 1
—1 - 3/8t90|Y|2 250 da + 5/ 252 A(z) - V(|Y|?)dx = /YLYeQWd:U
0

Apres une intégration par parties, on trouve

dE 1
=1 s/(@tgo + V- A@)|Y[Pevdr + / A(z) - v|Y [2e?%do
) r
(4.41)
1
= /YLYe%‘pdx + §/V - A(z)|Y|*e**%dx.
)
De plus, pour tout s > 0 grand, en utilisant ’hypothese (iv), on obtient
dE 2 2s 2s
s / Y [2e%d < / Y LY ¢®%dz. (4.42)

.. 2 . .
En utilisant la formule 2ab < ga? + b; avec € = sc¢, nous estimons le membre de droite
comime suit :

1 1
‘ / YLYeZS“”dx’ < 3¢ / YPe**da + — / LY [Pe**?d.
SC
Q Q Q

En subsituant cette estimation dans (4.42), nous trouvons

dE, 1
Y LGB (1) < 7/ LY [2e25%° dy.
7 + scE(t) < Sec |LY |*e”*dx

D’autre part, pour t € (T'—n,T), en utilisant le lemme Gronwall, on obtient
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t
f —csdTt

Ei(t) < et <E1T n) j;/ 2560 LY (7)) dwd7>

sc(T t—mn)
< e—sc<t—<T—n>>E1(T—n)+7 / / ALY (1) dwdr
T—n Q
T
< emselt=(T=)) E\(T —n) + / / 2sp(T | LY (T ] dxdr.

En intégrant cette inégalité pour ¢ entre T'— n et T, on aura

T T—n T
|
/ Ei(t)dt < EyT —n) / e—sclt=T=) gt 4 / 5 / / 20| LY (1) dadrdt
T—n T T—n SCT—nQ
T—n T
< E(T—7) / et gy 1 S / / 2% |LY [2dx dt
SC
T 0 Q

IN

T
CEl(T—nH—C//625¢’|LY|2dxdt.
S S

0 Q

(4.43)
Maintenant, nous estimons F1 (T —n) par Ey(7) pour 7 € (n,T —n). Nous utilisons (4.41)
et intégrons entre 7 et T'—n

T/

n

T—
@dt / / ) V|V 22 dodt
T Ty

-n
1
s (Do + Vo A)IYPeedudt + - [ V- Aw)lY e dude
Q Q

n

/ VLY 22 dz dt
Q

ﬂ\’lﬂﬂ\’ﬂ

T—n T—n

1

< Cs / /|Y|2 B dudt + S sc / /\Y\Q 25 4z dt
Q
n

T T

T—
1
+ o / /\LY|2 250 1 .
Q

T
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Ce qui donne
T—n T
2 2s C 2 2s
E\T —n) — Ex(7) < Cs / /|Y| e dedt+—//|LY| 25 du dt.
n Q 5 0 Q
En intégrant entre n et T — 7, nous obtenons, pour s > 0 suffisament grand,
T—n C T
E\T —5) < Cs / Ey(t)dt + = / / LY [2e%du dt. (4.44)
S
7 0 Q

Finalement, grace aux inégalités (4.44) et (4.43), nous obtenons

T T—n 8. T
/El(t)dth / El(t)dt+Z//eZSﬂLYdedt.
— n 0 Q

T—n

Ce qui donne
T—n C T
<C / /|Y|2dazdt+—//ezsﬂLYFdxdt. (4.45)
n Q 5 0 Q

Ensuite, nous estimons My. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5.1. [l existe deux réels so > 0 et C' > 0 tels que, Vs > sq et VZ € H} (),

32/62W|Z]2dx < 0/625‘0|VZ|2dx.
0 0

Pour la preuve, nous renvoyons a [48].

On a
aEs

i 5/8tg0‘Z|262890d£C+/‘Z|8t2625¢d56
Q 0

= 3/8tg0|Z|2625‘de + /(PZ—|— AZ)Ze*dz.
Q 0

Alors JE
=-s / | 726> d — / ZNZedy = / ZPZedx.

Une intégration par parties donne

dE.
—2 —s/agp\ZP 25“”dx+/\VZ]2 250 dy

(4.46)

o2 / A AR / ZPZe*%dx.
Q Q

29



D’autre part, nous avons

QS/eQS‘OZVZ-Vgodx < C'/8|V<,0|e25‘p|Z|2dx+C’s/|Vg0|625“"|VZ|2dx.
0 0 0

Donc IE
£ /(atgo + Vo)) 222 da + / IV Z 22 da
Q Q

< Cs / V||V 2|2 da + / ZPZe*%dz.
Q Q

Appliquons le Lemme 4.5.1 a la derniere inégalité, nous obtenons

dE
d—; — Cs/(@tgo +|V|)e**?| Z|*dx
0

+082/|Z|2628<‘0d$+083/625<‘0|Z|2dl’ < /ZPZ@QS“Dda:.
0 o) 0

Par conséquent, on a

dE
e’ / e2¢| Z|2dx < / ZPZedx. (4.47)
Q Q

De la méme facon que E7, on obtient

T—n T
M, <C / / ZPe>%dg dt + & / / |PZ|2e®%dx dt. (4.48)
S
n Q 0 Q
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Deuxieme partie

Controlabilité de ’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes
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Chapitre 5

Introduction

Nous commencons par donner quelques éléments sur les notions introduites dans le cadre
de cette partie, a savoir, le contrdle et les singularités des équations aux dérivées partielles.

L’objet de la théorie du controle est de chercher a étudier la possibilité d’agir sur un
systeme afin de 'amener a un état donné. En effet, les problemes dit de controlabilité
ont pour objectif d’atteindre sur un temps 7' donné, une cible (notion de contrélabilité
exacte) ou de s’en approcher autant qu’on le désire (notion de controlabilité approchée),
a ’aide d'un controle.

Nous décrivons tout d’abord ces différentes notions classiques de controlabilité dans le
cadre suivant : Soient 7" un temps positif fixé et X et Y deux espaces de Hilbert séparables
munis des produits scalaires et des normes respectivement notés par < .,. >x, < .,. >y,
[ ]x et []-]y-

Considérons le probleme de contrdle suivant :

{ U, — A'L(, —+ B'U dans (T(]7T>7 (5 1)

U(To) = Uug € X,

ouTy € (0,T), A et B sont des opérateurs non bornés et v € L*(0,T;Y) est le controle.
Notons par u(t; Ty, ug, v) € X la solution du systeme (5.1) et par u(t; ug, v) = u(t; 0, ug, v).
On dit que le systeme (5.1) est :

1. Exactement contrdlable au temps T si pour tout (ug,u;) € X x X, il existe un
controle v € L*(0,T;Y) tel que la solution de (5.1) satisfasse

w(T; ug, v) = uy.

2. Controlable aux trajectoires au temps 7T' si pour tout (ug, %g) € X xX et v € L*(0,T;Y),
il existe un controle v € L?(0,T;Y) tel que la solution de (5.1) satisfasse

u(T;ug,v) = u(T; g, V).

3. Controlable & zéro au temps 7' si pour tout ug € X, il existe un contrdle v € L*(0,T;Y)
tel que la solution de (5.1) satisfasse

u(T'; ug, v) = 0.
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4. Approximativement contrdlable au temps 7' si pour tout (ug,u;) € X x X et tout
e > 0, il existe un controle v € L*(0,T;Y) tel que la solution de (5.1) satisfasse

||u(T; ug, v) — up||x <e.

Le premier résultat dans les problémes de controle concerne la notion de contrélabilité ap-
prochée, en particulier dans le cas parabolique, qui revient essentiellement a démontrer des
résultats d’unicité. Les notions de controlabilité exacte et de controlabilité aux trajectoires
se sont ensuite développées dans les années 70’, en particulier autour des systemes hy-
perboliques conservatifs, pour la premiere et des problemes paraboliques, pour la seconde.

Dans ce travail, nous nous intéresserons a 1’étude de la contrélabilité a zéro pour 1’équation
de la chaleur, avec des conditions au bord mixtes. Les premiers résultats de la controla-
bilité pour I’équation de la chaleur en une dimension d’espace sont essentiellement diis
a Fattorini et Russel dans [36, 37] (ou en dimension quelconque mais avec un controle
sur tout le bord dans [70]). Par la suite, Lebeau et Robbiano ont démontré dans [61] la
controlabilité a zéro pour I’équation de la chaleur a travers une inégalité spectrale obtenue
grace a des inégalités de Carleman locales, moyennant un controle agissant sur un sous
domaine. Fursikov et Imanuvilov dans [41] démontrent le méme résultat pour une équa-
tion parabolique générale en utilisant des inégalités de Carleman globales qui impliquent
en particulier 'observabilité du probleme adjoint associé. Nous préciserons ce résultat un
peu plus loin. Nous citons aussi les travaux de [41] pour des conditions aux limites de
type Neumann et ceux de [38] pour des conditions aux limites de type Fourier.

Les conditions au bord mixtes font apparaitre des comportements singuliers de la solu-
tion. En effet, I’étude des singularités de solutions d’équations aux dérivées partielles est
un sujet largement étudié, nous nous référons par exemple a [30, 44, 45]. Ces singularités
peuvent étre dues au fait que les équations sont posées dans des domaines a frontiere non
réguliere (frontieres présentant des coins, polygones, polyedres), ou bien au fait que les
données sont singuliéres (masses concentrées en des points), ou encore a des changements
brusques de conditions aux limites (probléemes mixtes) ou de coefficients (problemes de
transmission). Concernant les domaines non réguliers, certains résultats de controlabilité
ont été établis pour 'équation des ondes par la méthode des multiplicateurs ([44, 46]).
Nous citons aussi [66] ot 'auteur étudie le controle pour 1'équation des ondes dans le cas
d’une structure de dimension N et [16] ou la stabilisation en présence de singularités est
étudiée. Par ailleurs, la contrélabilité exacte pour I’équation des ondes dans des ouverts
contenant des coins a été démontré a travers des techniques microlocales dans [22]. Dans
le cas d'un domaine avec un coin dont I'angle intérieur est plus petit que m, Bourgeois
démontre une inégalité de Carleman dans [17] pour des équations elliptiques d’ordre deux.
Pour I'équation de la chaleur, une inégalité de Carleman et un résultat de controlabilité a
zéro dans un domaine plan avec un coin rentrant ainsi que dans un domaine fissuré sont
démontrés dans [12].

Dans ce travail, nous nous intéresserons uniquement aux singularités liées aux conditions
mixtes. De fagon plus précise, la difficulté essentielle dans ce type de problémes vient du
fait que la dérivée normale de la solution n’est pas de carré intégrable, méme pour des
données tres régulieres.
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Afin de saisir cette difficulté, présentons le probléeme suivant qui fut introduit par Shamir
[71] : Soit 2 le demi-disque unité décrit en coordonnées polaires par

Q={(r0),0<r<1, 0<6<m},
et T sa frontiere. Soit [y = {(r,m),0 <7 < 1} et I'; ="\ T,.

On considere dans () le probleme aux limites suivant :
—Au=f dans ),
u=20 sur Iy, (5.2)
o,u=0 sur Lo,

o f € L*(Q).
Il est bien connu, que la solution de (5.2) n’est pas dans H*(2). En effet, la fonction u
est donnée en coordonnées polaires par :

6
u(r,0) = rasin(Z)x(r),
avec x € D([0,1]) valant 1 pres de 0 et 0 pres de 1.
On peut montrer que u € H*(2) tel que s < %, que —Au € L*(Q) et que u satisfait les
conditions aux limites du probleme (5.2). Mais que a—u n’est pas dans L*(T).
v

Dans Grisvard [44], nous avons une formule plus précise de la solution de (5.2). On in-
troduit pour cela la fonction S*(r,0) = %(r‘é — r%)sin(g) qui est dans L*(Q). Pour
[ € L*(2), la solution u du probléme (5.2) s’écrit de la maniére suivante :

u = ug + cug, (5.3)

avec ur € H*(Q) et ¢ = /fS*.
Q

Cette deuxieme partie de la these concerne 1’étude de la controlabilité a zéro pour 1’équa-
tion de la chaleur avec des conditions mixtes dans un cas linéaire. Pour cela, considérons
le probleme suivant :

Ou(x,t) — Au(z, t) + a(x, t)u(z, t) = v(x,t)1, dans Qr = Q x (0,T),

u=70 sur Y2 =Tp x(0,7),
5.4
ZU:O sur - YR =Ty x (0,7), (54)
v
u(z,0) = ug(x) dans €,

o 2 est un ouvert borné connexe de R?, & frontiere I' = 99 de classe g2. I'p et I'y sont
deux sous ensembles de " tels que : ' =Tp Uy, TpNTy =0, Tp NTx = {51, 52}

Ici, u(x,t) représente I'état et v = v(z,t) est le contrdle. La fonction caractéristique de
w est 1, ou w est un sous domaine de €2. On suppose que 'on peut agir sur le systéme
uniquement a travers w x (0,7"). On suppose aussi que a est dans L= (Qr).

Le probleme de contrdle que I'on se pose peut étre formulé de la maniere suivante : Existe-
t-il un controle v € L*(w x (0,7)) qui ameéne la solution u au repos au temps 7', c’est
dire

w(T)=0, dans Q 7
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Ce résultat de controlabilité a zéro est équivalent a l'observabilité de 1’état adjoint asso-
cié (cf. [39]). En effet, dans le cas d’un contrdle, une inégalité d’observabilité mesure la
proportion d’énergie de la solution qui va passer par la zone w. Plus précisément, pour
tout o € L*(2), considérons le probléme adjoint associé a (5.4) :

—0p(a,t) — Ap(a,t) + ala, (e, t) =0 dans Qr.,

0= sur B2,

d¢ (5.5)
5 0 sur X,

o(x, T) = po(x) dans .

Dans ce cas, (5.4) est controlable a zéro si et seulement si, il existe une constante C' > 0
telle que

(-, 0)l1Z2) < ClllLa(unomy): Yoo € L), (5.6)
ol ¢ est solution de (5.5).

Dans le premier chapitre de cette partie, nous présentons quelques résultats d’existence
et de régularité pour le probleme mixte pour I’équation de la chaleur.

Le second chapitre consiste a établir une inégalité de Carleman pour 1’équation de la
chaleur rétrograde suivante :

Op(x,t) + Ap(x,t) = f(z,t) dans Qr,

Y= sur  XR,

0 5.7
a—(’j =0 sur X, (5.7)
oz, T) = po(x) dans €,

ou T est un temps positif fixé, f € L?(Q71), po € L*(Q).

Cette estimation de Carleman est le principal outil qui nous permet d’obtenir 'inégalité
d’observabilité (5.6).

A notre connaissance, trés peu de résultats sur les inégalités de Carleman en présence de
singularités ont été établis. On peut citer [17] pour I’équation de Laplace dans un domaine
avec un coin, [12] pour I’équation de la chaleur dans un domaine singulier et [27] pour
I’équation des ondes avec des conditions mixtes en utilisant une approche microlocale. La
méthode utilisée ici est dans le méme esprit que [12, 38, 41].
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Chapitre 6

Résultats préliminaires

Ce chapitre est consacré a 1’étude de l'existence et 1'unicité des solutions du probleme
suivant :

Owu(x,t) — Au(z,t) = f(x,t) dans Qr,

u=0 sur  XP,

0 6.1
871: =0 sur BN (6.1)
u(z,0) = up(x) dans ,

ou la donnée initiale ug et le second membre f sont supposés étre respectivement dans les
espaces L2(Q) et L*(Qr). Nous donnerons aussi quelques résultats de régularité.

6.1 Existence et unicité

On souhaite appliquer la théorie de Hille-Yoshida dans l'espace H = L?*(f2). Pour cela,
on introduit 'espace V = {u € H*(Q); v = 0 sur I'p} et on définit I'opérateur linéaire
non-borné A : D(A) C H — H par
2 ou
D(A) ={ueV; Aue L*(Q); Y Osur 'y}
v
Au=—Au
On peut maintenant établir la proposition suivante :

Proposition 6.1.1. Pour ug € L*(Q) et f € L*((0,T); L*(Q)), le systéme (6.1) admet une
unique solution u dans Uespace C([0,T]; L*(2)) N C((0,T); D(A)) N C*((0,T); L*(2)).

Preuve de la Proposition 6.1.1 :
Suivant la définition de l'opérateur A, nous pouvons interpréter (6.1) sous la forme ab-
straite du probléeme de Cauchy non homogene suivant :

du
{ 1) + Au(t) = 7(1) sur [0.7), (62
u(0) = uo.

Montrons d’abord ce résultat pour f € C([0,T]; L*(Q)) et ug € D(A).

66



Vérifions que I'opérateur A est maximal monotone et auto-adjoint dans ’espace de Hilbert
L*(Q) :
(i) A est monotone. En effet, si u € D(A) on a

(Au,u)r2 = /Q(—Au)udx = /Q |Vul*dz > 0.

(i) A est maximal montone. Il suffit de démontrer que I'm(I + A) = L*(Q) : Soit
f € L*(Q), on cherche u € D(A) solution de I'équation u — Au = f.
Ce probleme releve du théoréeme de Lax-Milgram dans l'espace V' avec la forme
bilinéaire continue et coercive

B(u,v) :/ Vu-Vvdm—i—/ uvdzx
Q Q

et la forme linéaire continue

L(v) :/vadx.

Par conséquent, on a bien dans ce contexte, existence et unicité de u € V tel
que B(u,v) = L(v), Yo € V. En utilisant des fonctions tests v € D(Q2) ensuite

v € D(Q) NV, on obtient u € D(A).

(iii) A est auto-adjoint. Il suffit de montrer qu’il est symétrique car on vient de voir
qu'il est maximal monotone. Soient u,v € D(A), on a

< Au,v >= /Q(—Au)vdx = /QVu - Vudz,

< u, Av >= / u(—Av)dr = / Vu - Vudz.
Q 0

Le théoréme de Hille-Yoshida nous fournit ’existence et 'unicité d’une solution
ue C([0,T]; D(A)) N CY([0,T); L*(Q2)) au probleme de Cauchy (6.2).

En particulier, pour toute donnée initale uy € L*(2) et pour tout f € L*((0,T); L*(€)) on
a existence et unicité d'une solution u € C([0,T]; L*(2))NC((0,T); D(A))NCL((0,T); L*(Q))
car I'opérateur A est auto-adjoint. On appellera ces solutions « des solutions faibles »par
opposition & des solutions fortes i.e. telles que ug € D(A), f € C([0,T]; L*(Q2)) et qui
vérifient u € C([0,T]; D(A)) N C*([0,T]; L*(2)). Notons que, en utilisant la densité de
D(A) dans L?*(Q) et la densité de C([0,T7]; L*(Q)) dans L*((0,T); L*(Q2)), une solution
faible peut toujours étre approchée par une solution forte.

Remarque 6.1.1.

1. Le domaine D(A) n’est pas contenu dans H*(Q) (La régularité de Au n’assure pas
la régularité de u).

2. Le résultat de singularité est completement indépendant de la régularité des don-
nées f et ug. Méme pour des données trés régulieres, la solution de (6.1) n’est pas
réquliére au voisinage de Sy et So. Par ailleurs, plus de régqularité des données ini-
tiales implique plus de régularité en temps pour la solution mais pas en espace.
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Remarque 6.1.2. Notons que toute solution u € D(A) du systéme (6.1) peut s’écrire sous
la forme, cf. [65],

u(z,t) = ug(z,t) + C(t)us(x),
ot C(t) € C°([0,T]) pour tout o < & et ug € C°([0,T); H*()).

On énonce maintenant le résultat de régularité suivant :

Théoréme 6.1.1. (cf.[19]) Si ug € D(A*) pour k > 1 alors la solution u de (6.2) vérifie
u € C*9([0,4+00), D(A%)) pour tout j =0,1,.... k.

Rappelons que les puissances entieres d'un opérateur A : D(A) C H — H sont définies
de la fagon suivante :

Définition 6.1.1. Pour tout k € N*, l'opérateur A* : D(A*) C H — H est défini par
1. D(A¥) = {z € D(A*Y); Ax € D(AF1)},
2. Yo € D(AF), Akz = AM1(Ax).

Introduisons maintenant le probleme adjoint suivant :

(91590(33', t) + A(,p(x,t) =0 dans QT:

=0 sur  BR,

d¢ (6.3)
- 0 sur X

oz, T) = pr(z) dans (.

En définissant ’adjoint A* de A, on peut montrer, de la méme maniére que précédemment
(section 6.1), que le probleme (6.3) peut étre écrit sous la forme abstraite suivante :

{ Ccilf(t) +Ap(t) =0 sur [0, T, (6.4)
P(T) = ¢r.

L’opérateur adjoint A* est aussi maximal monotone a domaine D(A*). Par conséquent
Y
pour toute donnée initiale pr € L?*(2), nous avons existence et unicité d’une solution

© € C([0,T]; L*(Q)) de (6.3).
En particulier, a partir des résultats précédents, nous pouvons établir le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.1. Pour tout ug € L*(Q), a € L=(Qr) et f € L*(Qr) il existe une unique
solution u au probléme

Owu(z,t) — Au(x,t) + a(x, t)u = f(x,t) dans Qr,

u=0 sur Y2
ou 6.5
e 0 sur LN, (6:5)
u(z,0) = up(x) dans €,

dans Uespace C([0,T]; L*(2)) N C((0,T); D(A)) N C'((0,T); L*(Q)).

Remarque 6.1.3. Comme a € L*(Qr), en considérant le terme d’ordre inférieur a(x,t)u
dans le membre de droite de la premiére équation du probléme (6.5) alors la solution de
ce dernier s’écrit de la méme maniére que celle du probléeme (6.1).
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Chapitre 7

Inégalité de Carleman

Dans ce chapitre, nous démontrons une inégalité de Carleman pour le probléeme (5.7) qui
a été présenté dans l'introduction. Dans la section 7.1, nous présentons tout d’abord les
fonctions poids que 'on utilise et dans la section 7.2, nous prouvons le résultat principal
en plusieurs étapes. Ce chapitre a fait I’objet d’une publication d’'une note aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences, [2], avec Tarik Aliziane et Ouahiba Zair.

7.1 Fonctions poids

Définissons les fonctions poids suivantes. On pose, pour k =0, 1,

e(=DFAB(x) e2MBllee — o(=1)*AB(x)

I A ()

Ici, A > 1 est un parametre et S = [B(x) est une fonction telle que
Be€C*Q), B(xr)>0 dans Q, B(z)=0 sur 92, |VB| >0 sur Q\w/, (7.2)

tel que w’ CC w. L'existence d'une telle fonction [ est prouvée dans [41].
L’inégalité de Carleman est donnée pour @ = o et & = &.

Théoréme 7.1.1. Soit p, € L*(Q). I existe deux réels sy, \o et une constante positive
C =0C(Q,w,T, s0,\o) tels que pour tout s > sg, A > Ng, la solution de (5.7) vérifie

(g, &, 0,Qr) < C( / =25 f2dx df + X! / §36250‘|g0|2dxdt), (7.3)

Qr wx(0,T)

ot

I¢.¢0,Qr) = [ 6‘25“<(s£)‘1(|0t90|2 + [ Ag]?) + sA%[ Vil + 83A4€3|w|2)d95 dt. (7.4)
Qr
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7.2 Preuve du Théoréme 7.1.1

La preuve de ce théoréeme se décompose en plusieurs étapes.

7.2.1 Reégularisation en temps

La régularité de la solution ¢ en temps n’est pas suffisante pour effectuer certaines in-
tégrations par parties. Nous approchons donc ¢ par une suite de fonctions régulieres
(©n)nen en utilisant la densité des espaces D(—A) et D((—A)?) dans L?(Q2). Par con-
séquent, pour ¢y € L*(Q) et f € L*((0,T); L*(Q)), il existe des suites (¢°2),, C D((—A)?)
et (fn)n C CH(0,T); D(—A)) telles que (©2),, converge vers ¢y dans L%*(Q) et (f,), con-
verge vers f dans L?((0,7); L*(Q2)) .

On considere alors le probléme suivant associé a la donnée intiale ¢ € D((—A)?)

Orpn(x,t) + Apy(z,t) = fu(z,t) dans Qr,

0, =0 sur X2
Oepn 75
&;0 =0 sur XN, (7.5)
v
on(z,0) = 2 (2) dans €.
Le probleme (7.5) admet une unique solution ¢,, dans l'espace (cf. Théoréme 6.1.1)
C*((0,7); L*(2)) N CH([0, T]; D(=4)).
Nous avons le résultat suivant :
Lemme 7.2.1. Pour k = 0,1, on pose :
Vni(w,1) = e 5% @ (1,1) et y(z,t) = e @D (2 t). Alors
1. (on)n converge vers ¢ dans L*(0,T;V),
2. (A¢ni)n converge vers (Avy) dans L*(Qr).
Preuve du Lemme 7.2.1 :
L’idée est prise de 'article de [12].
1. Soit v, =, —pet g, = f,— f,ona
atvn + A’Un = 0gn dans QT7
v, =0 sur ¥R
Iun 7.6
a—vy =0 sur BN (7.6)

On(.,0) =00 =) — ¢y dans Q.
Comme v? € L? (Q) alors v, € C°([0,T7; L*(2))NC° ([0, T[; D(A))NC* ((0,T); L* ()).
On multiplie la premiére équation de (7.6) par v, et on integre par parties sur €2,
on trouve

1d

5% Q|vn|2d:1:+/Q|an|2dx:/anvndx. (7.7)

70



On utilise I'inégalité de Young pour estimer le membre de droite, il vient de I'inégalité

(7.7)
d
£||Un(t)||%2(m < COllon(®)|[72(0) + Cllgn(®)][72(0)-
Maintenant, on pose
m(t) = [|lvn(®)][720
et
12(t) = [|9n(t)|[72(0) -

Alors (7.8) implique
(1) < Cm(t) + Cna(t)

(7.8)

pour 0 < t < T. Donc, La forme différentielle de I'inégalité de Gronwall implique

I'estimation suivante :

m(t) < €t (771(0) + c/ot ng(s)ds> 0<t<T)

i.e

t
(@)1 < C(1onO) ) + [ gn()[E2ayds)-

Cela entraine la convergence de la suite (v,,), vers 0 dans L*((0,7); L*(2)).

D’autre part, on a

t
1900y < C(l0aO) 2@y + [ l9n(3)]E2@rds ) + Cllgn(®)] e

Donc, on obtient
v, =0 in HY(Q).

Ce qui donne la convergence de la suite (v,,), vers 0 dans L*(0,T; V).
. Soit ¢pq = Vp — Vg, frg = fp — fq- On a alors
OrPp.g + Adpg = Gpg

ou
Ipg = Jpa€ ™"+ (—sa; — sAa + 52|va|2)¢p7¢1 —2sVa - Vo, ,

On multiplie 'équation (7.9) par A¢, , et on integre sur ()7, on obtient

1 d
5 [ (Vo Pdudt+ [ 180y L dvdt = [ 6,450y dadt,
Qr Qr Qr

Comme ¢, 4(+,0) = ¢, 4(-,T) = 0, on aura

[ 186, Pdvdt = [ 6,480, duat
Qr Qr
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (7.10) devient

| Abpg lz2@r) <l 9pa 2200 -

Comme 3 € W*°(9), en utilisant I'inégalité de Young, on déduit I'existence d’une
constante C' > 0, qui dépend de s, telle que

H Aﬁbnq ||L2(QT)§ C “ ¢p,q ||L2(0,T;H1(Q)) +C || fp,q ||L2(QT) :

Par conséquent, la suite (A1),), est de Cauchy dans L?(Q7). Elle converge donc
vers une limite que 'on note 1. Par ailleurs, grace a l'item (1) du Lemme 7.2.1, on
déduit que (¢,),, converge vers ¢ dans L?(Qr) alors (Ay,), converge vers Ay dans
D'(2). L'unicité de la limite implique que 12 = A).

Dans la suite, pour simplifier on omettra 'indice n.

7.2.2 Approximation du domaine

Pour remédier au manque de régularité de la solution au voisinage des points S; et S5,
on pose, pour € > 0

0. = O\ B(Si,e), 99 =T5UTSUCIUC?,  CL=0B(S,6)NQ,  Qer = Qx(0,T),

EE,T = aQs X (O,T), EQT = FED X (O:T)a EgT = F?V X (Oa T)7 Cl T = Cl ( )

ou B(S;,¢) est la boule de rayon e centrée en S;, pour [ = 1, 2.

7.2.3 Mise en oeuvre de l’inégalité de Carleman

Nous effectuons le changement de fonction suivant ¢ (z,t) = e 5@y (2, ), pour k = 0, 1,
ou «y, est définie par (7.1). Notons, que grice a la définition de oy, on a

Ur(.,0) = Yp(.,T) =0 dans Q.

Par ailleurs, on introduit les deux opérateurs Po = —0;p — Ap et Lipy, = e 5 P(e**k)y).
L'objectif est alors d’obtenir une estimation inférieure de ||Lyt[|72(q, 5 une maniere de
faire est de décomposer l'opérateur L en une partie symétrique que 'on note Ms et en
une partie anti-symétrique que l'on note M;. Un calcul direct donne

Lpy, = My, + Moy, = F,
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ou

My = 25N |V B0y, + 2(—=1) A&V B - Vaby, — Oy,
Motpy, = —s°\? Wﬁ|2 by — Ay, — 8Oy,

Fy = e f — (=1)*sAG ALY + sA%, [V 6] ¢
Pour 1 <14,5 < 3, on note
Lijw =< (Mig); , (Math); >12(Q. 1)
ou (Mi9y);, (Matpg); sont respectivement le i-éme et j-iéme terme de My et Moy
On a

3
2 2 2
1Myl )+ 1M, ) +2 D2 < (Mivhe); s (Mathn); >12(@e0)= Pkl 2. ) -

ij=1
(7.11)
Lemme 7.2.2. Il existe so, \g et C' = C(Q,w) tels que pour tout s > so, A > Ao,

I(wka §k7 g, QE,T) + J(l/}ka §k7 Q, Ea,T)
< C( [ eresipPande+ 3 [ el dt),
QE,T w><(O,T)

ot I(¢Yy, &, a, Qe1) est donné par (7.4),
— k+1 k 2 Oy 2
>

+ (—1)’“/awk&gwkdadt—s)\/fk|Vwk|2(Vﬁ-I/)dadt—SQA/SQtVﬁ-VWFdadt
by b

v
P

+ QSA/ﬁk(Vﬁ~Vwk)%dodt—i—s‘g/\?’/ﬁg\VBFVﬁ-V]wk|2dadt>,
b by

et
Iy Ser) =J(s ., EQT) +J(, ., .,ZQT) +J( CE{T) +J(, . ngT).

Preuve du Lemme 7.2.2 :
Nous allons estimer les termes L;j ;.
On a
Loy = —25°\ / IVB|* €3 juhil? da dt,
Qe,1
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et
Lo, = —(—1)"2s%)3 / VB2 € (V5 - Vi) Wy da dt
QE,T

= —(=1's'N [ VBV (1) dut
Qe

En faisant une intégration par parties, on obtient :

L, =3s°\! / IV B]* €3 uhu|? da dt + (—1)F 5323 / V8|2 ARy dar di
ngT QE,T

sty [ pg OO0
Qe

1< Ox; Oz;0xj Ox;

~(=VN [ GIVBRV - vl Pdodt

ZE,T
= [211,k + [221,k + [231,k + [él,k'
Notons que, I11 ) + ]211,k > 0. En utilisant les propriétés (7.2) de (3, on obtient
SN / VB e dt > CsP N / |y |2 dt — CsA* / €3\ |2da di
Qe,T Qe w’x(0,T)

ou C =C(Q,w).
On garde la premiere de ces deux derniéres intégrales a gauche, la seconde passe a droite.
On a aussi

1
Ty = 5202 / [V 0w du dt = N2 / VAP (}), dudr.
QS,T QS,T
Apres une intégration par parties, on obtient
Toip ==\ [ [V 0gu&uf da di.
QE,T

20 -T
De plus, on a 9,§, = Me(_l)kw“) < TE2, alors

Igl,k < C"_TSQ)\2 / fz|¢k’2 dx dt.
QE,T
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Par conséquent, on trouve pour A > 1 et s > C(2,w)T

< Myg, (Mor)1 >r20.r) = g +Tore + Isig

> A / 392 d dt — Cs M / 302 du dt

= (7.12)
Qe T w'x(0,T)
C Sk / EIVBIPVS - v|vy|*do dt.
EE,T
D’autre part, on a
Lo, = —2s)\2 / IV BI% € Aty da dt
QE,T
9
= 29 [ V(VBP i) - Veddt — 2537 / 6TV 5 Yo
Qe,T
0B B Oy,
— 2 2 2 2
— 2\ / IVBI? € Ve da dit + s\ / Uik 1<Z<2 5, Ge0n e,
QeT QST ShI=
)
b0k [ &IV VB Vidrdi — 25 / 6V B di

QsT
= [112k + [12k + [12k + [fz,k-

On a aussi

85 62B a@Dk <C )\4§k|¢k|2+05§| |

2
NG S, O, 7

Alors
By <Cs [ &IV drdt+ O\ [ Guidoar
QE,T QS,T

By <C8X [ guidedt+CN [ Vel dudt.
QE,T Q&T

Par suite, en prenant s > C'T, on trouve que

Lop = Hopt B+ T+ Ty = 250 [ [VBP& Vel dudt — C22' [ guduadt
Qe,T QE,T

_ C/ (56, + A2) [Vioe|? dadt — 25\ / £ aw’“yvm bido dt.
Qe,1
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Loi = —(=1)"25) [ (V8- Vi) A dudt
Qe,r
_ O )i
- )e25) / & (V- Vi) SE do dt + (~1)"25) / V(& (VB - Vi) - Viby da dt
Qe,r
_ wk OB Iy Oy,
_ )e25\ / & (V- Vi) S dodt + (—1)"2s) / o T A

4 2s)2 / 5k|v5-v¢k| di dt + (—1)* s / wg-wwkﬁd;pdt
QS,T QE,T

= Iglz,k + 1222,k + Iég’z,k + 1512,1«

Notons que 13, > 0 et ’1222‘ < CsA / Ex |V da dt.
QE,T

Une intégration par parties dans I3, , conduit aux estimations suivantes :

I§2,k = (—1)"sA / &k W@Dk’? (VB v)dodt—(—1)FsA / ‘V%’Z V- (&VP) dedt
Qe,1

— sA/fHV@Dk (VB -v)dodt — s\? / VB & [Vabi|? da dt
Qer

~(—1)Fsh / ABEL V| da dt
Qe,T

= I+ 13+ I3
De plus, nous avons l'estimation suivante ‘[ggk‘ < C'sA / |V da dt.

QE,T
Par conséquent, on obtient

o7 2 3 4
Lok = lyop+ Idgp + Ioog + Ioop

> O\ [ &IV dedt— s\ [ VB & Vil dudt

Qe,1 Qakse,T
— sh / & V> (V3 - v) dodt — (—1)%2s) / £ (V53 - Vi) ﬂdadt.
>
Aussi, on trouve que
Ly = — / V (Ot - Vipdar dt + / %Qi’“at@z}kdadt: / %‘i’“at%dadt.
Qé?,T EE,T ZaT
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1
On pose I3, , =

ad”“ —, Otdordt.

ZE,T

Finalement, on obtient

< Myg, (Matr)y >120. 1)

Loy +1oop + 130

)E25 / £.(V3 - wk)aw’“

EET

2 / & W”“W ado dt + / kaudott +Co? [ 6(Tuf o

QET

W’ x(0,T) Qe Qe, T

Pour s > C'T? and A > 1, on trouve que

IV

< Myg, (Matr)2 >120. 1)

250 / (V- ) 2

25\ / & w’“|v5| Ypdo dt + / wk@mkdadtJrCs)\Q / & |V |* da dt
QST
052)\4 / 202 d dt — Cs\? / &, [Vu|? da dt.

Qg T w’%x(0,T)

Considérons a présent le terme I3, nous avons

Lisp = —26°)° / VB2 Breupts |Unl? da di
QE,T

< OTs2\? / € yu|? da dt.
QE,T

Ce terme sera absorbé par le terme en s3\* si 'on prend A > 1 et s > CT.

7

do dt + (—1)Fs) / & [Vil? (VB - v)do dt

do dt + (—1)F s\ / & [Vul2 (VB - v) do dt

Cs)\2 / & |V da dt — 082)\4 / 292 dy dt — C / (sAGk +A%) [V da dt.

(7.13)



De plus, une intégration par parties donne

Ly

—(=1)F252A / Banbn(V 5 - Vb oy dar dt = —(—1)Fs2\ / .0,V B - V(| 1g|2)dar di
Qe Qe 1

(—1)Fs2\ / V2V - (B V B) dadt — (—1)s2A / 0,00,V B - ]y |2 dodt

QS,T Ez~:,T

C(=1)Fs2A / .0,V B - vty |Pdodt + s2A2 / v [V BI2 €2 dx dt

ES,T QE,T
(—1)*s2A / EIV Ay, - VB dx dt + (—1)F s\ / N
Qg,T QE,T

Comme Oyoy, < CET et |Voyau| < CATER, alors

Lps, > —Cs2A2T / 392 dr dt — (—1)Fs2) / .0,V 3 - vy 2do dt.

Qe SeT

On pose I}, = —(—1)"s*A / .01V B - vty | do dt.

Ez‘:,T

Finalement, on trouve

1
Iz =s / O, Oy, d dt = —58 / Oy da dt.

QE,T QC;T

Comme dyay, < CET?, alors

Ly < CsT? / 392 dz dt.
QE,T

Nous déduisons, pour s > CT et A > C, 'estimation suivante

< Myg, (Matr)s >r2(Q.7) = Lisp + Loz + Iszi

> (—1)ks2\ / £:0,00,V B - v]ihy|Pdodt — Cs2)? / 392 dz dt.
EE,T QE,T

(7.14)

78



De (7.12), (7.13) et (7.14), on obtient

(Mg, Mathy) 2, vy > C's*A / 3y 2da dt + C's)? / &4 Vabi|2da dt
QE,T QE,T

(VAN [ GIVBPA - viwldodt 253 [ 60 (V8 Pudo di
YeT YeT

—(=1)*2sA / gkv5~vwk%%dadt+(—1)ksx / .V - v|Vapy|*do dt
Yer

14
EE,T

0
+z/ $8t¢kd0 dt — (=1)*s2\ / k0, V B - v|Yy[do dt

EE,T

s / |y |2dx dt — Cs\? / &4V 2z dt.
W' % (0,T) W% (0,T)
Moyennant 'inégalité (7.11), on trouve

1Mo,y + 1MatlFagy + 5N [ ElnlPdodt + 53 [ &ulVunduat
QE,T QE,T

4 2T+ T+ T+ I+ T+ Ty

< C(||Fky|iz(Qa’T)+s3A3 / €3\ |2d dt + A2 / fk]Vz/szda:dt)
w’x(0,T) w’x(0,T)
< C / =250 | fI2dx dt + O's?\! / 2|y |2dr dt + OsPNE / &3 |y 2 dt

Qe,T Qc,1 W’ x(0,T)

+ O\ / &V 2 dt

w’%x(0,T)
Finalement, on obtient I'inégalité suivante

1M,y + 1Mol Bay + 5N [ EnPdudt+ 5N [ €IV enlPda db
Qg,T QE,T

+ 2<I§11,k + 1o +I§2,k + 135+ Iy +I§3,k> <C / e 25| f*dx dt
QE,T

+ O / 3|y |2dx dt + Cs\? / €|V 2z dt.
w’x(0,T) w’%x(0,T)

(7.15)
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Il nous faut une estimation des intégrales de |Ay|? et [9;1x|? dans le membre de gauche
de la derniere inégalité. Pour cela, revenons a la définition de M, et Mai)y,

{ Oy, = — My + 2N VB> &by, + (—=1)%250&,, (VB - V)
Ay, = =Mty — 2NV B 4y, — sO,0nfy.

En intégrant sur (). r et en tenant compte que Hs_lf’k_lH < 1 pour s > CT?, on montre
[e.e]
que

s / 10l drdt < O(|MytnlZeg, ) + 5N / & [V da dt + s\t / g2 da dt),
Qs,T QE,T QE,T

s / AP drdt < O(|MatilZagg, ) + 5°N / €392 d dt + sT? / 302 da dt).
QE,T QE,T QE,T

Ou encore

51 / 0l dedt < O(IMnl g,y + 532 / & [Vu|? de dt + s\t / 392 dz dt),

Qs,T QE,T

e, T
51 / & AP drdt < O Moty |2, ) + 5N / & [V]? dadt + 22 / 302 dz dt).
QE,T QE,T Qs,T

(7.16)
En combinant (7.16) avec (7.15), on obtient

571 / &1 10 dr dt + 571 / £V AW drdt + A / 92 de dt

QS,T QS,T QE,T

+5\? / & |Vr]? da dt + 2((—1)k131 + Iy 4+ (= 1) Ty + (—1)"T55 + I3, + (—1)k153)
QE,T

<C / o250k f|2dz dt + C's* N / 3|y |2 dt + Cs\? / &4 |V 2z dt
Qe w'x(0,T) w’x(0,T)
(7.17)
pour A > C(Q,w') et s > CT?.

Nous éliminons maintenant la derniere intégrale de I'inégalité (7.17). Pour ce faire, nous
introduisons une fonction 6 = 6(z) telle que

0cC*w),f=1dansw et 0 <0< 1.

On a alors
D[ G veldea <\ [ 06V dedr

w/><(O,T) WX(OvT)
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En intégrant par parties, on obtient

A2 / &, |V dadt < —s\? / 06, Ayt d dit — s)? / £, (V0 - Viby) by d dt

w’x(0,T) wx(0,T) wx(0,T)

L / 06, (V3 - Vi) vy da d.
wx(0,T)
(7.18)
En utilisant I'inégalité de Young, on obtient pour ¢ = e(Q,w) > 0et A > 1

A2 / egkAwkwkdxdtggs* / E1 | AW dt do + OsP\L / €3 byl da dt,

wx(0,7) wx (0,71 wx(0,1)

A2 / gk(w.wk)wkdxdtg%sv / &, |V da dt + Cs\! / &, [ul? dx dt,

wx(0,7) wx(0,T) wx(0,T)

aA3 / 0, (V3 - Vi) g dar dit < %s)\Q / &, [V | dardt + Cs\! / &, [u|? dx dt.
wx(0,T) wx(0,T) wx(0,T)
(7.19)
En choisissant ¢ assez petit, nous obtenons des inégalités (7.18) et (7.19), I'inégalité suiv-
ante

e / & V> dedt < e.s™! / &1 A d dt + O(sP X / €3 [uu|? d dt

w'x(0,T) wx(0,T) wx(0,T)

st / &, [n]? da dt).

wx(0,T)

Nous remplagons ceci dans (7.17), il vient

= / &1 10| dardt + 571 / EV A d dt + PN / 392 d dt
Qs,T Qs,T Qs,T

A2 / &0 IVinl? de dt + 2((-1)'@1;11 T (SR, o~ 4 I, (—1)k153)
QE,T

§0/6‘25“k|f\2d:vdt+053)\4 / €3\ |da dt,

Qe,1 wx(0,T)
(7.20)
pour A > C(Q,w) et s > C(Q,w)T?.
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Nous concluons la preuve en posant

I €on Qer) = 570 [ &0 +|Ann) dodt + X [ &yt dude

QE,T QE,T
+ s\ / & |Vu|? de dt,
QE,T

J(n, s o Ber) = 2((—1)’“131+Ii*2+<—1)’f152+( )My + Ly + (= >’“I%3).

7.2.4 Termes de bord et passage a la limite en ¢

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que toutes les intégrales sur 2. r peuvent étre
simplifiées. Nous traiterons tout d’abord les termes du bord Dirichlet et Neumann en

utilisant les propriétés de [ et les conditions au bord de u sur I'}, et I',.

(i) Termes sur X2, et 2.

Ensuite, nous
examinerons les termes sur C!, [ = 1,2 en utilisant un argument de densité.

Comme [ est nulle sur I' alors ag = aq, & = & et ¥y = ;. Nous déduisons donc les

relations suivantes sur I'; et I'; -

Oy _ 01

%~ o sur ',
0o _ O _ .
By = gy VYol =IVi| sur T

Par conséquent, en utilisant les relations (7.21), on obtient

1
> T (Wr, &y i, B07)
k=0
= a4k [ (&8 Vi) 20 1 65 V) 20 dodi
ED

+ 29\ / VB - (€| Viol? — &1V )do dt

— 4sh /( o5 a% +a5 O * )do dt
ED
+ 2)\/86 (€| 20 8% —g 8¢1|)dadt
- —2)\/50 8% do dt+2)\/§1 1 ot

eT

= 0,
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et

1
Z J(¢k7 éku Ak, ZgT)
k=0
= 280 [ (=€l + Elen ) VBV - wdo at
EQ’T
s [ (62 - 6 20 vBdo ar
EQ’T
+ 250 [ (&IVuol — &V )V - v)dor dt

EN
+oash [ (&8 V) 20 1 68 Vo) 20 Y do d
EN

o2 / 8%@% a¢18t¢1)dodt

o | (@l a0 = &l Bin) V8 - v dt
=V
= 0.

(i7) Termes sur C! . Les fonctions singuliéres sont définies comme suit : Au point S,
nous définissons des coordonnées locales tel que le demi-axe Oz soit tangent a I' dans
le sens positif et le demi-axe Oy rentre dans . En effet, S; (resp. Sy) représente le
point d’intersection associé au passage du bord I'p (resp. I'y) au bord 'y (resp. I'p)
conformément a la figure suivante :

FIGURE 7.1 —

Notons que lorsque ¢ tend vers 0, a(e) tend vers 0 et b(e) tend vers 7 et on a

.0 0
us, = Visin(2)), us, = Viseos(2).
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Nous utiliserons le résultat de densité suivant, cf. [44] :
_ 6 1+ 0
Lemme 7.2.3. L’espace D(—A)NCHQ) @ span{r%sinﬁ, 7“50055} est dense dans D(—A).

Cela veut dire que 'on peut approcher toute fonction u € D(—A) par des fonctions de la
forme
u=ug+ Cus ou ug(.,t)e€C'(Q) pourtout te (0,7T).

L’avantage de ce dernier résultat est que le gradient de up est borné dans €. Par con-
séquent, pour tout ¢ € [0, 7], nous avons les estimations suivantes :

ug(.,t) = O(1), |Vug|=0(1), dans Q.

us(t) = O(VF),  |Vus| = O(—

W)’ dans Q.

On déduit que pour tout t € [0, 7]

u(.,t) =0/r), |Vul= O<\}7_")’ dans Q.

En utilisant le lemme précédent et la continuité de aj et &, nous démontrons que tous
les termes sur C, [ = 1,2 tendent vers zéro.

Les coordonnées polaires locales nous permettent d’écrire les égalités suivantes : on a pour
1=1,2
b(e)

0
/, VBB - vl fdo = (/) < VPG i

Comme fk\VBIQ \w >=0(1) alors h_r)rg)/f,i[VﬂFVﬁkaPda =0.
[l

aw b(e§
/@c OB sdo = [ =& VB,
a(e)

Comme a(;ik = (—) Y = 0(1) et &|VB|* = O(1) alors

0
lim/ﬁkwk\VB\kada —0.
e—0 ov
Cl
Avec des arguments similaires, on obtient

lim ¢ S Loando = lin / 8t¢kd9_0

e—0
cl

be)

| | B

g%/gkatvg |2 = lim / ¢ Skataf|¢k|2d9 —0.
& ale)
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1
Les deux termes restants dans Y J (¢, &, ou, C’é}T), [ = 1,2, demandent plus d’attention.

k=0
1 1
En effet, |V |* = (5) (V3 - V@Dk)aawk = O(-). Par conséquent, nous ne pouvons
v

pas passer a la limite en €. Nous procédons donc de la maniere suivante :
0
9(—1)F+1 (m / &(V8 - Vi) 5 w’“ do — s / & VUR[2(V 5 )da)
8 8 0 8 8 0
1)+ ( /§k wk B Oy % /fk T/Jk wk‘ ) 0)

8V 87 or 8V

aw o 8ﬁ8w oy
(/f 2 |2 42,2020 2k )

81/ or

= sA L (@Dk, ¢k)

Pour k = 0,1, posons ¢, = ¥y g + ¢y s et considérons L(1y, 1) comme étant une forme
quadratique en 1. Il vient

L. (Y, ) = Le(Ypry Yr,r) + 2¢Le(Vr R, Vi) + ¢ Le(Vr.5, Yr.s).-

En utilisant le Lemme 7.2.3, on peut vérifier que

lim inf L. (Y, g, Yr,r) = liminf L. (Yr, g, ¥r,s) = 0.
e—0 e—0

Il reste a calculer, pour £ =0, 1

lim inf Le (¢ s, Vr.s)-

On a
Le(Vr,s, Yr,s) = 2(—1)k+1(/ Sa"fk{ (‘
CL
. 0
Soit [ = 1 alors ug = \/Fsma

87’ or Ov

Nous estimons explicitement la quantité & intégrer sur C!, a savoir

0 — (\8%9‘ _‘aUS ) 858usc‘9u5

or Or Ov

(‘8u5’ _‘18115 ) 1668uS8u5

r 00 r200 90 Or
Un calcul direct nous permet d’avoir le résultat suivant
0U5
— 0/2
e =3 \/_ sin@/2,
-10us cos /2.

00 72\[
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Par suite, on obtient

(B 100N 100, 0
Q = (87“ SG—Taesww)— 5,2 ( % os 6 a951n9
L (0B oy, 08 % 0127 copsing)
= 5,2 (7“ 9 cos? 0 + Té?y cosfsinf + T@x sin“6 r@y cos Bsinf
_ 1096
N 2r Ox
. . 1006
De la méme facon, pour | = 2 i.e ug = \/rcos—, on montre que Q = —— ——.
2 2r Ox

Par conséquent, on trouve

L.(Yr.5,Vrs) = —(_1)k+1</ _Sakf 6 )

2e o
1 85 —sag —sa]
= 260/1(%(6 §o—e fl)dU

€

A la limite, on aura

\ =

hm inf L (Y5, ¥r,s) / e "0 — e_mlﬁl)dg —
0

Oz

car

(65‘”’&) - es“fl) — 0 quand & — 0.

1

Finalement, on conclut que Z J (g, Ek, g, Cé,T) — 0, quand & —0.
k=0

7.2.5 Conclusion
Les étapes ci-dessus et I'inégalité (7.20) entrainent 1'estimation suivante
s gt ol dedt+ 57 /gk AU dwdt+ N [ &l do dt

Qs T Qs T
(7.22)

+5)2 / & |Vu|? drdt < C / =25 | f|2dz dt + C'sP\S / 3| |2z dt,
QE,T QE,T WX(OyT)

pour A > C(Q,w) et s > C(Q,w)T?
Par ailleurs, on a

s / & 0] di’«’dt—s_l/lasﬁk |0ie|? d dt.
QET
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Comme & € W?2*(Qr), d’aprés le théoreme de Lebesgue, nous pouvons obtenir par
passage a la limite :

s / & 10wy dwdt — 57 /5,;1 0y |” dedt  quand e — 0.
QE,T QT

Tous les termes restants dans 'inégalité (7.22) sont traités comme précédemment.
Finalement, on obtient 'inégalité suivante :

s [ & 0wl + &7 o) dudt + 57 [ (& 1AVl + & 1A ) dadt
Qr Qr

N / (€392 + £392) du dt + s\ / (€0 |Vtbo|® + &1 [Vbr [?) da dt
Qr Qr

<C /(6_2”0 +e B flPdw dt + Cs°\ / (&oltol* + & [*)de dt

Qr wx(0,T)

pour A > C(Q,w) et s > C(Q,w)T?.

Par définition, on a & < &, e 2% < e72%%, On note vy, & et ay respectivement par 1,
¢ et a, on conclut la preuve et on obtient I'inégalité de Carleman souhaitée :

51 /5*1 0| dw dt + 571 /5*1 & dxdt+s3)\4/§3¢2 dmdt+s)\2/§\vw\2 dz dt
Qr Qr Qr Qr

< C/e‘zsa|f|2d:vdt+033)\4 / 3 2dz dt.

Qr wx(0,T)
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Chapitre 8

Controlabilité a zéro de I’équation de la
chaleur avec des conditions au bord
mixtes

Ce chapitre concerne 1’étude de la contrdlabilité a zéro, par un controle localisé sur un
sous domaine w, de I'équation de la chaleur linéaire. Pour démontrer ce résultat, on utilise
I'inégalité de Carleman donnée par le Théoreme 7.1.1.

Nous nous intéressons au probleme de controlabilité a zéro suivant :

Owu(z,t) — Au(x,t) + a(x, t)u(x,t) = v(x,t)1l, dans Qr,

u=>0 sur  BR,
8.1
gu =0 sur X, (8:1)
v
u(z,0) = up(x) dans €,

avec a € L™(Q7), ug € L*(Q). Pour cela, nous introduisons le systéme adjoint qui lui est
associé, a savoir :

p=0 sur YR

d¢ (8.2)
% =0 sur Z?,

o(x,T) = @o(x) dans .

La proposition suivante donne une inégalité d’observabilité pour le systeme (8.2) :

Proposition 8.0.1. Supposons que a € L>®(Qr) et wy € L*(Q). Il existe une constante
positive C' qui dépend uniquement de 2, w, a, T telle que

ol OliFaey < K [ loPdedt, (83)

wx(0,T)

C(l + L+ |jal)2? + THaHooﬂ et p est la solution du systéme (8.2).

ou K = exp
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Preuve de la Proposition 8.0.1 :
Le Théoréme 7.1.1 fournit une premiere estimation du type (7.3), avec f remplacée par
ayp a droite, i.e
C / e~ 2% ap|*dx dt.
Qr

Mais ce terme peut étre absorbé par le membre de gauche en prenant s assez grand.
Donc, en choisissant s > C/(€2,w)T?||a||*?, on obtient

/6_25‘“(36)_1(|8tg0\2 + |Agp|2> + / e~ B\ V| da dt + /6_25’133)\453]@\20[3: dt
Qr Qr Qr
<C / sP A3 e o 2 d dt.
wx(0,T)
Si on fixe A = \g dans l'inégalité ci-dessus, on obtient
/ e 363 p|Pdr dt < O / s3E3e25Y |2 d dt.
Qr wx(0,T)

Nous allons procéder en deux parties.
Partie 1. D’une part, nous avons pour tout (z,t) € Qr,

2|8l

&(x,t) T =1

1
> m et &(z,1) <

Il existe donc une constante C' = C(2,w) > 0 telle que

) 2

/ G_QSQL;), dedt < C / 6_2%&3 da dt. (84)
3 (T —t) 3 (T —1t)

QT w><(07T)

D’autre part, il existe deux constantes ¢y, co > 0 telles que

¢ < el _ AMmlBlotb@) < ()

il vient alors

—28102 —28101
— <2 < —
HT—t) = =T —o
De plus, on a
16 1 16
< < — te(T/4,3T/4
375 S Tor— Squ pow  Le (T/AST/),
1 1
> te)0,17.
(T —1) ~ 27? pour  # €0, T

On peut maintenant déduire les estimations suivantes :

e 210t~ (T — )7 > & eap( — 2C(Qw)(1+ 5)) dans (T/4,37/4) x ,
(8.5)
e 2o =3 (T — t)*3 < % exp( —2C(Qw)(1+ %)) dans (0,T) x Q.
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Nous combinons (8.4) et (8.5) pour obtenir

o|? drdt < C(Q,w,T,a) / lo|? d dt, (8.6)
Qx (T/4,3T/4) wx (0,T))

ou C(Q,w, T, a) est de la forme exp <C(Q7w)(1 + % + ||a||§é3))

Partie 2. Le caractere dissipatif de ¢ donne I'inégalité
e (- 0720y < exp(CTllalloo)l@( )72y, ¥t € (T/4,3T/4). (8.7)

Finalement, grace aux inégalités (8.6) et (8.7) combinées, on obtient l'inégalité d’observ-
abilité souhaitée.

Théoréme 8.0.1. L’observabilité du systéme (8.2) implique la contrélabilité a zéro du sys-
téme (8.1).

Preuve du Théoréme 8.0.1 : Nous allons procéder en deux étapes. D’abord, on construit
un controle v, € L*(w x (0,T)) avec € > 0, ce qui conduit a la controlabilité approchée
de (8.1). Ensuite, on passe a la limite lorsque ¢ tend vers zéro. En d’autres termes, nous
démontrons la controlabilité approchée avec des estimations uniformes sur le contréle ap-
proché lorsque € tend vers 0, ce qui va entrainer la controlabilité a zéro.

Etape 1 : Résultat de contrdlabilité approchée.
Soit up € L*(Q2) et € > 0 donné. On définit la fonctionnelle J suivante :
J:L*(Q) - R

1
Jpo) =5 [ lelfdvdt+eligolliae + (£(0), )2 (8.5)

wx(0,T)

\V)

ol i est la solution du probléme adjoint (8.2) avec la donnée initiale pq € L?().

On vérifie aisément que g — J(pp) est continue et strictement convexe dans L?(2). De
plus, J est coercive. En effet, on montre que

lim inf J(0)

— >
lloll 20— ||l [L2(0)

Pour ce faire, on procede comme [35]. Soit {¢}} dans L*(Q) avec |[¢Y||r2(q) — co. On
pose

N RPN B
! ||90?||L2(Q)7 ’ ||90j||L2(Q)
$; est la solution de (8.2) avec la donnée intiale normalisée @)
R
- vi) 1% / |@;]2dx dt + 6||@2||L2(Q) + (2;(0), u0) L2(0)- (8.9)
51l 2@ 2 xioT)
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On distingue les deux cas suivants :
Cas 1 : lim inf |@;]7dz dt > 0.

j—00
wx(0,T)
Cas 2 : lim inf / 13, |2dz dt = 0.
J—00
wx(0,T)
Dans le premier cas, comme ||¢?||z2(q) — 00, le premier terme dans (8.9) tend vers +o0
et les deux autres sont bornés. Par conséquent,

J (0
lim inf ﬂ

0 = +0o0
i=o0 ||| L2 (o)

On analyse maintenant le second cas. On a

/ [¢l*de dt < lim nt / 13, |2dx dt = 0.

wx(0,T) wx(0,T)

Donc, de I'inégalité d’observabilité (8.3), on déduit que ¢(0) = 0. Par conséquent, @,(0) — 0
faiblement dans L*(Q2) alors / ©;(0)ug dr tends aussi vers zéro.
0

Comme [|@}]|2(q) = 1 alors

) . _ B
lim inf ——2— > lim inf[e +/ 0;(0)ug dz] = e.
i7 ||@7]|2(e) Jeo 2

Ce qui conclut la preuve.

Par conséquent, J atteint son minimum en un unique @Y € L*(Q2) que l'on associe a la
solution ¢, i.e

Po€L?(Q)
J(@d) < J(o), Vo € LX), po # ¢L.

Ce minimum donne un contrdle v. pour notre probleme tel que v. = p.1,. Soit u. la
solution de (8.1) associée au contrdle v,

Soit uy I’état final de la solution de (8.1) avec un contréle nul. Notons que 'unique cas
intéressant est quand ||ui||r2@) > €, ce qui est équivalent & ¢? # 0. En effet, lorsque
||u1]|r2) < €, on peut prendre v = 0 pour obtenir la contrélabilité approchée de (8.1)
avec un controle nul (cf. Proposition 3.1, Remark 3.1, [35]).

Sous ces hypothéses, on peut dériver la fonctionnelle J en ¢? et obtenir une condition
nécessaire pour que J atteigne un minimum en gpg, a savoir

{J(SOS)Z min _.J (o).

0
/ pepdx dt + 5<0%, @0) + ((0), uo) L22) = 0, (8.10)
oD 2l 2) "/ 2@

pour tout ¢y € L*(Q).

En utilisant ce dernier résultat et (8.3) pour ¢y = 2, on obtient estimation suivante :
| |U5| |L2(UJX(0,T)) S \/E| |u0| |L2(Q)7
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Soit maintenant u. solution du probleme suivant :

Owue — Aue + a(x, t)u. = v:l, dans Qr,

u. =0 sur X2
du,

al: =0 sur X4
us(x,0) = up(x) dans €,

Montrons que ||u.(T)||r2(q) < €.

(8.11)

En multipliant la premiére équation de (8.11) par ¢ et en intégrant par parties, on trouve

/&uegodx dt — /Auagpdzcdt—l— /augapdxdt: / vepdx dt
Qr Qr Qr wx(0,T)

Ce qui donne

/[ug(T)go(T) —u(0)p(0)]dx — / uOppdx dt — / u-Apdx dt
Q Qr Qr
+ / aupdz dt = / veodx dt.

Qr wx(0,T)

Ou encore

(ue(T), o) r2() — (1o, 9(0))r2(0) + / u:(—0p — Ap + ap)dr dt = / Petpda dt.

Qr wx(0,T)

On obtient donc 1’égalité suivante

(ua(T>’§00)L2(Q) - (UJO?SO(O))LQ(Q) = / p=pdx dt.
wx(0,T)

En utilisant (8.10), on aura

0

Pe
(U (T)7900)L2 Q) = —€<7900) .
: @ 12122y L2

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de déduire I'inégalité suivante

(ue(T), o) 20| < €llollz2), Vo € L*(Q).

Finalement, comme on a

(1),
|ue(T)|[r2(q) = sup |(ue(T), o) 2|

0 < €
eo20 922 ()

Alors on déduit que
ue(T)[L2() < e
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Etape 2 : Passage a la limite et résultat de controlabilité a zéro.

Comme la suite {v.} est bornée dans L?*(w x (0,T)), on peut en extraire une sous suite,
que Pon note encore {v.}, faiblement convergente vers un certain v € L*(w x (0,7)).
Comme u. vérifie (8.11), nous avons les estimations suivantes :

nax el @) + lluellzorm@) < C'(H%HL?(wx(o,T)) + HUO“H(Q))

< Clluol|r2(

Grace a ces estimations, on peut supposer, apres extraction éventuelle d'une sous suite
que,
u. — u faiblement dans L*(0,7; H'(Q)) N H*(0,T; H(Q)), (8.13)

Donc, on a, pour tout ¥ € H(Q)
(ue, V) = (u, V)
(Vu., V¥) = (Vu, V)

du du
— 0 — 0 )
< dt’ >H—1,H1 ” <dt’ >H—1,H1

Par passage a la limite, on obtient que
du
<, \If> + /vu VUdr + /au\Ifdx - /U‘I/da:.
dt H-1,H1 2 2 J

donc u est solution du probléme (8.1).
Finalement,
lim e (7)) < || lim ()] 2y < 0

ce qui donne u(7") = 0.

Le théoreme suivant donne le résultat de controlabilité a zéro de (8.1).
Théoréme 8.0.2. Le systéme (8.1) est controlable d zéro avec un controle v € L*(wx (0,T))
qui vérifie

V]| 2@x 0,y < C(,w, T, a)l|uo|| 20,

ot C(Quw,T,a) =exp

C(1+ % +|lal? + T|ya\|oo)].
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Conclusion générale
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Faisons tout d’abord une synthese de cette initiation a la recherche.

D’un point de vue personnel, je pense que cette these m’a permis de développer des
compétences scientifiques et techniques spécifiques au sujet qui m’a été proposé, mais
également de développer des compétences plus globales telles que I'autonomie, I'adapt-
abilité et I'esprit d’analyse.

D’un point de vue plus technique, les deux parties ont été pour moi 'occasion de bien
m’immerger dans les inégalités de Carleman mais aussi d’approfondir les outils d’analyse
fonctionnelle nécessaires.

Dans la premiere partie, la problématique était de démontrer un résultat de stabilité
Lipschitz pour deux coefficients d'un systeme gouverné par des équations aux dérivées
partielles.

Nous avons tout d’abord démontré I'existence et 1'unicité des solutions pour le systeme
d’équations aux dérivées partielles dont on a étudié, par la suite, le probleme inverse. Dans
le chapitre 3, nous avons démontré un résultat de stabilité pour I'une des équations du
systeme considéré, il s’agit de I’équation de transport. Cela nous a essentiellement permis
d’identifier les fonctions poids avec lesquelles il faut établir les inégalités de Carleman.
Celles-ci ne peuvent pas étre singulieres en temps. Ce choix la nous a mené a effectuer
une troncature en temps lors de I'étude du probléeme inverse et ainsi a considérer des
hypotheses de régularité fortes.

Cependant de nombreuses questions concernant les sytemes d’équations aux dérivées par-
tielles restent ouvertes, notamment sur les systéemes hyperboliques-paraboliques. Toute-
fois, il est clair que notre méthodologie révele certaines limites et ne s’applique pas au
systeme initial quasi-linéaire. En effet, dans le systéme considéré, le champ de vecteurs
A ne dépend que de la variable spatiale et une des hypotheses sur la fonction poids est
liée a ce champ de vecteurs. On ne peut donc pas envisager d’utiliser cette méthode pour
le systeme initial quasi-linéaire. Une des voies possibles pour traiter le systéme initial est
de se ramener a un systeme parabolique en rajoutant un terme de diffusion en eAu dans
I’équation hyperbolique. Dans ce cas, il faut établir des inégalités de Carleman pour ce
nouveau systéme, ou les fonctions poids introduites dépendront bien stir de €. En suivant
la dépendance des constantes en ¢, il faudra ensuite passer a la limite.

D’autres perspectives sont envisageables d’un point de vue numérique. En effet, il serait
intéressant de mettre en place une méthode de reconstruction de coefficients, basée sur le
résultat de stabilité.

Concernant la seconde partie, il s’agissait de démontrer un résultat de controlabilité a zéro
pour I’équation de la chaleur avec des conditions au bord mixtes a travers une inégalité
de Carleman. Comme on 1’a mentionné dans l'introduction, ce type de conditions génere
un comportement singulier de la solution. De ce fait, nous avons tout d’abord présenté
des résultats préliminaires sur 'existence et l'unicité de cette solution. Par ailleurs, la
connaissance explicite des singularités permet, par la suite, de traiter les intégrales de
bord de I'inégalité de Carleman. Le chapitre 8 donne le résultat prinicpal de la deuxieme
partie. Les techniques utilisées sont tres fréquentes dans 1’étude de la contrélabilité a
zéro pour les équations paraboliques linéaires. Des perpectives sont envisageables dans le
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cadre de cette partie. En premier lieu, ce résultat ouvre une porte a une généralisation a
la dimension supérieure. Il serait aussi intéressant de prouver les résultats de cette partie
dans le cas d’un polygone convexe avec des conditions au bord Neumann ou mixtes.
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