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Titre : Inégalités de Carleman ; applications aux problèmes inverses et au contrôle de
quelques problèmes d’évolution

Résumé : Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’application des inégalités de Carle-
man pour des problèmes inverses et des problèmes de contrôle.
La première partie est consacrée à l’étude d’un problème inverse pour un système couplé
hyperbolique-parabolique. Nous démontrons tout d’abord l’existence et l’unicité des solu-
tions du système considéré dans des espaces adaptés. Nous prouvons ensuite des inégalités
de Carleman qui nous permettront d’établir un résultat de stabilité Lipschitz pour la re-
construction de deux des coefficients avec l’observation d’une seule des deux composantes
sur un sous domaine et la donnée des deux composantes à un instant fixé.
La deuxième partie concerne l’étude de la contrôlabilité à zéro pour l’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes. Ce type de conditions fait apparaître des comporte-
ments singuliers de la solution. Nous rappelons d’abord quelques notions sur la théorie du
contrôle ainsi que certains problèmes présentant des singularités. Nous démontrons par la
suite une inégalité de Carleman pour l’équation de la chaleur avec des conditions mixtes.
Grâce à cette inégalité, nous établissons un résultat de contrôlabilité à zéro dans un cas
linéaire.

Mots clés : Inégalités de Carleman, systèmes hyperboliques-paraboliques, problèmes in-
verses, stabilité, contrôle, singularités.

Title : Carleman estimates ; applications to inverse problems and control of some evolu-
tion problems.

Abstract : In this thesis, we are interested in the use of Carleman estimates in inverse
problems and control problems.
The first part is devoted to the study of an inverse problem for a coupled hyperbolic-
parabolic system. We first prove the existence and the uniqueness of solutions of our
system in suitable spaces. Next, we prove Carleman estimates which will allow us to es-
tablish a Lipschitz stability result for the reconstruction of two coefficients of the system
with the observation of one of the two components on a subdomain and the data of the
two components at a fixed time.
The second part concerns the study of null controllability for the heat equation with
mixed boundary conditions. Such conditions bring up singular behavior of the solution.
We first recall some notions of control theory and some problems with singularities. Next,
we prove a Carleman estimate for the heat equation with mixed conditions. Thanks to
this inequality, we establish a null controllability result for a linear problem.

Keywords : Carleman estimates, hyperbolic-parabolic systems, inverse problems, stability,
control, singularities.



Table des matières

Notations 1

Introduction générale 2

I Problème inverse pour un système hyperbolique-parabolique cou-
plé 8

1 Introduction 9

2 Problème direct 13
2.1 Existence et régularité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Positivité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Problème inverse pour une équation de transport 21
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Inégalités de Carleman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 Résultat de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Problème inverse pour un système hyperbolique-parabolique 35
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Inégalités de Carleman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.3 Preuve des Théorème 4.2.1 et Théorème 4.2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.3.1 Inégalités de Carleman associées à l’opérateur de transport . . . . . 37
4.3.2 Inégalités de Carleman associées à l’opérateur parabolique . . . . . 39

4.4 Résultat de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.5 Annexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

II Contrôlabilité de l’équation de la chaleur avec des conditions au
bord mixtes 61

5 Introduction 62

6 Résultats préliminaires 66
6.1 Existence et unicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

ii



7 Inégalité de Carleman 69
7.1 Fonctions poids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.2 Preuve du Théorème 7.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

7.2.1 Régularisation en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.2.2 Approximation du domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.2.3 Mise en oeuvre de l’inégalité de Carleman . . . . . . . . . . . . . . 72
7.2.4 Termes de bord et passage à la limite en ε . . . . . . . . . . . . . . 82
7.2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

8 Contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur avec des conditions au bord
mixtes 88

Conclusion générale 93

iii



Notations

1



|.| : |x| =
(∑N

i=1 |xi|2
) 1

2
, pour tout x = (x1, ..., xN) ∈ RN .

∂Ω : frontière d’un domaine Ω ⊂ RN . On note x ou σ les éléments de ∂Ω.
ν : normale extérieure au domaine Ω.
∂f
∂t

: dérivée de f(x, t) par rapport à t. On utilise aussi les notations ∂tf , ft.
supp : supp(u) désigne le support d’une fonction u.
∆ : opérateur de Laplace.
∇ : gradient.

C(Ω) : ensemble des fonctions y : Ω→ R continues.
C(Ω) : ensemble des fonctions y : Ω→ R uniformément continues.
C∞c (Ω) : ensemble des fonctions y : Ω→ R de classe C∞ sur Ω et à support compact dans
Ω (dit aussi ; espace des fonctions test).
D′(Ω) : dual topologique de D(Ω) ou espace des distributions.
L(E,F ) : ensemble des applications linéaires continues L : E → F entre deux espaces
vectoriels normés E et F .
C([0, T ];H) : ensemble des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs dans un espace de
Hilbert H.
L2(0, T ;H) : espace des classes de fonctions de carré intégrable (au sens de Bochner) de
[0, T ] dans un espace de Hilbert H.

1X : fonction caractéristique de l’ensemble X.
Λ(M) = {u ∈ L∞(Ω); ||u||L∞(Ω) ≤M} où M est une constante positive donnée.
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Dans cette thèse, nous abordons des travaux autour de deux thématiques principales :
d’une part l’étude de problèmes inverses de détermination de certains coefficients d’un
système d’équations aux dérivées partielles issu de la biologie et d’autre part, l’étude de
la contrôlabilité de l’équation de la chaleur en présence de singularités. Les inégalités de
Carleman sont les principaux outils utilisés dans cette thèse. Ces estimations sont un
moyen pour démontrer des résultats de stabilité Hölder et Lipschitz pour l’identification
de coefficients et de termes sources. Mais aussi, pour prouver des inégalités d’observabilité
qui conduisent à des résultats de contrôlabilité.

Avant de donner quelques résultats de l’utilisation de ces estimations, nous rappelons pour
commencer certaines définitions.
Rappelons tout d’abord la définition d’une fonction pseudo-convexe.

Définition 0.0.1. Soit P (x,D) un opérateur différentiel d’ordre m tel que
P (x,D) = ∑

|α|≤m aα(x)Dα. Notons son symbole principal par pm(x, ξ) = ∑
|α|=m aα(x)ξα.

Soit ϕ ∈ C2(Ω,R), on dit que la fonction ϕ est pseudo-convexe en x ∈ Ω par rapport à
pm si ∇ϕ 6= 0 et si ξ ∈ Rn \ {0}

pm(x, ξ) = 0 et {pm, ϕ}(x, ξ) = 0⇒ Re{pm, {pm, ϕ}}(x, ξ) > 0.

où {, } désigne le crochet de Poisson :

{f, g} =
∑
j

(
∂f

∂ξj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂ξj

)
.

Si une telle fonction existe, on peut alors établir une inégalité de Carleman de la forme
suivante :∑

|α|<m
τ 2(m−|α|)−1

∫
Ω

|Dαu|2e2τϕdx ≤ C
∫
Ω

|P (x,D)u|2e2τϕdx, τ > 1, u ∈ C∞c (Ω).

Les inégalités de Carleman ont été initialement proposées par T. Carleman en 1939 dans
[23] pour répondre aux questions d’unicité pour des problèmes de Cauchy. Le résultat
fondamental de cette théorie, demeure le théorème de Hörmander, cf. [47], qui établit
l’unicité en supposant que le symbole principal de l’opérateur est réel et que la surface
initiale est fortement pseudo-convexe. Rappelons schématiquement ce résultat.
Soit Ω un ouvert de Rn+1 et P (x,D) un opérateur différentiel du second ordre à coefficients
C1(Ω), de symbole principal p(x, ξ) réel. Soit ϕ ∈ C2(Ω) une fonction réelle, x0 ∈ Ω et Σ
une hypersufrace orientée définie par Σ = {x ∈ Ω, ϕ(x) = ϕ(x0)} avec ∇ϕ 6= 0 sur Σ.
Considérons les bicaractéristiques réelles de P issues de x0 et tangentes à Σ (les zéros
réels doubles du symbole principal de l’opérateur ) :{

p(x0, ξ0) = 0,
{p, ϕ}(x0, ξ0) = ∑

j
∂p
∂ξj

∂ϕ
∂xj

(x0, ξ0) = 0.

Si ces bicaractéristiques sont convexes et toutes tournées vers la région {x ∈ Ω, ϕ(x) ≥ ϕ(x0)}
(c’est à dire {p, {p, ϕ}} > 0 ), alors une solution u de Pu = 0, nulle sur {x ∈ Ω, ϕ(x) ≥ ϕ(x0)},
est nulle au voisinage de x0 sur {x ∈ Ω, ϕ(x) ≤ ϕ(x0)}. Ces conditions sur la fonction ϕ
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sont les conditions de pseudo-convexité.

Au cours des dernières années, le domaine d’applications des inégalités de Carleman a été
étendu, essentiellement, à l’étude des problèmes inverses, à des problèmes de stabilisation
et à la théorie du contrôle. Ces inégalités sont des estimations de type Sobolev de la so-
lution d’une équation aux dérivées partielles (EDP) avec des normes à poids, en fonction
d’une observation localisée de la solution sur un sous-domaine ou sur une partie de la
frontière. L’information connue sur un sous-domaine va se propager le long des courbes
intégrales du gradient des fonctions poids (lignes de gradient). Ces fonctions poids sont
donc essentielles. Elles peuvent être choisies de différentes manières, mais sont toujours
liées à l’EDP et au domaine considéré. Nous renvoyons à l’article de Le Rousseau et
Lebeau dans [62] pour une introduction plus récente des inégalités de Carleman.

Prenons par exemple l’équation des ondes dans un domaine borné Ω de Rn :
Lv := ∂2

t v −∆v dans Ω× (−T, T ),
v = 0 sur ∂Ω× (−T, T ),
v(.,−T ) = v(., T ) = 0 dans Ω,
∂tv(.,−T ) = ∂tv(., T ) = 0 dans Ω.

Pour x0 ∈ Rn \ Ω, nous introduisons les fonctions poids ψ(x, t) = |x − x0|2 − βt2 + M0,
avec 0 < β < 1 et M0 est choisie de telle sorte que

∀(x, t) ∈ Ω× (−T, T ), ψ(x, t) ≥ 1 et ϕ(x, t) = eλψ(x,t).

Si Γ0 = {x ∈ ∂Ω, ν(x) · (x− x0) > 0}, nous avons le résultat suivant démontré dans [68] :

Théorème 0.0.1. S’il existe x0 ∈ Rn \ Ω tel que Γ0 ⊂ ∂Ω, alors il existe λ0 > 0, s0 > 0 et
C = C(s0, λ0,Ω, β, x0) tels que ∀λ > λ0 et ∀s > s0, on ait

sλ

T∫
−T

∫
Ω

ϕ(|∂tv|2 + |∇v|2)ϕe2sϕdx dt+ s3λ3
T∫
−T

∫
Ω

ϕ3|v|2e2sϕdx dt

≤ Csλ

T∫
−T

∫
Γ0

|∂νv|2e2sϕdσ dt+ C

T∫
−T

∫
Ω

|Lv|2e2sϕdx dt,

pour tout v ∈ L2(−T, T ;L2(Ω)) tel que Lv ∈ L2(−T, T ;L2(Ω)) et v = 0 sur ∂Ω×(−T, T ).

Cette inégalité permet de donner un résultat de continuation unique mais aussi d’obtenir
des résultats de contrôlabilité ou encore de donner des résultats de stabilité pour résoudre
des problèmes inverses.

Citons à présent quelques résultats de l’utilisation de ces estimations dans l’étude de prob-
lèmes inverses et des problèmes de contrôlabilité.

L’utilisation des inégalités de Carleman dans le domaine des problèmes inverses a été in-
troduite par Bukhgeim et Klibanov dans [20] et Klibanov dans [21, 53, 54]. Les techniques
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utilisées sont présentées par Klibanov et Timonov dans [57] pour la reconstruction de coef-
ficients pour des équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaires. Ces méthodes
donnent des résultats de stabilité Lipschitz locale autour d’une solution connue. Citons
aussi quelques revues récentes sur les problèmes inverses et les inégalités de Carleman :
Choulli [25], Klibanov [52] et Yamamoto [74].

Du point de vue de la contrôlabilité, beaucoup de travaux ont été faits dans ce cadre là,
nous nous référons par exemple à [8, 39, 40, 70]. Concernant les équations paraboliques,
en 1971 et 1974 Fattorini et Russel ont prouvé, dans [36, 37], les premiers résultats liés
à la contrôlabilité à zéro pour l’équation de la chaleur en dimension une. Par la suite, ce
résultat a été prouvé dans le cas général d’une part par Lebeau et Robbiano dans [61]
et d’autre part par Fursikov et Imanuvilov dans [41] en utilisant une méthode reposant
sur des inégalités de Carleman globales. Nous renvoyons à l’article de Ammar-Khodja,
Benabdallah, Gonzàlez-Burgos, de Teresa dans [3] pour les résultats les plus récents sur
la contrôlabilité des problèmes paraboliques.

Dans ce contexte, le travail de cette thèse est divisé en deux parties. En effet, grâce aux
inégalités de Carleman que l’on établit dans chacun des cas, on donne un résultat de
stabilité dans la première partie et un résultat de contrôlabilité dans la seconde.

Première partie : Problème inverse pour un système
hyperbolique-parabolique couplé
Dans cette partie, nous nous intéressons à l’étude d’un problème inverse pour un système
couplé d’équations aux dérivées partielles hyperbolique-parabolique issu de la biologie. Ce
système décrit un processus d’angiogénèse tumorale. Ce processus permet à la tumeur de
se développer ; il est initié et contrôlé par un composé chimique de diffusion, connu sous
le nom de « Tumour Angiogenesis Factor » (TAF). Ce dernier est libéré par la tumeur
dans le tissu environnant et va accélérer la croissance des vaisseaux qui vont vasculariser
la tumeur et donc lui permettre de se développer.
L’objectif est de reconstruire deux des coefficients des termes de réaction en fonction de
l’observation d’une seule des deux composantes ainsi que la donnée des deux composantes
à un instant fixé.
Nous introduisons tout d’abord les motivations de l’étude de ce système en lien avec
le problème physique. Dans le chapitre 2, nous donnons un résultat d’existence et de
régularité des solutions. La positivité de ces solutions de ce système couplé est aussi
donnée. Le chapitre 3 porte plus précisément sur l’équation hyperbolique pour laquelle
nous établissons une estimation de Carleman ainsi qu’un résultat de stabilité. Le chapitre
4 présente le résultat principal de cette partie : un résultat de stabilité Lipschitz pour deux
des coefficients du système avec l’observation d’une seule des deux composantes sur un
sous domaine et la donnée des deux composantes à un instant fixé. Ce résultat est établi
grâce à une inégalité de Carleman adaptée au système couplé hyperbolique-parabolique.
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Deuxième partie : Contrôlabilité de l’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes.
Nous nous intéressons dans cette partie à la contrôlabilité à zéro de l’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes.
Dans l’introduction, nous commençons par rappeler quelques éléments de théorie sur la
contrôlabilité des équations aux dérivées partielles ainsi que quelques résultats concernant
des problèmes qui présentent différentes singularités. En particulier, nous spécifierons le
comportement des solutions dans ce cas là. Le chapitre 6 donne des résultats préliminaires
sur l’existence et l’unicité des solutions de l’équation de la chaleur avec des conditions au
bord mixtes. Dans le chapitre 7, nous démontrons une inégalité de Carleman pour le
problème considéré avec des fonctions poids adaptées. Le chapitre 8 consiste à établir un
résultat de contrôlabilité à zéro, en utilisant cette dernière inégalité de Carleman, dans
un cas linéaire.
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Première partie

Problème inverse pour un système
hyperbolique-parabolique couplé
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Chapitre 1

Introduction

Nous nous intéressons à un système couplé d’équations aux dérivées partielles, de type
hyperbolique-parabolique issu d’un modèle qui correspond au processus de l’angiogénèse
tumorale, voir [43]. Ce processus permet à la tumeur de progresser et est initié et contrôlé
par un composé chimique de diffusion, connu sous le nom de « Tumour Angiogenesis
Factor »(TAF). Ce dernier est libéré par les cellules tumorales dans le tissu environnant.
Ce modèle est décrit par un système d’équations aux dérivées partielles en temps et
en espace dans lequel u(x, t) représente la densité des cellules endothéliales (cellules des
vaisseaux sanguins) et v(x, t) la concentration du TAF.
Nous considérons le modèle en temps t ∈ [0, T ], T fini dans un domaine borné Ω ⊂ Rn.
Nous supposons, par ailleurs, une frontière régulière Γ de Ω qui se décompose en deux
parties disjointes, fermées et non vides Γ1 et Γ2. La partie du bord non vascularisée est
Γ2 et Γ1 est la partie de la frontière à travers laquelle les cellules endothéliales se dirigent
vers les zones de plus forte concentration de TAF.

Figure 1.1 – Le processus de l’angiogénèse tumorale

Les équations pour u et v vérifient le système quasi-linéaire suivant (cf. [43] et leurs
références) : 

∂tu+∇v · ∇u+ (∆v)u = F (u, v) dans Ω× (0, T ),
∂tv −∆v = G(u, v) dans Ω× (0, T ),
u(x, t) = h(x, t) sur Γ1 × (0, T ),
v(x, t) = g(x, t) sur Γ× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) dans Ω.

(1.1)

Nous choisissons dans un premier temps de traiter un système hyperbolique-parabolique
linéaire simplifié. En effet, nous omettons le couplage sur les termes d’ordre un dans le
système (1.1) c’est à dire à la place du terme ∇v · ∇u, nous prenons A(x) · ∇u où A est
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un champ de vecteurs donné, réel sur Ω indépendant du temps.
Nous avons par ailleurs effectué un changement dans la géométrie du domaine en consid-
érant dans notre modèle simplifié un ouvert Ω simplement connexe. En effet, nous verrons
plus loin que notre choix de fonctions poids va nous conduire à des observations sur une
partie de la frontière. Dans le cas où Ω n’est pas simplement connexe, l’observation sera
aussi sur la frontière interne, ce qui est d’un point de vue pratique non accessible.
Nous reviendrons dans la conclusion de cette thèse sur les différentes voies pour traiter le
système (1.1).

Le nouveau modèle simplifié que l’on considère est le suivant :

∂tu+ A(x) · ∇u = F (u, v) dans ΩT = Ω× (0, T ),
∂tv −∆v = G(u, v) dans ΩT = Ω× (0, T ),
u(x, t) = h(x, t) sur Σ−T = Γ− × (0, T ),
v(x, t) = g(x, t) sur ΣT = Γ× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) dans Ω.

(1.2)

où N ∈ N, Ω un ouvert borné simplement connexe de RN à frontière ∂Ω = Γ de classe
C2 et tel que l’on ait la partition de Γ suivante :

Γ− = {x ∈ ∂Ω, A(x) · ν(x) < 0},
Γ+ = {x ∈ ∂Ω, A(x) · ν(x) > 0},
Γ0 = {x ∈ ∂Ω, A(x) · ν(x) = 0},

(1.3)

avec Γ = Γ− ∪ Γ+ ∪ Γ0. Le champ de vecteurs A est supposé dans (W 1,∞(Ω))N , ce qui
revient à dire que A est (globalement) Lipschitzien avec une constante Lipschitz C > 0
(cf. [34], Théorème 4, p.279) i.e.

|A(x1)− A(x2)| ≤ C|x1 − x2| ∀x1, x2 ∈ Ω.

Les ensembles Γ−, Γ+ et Γ0 désignent respectivement les parties du bord où le champ de
vecteurs A est rentrant, sortant ou tangent.
Les termes de réaction F et G sont donnés par les expressions suivantes :

F (u, v) = µ(x)v − γ(x)u, G(u, v) = δ(x)u− k(x)v,

où µ, γ, δ, k sont des coefficients indépendants du temps.

Les paramètres intervenant dans des phénomènes modélisés par des systèmes d’équations
aux dérivées partielles ne sont pas toujours bien connus. Des mesures expérimentales
sont alors nécessaires à leur détermination. La notion de problème inverse consiste en
la possibilité de retrouver un paramètre à partir de mesures sur la solution du système
considéré.
Le problème inverse auquel nous nous intéressons dans cette partie concerne le système
(1.2). Il s’agit précisément de démontrer un résultat de stabilité pour les coefficients µ et δ
en fonction d’une mesure intérieure d’une composante et la donnée des deux composantes
à un instant fixé. La méthode utilisée est celle de Bukheim et Klibanov, cette méthode est
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remarquable pour obtenir des inégalités de stabilité à partir d’estimations de Carleman.
Son principe est simple : prenons l’exemple de détermination d’un potentiel p dans une
équation de la chaleur linéaire en u avec un terme source f ainsi qu’une condition au bord
de type Dirichlet homogène et une donnée initiale u0. Nous introduisons q(x) = p̃(x)−p(x)
et nous écrivons l’équation satisfaite par v = ∂t(u− ũ) :

∂tv −∆v + pv = q∂tũ dans Ω× (0, T ),
v(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0, T ),
v(x, 0) = qu0(x) dans Ω.

Nous remarquons que le coefficient q apparaît à la fois dans la donnée initiale et dans
la source de l’équation. Il suffit alors d’appliquer l’inégalité de Carleman à la nouvelle
fonction v pour obtenir le résultat de stabilité.

Nous citons à présent quelques travaux autour des problèmes inverses et inégalités de
Carleman.

Concernant les équations paraboliques, Benabdallah, Gaitan et Le Rousseau dans [15] con-
sidèrent l’équation de la chaleur avec un coefficient de diffusion discontinu et démontrent
des résultats d’unicité et de stabilité pour le coefficient de diffusion et la donnée initiale
à partir d’une mesure de la solution sur une partie de la frontière et à un instant fixé.
Imanuvilov et Yamamoto dans [49] démontrent un résultat de stabilité Lipschitz globale
pour un terme source d’une équation parabolique avec des conditions au bord de type
Fourier en utilisant des observations sur un sous domaine arbitraire. Yuan et Yamamoto
dans [75] déterminent les coefficients de la partie principale d’une équation parabolique à
partir d’observations frontières.

Pour les équations de transport, citons Machida et Yamamoto dans [64] ; les auteurs don-
nent un résultat de stabilité Lipschitz pour la reconstruction d’un coefficient à partir
d’observations sur le bord. Klibanov et Pamyatnykh dans [55, 56], démontrent un résultat
de stabilité Lipschitz pour l’équation de transport non-stationnaire. Gaitan et Ouzzane
dans [42] prouvent un résultat de stabilité pour un coefficient d’absorption avec une seule
observation sur une partie de la frontière.

Par ailleurs, il existe quelques travaux sur les problèmes inverses pour des systèmes
paraboliques couplés, nous nous référons à Cristofol, Gaitan et Ramoul dans [28] où les
auteurs donnent un résultat de stabilité simultanément pour un coefficient et une con-
dition initiale avec une observation agissant sur un sous domaine. Dans [29], Cristofol,
Gaitan, Ramoul et Yamamoto considèrent un système parabolique non linéaire avec deux
composantes et démontrent un résultat de stabilité Lipschitz pour déterminer deux co-
efficients du système à partir de la donnée d’une des deux composantes. Benabdallah,
Cristofol, Gaitan et Yamamoto dans [14] donnent un résultat de stabilité pour la recon-
struction de coefficients dans un système de reaction-diffusion-convection 2× 2 et 3× 3.

Pour des systèmes hyperboliques-paraboliques, par exemple en thermoélasticité, nous
citons le travail de Bellassoued et Yamamoto dans [13], Wu et Liu dans [73], Albano
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et Tataru dans [1]. Pour l’élasticité, nous nous référons à Isakov et Kim dans [51] et
Imanuvilov, Isakov et Yamamoto dans [48].

À notre connaissance, il n’existe aucun résultat en ce sens sur les systèmes hyperboliques-
paraboliques où l’équation hyperbolique est d’ordre un.

Dans le chapitre 2, nous établissons l’existence et la régularité des solutions du système
(1.2). La positivité des solutions de ce système linéaire couplé est aussi donnée. Le chapitre
3 porte plus précisément sur une équation de transport pour laquelle une estimation de
Carleman ainsi qu’un résultat de stabilité sont prouvés. Le chapitre 4 donne le résultat
principal de cette partie : un résultat de stabilité Lipschitz pour deux des coefficients du
système (1.2) avec l’observation d’une seule des composantes sur un sous domaine.
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Chapitre 2

Problème direct

On se propose de donner un sens aux solutions du système (1.2), présenté dans le chapitre
1, dans des espaces adaptés qui permettront d’établir les inégalités de Carleman ainsi que
le résultat de stabilité, ce sera l’objet de la première section de ce chapitre. Dans la sec-
onde section, on démontrera un résultat de positivité de ces solutions.

Notations de quelques espaces :
Soient W2, H2,1(ΩT ), H 3

2 ,
3
4 (ΣT ) les espaces définis respectivement comme suit :

W2 =

{
u ∈ L2(Ω× (0, T )), ∂tu+ A · ∇u ∈ L2(Ω× (0, T )),

u(., 0) ∈ L2(Ω), u|Γ−×(0,T ) ∈ L2(Γ− × (0, T ))
}
,

H2,1(ΩT ) = L2(0, T ;H2(Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)),

H
3
2 ,

3
4 (ΣT ) = L2(0, T ;H 3

2 (Γ)) ∩H 3
4 (0, T ;L2(Γ)).

Tout au long de cette présentation, C désignera une constante générique positive.

2.1 Existence et régularité
Afin de démontrer l’existence et l’unicité des solutions du système (1.2), on va procéder
en trois parties : d’abord on relève les conditions au bord, ensuite on démontre l’existence
et l’unicité du système obtenu après le relèvement. Finalement, on déduit le résultat d’ex-
istence et d’unicité du système (1.2). La quatrième partie de cette section donne des
résultats de régularité pour le système (1.2).

Partie I : Relèvement des conditions au bord.
Soient ũ et ṽ telles que ũ = Rh relèvement de h, h donnée dans L2(Σ−T ),
et ṽ = Rg relèvement de g, g donnée dans H 3

2 ,
3
4 (ΣT ),

où h, g et u0, v0 vérifient la relation de compatibilité suivante :

g(x, 0) = v0|Γ, (2.1)

avec u0 ∈ L2(Ω), v0 ∈ H1(Ω).
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La relation de compatibilité (2.1) est exactement la condition nécessaire et suffisante pour
assurer l’existence de tels relèvements et on a

ũ dansW2 avec ũ = h sur Γ−,
ṽ dans H2,1(ΩT ) avec ṽ = g sur Γ.

([63], Vol 2, Remarque 4.1, Théorème 4.3, p.30).
Le système (1.2) se transforme alors, par le changement de fonctions :

w1 = u− ũ, w2 = v − ṽ

en : 

∂tw1 + A · ∇w1 + γw1 = µw2 + q̃1 dans ΩT ,
∂tw2 −∆w2 + kw2 = δw1 + q̃2 dans ΩT ,
w1(x, t) = 0 sur Σ−T ,
w2(x, t) = 0 sur ΣT ,
w1(x, 0) = w0

1(x), w2(x, 0) = w0
2(x) dans Ω,

(2.2)

avec
q̃1 = µṽ − (∂tũ+ A · ∇ũ+ γũ), q̃2 = δũ− (∂tṽ −∆ṽ + kṽ),
et w0

1 = u0 − ũ, w0
2 = v0 − ṽ.

Partie II : Existence et unicité des solutions du système (2.2).
La résolution du système (2.2) est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.1.1. Sous les hypothèses suivantes
1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
2. γ, µ, δ, k ∈ L∞(Ω),
3. q̃1, q̃2 ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),
4. w0

1 ∈ L2(Ω), w0
2 ∈ H1

0 (Ω),
le problème aux limites (2.2) admet une solution unique (w1, w2) telle que

w1 ∈ W2 et w1 ∈ C([0, T ];L2(Ω)),
w2 ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Preuve du Théorème 2.1.1 :
La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes.
Étape A. On commence par remarquer que pour toute constante M ∈ R, (w1, w2) est
solution faible de (2.2) si et seulement si Y = (y1, y2) = e−Mt(w1, w2) est solution faible
de 

∂ty1 + A · ∇y1 + (γ −M)y1 = µy2 + e−Mtq̃1 dans ΩT ,
∂ty2 −∆y2 + (k −M)y2 = δy1 + e−Mtq̃2 dans ΩT ,
y1(x, t) = 0 sur Σ−T ,
y2(x, t) = 0 sur ΣT ,
y1(x, 0) = w0

1(x), y2(x, 0) = w0
2(x) dans Ω.

(2.3)
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Étape B. Soit X = (L2(0, T ;L2(Ω)))2 = L2(ΩT )2. C’est un espace de Banach. On consid-
ère l’application L définie par Y ∈ X → L(Y ) := Z avec Z = (z1, z2) est solution faible
de 

∂tz1 + A · ∇z1 + (γ −M)z1 = µz2 + e−Mtq̃1 dans ΩT ,
∂tz2 −∆z2 + (k −M)z2 = δy1 + e−Mtq̃2 dans ΩT ,
z1(x, t) = 0 sur Σ−T ,
z2(x, t) = 0 sur ΣT ,
z1(x, 0) = w0

1(x), z2(x, 0) = w0
2(x) dans Ω.

(2.4)

Il faut montrer tout d’abord que l’application L est bien définie. Ceci revient à justifier
l’existence de Z ∈ X solution de (2.4), ce qui découle des résultats d’existence de solutions
d’équations paraboliques avec un second membre dans L2(ΩT ) (ici δy1 + e−Mtq̃2). Ceci
donnera l’existence de z2 et par conséquent l’existence de solutions d’équations de trans-
port dont le champ de vecteurs A est dans W 1,∞ et le second membre (ici µz2 + e−Mtq̃1)
dans L2(ΩT ).
Considérons d’abord le problème aux limites pour l’équation parabolique, à savoir

∂tz2 −∆z2 + (k −M)z2 = f2 dans ΩT ,
z2(x, t) = 0 sur ΣT ,
z2(x, 0) = w0

2(x) dans Ω,
(2.5)

avec f2 = δy1 + e−Mtq̃2.
La proposition suivante donne un résultat d’existence et d’unicité pour le système (2.5)
(cf. [34]) :

Proposition 2.1.1. Pour f2 ∈ L2(Ω× (0, T )), w0
2 ∈ H1

0 (Ω) et k(x) ∈ L∞(Ω), il existe une
unique solution z2 de (2.5) telle que

z2 ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];H1

0 (Ω)) et dz2

dt
∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Passons au problème aux limites pour l’équation de transport :
∂tz1 + A · ∇z1 + (γ −M)z1 = f1 dans ΩT ,
z1(x, t) = 0 sur Σ−T ,
z1(x, 0) = w0

1(x) dans Ω.
(2.6)

avec f1 = µz2 + e−Mtq̃1.
La résolution du problème (2.6) est donnée par la proposition suivante (cf. [18], la démon-
stration repose sur l’ajout d’un terme de viscosité dans la première équation du problème
(2.6) ensuite faire un passage à la limite).

Proposition 2.1.2. Sous les hypothèses suivantes
1. (γ −M) ∈ L∞(Ω),
2. f1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
3. w0

1 ∈ L2(Ω),
4. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
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il existe une unique solution z1 ∈ W2 au problème (2.6) et on a z1 ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Remarque 2.1.1. Les propositions précédentes donnent l’existence et l’unicité des solutions
z1 et z2 ainsi que la régularité nécessaire pour les estimations d’énergie qui suivent.

Étape C.
Existence :
On veut à présent appliquer le théorème de point fixe de Banach à l’application L dans
l’espace X = (L2(0, T ;L2(Ω)))2. Soit Y1, Y2 ∈ X, on note H = (h1, h2) = L(Y1) − L(Y2),
Y1 = (y1

1, y
1
2) et Y2 = (y2

1, y
2
2). On veut montrer que l’application L est contractante, c’est

à dire
||h1||2L2(ΩT ) + ||h2||2L2(ΩT ) ≤ CL(||y1

1 − y2
1||2L2(ΩT ) + ||y1

2 − y2
2||2L2(ΩT ))

où CL < 1.

On rappelle les notations suivantes zi = (zi1, zi2), hi = z1
i − z2

i pour i = 1, 2 alors h1 et h2
sont solutions du problème suivant :

∂th1 + A · ∇h1 + (γ −M)h1 = µh2 dans ΩT ,
∂th2 −∆h2 + (k −M)h2 = δ(y1

1 − y2
1) dans ΩT ,

h1(x, t) = 0 sur Σ−T ,
h2(x, t) = 0 sur ΣT ,
h1(x, 0) = 0, h2(x, 0) = 0 dans Ω.

(2.7)

En faisant le produit scalaire dans L2(Ω) de la première équation par h1 et de la seconde
par h2 et en additionant le résultat, cela nous permet d’obtenir les estimations suivantes :

1
2
d

dt

(
||h1||2L2(Ω) + ||h2||2L2(Ω)

)

= 1
2

∫
Ω

∇ · A|h1|2dx−
∫
∂Ω

A · ν|h1|2dσ −
∫
Ω

(γ −M)|h1|2dx

−
∫
Ω

|∇h2|2dx−
∫
Ω

(k −M)|h2|2dx+
∫
Ω

µh1h2dx+
∫
Ω

δ(y1
1 − y2

1)h2dx.

(2.8)

De l’inégalité de Young et de Cauchy-Schwarz, on obtient

|
∫
Ω

µh1h2dx| ≤
1
2‖µ‖L

∞‖h1‖2
L2(Ω) + 1

2‖µ‖L
∞‖h2‖2

L2(Ω),

|
∫
Ω

δ(y1
1 − y2

1)h2dx| ≤
1

4T ‖y
1
1 − y2

1‖2
L2(Ω) + T‖δ‖2

L∞‖h2‖2
L2(Ω).
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En reportant ceci dans (2.8), on trouve

1
2
d

dt

(
||h1||2L2(Ω) + ||h2||2L2(Ω)

)

≤ −
∫

Γ+

A · ν|h1|2dσ −
∫

Γ−

A · ν|h1|2dσ

−
(
−M − 1

2‖div(A)‖L∞(Ω) + inf
x∈Ω
|γ(x)| − 1

2‖µ‖L
∞(Ω)

)
‖h1‖2

L2(Ω)

−
(
−M + 1

Cp
+ inf

x∈Ω
|k(x)| − 1

2‖µ‖L
∞(Ω) − T‖δ‖2

L∞(Ω)

)
‖h2‖2

L2(Ω) + 1
4T ‖y

1
1 − y2

1‖2
L2(Ω)

(2.9)
où Cp est la constante de Poincaré. On choisit alors M telle que :

M ≤ min
{

inf
x∈Ω
|γ(x)|−1

2‖divA‖L
∞(Ω)−

1
2‖µ‖L

∞(Ω),+
1
Cp

+inf
x∈Ω
|k(x)|−1

2‖µ‖L
∞(Ω)−T‖δ‖2

L∞(Ω)

}
.

En intégrant l’inégalité (2.9) sur (0, s), 0 ≤ s ≤ T et en tenant compte du fait que h1 est
nulle sur Γ−, que A · ν > 0 sur Γ+ et que les conditions initiales sont nulles, on obtient

‖h1(s)‖2
L2(Ω) +h2(s)‖2

L2(Ω) ≤ −C
( s∫

0

‖h1‖2
L2(Ω) +‖h2‖2

L2(Ω)dt
)

+ 1
2T

s∫
0

‖(y1
1−y2

1)(t)‖2
L2(Ω)dt.

Ce qui donne

‖h1(s)‖2
L2(Ω) + ‖h2(s)‖2

L2(Ω) ≤
1

2T

s∫
0

‖(y1
1 − y2

1)(t)‖2
L2(Ω)dt. (2.10)

On intègre de nouveau (2.10) sur (0, T ), on obtient

‖h1‖2
L2(ΩT ) + ‖h2‖2

L2(ΩT ) ≤ 1
2‖y

1
1 − y2

1‖2
L2(ΩT )

≤ 1
2‖y

1
1 − y2

1‖2
L2(ΩT ) + 1

2‖y
1
2 − y2

2‖2
L2(ΩT ).

C’est à dire
‖H‖2

L2(ΩT ) ≤ 1
2‖Y1 − Y2‖2

L2(ΩT ).

L’application L est donc une contraction, le théorème du point fixe de Banach nous con-
duit à l’existence et l’unicité d’un point fixe Y de L.

Partie III : Existence et unicité des solutions du système (1.2).
En tenant compte des hypothèses du Théorème 2.1.1 et du fait que

u = w1 + ũ, v = w2 + ṽ,

l’existence et l’unicité des solutions du système (1.2) est donnée par le théorème suivant :
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Théorème 2.1.2. Sous les hypothèses suivantes :
1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
2. u0 ∈ L2(Ω), v0 ∈ H1(Ω),
3. h ∈ L2(Σ−T ), g ∈ H 3

2 ,
3
4 (ΣT ),

4. k, δ, γ, µ ∈ L∞(Ω),
et où h, g, u0, v0 vérifient les relations de compatibilité suivantes :

h(x, 0) = u0|Γ− , g(x, 0) = v0|Γ,

le problème aux limites (1.2) admet une solution unique (u, v) telle que

u ∈ W2 et u ∈ C([0, T ];L2(Ω)),
v ∈ H2,1(ΩT ).

Partie IV : Régularité des solutions du système (1.2).
Dans cette partie, il s’agit d’améliorer la régularité en temps des solutions du système
(1.2). Pour ce faire, nous dérivons en temps ce dernier d’une manière formelle en posant
u1 := ∂tu et v1 := ∂tv. Alors, u1 et v1 sont solutions du système suivant :

∂tu1 + A · ∇u1 + γu1 = µv1 dans ΩT ,
∂tv1 −∆v1 + kv1 = δu1 dans ΩT ,
u1(x, t) = h1 sur Σ−T ,
v1(x, t) = g1 sur ΣT ,
u1(x, 0) = u0

1(x), v1(x, 0) = v0
1(x) dans Ω,

(2.11)

avec h1(x, t) = ∂th(x, t), g1(x, t) = ∂tg(x, t),
u1(x, 0) = ∂tu(x, 0) = −A · ∇u0 − γu0 + µv0, v1(x, 0) = ∂tv(x, 0) = ∆v0 − kv0 + δu0.
En appliquant le Théorème 2.1.2 au système (2.11), sous les hypothèses suivantes :

1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
2. u0

1 ∈ L2(Ω), v0
1 ∈ H1(Ω),

3. h1 ∈ L2(Σ−T ), g1 ∈ H
3
2 ,

3
4 (ΣT ),

4. k, δ, γ, µ ∈ L∞(Ω),
où h1, g1, u0

1, v0
1 vérifient les relations de compatibilité suivantes :

h1(x, 0) = u0
1|Γ− , g1(x, 0) = v0

1|Γ,

il existe une solution (u1, v1) telle que

u1 ∈ W2 et u1 ∈ C([0, T ];L2(Ω)),
v1 ∈ H2,1(ΩT ).

Proposition 2.1.3. Sous les hypothèses suivantes :
1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
2. u0 ∈ H1(Ω), v0 ∈ H3(Ω),
3. ∂th ∈ L2(Σ−T ), ∂tg ∈ H

3
2 ,

3
4 (ΣT ),
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4. k, δ ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω), γ, µ ∈ L∞(Ω),
où h, g, u0, v0 vérifient les relations de compatibilité suivantes :

∂th(x, t)|t=0 + A · ∇u0 + γu0 − µv0 = 0 sur Γ− × {t = 0},
∂tg(x, t)|t=0 −∆v0 + kv0 − δu0 = 0 sur Γ× {t = 0},

le problème aux limites (1.2) admet une solution unique (u, v) telle que

u ∈ W2, u ∈ C([0, T ];L2(Ω)), ∂tu ∈ W2,
v ∈ H2,1(ΩT ), ∂tv ∈ H2,1(ΩT ).

Remarque 2.1.2. En dérivant de façon itérée le système (2.11) par rapport au temps, on
déduit les propositions qui suivent :

Proposition 2.1.4. Sous les hypothèses suivantes :
1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ∩H1(Ω)N ,
2. u0 ∈ H3(Ω), v0 ∈ H5(Ω),
3. ∂2

t h ∈ L2(Σ−T ), ∂2
t g ∈ H

3
2 ,

3
4 (ΣT ),

4. k, δ ∈ H3(Ω) ∩ L∞(Ω), γ, µ ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω),
où h, g, u0, v0 vérifient les relations de compatibilité suivantes :

(i) ∂th(x, t)|t=0 + A · ∇u0 + γu0 − µv0 = 0 sur Γ− × {t = 0},

(ii) ∂tg(x, t)|t=0 −∆v0 + kv0 − δu0 = 0 sur Γ× {t = 0},

(iii) ∂th(x, t)|t=0 + A · ∇(−A · ∇u0 − γu0 + µv0) + γ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0)
−µ(∆v0 − kv0 + δu0) = 0 sur Γ− × {t = 0},

(iv) ∂tg(x, t)|t=0 −∆(∆v0 − kv0 + δu0) + k(∆v0 − kv0 + δu0)
−δ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0) = 0 sur Γ× {t = 0},

le problème aux limites (1.2) admet une solution unique (u, v) telle que

u ∈ W2, u ∈ C([0, T ];L2(Ω)), ∂tu ∈ W2, ∂
2
t u ∈ W2,

v ∈ H2,1(ΩT ), ∂tv ∈ H2,1(ΩT ), ∂2
t v ∈ H2,1(ΩT ).

Proposition 2.1.5. Sous les hypothèses suivantes :
1. A ∈ (W 1,∞(Ω))N ∩H2(Ω)N ,
2. u0 ∈ H5(Ω), v0 ∈ H7(Ω),
3. ∂3

t h ∈ L2(Σ−T ), ∂3
t g ∈ H

3
2 ,

3
4 (ΣT ),

4. k, δ ∈ H5(Ω) ∩ L∞(Ω), γ, µ ∈ H3(Ω) ∩ L∞(Ω),
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et où h, g, u0, v0 vérifient les relations de compatibilité suivantes :

(i) ∂th(x, t)|t=0 + A · ∇u0 + γu0 − µv0 = 0 sur Γ− × {t = 0},

(ii) ∂tg(x, t)|t=0 −∆v0 + kv0 − δu0 = 0 sur Γ× {t = 0},

(iii) ∂th(x, t)|t=0 + A · ∇(−A · ∇u0 − γu0 + µv0) + γ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0)
−µ(∆v0 − kv0 + δu0) = 0 sur Γ− × {t = 0},

(iv) ∂tg(x, t)|t=0 −∆(∆v0 − kv0 + δu0) + k(∆v0 − kv0 + δu0)
−δ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0) = 0 sur Γ× {t = 0},

(v) ∂th(x, t)|t=0 + A · ∇ζ1 + γζ1 − µζ2 = 0 sur Γ− × {t = 0},

(vi) ∂tg(x, t)|t=0 −∆ζ2 + kζ2 − δζ1 = 0 sur Γ× {t = 0},

le problème aux limites (1.2) admet une solution unique (u, v) telle que

u ∈ W2, u ∈ C([0, T ];L2(Ω)), ∂tu ∈ W2, ∂
2
t u ∈ W2, ∂

3
t u ∈ W2,

v ∈ H2,1(ΩT ), ∂tv ∈ H2,1(ΩT ), ∂2
t v ∈ H2,1(ΩT ), ∂3

t v ∈ H2,1(ΩT ).

Avec

ζ1 := −A · ∇(−A · ∇u0 − γu0 + µv0)− γ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0) + µ(∆v0 − kv0 + δu0),

ζ2 := ∆(∆v0 − kv0 + δu0)− k(∆v0 − kv0 + δu0) + δ(−A · ∇u0 − γu0 + µv0).

2.2 Positivité de la solution
Dans cette section, donnons un résultat de positivité des solutions du système (1.2). Pour
la démonstration, on peut se référer à l’article de [43].

Introduisons tout d’abord les hypothèses suivantes :

Hypothèses 2.2.1.
(i) u0 ≥ 0, h ≥ 0 et F (0, η) ≥ 0 ∀(0, η) ∈ V, η ≥ 0.
(ii) v0 ≥ 0, g ≥ 0 et G(ξ, 0) ≥ 0 ∀(ξ, 0) ∈ V, ξ ≥ 0.

où V est un ouvert dans R2 tel que {u0(x), v0(x), x ∈ Ω} ⊂ V .

Proposition 2.2.1. Sous les hypothèses 2.2.1, u, v ≥ 0 sur Ω× [0, T ].
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Chapitre 3

Problème inverse pour une équation de
transport

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’identification d’un coefficient d’absorption pour
une équation de transport dans un domaine borné en utilisant des inégalités de Carleman.
Cette étude est une première étape dans l’étude du problème inverse de reconstruction de
coefficients pour le système (1.2).

3.1 Introduction
Soit Ω un ouvert borné simplement connexe de RN à frontière ∂Ω = Γ de classe C2. Soit
u(x, t) ∈ R la densité de cellules au temps t > 0 et à la position x ∈ RN dont la vitesse
est A = A(x). On définit Γ± comme suit :

Γ+ = {x ∈ ∂Ω ; ν(x) · A > 0} et Γ− = {x ∈ ∂Ω ; ν(x) · A ≤ 0}.

Nous considérons le problème suivant
∂tu+ A(x) · ∇u+ p(x)u = 0 dans ΩT := Ω× (0, T ),
u(x, t) = h(x, t) sur Γ− × (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω.

(3.1)

La condition aux limites pour l’équation de transport préscrite uniquement sur Γ− conduit
à un problème bien posé. Pour s’en convaincre, prenons l’exemple suivant :

Exemple 3.1.1. l’équation de transport unidimensionnelle à vitesse constante C > 0
∂tu+ C∂xu = 0 dans (0, L)× (0, T ),
u(0, t) = f(t) sur {0} × (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans (0, L),

(3.2)

où u0 ∈ L2(0, L).
Ce problème est bien posé car la vitesse est positive et on fixe la condition sur le bord de
gauche (en x = 0) par lequel les données entrent. La solution de ce problème est donnée
par

u(x, t) =
{
u0(x− Ct) si x > Ct,
f(t− x

C
) si x < Ct.

(3.3)
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Notons aussi, que contrairement à l’équation de la chaleur, il n’y a aucun effet régularisant
de la donnée initiale, la solution u ne peut pas être plus régulière que u0.

Les équations de transport sont aussi qualifiées d’hyperboliques car elles font apparaître
une notion de propagation à vitesse finie. Pour l’étude des équations de transport avec
« un champ de vitesse variable (en temps et en espace) », on est amené à étudier une
équation différentielle ordinaire. Les conditions d’existence et d’unicité qui portent sur ce
champ de vitesse sont données par le théorème de Cauchy-Lipschitz.
Nous constatons que malgré l’extrême simplicité apparente de l’équation de transport, les
problèmes de conditions aux limites sont des problèmes délicats dans le cas général. Ces
équations jouent un rôle important en physique. Elle comprennent des domaines tels que
le transport des neutrons, l’imagerie médicale et la tomographie optique (cf. par exemple
[7], [24], [32], [60]).

L’étude mathématique du problème direct associé à (3.1) a été développée largement
dans la littérature. Nous citons par exemple [9], [31], [59]. Introduisons les hypothèses
suivantes :

Hypothèses 3.1.1.
(i) p ∈ Λ(M),
(ii) A ∈ (W 1,∞(Ω))N ,
(iii) (h, u0) dans L2(Γ− × (0, T ))× L2(Ω).

Sous les Hypothèses 3.1.1, le problème (3.1) admet une unique solution qui appartient à
l’espace

W =
{
u ∈ L2(Ω× (0, T )); ∂u

∂t
+ A · ∇u ∈ L2(Ω× (0, T ))

}
.

et on a u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).
De plus, si u0 ∈ C1(Ω), h ∈ C1([0, T ];L2(Γ−)) sont tels que l’on ait les relations de
compatibilité suivantes :

u0 = h|t=0, ∂th|t=0 + A · ∇u0 + pu0 = 0 sur Γ−,

alors
u ∈ C1([0, T ];L2(Ω)), A · ∇u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Notons que u ≥ 0 si u0 ≥ 0 et h ≥ 0. (cf. [31]).

Il y a de nombreux résultats dans l’étude de problèmes inverses pour l’équation de trans-
port avec un terme intégral. Dans [26], Choulli et Stefanov déterminent un coefficient
d’absorption à partir de la connaissance de l’opérateur d’Albedo qui donne une relation
entre les deux quantités u|Γ+ et u|Γ− . Leur approche est basée sur l’étude des singularités
du noyau de cet opérateur.
L’existence et l’unicité dans la reconstruction de coefficients particuliers pour l’équation
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de transport non stationnaire a été obtenue par Prilepko et Ivankov dans [67]. Des résul-
tats sur les problèmes inverses surdéterminés pour l’équation de transport peuvent être
trouvés dans les travaux de Tamasan [72] et Stefanov [69].
La stabilité dans le problème inverse de reconstruction de coefficients est prouvée par Bal
et Jolivet en introduisant la moyenne angulaire de l’opérateur d’Albedo dans [6] et par
la connaissance de ce même opérateur dans [5]. Dans ces travaux, les auteurs doivent
faire un nombre infini de mesures ; les données et les mesures sont prises sur le bord et la
donnée initiale peut être nulle. Bal dans [4] et Stefanov dans [69] ont donné une revue des
résultats récents sur l’étude d’un problème inverse pour l’équation de transport linéaire.
Différentes reconstructions sont considérées ; l’unicité et la stabilité sont prouvées dans le
cas stationnaire et non-stationnaire.

L’approche de Klibanov et Pamyatnykh dans [56] est différente de celle de [6], [5] ; en
effet, ils mesurent une seule composante sur Γ+ × (0, T ) avec une donnée initiale et une
donnée au bord sur Γ− × (0, T ).
Le problème inverse dans la reconstruction d’un coefficient d’absorption pour l’équation
de transport à partir de mesures sur le bord en utilisant des inégalités de Carleman a
été étudié par Klibanov et Pamyatnykh dans [56] et Machida et Yamamoto dans [64].
Contrairement à [64], nous considérons dans notre travail le cas d’une vitesse qui dépend
de la variable spatiale x. Aussi, nous utilisons deux paramètres au lieu d’un dans l’inégal-
ité de Carleman ainsi que des estimations d’énergie dans la preuve du résultat de stabilité.

Un résultat de stabilité Lipschitz pour l’équation de transport a aussi été établi par
Klibanov et Pamyatnykh dans [55] où les auteurs donnent une inégalité de Carleman
ponctuelle. En théorie du contrôle, de telles estimations ont été utilisées pour obtenir la
contrôlabilité exacte par Klibanov et Yamamoto dans [58].

Notre problème peut être formulé de la manière suivante :
Est-il possible, sous les hypothèses précédentes, de reconstruire le coefficient d’absorption
p(x) à partir des mesures de (∂tu)|Γ+×(0,T ) ?

Notre résultat principal est le suivant :
Il existe une constante C > 0 telle que

||(p− p̃)(x)||L2(Ω) ≤ C||(∂tu− ∂tũ)(x, t)||L2(Γ+×(0,T )).

où u (resp. ũ) est une solution de (3.1) associée à (p, h, u0) (resp. (p̃, h, u0)).
Plus précisement, cf. Théorème 3.3.1, Section 3.3.

On établit tout d’abord une inégalité de Carleman globale adaptée à notre problème et
on démontre des estimations d’énergie. Ensuite on donne le résultat de stabilité pour le
coefficient d’absorption p.
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3.2 Inégalités de Carleman
Dans cette section, nous allons démontrer deux inégalités de Carleman, une pour le prob-
lème direct (3.1) et l’autre pour le problème rétrograde associé.

Soit ψ une fonction dans C2(ΩT ) qui vérifie les hypothèses suivantes :

Hypothèses 3.2.1.
(i) ψ(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Ω× (−T, T ),
(iv) ∂tψ + A(x) · ∇ψ < 0 ∀(x, t) ∈ Ω× (−T, T ),
(v) ψ(x, t) = ψ(x,−t) ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ).

Remarque 3.2.1. Nous avons choisi une fonction poids qui vérifie certaines hypothèses
qui ne sont pas forcément nécessaires dans cette partie. Néanmoins, ce choix a été étudié
dans l’objectif de l’utiliser dans le chapitre suivant, qui étudie un couplage de l’équation
de transport avec une équation parabolique. Cependant, on peut traiter cette équation de
transport en utilisant une fonction poids explicite à savoir

ψ(x, t) = |x− x0|2 − βt2

avec β > 0 sous réserve d’imposer au champ de vecteurs A(x) de satisfaire la condition
||A||2L∞(Ω) − |divA|2L∞(Ω) > β.

Nous démontrons à présent l’inégalité de Carleman associée au problème direct, qui est
donnée dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Soit p ∈ Λ(M) et ψ la fonction poids qui vérifie (3.2.1). Il existe s0,
λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ) telle que pour tout s > s0, λ > λ0

‖P1(esϕv)‖L2(ΩT ) + sλ2
T∫

0

∫
Ω

ϕ|v|2e2sϕdx dt

≤ C

T∫
0

∫
Ω

|Lv|2e2sϕdx dt+ Csλ

T∫
0

∫
Γ+

ϕ|v|2A · νe2sϕdσdt,

(3.4)

pour tout v tel que v ∈ L2(Ω × (0, T )) vérifiant Lv := ∂tv + A · ∇v ∈ L2(Ω × (0, T )),
v|Γ− = 0 et v(·, 0) = v(·, T ) = 0, où P1 est définie par (3.5) et (3.6).

Preuve de la Proposition 3.2.1 :
On pose, pour s > 0, le changement de fonction w(x, t) = esϕ(x,t)v(x, t) et on introduit
l’opérateur

Pw = esϕL(e−sϕw).
Alors on obtient

Pw = ∂tw + A · ∇w − sλϕ(∂tψ + A · ∇ψ)w := P1w + P2w (3.5)

où
P1w = ∂tw + A · ∇w et P2w = −sλϕ(∂tψ + A · ∇ψ)w. (3.6)
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Alors
||Pw||2L2(ΩT ) = ||P1w||2L2(ΩT ) + ||P2w||2L2(ΩT ) + 2(P1w,P2w)L2(ΩT ). (3.7)

L’objectif est d’estimer inférieurement le produit scalaire 2(P1w,P2w)L2(ΩT ). Nous util-
isons essentiellement des intégrations par parties et le fait que w(·, 0) = w(·, T ) = 0 et
w|Γ− = 0.

2(P1w,P2w)L2(ΩT ) = 2
T∫

0

∫
Ω

(∂tw +A · ∇w)(−sλϕ(∂tψ +A · ∇ψ)w)dx dt

= −2sλ
T∫

0

∫
Ω

w∂twϕ(∂tψ +A · ∇ψ)dx dt− 2sλ
T∫

0

∫
Ω

w∇w ·Aϕ(∂tψ +A · ∇ψ)dx dt

= −sλ
T∫

0

∫
Ω

∂t(w2)ϕ(∂tψ +A · ∇ψ)dx dt− sλ
T∫

0

∫
Ω

∇(w2) ·Aϕ(∂tψ +A · ∇ψ)dxdt

= I1 + I2.

Un calcul direct nous permet d’avoir

I1 = sλ2
T∫

0

∫
Ω

w2ϕ∂tψ(∂tψ +A · ∇ψ)dx dt+ sλ

T∫
0

∫
Ω

w2ϕ∂t(∂tψ +A · ∇ψ)dx dt.

I2 = sλ2
T∫

0

∫
Ω

ϕ∇ψ ·A(∂tψ +A · ∇ψ)w2dx dt+ sλ

T∫
0

∫
Ω

ϕ∇(A(∂tψ +A · ∇ψ))w2dx dt

−sλ
T∫

0

∫
Γ+

w2A · ν(∂tψ +A · ∇ψ)ϕdσdt.

En rassemblant les termes d’ordre supérieur et d’ordre inférieur selon les puissances de s
et de λ, on trouve

sλ2
T∫

0

∫
Ω

w2ϕ(∂tψ + A · ∇ψ)2dx dt− sλ
T∫

0

∫
Γ+

w2A · ν(∂tψ + A · ∇ψ)ϕdσdt

+ sλ
∫
Ω

T∫
0

w2ϕ
(
∂2
t ψ + 2A · ∇∂tψ + |A|2∆ψ +∇ · A(∂tψ + A · ∇ψ)

)
dx dt = 2(P1w,P2w)L2(ΩT ).

A présent, nous nous intéressons au terme dominant, c’est à dire celui qui porte les
puissances les plus élevées en s et λ ; nous le voulons positif. En utilisant les hypothèses
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sur ψ et A on obtient
T∫

0

∫
Ω

|P1w|2dx dt+ sλ2
T∫

0

∫
Ω

ϕw2dx dt ≤ Csλ

T∫
0

∫
Γ+

w2A · νϕdσdt

+ C

T∫
0

∫
Ω

|Pw|2dx dt+ Csλ

T∫
0

∫
Ω

ϕw2dx dt.

Pour tout s et λ > 0 grands, la dernière intégrale du membre de droite est absorbée par
le terme dominant en sλ2 du membre de gauche, il vient

T∫
0

∫
Ω

|P1w|2dx dt+ sλ2
T∫

0

∫
Ω

w2ϕdx dt ≤ C

T∫
0

∫
Ω

|Pw|2dx dt+ Csλ

T∫
0

∫
Γ+

w2A · νϕdσdt.

En remplaçant w par son expression, on conclut la preuve de la Proposition 3.2.1.

Nous démontrons ensuite une inégalité de Carleman pour le problème rétrograde :

Proposition 3.2.2. Soit p ∈ Λ(M). Soit ψ la fonction poids vérifiant (3.2.1). Il existe s0,
λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ) tels que pour tout s > s0, λ > λ0

sλ2
T∫

0

∫
Ω

ϕ|v|2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
0

∫
Ω

|Lbackv|2e2sϕdx dt

+Csλ
T∫

0

∫
Γ+

ϕ|v|2A · νe2sϕdσdt,

(3.8)

pour tout v tel que v ∈ L2(Ω× (0, T )) vérifiant Lbackv := −∂tv+A · ∇v ∈ L2(Ω× (0, T )),
v|Γ− = 0 et v(·, 0) = v(·, T ) = 0.

Preuve de la Proposition 3.2.2 :
De même que pour la Proposition 3.2.1, en conjuguant Lback à gauche par esϕ et à droite
par e−sϕ, nous définissons l’opérateur Pback que l’on va décomposer en P1,back et P2,back.
Nous estimons le produit scalaire (P1,backw,P2,backw)L2(ΩT ). On obtient

2(P1,backw,P2,backw)L2(ΩT ) = sλ2
T∫

0

∫
Ω

w2ϕ(∂tψ − A · ∇ψ)2dx dt

+sλ
T∫

0

∫
Ω

w2ϕ
(
∂2
t ψ − 2A · ∇ψ + |A|2∆ψ −∇ · A(∂tψ − A · ∇ψ)

)
dx dt

+sλ
T∫

0

∫
Γ+

w2A · ν(∂tψ − A · ∇ψ)ϕdσdt.
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Dans ce cas, nous ne connaissons pas le signe de ∂tψ−A · ∇ψ, nous pouvons uniquement
dire que, ∂tψ − A · ∇ψ 6= 0. On a donc l’estimation suivante :

sλ2
T∫

0

∫
Ω

w2ϕdx dt ≤
T∫

0

∫
Ω

|Pbackw|2dxdt+ Csλ

T∫
0

∫
Γ+

w2A · νϕdσdt.

En remplaçant v par son expression, on trouve (3.8).

Nous présentons maintenant l’estimation de Carleman que l’on utilisera dans le résultat
de stabilité. Pour ce faire, prolongeons d’abord le champ de vecteurs A de la manière
suivante :

Â(x, t) =
{

A(x) si t ∈ (0, T ),
−A(x) si t ∈ (−T, 0). (3.9)

Alors, en combinant les deux inégalités de Carleman (3.4) et (3.8), nous obtenons la
proposition suivante :

Proposition 3.2.3. Soient p ∈ Λ(M), Â défini par (3.9) et ψ la fonction poids définie par
(??), qui vérifie (??). Alors, il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ)
telle que pour tout s > s0, λ > λ0

‖P1(esϕv)‖L2(Ω×(−T,T )) + sλ2
T∫
−T

∫
Ω

ϕ|v|2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
−T

∫
Ω

|Lv|2e2sϕdx dt

+Csλ
T∫
−T

∫
Γ+

ϕ|v|2Â · νe2sϕdσdt,

(3.10)

pour tout v tel que v ∈ L2(Ω× (−T, T )) vérifiant Lv := ∂tv + Â · ∇v ∈ L2(Ω× (−T, T )),
v|Γ− = 0 et v(·,−T ) = v(·, T ) = 0.

3.3 Résultat de stabilité
Dans cette section, nous donnons un résultat de stabilité pour le coefficient d’absorption
p(x). De tels problèmes sont généralement mal posés et c’est la raison pour laquelle les
résultats de stabilité sont importants en vue d’implémentations de méthodes de recon-
tructions numériques.
Afin de prouver notre résultat principal, nous utilisons des inégalités de Carleman locales
et globales ainsi que des estimations d’énergie. De telles estimations d’énergie ont été
démontré dans [10] pour l’équation des ondes dans un domaine borné.

Théorème 3.3.1. Soit u (resp. ũ) une solution de (3.1) associée à (p, h, u0) (resp. (p̃, h,
u0)). Alors, il existe une constante positive C > 0 telle que

∫
Ω

|(p− p̃)(x)|2dx ≤ C

T∫
0

∫
Γ+

|(∂tu− ∂tũ)(x, t)|2dσdt.
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Preuve du Théorème 3.3.1 :
Nous démontrons ce théorème en plusieurs étapes.
Étape 1. Nous commençons par linéariser le problème en posant U = u− ũ. Nous prolon-
geons ensuite ∂tU comme suit :

Y (x, t) =
{
∂tU(x, t) t > 0,
∂tU(x,−t) t < 0.

Alors Y est solution de
∂tY + Â(x, t) · ∇Y + p(x)Y = (p̃− p)(x)∂tũ dans Ω× (−T, T ),
Y (x, t) = 0 sur Γ− × (−T, T ),
Y (x, 0) = (p̃− p)(x)u0(x) dans Ω,

(3.11)

où Â est défini par (3.9).

Étape 2. La fonction Y ne satisfait pas les hypothèses Y (·,−T ) = Y (·, T ) = 0. Afin
de pouvoir appliquer la Proposition 3.2.3, nous introduisons une fonction de troncature
χ ∈ C∞c (R) telle que 0 ≤ χ ≤ 1. On choisit η ∈ (0, T ) tel que ψ(x, t) ≤ C ≤ ψ(x, 0),
∀t ∈ (−T,−T + η) ∪ (T − η, T ) et on définit

χ(t) =
{

1, si −T + η ≤ t ≤ T − η,
0, si t ≤ −T ou t ≥ T.

Posons Ỹ = χY , nous pouvons appliquer l’inégalité de Carleman (3.10) à Ỹ qui est
solution de

∂tỸ + Â(x, t) · ∇Ỹ + p(x)Ỹ = χLY + Y ∂tχ dans Ω× (−T, T ),
Ỹ (x, t) = 0 sur Γ− × (−T, T ),
Ỹ (x,−T ) = Ỹ (x, T ) = 0 dans Ω.

(3.12)

Nous obtenons donc l’inégalité suivante :

‖P1(esϕỸ )‖L2(Ω×(−T,T )) + sλ2
T∫
−T

∫
Ω

ϕ|Ỹ |2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
−T

∫
Ω

|χLY + Y ∂tχ|2e2sϕdx dt

+Csλ
T∫
−T

∫
Γ+

ϕ|Ỹ |2Â · νe2sϕdσdt.

Notons que supp ∂tχ ⊂ (−T,−T +η)∪ (T −η, T ), ce qui donne l’estimation suivante pour
Y :

‖P1(esϕY )‖L2(Ω×(−T+η,T−η)) + sλ2
T−η∫
η

∫
Ω

ϕ|Y |2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
0

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt

+Csλ
T∫
−T

∫
Γ+

ϕ|Ỹ |2Â · νe2sϕdσdt+ C

−T+η∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt.

(3.13)
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Étape 3. Dans cette étape, nous donnons une estimation des deux dernières intégrales du
membre de droite de l’inégalité (3.13) en fonction de l’intégrale du membre de gauche en
sλ2 de cette même inégalité. L’objectif est d’absorber les deux derniers termes du membre
de droite de (3.13) par le terme du membre de gauche, pour s assez grand. Pour ce faire,
nous allons établir des estimations d’énergie. Tout d’abord, nous fixons λ = λ0 et nous
utilisons le fait que ϕ est minorée par 1 et majorée par une constante qui depend de λ
(fixé). On définit alors l’énergie à poids suivante :

E(t) = 1
2

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx.

• Estimation de
T∫

T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt

Nous calculons
dE

dt
= s

∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+
∫
Ω

|Y |∂tY e2sϕdx

= s
∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+
∫
Ω

(LY − Â · ∇Y )Y e2sϕdx.

Alors, on a
dE

dt
− s

∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+ 1
2

∫
Ω

e2sϕÂ · ∇(|Y |2)dx =
∫
Ω

Y LY e2sϕdx.

Une intégration par parties donne
dE

dt
− s

∫
Ω

(∂tϕ+∇ϕ · Â)|Y |2e2sϕdx+ 1
2

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσ

=
∫
Ω

Y LY e2sϕdx+ 1
2

∫
Ω

∇ · Â|Y |2e2sϕdx.

(3.14)

De plus, pour tout s > 0 grand, comme −(∂tϕ+∇ϕ · Â) ≥ c > 0, on obtient
dE

dt
+ sc

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx ≤
∫
Ω

Y LY e2sϕdx. (3.15)

En utilisant la formule 2ab ≤ εa2 + b2

ε
avec ε = sc, nous estimons le membre de droite

comme suit : ∣∣∣∣ ∫
Ω

Y LY e2sϕdx
∣∣∣∣ ≤ 1

2sc
∫
Ω

|Y |2e2sϕdx+ 1
2sc

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx.

En substituant cette estimation dans (3.15), on trouve
dE

dt
+ scE(t) ≤ 1

2sc

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx.
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Par ailleurs, pour t ∈ (T − η, T ), en utilisant le lemme de Gronwall, il vient

E(t) ≤ e

t∫
T−η

−csdτ(
E(T − η) +

t∫
T−η

1
2sc

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ
)

≤ e−sc(t−(T−η))E(T − η) + esc(T−t−η)

2sc

t∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ

≤ e−sc(t−(T−η))E(T − η) + 1
2sc

T∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ.

En intégrant cette relation pour t entre T − η et T , on obtient :

T∫
T−η

E(t)dt ≤ E(T − η)
T−η∫
T

e−sc(t−(T−η))dt+
T∫

T−η

1
2sc

T∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτdt

≤ E(T − η)
T−η∫
T

e−sc(t−(T−η))dt+ η

2sc

T∫
−T

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt,

et donc
T∫

T−η

E(t)dt ≤ C

s
E(T − η) + C

s

T∫
−T

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (3.16)

Maintenant, nous estimons E(T − η) par E(τ) pour τ ∈ (η, T − η). Nous utilisons (3.14)
et intégrons par parties entre τ et T − η, ce qui donne

T−η∫
τ

dE

dt
dt+ 1

2

T−η∫
τ

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσdt =
T−η∫
τ

s
∫
Ω

(∂tϕ+ Â · ∇ϕ)|Y |2e2sϕdxdt

+1
2

T−η∫
τ

∫
Ω

∇ · Â|Y |2e2sϕdxdt+
T−η∫
τ

∫
Ω

Y LY e2sϕdx dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

T−η∫
τ

dE

dt
dt+ 1

2

T−η∫
τ

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσdt

≤ Cs

T−η∫
τ

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ 1
2sc

T−η∫
τ

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ 1
2sc

T−η∫
τ

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt.
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Il vient alors, l’estimation suivante

E(T − η)− E(τ) ≤ Cs

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ C

s

T∫
−T

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt.

En intégrant la dernière inégalité entre η et T − η, on obtient, pour s > 0 assez grand,

E(T − η) ≤ Cs

T−η∫
η

E(t)dt+ C

s

T∫
−T

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt. (3.17)

Finalement, grâce à (3.16) et (3.17), on obtient

T∫
T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ C

s

T∫
−T

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (3.18)

• Estimation de
−T+η∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt

Soit t ∈ (−T,−T +η), nous effectuons le changement de variables t→ −t, en introduisant
Yback(x, t) = Y (x,−t), et nous appliquons les estimations ci-dessus à Yback. Par conséquent,
(3.16) et (3.17) coincident avec les estimations suivantes :

−T+η∫
−T

E(t)dt ≤ C

s
E(−T + η) + C

s

T∫
−T

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (3.19)

E(−T + η) ≤ Cs

T−η∫
−T+η

E(t)dt+ C

s

T∫
−T

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt. (3.20)

Finalement, grâce à (3.19) et (3.20), on obtient

−T+η∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt ≤ C

T−η∫
−T+η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ C

s

T∫
−T

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (3.21)

En reportant (3.18) et (3.21) dans (3.13), on trouve :

s

T−η∫
−T+η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
−T

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt+ Cs

T∫
−T

∫
Γ+

|Y |2Â · νe2sϕdσdt. (3.22)
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Nous concluons de (3.17), (3.18), (3.22), l’estimation de Carleman suivante pour Y

‖P1(esϕY )‖L2(Ω×(−T+η,T−η)) + s

T∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt (3.23)

≤ C

T∫
−T

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt+ Cs

T∫
−T

∫
Γ+

|Y |2Â · νe2sϕdσdt.

Remarque 3.3.1. Dans (3.23), on obtient une borne inférieure de ||esϕP1Y ||L2(Ω×(−T+η,T−η))

mais celle ci peut être obtenue dans (Ω×(−T, T )). Comme P1Y = ∂tY+Â·∇Y = −pY−(p−p̃)∂tũ,
on a

−T+η∫
−T

∫
Ω

|P1Y |2e2sϕdx dt ≤ C

−T+η∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

−T+η∫
−T

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt,

et aussi

T∫
T−η

∫
Ω

|P1Y |2e2sϕdx dt ≤ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt.

Finalement, (3.23) mène à l’estimation suivante

‖P1(esϕY )‖L2(Ω×(−T,T )) + s

T∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+
T∫
−T

∫
Ω

|P1Y |2e2sϕdx dt

≤ C

T∫
−T

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs

T∫
−T

∫
Γ+

|Y |2Â · νe2sϕdσdt.

(3.24)

Étape 4. Résultat de stabilité

Soit W = esϕỸ . Rappelons que P1W = ∂tW + Â · ∇W et considérons l’intégrale suivante

I =
0∫

−T

∫
Ω

P1W.W dx dt.

Suivant la méthode introduite dans [11], nous donnons une majoration de I en utilisant
l’inégalité de Carleman.

|I| =

∣∣∣∣∣∣∣
0∫

−T

∫
Ω

P1W.Wdx dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ s−
1
2

 0∫
−T

∫
Ω

|P1W |2dx dt


1
2
s 0∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt


1
2

.
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En utilisant l’inégalité de Young, on trouve

|I| ≤ s−
1
2

 T∫
−T

∫
Ω

|P1W |2dx dt+ s

T∫
−T

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt

 .
En utilisant (3.24), on obtient

|I| ≤ Cs−
1
2

 T∫
−T

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2dx dt+ s
∫

Γ+

T∫
−T

|Y |2Â · νe2sϕdσdt

 . (3.25)

Maintenant, calculons I. Une intégration par parties nous permet d’obtenir l’égalité suiv-
ante

1
2

∫
Ω

|Y (x, 0)|2e2sϕ(x,0)dx = I + 1
2

0∫
−T

∫
Ω

(∇ · Â)|Ỹ |2e2sϕdx dt−
0∫

−T

∫
Γ+

Â · ν|Ỹ |2e2sϕdσdt.

De (3.25) et (3.24), on obtient

1
2

∫
Ω

|Y (x, 0)|2e2sϕ(x,0)dx ≤ C(s− 1
2 + s−1)


T∫
−T

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2e2sϕdxdt


+ C(s 1

2 + 1)
T∫
−T

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσdt.

D’autre part, on a
Y (x, 0) = ∂tU(x, 0) = −(p− p̃)(x)ũ(x, 0).

En substituant Y dans la dernière inégalité, on trouve

1
2

∫
Ω

|(p− p̃)(x)ũ(x, 0)|2e2sϕ(x,0)dx ≤ C(s− 1
2 + s−1)

T∫
−T

∫
Ω

|p− p̃|2|∂tũ|2e2sϕdxdt

+ C(s 1
2 + 1)

T∫
−T

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσdt.

(3.26)

Remarque 3.3.2. Rappelons que x0 /∈ Ω, donc par construction ϕ est strictement minorée.
De plus, e2sϕ(x,t) ≤ e2sϕ(x,0) pour tout x ∈ Ω et t ∈ (−T, T ). Comme ũ ∈ W 1,2(−T, T ;L∞(Ω)),
alors

∃k0 ∈ L2(−T, T ), |∂tũ(x, t)| ≤ k0(t)|ũ(x, 0)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (−T, T ).
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En utilisant la remarque précédente, il vient de l’estimation (3.26)

(1
2−C(s− 1

2 +s−1)
) ∫

Ω

|(p− p̃)(x)|2|ũ(x, 0)|2e2sϕ(x,0)dx ≤ C(s 1
2 +1)

T∫
−T

∫
Γ+

Â ·ν|Y |2e2sϕdσdt.

Par conséquent, pour s assez grand, nous concluons qu’il existe une constante
C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ) > 0 telle que

∫
Ω

|(p− p̃)(x)|2|ũ(x, 0)|2e2sϕ(x,0)dx ≤ C

T∫
−T

∫
Γ+

Â · ν|Y |2e2sϕdσdt.

Sous les hypothèses satisfaites par ψ, Â, notons que Â·ν et e2sϕ sont bornés sur (−T, T )×Γ+.
En effet, posons

a = min
Ω

[exp(sϕ(x, 0))],

b = max
Ω×[0,T ]

[exp(sϕ(x, t))].

Alors, comme |ũ(x, 0)| ≥ r0 > 0 dans Ω, nous obtenons l’inégalité de stabilité suivante

∫
Ω

|(p− p̃)(x)|2dx ≤ C

T∫
−T

∫
Γ+

|Y |2e2sϕdσdt.

où C = C( b
a
, s0, λ0,Ω, T,Γ).

Comme Y est un prolongement de ∂tU := ∂tu− ∂tũ pour t < 0, on a

∫
Ω

|p− p̃|2dx ≤ C

T∫
0

∫
Γ+

|∂tu− ∂tũ|2dσdt

et la preuve du Théorème 3.3.1 est achevée.
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Chapitre 4

Problème inverse pour un système
hyperbolique-parabolique

Nous présentons dans ce chapitre l’article soumis pour publication dans Inverse Prob-
lems. Il s’agit du résultat principal de cette partie : l’étude d’un problème inverse de
détermination de deux coefficients dépendant de la variable spatiale uniquement pour le
système (1.2) en utilisant les observations suivantes : une mesure intérieure d’une seule
composante et la donnée des deux composantes à un instant fixé sur tout le domaine
spatial. Un résultat de stabilité est démontré en utilisant des inégalités de Carleman.

4.1 Introduction
Rappelons le système que l’on considère :

∂tu+ A(x) · ∇u = F (u, v) dans ΩT = Ω× (0, T ),
∂tv −∆v = G(u, v) dans ΩT = Ω× (0, T ),
u(x, t) = h(x, t) sur Σ−T = Γ− × (0, T ),
v(x, t) = g(x, t) sur ΣT = Γ× (0, T ),
u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) dans Ω.

(4.1)

L’objectif de ce chapitre est de reconstruire les deux coefficients µ et δ du système (4.1)
à partir d’une mesure intérieure d’une composante et la donnée des deux composantes à
un instant fixé θ ∈ (0, T ), à savoir

v|ω×(0,T ) et (u, v)|Ω×{θ},
où ω est un sous domaine de Ω telle que ∂ω ⊃ Γ+.

Plus précisément, cf. Théorème 4.4.1, Section 4.4.

Dans ce travail, nous allons tout d’abord établir des inégalités de Carleman associées au
système (4.1) avec des fonctions poids appropriées. Le choix de telles fonctions est imposé
par l’équation de transport. Nous démontrons ensuite le résultat de stabilité en établissant
des estimations d’énergie. Ces estimations nécessiteront la mise en oeuvre d’inégalités de
Carleman pour le système rétrograde associé au système (4.1).
On supposera tout le long de ce chapitre que les coefficients µ et δ sont dans Λ(M).
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4.2 Inégalités de Carleman
Dans cette section, nons donnons les inégalités de Carleman associées au système (4.1).
Pour ce faire, nous introduisons tout d’abord les fonctions poids appropriées.

On suppose qu’il existe une fonction ψ dans C2(ΩT ) qui vérifie les propriétés suivantes :
Hypothèses 4.2.1.
(i) ψ(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ),
(ii) |∇ψ| ≥ c > 0 ∀x ∈ Ω,
(iii) ∂νψ < 0 sur Γ−,
(iv) ∂tψ + A(x) · ∇ψ < 0 ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ),
(v) ψ(x, t) = ψ(x, T − t) ∀(x, t) ∈ Ω× (0, T ).
Soit λ > 0 un paramètre, nous définissons la fonction poids ϕ(x, t) par

ϕ(x, t) = eλψ(x,t). (4.2)

Nous signalons que le choix de telles fonctions poids conduit à une observation agissant
sur une partie Γ+ de la frontière Γ dans le membre de droite de l’inégalité.

Nous utiliserons tout au long de ce chapitre les notations suivantes :

I1(q,ΩT ) =
∫

ΩT

sλ2ϕ|q|2e2sϕdx dt,

I2(q,ΩT ) =
∫

ΩT

(sϕ)−1(|∂tq|2 + |∆q|2)e2sϕdx dt+
∫

ΩT

sλ2ϕ|∇q|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

s3λ4ϕ3|q|2e2sϕdx dt.

À présent, nous établissons deux inégalités de Carleman : une associée au système (4.1)
(cf. Théorème 4.2.1) et l’autre associée au système rétrograde correspondant à (4.1) (cf.
Théorème 4.2.2).

Théorème 4.2.1. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive
C = C(s0, λ0,Ω, T, ω) tels que

I1(q1,ΩT ) + I2(q2,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Lq1|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|Pq2|2e2sϕdx dt

+Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt,

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q1, q2 vérifiant
Lq1 := ∂tq1 + A(x) · ∇q1 ∈ L2(Ω× (0, T )), q1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
q1|Γ− = 0, q1(., 0) = q1(., T ) = 0,
P q2 := ∂tq2 −∆q2 ∈ L2(Ω× (0, T )), q2 ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),
q2(., 0) = q2(., T ) = 0.
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Théorème 4.2.2. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une positive constante C = C(s0, λ0,Ω, T, ω)
tels que

I1(q1,ΩT ) + I2(q2,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Lback q1|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|Pback q2|2e2sϕdx dt

+Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt

+Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|q1|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

ϕ|A(x) · ∇q1|2e2sϕdx dt,

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q1, q2 vérifiant
Lbackq1 := −∂tq1 + A(x) · ∇q1 ∈ L2(Ω× (0, T )), q1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
q1|Γ− = 0, q1(., 0) = q1(., T ) = 0,
Pbackq2 := −∂tq2 −∆q2 ∈ L2(Ω× (0, T )), q2 ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),
q2(., 0) = q2(., T ) = 0.

4.3 Preuve des Théorème 4.2.1 et Théorème 4.2.2
Afin de démontrer le Théorème 4.2.1, nous établissons tout d’abord deux inégalités de Car-
leman, une associée à l’opérateur de transport et l’autre, associée à l’opérateur parabolique
et ce, en utilisant la même fonction poids. Nous obtenons alors des inégalités de Carleman
avec des observations agissant sur Γ+.
Ensuite, nous déduisons à partir des inégalités précédentes des estimations de Carleman
avec des observations localisées sur un sous domaine ω. Ces deux estimations vont nous
permettre d’obtenir une inégalité de Carleman pour le système avec l’observation d’une
seule des deux composantes.
La preuve du Théorème 4.2.2 est similaire à celle du Thèorème 4.2.1.

4.3.1 Inégalités de Carleman associées à l’opérateur de transport
Ici, nous énonçons les inégalités de Carleman pour les deux opérateurs de transport direct
et rétrograde, dans les lemmes suivants :

Lemme 4.3.1. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ)
tels que

I1(q1,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Lq1|2e2sϕdx dt, (4.3)

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q1 vérifiant{
Lq1 := ∂tq1 + A(x) · ∇q1 ∈ L2(Ω× (0, T )), q1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
q1|Γ− = 0, q1(., 0) = q1(., T ) = 0.
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Lemme 4.3.2. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ)
tels que

I1(q1,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Lback q1|2e2sϕdx dt

+ Csλ

T∫
0

∫
Γ+

ϕ|q1|2A(x) · νe2sϕdσdt,

(4.4)

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q1 vérifiant{
Lback q1 := −∂tq1 + A(x) · ∇q1 ∈ L2(Ω× (0, T )), q1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
q1|Γ− = 0, q1(., 0) = q1(., T ) = 0.

Pour la preuve du Lemme 4.3.1 (resp. Lemme 4.3.2), nous suivons pas à pas la preuve de
la Proposition 3.2.1 (resp. Proposition 3.2.2) en remplaçant dans ce cas l’hypothèse (??)
par l’item (iv) des Hypothèses 4.2.1.

Nous allons démontrer dans la suite, en utilisant le Lemme 4.3.2, une inégalité de Carleman
avec une seule observation agissant sur un sous domaine ω de Ω, tel que ∂ω ⊃ Γ+.

Lemme 4.3.3. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T, ω)
tels que

I1(q1,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Lback q1|2e2sϕdx dt+ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|q1|2e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

ϕ|A(x) · ∇q1|2e2sϕdx dt,

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q1 vérifiant{
Lback q1 := −∂tq1 + A(x) · ∇q1 ∈ L2(Ω× (0, T )), q1 ∈ L2(Ω× (0, T )),
q1|Γ− = 0, q1(., 0) = q1(., T ) = 0.

Preuve du Lemme 4.3.3 :
On choisit une fonction ρ ∈ C2(Ω; [0, 1]) vérifiant{

ρ(x) = 1 x ∈ ω′,
ρ(x) = 0 x ∈ Ω \ ω, (4.5)

où ω′ ⊂ ω et ∂ω′ ⊃ Γ+. Une intégration par parties donne

sλ

T∫
0

∫
Γ+

ρϕ|q1|2A(x) · νe2sϕdσdt ≤ sλ
∫
ωT

ρϕA(x) · ∇(|q1|2)e2sϕdx dt

+sλ
∫
ωT

∇ · (A(x)ρϕe2sϕ)|q1|2dxdt := Q1 +Q2.
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En utilisant (4.5), une intégration par parties et l’inégalité de Carleman, nous obtenons
les estimations suivantes

Q2 ≤ Cs2λ2
∫
ωT

ϕρ|q1|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

ϕρ|A(x) · ∇q1|2e2sϕdx dt, (4.6)

et

Q1 = sλ
∫
ωT

(λρϕ∇ψ · A(x) + ϕ∇ρ · A(x) + ρϕ∇ · A(x))|q1|2e2sϕdx dt

+ 2s2λ2
∫
ωT

ϕ2A(x) · ∇ψ|q1|2e2sϕdx dt

≤ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|q1|2e2sϕdx dt.

(4.7)

Par conséquent, en utilisant les inégalités (4.6) et (4.7), il vient

sλ

T∫
0

∫
Γ+

ϕ|q1|2A(x) · νe2sϕdσdt ≤ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|q1|2e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

ϕ|A(x) · ∇q1|2e2sϕdx dt.

Ceci conclut la preuve du Lemme 4.3.3 en utilisant la dernière inégalité dans (4.4).

4.3.2 Inégalités de Carleman associées à l’opérateur parabolique
Ici, nous rappelons la forme générale des inégalités de Carleman pour des opérateurs
paraboliques, plus particulièrement Pq = ±∂tq −∆q, cf. [74, 75].

Lemme 4.3.4. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T,Γ)
tels que

I2(q2,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|Pq2|2e2sϕdx dt+ C

T∫
0

∫
Γ+

sλϕ|∂νq2|2e2sϕdσdt, (4.8)

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q2 vérifiant{
Pq2 = ±∂tq2 −∆q2 ∈ L2(Ω× (0, T )), q2 ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),
q2(., 0) = q2(., T ) = 0.

En utilisant les lemmes précédents, nous démontrons maintenant une inégalité de Carle-
man avec une seule observation agissant sur un sous domaine ω de Ω, tel que ∂ω ⊃ Γ+.
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Lemme 4.3.5. Soit ϕ définie par (4.2). Il existe s0, λ0 et une constante positive C = C(s0, λ0,Ω, T, ω)
tels que

I2(q2,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|P q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt

+ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt,

pour tout s > s0, λ > λ0 et tout q2 vérifiant{
P q2 = ±∂tq2 −∆q2 ∈ L2(Ω× (0, T )), q2 ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)),
q2(., 0) = q2(., T ) = 0.

L’idée de la preuve est inspirée de [73].
Preuve du Lemme 4.3.5 :
Soit ρ définie par (4.5). Considérons la fonction suivante :

g0 ∈ C1(Ω;Rn) tel que g0(x) = ν(x) sur Γ+, (4.9)

sλ

T∫
0

∫
Γ+

ϕρ|∂νq2|2e2sϕdσdt ≤ sλ
∫
ωT

ϕρ(∇q2 · g0)e2sϕ∆q2 dx dt

+sλ
∫
ωT

∇
(
ϕρ(∇q2 · g0)e2sϕ

)
· ∇q2 dx dt := Q1 +Q2.

En utilisant la définition des fonctions ρ et g0, avec l’inégalité de Young, nous estimons
Q1 et Q2.
D’une part, notons que

|sλρϕ(∇q2 · g0)esϕ||esϕ∆q2| ≤ Cs2λ2ϕ2|∇q2|2e2sϕ + C|∆q2|2e2sϕ.

Alors
Q1 ≤ Cs2λ2

∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt. (4.10)

D’autre part, on a

Q2 = sλ
∫
ωT

(∇q2 · g0)
(
ρλϕ∇ψ + ϕ∇ρ+ 2sλρϕ2∇ψ

)
· ∇q2e

2sϕdx dt

+ sλ
∫
ωT

ϕρ∇(∇q2 · g0) · ∇q2e
2sϕdx dt

≤ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt.

(4.11)

Par conséquent, des inégalités (4.10) et (4.11), nous obtenons l’estimation suivante

sλ

T∫
0

∫
Γ+

ϕ|∂νq2|2e2sϕdσdt ≤ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇q2|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆q2|2e2sϕdx dt.

En utilisant la dernière inégalité dans (4.8), on conlut la preuve.
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Finalement, pour démontrer le Théorème 4.2.1 (resp. Théorème 4.2.2), il suffit d’addition-
ner les estimations du Lemme 4.3.1 et du Lemme 4.3.5 (resp. les estimations du Lemme
4.3.3 et 4.3.5).

4.4 Résultat de stabilité
Dans cette section, nous appliquons l’inégalité de Carleman du Théorème 4.2.1 afin de
démontrer le résultat de stabilité suivant :

Théorème 4.4.1. Soit ω une partie de Ω telle que ∂ω ⊃ Γ+. Nous supposons que les
hypothèses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothèses
4.2.1 et les Hypothèses 2.2.1 sont vérifées. Soit (u, v) (resp. (ũ, ṽ)) une solution du système
(4.1) associée à (µ, γ, δ, k, u0, v0, h, g) (resp. (µ̃, γ, δ̃, k, u0, v0, h, g)). Alors, il existe une
constante C = C(s0, λ0,Ω, T, ω) telle que

||µ− µ̃||2L2(Ω) + ||δ − δ̃||2L2(Ω) ≤ C
(
||∂2

t (v − ṽ)||2L2((0,T );H2(ω))

+||∂t(v − ṽ)||2L2((0,T );H2(ω)) + ||∂t(v − ṽ)||2L2(ωT ) + ||∂3
t (v − ṽ)||2L2(ωT )

)

+C
(
||∆(v − ṽ)(x, θ)||2L2(Ω) + ||(v − ṽ)(x, θ)||2L2(Ω) + ||(u− ũ)(x, θ)||2L2(Ω)

+||A(x) · ∇(u− ũ)(x, θ)||2L2(Ω) + ||∂t(u− ũ)(x, θ)||2L2(ω)

)
.

Preuve du Théorème 4.4.1 :
La preuve se fera en plusieurs étapes.
Étape 1.
Posons U = u− ũ, V = v − ṽ, Y = ∂tU et Z = ∂tV , alors Y et Z sont solutions de

∂tY + A(x) · ∇Y = (µ− µ̃)∂tṽ + µZ − γY dans ΩT ,

∂tZ −∆Z = (δ − δ̃)∂tũ+ δY − kZ dans ΩT ,
Y (x, t) = 0 sur Σ−T ,
Z(x, t) = 0 sur ΣT ,

Y (x, 0) = (µ− µ̃)v0(x), Z(x, 0) = (δ − δ̃)u0(x) dans Ω.

(4.12)

Étape 2. Application de l’estimation de Carleman du Théorème 4.2.1.
Nous introduisons une fonction de troncature χ ∈ C∞c (R), 0 ≤ χ ≤ 1, telle que

χ(t) =
{

1, si η ≤ t ≤ T − η,
0, si t ≤ 0 ou t ≥ T.

(4.13)

On pose Ỹ = χY , Z̃ = χZ, dans Ω× (0, T ).
Donc, Ỹ et Z̃ satisfont les hypothèses Ỹ (·, 0) = Ỹ (·, T ) = Z̃(·, 0) = Z̃(·, T ) = 0 dans Ω.
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Par conséquent, nous pouvons appliquer l’inégalité de Carleman du Théorème 4.2.1 à Ỹ
et Z̃, il vient :

I1(Ỹ ,ΩT ) + I2(Z̃,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|LỸ |2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PZ̃|2e2sϕdx dt

+ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇Z̃|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z̃|2e2sϕdx dt,

(4.14)

où LỸ = χLY + Y ∂tχ et PZ̃ = χPZ + Z∂tχ, dans Ω× (0, T ).

Posons Ωη = Ω× (η, T − η). Comme ∂tχ a un support compact dans (0, η) ∪ (T − η, T ),
d’après (4.14), nous déduisons l’inégalité suivante :

I1(Y,Ωη) + I2(Z,Ωη) ≤ C
∫

ΩT

|LY |2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt

+ C

η∫
0

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

η∫
0

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt

+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt+ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt.

(4.15)

Dans la suite, nous allons fixer λ = λ0 et utiliser le fait que ϕ est minorée par 1 et majorée
par une constante qui dépend de λ (fixé). Nous utiliserons les notations suivantes :

J1(q,ΩT ) =
∫

ΩT

s|q|2e2sϕdx dt,

J2(q,ΩT ) =
∫

ΩT

(s)−1(|∂tq|2 + |∆q|2)e2sϕdx dt+
∫

ΩT

s|∇q|2e2sϕdx dt
∫

ΩT

s3|q|2e2sϕdx dt.

En utilisant (4.15), on obtient l’estimation suivante :

J1(Y,Ωη) + J2(Z,Ωη) ≤ C
∫

ΩT

|LY |2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt+ C

η∫
0

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt

+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

η∫
0

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt.

(4.16)
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Étape 3. Estimations d’énergie.
Ici, nous donnons une estimation des quatre dernières intégrales du membre de droite de
l’inégalité (4.16) notées :

M1 :=
η∫

0

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt, M2 :=
T∫

T−η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt,

M3 :=
η∫

0

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt, M4 :=
T∫

T−η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt.

(4.17)

L’objectif est d’absorberM1,M2,M3 etM4 par les termes du membre de gauche dans
l’inégalité (4.16). Pour ce faire, nous introduisons les énergies à poids suivantes :

E1(t) = 1
2

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx, E2(t) = 1
2

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx.

Le lemme suivant donne une estimation deM2 etM4 :
Lemme 4.4.1. SoientM2 etM4 définis par (4.17), nous avons les estimations suivantes :

M2 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2dxdt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (4.18)

M4 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdxdt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

|PZ|2e2sϕdx dt. (4.19)

Preuve du Lemme 4.4.1 :
La preuve est basée sur des estimations d’énergie, elle est donnée en Annexe. Les outils
essentiels sont des intégrations par parties, le lemme de Gronwall et l’inégalité de Young.

Soit t ∈ (0, η), nous effectuons le changement de variable t→ T − t et nous introduisons
les fonctions Yback(x, t) = Y (x, T − t) et Zback(x, t) = Z(x, T − t).
Yback et Zback satisfont le système rétrograde associé à (4.12) tel que

Lback Yback := −∂tYback + A(x) · ∇Yback,

Pback Zback := −∂tZback −∆Zback.
Le lemme suivant donne une estimation deM1 etM3 :
Lemme 4.4.2. SoientM1 etM3 définis par (4.17), nous avons les estimations suivantes :

M1 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|Lback Yback|2e2sϕdx dt.

M3 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|PbackZback|2e2sϕdx dt.
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Preuve du Lemme 4.4.2 :
Posons Ỹback = χYback et Z̃back = χZback dans Ω × (0, T ) et appliquons l’inégalité de
Carleman du Théorème 4.2.2 à Ỹback et Z̃back. Tout comme pour Y et Z, nous obtenons
l’estimation suivante

J1(Yback,Ωη) + J2(Zback,Ωη) ≤ C
∫

ΩT

|Lback Yback|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PbackZback|2e2sϕdx dt

+ C

η∫
0

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt+ C

η∫
0

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt

+ C

T∫
T−η

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇Zback|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Zback|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Yback|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Yback|2e2sϕdx dt.

(4.20)
Nous définissons maintenantM1,back,M2,back,M3,back, etM4,back comme suit :

M1,back =
η∫

0

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt, M2,back =
T∫

T−η

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt,

M3,back =
η∫

0

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt, M4,back =
T∫

T−η

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt.

Si on pose E1,back(t) = 1
2

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx alors comme pour E1, on trouve

dE1,back

dt
− s

∫
Ω

(∂tϕ+∇ϕ · A(x))|Yback|2e2sϕdx+ 1
2

∫
Γ+

A(x) · ν|Yback|2e2sϕdσ

=
∫
Ω

YbackLback Ybacke
2sϕdx+ 1

2

∫
Ω

∇ · A(x)|Yback|2e2sϕdx.

(4.21)

De l’item (iv) des Hypothèses 4.2.1, pour tout s > 0 assez grand, nous obtenons

dE1,back

dt
+ sc

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx ≤
∫
Ω

YbackLbackYbacke
2sϕdx.

Remarque 4.4.1. Notons que, le changement de variables t→ T−t exige la mise en oeuvre
de toutes les estimations avec ϕ(·, T − t). Par conséquent, l’item (v) des Hypothèses 4.2.1
est nécessaire pour avoir l’item (iv) dans (4.21).

44



Par ailleurs, nous estimons M2,back (resp. M4,back) de la même manière que M2 (resp.
M4), il vient

M2,back ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|Lback Yback|2e2sϕdx dt,

et

M4,back ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|Pback Zback|2e2sϕdx dt.

D’autre part, notons queM1 =M2,back,M2 =M1,back,M3 =M4,back etM4 =M3,back.
Alors, on déduit les estimations suivantes :

M1 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Yback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|Lback Yback|2e2sϕdx dt,

M3 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Zback|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|PbackZback|2e2sϕdx dt,

M1,back ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|LY |2e2sϕdx dt,

M3,back ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt+ C

s

∫
ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt.

Ceci conclut la preuve du Lemme 4.4.2.

Étape 4. Inégalité de Carleman avec deux observations.
Dans cette étape, nous démontrons l’inégalité de Carleman suivante en utilisant le Lemme
4.4.1 et le Lemme 4.4.2.
Proposition 4.4.1. Soit ω une partie de Ω telle que ∂ω ⊃ Γ+. Nous supposons que les
hypothèses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothèses
4.2.1 sont vérifées. Il existe deux réels s0, λ0 et C = C(s0, λ0,Ω, T, ω) tels que ∀s > s0,
∀λ > λ0

s
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt+ s
∫

ΩT

|Z|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|δ − δ̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt,

(4.22)
pour tout Y , Z solutions de (4.12).
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Preuve de la Proposition 4.4.1 :
Utilisant (4.16) et (4.20), pour tout s > 0 assez grand, nous obtenons

J1(Y,Ωη) + J1(Yback,Ωη) + J2(Z,Ωη) + J2(Zback,Ωη) ≤ C
∫

ΩT

|LY |2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|LbackYback|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|Pback Zback|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇Zback|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Zback|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Yback|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Yback|2e2sϕdx dt.

Comme Yback(x, t) = Y (x, T − t) et ϕ(x, t) = ϕ(x, T − t), ∀t ∈ (0, T ), on déduit l’inégalité
suivante

J1(Y,Ωη) + J2(Z,Ωη) ≤ C
∫

ΩT

|LY |2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt.

En utilisant les estimations de Mi et Mi,back pour i = 1, ..., 4, nous trouvons l’inégalité
suivante

s
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt+ s
∫

ΩT

|Z|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|LY |2e2sϕdx dt

+C
∫

ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt

+Cs2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt.

(4.23)

Notons que l’on a
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∫
ΩT

|LY |2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|Z|2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt,
(4.24)

et

∫
ΩT

|PZ|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|δ − δ̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|Z|2e2sϕdx dt.
(4.25)

En substituant les inégalités (4.24) et (4.25) dans (4.23), on conclut la preuve de la Propo-
sition 4.4.1 pour tout s > 0 assez grand.

Remarque 4.4.2. Dans (4.22), nous obtenons une borne inférieure de ||esϕL1Y ||2L2(Ω×(η,T−η))
mais nous pouvons l’obtenir dans (Ω× (0, T )). En effet, on a

s
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|L1Y |2e2sϕdx dt+ s
∫

ΩT

|Z|2e2sϕdx dt

≤ C
∫

ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|δ − δ̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆Z|2e2sϕdx dt

+ Cs2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt.

(4.26)

Étape 5. Inégalité de Carleman avec une seule observation
Dans cette étape, nous démontrons une inégalité de Carleman avec une seule observation
de Z agissant sur ω ainsi que la donnée de Y à un instant fixé θ. Nous aurons besoin du
lemme suivant :

Lemme 4.4.3.
∫

ΩT

|
t∫
θ

q(x, τ)dτ |2e2sϕdx dt ≤ C

s2

∫
ΩT

|q(x, t)|2e2sϕdx dt, ∀s > 0.

La démonstration de ce résultat est donnée dans [25, 57].
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Proposition 4.4.2. Soit ω une partie de Ω telle que ∂ω ⊃ Γ+. Nous supposons que les
hypothèses et les relations de compatibilité de la Proposition 2.1.5 ainsi que les Hypothèses
4.2.1 sont vérifées. Il existe deux réels s0, λ0 et C = C(s0, λ0,Ω, T, ω) tels que ∀s > s0,
∀λ > λ0

s
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|L1Y |2e2sϕdx dt+ s
∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt

≤ C
∫

ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2 + |∂2
t ũ|2)e2sϕdx dt

+C
∫
ωT

(|Z|2 + s2|∇Z|2 + |∆Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2
tZ|2 + |∂tZ|2)e2sϕdx dt

+Cs2
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt,

(4.27)

pour tout Y , Z solutions de (4.12).

Preuve de la Proposition 4.4.2 :
On pose K = s2

∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt et K′ =
∫
ωT

|A(x) · ∇Y |2e2sϕdx dt.

L’objectif est d’estimer K et K′ en terme d’observations distribuées de Z sur ω × (0, T ).
D’une part, en appliquant le Lemme 4.4.3 à ∂tY dans ω × (0, T ), nous trouvons

∫
ωT

|
t∫
θ

∂tY (x, τ)dτ |2e2sϕdx dt ≤ C

s2

∫
ωT

|∂tY (x, t)|2e2sϕdx dt.

Ce qui donne∫
ωT

|Y (x, t)|2e2sϕdx dt ≤ C

s2

∫
ωT

|∂tY (x, t)|2e2sϕdx dt+
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

Donc, il vient

s2
∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt ≤ C
∫
ωT

|∂tY |2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

D’autre part, nous avons

δ∂tY = ∂2
tZ −∆(∂tZ)− (δ − δ̃)∂2

t ũ+ k∂tZ.

Par conséquent∫
ωT

|∂tY |2e2sϕdx dt ≤ C
∫
ωT

|∂2
tZ|2e2sϕdx dt+ C

∫
ωT

|∆(∂tZ)|2e2sϕdx dt

+C
∫
ωT

|δ − δ̃|2|∂2
t ũ|2e2sϕdx dt+ C

∫
ωT

|∂tZ|2e2sϕdx dt.
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Finalement

K ≤ C
∫
ωT

|∂2
tZ|2e2sϕdx dt+ C

∫
ωT

|∆(∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∂tZ|2e2sϕdx dt

+C
∫
ωT

|δ − δ̃|2|∂2
t ũ|2e2sϕdx dt+ Cs2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

(4.28)

De plus, nous avons

A(x) · ∇Y = (µ− µ̃)∂tṽ + µZ − γY − ∂tY.

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient

K′ =
∫
ωT

|(µ− µ̃)∂tṽ + µZ − γY − ∂tY |2e2sϕdx dt

≤ C

∫
ωT

|∂tY |2e2sϕdx dt+ C

∫
ωT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt

+ C

∫
ωT

|Z|2e2sϕdx dt+ C

∫
ωT

|Y |2e2sϕdx dt.

(4.29)

Finalement, les inégalités (4.28) et (4.29) conduisent à l’estimation suivante :

K +K′ ≤ Cs2
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∂2
tZ|2e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

|∆(∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∂tZ|2e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

|Z|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|δ − δ̃|2|∂2
t ũ|2e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt.

En substituant ceci dans l’inégalité (4.26), nous concluons la preuve de la Proposition
4.4.2.

Étape 6. Résultat de stabilité.
Ce résultat est obtenu en deux parties. Dans la première partie, nous démontrons une
inégalité de stabilité pour µ en utilisant la méthode introduite dans [11]. Dans la seconde
partie, nous établirons une inégalité de stabilité pour δ en utilisant la méthode introduite
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dans [75]. Finalement, nous combinerons les deux inégalités pour obtenir notre résultat
de stabilité.

Partie 1 : Soit θ dans (η, T−η) etW = esϕỸ . On définit L1 comme suit L1W = ∂tW+A(x)·∇W

et on considère l’intégrale suivante I =
θ∫

0

∫
Ω

L1W.W dx dt.

Nous donnons une majoration de I en utilisant l’inégalité de Carleman (4.27).

|I| =

∣∣∣∣∣∣
θ∫

0

∫
Ω

L1W.Wdx dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ s−
1
2

 θ∫
0

∫
Ω

|L1W |2dx dt


1
2
s θ∫

0

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt


1
2

.

Appliquons l’inégalité de Young, il vient

|I| ≤ s−
1
2

∫
ΩT

|L1W |2dx dt+ s
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdxdt

 .
En utilisant (4.27), on obtient

|I| ≤ Cs−
1
2

{ ∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2 + |∂2
t ũ|2)e2sϕdx dt

+
∫
ωT

(|Z|2 + s2|∇Z|2 + |∆Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2
tZ|2 + |∂tZ|2)e2sϕdx dt

+ s2
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt
}
.

(4.30)

Maintenant, calculons I. Après une intégration par parties, on trouve

θ∫
0

∫
Γ+

A(x) · ν|Ỹ |2e2sϕdσdt+ 1
2

∫
Ω

|Y (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

= I + 1
2

θ∫
0

∫
Ω

∇ · A(x)|Ỹ |2e2sϕdx dt.

Comme A(x) · ν > 0 sur Γ+, il vient∫
Ω

|Y (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx ≤ I + C
∫

ΩT

|Y |2e2sϕdx dt.

En utilisant de nouveau (4.27) et l’estimation de I, nous obtenons
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∫
Ω

|Y (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx ≤ s2
∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt

+C(s− 1
2 + s−1)

( ∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2 + |∂2
t ũ|2)e2sϕdx dt

+
∫
ωT

(|Z|2 + s2|∇Z|2 + |∆Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2
tZ|2 + |∂tZ|2)e2sϕdx dt

)
.

De plus, l’équation en Y nous permet d’écrire l’égalité suivante :

Y (x, θ) = ∂tU(x, θ) = −A(x) · ∇U(x, θ) + (µ− µ̃)(x)ṽ(x, θ) + µ(x)V (x, θ)− γ(x)U(x, θ).

En reportant ceci dans la dernière inégalité, nous obtenons l’estimation suivante

∫
Ω

|(µ− µ̃)ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx ≤ C(s− 1
2 + s−1)

{ ∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt

+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2 + |∂2
t ũ|2)e2sϕdx dt+

∫
ωT

(
|Z|2 + s2|∇Z|2 + |∆Z|2

+|∆(∂tZ)|2 + |∂2
tZ|2 + |∂tZ|2

)
e2sϕdx dt+ s2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt
}

+C
∫
Ω

|A(x) · ∇U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx.

(4.31)

Partie 2 : Soit θ dans (η, T − η) et J =
∫
Ω

|Z(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx. On a

∫
Ω

|Z(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx =
∫
Ω

|χ(θ)Z(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

=
θ∫

0

∂t

( ∫
Ω

|χ(t)Z(x, t)|2e2sϕ(x,t)dx
)
dt

≤
∫

ΩT

2χ∂tχ|Z|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

2|χ|2Z∂tZe2sϕdx dt+
∫

ΩT

2s∂tϕ|χZ|2e2sϕdx dt

≤ C
∫

ΩT

|χ∂tZ|2e2sϕdx dt+ C(1 + s)
∫

ΩT

|χZ|2e2sϕdx dt

(4.32)

51



Le lemme suivant donne des inégalités de Carleman pour χZ et χ∂tZ.

Lemme 4.4.4. Soit Z une des solutions du système (4.12). Nous avons les inégalités de
Carleman :

∫
ΩT

|χ∂tZ|2e2sϕdx dt

≤ Cs−3
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−3

∫
ΩT

|(δ − δ̃)∂2
t ũ|2e2sϕdx dt

+Cs−1
∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−3
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt,

(4.33)

et

s
∫

ΩT

|χZ|2e2sϕdx dt

≤ Cs−2
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂tṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂tũ|2e2sϕdx dt

+C
∫
ωT

|∇(χZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫
ωT

|∆(χZ)|2e2sϕdx dt.

(4.34)

Preuve du Lemme 4.4.4 :
Tout d’abord, nous avons

L(χ∂tY ) = χ(µ− µ̃)∂2
t ṽ + µχ∂tZ − γχ∂tY + ∂tχ∂tY,

et
P (χ∂tZ) = χP (∂tZ) + ∂tχ∂tZ = χ(δ − δ̃)∂2

t ũ+ χδ∂tY − χk∂tZ + ∂tχ∂tZ.

De plus, χ∂tY (x, 0) = χ∂tY (x, T ) = χ∂tZ(x, 0) = χ∂tZ(x, T ) = 0 dans Ω. Nous pou-
vons donc appliquer le Théorème 4.2.1 à χ∂tY et χ∂tZ, il vient

I1(χ∂tY,ΩT ) + I2(χ∂tZ,ΩT ) ≤ C
∫

ΩT

|L(χ∂tY )|2e2sϕdx dt+ C
∫

ΩT

|P (χ∂tZ)|2e2sϕdx dt

+ Cs2λ2
∫
ωT

ϕ2|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt.

Fixons λ = λ0, nous majorons et minorons ϕ comme précédement, il vient alors

∫
ΩT

s|χ∂tY |2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

s3|(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|L(χ∂tY )|2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|P (χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt.

52



Alors, pour tout s assez grand, on obtient

s
∫

ΩT

|χ∂tY |2e2sϕdx dt+ s3
∫

ΩT

|χ∂tZ|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂2
t ũ|2e2sϕdx dt+ Cs2

∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt.

(4.35)
De la même façon que pour χ∂tZ, démontrons une inégalité de Carleman pour χZ

s
∫

ΩT

|χY |2e2sϕdx dt+ s3
∫

ΩT

|χZ|2e2sϕdx dt ≤ C
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂tṽ|2e2sϕdx dt

+ C
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs2
∫
ωT

|∇(χZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∆(χZ)|2e2sϕdx dt.

(4.36)
D’après (4.35) et (4.36), nous concluons la preuve du Lemme 4.4.4.

En utilisant le Lemme 4.4.4, l’inégalité (4.32) devient

∫
Ω

|Z(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx ≤ Cs−3
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−3

∫
ΩT

|(δ − δ̃)∂2
t ũ|2e2sϕdx dt

+Cs−2
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂tṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs−1
∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt

+Cs−3
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∇(χZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫
ωT

|∆(χZ)|2e2sϕdx dt.

(4.37)
De plus, on a

Z(x, θ) = ∂tV (x, θ) = ∆V (x, θ) + (δ − δ̃)ũ(x, θ) + δ(x)U(x, θ)− k(x)V (x, θ).

Si on reporte Z dans la dernière inégalité, on trouve
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∫
Ω

|(δ − δ̃)ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx ≤ Cs−3
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−3

∫
ΩT

|(δ − δ̃)∂2
t ũ|2e2sϕdx dt

+Cs−2
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂tṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs−1
∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt

+Cs−3
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
ωT

|∇(χZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫
ωT

|∆(χZ)|2e2sϕdx dt

+C
∫
Ω

|∆V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx.

(4.38)
En rassemblant (4.31) et (4.38), il vient :

∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+
∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

≤ C(s− 1
2 + s−1)

{ ∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2 + |∂2
t ũ|2)e2sϕdx dt

+
∫
ωT

(
|Z|2 + s2|∇Z|2 + |∆Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2

tZ|2 + |∂tZ|2
)
e2sϕdx dt+ s2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt
}

+Cs−3
∫

ΩT

|(µ− µ̃)∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt+ Cs−3

∫
ΩT

|(δ − δ̃)∂2
t ũ|2e2sϕdx dt+ Cs−2

∫
ΩT

|(µ− µ̃)∂tṽ|2e2sϕdx dt

+Cs−2
∫

ΩT

|(δ − δ̃)∂tũ|2e2sϕdx dt+ Cs−1
∫
ωT

|∇(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−3
∫
ωT

|∆(χ∂tZ)|2e2sϕdx dt

+C
∫
ωT

|∇(χZ)|2e2sϕdx dt+ Cs−2
∫
ωT

|∆(χZ)|2e2sϕdx dt+ C
∫
Ω

|∆V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+C
∫
Ω

|A(x) · ∇U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx.

(4.39)
Comme ∇(χZ) = χ∇Z et ∆(χ∂tZ) = χ∆∂tZ, alors pour tout s assez grand, on obtient
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∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+
∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

≤ C(s− 1
2 + s−1 + s−2)

{ ∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2(|∂tũ|2e2sϕdx dt
}

+C(s− 1
2 + s−1 + s−3)

∫
ΩT

|δ − δ̃|2|∂2
t ũ|2e2sϕdx dt+ Cs−3

∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt

+Cs− 1
2

{ ∫
ωT

(
|Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2

tZ|2 + |∂tZ|2
)
e2sϕdx dt

}
+ C

∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt

+Cs−1
{ ∫
ωT

(
|∆Z|2 + |∇(∂tZ)|2

)
e2sϕdx dt

}
+ C

∫
Ω

|∆V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+C
∫
Ω

|A(x) · ∇U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ Cs
3
2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

(4.40)

Remarque 4.4.3. Nous avons les estimations suivantes :

∃k1 ∈ L2(0, T ), |∂tũ(x, t)| ≤ k1(t)|ũ(x, θ)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

∃k2 ∈ L2(0, T ), |∂tṽ(x, t)| ≤ k2(t)|ṽ(x, θ)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),
∃k3 ∈ L2(0, T ), |∂2

t ũ(x, t)| ≤ k3(t)|ũ(x, θ)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),
∃k4 ∈ L2(0, T ), |∂2

t ṽ(x, t)| ≤ k4(t)|ṽ(x, θ)|, ∀x ∈ Ω, t ∈ (0, T ).
(Pour la preuve, nous renvoyons à [74]).

Dans la suite, on pose θ = T

2 , alors e2sϕ(x,t) ≤ e2sϕ(x,θ) pour tout x ∈ Ω, t ∈ (0, T ). En
utilisant la remarque précédente, on obtient∫

ΩT

|µ− µ̃|2|∂tṽ|2e2sϕdx dt+
∫

ΩT

|δ − δ̃|2|∂tũ|2e2sϕdx dt

≤ C
∫

ΩT

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)|k2|2dx dt+ C
∫

ΩT

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)|k1|2dx dt,

∫
ΩT

|µ− µ̃|2|∂2
t ṽ|2e2sϕdx dt ≤ C

∫
ΩT

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)|k4|2dx dt,

et ∫
ΩT

|δ − δ̃|2|∂2
t ũ|2e2sϕdx dt ≤ C

∫
ΩT

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)|k3|2dx dt.
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Comme k1, k2, k3, k4 sont dans L2(0, T ), alors de l’inégalité (4.40), il vient

∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+
∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

≤ C(s− 1
2 + s−1 + s−2)

{ ∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+
∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx
}

+C(s− 1
2 + s−1 + s−3)

∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ Cs−3
∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+Cs− 1
2

{ ∫
ωT

(
|Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2

tZ|2 + |∂tZ|2
)
e2sϕdx dt

}
+ C

∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt

+Cs−1
{ ∫
ωT

(
|∆Z|2 + |∇(∂tZ)|2

)
e2sϕdx dt

}
+
∫
Ω

|∆V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+
∫
Ω

|A(x) · ∇U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ Cs
3
2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

Finalement, pour tout s assez grand, nous déduisons le résultat suivant

∫
Ω

|µ− µ̃|2|ṽ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+
∫
Ω

|δ − δ̃|2|ũ(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

≤ +Cs− 1
2

∫
ωT

(
|Z|2 + |∆(∂tZ)|2 + |∂2

tZ|2 + |∂tZ|2
)
e2sϕdx dt

+ C
∫
ωT

|∇Z|2e2sϕdx dt

+Cs−1

∫
ωT

(
|∆Z|2 + |∇(∂tZ)|2

)
e2sϕdx dt

+
∫
Ω

|∆V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|V (x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx

+
∫
Ω

|A(x) · ∇U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ C
∫
Ω

|U(x, θ)|2e2sϕ(x,θ)dx+ Cs
3
2

∫
ωT

|Y (x, θ)|2e2sϕdx dt.

D’après la section 2.2, il existe θ, tel que |ũ(x, θ)| ≥ r1 > 0 et |ṽ(x, θ)| ≥ r2 > 0. Comme
e2sϕ(x,θ) est borné dans Ω× (0, T ) et e2sϕ(x,θ) ≥ c > 0 , ∀x ∈ Ω, nous concluons la preuve.

Remarque 4.4.4. Notons qu’il reste à s’assurer de l’existence d’une fonction ψ qui vérifie
les hypothèses 4.2.1.
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4.5 Annexe
Preuve du Lemme 4.4.1 :
Commençons parM2. Nous avons

dE1

dt
= s

∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+
∫
Ω

|Y |∂tY e2sϕdx

= s
∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+
∫
Ω

(LY − A(x) · ∇Y )Y e2sϕdx.

Alors, on obtient

dE1

dt
− s

∫
Ω

∂tϕ|Y |2e2sϕdx+ 1
2

∫
Ω

e2sϕA(x) · ∇(|Y |2)dx =
∫
Ω

Y LY e2sϕdx.

Après une intégration par parties, on trouve

dE1

dt
− s

∫
Ω

(∂tϕ+∇ϕ · A(x))|Y |2e2sϕdx+ 1
2

∫
Γ+

A(x) · ν|Y |2e2sϕdσ

=
∫
Ω

Y LY e2sϕdx+ 1
2

∫
Ω

∇ · A(x)|Y |2e2sϕdx.

(4.41)

De plus, pour tout s > 0 grand, en utilisant l’hypothèse (iv), on obtient

dE1

dt
+ sc

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx ≤
∫
Ω

Y LY e2sϕdx. (4.42)

En utilisant la formule 2ab ≤ εa2 + b2

ε
avec ε = sc, nous estimons le membre de droite

comme suit : ∣∣∣∣ ∫
Ω

Y LY e2sϕdx

∣∣∣∣ ≤ 1
2sc

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx+ 1
2sc

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx.

En subsituant cette estimation dans (4.42), nous trouvons

dE1

dt
+ scE1(t) ≤ 1

2sc

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx.

D’autre part, pour t ∈ (T − η, T ), en utilisant le lemme Gronwall, on obtient
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E1(t) ≤ e

t∫
T−η

−csdτ(
E1(T − η) +

t∫
T−η

1
2sc

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ
)

≤ e−sc(t−(T−η))E1(T − η) + esc(T−t−η)

2sc

t∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ

≤ e−sc(t−(T−η))E1(T − η) + 1
2sc

T∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτ.

En intégrant cette inégalité pour t entre T − η et T , on aura

T∫
T−η

E1(t)dt ≤ E1(T − η)
T−η∫
T

e−sc(t−(T−η))dt+
T∫

T−η

1
2sc

T∫
T−η

∫
Ω

e2sϕ(τ)|LY (τ)|2dxdτdt

≤ E1(T − η)
T−η∫
T

e−sc(t−(T−η))dt+ η

2sc

T∫
0

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt

≤ C

s
E1(T − η) + C

s

T∫
0

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt.

(4.43)
Maintenant, nous estimons E1(T −η) par E1(τ) pour τ ∈ (η, T −η). Nous utilisons (4.41)
et intégrons entre τ et T − η

T−η∫
τ

dE1

dt
dt+ 1

2

T−η∫
τ

∫
Γ+

A(x) · ν|Y |2e2sϕdσdt

=
T−η∫
τ

s
∫
Ω

(∂tϕ+∇ϕ · A(x))|Y |2e2sϕdxdt+ 1
2

∫
Ω

∇ · A(x)|Y |2e2sϕdxdt

+
T−η∫
τ

∫
Ω

Y LY e2sϕdx dt

≤ Cs

T−η∫
τ

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ 1
2sc

T−η∫
τ

∫
Ω

|Y |2e2sϕdx dt

+ 1
2sc

T−η∫
τ

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt.
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Ce qui donne

E1(T − η)− E1(τ) ≤ Cs

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2e2sϕdxdt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt.

En intégrant entre η et T − η, nous obtenons, pour s > 0 suffisament grand,

E1(T − η) ≤ Cs

T−η∫
η

E1(t)dt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

|LY |2e2sϕdx dt. (4.44)

Finalement, grâce aux inégalités (4.44) et (4.43), nous obtenons

T∫
T−η

E1(t)dt ≤ C

T−η∫
η

E1(t)dt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt.

Ce qui donne

M2 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Y |2dxdt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

e2sϕ|LY |2dx dt. (4.45)

Ensuite, nous estimonsM4. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.5.1. Il existe deux réels s0 > 0 et C > 0 tels que, ∀s ≥ s0 et ∀Z ∈ H1
0 (Ω),

s2
∫
Ω

e2sϕ|Z|2dx ≤ C
∫
Ω

e2sϕ|∇Z|2dx.

Pour la preuve, nous renvoyons à [48].
On a

dE2

dt
= s

∫
Ω

∂tϕ|Z|2e2sϕdx+
∫
Ω

|Z|∂tZe2sϕdx

= s
∫
Ω

∂tϕ|Z|2e2sϕdx+
∫
Ω

(PZ + ∆Z)Ze2sϕdx.

Alors
dE2

dt
− s

∫
Ω

∂tϕ|Z|2e2sϕdx−
∫
Ω

Z∆Ze2sϕdx =
∫
Ω

ZPZe2sϕdx.

Une intégration par parties donne

dE2

dt
− s

∫
Ω

∂tϕ|Z|2e2sϕdx+
∫
Ω

|∇Z|2e2sϕdx

+ 2s
∫
Ω

e2sϕZ∇Z · ∇ϕdx =
∫
Ω

ZPZe2sϕdx.

(4.46)
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D’autre part, nous avons∣∣∣∣2s ∫
Ω

e2sϕZ∇Z · ∇ϕdx
∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

s|∇ϕ|e2sϕ|Z|2dx+ Cs
∫
Ω

|∇ϕ|e2sϕ|∇Z|2dx.

Donc
dE2

dt
− Cs

∫
Ω

(∂tϕ+ |∇ϕ|)|Z|2e2sϕdx+
∫
Ω

|∇Z|2e2sϕdx

≤ Cs
∫
Ω

|∇ϕ||∇Z|2e2sϕdx+
∫
Ω

ZPZe2sϕdx.

Appliquons le Lemme 4.5.1 à la dernière inégalité, nous obtenons

dE2

dt
− Cs

∫
Ω

(∂tϕ+ |∇ϕ|)e2sϕ|Z|2dx

+Cs2
∫
Ω

|Z|2e2sϕdx+ Cs3
∫
Ω

e2sϕ|Z|2dx ≤
∫
Ω

ZPZe2sϕdx.

Par conséquent, on a

dE2

dt
+ cs3

∫
Ω

e2sϕ|Z|2dx ≤
∫
Ω

ZPZe2sϕdx. (4.47)

De la même façon que E1, on obtient

M4 ≤ C

T−η∫
η

∫
Ω

|Z|2e2sϕdx dt+ C

s

T∫
0

∫
Ω

|PZ|2e2sϕdx dt. (4.48)
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Deuxième partie

Contrôlabilité de l’équation de la chaleur
avec des conditions au bord mixtes
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Chapitre 5

Introduction

Nous commençons par donner quelques éléments sur les notions introduites dans le cadre
de cette partie, à savoir, le contrôle et les singularités des équations aux dérivées partielles.

L’objet de la théorie du contrôle est de chercher à étudier la possibilité d’agir sur un
système afin de l’amener à un état donné. En effet, les problèmes dit de contrôlabilité
ont pour objectif d’atteindre sur un temps T donné, une cible (notion de contrôlabilité
exacte) ou de s’en approcher autant qu’on le désire (notion de contrôlabilité approchée),
à l’aide d’un contrôle.
Nous décrivons tout d’abord ces différentes notions classiques de contrôlabilité dans le
cadre suivant : Soient T un temps positif fixé et X et Y deux espaces de Hilbert séparables
munis des produits scalaires et des normes respectivement notés par < ., . >X , < ., . >Y ,
||.||X et ||.||Y .
Considérons le problème de contrôle suivant :{

u′ = Au+Bv dans (T0, T ),
u(T0) = u0 ∈ X,

(5.1)

où T0 ∈ (0, T ), A et B sont des opérateurs non bornés et v ∈ L2(0, T ;Y ) est le contrôle.
Notons par u(t;T0, u0, v) ∈ X la solution du système (5.1) et par u(t;u0, v) = u(t; 0, u0, v).
On dit que le système (5.1) est :

1. Exactement contrôlable au temps T si pour tout (u0, u1) ∈ X × X, il existe un
contrôle v ∈ L2(0, T ;Y ) tel que la solution de (5.1) satisfasse

u(T ;u0, v) = u1.

2. Contrôlable aux trajectoires au temps T si pour tout (u0, û0) ∈ X×X et v̂ ∈ L2(0, T ;Y ),
il existe un contrôle v ∈ L2(0, T ;Y ) tel que la solution de (5.1) satisfasse

u(T ;u0, v) = u(T ; û0, v̂).

3. Contrôlable à zéro au temps T si pour tout u0 ∈ X, il existe un contrôle v ∈ L2(0, T ;Y )
tel que la solution de (5.1) satisfasse

u(T ;u0, v) = 0.
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4. Approximativement contrôlable au temps T si pour tout (u0, u1) ∈ X ×X et tout
ε > 0, il existe un contrôle v ∈ L2(0, T ;Y ) tel que la solution de (5.1) satisfasse

||u(T ;u0, v)− u1||X ≤ ε.

Le premier résultat dans les problèmes de contrôle concerne la notion de contrôlabilité ap-
prochée, en particulier dans le cas parabolique, qui revient essentiellement à démontrer des
résultats d’unicité. Les notions de contrôlabilité exacte et de contrôlabilité aux trajectoires
se sont ensuite développées dans les années 70’, en particulier autour des systèmes hy-
perboliques conservatifs, pour la première et des problèmes paraboliques, pour la seconde.

Dans ce travail, nous nous intéresserons à l’étude de la contrôlabilité à zéro pour l’équation
de la chaleur, avec des conditions au bord mixtes. Les premiers résultats de la contrôla-
bilité pour l’équation de la chaleur en une dimension d’espace sont essentiellement dûs
à Fattorini et Russel dans [36, 37] (ou en dimension quelconque mais avec un contrôle
sur tout le bord dans [70]). Par la suite, Lebeau et Robbiano ont démontré dans [61] la
contrôlabilité à zéro pour l’équation de la chaleur à travers une inégalité spectrale obtenue
grâce à des inégalités de Carleman locales, moyennant un contrôle agissant sur un sous
domaine. Fursikov et Imanuvilov dans [41] démontrent le même résultat pour une équa-
tion parabolique générale en utilisant des inégalités de Carleman globales qui impliquent
en particulier l’observabilité du problème adjoint associé. Nous préciserons ce résultat un
peu plus loin. Nous citons aussi les travaux de [41] pour des conditions aux limites de
type Neumann et ceux de [38] pour des conditions aux limites de type Fourier.

Les conditions au bord mixtes font apparaître des comportements singuliers de la solu-
tion. En effet, l’étude des singularités de solutions d’équations aux dérivées partielles est
un sujet largement étudié, nous nous référons par exemple à [30, 44, 45]. Ces singularités
peuvent être dues au fait que les équations sont posées dans des domaines à frontière non
régulière (frontières présentant des coins, polygones, polyedres), ou bien au fait que les
données sont singulières (masses concentrées en des points), ou encore à des changements
brusques de conditions aux limites (problèmes mixtes) ou de coefficients (problèmes de
transmission). Concernant les domaines non réguliers, certains résultats de contrôlabilité
ont été établis pour l’équation des ondes par la méthode des multiplicateurs ([44, 46]).
Nous citons aussi [66] où l’auteur étudie le contrôle pour l’équation des ondes dans le cas
d’une structure de dimension N et [16] où la stabilisation en présence de singularités est
étudiée. Par ailleurs, la contrôlabilité exacte pour l’équation des ondes dans des ouverts
contenant des coins a été démontré à travers des techniques microlocales dans [22]. Dans
le cas d’un domaine avec un coin dont l’angle intérieur est plus petit que π, Bourgeois
démontre une inégalité de Carleman dans [17] pour des équations elliptiques d’ordre deux.
Pour l’équation de la chaleur, une inégalité de Carleman et un résultat de contrôlabilité à
zéro dans un domaine plan avec un coin rentrant ainsi que dans un domaine fissuré sont
démontrés dans [12].

Dans ce travail, nous nous intéresserons uniquement aux singularités liées aux conditions
mixtes. De façon plus précise, la difficulté essentielle dans ce type de problèmes vient du
fait que la dérivée normale de la solution n’est pas de carré intégrable, même pour des
données très régulières.
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Afin de saisir cette difficulté, présentons le problème suivant qui fut introduit par Shamir
[71] : Soit Ω le demi-disque unité décrit en coordonnées polaires par

Ω = {(r, θ), 0 < r < 1, 0 < θ < π},

et Γ sa frontière. Soit Γ0 = {(r, π), 0 < r < 1} et Γ1 = Γ \ Γ0.
On considère dans Ω le problème aux limites suivant :

−∆u = f dans Ω,
u = 0 sur Γ1,
∂νu = 0 sur Γ0,

(5.2)

où f ∈ L2(Ω).
Il est bien connu, que la solution de (5.2) n’est pas dans H2(Ω). En effet, la fonction u
est donnée en coordonnées polaires par :

u(r, θ) = r
1
2 sin(θ2)χ(r),

avec χ ∈ D([0, 1]) valant 1 près de 0 et 0 près de 1.
On peut montrer que u ∈ Hs(Ω) tel que s < 3

2 , que −∆u ∈ L2(Ω) et que u satisfait les

conditions aux limites du problème (5.2). Mais que ∂u
∂ν

n’est pas dans L2(Γ1).
Dans Grisvard [44], nous avons une formule plus précise de la solution de (5.2). On in-
troduit pour cela la fonction S∗(r, θ) = 1

π
(r− 1

2 − r
1
2 )sin( θ2) qui est dans L2(Ω). Pour

f ∈ L2(Ω), la solution u du problème (5.2) s’écrit de la manière suivante :

u = uR + cuS, (5.3)

avec uR ∈ H2(Ω) et c =
∫
Ω

fS∗.

Cette deuxième partie de la thèse concerne l’étude de la contrôlabilité à zéro pour l’équa-
tion de la chaleur avec des conditions mixtes dans un cas linéaire. Pour cela, considérons
le problème suivant :

∂tu(x, t)−∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) = v(x, t)1ω dans QT = Ω× (0, T ),
u = 0 sur ΣD

T = ΓD × (0, T ),
∂u

∂ν
= 0 sur ΣN

T = ΓN × (0, T ),
u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(5.4)

où Ω est un ouvert borné connexe de R2, à frontière Γ = ∂Ω de classe C2. ΓD et ΓN sont
deux sous ensembles de Γ tels que : Γ = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅, ΓD ∩ ΓN = {S1, S2}.

Ici, u(x, t) représente l’état et v = v(x, t) est le contrôle. La fonction caractéristique de
ω est 1ω, où ω est un sous domaine de Ω. On suppose que l’on peut agir sur le système
uniquement à travers ω × (0, T ). On suppose aussi que a est dans L∞(QT ).
Le problème de contrôle que l’on se pose peut être formulé de la manière suivante : Existe-
t-il un contrôle v ∈ L2(ω × (0, T )) qui amène la solution u au repos au temps T , c’est à
dire

u(T ) = 0, dans Ω ?
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Ce résultat de contrôlabilité à zéro est équivalent à l’observabilité de l’état adjoint asso-
cié (cf. [39]). En effet, dans le cas d’un contrôle, une inégalité d’observabilité mesure la
proportion d’énergie de la solution qui va passer par la zone ω. Plus précisément, pour
tout ϕ0 ∈ L2(Ω), considérons le problème adjoint associé à (5.4) :

−∂tϕ(x, t)−∆ϕ(x, t) + a(x, t)ϕ(x, t) = 0 dans QT ,
ϕ = 0 sur ΣD

T ,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

ϕ(x, T ) = ϕ0(x) dans Ω.

(5.5)

Dans ce cas, (5.4) est contrôlable à zéro si et seulement si, il existe une constante C > 0
telle que

||ϕ(., 0)||2L2(Ω) ≤ C||ϕ||2L2(ω×(0,T )), ∀ϕ0 ∈ L2(Ω), (5.6)

où ϕ est solution de (5.5).

Dans le premier chapitre de cette partie, nous présentons quelques résultats d’existence
et de régularité pour le problème mixte pour l’équation de la chaleur.
Le second chapitre consiste à établir une inégalité de Carleman pour l’équation de la
chaleur rétrograde suivante :

∂tϕ(x, t) + ∆ϕ(x, t) = f(x, t) dans QT ,
ϕ = 0 sur ΣD

T ,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

ϕ(x, T ) = ϕ0(x) dans Ω,

(5.7)

où T est un temps positif fixé, f ∈ L2(QT ), ϕ0 ∈ L2(Ω).
Cette estimation de Carleman est le principal outil qui nous permet d’obtenir l’inégalité
d’observabilité (5.6).
À notre connaissance, très peu de résultats sur les inégalités de Carleman en présence de
singularités ont été établis. On peut citer [17] pour l’équation de Laplace dans un domaine
avec un coin, [12] pour l’équation de la chaleur dans un domaine singulier et [27] pour
l’équation des ondes avec des conditions mixtes en utilisant une approche microlocale. La
méthode utilisée ici est dans le même esprit que [12, 38, 41].
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Chapitre 6

Résultats préliminaires

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions du problème
suivant : 

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) dans QT ,
u = 0 sur ΣD

T ,
∂u

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(6.1)

où la donnée initiale u0 et le second membre f sont supposés être respectivement dans les
espaces L2(Ω) et L2(QT ). Nous donnerons aussi quelques résultats de régularité.

6.1 Existence et unicité
On souhaite appliquer la théorie de Hille-Yoshida dans l’espace H = L2(Ω). Pour cela,
on introduit l’espace V = {u ∈ H1(Ω); u = 0 sur ΓD} et on définit l’opérateur linéaire
non-borné A : D(A) ⊂ H → H par D(A) = {u ∈ V ; ∆u ∈ L2(Ω); ∂u

∂ν
= 0 sur ΓN}

Au = −∆u

On peut maintenant établir la proposition suivante :

Proposition 6.1.1. Pour u0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2((0, T );L2(Ω)), le système (6.1) admet une
unique solution u dans l’espace C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C((0, T );D(A)) ∩ C1((0, T );L2(Ω)).

Preuve de la Proposition 6.1.1 :
Suivant la définition de l’opérateur A, nous pouvons interpréter (6.1) sous la forme ab-
straite du problème de Cauchy non homogène suivant :

du

dt
(t) + Au(t) = f(t) sur [0, T ],

u(0) = u0.
(6.2)

Montrons d’abord ce résultat pour f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) et u0 ∈ D(A).
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Vérifions que l’opérateur A est maximal monotone et auto-adjoint dans l’espace de Hilbert
L2(Ω) :

(i) A est monotone. En effet, si u ∈ D(A) on a

(Au, u)L2 =
∫

Ω
(−∆u)udx =

∫
Ω
|∇u|2dx ≥ 0.

(ii) A est maximal montone. Il suffit de démontrer que Im(I + A) = L2(Ω) : Soit
f ∈ L2(Ω), on cherche u ∈ D(A) solution de l’équation u−∆u = f .
Ce problème relève du théorème de Lax-Milgram dans l’espace V avec la forme
bilinéaire continue et coercive

B(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇vdx+

∫
Ω
uvdx

et la forme linéaire continue
L(v) =

∫
Ω
fvdx.

Par conséquent, on a bien dans ce contexte, existence et unicité de u ∈ V tel
que B(u, v) = L(v), ∀v ∈ V . En utilisant des fonctions tests v ∈ D(Ω) ensuite
v ∈ D(Ω) ∩ V , on obtient u ∈ D(A).

(iii) A est auto-adjoint. Il suffit de montrer qu’il est symétrique car on vient de voir
qu’il est maximal monotone. Soient u, v ∈ D(A), on a

< Au, v >=
∫

Ω
(−∆u)vdx =

∫
Ω
∇u · ∇vdx,

< u,Av >=
∫

Ω
u(−∆v)dx =

∫
Ω
∇u · ∇vdx.

Le théorème de Hille-Yoshida nous fournit l’existence et l’unicité d’une solution
u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) au problème de Cauchy (6.2).

En particulier, pour toute donnée initale u0 ∈ L2(Ω) et pour tout f ∈ L2((0, T );L2(Ω)) on
a existence et unicité d’une solution u ∈ C([0, T ];L2(Ω))∩C((0, T );D(A))∩C1((0, T );L2(Ω))
car l’opérateur A est auto-adjoint. On appellera ces solutions « des solutions faibles »par
opposition à des solutions fortes i.e. telles que u0 ∈ D(A), f ∈ C([0, T ];L2(Ω)) et qui
vérifient u ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)). Notons que, en utilisant la densité de
D(A) dans L2(Ω) et la densité de C([0, T ];L2(Ω)) dans L2((0, T );L2(Ω)), une solution
faible peut toujours être approchée par une solution forte.

Remarque 6.1.1.
1. Le domaine D(A) n’est pas contenu dans H2(Ω) (La régularité de ∆u n’assure pas

la régularité de u).
2. Le résultat de singularité est complètement indépendant de la régularité des don-

nées f et u0. Même pour des données très régulières, la solution de (6.1) n’est pas
régulière au voisinage de S1 et S2. Par ailleurs, plus de régularité des données ini-
tiales implique plus de régularité en temps pour la solution mais pas en espace.
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Remarque 6.1.2. Notons que toute solution u ∈ D(A) du système (6.1) peut s’écrire sous
la forme, cf. [65],

u(x, t) = uR(x, t) + C(t)uS(x),
où C(t) ∈ Cσ([0, T ]) pour tout σ < 1

2 et uR ∈ C0([0, T );H2(Ω)).

On énonce maintenant le résultat de régularité suivant :

Théorème 6.1.1. (cf.[19]) Si u0 ∈ D(Ak) pour k ≥ 1 alors la solution u de (6.2) vérifie
u ∈ Ck−j([0,+∞), D(Aj)) pour tout j = 0, 1, ..., k.

Rappelons que les puissances entières d’un opérateur A : D(A) ⊂ H → H sont définies
de la façon suivante :

Définition 6.1.1. Pour tout k ∈ N∗, l’opérateur Ak : D(Ak) ⊂ H → H est défini par
1. D(Ak) = {x ∈ D(Ak−1); Ax ∈ D(Ak−1)},
2. ∀x ∈ D(Ak), Akx = Ak−1(Ax).

Introduisons maintenant le problème adjoint suivant :

∂tϕ(x, t) + ∆ϕ(x, t) = 0 dans QT ,
ϕ = 0 sur ΣD

T ,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

ϕ(x, T ) = ϕT (x) dans Ω.

(6.3)

En définissant l’adjoint A∗ de A, on peut montrer, de la même manière que précédemment
(section 6.1), que le problème (6.3) peut être écrit sous la forme abstraite suivante :

dϕ

dt
(t) + A∗ϕ(t) = 0 sur [0, T ],

ϕ(T ) = ϕT .
(6.4)

L’opérateur adjoint A∗ est aussi maximal monotone à domaine D(A∗). Par conséquent,
pour toute donnée initiale ϕT ∈ L2(Ω), nous avons existence et unicité d’une solution
ϕ ∈ C([0, T ];L2(Ω)) de (6.3).

En particulier, à partir des résultats précédents, nous pouvons établir le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.1. Pour tout u0 ∈ L2(Ω), a ∈ L∞(QT ) et f ∈ L2(QT ) il existe une unique
solution u au problème

∂tu(x, t)−∆u(x, t) + a(x, t)u = f(x, t) dans QT ,
u = 0 sur ΣD

T ,
∂u

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(6.5)

dans l’espace C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C((0, T );D(A)) ∩ C1((0, T );L2(Ω)).

Remarque 6.1.3. Comme a ∈ L∞(QT ), en considérant le terme d’ordre inférieur a(x, t)u
dans le membre de droite de la première équation du problème (6.5) alors la solution de
ce dernier s’écrit de la même manière que celle du problème (6.1).
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Chapitre 7

Inégalité de Carleman

Dans ce chapitre, nous démontrons une inégalité de Carleman pour le problème (5.7) qui
a été présenté dans l’introduction. Dans la section 7.1, nous présentons tout d’abord les
fonctions poids que l’on utilise et dans la section 7.2, nous prouvons le résultat principal
en plusieurs étapes. Ce chapitre a fait l’objet d’une publication d’une note aux Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences, [2], avec Tarik Aliziane et Ouahiba Zair.

7.1 Fonctions poids
Définissons les fonctions poids suivantes. On pose, pour k = 0, 1,

ξk(x, t) = e(−1)kλβ(x)

t(T − t) , αk(x, t) = e2λ||β||∞ − e(−1)kλβ(x)

t(T − t) . (7.1)

Ici, λ ≥ 1 est un paramètre et β = β(x) est une fonction telle que

β ∈ C2(Ω), β(x) > 0 dans Ω, β(x) = 0 sur ∂Ω, |∇β| > 0 sur Ω \ ω′, (7.2)

tel que ω′ ⊂⊂ ω. L’existence d’une telle fonction β est prouvée dans [41].
L’inégalité de Carleman est donnée pour α = α0 et ξ = ξ0.

Théorème 7.1.1. Soit ϕ0 ∈ L2(Ω). Il existe deux réels s0, λ0 et une constante positive
C = C(Ω, ω, T, s0, λ0) tels que pour tout s > s0, λ > λ0, la solution de (5.7) vérifie

I(ϕ, ξ, α,QT ) ≤ C
( ∫
QT

e−2sα|f |2dx dt+ s3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3e−2sα|ϕ|2dx dt
)
, (7.3)

où

I(ϕ, ξ, α,QT ) =
∫
QT

e−2sα
(

(sξ)−1
(
|∂tϕ|2 + |∆ϕ|2

)
+ sλ2ξ|∇ϕ|2 + s3λ4ξ3|ϕ|2

)
dx dt. (7.4)
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7.2 Preuve du Théorème 7.1.1
La preuve de ce théorème se décompose en plusieurs étapes.

7.2.1 Régularisation en temps
La régularité de la solution ϕ en temps n’est pas suffisante pour effectuer certaines in-
tégrations par parties. Nous approchons donc ϕ par une suite de fonctions régulières
(ϕn)n∈N en utilisant la densité des espaces D(−∆) et D((−∆)2) dans L2(Ω). Par con-
séquent, pour ϕ0 ∈ L2(Ω) et f ∈ L2((0, T );L2(Ω)), il existe des suites (ϕ0

n)n ⊂ D((−∆)2)
et (fn)n ⊂ C1((0, T );D(−∆)) telles que (ϕ0

n)n converge vers ϕ0 dans L2(Ω) et (fn)n con-
verge vers f dans L2((0, T );L2(Ω)) .
On considère alors le problème suivant associé à la donnée intiale ϕ0

n ∈ D((−∆)2)

∂tϕn(x, t) + ∆ϕn(x, t) = fn(x, t) dans QT ,
ϕn = 0 sur ΣD

T ,
∂ϕn
∂ν

= 0 sur ΣN
T ,

ϕn(x, 0) = ϕ0
n(x) dans Ω.

(7.5)

Le problème (7.5) admet une unique solution ϕn dans l’espace (cf. Théorème 6.1.1)

C2((0, T );L2(Ω)) ∩ C1([0, T ];D(−∆)).

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 7.2.1. Pour k = 0, 1, on pose :
ψn,k(x, t) = e−sαk(x,t)ϕn(x, t) et ψk(x, t) = e−sαk(x,t)ϕ(x, t). Alors

1. (ϕn)n converge vers ϕ dans L2(0, T ;V ),
2. (∆ψn,k)n converge vers (∆ψk) dans L2(QT ).

Preuve du Lemme 7.2.1 :
L’idée est prise de l’article de [12].

1. Soit vn = ϕn − ϕ et gn = fn − f , on a

∂tvn + ∆vn = gn dans QT ,
vn = 0 sur ΣD

T ,
∂vn
∂ν

= 0 sur ΣN
T ,

vn(., 0) = v0
n = ϕ0

n − ϕ0 dans Ω.

(7.6)

Comme v0
n ∈ L2 (Ω) alors vn ∈ C0([0, T ];L2(Ω))∩C0 ([0, T [;D(A))∩C1 ((0, T );L2 (Ω)).

On multiplie la première équation de (7.6) par vn et on intègre par parties sur Ω,
on trouve

1
2
d

dt

∫
Ω
|vn|2dx+

∫
Ω
|∇vn|2dx =

∫
Ω
gnvndx. (7.7)
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On utilise l’inégalité de Young pour estimer le membre de droite, il vient de l’inégalité
(7.7)

d

dt
||vn(t)||2L2(Ω) ≤ C||vn(t)||2L2(Ω) + C||gn(t)||2L2(Ω). (7.8)

Maintenant, on pose
η1(t) := ||vn(t)||2L2(Ω)

et
η2(t) := ||gn(t)||2L2(Ω).

Alors (7.8) implique
η′1(t) ≤ Cη1(t) + Cη2(t)

pour 0 ≤ t ≤ T . Donc, La forme différentielle de l’inégalité de Gronwall implique
l’estimation suivante :

η1(t) ≤ eCt
(
η1(0) + C

∫ t

0
η2(s)ds

)
(0 ≤ t ≤ T ),

i.e
||vn(t)||2L2(Ω) ≤ C

(
||vn(0)||2L2(Ω) +

∫ t

0
||gn(s)||2L2(Ω)ds

)
.

Cela entraîne la convergence de la suite (vn)n vers 0 dans L2((0, T );L2(Ω)).
D’autre part, on a

‖∇vn‖2
L2(Ω) ≤ C

(
||vn(0)||2L2(Ω) +

∫ t

0
||gn(s)||2L2(Ω)ds

)
+ C||gn(t)||2L2(Ω).

Donc, on obtient
vn → 0 in H1(Ω).

Ce qui donne la convergence de la suite (vn)n vers 0 dans L2(0, T ;V ).

2. Soit φp,q = ψp − ψq, fp,q = fp − fq. On a alors

∂tφp,q + ∆φp,q = gp,q (7.9)

où
gp,q = fp,qe

−sα + (−sαt − s∆α + s2|∇α|2)φp,q − 2s∇α · ∇φp,q
On multiplie l’équation (7.9) par ∆φp,q et on intègre sur QT , on obtient

1
2

∫
QT

d

dt
(∇φp,q)2dx dt+

∫
QT

|∆φp,q|2dx dt =
∫
QT

gp,q∆φp,q dx dt,

Comme φp,q(·, 0) = φp,q(·, T ) = 0, on aura∫
QT

|∆φp,q|2dx dt =
∫
QT

gp,q∆φp,q dx dt, (7.10)
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, (7.10) devient

‖ ∆φp,q ‖L2(QT ) ≤‖ gp,q ‖L2(QT ) .

Comme β ∈ W 2,∞(Ω), en utilisant l’inégalité de Young, on déduit l’existence d’une
constante C > 0, qui dépend de s, telle que

‖ ∆φp,q ‖L2(QT )≤ C ‖ φp,q ‖L2(0,T ;H1(Ω)) +C ‖ fp,q ‖L2(QT ) .

Par conséquent, la suite (∆ψn)n est de Cauchy dans L2(QT ). Elle converge donc
vers une limite que l’on note ψ̂. Par ailleurs, grâce à l’item (1) du Lemme 7.2.1, on
déduit que (ψn)n converge vers ψ dans L2(QT ) alors (∆ψn)n converge vers ∆ψ dans
D′(Ω). L’unicité de la limite implique que ψ̂ = ∆ψ.

Dans la suite, pour simplifier on omettra l’indice n.

7.2.2 Approximation du domaine
Pour remédier au manque de régularité de la solution au voisinage des points S1 et S2,
on pose, pour ε > 0

Ωε = Ω\
2⋃
l=1

B(Sl, ε), ∂Ωε = ΓεD∪ΓεN∪C1
ε∪C2

ε , C l
ε = ∂B(Sl, ε)∩Ω, Qε,T = Ωε×(0, T ),

Σε,T = ∂Ωε × (0, T ), ΣD
ε,T = ΓεD × (0, T ), ΣN

ε,T = ΓεN × (0, T ), C l
ε,T = C l

ε × (0, T ),

où B(Sl, ε) est la boule de rayon ε centrée en Sl, pour l = 1, 2.

7.2.3 Mise en oeuvre de l’inégalité de Carleman
Nous effectuons le changement de fonction suivant ψk(x, t) = e−sαk(x,t)ϕ(x, t), pour k = 0, 1,
où αk est définie par (7.1). Notons, que grâce à la définition de αk, on a

ψk(., 0) = ψk(., T ) = 0 dans Ω.

Par ailleurs, on introduit les deux opérateurs Pϕ = −∂tϕ−∆ϕ et Lψk = e−sαkP (esαkψk).
L’objectif est alors d’obtenir une estimation inférieure de ‖Lψk‖2

L2(Qε,T ) ; une manière de
faire est de décomposer l’opérateur L en une partie symétrique que l’on note M2 et en
une partie anti-symétrique que l’on note M1. Un calcul direct donne

Lψk = M1ψk +M2ψk = Fk,
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où 

M1ψk = 2sλ2ξk|∇β|2ψk + 2(−1)ksλξk∇β · ∇ψk − ∂tψk,

M2ψk = −s2λ2 |∇β|2 ξ2
kψk −∆ψk − s∂tαkψk,

Fk = e−sαkf − (−1)ksλξk∆βψk + sλ2ξk |∇β|2 ψk.
Pour 1 ≤ i, j ≤ 3, on note

Iij,k =< (M1ψk)i , (M2ψk)j >L2(Qε,T ),

où (M1ψk)i , (M2ψk)j sont respectivement le i-ème et j-ième terme de M1ψk et M2ψk.
On a

‖M1ψk‖2
L2(Qε,T ) + ‖M2ψk‖2

L2(Qε,T ) + 2
3∑

i,j=1
< (M1ψk)i , (M2ψk)j >L2(Qε,T )= ‖Fk‖2

L2(Qε,T ) .

(7.11)

Lemme 7.2.2. Il existe s0, λ0 et C = C(Ω, ω) tels que pour tout s > s0, λ > λ0,

I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) + J(ψk, ξk, αk,Σε,T )

≤ C
( ∫
Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt+ s3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt

)
,

où I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) est donné par (7.4),

J(ψk, ξk, αk,Σ) = 2(−1)k+1
(

(−1)k2sλ2
∫
Σ

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt

+ (−1)k
∫
Σ

∂ψk
∂ν

∂tψkdσ dt− sλ
∫
Σ

ξk|∇ψk|2(∇β · ν)dσ dt− s2λ
∫
Σ

ξαt∇β · ν|ψ|2dσ dt

+ 2sλ
∫
Σ

ξk(∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ dt+ s3λ3
∫
Σ

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσ dt

)
,

et
J(., ., .,Σε,T ) = J(., ., .,ΣD

ε,T ) + J(., ., .,ΣN
ε,T ) + J(., ., ., C1

ε,T ) + J(., ., ., C2
ε,T ).

Preuve du Lemme 7.2.2 :
Nous allons estimer les termes Iij,k.
On a

I11,k = −2s3λ4
∫

Qε,T

|∇β|4 ξ3
k |ψk|

2 dx dt,
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et
I21,k = −(−1)k2s3λ3

∫
Qε,T

|∇β|2 ξ3
k (∇β · ∇ψk)ψk dx dt

= −(−1)ks3λ3
∫

Qε,T

|∇β|2 ξ3
k∇β · ∇ (ψk)2 dx dt.

En faisant une intégration par parties, on obtient :

I21,k = 3s3λ4
∫

Qε,T

|∇β|4 ξ3
k|ψk|2 dx dt+ (−1)ks3λ3

∫
Qε,T

|∇β|2 ξ3
k∆β|ψk|2 dx dt

+(−1)k2s3λ3
∫

Qε,T

∑
1≤i,j≤2

|ψk|2ξ3
k

∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂β

∂xj
dx dt

−(−1)ks3λ3
∫

Σε,T

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσdt

= I1
21,k + I2

21,k + I3
21,k + I4

21,k.

Notons que, I11,k + I1
21,k ≥ 0. En utilisant les propriétés (7.2) de β, on obtient

s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
k|∇β|4|ψk|2dx dt ≥ Cs3λ4

∫
Qε,T

ξ3
k|ψk|2dx dt− Cs3λ4

∫
ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt

où C = C(Ω, ω).
On garde la première de ces deux dernières intégrales à gauche, la seconde passe à droite.
On a aussi

I31,k = s2λ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ξ2
k∂tψkψk dx dt = 1

2s
2λ2

∫
Qε,T

|∇β|2 ξ2
k

(
ψ2
k

)
t
dx dt.

Après une intégration par parties, on obtient

I31,k = −s2λ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ∂tξkξkψ2
k dx dt.

De plus, on a ∂tξk = 2t− T
t2 (t− T )2 e

(−1)kλβ(x) ≤ Tξ2
k, alors

I31,k ≤ CTs2λ2
∫

Qε,T

ξ3
k|ψk|2 dx dt.
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Par conséquent, on trouve pour λ ≥ 1 et s ≥ C(Ω, ω)T

< M1ψk, (M2ψk)1 >L2(Qε,T ) = I11,k + I21,k + I31,k

≥ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt− Cs3λ4

∫
ω′×(0,T )

ξ3
kψ

2
k dx dt

− (−1)ks3λ3
∫

Σε,T

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσ dt.

(7.12)

D’autre part, on a

I12,k = −2sλ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ξk∆ψkψk dx dt

= 2sλ2
∫

Qε,T

∇(|∇β|2 ξkψk) · ∇ψk dx dt− 2sλ2
∫

Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt

= 2sλ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ξk |∇ψk|2 dx dt+ 4sλ2
∫

Qε,T

ψkξk
∑

1≤i,j≤2

∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂ψk
∂xj

dx dt

+ (−1)k2sλ3
∫

Qε,T

ξk |∇β|2 ψk∇β · ∇ψkdx dt − 2sλ2
∫

Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt

= I1
12,k + I2

12,k + I3
12,k + I4

12,k.

On a aussi
sλ2ξkψk

∂β

∂xi

∂2β

∂xi∂xj

∂ψk
∂xj
≤ Csλ4ξk|ψk|2 + Csξk|

∂ψk
∂xj
|2.

Alors
I2

12,k ≤ Cs
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ Csλ4
∫

Qε,T

ξkψ
2
k dx dt,

I3
12,k ≤ Cs2λ4

∫
Qε,T

ξ2
kψ

2
k dx dt+ Cλ2

∫
Qε,T

|∇ψk|2 dx dt.

Par suite, en prenant s > CT 2, on trouve que

I12,k = I1
12,k + I2

12,k + I3
12,k + I4

12,k ≥ 2sλ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ξk |∇ψk|2 dx dt− Cs2λ4
∫

Qε,T

ξ2
kψ

2
k dx dt

− C
∫

Qε,T

(sξk + λ2) |∇ψk|2 dx dt− 2sλ2
∫

Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt.
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On a

I22,k = −(−1)k2sλ
∫

Qε,T

ξk (∇β · ∇ψk) ∆ψk dx dt

= −(−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk (∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ dt+ (−1)k2sλ
∫

Qε,T

∇ (ξk (∇β · ∇ψk)) · ∇ψk dx dt

= −(−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk (∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ dt+ (−1)k2sλ
∫

Qε,T

ξk
∂2β

∂xixj

∂ψk
∂xi

∂ψk
∂xj

dx dt

+ 2sλ2
∫

Qε,T

ξk|∇β · ∇ψk|2dx dt+ (−1)ksλ
∫

Qε,T

ξk∇β · ∇|∇ψk|2dx dt

= I1
22,k + I2

22,k + I3
22,k + I4

22,k.

Notons que I3
22,k ≥ 0 et

∣∣∣I2
22

∣∣∣ ≤ Csλ
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt.

Une intégration par parties dans I4
22,k conduit aux estimations suivantes :

I4
22,k = (−1)ksλ

∫
Σε,T

ξk |∇ψk|2 (∇β · ν) dσ dt− (−1)ksλ
∫

Qε,T

|∇ψk|2∇ · (ξk∇β) dx dt

= (−1)ksλ
∫

Σε,T

ξk |∇ψk|2 (∇β · ν) dσ dt− sλ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ξk |∇ψk|2 dx dt

− (−1)ksλ
∫

Qε,T

∆βξk |∇ψk|2 dx dt

= I41
22,k + I42

22,k + I43
22,k.

De plus, nous avons l’estimation suivante
∣∣∣I43

22,k

∣∣∣ ≤ Csλ
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt.

Par conséquent, on obtient

I22,k = I1
22,k + I2

22,k + I3
22,k + I4

22,k

≥ −Csλ
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt− sλ2
∫

QâĂŕε,T

|∇β|2 ξk |∇ψk|2 dx dt

− sλ
∫

Σε,T

ξk |∇ψk|2 (∇β · ν) dσ dt− (−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk (∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ dt.

Aussi, on trouve que

I32,k = −
∫

Qε,T

∇ (∂tψk) · ∇ψkdx dt+
∫

Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσdt =
∫

Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσdt.
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On pose I1
32,k =

∫
Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσdt.

Finalement, on obtient

< M1ψk, (M2ψk)2 >L2(Qε,T )

= I12,k + I22,k + I32,k

≥ −(−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk(∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ dt+ (−1)ksλ
∫

Σε,T

ξk |∇ψk|2 (∇β · ν)dσ dt

− 2sλ2
∫

Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt+

∫
Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσdt+ Csλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt

− Csλ2
∫

ω′×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt− Cs2λ4
∫

Qε,T

ξ2
kψ

2
k dx dt− C

∫
Qε,T

(
sλξk + λ2

)
|∇ψk|2 dx dt.

Pour s ≥ CT 2 and λ ≥ 1, on trouve que

< M1ψk, (M2ψk)2 >L2(Qε,T )

≥ −(−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk(∇β · ∇ψ)∂ψk
∂ν

dσ dt+ (−1)ksλ
∫

Σε,T

ξk |∇ψk|2 (∇β · ν) dσ dt

− 2sλ2
∫

Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt+

∫
Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσdt+ Csλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt

− Cs2λ4
∫

Qε,T

ξ2
kψ

2
k dx dt− Csλ2

∫
ω′×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt.

(7.13)

Considérons à présent le terme I13,k, nous avons

I13,k = −2s2λ2
∫

Qε,T

|∇β|2 ∂tαkξk |ψk|2 dx dt

≤ CTs2λ2
∫

Qε,T

ξ3
k |ψk|

2 dx dt.

Ce terme sera absorbé par le terme en s3λ4 si l’on prend λ ≥ 1 et s ≥ CT.
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De plus, une intégration par parties donne

I23,k = −(−1)k2s2λ
∫

Qε,T

∂tαkξk(∇β · ∇ψk)ψk dx dt = −(−1)ks2λ
∫

Qε,T

ξk∂tαk∇β · ∇(|ψk|2)dx dt

= (−1)ks2λ
∫

Qε,T

ψ2
k∇ · (∂tαkξk∇β) dx dt− (−1)s2λ

∫
Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσdt

= −(−1)ks2λ
∫

Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσdt+ s2λ2
∫

Qε,T

∂tαk |∇β|2 ξkψ2
k dx dt

+ (−1)ks2λ
∫

Qε,T

ξkψ
2
k∇∂tαk · ∇β dx dt+ (−1)ks2λ

∫
Qε,T

ξkψ
2
k∂tαk∆β dx dt.

Comme ∂tαk ≤ Cξ2
kT et |∇∂tαk| ≤ CλTξ2

k, alors

I23,k ≥ −Cs2λ2T
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt− (−1)ks2λ

∫
Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσ dt.

On pose I1
23,k = −(−1)ks2λ

∫
Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσ dt.

Finalement, on trouve

I33,k = s
∫

Qε,T

∂tαk∂tψkψk dx dt = −1
2s

∫
Qε,T

∂ttαkψ
2
k dx dt.

Comme ∂ttαk ≤ Cξ3
kT

2, alors

|I33,k| ≤ CsT 2
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt.

Nous déduisons, pour s ≥ CT et λ ≥ C, l’estimation suivante

< M1ψk, (M2ψk)3 >L2(Qε,T ) = I13,k + I23,k + I33,k

≥ −(−1)ks2λ
∫

Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσdt− Cs2λ2
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt.

(7.14)
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De (7.12), (7.13) et (7.14), on obtient

(M1ψk,M2ψk)L2(Qε,T ) ≥ Cs3λ4
∫

Qε,T

ξ3
k|ψk|2dx dt+ Csλ2

∫
Qε,T

ξk|∇ψk|2dx dt

−(−1)ks3λ3
∫

Σε,T

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσ dt− 2sλ2

∫
Σε,T

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ dt

−(−1)k2sλ
∫

Σε,T

ξk∇β · ∇ψk
∂ψk
∂ν

dσ dt+ (−1)ksλ
∫

Σε,T

ξk∇β · ν|∇ψk|2dσ dt

+
∫

Σε,T

∂ψk
∂ν

∂tψkdσ dt− (−1)ks2λ
∫

Σε,T

ξk∂tαk∇β · ν|ψk|2dσ dt

−Cs3λ4
∫

ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt− Csλ2

∫
ω′×(0,T )

ξk|∇ψk|2dx dt.

Moyennant l’inégalité (7.11), on trouve

||M1ψk||2L2(Qε,T ) + ||M2ψk||2L2(Qε,T ) + s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
k|ψk|2dx dt+ sλ2

∫
Qε,T

ξk|∇ψk|2dx dt

+ 2
(

I4
21,k + I4

12,k + I1
22,k + I41

22,k + I1
32,k + I1

23,k

)

≤ C
(
||Fk||2L2(Qε,T ) + s3λ3

∫
ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt+ sλ2

∫
ω′×(0,T )

ξk|∇ψk|2dx dt
)

≤ C
∫

Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt+ Cs2λ4
∫

Qε,T

ξ2
k|ψk|2dx dt+ Cs3λ4

∫
ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt

+ Csλ2
∫

ω′×(0,T )

ξk|∇ψk|2dx dt

Finalement, on obtient l’inégalité suivante

||M1ψk||2L2(Qε,T ) + ||M2ψk||2L2(Qε,T ) + s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
k|ψk|2dx dt+ sλ2

∫
Qε,T

ξk|∇ψk|2dx dt

+ 2
(

I4
21,k + I4

12,k + I1
22,k + I41

22,k + I1
32,k + I1

23,k

)
≤ C

∫
Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt

+ Cs3λ4
∫

ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt+ Csλ2

∫
ω′×(0,T )

ξ|∇ψk|2dx dt.

(7.15)
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Il nous faut une estimation des intégrales de |∆ψk|2 et |∂tψk|2 dans le membre de gauche
de la dernière inégalité. Pour cela, revenons à la définition de M1ψk et M2ψk

∂tψk = −M1ψk + 2sλ2 |∇β|2 ξkψk + (−1)k2sλξk (∇β · ∇ψk) ,

∆ψk = −M2ψk − s2λ2 |∇β|2 ξ2
kψk − s∂tαkψk.

En intégrant sur Qε,T et en tenant compte que
∥∥∥s−1ξ−1

k

∥∥∥
∞
≤ 1 pour s ≥ CT 2, on montre

que

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt ≤ C(‖M1ψk‖2
L2(Qε,T ) + sλ2

∫
Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ sλ4
∫

Qε,T

ξkψ
2
k dx dt),

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt ≤ C(‖M2ψk‖2
L2(Qε,T ) + s3λ4

∫
Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt+ sT 2

∫
Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt).

Ou encore

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt ≤ C(‖M1ψk‖2
L2(Qε,T ) + sλ2

∫
Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt),

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt ≤ C(‖M2ψk‖2
L2(Qε,T ) + sλ2

∫
Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt).

(7.16)
En combinant (7.16) avec (7.15), on obtient

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt+ s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt+ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt

+sλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ 2
(
(−1)kI4

21 + I4
12 + (−1)kI1

22 + (−1)kI41
22 + I1

32 + (−1)kI1
23

)

≤ C
∫

Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt+ Cs3λ4
∫

ω′×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt+ Csλ2

∫
ω′×(0,T )

ξk|∇ψk|2dx dt

(7.17)
pour λ > C(Ω, ω′) et s > CT 2.

Nous éliminons maintenant la dernière intégrale de l’inégalité (7.17). Pour ce faire, nous
introduisons une fonction θ = θ(x) telle que

θ ∈ C2
c (ω), θ ≡ 1 dans ω′ et 0 ≤ θ ≤ 1.

On a alors
sλ2

∫
ω′×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt ≤ sλ2
∫

ω×(0,T )

θξk |∇ψk|2 dx dt.
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En intégrant par parties, on obtient

sλ2
∫

ω′×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt ≤ −sλ2
∫

ω×(0,T )

θξk∆ψkψk dx dt− sλ2
∫

ω×(0,T )

ξk (∇θ · ∇ψk)ψk dx dt

−sλ3
∫

ω×(0,T )

θξk (∇β · ∇ψk)ψk dx dt.

(7.18)
En utilisant l’inégalité de Young, on obtient pour ε = ε(Ω, ω) > 0 et λ ≥ 1

sλ2
∫

ω×(0,T )

θξk∆ψkψk dx dt ≤
ε

2s
−1

∫
ω×(0,T )

ξ−1
k |∆ψk|

2 dt dx+ Cs3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3 |ψk|2 dx dt,

sλ2
∫

ω×(0,T )

ξk (∇θ · ∇ψk)ψk dx dt ≤
ε

2sλ
2

∫
ω×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt+ Csλ4
∫

ω×(0,T )

ξk |ψk|2 dx dt,

sλ3
∫

ω×(0,T )

θξk (∇β · ∇ψk)ψk dx dt ≤
ε

2sλ
2

∫
ω×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt+ Csλ4
∫

ω×(0,T )

ξk |ψk|2 dx dt.

(7.19)
En choisissant ε assez petit, nous obtenons des inégalités (7.18) et (7.19), l’inégalité suiv-
ante

sλ2
∫

ω′×(0,T )

ξk |∇ψk|2 dx dt ≤ ε.s−1
∫

ω×(0,T )

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt+ C(s3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3
k |ψk|

2 dx dt

+sλ4
∫

ω×(0,T )

ξk |ψk|2 dx dt).

Nous remplaçons ceci dans (7.17), il vient

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt+ s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt+ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt

+sλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt+ 2
(

(−1)kI4
21 + I4

12 + (−1)kI1
22 + (−1)kI41

22 + I1
32 + (−1)kI1

23

)

≤ C
∫

Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt+ Cs3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt,

(7.20)
pour λ > C(Ω, ω) et s > C(Ω, ω)T 2.
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Nous concluons la preuve en posant

I(ψk, ξk, αk, Qε,T ) = s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k (|∂tψk|2 + |∆ψk|2) dx dt+ s3λ4

∫
Qε,T

ξ3
kψ

2
k dx dt

+ sλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt,

J(ψk, ξk, αk,Σε,T ) = 2
(

(−1)kI4
21 + I4

12 + (−1)kI1
22 + (−1)kI41

22 + I1
32 + (−1)kI1

23

)
.

7.2.4 Termes de bord et passage à la limite en ε
Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que toutes les intégrales sur Σε,T peuvent être
simplifiées. Nous traiterons tout d’abord les termes du bord Dirichlet et Neumann en
utilisant les propriétés de β et les conditions au bord de u sur ΓεD et ΓεN . Ensuite, nous
examinerons les termes sur C l

ε, l = 1, 2 en utilisant un argument de densité.

(i) Termes sur ΣD
ε,T et ΣN

ε,T .
Comme β est nulle sur Γ alors α0 = α1, ξ0 = ξ1 et ψ0 = ψ1. Nous déduisons donc les
relations suivantes sur ΓεD et ΓεN :

∂ψ0

∂ν
= ∂ψ1

∂ν
sur ΓεD,

∂ψ0

∂ν
= −∂ψ1

∂ν
, |∇ψ0| = |∇ψ1| sur ΓεN .

(7.21)

Par conséquent, en utilisant les relations (7.21), on obtient

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk,ΣD
ε,T )

= 4sλ
∫

ΣDε,T

(
− ξ0(∇β · ∇ψ0)∂ψ0

∂ν
+ ξ1(∇β · ∇ψ1)∂ψ1

∂ν

)
dσ dt

+ 2sλ
∫

ΣDε,T

∇β · ν(ξ0|∇ψ0|2 − ξ1|∇ψ1|2)dσ dt

= 4sλ
∫

ΣDε,T

(
− ξ0

∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ0

∂ν

∣∣∣∣2 + ξ1
∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ1

∂ν

∣∣∣∣2)dσ dt
+ 2sλ

∫
ΣDε,T

∂β

∂ν
(ξ0

∣∣∣∣∂ψ0

∂ν

∣∣∣∣2 − ξ1

∣∣∣∣∂ψ1

∂ν

∣∣∣∣|2)dσ dt

= −2sλ
∫

ΣDε,T

ξ0
∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ0

∂ν

∣∣∣∣2dσ dt+ 2sλ
∫

ΣDε,T

ξ1
∂β

∂ν

∣∣∣∣∂ψ1

∂ν

∣∣∣∣2dσdt
= 0,
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et

1∑
k=0

J(ψk, ξk, αk,ΣN
ε,T )

= 2s3λ3
∫

ΣNε,T

(−ξ3
0 |ψ0|2 + ξ3

1 |ψ1|2)|∇β|2∇β · νdσ dt

+ 4sλ2
∫

ΣNε,T

(−ξ0
∂ψ0

∂ν
|ψ0 − ξ1

∂ψ1

∂ν
|ψ1)|∇β|2dσ dt

+ 2sλ
∫

ΣNε,T

(ξ0|∇ψ0|2 − ξ1|∇ψ1|2)(∇β · ν)dσ dt

+ 4sλ
∫

ΣNε,T

(
− ξ0(∇β · ∇ψ0)∂ψ0

∂ν
+ ξ1(∇β · ∇ψ1)∂ψ1

∂ν

)
dσ dt

+ 2
∫

ΣNε,T

(∂ψ0

∂ν
∂tψ0 + ∂ψ1

∂ν
∂tψ1)dσ dt

− 2s2λ
∫

ΣNε,T

(ξ0|ψ0|2∂tα0 − ξ1|ψ1|2∂tα1)∇β · νdσ dt

= 0.
(ii) Termes sur C l

ε,T . Les fonctions singulières sont définies comme suit : Au point Sk,
nous définissons des coordonnées locales tel que le demi-axe Ox soit tangent à Γ dans
le sens positif et le demi-axe Oy rentre dans Ω. En effet, S1 (resp. S2) représente le
point d’intersection associé au passage du bord ΓD (resp. ΓN) au bord ΓN (resp. ΓD)
conformément à la figure suivante :

Figure 7.1 –

Notons que lorsque ε tend vers 0, a(ε) tend vers 0 et b(ε) tend vers π et on a

uS1 =
√
r1sin(θ1

2 ), uS2 =
√
r2cos(

θ2

2 ).
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Nous utiliserons le résultat de densité suivant, cf. [44] :

Lemme 7.2.3. L’espace D(−∆)∩C1(Ω)⊕ span{r 1
2 sin

θ

2 , r
1
2 cos

θ

2} est dense dans D(−∆).

Cela veut dire que l’on peut approcher toute fonction u ∈ D(−∆) par des fonctions de la
forme

u = uR + CuS où uR(., t) ∈ C1(Ω) pour tout t ∈ (0, T ).
L’avantage de ce dernier résultat est que le gradient de uR est borné dans Ω. Par con-
séquent, pour tout t ∈ [0, T ], nous avons les estimations suivantes :

uR(., t) = O(1), |∇uR| = O(1), dans Ω.

uS(., t) = O(
√
r), |∇uS| = O( 1√

r
), dans Ω.

On déduit que pour tout t ∈ [0, T ]

u(., t) = O(
√
r), |∇u| = O( 1√

r
), dans Ω.

En utilisant le lemme précédent et la continuité de αk et ξk, nous démontrons que tous
les termes sur C l

ε, l = 1, 2 tendent vers zéro.
Les coordonnées polaires locales nous permettent d’écrire les égalités suivantes : on a pour
l = 1, 2 ∫

Clε

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσ =

b(ε)∫
a(ε)

ε ξ3
k|∇β|2

∂β

∂r
|ψk|2dθ.

Comme ξ3
k|∇β|2

∂β

∂r
|ψk|2 = O(1) alors lim

ε→0

∫
Clε

ξ3
k|∇β|2∇β · ν|ψk|2dσ = 0.

∫
Clε

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ =

b(ε)∫
a(ε)

ε ξk
∂ψk
∂r
|∇β|2ψkdθ.

Comme ∂ψk
∂r

= O( 1√
ε

), ψk = O(1) et ξk|∇β|2 = O(1) alors

lim
ε→0

∫
Clε

ξk
∂ψk
∂ν
|∇β|2ψkdσ = 0.

Avec des arguments similaires, on obtient

lim
ε→0

∫
Clε

∂ψk
∂ν

∂tψkdσ = lim
ε→0

b(ε)∫
a(ε)

ε
∂ψk
∂r

∂tψkdθ = 0.

lim
ε→0

∫
Clε

ξkαt∇β · ν|ψk|2dσ = lim
ε→0

b(ε)∫
a(ε)

ε ξkαt
∂β

∂r
|ψk|2dθ = 0.
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Les deux termes restants dans
1∑

k=0
J(ψk, ξk, αk, C l

ε,T ), l = 1, 2, demandent plus d’attention.

En effet, |∇ψk|2 = O(1
ε

) et (∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

= O(1
ε

). Par conséquent, nous ne pouvons
pas passer à la limite en ε. Nous procédons donc de la manière suivante :

2(−1)k+1
(

2sλ
∫
Clε

ξk(∇β · ∇ψk)
∂ψk
∂ν

dσ − sλ
∫
Clε

ξk|∇ψk|2(∇β · ν)dσ
)

= 2(−1)k+1sλ
(

2
∫
Clε

ξk
(∂β
∂ν

∣∣∣∂ψk
∂ν

∣∣∣2 + ∂β

∂τ

∂ψk
∂τ

∂ψk
∂ν

)
dσ −

∫
Clε

ξk
∂β

∂ν
(
∣∣∣∂ψk
∂ν

∣∣∣2 +
∣∣∣∂ψk
∂τ

∣∣∣2)dσ
)

= 2(−1)k+1sλ
( ∫
Clε

ξk
∂β

∂ν

(∣∣∣∂ψk
∂ν

∣∣∣2 − ∣∣∣∂ψk
∂τ

∣∣∣2)+ 2ξk
∂β

∂τ

∂ψk
∂τ

∂ψk
∂ν

dσ
)

= sλLε(ψk, ψk).

Pour k = 0, 1, posons ψk = ψk,R + cψk,S et considérons L(ψk, ψk) comme étant une forme
quadratique en ψk. Il vient

Lε(ψk, ψk) = Lε(ψk,R, ψk,R) + 2cLε(ψk,R, ψk,S) + c2Lε(ψk,S, ψk,S).

En utilisant le Lemme 7.2.3, on peut vérifier que

lim
ε→0

inf Lε(ψk,R, ψk,R) = lim
ε→0

inf Lε (ψk,R, ψk,S) = 0.

Il reste à calculer, pour k = 0, 1

lim
ε→0

inf Lε(ψk,S, ψk,S).

On a

Lε(ψk,S, ψk,S) = 2(−1)k+1
( ∫
Clε

e−sαkξk

{
∂β

∂ν

(∣∣∣∂uS
∂ν

∣∣∣2 − ∣∣∣∂uS
∂τ

∣∣∣2)+ 2∂β
∂τ

∂uS
∂τ

∂uS
∂ν

}
dσ
)
.

Soit l = 1 alors uS =
√
r sin

θ

2.
Nous estimons explicitement la quantité à intégrer sur C1

ε , à savoir

Q = 2∂β
∂ν

(∣∣∣∂uS
∂ν

∣∣∣2 − ∣∣∣∂uS
∂τ

∣∣∣2)+ 4∂β
∂τ

∂uS
∂τ

∂uS
∂ν

= 2∂β
∂r

(∣∣∣∂uS
∂r

∣∣∣2 − ∣∣∣1
r

∂uS
∂θ

∣∣∣2)+ 4 1
r2
∂β

∂θ

∂uS
∂θ

∂uS
∂r

.

Un calcul direct nous permet d’avoir le résultat suivant

∂uS
∂r

= 1
2
√
r

sin θ/2,

r−1∂uS
∂θ

= 1
2
√
r

cos θ/2.
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Par suite, on obtient

Q = − 1
2r

(
∂β

∂r
cosθ − 1

r

∂β

∂θ
sinθ

)
= − 1

2r2

(
r
∂β

∂r
cos θ − ∂β

∂θ
sin θ

)

= − 1
2r2

(
r
∂β

∂x
cos2 θ + r

∂β

∂y
cos θ sin θ + r

∂β

∂x
sin2θ − r∂β

∂y
cos θsinθ

)

= − 1
2r
∂β

∂x
.

De la même façon, pour l = 2 i.e uS =
√
rcos

θ

2, on montre que Q = − 1
2r
∂β

∂x
.

Par conséquent, on trouve

Lε(ψk,S, ψk,S) = −(−1)k+1

2ε

( ∫
Clε

e−sαkξk
∂β

∂x
dσ
)

= 1
2ε

∫
Clε

∂β

∂x

(
e−sα0ξ0 − e−sα1ξ1

)
dσ.

À la limite, on aura

lim
ε→0

inf Lε(ψk,S, ψk,S) =
π∫

0

∂β

∂x

(
e−sα0ξ0 − e−sα1ξ1

)
dθ = 0

car (
e−sα0ξ0 − e−sα1ξ1

)
→ 0 quand ε→ 0.

Finalement, on conclut que
1∑

k=0
J(ψk, ξk, αk, C l

ε,T )→ 0, quand ε→ 0.

7.2.5 Conclusion
Les étapes ci-dessus et l’inégalité (7.20) entrainent l’estimation suivante

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt+ s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∆ψk|

2 dx dt+ s3λ4
∫

Qε,T

ξ3
k|ψk|2 dx dt

+sλ2
∫

Qε,T

ξk |∇ψk|2 dx dt ≤ C
∫

Qε,T

e−2sαk |f |2dx dt+ Cs3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3
k|ψk|2dx dt,

(7.22)

pour λ > C(Ω, ω) et s > C(Ω, ω)T 2.

Par ailleurs, on a

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dx dt = s−1
∫
QT

1Ωεξ
−1
k |∂tψk|

2 dx dt.
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Comme ξk ∈ W 2,∞(QT ), d’après le théorème de Lebesgue, nous pouvons obtenir par
passage à la limite :

s−1
∫

Qε,T

ξ−1
k |∂tψk|

2 dxdt→ s−1
∫
QT

ξ−1
k |∂tψk|

2 dxdt quand ε→ 0.

Tous les termes restants dans l’inégalité (7.22) sont traités comme précédemment.
Finalement, on obtient l’inégalité suivante :

s−1
∫
QT

(ξ−1
0 |∂tψ0|2 + ξ−1

1 |∂tψ1|2) dx dt+ s−1
∫
QT

(ξ−1
0 |∆ψ0|2 + ξ−1

1 |∆ψ1|2) dx dt

+s3λ4
∫
QT

(ξ3
0ψ

2
0 + ξ3

1ψ
2
1) dx dt+ sλ2

∫
QT

(ξ0 |∇ψ0|2 + ξ1 |∇ψ1|2) dx dt

≤ C
∫
QT

(e−2sα0 + e−2sα1)|f |2dx dt+ Cs3λ4
∫

ω×(0,T )

(ξ3
0 |ψ0|2 + ξ3

1 |ψ1|2)dx dt

pour λ > C(Ω, ω) et s > C(Ω, ω)T 2.

Par définition, on a ξ1 ≤ ξ0, e−2sα1 ≤ e−2sα0 . On note ψ0, ξ0 et α0 respectivement par ψ,
ξ et α, on conclut la preuve et on obtient l’inégalité de Carleman souhaitée :

s−1
∫
QT

ξ−1 |∂tψ|2 dx dt+ s−1
∫
QT

ξ−1 |∆ψ|2 dx dt+ s3λ4
∫
QT

ξ3ψ2 dx dt+ sλ2
∫
QT

ξ |∇ψ|2 dx dt

≤ C
∫
QT

e−2sα|f |2dx dt+ Cs3λ4
∫

ω×(0,T )

ξ3|ψ|2dx dt.
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Chapitre 8

Contrôlabilité à zéro de l’équation de la
chaleur avec des conditions au bord
mixtes

Ce chapitre concerne l’étude de la contrôlabilité à zéro, par un contrôle localisé sur un
sous domaine ω, de l’équation de la chaleur linéaire. Pour démontrer ce résultat, on utilise
l’inégalité de Carleman donnée par le Théorème 7.1.1.

Nous nous intéressons au problème de contrôlabilité à zéro suivant :

∂tu(x, t)−∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) = v(x, t)1ω dans QT ,
u = 0 sur ΣD

T ,
∂u

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

u(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(8.1)

avec a ∈ L∞(QT ), u0 ∈ L2(Ω). Pour cela, nous introduisons le système adjoint qui lui est
associé, à savoir :

−∂tϕ(x, t)−∆ϕ(x, t) + a(x, t)ϕ(x, t) = 0 dans QT ,
ϕ = 0 sur ΣD

T ,
∂ϕ

∂ν
= 0 sur ΣN

T ,

ϕ(x, T ) = ϕ0(x) dans Ω.

(8.2)

La proposition suivante donne une inégalité d’observabilité pour le système (8.2) :

Proposition 8.0.1. Supposons que a ∈ L∞(QT ) et ϕ0 ∈ L2(Ω). Il existe une constante
positive C qui dépend uniquement de Ω, ω, a, T telle que

||ϕ(., 0)||2L2(Ω) ≤ K
∫

ω×(0,T )

|ϕ|2dx dt, (8.3)

où K = exp
[
C
(
1 + 1

T
+ ||a||2/3∞ + T ||a||∞

)]
et ϕ est la solution du système (8.2).
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Preuve de la Proposition 8.0.1 :
Le Théorème 7.1.1 fournit une première estimation du type (7.3), avec f remplacée par
aϕ à droite, i.e

C
∫
QT

e−2sα|aϕ|2dx dt.

Mais ce terme peut être absorbé par le membre de gauche en prenant s assez grand.
Donc, en choisissant s ≥ C(Ω, ω)T 2||a||2/3∞ , on obtient∫

QT

e−2sα(sξ)−1
(
|∂tϕ|2 + |∆ϕ|2

)
+
∫
QT

e−2sαsλ2ξ|∇ϕ|2dx dt+
∫
QT

e−2sαs3λ4ξ3|ϕ|2dx dt

≤ C
∫

ω×(0,T )

s3λ4ξ3e−2sα|ϕ|2dx dt.

Si on fixe λ = λ0 dans l’inégalité ci-dessus, on obtient∫
QT

e−2sαs3ξ3|ϕ|2dx dt ≤ C
∫

ω×(0,T )

s3ξ3e−2sα|ϕ|2dx dt.

Nous allons procéder en deux parties.
Partie 1. D’une part, nous avons pour tout (x, t) ∈ QT ,

ξ3(x, t) ≥ 1
t3(T − t)3 et ξ(x, t) ≤ e2λm||β||∞

t(T − t) .

Il existe donc une constante C = C(Ω, ω) > 0 telle que
∫
QT

e−2sα |ϕ|2

t3 (T − t)3 dx dt ≤ C
∫

ω×(0,T )

e−2sα |ϕ|2

t3 (T − t)3 dx dt. (8.4)

D’autre part, il existe deux constantes c1, c2 > 0 telles que

c1 ≤ e2λm‖β‖∞ − eλ(m‖β‖∞+β(x)) ≤ c2,

il vient alors
−2s1c2

t (T − t) ≤ −2s1α ≤
−2s1c1

t (T − t) .

De plus, on a
16

9T 2 ≤
1

t (T − t) ≤
16
T 2 pour t ∈ (T/4, 3T/4) ,

1
t (T − t) ≥

1
2T 2 pour t ∈ ]0, T [ .

On peut maintenant déduire les estimations suivantes :

e−2s1αt−3 (T − t)−3 ≥ 1
T 6 exp

(
− 2C(Ω, ω)(1 + 1

T
)
)

dans (T/4, 3T/4)× Ω,

e−2s1αt−3 (T − t)−3 ≤ 1
T 6 exp

(
− 2C(Ω, ω)(1 + 1

T
)
)

dans (0, T )× Ω.
(8.5)
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Nous combinons (8.4) et (8.5) pour obtenir∫
Ω×(T/4,3T/4)

|ϕ|2 dx dt ≤ C (Ω, ω, T, a)
∫

ω×(0,T )

|ϕ|2 dx dt, (8.6)

où C(Ω, ω, T, a) est de la forme exp
(
C(Ω, ω)(1 + 1

T
+ ||a||2/3∞ )

)
.

Partie 2. Le caractère dissipatif de ϕ donne l’inégalité

||ϕ(., 0)||2L2(Ω) ≤ exp
(
CT ||a||∞

)
||ϕ(., t)||2L2(Ω), ∀t ∈ (T/4, 3T/4). (8.7)

Finalement, grâce aux inégalités (8.6) et (8.7) combinées, on obtient l’inégalité d’observ-
abilité souhaitée.

Théorème 8.0.1. L’observabilité du système (8.2) implique la contrôlabilité à zéro du sys-
tème (8.1).

Preuve du Théorème 8.0.1 : Nous allons procéder en deux étapes. D’abord, on construit
un contrôle vε ∈ L2(ω × (0, T )) avec ε > 0, ce qui conduit à la contrôlabilité approchée
de (8.1). Ensuite, on passe à la limite lorsque ε tend vers zéro. En d’autres termes, nous
démontrons la contrôlabilité approchée avec des estimations uniformes sur le contrôle ap-
proché lorsque ε tend vers 0, ce qui va entraîner la contrôlabilité à zéro.

Étape 1 : Résultat de contrôlabilité approchée.
Soit u0 ∈ L2(Ω) et ε > 0 donné. On définit la fonctionnelle J suivante :

J : L2(Ω)→ R

J(ϕ0) = 1
2

∫
ω×(0,T )

|ϕ|2dx dt+ ε||ϕ0||L2(Ω) + (ϕ(0), u0)L2(Ω), (8.8)

où ϕ est la solution du problème adjoint (8.2) avec la donnée initiale ϕ0 ∈ L2(Ω).

On vérifie aisément que ϕ0 7→ J(ϕ0) est continue et strictement convexe dans L2(Ω). De
plus, J est coercive. En effet, on montre que

lim inf
||ϕ0||L2(Ω)→∞

J(ϕ0)
||ϕ0||L2(Ω)

≥ ε.

Pour ce faire, on procède comme [35]. Soit {ϕ0
j} dans L2(Ω) avec ||ϕ0

j ||L2(Ω) → ∞. On
pose

ϕ̂0
j =

ϕ0
j

||ϕ0
j ||L2(Ω)

, ϕ̂j = ϕj
||ϕj||L2(Ω)

.

ϕ̂j est la solution de (8.2) avec la donnée intiale normalisée ϕ̂0
j .

On a
J(ϕ0

j)
||ϕ0

j ||L2(Ω)
=
||ϕ0

j ||
2

∫
ω×(0,T )

|ϕ̂j|2dx dt+ ε||ϕ̂0
j ||L2(Ω) + (ϕ̂j(0), u0)L2(Ω). (8.9)
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On distingue les deux cas suivants :
Cas 1 : lim inf

j→∞

∫
ω×(0,T )

|ϕ̂j|2dx dt > 0.

Cas 2 : lim inf
j→∞

∫
ω×(0,T )

|ϕ̂j|2dx dt = 0.

Dans le premier cas, comme ||ϕ0
j ||L2(Ω) → ∞, le premier terme dans (8.9) tend vers +∞

et les deux autres sont bornés. Par conséquent,

lim inf
j→∞

J(ϕ0
j)

||ϕ0
j ||L2(Ω)

= +∞.

On analyse maintenant le second cas. On a∫
ω×(0,T )

|ϕ|2dx dt ≤ lim inf
j→∞

∫
ω×(0,T )

|ϕ̂j|2dx dt = 0.

Donc, de l’inégalité d’observabilité (8.3), on déduit que ϕ(0) = 0. Par conséquent, ϕ̂j(0) ⇀ 0
faiblement dans L2(Ω) alors

∫
Ω
ϕ̂j(0)u0 dx tends aussi vers zéro.

Comme ||ϕ̂0
j ||L2(Ω) = 1 alors

lim inf
j→∞

J(ϕ0
j)

||ϕ0
j ||L2(Ω)

≥ lim inf
j→∞

[ε+
∫

Ω
ϕ̂j(0)u0 dx] = ε.

Ce qui conclut la preuve.

Par conséquent, J atteint son minimum en un unique ϕ0
ε ∈ L2(Ω) que l’on associe à la

solution ϕε i.e  J(ϕ0
ε) = min

ϕ0∈L2(Ω)
J(ϕ0).

J(ϕ0
ε) < J(ϕ0), ∀ϕ0 ∈ L2(Ω), ϕ0 6= ϕ0

ε.

Ce minimum donne un contrôle vε pour notre problème tel que vε = ϕε1ω. Soit uε la
solution de (8.1) associée au contrôle vε
Soit u1 l’état final de la solution de (8.1) avec un contrôle nul. Notons que l’unique cas
intéressant est quand ||u1||L2(Ω) > ε, ce qui est équivalent à ϕ0

ε 6= 0. En effet, lorsque
||u1||L2(Ω) ≤ ε, on peut prendre u = 0 pour obtenir la contrôlabilité approchée de (8.1)
avec un contrôle nul (cf. Proposition 3.1, Remark 3.1, [35]).
Sous ces hypothèses, on peut dériver la fonctionnelle J en ϕ0

ε et obtenir une condition
nécessaire pour que J atteigne un minimum en ϕ0

ε, à savoir∫
ω×(0,T )

ϕεϕdx dt+ ε
(

ϕ0
ε

||ϕ0
ε||L2(Ω)

, ϕ0

)
L2(Ω)

+ (ϕ(0), u0)L2(Ω) = 0, (8.10)

pour tout ϕ0 ∈ L2(Ω).

En utilisant ce dernier résultat et (8.3) pour ϕ0 = ϕ0
ε, on obtient l’estimation suivante :

||vε||L2(ω×(0,T )) ≤
√
C||u0||L2(Ω),
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Soit maintenant uε solution du problème suivant :

∂tuε −∆uε + a(x, t)uε = vε1ω dans QT ,
uε = 0 sur ΣD

T ,
∂uε
∂ν

= 0 sur ΣN
T ,

uε(x, 0) = u0(x) dans Ω,

(8.11)

Montrons que ||uε(T )||L2(Ω) ≤ ε.
En multipliant la première équation de (8.11) par ϕ et en intégrant par parties, on trouve∫

QT

∂tuεϕdx dt−
∫
QT

∆uεϕdx dt+
∫
QT

auεϕdx dt =
∫

ω×(0,T )

vεϕdx dt

Ce qui donne ∫
Ω

[uε(T )ϕ(T )− uε(0)ϕ(0)]dx−
∫
QT

uε∂tϕdx dt−
∫
QT

uε∆ϕdx dt

+
∫
QT

auεϕdx dt =
∫

ω×(0,T )

vεϕdx dt.

Ou encore

(uε(T ), ϕ0)L2(Ω) − (u0, ϕ(0))L2(Ω) +
∫
QT

uε(−∂tϕ−∆ϕ+ aϕ)dx dt =
∫

ω×(0,T )

ϕεϕdx dt.

On obtient donc l’égalité suivante

(uε(T ), ϕ0)L2(Ω) − (u0, ϕ(0))L2(Ω) =
∫

ω×(0,T )

ϕεϕdx dt.

En utilisant (8.10), on aura

(uε(T ), ϕ0)L2(Ω) = −ε
(

ϕ0
ε

||ϕ0
ε||L2(Ω)

, ϕ0

)
L2(Ω)

.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de déduire l’inégalité suivante∣∣∣∣(uε(T ), ϕ0)L2(Ω)

∣∣∣∣ ≤ ε||ϕ0||L2(Ω), ∀ϕ0 ∈ L2(Ω).

Finalement, comme on a

||uε(T )||L2(Ω) = sup
ϕ0 6=0

|(uε(T ), ϕ0)L2(Ω)|
||ϕ0

ε||L2(Ω)
≤ ε

Alors on déduit que
||uε(T )||L2(Ω) ≤ ε. (8.12)
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Étape 2 : Passage à la limite et résultat de contrôlabilité à zéro.
Comme la suite {vε} est bornée dans L2(ω × (0, T )), on peut en extraire une sous suite,
que l’on note encore {vε}, faiblement convergente vers un certain v ∈ L2(ω × (0, T )).
Comme uε vérifie (8.11), nous avons les estimations suivantes :

max
t∈(0,T )

||uε||L2(Ω) + ||uε||L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C
(
||vε||L2(ω×(0,T )) + ||u0||L2(Ω)

)
≤ C||u0||L2(Ω)

Grâce à ces estimations, on peut supposer, après extraction éventuelle d’une sous suite
que,

uε ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1(Ω)) ∩H1(0, T ;H−1(Ω)), (8.13)

Donc, on a, pour tout Ψ ∈ H1(Ω)

(uε,Ψ)→ (u,Ψ)

(∇uε,∇Ψ)→ (∇u,∇Ψ)〈
duε
dt
,Ψ
〉
H−1,H1

→
〈
du

dt
,Ψ
〉
H−1,H1

.

Par passage à la limite, on obtient que〈
du

dt
,Ψ
〉
H−1,H1

+
∫
Ω

∇u · ∇Ψdx+
∫
Ω

auΨdx =
∫
ω

vΨdx.

donc u est solution du problème (8.1).
Finalement,

lim
ε→0
||uε(T )||L2(Ω) ≤ || lim

ε→0
uε(T )||L2(Ω) ≤ 0

ce qui donne u(T ) = 0.

Le théorème suivant donne le résultat de contrôlabilité à zéro de (8.1).

Théorème 8.0.2. Le système (8.1) est contrôlable à zéro avec un contrôle v ∈ L2(ω×(0, T ))
qui vérifie

||v||L2(ω×(0,T )) ≤ C(Ω, ω, T, a)||u0||L2(Ω),

où C(Ω, ω, T, a) = exp
[
C
(
1 + 1

T
+ ||a||2/3∞ + T ||a||∞

)]
.
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Conclusion générale
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Faisons tout d’abord une synthèse de cette initiation à la recherche.

D’un point de vue personnel, je pense que cette thèse m’a permis de développer des
compétences scientifiques et techniques spécifiques au sujet qui m’a été proposé, mais
également de développer des compétences plus globales telles que l’autonomie, l’adapt-
abilité et l’esprit d’analyse.
D’un point de vue plus technique, les deux parties ont été pour moi l’occasion de bien
m’immerger dans les inégalités de Carleman mais aussi d’approfondir les outils d’analyse
fonctionnelle nécessaires.

Dans la première partie, la problématique était de démontrer un résultat de stabilité
Lipschitz pour deux coefficients d’un système gouverné par des équations aux dérivées
partielles.
Nous avons tout d’abord démontré l’existence et l’unicité des solutions pour le système
d’équations aux dérivées partielles dont on a étudié, par la suite, le problème inverse. Dans
le chapitre 3, nous avons démontré un résultat de stabilité pour l’une des équations du
système considéré, il s’agit de l’équation de transport. Cela nous a essentiellement permis
d’identifier les fonctions poids avec lesquelles il faut établir les inégalités de Carleman.
Celles-ci ne peuvent pas être singulières en temps. Ce choix là nous a mené à effectuer
une troncature en temps lors de l’étude du problème inverse et ainsi à considérer des
hypothèses de régularité fortes.
Cependant de nombreuses questions concernant les sytèmes d’équations aux dérivées par-
tielles restent ouvertes, notamment sur les systèmes hyperboliques-paraboliques. Toute-
fois, il est clair que notre méthodologie révèle certaines limites et ne s’applique pas au
système initial quasi-linéaire. En effet, dans le système considéré, le champ de vecteurs
A ne dépend que de la variable spatiale et une des hypothèses sur la fonction poids est
liée à ce champ de vecteurs. On ne peut donc pas envisager d’utiliser cette méthode pour
le système initial quasi-linéaire. Une des voies possibles pour traiter le système initial est
de se ramener à un système parabolique en rajoutant un terme de diffusion en ε∆u dans
l’équation hyperbolique. Dans ce cas, il faut établir des inégalités de Carleman pour ce
nouveau système, où les fonctions poids introduites dépendront bien sûr de ε. En suivant
la dépendance des constantes en ε, il faudra ensuite passer à la limite.
D’autres perspectives sont envisageables d’un point de vue numérique. En effet, il serait
intéressant de mettre en place une méthode de reconstruction de coefficients, basée sur le
résultat de stabilité.

Concernant la seconde partie, il s’agissait de démontrer un résultat de contrôlabilité à zéro
pour l’équation de la chaleur avec des conditions au bord mixtes à travers une inégalité
de Carleman. Comme on l’a mentionné dans l’introduction, ce type de conditions génère
un comportement singulier de la solution. De ce fait, nous avons tout d’abord présenté
des résultats préliminaires sur l’existence et l’unicité de cette solution. Par ailleurs, la
connaissance explicite des singularités permet, par la suite, de traiter les intégrales de
bord de l’inégalité de Carleman. Le chapitre 8 donne le résultat prinicpal de la deuxième
partie. Les techniques utilisées sont très fréquentes dans l’étude de la contrôlabilité à
zéro pour les équations paraboliques linéaires. Des perpectives sont envisageables dans le
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cadre de cette partie. En premier lieu, ce résultat ouvre une porte à une généralisation à
la dimension supérieure. Il serait aussi intéressant de prouver les résultats de cette partie
dans le cas d’un polygone convexe avec des conditions au bord Neumann ou mixtes.
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