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Résumé

Pour faciliter I’étude des solutions d’une équation différentielle au voisinage d’un point
d’équilibre, on peut chercher un changement de variable (défini au voisinage du point sin-
gulier), qui rameéne cette équation & une forme plus simple dite forme normale

Cette méthode a vraiment commencé a étre utilisée et étudiée par Poincaré en 1879 .
De nombreux problémes ont tout de suite été soulevés quant a l'existence, la nature et la
classification des différentes forme normales, ainsi que des changements de variable qui nous
les procurent.

Ce mémoire est une tentative d’étudier les champs de vecteur en leurs points singuliers
et les applications différentiables en leurs points fixes de trouver leur formes normales et
d’étudier la question de linéarisation de ces objets (’existence de changement de variable,

qui réduisent le champs de vecteurs a sa partie linéaire ou a une forme polynomiale)

Mots-clés : Singularités de champs de vecteurs et d’application différentiable, formes

normales, domaine de Poincaré et Seigle et notions d’hyperbolicité.
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Introduction

Considérons le systeme d’équations différentielles suivant:

X=fX), [f0)=0 (1)

ol, a toutes fins pratiques:

- X ek ke {R,C}

- f: W C k™ — k" est une fonction soit différentiable un nombre fini de fois, soit C'*°,
ou encore analytique.

Ce systéme posséde une singularité en 0 (point d’équilibre).

Les propriétés des solutions d’un tel systeme au voisinage du point singulier X = 0, en
particulier leur comportement qualitatif, sont 'objet d’études intensives depuis plus d’une
centaine d’années. Mais, malgré toutes les recherches sur le sujet, une classification compléte
des singularités de tels systémes reste encore inachevée. Nous ne savons méme pas encore
jusqu’a quel point les solutions du systéme (1) peuvent étre compliquées dans le voisinage
de X =0, et c’est actuellement le principal sujet d’étude dans la théorie des bifurcations et
dans les phénomeénes chaotiques.

La principale méthode d’investigation de ces sujets - et la plus fructueuse - consiste, a
I’aide d’un changement de variable défini au voisinage de ’origine et laissant celle-ci fixe, a
ramener I’équation (1) & une forme plus simple que 1’on appelle forme normale.

C’est-a-dire que l'on cherche un changement de variable

X=H(Y), H@0) =0 (2)

tel que lexpression de ’équation (1) en les nouvelles variables Y

Y = DH(Y) ' f(H(Y)) (3)

soit la plus simple possible.(DH (Y') est la matrice Jacobienne de H au point Y)
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Idéalement, les formes auxquelles on voudrait bien parvenir pour I’équation (3), sont
principalement;:
- linéarisation:

Y = Df(0)Y

- vecteur polynomial:

Y = DF(0)Y + P(Y)

,ou P est un polyndme vectoriel sans termes constants ni linéaires.

On se doute bien que cela ne sera possible que dans certains cas bien précis.

Donc, on se pose principalement les questions suivantes:

1- Quelles sont les formes les plus simples de (3), appelés formes normales, auxquelles
peut se ramener le systéme (1), et ce, & ’aide d’une transformation (2) 7

2- De quelle nature sera la transformation (2) ? C’est-a-dire, par exemple: quand est-
ce que le fait que f dans (1) soit analytique, C'* ou différentiable un nombre fini de fois,
implique que la transformation (2), et donc le second membre de (3), soit analytique, C'*
ou différentiable un certain nombre de fois ?

Les réponses ne sont pas des plus simples et les techniques utilisées pour résoudre ce
probléme peuvent différer d’'un cas & un autre. Dans le présent texte, nous étudierons
principalement le cas ou f dans (1) est analytique. La facon de procéder est alors la
suivante: on construit un changement de variable sous forme de série formelle - appelée série
de Poincaré - en trouvant une suite de transformations qui font disparaitre successivement
les termes de degré deux, trois, etc...(enfin ceux que l'on peut faire disparaitre) dans le
développement de Taylor de f au voisinage de l'origine. Il s’agit ensuite de prouver la
convergence de cette série formelle.

La premiére partie de troisiéme chapitre, celle de la construction formelle, est relative-
ment simple et possible dans la plupart cas. Le probléme de la convergence, par contre, est
beaucoup plus délicat; celle-ci dépend essentiellement de conditions sur les valeurs propres
du linéarisé a lorigine D f(0).

Remarquons cependant que, méme dans le cas ot il y a divergence, ou encore dans celui
ou f n’est pas analytique, les premiers pas de 'itération conduisant a la série de Poincaré
permettent de s’attaquer & un nombre fini de termes dans le développement de Taylor de f
C’est ce que 'on appelle la méthode de Poincaré. Celle-ci, quoique trés simple, s’est avérée
un puissant outil en théorie des bifurcations et dans I’étude des phénomeénes chaotiques
(cf.Arnold[1] et Guckenheimer|3]).
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Donnons maintenant un apercu de ’historique de la question ainsi que les grandes lignes
de son développement. La méthode décrite ci-dessus (construction formelle du changement
de variable et ensuite preuve de la convergence) a son origine dans la thése de Poincaré,
présentée en 1879, ou il I'utilisait pour prouver le théoréme suivant: dans le cas ou f est

analytique (complexe), il existe un changement de variable de la forme

X=Y+h), h0)=hr(0)=0

analytique en 0, transformant (au voisinage de 0) le systéme (1) en:

Y = DF(0)Y

ce, a condition que les valeurs propres A, ..., A, de Df(0) satisfassent les conditions
suivantes:

1) Les valeurs propres Ay, ..., A, sont toutes distinctes.

2) Considérant les valeurs propres comme des points dans le plan complexe, il existe une
droite D passant par l'origine, telle que Aq, ..., A, sont tous situés d’un méme coté de D.

3) N AFmaN+ ... +mp\,, 1 < i <netpour Ymy,...,m, €N tels que m; +... + m,, > 2.

Par la suite, en énoncera la condition 2) en disant que les valeurs propres sont dans le
domaine de Poincaré et, dans le cas contraire, dans le domaine de Siegle. La condition 3)
s’énoncera en disant que les valeurs propres sont non résonantes et résonantes dans le cas
contraire. De plus, pour m = (my,...,m,) € N* . m; + ...+ m, > 2 et 1 < i < n,fixes,
I'équation \; = myA; + ... +my,A,,définit un hyperplan de C" appelé plan de résonance R}".

Ultérieurement, les développements majeurs et fondamentaux de la théorie furent donnés
par Dulac (1912) et Siegle (1952). En 1912, Dulac démontra, en ne retenant que la condition
2) (toujours avec f analytique complexe), qu'il existe un changement de variable en 0,

ramenant ’équation (1) (au voisinage de 0) & la forme normale

Y = DF(O)Y + P(Y), P(0)=P(0)=0

(on suppose que Df(0) est exprimée sous sa forme de Jordan), o P est un polyndéme
vectoriel tel que, si Y{™...Y,™ est monome de la i¥"® coordonnée, alors \; = miA;+...+m,\,
(monoéme résonant).

La proximité du vecteur des valeurs propres dans C" aux différents plans de résonnance
force les termes du changement de variable formel & étre grands, or les plans de résonnance

sont rares dans le domaine de Poincaré et partout denses dans le domaine de Siegle. On ne
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s’étonne donc pas que l'extension du théoréme de linéarisation de Poincaré au domaine de
Siegle soit plutot délicate.

Ceci fut accompli par Siegle en 1952, lorsque il démontra (toujours avec f analytique
complexe) qu’il existe un changement de variable analytique en 0 transforment I’équation
(1) en

Y=D f(0)Y (linéarisation)

sous les conditions suivantes:
i) Df(0) est diagonalisable.
ii) A1, ..., A, étant les valeurs propres de D f(0), il existe un ¢ > 0 et un v > 0 tels que

pour Vmy,...,m, € N*. m; + ... + m,, > 2, on ait:

c
(my+ ... +my,)v’

Cette derniére condition (on dit alors que Ag, ..., \,, sont de type multiplication (¢, v) est

ImaA + ...+ mp | > 1<i<n

intéressante, car I’ensemble des vecteurs (Aq, ..., \,) € C" qui la satisfont est partout dense
dans C".

Cependant, d’un point de vue pratique, pour I’étude de cas particuliers, le théoréme de
Siegle n’est pas trés utile. (Par exemple, la condition ii) n’est jamais satisfaite pour les
systémes hamiltoniens.) Il 'est beaucoup plus du point de vue théorique, comme théoréme
d’existence, en particulier comme point de départ pour la théorie de Kolmogorv-Arnold-
Moser (KAM).

A part les travaux de Poincaré, Dulac et Siegle, on remarquera, parmi les contributions
les plus importantes, celles de Cherry (1927), Birkhoff (1957), qui traite le cas ou f est réelle
et C*°, Chen (1963), Brjuno (1964), Brjuno (1971) qui fait la synthése tout en apportant
des améliorations de tous les résultats obtenus jusqu’a ce moment, et Takens (1973).

Voyons maintenant le plan du présent texte. Le premier chapitre fait un rappel des prin-
cipales notions et résultats sur les équations différentielles ordinaires. Le second chapitre
traite les questions de points critiques d’applications différentiables ainsi que leur classifi-
cation. Le dernier est dédié a I'objectif du mémoire. Dans la 1" section, on présente les
différents aspects de la linéarisation formelle et la méthode de Poincaré, qui sont a la base
de la théorie. En particulier, je définis et analyse la notion de résonance, d’opérateur et
d’équation homologique.

Dans la 2°section, on présente les domaines de Poincaré et de Siegle (dans C") et leurs

propriétés vis-a-vis des vecteurs résonnants, non résonnants et de type multiplicatif (c,v) .
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la section 3 est consacré au théoréme de Poincaré-Dulac et la section 4, au théoréme
de Siegle. Les preuve de ces théorémes font appel a des techniques différentes: la section 3
de chapitre 3 repose sur un théoreme d’équations aux dérivées partielles, cité et démontré
par Poincaré dans sa thése, et la section 4 de chapitre 3 introduit la notion d’ordre d’un
opérateur de fonction-la quelle notion est des plus intéressantes.

Enfin, dans la section 5 , on fait quelques remarques sur les travaux de Sternbag, qui
considére les cas ot f est réelle et C™ ou C¥, relevant les distinctions entre ce cas et le cas

analytique.
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Champs de vecteurs et équations

différentielles

1.1 Champs de vecteurs, trajectoires
Un champ de vecteur X sur une variété M est une fonction:
X:M—-TM

telle que X (m) € T,,, M pour tout m € M, autrement dit, & chaque point m on associe un
vecteur tangent en m.
Lorsque ¢: U C M — R" est une carte locale de M on obtient une représentation

locale Y de X en posant:
Y(¢(m)) = Dp(m)(X(m)), meU

Y est un champ de vecteurs défini sur un ouvert de R™. Ses coordonnées sont notées
(Y1, ...,Y™), ce sont les coordonnés locales de X dans la carte (U, ¢).

Si M est une variété de classe C*, on dit que le champ de vecteurs X est de classe C7,
1 < r <k, si ses représentations locales sont de classe C" quel que soit la carte locale choisie.
Tous les champs de vecteurs considérés seront au moins de classe C1.

Rappelons qu’une courbe ¢ dans M est une application de classe C!, ¢ : I — M, ou I
est un intervalle ouvert contenant 1’origine : 0 € I (I'usage est de prendre les conditions

initiales a l'origine).



1.2. Trajectoires maximales, flot intégral

Définition 1.1.1 Soit X un champ de vecteurs sur M. Une courbe intégrale de X en

m € M est une courbe c telle que c(0) = m et c(t) = X(c(t)) pour tout t € I (dérivée par
: d
rapport au temps) c(t) = d_j(t))

Si ’on introduit une carte locale et la représentation locale de X comme plus haut, on

obtient une représentation locale de la courbe intégrale en posant C' = ¢ o c. On a

En effet

C(t) = (0 0)(t) = Do(e(t))c (t) = Do(c(t)) X (c(t)) = Y (C(2))-
SiY = (Y ..,Y™) sont les coordonnés locales de X et C' = (C1, ..., C™) celles de ¢, alors

c est une courbe intégrale de X lorsque le systéme suivant est satisfait :

dc"
dt

Il s’agit 1a d’un systéme autonome d’équations différentielles ordinaires auquel on peut

(t) = Y(C'(1),...,C™(t)), 1<i<n,

appliquer les théorémes classiques. Puis, revenant & la variété par ¢!, on en déduit les

résultats suivants :
Théoréme 1.1.1 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M.

1. Pour tout m € M il existe une courbe intégrale ¢ de X telle que c(0) = m,
2. Une telle courbe intégrale est de classe C",

3. Sicy et ey sont deux telles courbes alors ¢; = co sur Uintersection de leur domaine.

1.2 Trajectoires maximales, flot intégral

Définition 1.2.1 Soit X un champ de vecteurs sur M. Une courbe intégrale ¢ de X en
m € M définie sur un intervalle ouvert I est maximale si pour toute autre courbe ¢ en m

définie sur un intervalle I' et telle que I C I'on a I' =1 et ¢ = c.

Définition 1.2.2 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M. Notons Dx C M x R
lensemble des (m,t) € M xR tels qu’il existe une courbe intégrale c : I — M avec ¢(0) = m

ett € I. On dit que le champ de vecteur X est complet si Dx = M xR. Un point m € M est
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o-complet, avec 0 =+, —, £ lorsque Dx N ({m} x R) contient {m}x]0, o[, {m}x] — o0, 0],

{m} x R respectivement.

Théoréme 1.2.1 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M. Alors
1. Dx D M xR,
2. Dx est ouvert dans M x R,

3. 1l existe une unique application de classe C", Fx : Dx — M telle que, pour tout

m € M, Uapplication t — Fx(m,t) soit la courbe intégrale mazimale passant par m.

Définition 1.2.3 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M. L’application Fx définie

ci-dessus est appelée le flot du champ de vecteur X. On le note habituellement

Théoréme 1.2.2 Soit ¢(t) la courbe intégrale maximale qui passe par m et soit I son do-

maine de définition.

1. I est ouvert,

2. Notons I =T~ (m),TH(m)[, si T"(m) est fini alors c(t) sort de tout compact de M
lorsque t — T+ (m) (pour tout compact K C M il existe t < T"(m) tel que c(t) ¢ K),

3. Idem pour T~ (m),

4. Si, pour tout t €|T~(m),

t(m)[, c(t) est contenu dans un compact de M, alors
T~ (m) = —o0 et TT(m) = oc.
Corollaire 1.2.1 Un champ de vecteur sur une variété compacte est complet.

Exemple 1.2.1 (Champ de Rayleigh) Soit A une matrice n X n symétrique réelle. Consid-

érons le champ de vecteurs sur la sphére unité S"~1 C R™ défini par
X(z) = (za” - I,,) Az
Veérifions que X (x) € T,S" ' =at. Ona
(X (2),z) = (2" — I,) Az, z) = Trace(z” (za” — I,)Az) = Trace(((z" z)z" — 2"7)Az) = 0

puisque x7x = 1. Considérons une trajectoire x(t) de ce champ de vecteurs. Elle est définie

pour tout t € R puisque la sphére est compacte.
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Exemple 1.2.2 (Champ gravitationnel) Le champ de force déterminé par la loi de gravita-
tion de Newton est donné par
mMGT
F(z,y,2) = B —
ot m est la masse du corps étudié, M la masse du corps central, G la constante de
gravitation, T le rayon vecteur reliant Uorigine 0 au point ¢ = (x,y,2) etr = /a2 4+ y% + 22
le module de ce rayon vecteur. Ce champ est défini sur la variété R*\{0}.
Le mouvement d’une particule de masse m dans ce champ est donné par la seconde lot

de Newton

=
c’est a dire
Pz mMG
mW S v
*y  mMG
mﬁ T3 4
d?z mMG
mW R :

—

. r , . . .
Introduisons le moment p = m——. Les équations ci-dessus deviennent

dt

dg _ p dp

R S0
dt  m dt

C’est un systéme d’équations différentielles définies pour (q,p) € (R*\{0}) x R3 qui est une

variété de dimension 6 appelée l’espace des phases. Notons que le champ de gravitation

dérive du potentiel

mMG
Vi) = ——F——
1]2 +y2 + 22
c’est a dire, s’écrit F'(q) = —<yV(q). Introduisons I’énergie du systéme (énergie cinétique
+ énergie potentielle) :
1 p|l*

E =—-——4V

(p.a) = 5= =+ V()

Cette énergie est une intégrale premiere du champ de vecteur c’est a dire que

d

SE((t).q() =0



1.3. Expression du flot en coordonnés locales

pour toute trajectoire de ce champ (cela se vérifie aisément). Il s’ensuit que toute
trajectoire (p(t),q(t)) est contenue dans un ensemble de niveau de E : il existe A tel que

E(p(t),q(t)) = A. Cet ensemble a pour équation

1pl*  mMG

=\
2 m 4]l

S’il existe des constantes 0 < a < b telles que a < ||g(¢)|| < b pour tout ¢ on voit que
V(q(t)) est borné, donc aussi p(t) et, par le Théoréme 1.2.2; cette trajectoire est définie
pour tout ¢ € R.

1.3 Expression du flot en coordonnés locales

Soit X un champ de vecteurs sur M et soit (U, ¢) une carte locale en m € M. L’expression

de X dans ces coordonnés est donné par le champ Y : ¢(U) C R™ — R"™ défini par :

Y(z) = Dé(p) X (p), r = ¢(p).

Notons Fi(p) = F(t,p) le flot associé¢ a X et posons
Gi(x) = o(Fi(p)), r = ¢(p)

ce qui a un sens pourvu que t soit suffisamment petit. On a

5Gu(w) = SO ) = DOER) 5 F(B) = DAE) X (Fp) = ¥ (Gi(2)).
De plus

Go(z) = ¢(Fo(p)) = ¢(p) = =
Ceci qui prouve que Gy(x) est une courbe intégrale du champ Y passant par x en t = 0.

G(x) est 'expression du flot F(p) dans la carte (U, ¢).

10



1.4. Boites de flot

1.4 Boites de flot

Définition 1.4.1 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M. Une boite de flot de X
enm € M est un triplet (Uy, a, F') ou

o Uy est un owvert de M contenant m, a > 0 ou a = o0,

F :Uyx] —a,a]— M est de classe C",

Pour tout u € Uy, ¢,(t) = F(u,t) est une courbe intégrale de X en u,

Pour tout t €] — a,al, F(t,Uy) est un ouvert de M et F(t,.) est un difféomorphisme
de Uy sur F(t,Uy).

Théoréme 1.4.1 Soit X un champ de vecteur de classe C" sur M. Pour tout m € M il
existe une boite de flot de X en m. Si (Uy,a, F') et (Uy,a’, F") sont deux telles boites, alors
F et F' sont égales sur (UyNU]) x (] —a,a[N] —d,d'[).

1.5 Points singuliers des champs de vecteurs, linéari-

sation autour d’un point singulier

Définition 1.5.1 On dit que m € M est un point singulier (on dit encore point critique

ou point d’ “éuilibre) d’un champ de vecteur X lorsque X (m) = 0.

Remarque 1.5.1 Sil’on note par Fy(m) le flot du champ de vecteur, m est un point critique
si et seulement si Fy(m) = m pour toutt € R. Autrement dit m est une trajectoire constante

du champ de vecteur.

Définition 1.5.2 Lorsque m est un point singulier de X, la dérivée de F; en m est une

application linéaire qui envoie T,,M sur lui-méme :
DF,(m):T,,M — T,,M.
Nous avons donc une application définie sur un voisinage de 0 dans R :
t €] —eel— L(T,,M)

qui prend ses valeurs dans ’espace des endomorphismes de 7;,M. La dérivée de cette

application en ¢ = 0 est une application linéaire que ’on note
d
DX(m):T,M — T,,M, DX (m) = %DFt(m) li=o -

DX (m) est la linéarisation de X en m.
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1.5. Points singuliers des champs de vecteurs, linéarisation autour d’un point singulier

Remarque 1.5.2 L’expression de DX (m) dans un systéme de coordonnés locales se déduit

de celle du flot : par dérivation de

Gi(y) = o(Fi(p)), y = ¢(p)

au point critique m avec ¢(m) = z on obtient
DGy(x) = D¢(m)DFy(m)De(m) ™"

de sorte que, par dérivation par rapport au temps,

d d
EDGt(UC) |i=0= D¢(m)EDFt(m) li—o Dgp(m)~".

Comme % DG,(z) = DX (z) on a prouvé que

DX(m) = Dp(m) ' DY (z) Do (m).

Ainsi, la matrice de DX (m) dans ce systéme de coordonnés est (%(m)) ot les Y sont

les coordonnés de Y.

Exemple 1.5.1 Linéarisé d’un champ de vecteur défini sur un ouwvert de R™. Pour un

champ X : U — R™ on a par définition du flot

d
d—Ft(m) = X(Fy(m))
t
d’ot, en le point singulier m,
d d
DX(m) = d—tDFt(m) |t:0: Dd—tﬂ(m) |t:0 .

Ainsi la définition que I'on vient de donner du linéarisé coincide avec la définition habituelle

de sa dérivée.
Exemple 1.5.2 Linéarisé d’un champ de vecteur défini sur une sous-variété de R".

Soit X : M C R" — TM ot M est une sous-variété de R™. Nous pouvons I’étendre a
un voisinage ouvert U de M en un champ Y : U — R". Le théoreme de Cauchy-Lipschitz
(Théoréme 1.1.1) montre que, pour tout m € M, la trajectoire F;(m) est la restriction a M
de la trajectoire FY (m). Il s’ensuit que la dérivée DF;(m) est la restriction a Ty, M de la

dérivée DFY (m) et qu’en un point singulier m de X on a

d d d
DX(m) = EDFt(m) |i=0= %Dth(m) |7, |t=0= DEFtV(m) |7t |t=0= DY (m) |1,,01 -

Ainsi le linéarisé DX (m) est la restriction a T,,, M du linéarisé DY (m).
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1.6. Stabilité au sens de Liapunov

1.6 Stabilité au sens de Liapunov

Définition 1.6.1 Un point critique m de X est stable au sens de Liapunov si pour tout
voisinage U de m il existe un voisinage V de m tel que, pour tout m’ € V la trajectoire
F,(m') est définie pour tout t > 0 et Fy(m') € U pour tout t > 0. Nous dirons que m
est asymptotiquement stable au sens de Liapunov s’il existe un voisinage V' de m tel que,
pour tout m' € V| la trajectoire F;(m’) est définie et Fiy(m') € V pour tout t > 0 et si

lim Fy(m') = m lorsque t — co.

Un point critique asymptotiquement stable m est attractif : les trajectoires du champ
de vecteur Fy(p) pour tout p proche de m se dirigent vers m.

Un point critique stable qui n’est pas asymptotiquement stable est donné par (0,0) pour
le champ X (2,y) = (—y,x) de R2.

On définit les critéres d’instabilité et d’instabilité asymptotique en "inversant le temps",

c’est a dire en prenant ¢ — —oo.

Nous allons maintenant donner des critéres de stabilité pour les points critiques d’un

champ de vecteur; ils sont dus & Liapunov.

Théoréme 1.6.1 (Théoréme de stabilité de Liapunov) Si m est un point critique du champ
de vecteur X et si le spectre de DX (m) est contenu dans le demi-plan R(z) < 0 (resp.
R(z) > 0) alors m est asymptotiquement stable (resp. instable).

Un second critére utilise les ”fonctions de Liapunov”.
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1.6. Stabilité au sens de Liapunov

Définition 1.6.2 Sim est un point critique du champ de vecteur X, une fonction L : U —
R définie sur un voisinage ouvert U de m est une fonction de Liapunov pour X en m si elle

est continue, différentiable sur U\{m} et si
1. L(m) =0 et L(m') > 0 pour tout m’ € U\{m},

2. DL(m")X(m') <0 pour tout m’ € U\{m}.

On dit qu’une fonction de Liapunov est stricte si la seconde condition est stricte :
DL(m")X (m') <0 pour tout m' € U\{m}.

Théoréme 1.6.2 St m est un point critique du champ de vecteur X et s’il existe une
fonction de Liapunov pour X en m alors c’est un point critique stable. S’il existe une

fonction de Liapunov stricte alors m est asymptotiquement stable.

Exemple 1.6.1 Cas linéaire : 0 est un point d’ équilibre stable pour v = Az, A € R™¥",

lorsque les valeurs propres de A ont des parties réelles négatives.

Exemple 1.6.2 X (z,y) = (—y — 25, 2 — 2y®) sur R? posséde un point critique o 'origine.
Le champ linéarisé a pour spectre +i et l'on ne peut rien conclure du Théoréeme 1.6.1.
On cherche alors une fonction de Liapunov du type L(z,y) = ax? + by?. On doit avoir
L(z,y) > 0 si (z,y) # (0,0) et DL(z,y)X (z,y) = —2ax® — 4by* + 2(b — a)xy < 0. II suffit

de prendre a = b =1 pour obtenir une fonction de Liapunov stricte.

Exemple 1.6.3 Reprenons l’exemple 1.2.2. Le champ correspondant est donné par

X(q,p) = (%F(Q))

avec F(q) = — <7 V(q). Soit (qo, po) un point d’ équilibre. On a py =0 et 7V (g0) = 0. On

construit une fonction de Liapunov en prenant

La.0) = E(g.0) — Elao.p0). Ela.p) = 4 v g).

Il est clair que L(qo,po) = 0 et que DL(q,p)X(q,p) = 0 par conservation de I’ ‘energie. L
sera une fonction de Liapunov si V(q) —V(qo) > 0 pour tout ¢ dans un voisinage de qo c’est

‘a dire st gy est un minimum local strict de V . Dans ce cas le point d’équilibre est stable.
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1.7. Points singuliers hyperboliques

1.7 Points singuliers hyperboliques

Nous allons étudier une nouvelle catégorie de points singuliers d’un champ de vecteurs qui

généralise les catégories ”stables” et ”instables” étudiées au paragraphe précédent.

Définition 1.7.1 On dit que m est un zéro (ou point singulier) hyperbolique du champ de
vecteur X si toutes les valeurs propres de A = DX (m) ont une partie réelle non nulle (on dit
que A est une matrice hyperbolique) (figure 2.1).En dimension 2, un point singulier est
dite semi-hyperbolique si A a une valeur propre nulle et une valeur propre (nécessairement

réelle) non nulle.

Figure 2.1.Exemple d’un spectre hyperbolique d'un champ de vecteurs défini sur R*. Les

croix indiquent les valeurs propres.

Si les valeurs propres de m ont une partie réelle négative (resp. positive), on dit que
m est asymptotiquement stable (resp. instable) comme conséquence du Théoréme 1.6.1.
L’exemple 1.6.2 montre qu'un point critique peut étre asymptotiquement stable sans étre

hyperbolique.

1.7.1 Le cas linéaire

Comme le concept d’hyperbolicité est défini a ’aide du linéarisé de X, il est important de
bien étudier le cas linéaire. Soit A € R™". Le flot associé au systéme différentiel x = Az

A

est donné par Fy(z) = ¢"4x. Les valeurs propres de ¢4 sont e®e? ot A = a + i3 est une

valeur propre de A. Via une décomposition de Jordan, on voit que

1. Fi(z) — 0 lorsque t — oo si et seulement si JR(\) < 0 pour toute valeur propre de A,
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1.7. Points singuliers hyperboliques

2. Fi(z) — 0 lorsque t — —oo si et seulement si R(A) > 0 pour toute valeur propre de

A.
Dans le premier cas 0 € R™ est un point singulier stable et dans le second 0 est instable.

Définition 1.7.2 Regroupons les vecteurs propres associés aux valeurs propres A de A avec
R(A) < 0 et procédons de méme avec celles dont R(A\) > 0. Les sous-espaces engendrés sont

notés E5(A) et E;(A), on les appelle sous-espace stable et sous-espace instable.

Les sous-espaces F, et E; décomposent ’espace en somme directe : R” = E, & F;. Ils
sont invariants par A et donc par le flot intégral : si @ € E; (resp. E;) alors exp(tA)z € Ej
(resp. E;) pour tout ¢ € R. De plus La restriction de ce flot a E; (resp. Ei) est le flot
associé a la rectriction de A & F (resp. FE;) ce qui prouve que 0 € E est stable et que

0 € E; est instable.

Table : Endomorphismes hyperboliques du plan.

1.7.2 Le cas non-linéaire : le théoréme de Grobman-Hartman

Le cas non-linéaire peut se traiter par linéarisation du champ de vecteur au voisinage du
point singulier. On obtient alors une théorie locale. Le théoréme de Grobman-Hartman

montre que localement le champ de vecteur est topologiquement conjugué & son conjugué.
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1.7. Points singuliers hyperboliques

Théoréme 1.7.1 Soit X un champ de vecteur et soit m € M un point singulier hyperbolique
de X. Soit DX (m) : T,,M — T,,M le linéarisé de X en m. Il existe des voisinages ouverts
UdemeM etV de0eT,, M et un homéomorphisme h : V — U tel que

F,oh =hoexp(tDX(m)).

Autrement dit, pour tout x € V ett € R si exp(tDX(m)) € V alors F,(h(x)) est défini et
vaut h(exp(tDX (m))z).

Ce théoréme montre que, dans le cas hyperbolique, X et son linéarisé DX (m) ont la
méme dynamique au voisinage de m. L’homéomorphisme h n’est pas nécessairement de

classe C.

1.7.3 Le cas non-linéaire : les variétés stables et instables

Commencons par les définir :

Définition 1.7.3 Soit M une variété différentiable de classe CF, 1 < k < 00 ou k = w.

Notons X un champ de vecteur de classe C", 1 < r < k et soit m un point critique de X.

1. On appelle variété stable en m (ou variété stable globale) ’ensemble

Ve(m) = {p € M : Fi(p) est défini pour toutt > 0 et lim Fy(p) = m}

m—00

2. La variété instable en m (ou variété instable globale) est l’ensemble

Viim) = {p € M : Fi(p) est défini pour toutt <0 et lim Fi(p) = m}

m——00

3. On appelle variété stable locale en m tout ensemble S C M qui vérifie les propriétés

suvantes :

(a) S est une sous-variété différentiable de classe C™ de M et m € S,
(b) S est tangente en m ‘a Es(DX(m)),

(c) F,(S) C S pour toutt > 0,

(d) TAI_I)I;OFK]?) =m pour toutp € S.

4. On appelle variété instable locale en m tout ensemble I C M qui vérifie les propriétés

sutvantes :
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1.7. Points singuliers hyperboliques

(a) U est une sous-variété différentiable de classe C™ de M et m € U,
(b) U est tangente en m a E;(DX(m)),
(c) Fi(u) C U pour tout t <0,

(d) lim Fy(p) = m pour tout p € U.

Table : Les variétés stables et instables

La figure ci-dessus montre que la variété stable n’est pas nécessairement une variété
différentiable et que l'intersection de la variété stable avec un voisinage de m n’est pas

nécessairement une variété stable locale.

Théoréme 1.7.2 (Théoréme de la variété stable local) Supposons que X soit de classe C"

et que m soit un point singulier hyperbolique. Il existe un voisinage U de m tel que
Ve(U) ={pe M : Fp) € U pour tout t > 0}
soit une variété stable locale en m. De méme, il existe un voisinage U’ de m tel que
VAU ={p € M : Fy(p) € U pour tout t < 0}
soit une variété instable locale en m.
Passons maintenant a la structure de la variété stable (globale).

Définition 1.7.4 1. On dit qu’une application g : M — N est une immersion lorsque

Dg(a) : T,M — Ty N est injective pour tout a € M.

2. On dit que g est un plongement si g(M) est une sous-variété de N et sig: M — g(M)

est un difféomorphisme,
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1.7. Points singuliers hyperboliques

3. On dit que V C N est une variété immergée si c’est l'image d’une variété différentiable

par une 1mmersion.

Contrairement a ce que son nom indique, une variété immergée n’est pas nécessairement
une variété différentiable. C’est le cas du lemniscate paramétré par z(t) = sint, y(t) =
(sin2t)/2, t € I = ]—m, | (courbe en huit). L’application t € I — (z(t),y(t)) € R? est
une immersion et elle est injective mais ceci n’empéche pas le lemniscate d’avoir un point

double.

Toutefois, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.7.3 Soit g : M — N une immersion et soit V = g(M). Pour tout m € M il
existe un voisinage ouvert U de m tel que la restriction de g o U soit un difféomorphisme

de U sur g(U) C V. Aussi, g(U) est une sous-variété de N (voir la figure ci-dessous).

Le théoréme précédent permet de définir un concept d’espace tangent a une variété

immergée mais ce n’est pas un concept géométrique, il dépend de la paramétrisation choisie:

Définition 1.7.5 Soit g : M — N wune immersion et soit V- = g(M). Pour tout m € M
on définit l’espace tangent a v = g(m) € V par

T,V = Dg(m)T,, M.

Revenons & la variété stable. Sa structure est donnée par le résultat suivant :
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1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

Théoréme 1.7.4 Supposons que X soit de classe C" et que m soit un point singulier hy-

perbolique. Soit U un voisinage ouvert de m tel que V*(U) soit une variété stable locale.
Alors
Vo) = Y RV(U)).

De plus, V*(m) est une variété immergée : il existe une immersion injective : ¢ : Es(DX(m)) —

M telle que :
1. V*(m) = ¢(E(DX(m))),

2. ¢(0) =m et Im Dp(0) = TmV*(U) = Es(DX(m)).

1.8 Exemple : le champ de Rayleigh

Soit A une matrice n X n réelle et symétrique. Le champ de Rayleigh (voir Exemple 1.2.1)

est défini sur la sphére par
X8t T8 X(2) = (va” — I,)Ax.
Nous allons étudier ses points singuliers.

1. X(x) = 0 si et seulement si x est un vecteur propre de A (remarquer que I,, — zx” est

la projection orthogonale de R™ sur z+).

2. Si nous diagonalisons A en base orthonormée, A = UDU? avec U orthogonale et

D = Diag()\;), nous voyons que

X(2) =UXp(y)y=U"x

ou Xp est défini par Xp(y) = (yy” — I,,) Dy. Ainsi, les points singuliers de X sont les

images par U des points singuliers de Xp.

3. Les linéarisés de X et de Xp sont reliés par
DX (x) =UDXp(Uz)U".

Ainsi les valeurs propres de DX (z) et de DXp(U”z) sont les mémes et 'on peut

supposer que A est diagonale.
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1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

4. Avant de calculer ce linéarisé, donnons l’expression de X dans une carte locale en x.

Une telle carte est donnée par (U, ¢) avec
U= {y e S" 1 (y,x) > 0}

et
6:U —at, oy = —a.

Table : Une carte locale pour la spheére

L’application inverse est bien sir

uU—+x
o et = U, ¢ () = :
|2+ ul

L’expression de X dans cette carte est donnée par
Yoot —at, Y(u) =Doy)X(y), y=0"(u)

Un calcul élémentaire montre que

D¢(y)v — v <y,x> _ y2<1),$>, = yJ_,
[y, )|
1. o
Do(y)X(y) = W T ¥y gy
(y, )]
Y (u) = (wro)e —a(ut o))+ u>, =

2 2
[l +ul” [(y, =)
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1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

5. A étant supposée diagonale, A = Diag()\;), nous prenons r = e; qui est un vecteur

propre associé & \;; z+ est engendré par e, ..., e, et 'expression de Y devient

U2 (>\1 - )\2)U2

Le linéarisé de Y en e; est donc

()\1 — )\Q)UQ 0
DY(el) =

0 (>\1 - )\n)

6. Ceci permet de voir que x = e; est hyperbolique si et seulement si la valeur propre A\;

est simple et, dans ce cas, que x est stable lorsque \; est la plus petite valeur propre

de A et instable si c’est la plus grande.

7. Lorsque les valeurs propres de A sont simples, les sous-espaces stables associés a e; et

a4 —e; sont les ensembles

Vs(ei) = S Snil cu; >0

Unp

et

Vs(—ei) = € Snt u; <0
U;

Unp

\ Vs
Pour démontrer que ’ensemble ci-dessus est contenu dans la variété stable de e; il
suffit d’utiliser ’expression de X dans la carte locale décrite précédemment. Pour

démontrer qu’il y a égalité il suffit de remarquer que la réunion de tous ces ensembles

est égale a la spheére.
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2

Singularités des applications

différentiables

La théorie des singularités des applications différentiebles est une ample généralisation de
I’étude des maxima et minima des fonctions d’une variable. Les singularités envisagées
n’imliquent donc pas l'existence d’une discontinuité ou d’un pdle mais I'annulation d’une

dérivée ou d’un jacobien .

Définition 2.0.1 (Point critique des fonction ) On dit qu’un point x est un point

critique d’une fonction f si la dérivée de f en x est égale a 0.

Définition 2.0.2 Soient M une variété C*™ et f: M — R une fonction différentiable sur
M .Un point critique de f est un point po € M tel que df,, =0

Définition 2.0.3 On définit la matrice hessienne de f en py comme Hy (py) = (hij)1<ij<n

2
avec h;; = %afmj (po) par rapport au systéme de coordonnées (xy,- -+, Tp).

Exemple 2.0.1 Soit
f: R — R
xXr = {Ez

le point 0 est un point critique de f.

On distingue les points critiques génériques, ou non dégénérés, et les points critiques

dégénérés.

Définition 2.0.4 Un point critique py de f est non dégénéré si det Hy (po) # 0.
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Lemme 2.0.1 La propriété d’un point critique py d’étre non dégénéré ne dépend pas du

choix du systéme de coordonnées.

Définition 2.0.5 Un point critique d’une fonction différentiable est appelé non dégénéré

st la différentielle seconde de la fonction en ce point est une forme quadratique non dégénérée.

Exemple 2.0.2 Le point critique 0 de la fonction f (x) = x? est non dégénéré, tandis que

le point critique O de la fonction h (x) = x3est dégénéré.

Définition 2.0.6 (fonction de Morse ) Soit M une variété C* . La fonction f : M — R

est une fonction de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés.
Théoréme 2.0.1 (théoréme de Morse) Soit M une variété compacte de dimension m,

1. Les application stable f : M™ — R forment un ensemble partout dense dans [’espace

des applications différentiables.

2. Pour qu’une application f soit stable il faut et il suffit que soient vérifiées les deux

conditions suivantes :

(a) L’application f est stable en tout point ( autrement dit, tous les points critiques

de la fonction f sont non dégénérés ).

(b) Toutes les valeurs critiques de la fonction [ sont distinctes.

3. Une application f : M™ — R est stable en un point o si seulement si l’on peut
introduire dans les voisinages des points xo € M™ et yo = f (x9) € R des coordonnées

X1,y Ty Y en les quelles Uapplication se laisse mettre sous 'une des m + 2 formes

suivantes :
(a) y = 1.
(b) y=ai+ .. +xi =iy = — 2y, k=0,..,m.

Pour la démonstration, voir par exemple [?]. On se demande s’il en est de méme dans
le cas multidimensionnel, c’est-a-dire pour les applications f : M™ — N™ avec m et n

quelconques.
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2.1. Points critiques et valeurs critiques des applications différentiables .

2.1 Points critiques et valeurs critiques des applica-

tions différentiables .

Soit une application différentiable f : M™ — N™. Généralisons la notion de point critique.
La dérivée de f en x est une application linéaire de ’espace T} tangent a la variété source

en = dans l'espace T}(,) tangent a la variété but en f () :

f*m . Tsz — Tf(x)Nn.

Exemple 2.1.1 Soit M? la surface d’une sphére dans l’espace tridimensionnel, N? un plan,

f la projection de la sphére suivant la verticale sur le plan horizontal (voir la fig).

Exemple 2.1.2 L’application linéaire f., du plan T,M tangent en un point x a la sphére,
dans le plan Ty,)N tangent au plan horizontal, est non dégénérée si x m’appartient pas a
l’équateur horizontal de la spheére ; dans le cas contraire le plan tangent en x a la sphére
contient la droite verticale, et l'opérateur de projection f., a le noyau non trivial ( sous-
espace se réduisant a 0 ). Le noyau de f.. dans les points de [’équateur est de dimension 1.

Le rang de f.. en ces points est 1.
Donnons une définition général:

Définition 2.1.1 Un point x d’une variété M est dit point critique de l’application dif-

férentiable f : M — N si le rang de la dérivée
f*m . TmM — Tf(w)N

en x est inférieur & sa valeur maximale possible, c’est-a-dire, inférieur a la plus petite des

dimensions de M et N :
rang fv, < min(dimM, dimN).
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2.2. Points fixes hyperboliques

Remarque 2.1.1 Soient x1, ..., T, (TeSp.yi, ..., yn) des coordonnées locales sur un voisinage
du point x € M (resp. de f(x) € N). L’application f se définit en ces coordonnées par n
fonction différentiables de m wvariables :

N = fl (fEl, sy xm) y ooy Yn = fn (1‘17 T :L‘m) .

La matrice (%) est la matrice jacobienne de l’application. En ces termes, x est un
J

point critique st le rang de la matrice jacobienne en x est non maxrimal.

Exemple 2.1.3 Pour la projection de la sphére sur le plan horizontal, tout point de l’équateur
horizontal est un point critique. En dehors de l’équateur le rang de f., est 2 aux points de

I’équateur ce rang tombe a 1.
L’image d’un point critique s’appelle valeur critique.

Exemple 2.1.4 Les valeurs critiques d’une projection sphére sur plan forment un cercle

qut correspond au contour apparent de la sphére.

2.2 Points fixes hyperboliques
Pour un difféeomorphisme, on peut écrire dans la coordonnée locale x:
f(z) = Bz +o(||lz])

o B = df (m) est un automorphisme linéaire de R"(matrice inversible). On a la défini-

tion suivante:

Définition 2.2.1 Un point fixe m d’un difféomorphisme f est hyperbolique si toutes les
valeurs propres du spectre de 'automorphisme B = df (m) ont une valeur absolue différente
de 1. De méme, on dira qu’un point m,k—périodique de f, est hyperbolique si m est un

point fize hyperbolique de f* (puissance d’itération).

2.3 Classification des applications différentiables

Equivalence différentiable

La classification des applications différentiables peut étre établie de différentes fagons. La

plus grossiére est probablement la classification topologique : on dit que deux applications
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2.3. Classification des applications différentiables

sont topologiquement équivalentes s’il existe des homéomorphismes (applications bijec-
tives et bicontinues) des variétés source et but qui transforment une application dans 'autre.
Les fonctions y = 2% et y = 2* sont topologiquement équivalentes.

Donc deux applications f, : Mp — Np, p = 1,2, sont topologiquement équivalentes, s’il
existe des homéomorphismes h : M; — My et k : N — N, tels que fo = kfih~!. Autrement

dit, I’équivalence topologique est un diagramme commutatif

ou les fleches verticales sont des homéomorphismes.

Pour les problemes d’analyse, I’équivalence topologique s’avére en général trop grossiere.
Par exemple, la fonction y = z* présentant une singularité dégénérée instable est topologique-
ment équivalente & une fonction stable. On se sert donc, en théorie des singularités, d’une

notion plus fine d’équivalence différentiable.

Définition 2.3.1 L’équivalence différentiable des applications différentiables f, : M; —

Ny, fa : My — Ny est un diagramme commutatif

dont les fleches verticales sont des difféeomorphismes (applications bijectives différen-

tiables ainsi que leurs inverses)

Remarque 2.3.1 Dans le langage des coordonnées locales, l'application y = f () est une
suite finie de fonctions ; le difféomorphisme h, un changement des variables indépendantes x;
le difféeomorphisme k, un changement des variables dépendantes y. De ce point de vue, deux
applications sont différentiablement équivalentes pour autant que l’on puisse passer de ['une

a autre par des changements différentiables des variables indépendantes et dépendantes.

27



2.3. Classification des applications différentiables

Remarque 2.3.2 Le diagramme commutatif ci-dessus n’est autre que l’identité

k (f1 (h_1 (x))) = fo ().

Dans cette formule h™! est a droite de f, et k, a gauche de f,. C’est la raison pour laquelle
on appelle les difféomorphismes h™' de l’espace source (et les changements des variables
indépendantes x) changement & droite, ou R-changements. Dans le méme ordre d’idées, les
difféomorphismes k des espaces buts (et les changements des variables dépendantes y) sont

appelés changements & gauche ou L-changements.

Remarque 2.3.3 Une autre facon d’exprimer l’équivalence différentiable consiste en ce qui
suit. Soient Q (M, N) l’ensemble des applications différentiables de M dans N, Dif fM,
DiffN les groupes variété but N sur elle-méme respectivement.

Le produit direct des groupes
DiffM x Dif fN

se compose de tous les couples (h, k) de difféomorphismes des espaces source (h: M — M)
et but (k: N — N).

Le groupeDif fM x Dif fN agit sur Q(M,N) comme suit : si f € Q(M,N), h €
DiffM etk € Dif fN, alors (h,k) f = ko foh™t. On voit sans peine que c’est bien une
action, c’est-a-dire que

(hihg, k1ks) f = (ha, k1) ((ho, k2) £) .

C’est une action & gauche et & droite ou RL-action (Dif fM est une action o droite et
Dif fN une action & gauche).

En ces termes, la définition de ’équivalence différentiable s’énonce ainsi:

Définition 2.3.2 Deux applications de M dans N sont différentiablement équivalentes si

et seulement si elles appartiennent & une méme orbite de RL-action.

Ezxemple 2.3.1 Les composantes connezes de l’ensemble de toutes les fonctions de Morse

sont des orbites d’une RL-action des composantes connexe de Dif fM x Dif fN.

Définition 2.3.3 (Stabilité) Soit une application différentiable f : M — N d’une variété
fermée M dans une variété N.
On dit que Uapplication f est différentiablement stable (ou d’une fagon plus détaillée,

différentiablement stable a gauche et a droite, en abrégé RL-différentiablement
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2.3. Classification des applications différentiables

stable, ou enfin stable tout court) si toute application suffisamment proche, c’est-a-dire,
suffisamment peu différente de f, a condition de prendre en compte un nombre suffisamment
grand de dérivées) de f lui est différentiablement équivalente.

Autrement dit, f est stable si sa RL-orbite est ouverte.

Exemple 2.3.2 La projection sphére sur plan est stable. L’application du cercle {x mod 27}

dans la droite {y} définie par y = sin 2x est stable.

Remarque 2.3.4 Quitte a remplacer «différentiable» par «topologique» dans la définition

précédente, on obtient la définition de la stabilité topologique.

Exemple 2.3.3 La projection sphére sur plan est topologiquement stable, comme toute ap-
plication différentiablement stable. Il existe pourtant des applications stables topologiquement
mais non différentiablement, mais exhiber un exemple n’est pas chose facile (voir [?]. La
formule y = sin2x définit une application topologiquement instable d’un cercle dans une

droite.

Les notions introduites admettent aussi des variantes locales. Par exemple, la singularité
en 0 de la fonction y = 22 est stable et la singularité en 0 de la fonction y = 23 est instable.
Pour donner une définition formelle de stabilité d’une application en un point, introduisons

quelque termes.

Définition 2.3.4 (germe) On appelle germe d’application M — N au point x de M la
classe d’équivalence des applications ® : U — N (dont chacune est définie dans un voisi-
nage particulier) U de x € M ; deux applications sont considérées comme équivalentes si
elles se confondent dans un voisinage de = (ce dernier voisinage peut étre plus petite que
Uintersection des voisinage ou les deux applications sont définies). Si deux applications

appartiennent a une méme classe, on dit aussi qu’elles ont un germe commun en x.

Autrement dit, le germe d’une application f en un point x est ce qui en reste quand on

«réduit indéfiniment son domaine de définition».
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Définition 2.3.5 On dit que deux germes d’applications différentiables sont R L-équivalents,
ou différentiablement équivalents, ou équivalents tout court s’il existe des germes de
difféomorphismes de la source et du but qui font passer du premier germe au second (si le
germe de f1 en xq est équivalent a celui de fo en xo, il existe un germe en x1 d’un difféo-
morphisme h de x1 & x4 et un germe en fi (x1) d’un difféomorphisme k de fi (x1) a fo (x2),

tels que
k(fi (b (2)) = fa(x)

dans un voisinage suffisamment petit de xo. La classe d’équivalence d’un germe en un point

critique s’appelle singularité

Définition 2.3.6 Un germe d’application différentiable f : M — N en un point x de M
est dit RL-stable, différentiablement stable, ou stable tout court si, pour un voisinage aussi
petit que l'on veut U de x, il existe un voisinage V' de Uapplication f dans Q (M, N) tel que
pour toute application f de V dans U il existe un point x tel que le germe de f en T soit

équivalent au germe de [ en x.

Remarque 2.3.5 Le voisinage d’une application donnée f est [’ensemble de toutes les ap-
plications peu différentes de f, a condition de prendre en compte leurs dérivées jusqu’a
un certain ordre. Dans le cas local envisagé, on peut admettre que M C R™ et N C R"”

sont des parties d’espace euclidiens et que V' se définit par les inégalités H f—f H < g, ou
k

gl = supjaj<r |5:2]

Il est facile de s’assurer que la stabilité en un point caractérise le germe et non ’application
: cette propriété est conservée par toute variation de f ol au moins un voisinage de x reste
intact.

On définit de méme 1’équivalence topologique des germes et la stabilité topologique

des germes.

2 et y = a* de la droite réelle en 0 sont

Exemple 2.3.4 Les germes d’applications y = x
topologiquement équivalents. Le germe de y = 2% en 0 est topologiquement (et méme différen-
tiablement) stable. Le germe de y = z* en 0 est différentiablement (et méme topologique-

ment) instable.
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3

Formes normales

Il est tres fécond non pas de résoudre les équations différentielles, mais de les ramener & une
forme plus simple. La théorie des formes normales, due a Poincaré, nous indique les formes
les plus simples aux quelles se raméne une équation différentielle au voisinage d’une position
d’équilibre ou d’un mouvement périodique.

la réduction aux formes normales s’effectue a laide des séries en les écarts par rapport
a la position d’équilibre ou au mouvement périodique. Ces séries ne sont pas toujours
convergentes. Cependant méme dans les cas ot les séries sont divergentes, la méthodes des
formes normales est un puissant outil d’étude des équations différentielles : les premiers
termes de la série fournissent sur le comportement des solutions une in formation suffisante
pour leur étude. la méthode des formes normales est aussi le principale outil d’étude de la
théorie des bifuraction, ou elle s’applique au famille d’équations dépendant des parameétres.

Dans ce paragraphe, on expose les notions fondamentales élémentaires de la méthode

des formes normales.

3.1 Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Dans cette section, on va décrire les différent aspects de la linéarisation formelle. Nous allons
voir de quelle forme sont les termes du second membre d’une équation différentielle, que I'on
peut faire disparaitre, ainsi que la forme de ceux dont on ne peut se débarrasser, c’est-a-dire
les formes normales auxquelles on peut parvenir. Nous allons voir comment construire les
changements de variables, ainsi que les conditions de leur existence, nécessaires a cet effet.
Dans le cas ou le linéarisé a origine (D f (0)) est diagonalisable, ce sera la méthode de

Poincaré.
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Nous introduisons, pour ce chapitre, les notations suivantes:

P" = {p | p est un polynome vectoriel & coefficient dans k, p : k» — k*,p (0) = p (0) = 0}

H? = {p € P" | p est homogene de degré s}

ou H} est défini pour s > 2. Selon les cas, on aura k = C ou k = R.

Nous allons voir maintenant une méthode générale permettant de mettre, terme a terme,
une équation différentielle sous une forme normale. Considérons une équation différentielle,

mise sous la forme:
X =AX +ws (X) 4 ot ws (X)+o0(s) = f(X) (1)

ou A € lin(n,K), w; € H et les w;, pour i < s, sont déja normalisés d’une certaine
facon. Nous voulons voir comment on peut modifier le terme wy, sans toucher aux w;, 7 < s.

Ceci peut se faire en appliquant a ’équation (1) un changement de variable de la forme

X=H(Y)=Y+h,(Y) , ot h,eH" (2)

En effet, calculons explicitement 1’expression de I’équation (1) en les nouvelles variable

Y, c’est-a-dire:

Y=DH(Y) f(H(Y))=d+Dh(Y))" [(Y +h (V). (3)
pour ce, faisons les remarques suivantes:
1) (Id+ Dhy (Y))™' = Id — Dhy (Y) + 0(s);
2) w; (Y +hs (Y))=w; (Y)+o0(s);
3) (Y +h (V) = f (V) + Ahy (V) +0(s),  par2);
4) Dhs (Y) f (Y + hs (Y)) = Dhs (Y) AY 4+ 0(s),
car Dhy (Y) = 0(s — 2) et AY est le seul terme d’ordre 1 dans f (Y + h, (V).
On a donc, a partir de (3):

Y = (Id— Dhs(Y)) f(Y + hs(Y)) + o(s), par 1

= f(Y)+ Ahy(Y) — Dhy(Y)AY + o(s), par 3 et 4

On voit bien, alors, que 'expression entre crochets contient seulement tous les termes
de degré s de 'équation (degré (Dhs(Y)) = s — 1 et degré (AY) =1).
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Remarque 3.1.1 :Un changement de variable de la forme (2) est forcément biholomorphe
en 0 et laisse lorigine fize.

L’expression entre crochet dans (4) nous améne a la définition suivante:

3.1.1 Opérateur homologique

Soit A € gl(n, K), alors on définit 'opérateur homologique associé a A:

Ly:P"— P"

par Lah(Y) = Dh(Y)AY — Ah(Y)

On peut facilement démontrer les propriétés importantes:
- L4 est linéaire;
-La:H} — H} pour Vs > 2

3.1.2 Equation homologique

La discussion qui préceéde se résume dans la proposition suivante:

Soit f : k™ — k™ une fonction au moins s différentiable et telle que f(0) = 0, alors on a:

Proposition 3.1.1 Le changement de variable X =Y + hy(Y), o hy € HY, transforme

I’équation:
X = f(X) = AX + wa(X) + ... + ws(X) + o(s), ou A = Df(0) et w; € H',  (5)
en
Y = f(Y) = AY 4+ ws(Y) + oo+ ws1(Y) + [ws(Y) — Lahy(Y)] + o(s)
ou l'expression entre crochets appartient a H.

Remarque 3.1.2 :Bien que le changement de variable X =Y + hy(Y'), hs € H?, n’affecte

pas les termes de degré inférieur a s dans (5), il affecte généralement ceuz de degré supérieur

On voit donc que l'on peut faire disparaitre le terme wy dans (5) (sans toucher aux

termes de degré inférieur) si on peut résoudre, par rapport & hy, € H”.I’équation:
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

LAhS = Ws

appelée équation homologique.
D’aprés ce qui précéde et en appliquant plusieurs fois la proposition 3.1.1, le théoréme
suivant devrait étre assez évident. C’est, & ma connaissance, le théoréme de normalisation

le plus général qui soit.

Théoréme 3.1.1 Soit f : k" — k™ une fonction C* telle que f(0) = 0, A = Df(0) et
G; C H?, 2 <1 <s, tels que

H? = G; + L(HP") 2<i<s

Alors il existe un changement de variable biholomorphe en 0 (polynomial de la forme

X =Y +h(Y) o h € P") qui transforme (au voisinage de 0) 'équation:

X = f(X)

en Y:AY—i-gg(Y)—i—...—i—gS(Y)—l—o(s) on g€G , 2<i<s

Remarque 3.1.3 :On essayera de choisir les G; les plus simples et les plus petites possible.
Bien que ce théoréme puisse s’appliquer dans tous les cas, les calculs nécessaires pour
trouver la forme des g; - essentiellement le calcul de La(H}") - peuvent s’avérer trés longs

et ce, de plus en plus, au fur et & mesure que © augmente.

Exemple 3.1.1 Voici un exemple dans lequel on applique le théoréme 1:

01

Soit f: R? — R? telle que Df(0) = ( 0 0

> et f(0)=0
0 est donc valeur propre double.

Soit {e;}7_, la base de HZ donné par:

= ()= () eo= (), ea= (2) es = (2 a= ()

en effectuant les calculs, on trouve que:

La(H3) = (eq,e3,2¢6 — e1,e5 —e3)  ou A= Df(0).
Parmi les complémentaires possibles, on a:

H22 =B+ LA(H22) =C+ LA(HS)
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ol B = (eq,e4) et C = (ey, €6)
Donc I'équation X = f(X) sera équivalente (biholomorphiquement), au voisinage de 0,
a chacune des deux formes suivantes:
u = v+ au’

si on choisit B : +0(3) a,beR

si on choisit C': +0(3) a,b € R

v = au® + buv

3.1.3 Meéthode de Poincaré

Maintenant, nous considérons le cas suivant:

- f:C" — C", et donc, dans la définition de H? et P", on prend k = C (toutefois
si f:R"™ — R™ et les valeurs propres de D f(0) sont toute réelles, on pourra
prendre k = R);

- A= Df(0) est diagonalisable.

Soit donc {ey, ..., e, } , une base propre de C™ associée aux valeurs propres A = (\y, ..., €,)
de A.On suppose alors que A est exprimé dans cette base, c’est-a-dire sous sa forme diago-
nale.

La proposition suivante montre alors que L, prend une forme bien particuliére. On

commence & voir le lien avec les conditions de non-résonance citées dans I’introduction.

Proposition 3.1.2 Les valeurs propres et vecteurs propres de L sont donnés par:
La(X™e;) = [(m,A) — N X™e; Im| > 2 o0 X = (Xq,....,X,,) € C" ;m =
(my,...,myp) € N" (m, A) = mad + ... +mpA, , X™ = X" - X et |m| =mq + ... + mo.

Preuve. : L (X™e;)(X) = D(X™e;)(X)AX — A(X™e;)

0 e 0 M X1 0
= m Xm0 L m, X0 : -] AnX™ —i“"cligne et §; =
0 0 A Xy 0
0,...,1,...,0)

= (ml)\l + ...+ mn)\n)Xmei — )\ZXmeZ |
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ce qui nous améne & préciser les définitions données dans l'introduction

Définition 3.1.1 : Les valeurs propres A = (A1, ..., \,) sont dites résonnantes, si il existe

une relation de la forme :
(m,\) = \; pour |m| >2,méeN"
une telle relation est appelée résonance d’ordre |m).

Définition 3.1.2 : Le monoéme vectoriel X™e;, |m| > 2, est résonant d’ordre |m| ,si et
seulement si :

Remarque 3.1.4 : La définition 3.1.1 peut s’appliquer a n’importe quel point de C" tandis
que, dans la définition 3.1.2, est implicite la donnée de Df(0) qui détermine la relation
des N\; aux e;;en d’autres mots, un mondéme vectoriel peut étre résonnant par rapport a une
équation et ne pas l’étre par rapport & une autre, tandis qu’un point de C™ est résonant ou
pas, indépendamment de toute équation.

ces deux définitions sont possibles méme dans le cas ot A n’est pas diagonalisable. Dans

ce cas, on considére A sous sa forme de Jordan.

Voyons maintenant les conséquences de la proposition 3.1.2.
{X™e; | Im| = s et 1<i<n} pours > 2est une base de H" alors d’apres la

proposition 3.1.2, il est clair que:

La(HY) = (X™e; | non résonant et |m| = s)

et (6)

H! = LA(H?) ® (X™e; | résonant et |m| = s)

Le sous-espace de H' engendré par les monomes vectoriels résonnant d’ordre s est le
choix naturel de G4 dans le théoréme 3.1.1.
Il est, donc clair, d’aprés (6), que, si les valeurs propres de A n’ont pas de résonance
d’ordre s,alors:
Ly: H} — H} est un isomorphisme

et I’équation homologique
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Ljhs =ws, ouwse HY

admet une solution unique dans H'; si on pose:

We = E Ui X e,

Im|=s1<i<n
on peut voir que celle-ce sera donnée par:

hs - Z hszmez ou hmz = —< Um.i

m,\)—X\;
|m|:S1§i§n
D’aprés la discussion précédente et le théoréeme 1, et en appliquant plusieurs fois la

proposition 1, on a alors:

Théoréme 3.1.2 :5i A = Df(0) est diagonale et ses valeurs propres n’ont pas de résonance

d’ordre < s, alors il existe un changement de variable de la forme
X=Y+hnY) , heP"

(analytique) transformant (au voisinage de 0) [’équation

X = f(X) = AX + ws(X) + .. + wi(X) +o(s), w; € H!
en

Y = AY + o(s).

Théoréme 3.1.3 : Si A = Df(0) est diagonale, alors il existe un changement de variables
de la forme

X =Y +h(Y)he P

(analytique) transformant (au voisinage de 0) [’équation

X = F(X) = AX + wa(X) + .. + ws(X) + o(s), w; € H
en
Y =AY + wa(Y) + ... + wa(Y) + o(s), on w; € H

et ne comporte que des mondomes vectoriels résonants.

Dans le théoréme 3.1.3, pour tuer les monémes non résonant de

Wy = g Ui X'e; € H!
Im|=s1<i<n

on prendra comme changement de variable
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X =Y +hy(Y) ot hy € H"

est donné par
he= Y hpiXMe 0l by = s si (mA) £\

Im|=s1<i<nm.i

ou Ay = 0si (m, A) = \;
Les théoréemes 3.1.2 et 3.1.3 décrivent ce que 'on appelle la méthode de Poincaré. Celle-
ci nous permet, lorsque D f(0) est diagonalisable, de normaliser (au voisinage de 'origine et

biholomorphiquement) I’équation

jusqu’a un ordre s fini - aussi grand que l'ordre de différentiabilité de f - et ce, seulement
en identifiant les relations de résonance, d’ordre inférieur ou égal & s, des valeurs propres de
Df(0) (donc un nombre fini de relations).

De plus, la forme normale & laquelle on parvient est, de par sa construction (il suffit
de regarder les relations (6)), la plus naturelle qui soit - et donc généralement la plus
simple. Comme on le voit bien, la méthode de Poincaré est beaucoup plus directe et facile
a appliquer que la méthode décrite dans le théoréme 3.1.1; celle-ci en effet demande, pour
parvenir aux mémes résultats (normaliser jusqu’a ordre s), d’effectuer les calculs de La(H]")
pour 2 < i < s, ce qui est beaucoup plus long et fastidieux que de trouver quelques relations
de résonance.

Remarquons ensuite qu’il est clair que, dans le théoréme 3.1.3, les coefficients des
monomes de wl ne sont pas forcément les mémes que ceux des monoémes résonants cor-
respondants de w;. Il existe cependant des méthodes pour déterminer ceux-ci seulement
d’apres la fonction f et sans avoir & effectuer (et calculer) le changement de variables. Ces
méthodes sont d’ailleurs aussi valables pour calculer les coefficients des mondémes des g; dans
le théoréme3.1.1. Sur ce sujet, et pour plus de références, voir Guckenheimer [3], p.154.

Il est possible de montrer que, méme si A n’est pas diagonalisable (on la considére alors
sous sa forme de Jordan), les valeurs propres (et non les vecteurs propres) de 'opérateur
homologique L4 sont encore celles données par la proposition 3.1.2. On voit donc que si
f est analytique ou C'* et que les valeurs propres de D f(0) ne sont pas résonantes ou ne
possédent qu’un nombre fini de résonnances, on peut, en appliquant un nombre infini de

fois le théoréme3.1.1, 2 ou 3, ramener ’équation
X=fX), fl0)=0
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a une forme linéaire ou polynomiale a ’aide d’'un changement de variable donné par
une série formelle. Cette série est appelée série de Poincaré associé a 1’équation (et n’est
pas forcément unique). Le probléme crucial, dont traite essentiellement le reste du présent
texte, est celui de la convergence des séries de Poincaré.

Nous terminerons cette section par deux exemples d’application de la méthode de Poincaré:

Exemple 3.1.2 Soit f : R2 — R2, une fonction C*, k > 2,telle que f(0) = 0,Df(0) est
diagonalisable et ses valeurs propres A\, Ay € R* — {0} satisfont la relation de résonance

A1 = 2)\y (Lorigine est donc un puits ou une source), alors ’équation

X = f(X) (7)
est équivalent (biholomorphiquement) au voisinage de ['origine &
X =MX+cY?+o0(k) pour un ¢ € R dépendant de f
Y = NY +o(k)

Exemple 3.1.3 Supposons maintenant que, dans l’exemple ci-dessus, f est C et \; =

0, A2 € R, A\ # 0; on a donc les relations de résonance

nA1 = A1 et g +nA;y = As VYn €N
Alors pour Yk € N, on a que léquation (7) est équivalente au voisinage de ['origine a:
X = X%+ az X3+ oo+ ap X5+ o(k)
Y =AY + bV X + bV X2 + .+ b Y XP1 o+ o(k)
ol a;,b; € R,2 <1<k et dépendent de f.

Remarque 3.1.5 Si I’équation originale est réelle, mais les valeurs propres du linéarisé a
l’origine ne le sont pas, on peut toujours trouver une base de vecteurs propres conjugués
complexe. Dans ce cas, Les changements de variable intervenant dans les théorémes 3.1.2 et
3.1.8 peuvent étre choisis réels, c’est-a-dire transformant des vecteurs conjugués complexe

en des vecteurs conjugués compleze (cf. Arnold [1],p. 183, ex.2).

3.2 Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Comme nous allons le voir dans les théoréme de Poincaré-Dulac et Siegle, la convergence au

voisinage de 'origine d’une série de Poincaré associée a 1’équation:
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

X = f(X), f(0) =0 (1)

dépend étroitement du fait que les valeurs propres de D f(0) sont situées dans le domaine
de Poincaré ou dans le domaine de Siegle.
Nous allons donc définir ici ces notions et discuter de leurs propriétés les plus importantes,

ainsi que de leurs conséquences.

Définition 3.2.1 - A = (A, ..., \,) € C", appartient au domaine de Poincaré, si la ferme-
ture convexe des n points A1, ..., A, dans C ne contient pas 0.
A= (A1, ..., \n) € C" appartient au domaine de Siegle, si 0 est situé a l'intérieur de la

fermeture convexe des n points Ay, ..., A, dans C.

Remarque 3.2.1 : Pour n > 2, les domaines de Poincaré et de Siegle sont des ouverts
séparés par des cones.
Pour n =2, le domaine de Poincaré est encore ouvert, mais celui de Siegle est fermé et

est de codimension réelle 1 dans C2.

Définition 3.2.2 Soient m € N |m| =my+ ...+ m, > 2 et s € {1,...,n} alors on appelle
plan résonant ’hyperplan de C" défini par

R™ = {A=(Myos M) € C7 | (m, A) = A}

- En variant m € N"et s € {1,...,n}, on obtient un nombre infini dénombrable de plans
résonants.
- On peut dire de facon trés heuristique, que l’on aura convergence des séries de Poincaré

associées a 'équation (1), si les plans résonants ne s’approchent pas trop prés du points
A= (A1, ..., \n) des valeurs propres de D f(0).

La proposition suivante nous montre que, dans le domaine de Poincaré, les choses sont

assez simples.

Proposition 3.2.1 Tout point dans le domaine de Poincaré n’intersecte qu’un nombre fini

de plans résonants et posséde un voisinage n’intersectant pas les autres.

Preuve. Soit \° = (A],...,\,) € C" un point dans le domaine de Poincaré. 11 existe

donc une droite D dans C séparant 0 de ’ensemble des points AJ, ..., A,.On peut, a toutes
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

fins pratiques, supposer (en effectuant une rotation) que D est paralléle a 1’axe imaginaire
et que Ay, ..., A, sont tous situés a la droite de D.

Dans ce cas, il existe un € > 0 et un k > 0 tels que:

0<e<Rel <k, 1<i<n

Soient T'={Z € C|e <ReZ < k} et M € N tel que M > .
Donc A° € T" et pour VA € T" et Ym € N" tel que |m| > M, on a:

Re (m,\) > |m|e > Me > k > Re \; 1<i<n
donc, a plus forte raison, (m, A\) # s, 1 < s < n. Ce qui prouve la proposition. m
Dans le domaine de Siegle, il en va tout autrement.
Proposition 3.2.2 Les plans résonants sont denses partout dans le domaine de Siegle.

Preuve. Soit A = (A, ..., \,) € C" un point dans le domaine de Siegle. La distance de

ce point au plan résonant R est donnée par:

[(m, A) — Ay
(M2 + ...+ (ms — 1)2+ ...+ m2)2

dist(R™, \) = 2)

cas 1: n > 2

Dans ce cas, 0 est au moins situé a l'intérieur d’un triangle formé par trois des points
A1, ooy Ap; supposons que ce sont Ay, Ay et A3 Considérons 'angle de sommet 0 et formé
par les multiples réels positifs de A\; et \y. Tous les multiples réels négatifs de A3 sont a
I'intérieur de cet angle. Divisons cet angle en parallégrammes formés par les combinaisons

linéaires entiéres de A\; et A\y. Soit d le diameétre de ces parallélogrammes.
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Pour VN € N le point —N A3 est situé dans I'un de ces parallélogrammes, c’est-a-dire

que pour VN € N, Imq, ms € N tels que
’N)\g + ml)\l + mQ)\g‘ < d

D’aprés (2), on a donc que la distance de A au plan résonant

ml)\l + mg)\g + (N + 1))\3 = )\3

est :

|m1/\1 +m2)\2—{—N}\3| < i
(mi+m3+N%)z ~ N
comme d est fixe et N peut étre pris arbitrairement grand, ceci prouve la proposition

dans le cas n > 2.

cas 2: n=2
Dans ce cas, 0 est situé dans le segment de droite compris entre A\; et A\s. Si on pose

d = |\ — A2/, alors Ipy, ps € N aussi grands que I'on veut tels que

Ip1 A1 + p2Ao] < d

Toujours d’apres (2) ,la distance de A au plan résonant

piAL+ (D2 + 1A = Ao

est :

[prdatpdo o d o d

P+p3): ~ m P2
La encore, d était fixe et py, po arbitrairement grands. Ce qui prouve la proposition dans
le cas n = 2.
On voit donc que si les valeurs propres de D f(0) ne sont pas dans le domaine de Poincaré,
il y a, a priori, peu de chances que pour les séries de Poincaré associées a ’équation (1)
convergent. Il faut donc trouver d’autres conditions a imposer sur la proximité des plans

résonants aux valeurs propres de D f(0). Celle utilisée dans le théoréme de Siegle est donnée

dans la définition suivante:
Définition 3.2.3 Soient ¢ > 0 et v > 0. Un point A = (Ay,...,\,) € C" est dit de type

multiplicatif (c,v) si, pour Ym € N" |m| > 2 et Vs € {1,...,n}, on a:

c
ml*

[(m, A) = Al =
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

L’utilité de cette condition est que presque tous les points de C™ la satisfont, ce que I'on

peut énoncer de la maniére suivante:

Proposition 3.2.3 L’ensemble des points de C™ qui ne sont pas de type multiplicatif (c,v)

pour ¥Yec > 0 est de mesure 0; ce, dans la mesure ot v > "7_2

Preuve. fixon une boule B de rayon 1 danc C" et ¢, v > 0; et estimons la mesure de
’ensemble des points de B qui ne sont pas de type multiplicatif (¢, v).

A € C™ nest pas de type multiplicatif (c,v), s’il existe un m € N*, |m| > 2 et s €
{1,...,n} tels que

c
’<m7)‘> - )‘s| < —3
ud
et donc:
L m [(m, A) — A e
dist (R', \) = < —

1
(m?3+ ..+ (ms — 1)* + ... +m2)? m|
(En effet, il est possible de montrer que pour Vm € N™

L m
((mf ot (me =12+ o+ m2)? > |C—|>
1

ol ¢; est une constante positive de dépendant que de n). On a donc:

{A € B| A n'est pas de type (c,v)} = Upeno_ _ {)\ € B |[(m,\) — As| < L}

m|*
S Umenr_,_, {)\ € B|dist (R, \) < i}

’m|v+1

Comme R est de codimension réelle 2 dans C" et que B est de rayon 1, on a certainement

que:

Volume {/\ € B |dist (RI',\) < ﬁ}

|m‘v+1

< Volume(boule de rayon 1 dans C*™') x Volume(disque dans C de myon%)
m

ac \? c?
1
S C2 (’m‘v+1> =3 ‘m’2v+2

oll ¢y est une constante positive ne dépendant que de n, et c3 = cac?. On a donc que:
Ve = Volum{\ € B |\ nest pas de type (c,v)}

oo
< c? ) 1
= E : €37 o1z — NEsC E : E : 2012

meNT_ ., g s e |17
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Pour k € N, le nombre de m € N” tels que |m| = k est:

k+n-—1
n—1

I1 est facile de voir qu’il existe un nombre assez grand ¢4 = ¢4 (n) > 0 ne dépendant que

de n tel que:

VEEN, k> 2 (k+"_1)gc4k“1
n—1
On a donc:
0 fn—1 0 1 2v+3—n
Ve < neseyc? T3 = 32 Z (E) , OUl C5 = NC3C4
k=2 k=2

Cette série converge, si 20 +3 —n > 1, c’est-a-dire si v > 2=2 et sa somme ne dépend
) ) 2

que de v. On a donc:
Ve < (v) Ve >0

ol ¢g (v) > 0 est une constante positive ne dépendant que de v. Comme:
c<c=c{\AeC"|\nlest pas(c,v)} C {)\ € C" | A nest pas <C,NU>}
, on a alors:

Volume {\ € C" | X n'est pas de type (¢,v) pour Ve > 0}

< Vi< (v)et Ve >0
Ce qui prouve la proposition 3.2.3 =

Remarque 3.2.2 :(Arnold [1]):Dans le cas réel, on demandera que v > n —1 pour prouver

la proposition 3

Nous terminerons cette section avec les remarques suivantes:

Tout vecteur non résonant dans le domaine de Poincaré est de type (¢, v) pour ¢ > 0.
Dans le domaine de Siegle, les ensembles de vecteurs suivants sont partout denses:

- vecteurs de type (¢, v)

- vecteurs résonants

- vecteurs non résonants, qui ne sont pas de type (¢, v) pour aucun ¢ et aucun v (Arnold

[1],p.187)
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

3.3 Théoréme de Poincaré-Dulac

Dans le théoréme de Poincaré-Dulac, nous ramenons une équation différentielle & une forme
normale polynomiale vectorielle. Ce théoréme fut en fait démontré par Dulac en 1912; son
nom lui vient du fait que le théoréme démontré par Poincaré dans sa thése, en 1879 (cf.
introduction), en est un cas particulier.
Nous introduisons, pour cette section seulement, les notations suivantes:
-Hy={f:W cCC"— C"| f est holomorphe en 0, f(0) = Df(0) =0}
- P! ={p € H} | p est un polynome vectoriel }
-H"=H] P"=P!

- [y1, ..., yn]est un élément de H' en les variables yi, ..., .

Théoréme 3.3.1 (Poincaré-Dulac)
Soient f : W C C* — C™ holomorphe et nulle en 0, et A = (A, ..., \,) € C" les valeurs
propres de Df(0). Alors si A est dans le domaine de Poincaré, il existe un changement de

variable de la forme:
Z =Y+ h(), ou heH" (1)
donc biholomorphe et nul en 0, transformant (au voisinage de l'origine) l’équation:
Y = f(Y) = DF(O)Y +3(Y)
ou W e H" et Df(0) est sous sa forme de Jordan, en
Z =Df(0)Z +p(Z)

ot p € P" et ne comporte que des monémes vectoriels résonants.

Tout le reste de cette section est consacré a la preuve de ce théoréeme. La méthode que
nous utiliserons est celle donnée par Dulac dans ses travaux (cf.Dulac [2]; celle-ci repose
principalement sur un théoréme d’équation aux dérivées partielles (théoreme 3.3.2 et son
corollaire) apparaissant dans la thése de Poincaré, ainsi que dans les travaux de Picard (cf.
Picard [4], tome 3).

Dans ce théoréeme, on prouve l'existence et on donne la construction d’une solution
analytique a un certain type d’équation aux dérivées partielles; ce sont précisément ces

solutions que nous utiliserons pour construire le changement de variable (1).
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

Théoréme 3.3.2 Soient ¢y, ....,0, € H', s € {l,...n} et A\ = (A1,...,\,) € C" tel que A

est dans le domaine de Poincaré et n’admet pas de résonance de la forme

(m,A\) = As =0 ,meN" et |m|>2
alors l’équation:
(Xt + 0y (Xt X)) 2 b X+ 0 (Xn o X)) 2 0 ()
141 QOl Ty -eey n aXl n<\n QOn Ty -vey n aXn— s

admet une solution holomorphe et en 0 de la forme:
f(X)=X,+V(X), ou VeH!et X=(X,..,X,)eC" (3)

Preuve. Nous introduisons pour la preuve de ce théoréme, les notations suivantes:
Slf: (f].?"‘?fﬂ) Cn_>Cn’ p:(pla"'vpn)a q:(Q1a7qn) € N" et

X =(X1,....X,), Y = (Y3,...,Y,) € C"alors on pose:
cg<pYg<ppowri<i<n; &=(0,.,1,..0)

-(X)Y) = ZXZ-YZ» (ce n’est pas le produit scalaire de C")

i=1
ollf; alPl f;
axpP T 9xIl..oXEn

alely [ olplf alrl ¢,
T axe T\ 9XP oty 9XP

De plus, nous aurons besoin des deux lemmes suivants, dont on trouvera la preuve en

appendice a cette section: m

Lemme 3.3.1 Soit A = (A\1,...,\,) € C" dans le domaine de Poincaré et s € {1,...,n},

alors il existe un ¢ >0 tel que pour Vp € N, |p| > 2, on ait:

(Ap) = A £ 0= DD 2ol

Lemme 3.3.2 5S¢ f,g:C" — C" et p € N",alors:

Pl {f, g) _ Z o olalf glp—dalg
oXp 7\ 9Xa’ HXr—4

q<p

ou les constantes al € N ne dépendent que de n et pas de f et g, et:
ab =ag =1, al =p;

En particulier, si f(0) =0, on aura:

Pl {f, g) olalf glr=dlg
Xy X== <Z aZ<8Xq’ aqu> lx-0
4=Piq|>1
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

Revenons maintenant a la preuve du théoréeme 3.3.2

On va voir que l'on peut construire terme par terme une série formelle (en calculant
successivement les valeur de ‘?9 X'}; | x—0) satisfaisant (2). il restera a en prouver la convergence.

Il est clair d’apres (2) que 1'on doit avoir f(0) = 0. Pour déterminer les termes d’ordre
1 de f, on applique a% dans les deux membres de (2) et on obtient:

dp; O dp; O
(8? a)gl + ()‘1X1 ‘le) X, 8X1> + T )‘Zax (a§ a)]cc + ()‘ Xi +‘Pz> ax2>

90, _
+- +<df( d)? + (A Xn + ¢, 8Xan> /\de
Comma ¢, € HY', 1<j<n,onaen X =0:

a .
(Ai_As)a—)?ko:O 1<i<n

On voit donc que si \; # s, on doit prendre 2 ax |x=0= 0, tandis que si \; = A, on a le

choix. On posera alors:

af _ 1si.i:s
aX’L 0 sinon

On voit que, jusqu’a maintenant, f est bien de la forme (3)- le seul terme linéaire est X,

et il n’y a pas de terme constant.

Il reste & déterminer le terme de degré supérieur a 1, c’est-a-dire V' dans (3). En mettant

(3) dans (2), on obtient:

ov ov ov oV
M X ——— M X, = AV = — oy ... = _ 4
1(9X1+ A+ "Hx. solaXlJr +90naXn ©q (4)

Si on pose:
AX = (MXq, A0 X)
o (o
dX 0X' 70X

Y = (9017---790n)

I'équation (4) s’écrit:

dV dVv

et on a, d’apres le lemme 3.3.2:
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

olp! dV oldxx olr—d /qv
oXr </\X’d_X> 0= D “§< dX1 X (d_X>> 0

a<P|q|>1

n

_Za)‘_Xa“D__Ed_V | _i)\..ﬂ,
- — pZ aX€i7aXP_5i dX X=0— lplaXP X=0

=1

olpl

5x7 | x=0 aux deux membres de (5), on obtient:

Alors, en appliquant

olely/ oy glr=d /qv Pl
(o) =2 G lxo= = 2 ) (550 s (i) ) o 3 oo ©
=Plq|>2

Remarque 3.3.1 Dans le deuziéme membre de (6), on somme sur |q| > 2, car ¢ com-

mence par des termes de degré 2.

Il en résulte que les dérivées de V' apparaissant dans le second membre de (6) sont toutes
d’ordre inférieur a |p|. On voit donc que I’équation (6) détermine inductivement, de fagon
unique, tous les termes de la série V.

Nous allons maintenant introduire une fonction V qui sera utilisée dans un test de
comparaison, qui prouvera l’analycité de V' en 0.

Soient 7 > 0 et M le module de ¢, ..., p,, dans un polydisque de rayon r (autour de 0).
Soit € > 0 tel que pour Vp € N", |p| > 2,0n ait:

A p) — A
[Ap) = Al (lemme 33.1)  (7)
pl—1
Soit 1’équation:
oV oV o oV
Xim—+..+X —V)=F(=+.. 1

ou

1 U uw? o oud
F=M|——m—-1—=|=M|—=4+—+ ...
(1—u/7" r) <T2+7’3 + )

et u = X; + ... + X,,. Donc F est holomorphe pour |X; + ...+ X, | <r
L’équation (8) est réelle. Nous allons voir qu’elle admet une solution V', fonction de wu,
holomorphe en u = 0 et telle que V' (0) = 0:

Si on suppose que V est une fonction de u, on a:
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

oV _ovou _ov
et I’équation (8) s’écrit alors:

(V) < r (o)

que l'on peut mettre sous la forme:

oV Mu? ov o~ M
u— —V = n—+1 ou M = —
ou r—u ou er
ou encore: N N
nMu? _dV nMu?
<u_r—u)%_v_r—u (9)

L’équation (9) est linéaire du premier ordre. Résolvons d’abord ’équation homogene
(second membre nul), celle-ci est singuliére en u = 0; cependant, en faisant la substitution

V' = uf (u), on obtient pour 6 :

(1_nMu>ﬁ_ nMQ:()

r—uldu r—u

c’est une équation linéaire du premier ordre homogene et non singuliére en v = 0, donc
qui admet une solution § holomorphe a 'origine telle que 6 (0) # 0 est arbitraire.

Ensuite 1’équation non homogene (9) peut étre résolue par variations de parameétres a
partir de la solution uf (u) de I’équation homogene: en posant V (u) = C (u)uf (u) dans

(9), on obtient pour C':

@ nJ\NJ

du r—u(1+n]\N4) 6 (u)

Comme 6 (0) # 0, cette équation est non singuliere en u = 0, alors en intégrant on
obtient pour C' une fonction holomorphe a ’origine uniquement déterminée par la condition
C(0)=0.

On aura alors que V' (u) = C (u) uf (u) est une solution de (9) (et donc de (8) holomorphe
a Dlorigine et dont le développement en série commence par un terme en u2.

Comme on avait le choix pour la valeur de 6 (0), on aura le choix pour le coefficient du

terme en u2de V, c’est-a-dire pour:

2V oy

92 0T axP |x=o pour Vp € N",  |p| =2
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olpl

5% | x=02 (8) et en raisonnant comme pour (4), on a

En appliquant

orly " Mq! o9 [ OV Mp!
sl =D gz o= > [Z rld 9X7— (ax) |X:°] o (10

4<Plq|>2 i=1

ou p=pi!...pp!

En se servant de I'estimation de Cauchy pour les fonctions holomorphes:

Maq!

o,
- r‘fﬂ

xa X0

on a & partir de (6) :

ol
axF [x=0

olr=d [ oV
HX P (axi) [x=0

. R . . e 92 , R A
On voit d’apres (10) que si 'on a choisi %T‘Q/ lu—oréel et positif, il en sera de méme pour:

7’|P|

_ " Mq!
<lp) =AY @ (Z i
=1

4<P|q|>2 =

)2

olrly
oXp

|x=0 pour Vp € N", |p| >2
De plus, si 'on a choisi,

pour |p| =2

o*V o*V
auz 1"=0 [ x=

on voit, en comparant (10) et (11), et en se servant de I'inégalité (7) que 1'on a par

induction:
olPly/ 1 u Mgq! olp=dl oV Mp!
— p BDEE
'aXp x=0| = €(|p| _ 1) Z g [Z rld 9 Xr—a <(‘)Xz) |X:0 + rlpl
9<p|q|>2 =1
olrly n
= O o powpenN 22

On a donc, comme V' est holomorphe en 0, que la solution V' de (4), construite induc-
tivement par (6), sera une fonction holomorphe en 0.
Ce qui démontre le théoréme 3.3.2

C’est en fait le corollaire suivant que nous utiliserons le plus fréquemment par la suite:

Corollaire 3.3.1 Soient ¢y, ...,0, € H', s € {l,...,n} et A = (A,...,; \,) € C" tel que A

est dans le domaine de Poincaré. (Remarque: Dans ce cas, (\,p) — Ay = 0 seulement pour
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un nombre fini de p € N*, |p| > 2). Alors, il existe une fonction F : W C C* — C,

holomorphe en 0, de la forme:
F(X)=X,+V(X), ou'V € HY
et un polynome ® de la forme

O(X)= D bX" ot (XP = XP' . XPn)
<)"p>_A9:0
satisfaisant ’équation:

oF
0x,

(MX1+ ¢ (X)) a—F + .o+ (A X+, (X))

e AF (X) + @ (X)

Preuve. Si l'on procede comme dans la preuve du théoreme 3.3.2 et que 'on veut
construire F' et ® =3 . b
alely o olal glp—al /qv Pl
((p) = A) Gz |x=0= = Xgep, 0 % <WZ€, X7 (K)> |x=0 — 5"
il suffit alors de prendre:
. _olnl olal glp—al alrl B
a) S1 </\>p> _>‘S =0: %TX |X:0: 0et bp = Zqu a{; < 8Xf’ aXP—a (g_X)> |X:0 +8_Xf7 |X:0
b) si (A,p) — Ay # 0 : on pose alors b, =0

On peut voir facilement que ces modifications ne changeront rien & la preuve de conver-

b,X? de facon inductive, 'analogue de (6) sera:

x=0 +bp

gence. W

Remarque 3.3.2 On peut toujours, si cela est commode, pour un nombre fini d’indices p,

" olely
oxp

Nous utiliserons cette derniére remarque a la fin de la preuve du théoréme de Poincaré-

Dulac.

déterminer b, e |x=ocomme en a) méme si (\,p) — As # 0.

Avant de commencer la preuve proprement dite du théoréme de Poincaré-Dulac, nous
pouvons avoir une idée du lien qu’il y a entre la recherche d’une fonction satisfaisant une
équation aux dérivées partielles (Théoréme 3.3.2) et la simplification d’un flot (Théoréme
3.3.1), en donnant la preuve du théoréme de Poincaré citée dans l'introduction, lequel
s’énongait comme suit:

Si g, e, € H et X = (A,...,\,) € C" est dans le domaine de Poincaré et non

résonante, il existe un changement de variable de la forme:
Zi=Yi+Vi(Y) owV,eH}, 1<i<n, Y =(Vi,.,Y)

transformant le systéme d’équations:
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Y =AYi+g(Y), 1<i<n (12)

en

La preuve se donne comme suit: d’aprés le théoreme 3.3.2, il existe n fonctions f1, ..., f,

holomorphe en 0, de la forme:
fs(Y) =Y, + V(Y), V.e HY, 1<s<n.
satisfaisant les équations:

Ofs
oY

alors si applique le changement de variable

Ofs
oY,

(AMY1+ ¢ (V) + oo+ (MY + 9, (V) =Afs V), 1<s<n

Zi=f(Y), 1<s<n

au systéme d’équations (12); on obtient, pour 1 < s <n:

S Ofs ¢ Ofs ¢

Z = aYlYl—l—...—i—aYnYn
_ Afs ofs
= NsZs

Dans le théoréme de Poincaré, D f (0) n’est pas supposée diagonale, mais seulement sous
sa forme de Jordan, et on admet que ses valeurs propres soient résonantes, ce qui nécessite
le développement et 'utilisation de technique moins triviales que celles utilisées ci-dessus
(principalement, pour contourner la difficulté amenée par la présence de blocs de Jordan
non triviaux). Mais I'idée sous-jacente a la construction du changement de variable reste la
méme que ci-dessus.

Reprenons maintenant les données de 1’énoncé du théoreme 3.3.1, nous ne prouverons
pas le théoreme de Poincaré-Dulac sous cette forme, mais sous une autre a la fois plus
générale et plus raffinée, énoncée dans le théoreme 3.3.3.

Comme A est dans le domaine de Poincaré, il existe une droite D dans C passant par
0, telle que tous les \; soient d’un méme co6té de D, on peut donc supposer satisfaite la

condition suivante:
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

Les \; sont rangés de telle sorte que, lorsque I'indice 7 augmente, la distance de \; & D
ne diminue pas (13)

Comme on a supposé que Df(0) est, dans les variables Y, sous sa forme de Jordan;
I’équation:

Y = f(Y)=DfO)Y +T(Y), TeH"

peut aussi s’écrire comme:

Y = MY +bYi 4o (Y), 1<i<n (14)
on -¢;, € H, 1<i<n
-b, € {0,1} et )\1_17&)\1:>b210

Avec les notations précédentes et les mémes hypothéses que dans 1’énoncé du théoréme

1, nous allons montrer:

Théoréme 3.3.3 Si les \;, 1 < i < n, satisfont la condition (13), il existe un changement

de variable de la forme
Z=Y+h(Y), oo he H"

donc biholomorphe et nul en 0, transformant le systéme d’équations (14) en

Z,; = )\ZZZ + bizl‘_l + L (Zl, ceey Zz'—l) > 1 S ) S n, ot \IJZ c Pli_l

et ne comporte que des mondmes résonants.

Remarque 3.3.3 Le fait que V; ne dépende que des variables Z, ..., Z;_1 rend ’énoncé du

théoréme 3.3.3 plus précis et plus élégant que celui du théoréme 3.3.1.

Si w € [0, 27], multiplier les \; par ™ revient a effectuer dans C une rotation d’angle w
et ne change pas les relations de résonance. 1l existe un w tel que la droite ™D soit 'axe
imaginaire et Re \;e > 0 pour 1 < j < n. De plus, si la condition (13) est satisfaite, les
nombres Re \e™, ..., Re \,e™ seront non décroissants.

Comme multiplier les deux membres de (14) par ¢ ne change en rien la forme de

I’équation et ses solutions, on peut supposer pour la preuve du théoreme 3.3.3 que

0<Rel < ...<Rel, (15)

A partir de 13, nous allons montrer par induction la proposition suivante, laquelle dans

le cas s = n prouve le théoreme 3.3.3:
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Proposition 3.3.1 Pour 1 < s < n, il existe un changement de variables de la forme:

Zi=fi(V1, ., Y,) =Y+ Vi, Y,],, 1<i<s (16)

donc biholomorphe et nul en 0, transformant [’équation (14) en:

Zi = NZi +b6Zi 1 + Y, (24, ..., Zi), I<i<s

3/:94-1 - )‘s—l-l}/s—l-l + bs-l—lZs + hs+1 (ZIJ ) Zsu }/S—i-h ceey Yn)
Yi = AYi+ bYioo + hy (Z1ys 20, Ysy1, 5 Yn),  s+2<k<n

ot U, € P71 1 < i < s, et ne comporte que des mondémes résonants; et hy € HT,

s+1<k<n.

Preuve. On commence par le cas s = 1
Nous allons effectuer un changement de variable, qui va augmenter de 1 le nombre
de variables. Le nouveau systéme, ainsi obtenu a partir de (14), ne sera donc pas équivalent
a (14); par contre, et c’est 1a on réside son avantage, la partie linéaire sera diagonale et
une simple application du théoréme 3.3.2 nous fournira des fonctions & partir desquelles on
construira directement le changement de variable (16) cherché dans la proposition 3.3.1

Faisons donc le changement de variable suivant:
t=logu", Y, = v, 1<i<n (17)

our;,=2n—1, 1<i<netr>0estassez grand pour que

1 i .

0 < —<Re ()\i—r—> pour 1 <i<n (18)
r r

L # )\1—2 pour Vn € N,n > 2

r r

On a alors, d’apres (17) :

et d’apres (14) :
dY;

— = \u"u; + biu" g+, (W, u

dt

en égalisant ces deux expressions pour Y;,on obtient:
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

dui
dt

T R s .

= ()\Z- — —Z> w; + bu" T i +uT s (U, e w0y, 1<i<n
r

donc le systéme (14) nous donne le systéme suivant en u et u;:

= 1<i<n (19)

Ui =[; Ui+, (u7u1 7"'7“71)7

Ti

N T ~ _
ot pi; = A — et @ (u,uy, ..., Up) = bt _1u + v, (U g, . u Uy,

Comme ¢; € Hi, l'exposant de u dans chaque terme de ¢, est plus grand ou égal
a 2n(r; =2n — 1) et en multipliant ¢; par u~" on obtient des exposants plus grands ou

égaux a 2n — (2n — 1) = 1; on a donc bien

~ 11
v, € HY

D’apres (13), (%, 4y, ..., t,,) € C™* est dans le domaine de Poincaré.
D’apres (15) et (18) ,on a:

1
0<-<Rep <...<Rep,
r

donc pour V (po, p1, ..., pn) € N*TL po+p1 + ... +p, > 2, o0 a:

Do
o PU e Dty F

D’apres les remarques précédentes, on voit que 'on peut appliquer le théoréme 3.3.2 de

la facon suivante: il existe une fonction F' holomorphe et nulle en 0 de la forme:
F(u,uy,...,up) = uy + [u, ug, ..., ug),

vérifiant 1’équation:

uOF

;%‘F ' <M¢Uz'+80¢ (uvula--'>un)>

OF
Gui N

ik (20)

Ce sont alors les deux propositions suivantes qui vont nous permettre de construire le

changement de variable (16) (dans le cas s = 1) a partir de F: ®

Proposition 3.3.2 v F (u,uq,...,u,) = F (1,Y,....,Yn) = f (V1,...,Yn) = Y1 + [Y1, ..., Y2,
La premiére ligne nous dit que F' multipliée par u™ est une fonction f en les variables
Yy, ..., Y, et la deuxieme ligne nous dit que [ est une fonction holomorphe et nulle en 0,

dont le seul terme de degré 1 est Y.
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

Preuve. Nous allons montrer la premiére ligne de la proposition pour chacun des termes
de F', par induction sur le degré des monomes:

Le seul terme de degré 1 de F' est u; et on a bien:
utu; = Y]

Supposons maintenant que chaque terme de degré plus petit que m de F, multiplié par
u™, est un terme en Yi,...,Y,.
Soit ku™u™ . .u™ | |mg+my 4 ... + my,| = m un terme de degré m de F. Ecrivons
I'équation (20) sous la forme:
udF O OF “~ . OF
r 8U ; M aul M Zzl Pi 8UZ ( )

mn

Si, dans le premier membre de (21), on ne retient que le monéme u™u™ .. .u"

on aura:

m
(TO + pymy + o+, my, — ul) ku™u™

ce qui sera égal dans le second membre, comme ¢;commence par des termes de degré 2,
a un produit de termes de degré inférieur a m.

De plus, remarquons que d’apreés la construction des équations (19), on a:

(:51' (U,Ul, ,un) = ’U,iri (bi}/’ifl + @ (}/1, ,Yn>>, 1 S 1 S n

Si lulou!t .l

o llo+ 11 + ... + 1] < m est un terme de F' de degré inférieur a m, alors

d’aprés I’hypothése d’induction, on a que
urlluloulf...u;" — lulO_(llrl+---+lnrn)+Tl}/vlll‘..Yrin

est un terme en Y7, ..., Y,. On doit donc avoir:

lo = l17"1 + ...+ lnT’n — T
alors la contribution de ce terme dans le second membre de (21) sera:
Li-1 I,

lo, 11

—li biYi1+ ¢ (Y1,....Y,)

uri
i=1

= 1Y (bYio1 + ¢, (Y1, .., Yy)) o~ (bt yfh | yhmt yin

=1

= —uY (0Yig o (Vi V) LYY

i=1
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3.3. Théoréme de Poincaré-Dulac

ce qui montre bien que v ku™u™'...u]" est un terme en Yy,...,Y,. m

Remarque 3.3.4 On a montré que, si u™°u™ ...u)' est un mondéme de F', on doit avoir:

mo = miry + ... +myr, —ry (22)

on a donc montré la premiére ligne de la proposition 3.3.2, voyons maintenant que le

seul terme de degré 1 de f est Y] :

D’aprés la premiére égalité de la proposition 3.3.2, un terme ¢;Y; de f provient d’un

terme c;u’u; de F', mais d’aprés (22), on doit avoir:
s=ri—rm=2n—1—2n+1=1—4¢ donci=1let s=0
Comme F = u; + [u, uy, ..., Uy),, on a bien :
fM,... ) =Yi+9g(V,...Y,)

ol g est une série formelle commencant par des termes de degré 2.
Voyons que f est holomorphe en 0 (c’est-a-dire g € H}'):

u" F' est holomorphe en 0, donc il existe un € > 0 tel que

\ul, ug|, .y Jun] < &= u™F (u,uq, ..., uy) converge

Ul = Uy | = € et posons

Prenons u, uq, ..., u, € C tels que ‘u‘ =

~ ~

Y, = u"u; 1<i<n

alors on a:
- ‘Yi = ghitl 1<i<n et
- f (Yl,...,Yn) =u"F (ﬂ,ﬂl,...,ﬂn) converge.
Donc, si on pose f=2emn oYY il existe un M > 0 tel que

a Y'Y < M pour Vq € N"

Alors par le théoréeme d’Abel on a que:
f (Y1,...,Y,) converge pour |Y;| < minj<;<, {1}, 1 <i < n Clest-a-dire que f est

holomorphe en 0. Ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.3.2
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Proposition 3.3.3 [ vérifie I’équation:

n

0
> Y+ b+ (V) o0 = g (23)
i=1 !
Preuve. D’apres la proposition 3.3.2, on a:
oF 0 0
9.~ o (w™ f (0, . u™ ) = u”’_”a—}]; 1<i<n (24)
et
0
_u(urlF(u7u17"'7un)) = %‘f (urlulv"'aurnun)
F “~ 0
7’1u”*1F+u“% = 2 a}é.riumlui

en multipliant les deux membres par %, on obtient:

nf wor iy OF

i Y, 25
r r Ou —~r oY; (25)

en se servant de (24) et en remplacant les u, u; par leur valeur en Y; dans I’équation (20),
on obtient:

udF - of

el . > e Uy, ri—T1 _ -7y
R M UL G K T

uttoF - , ~ )
— + (pu"u; + u g, (u,ul,...,un))a}{ =

u”"‘lg_i_i_z[()\i_ﬁ)y;—l—biyi1+§0¢(Y)} 0 :<)\1_%)f

r

Ut OF & of rf riy Of
o AY 4 biYio (Y —— =) Y- =A
gu t 2 QN Y e (V) g+ ; 5y, = M1
Donc, d’aprées (25), on a bien:
SOt bt 00 2L g
iLq i 4 8}/;

i=1
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ce qui preuve la proposition 3.3.3. m

On peut maintenant voir, d’aprés cette proposition, que le changement de variable (16),

nous est donné, dans le cas s = 1, par:

Zy=f (Y1, Vo) = Y1+ Vi, Vi, (26)

En effet, si on 'applique au systéme (14), on obtient pour la premiére équation, toujours

d’apres la proposition 3.3.3:

of ¢
dY;

1=1
D’autre part, le changement de variable (26) est de la forme Z =Y 4+ h (Y) ou h € H",

of

Z, =
1= Y,

o Yi = §jAY+bY1+%ow =S (Y1, V) = M2

donc biholomorphe en 0, et son inverse est de la forme Y = Z + h (Z) ou h € H™. On voit

donc que les autres équations de (14) deviennent :

Yz = Yo+ b2y + ho (Z1,Ys,....Y,)
Y, = MY + 0ipYio1 + by (Z1,Y3,..,Y,), 3<k<n

ou hy € H pour2<k<n

Donc en posant W1 = 0, on voit que I'on a prouvé le cas s = 1 de la proposition 3.3.1.

Supposons maintenant que la proposition 3.3.1 est satisfaite pour un s € {1,...,n} et
montrons qu’elle ’est pour s+ 1. C’est-a-dire que 1’on suppose 'existence d’un changement

de variables de la forme:
Zi=fi (Vi Y) =Y+ Vi, .. Y., 1<i<s (27)
transformant le systéme (14) en

Zi = NZi+biZia+ YV, (21, ..., Ziq), 1<i<s
Yor1 = Asp1Yor1 + 012 + b1 (21, ..y Zs, Yaga, s Ya) (28)
Yk = MNYe +0Yeo1 + M (21,0 Zs, Yoy, -, Ya) s+2<k<n

ot ¥; € P[7', 1 < i < s, et ne comporte que des mondmes résonants; et h, € HP,

s+1<k<n.

Faisons alors le changement de variable suivant:
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t = logu”
Z; = u'V;, 1<i<s (29)
Y., = uuy s+1<k<n

ou r et les r; sont définis comme précédemment en (18).
De la méme fagon que I'on a obtenu les équations (19), on obtient, en appliquant (29)

au systeme (14) :
u
T

Vi = uVit W(u, Vi, Vig), 1<i<s  (30)

up = g+ b (u, Vi, Vi g, ooy ) s+1<k<n
ou p; = Aj — %, 1 <i<n,et:
U, = biViou+u " (u VL u Vi), 1<i<s
hs+1 = bs-‘rl‘/;u +u e hs—l—l (U”Vi, ey u"’s‘/;’ uTSJrlus—i-la X3 urnun) (31>
hi = brug_u—+u "hy (WVy, o u" Ve u" gy g, u T gy, s+2<k<n

Comme on a vu que, dans les équations (19), gZZ € H' 1 <i < n,on peut voir que
U, cPl, 1<i<s et hpec H', s+1<k<n

Comme on 'a déja vu, (%, oy ey ,un) € C"*! est dans le domaine de Poincaré et:

1
0<—-<Rep <...<Reyp,
r

Donc ji,. ; ne peut avoir (qu'un nombre fini) de résonances que de la forme:

[hsr1 = Mo/T + Majty + ... + M, Imo +my + ... +my| > 2

Nous sommes donc dans la situation du corollaire 3.3.1, C’est-a-dire qu’il existe une

fonction

Fu, Vi, o, Vi U1y ooy ) = usir + [u, Vi, ooy Vi, s, ooy Un)
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et un polynéome ® = @ (u, V1, ..., V) ne comportant que des mondmes résonants, vérifiant

I’équation:

uwdF > ~\ OF u ~
uok Vit 0) oo+ 3 ( h) 5 = i F + ® 32
r ou * — <M’ + oV; + — it P Uk Hos1 t (32)
en réécrivant cette équation sous la forme:

u@F Z V +Zﬂkuk Ms+1F s

n

~ 67F
- Z Z h"? 8uk

et, en raisonnant comme on l’a fait pour la preuve de la proposition 3.3.2, on peut

montrer que

urs+l<p(u7‘/17"'7v;) = (17217"'aZ8) :SO(ZlaaZn)
UT5+1ﬁ(U,%’,.,7‘/;7u8+1,,.,,un) = (17217"'7ZS7Y5+17”"Y71) (33)
= f(Zlv"'7Z57K+17"‘7Yn)

o
F

et que f est holomorphe en 0.

Montrons maintenant que les seuls termes de degré 1 de ¢ et f sont respectivement
bey1Zs et Yo

On peut voir d’aprés (33) (comme on ’a fait pour (22)) que si

uo v Vi Sjll " est un monéme de F

et

uo VP Vb est un monome de ®

On doit avoir:

l() = l17’1 + ...+ lnrn — Tst1 et bo = 1917“1 + ...+ bST'S — Tst1 (34)

Toujours d’aprés (33), on voit qu'un terme ¢;Z; de f ou de ¢ provient d'un terme c;u*V;

de F ou de ®. On doit donc avoir, d’apres (34) :

k=ri—-rggi=2n—1—-2n+s+1=s+1—1
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donc

1< s+1
Désignons alors respectivement par
S S
Us i1 4 E /‘cius+lfz‘/;' et § aius+171‘/;
i=1 i=1

I’ensemble des terme de degré 1 en Vi, ..., Vi, usiq, ..., u, de F' et P.
Les identités (31) et ’équation (32) nous fournissent la seule identité que sont assujettis

a vérifier les coefficients ¢; et a;:

1/r Z (s +1—14)cu™™ "V, + Z (Ci,uius—H_iV; i Cibz“/;_wsﬂ_iu)

i=1 =1

S
s+1—1
Fhlg 1 Usi1 + bsp1Veu — pgqus — E Mgy 1Cilth Vi

=1
s
— 2 aius+1fz‘/;
i=1

et en simplifiant:

L s+1—1 , s ‘ s ,
bsr1Vsu + Z (— + p; — :us—f—l) Ciuerlszi + Zcibiué%liz‘/;—l _ Zaius+171‘/i
i=1 i=1

- T
=1

D’apreés la preuve et la remarque du corollaire 3.3.1, on voit que I’on peut prendre
s =bs1etcyp=...=cs=a1=...=a,1=0

alors, on a bien

~

f (Zl, vy Ly Ysia, ...,Yn) =Ye1+ [Zl, vy Dy Ysiq, ...,Yn]2
et

©(Zy,..,Z) = bgy1 Zs + 9 (Z4, ..., Zs) , ou o € P

De plus, si Z{*...Z% est un monoéme de degré > 2 de ¢, celui-ci provient d’'un monoéme
u® V... V2 de ®; alors, d’aprés (34) et le fait que ® ne comporte que des monomes réso-

nants, on a:

Qo= qi" + ... +qsTs et fi = qo/T 4+ Qg + ..+ Gsp,
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donc

Ts Ts
r T r

)\s—l-l = )\191 + ...+ )\SQS + (1/T) (qO - (QIrl + ...+ qsrs) + Ts—l—l)

=
= )\erl = )\1Q1 + ...+ )\SQS

On a donc bien que ¢ ne comporte que des mondéme résonants.

De la méme facon que 'on a prouvé la proposition 3.3.3, on peut montrer que f et ¢

vérifient I’équation:

: of of of
; (NZi + b Ziy + ;) == 7 + (Aos1You1 + bss1Zs + horq) —— V.o + 222 (AeYi + b Yot + hy) == a7
= Aspif+o (35)

Maintenant, si on applique le changement de variable

Zs+1 - f (Zl7 ceey ZS,Y;+1, ceey Yn) — }/;+1 + [Zl, ceey ZS?YS+17 ---;Yn]g (36)
au systéme (28) , les équations pour 1 < j < s ne change pas, tandis que pour j = s+ 1,

on a d’apres (35):

n

—Yk 5+1f (Zl,...,ZS,YS_i_l,...,Yn)+Q0(Zl,...,Z5)

ZS+1 =
= )\S+1ZS+1 + strIZs + QO (Zl, ey Zs>

et les équations pour s + 2 < k < n ne change pas de forme:

Yoo = Ag2Yero +bspaZoir + Goyo (Z1, s Zsi1, Yora, . Y0)
Yk = MY +0Ye1 + gk (21, Zogr, Yy, . Ya) s+3<k<n

ou gr € HY, s+2<k<n
Le changement de variable (27), suivi de (36), constitue bien un changement de variable

de la forme
Zi=fiMN,..Y)=Y,+Y1,.. Y], , 1<j<s+1
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ce qui achéve la preuve par induction de la proposition 3.3.1.

Dans le cas de s = n, la proposition nous dit que I’on a un changement de variable de la

forme:

Z=Y+h(Y), ot heH"

donc biholomorphe et nul en 0, transforment 1’équation (14) en:

Zj :)\ij+ij];1+qu (Zla-'ij*l) ’ 1 SJ =n

. i—1 . .
ou ¥; € P/™" et ne comporte que des monomes résonants.

Ce qui achéve la preuve du théoréme 3.33 et, donc, du théoréme 3.3.1, celui de Poincaré-

Dulac.

3.4 Théoréme de Siegel

Pour démontrer le théoréme de Siegel, nous adopterons 1'ordre de présentation suivant:
A: Formulation du théoréme
B: Construction du changement de variable et présentation de la preuve
C: Etude de I’équation homologique - une propriété fondamentale
D: Ordre des opérateurs - quelques majorations
E: Majoration du reste

F: Convergence des changements de variable et preuve du théoréme

3.4.1 A: Formulation du théoréme

On reprend ici la notation utilisée dans la section 3

H"={f:W cCcC" — C"| f est holomorphe en 0 et f(0) = Df (0) =0}

Théoréme 3.4.1 Théoréme de Siegel
Soient f : W C C™ — C" une fonction holomorphe et nulle en 0, et A = (A1, ..., \,) € C"
les valeurs propres de D f (0). Alors, si D f (0) est diagonalisable et \ est de type multiplicatif

c,v) pour un c >0 et unv > 0 (cf. section 2), l’équation
p q

Z=f(Z)=AZ+a(2) (1)
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ot a € H" et A = Df(0) est sous sa forme diagonale, est biholomorphiquement

équivalente au voisinage de 0, a l’équation
Y =AY
et ce, par un changement de variable de la forme:

Z=HY)=Y+h(Y) , ouheH" 2)

3.4.2 B: Construction du changement de variable et présentation

de la preuve

Le changement de variable (2) transforme 1’équation (1)en:

Y = DH (Y)™' f (H (Y)) 3

Par un calcul similaire & celui effectué pour la proposition 1 de la section 1, on peut voir

que (3) peut étre mis sous la forme:

Y =AY + [a(Y) — Lyh(Y)] + R(a, h)(Y) (4)

ou

Lah(Y) = Dh(Y)AY — Ah(Y)

est 'opérateur homologique associé & A et ’expression entre crochets contient tous les
termes de degré 2. R(a,h) est un «reste» (fonction de a et h) de second ordre par rapport
a a et h , dans un sens qui sera précisé plus loin.

Comme A est non résonante, ’équation homologique:
L Ah =a

admet, pour unique solution, une série formelle commencgant par des termes de degré 2.
Nous allons voir en C que cette solution est en fait holomorphe a 0, c’est-a-dire dans H".

Partant de la, si on définit I'opérateur
U:H"— H"
par

Ula) =h<= Lyh=a (5)
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et que 'on pose: - R(a) = R(a,U(a))
- ap=a , asy1 =NRN(as) , hs ="Ulay)

- Hi=Id+hy , Ho=Hs;oHs10...0 Hy

On voit d’apres (4) que le changement de variable
Z = H,(Z)

transforme 1’équation (1) en:

Zy=NZy+ R (a;) = A + a1 (Z,)

Remarque 3.4.1 On a par induction d’aprés (4) et (3) que
- hSEH”:>as+1€H”
- H, est bien de la forme Id+h , he H".

Nous allons en D définir la notion d’ordre d’un opérateur de fonctions, analogue & la
notion d’ordre d’une fonction que 'on connait déja, par exemple, f (z) =0 ( \x!k)

Dans ce sens, nous montrerons en E que 1'opérateur reste R(a) est d’ordre 2 par rapport
a sa variable a € H".

Ceci nous permettra, en F, de montrer que la suite

(1), = e oz,

converge uniformément dans un voisinage de 1’origine vers une fonction H holomorphe

en 0 et que celle-ci est le changement de variable cherché en (2).

3.4.3 C: Equation homologique (une propriété fondamentale)

La proposition 3.4.1, démontrée dans cette section, en plus de montrer que la solution de
I’équation homologique est holomorphe, énonce une propriété de l'opérateur holomogique
- en quelque sorte une borne supérieure pour sa norme -, qui est a la base de toutes les
majorations effectuées en D et E, et donc a celle du reste R(a).

C’est en fait seulement pour démontrer la proposition 3.4.1 que nous aurons besoin du
fait que D f (0) est diagonalisable.

Donc, a partir de maintenant, nous supposerons que les coordonnées Z de départ sont

données par une base {ey, ..., e,} de vecteurs propres associés & Ay, ..., A, et donc que
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3.4. Théoréme de Siegel

A1 0
A= - . est diagonale (6)
0 An

De plus, pour Z = (Zy, ..., Z,) € C", nous prendrons comme norme:

|Z] = max {|Z;]}

1<i<n
Pour démontrer la proposition 3.4.1, nous avons besoin du lemme suivant, qui nous sera,

de plus, trés utile ultérieurement.

Lemme 3.4.1 Soient ¢c,m > 0, alors Ja > 0 tel que, pour Vo € (O, %), on ait:

oM<
Preuve. c0“™" < ¢ (%)a_m pour a >m et 6 € (0,3)
<1 pour « assez grand. ®

Proposition 3.4.1 Sia(Z) € H" est holomorphe pour |Z| < r et continu pour |Z| < r ou
r >0, alors:
a) La solution h de l’équation homologique Lah = a est holomorphe pour |Z| < r.
b) Ja > 0 ne dépendant seulement que de A et pas de a ou r tel que, pour Vo € (O, %),
on ait:
max |h(Z)| <max|a(Z)].07"

|Z|<re—? 1Z|<r

Remarque 3.4.2 Si on regarde le réle joué par le paramétre § dans b), on a dans le cas
extréeme 6 =0 :

max |h (Z)| < oo
|Z|<r

C’est-a-dire que pour |Z| < r, on n’a aucune borne sur h. Cependant, dés que § est
positif, pour un léger accroissement de § - ¢’est-a-dire pour une légére réduction du diamétre
pour h - on obtient un gros gain de précision sur l’estimation de h; ce qu’illustre bien le

graphe de la fonction 6~ :
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Preuve. de la proposition 3.4.1

D’apres (6), si on pose:

on ZP =707 ou |p|=p1+..+Dpa

a(Z)= Z a,Z e,

n
PENE 1>,

alors, la solution de Lyh = a est donnée par:

h(Z)= Y hiZve, ou h
PENp|>2

Posons M = max|z|<, |a (Z)|, alors, par I’estimation de Cauchy, on a:

et comme A est de type multiplicatif (C,v), on a d’aprés (7) et (8):

3] M |p["
hel = p 9
| p| (A,p)—As — C rlvl )
Posons h = (hy, ..., hy), alors hy (Z) = 3 n L pzr

iz k+n—1)

Pour k£ € N, le nombre de termes Z? de degré |p| = k est ( o
(n) > 0 ne dépendant que

Il est facile de voir qu’il existe un nombre assez grand c¢; = ¢;

de n tel que:
<k+n - 1) < Clkn_l

Vi e Nk >2
n_

on a alors d’apres (9):

M kv y
s n—1 k m
> h 2| < e 21 = Mook (T >

[p|=k
oucg=%>0etm=v+n—-1>0

La fonction:

. m
a pour maximum (m/e)

on a donc pour Vo € (O, %) :
et = ()" ()" < ()"
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c’est-a-dire:

2 m
R A oul c3= <7m) >0 (11)

Pour |Z| <re et € (0,3), on a, dapres (10) et (11):

—d0k

=k =k
Z hyZP| < Mesk™e % = Megk™e™= e < Megesd Me 2
Ip|=k

on a donc pour |Z] < re”® et § € (0,3):

h(2) < 3|3 b 2| < Meg ™ (23) (12)
k=2 ||p|=Fk k=2
ol ¢q4 = cocg >0
Pour ¢ € (O, %), ona 0<er <1 , donc la série entre parenthése converge. Donc,
hs (Z) est holomorphe pour |Z] < re™® et § € (0,3), c’est-a-dire pour |Z| < r. Comme
I'inégalité (12) ne dépend pas de s, on a que h(Z) est holomorphe pour |Z| < r, ce qui

prouve a) de la proposition.

k
=) =)
D’autre part, on a: ol <67> =1 —1—@7:6_12r
l1—e 2 —e2
2 3
et e‘;:l—l—é—l—%—i—‘;—,
$ _ LRI A il
ez=1l+5+5G st
) 2 3
donc e‘s—e§:%+%+%+...>g pour 6 > 0

Donc, d’aprés (12), on a pour |Z| < re % et § € (O, %)

|h (Z)| = max |hy (Z)] < 2M ey~ D (13)

1<s<n

Comme 2¢4, m+1 > 0 et ¢4, m ne dépendent ni de 9, a et r; par le lemme 3.4.1, il existe

un o > 0 ne dépendant ni de 9, a et r, tel que pour Vo € (0, %)

2¢,6 (M) 5=

on a alors, d’apres (13), pour V¢ € (0, %)

max |h(Z)| < M.o"% = m|aéx|a(Z)| 0

|Z|<res G

ce qui prouve b) de la proposition m
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3.4. Théoréme de Siegel

3.4.4 D: Ordre des opérateurs

Nous introduisons ici les notations utilisées dans les définitions d’ordre d’un opérateur (déf-
inition 1)

" = {f:WcCC"—=C"| f est holomorphe en 0 et f (0) =0}

Cr = {f € C"| f est holomorphe pour |Z| < r et continue pour |Z| <r}

ou r > 0; alors pour f € C”, on définit:

T

£ (Z)]

17Nl = max =7

1z|<r | Z]

cette norme compare les fonctions f (Z) et Z, c’est-a-~dire qu’elle pose une contrainte sur
le taux de croissance de f; or, comme on va itérer des fonctions, on va demander que nos

itérations «n’agrandissent pas trop».

Remarque 3.4.3
r<r=0rccr et |fllx <IfI,

Si®: W C C" — C™ est un opérateur de fonction et d, «, 8 > 0,alors on a la définition

suivante:

Définition 3.4.1 L’opérateur ® est d’ordre (d; %) st pour Yo € (0, %) et Vr € (0,1), on a:
fewncret|f|, <6 =
D ®(f) e,
2)1® (Nle-s < N7
On dit que ® est d’ordre d, s’il existe o, 3 > 0 tel que ® est d’ordre (d, %) et on écrit:
O (f) =< f?

la notion d’ordre donne une borne sur la taille de ® (f) en fonction de f, et cela pour

tout rayon r, ce qui nous permet, entre autres, en considérant r petit, de montrer que:

- Si f commence par des termes de degré k et ® (f) par des termes de degré j, alors:
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Les propositions de ce chapitre sont des majorations qui vont nous permettre, en E, de
majorer le reste R(a).

On avait la proposition 3.4.1:

max |h(Z)| <max|a(Z)|.07

|Z|<re— |Z|<r

la proposition 3.4.2 va nous donner la propriété analogue:

a —_—
\Zﬂ%rzia |£Z| |1Z|<r |£Z|

Proposition 3.4.2 L’opérateur U : H" — H™ (défini en (5)) est d’ordre 1:

h=U(a)<a

Preuve. D’aprés a) de la proposition 3.4.1, il est clair que:

re—%

‘v’r>0,a€(]7’?:>v5€(0,%), heCn

et ce, peu importe la grandeur de ||a||, .Donc 1) de la définition 3.4.1 est satisfait, il reste
a montré 2):

Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que pour Vn > 0, et en particulier pour n > « (o0 «
est le méme que celui apparaissant a la proposition 3.4.1), il existe un r € (0,1), a € C7" et

un 0 € (0, %) tels que

[hlls > llall, 67 on h=U(a) (14)
Soit Zy, | Zg| < e tel que: “L‘(ZZOO‘” = MAaX|z|<ye—s ‘il'(ZZ‘” :
on a alors d’apres (14):% > %.5_” pour |Z] <7
> %675.5777 pour |Z| < |Zgle? <r
donc:
\h(Zo)| > |a(Z)|e®.67" pour |Z| <|Z| € (15)

Remarquons que, comme on a choisi 7 tel que n — a > 0, on a pour V¢ € (O, %)

1\"¢ 1 _
oY < (5) <5< 7 < et
C’est-a-dire:

e 05> 6
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Alors, si on pose 1 = |Zy|e? < r, (15) devient:
h(Zo)| > a(Z)|67 ,  pour |Z] <7

ou encore:

max |h(Z)| > max|a(Z)].0°°
|Z|<Fed 1Z|<7

ce qui contredit la proposition 3.4.1 et prouve donc la proposition 3.4.2 m

Remarque 3.4.4 On a méme prouvé plus que U (a) < a On a montré en effet qu’il existe
un a > 0 tel que pour Y € (0, %) etVr € (0,1), on a
acCr= - U(a)cCl_;
10 @l]ems < llal, 67

c’est-a-dire que l'on n'a plus la contrainte ||a|, < §°

Pour prouver la prochaine proposition, nous avons besoin des lemmes suivants, lesquels

nous seront d’ailleurs utiles par la suite.

Lemme 3.4.2 Si f € C, alors pour Vi € (O, %), on a:

21.2)| < WSl 1 <ij<n

l—e 2

\Z]<7“e2 =>‘

et donc:
%], |%| <re? = |f (Z) = f(%)| < 5 |20 - 2|

ot ¢ > 0 est une constante dépendant de n et de la norme choisie.

f()

Preuve. Soit M = max|z<, |f (Z)|, alors < |(ZZ|)|, pour |Z| <
donc: <), (16)

Comme f est holomorphe pour |Z| < r , alors pour § € (O, %), I’estimation de Cauchy

nous donne:

|Z|<re2 :‘WZ(Z 1<i,j<n

)

1—e

| N

- par (16) m

=0
2

Corollaire 3.4.1 L’opérateur Id est d’ordre 1: f < f

ol
V
IS

Preuve. On va voir, dans la preuve du lemme 3.4.3 a), que pour V¢ € (0, %), 1—e

; on a donc, pour f € CF

£ (2)] < 4e57 | 1], 121 pour |Z] < re”? <re
c’est-a-dire:
| fllems < IFIl, 07 pour un « > 0 par le lemme 3.4.1 m
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Lemme 3.4.3 33, > 0, assez grand, et un o > 0 tel que pour Vo & (O, %), on a:
a) K(S - C(Sﬁgtg < ]_

l1—e2
b) Ks + 6776 <1

¢) =g <0

_s 2 3 4
= _ 68 8 0
Preuve. a) e2 =1 2 T 2207 83 T 164

2 _ (s _ & 83 o
1—ez —(5—m)+(ﬁ—16.4 + o

Pour 0 € (0, %) , chacun des termes entre parenthéses est positif, donc:

=% 5 42 P 1\ _ ¢
l—e >5-95>(3) (1-5) =3 (17)
et K5 = iﬂ; < 4¢Pt < 4¢ (%)60_1 < 1, pour f3, assez grand;
1—e 2

b) d’aprés (17), on a pour § € (O, %) :

7 —1-(1-¢F)<1-}

donc, Ks + €2 < 4c6%0~ 41— g (18)
Pour 3, assez grand et pour ¢ € (0, %) ,on a:

6% < (1) < Lo gefot < 8 s desfol — 0 <

donc, d’apres (18) : K5 + e? <1

c)onaO<K5<1:>1_1K5>1;

d’autre part, comme on pouvait prendre 3, aussi grand que 1’on voulait, on peut supposer

que 8, € N; dans ce cas, on vérifie sans peine, a ’aide de la reégle de I'Hopital, que la fonction:

1—K;
est continue, et donc bornée par un M > 0. Alors si a > 0 est assez grand, on a pour

56(0,%):

1 —
0> | = =2>M >
(3) 25

>1
— K;

Remarque 3.4.5 D’aprés le lemme 3.4.2, on a donc pour f € C)':

-
£, < 6% et |Zi],|Zs| <ve™ = |f(Z1) — f(Zo)| < K5 |21 — Zs]

et plus particuliérement:
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Lemme 3.4.4 Si f € C}', alors pour Vi € (0, %) , ON a:

1fll, < 6% et |Z| <ve = |2 f(2)| <re?

Preuve. |Z| <re® <re® = |Z + f(Z)| < |Z|+|f (Z)| < re 94+ Ksre~® (remarque 3.4.3)
<red+ K(gre%(S

<rev <K5 + 6%6> <res (lemme3.4.3.b)

Soit h € H™, alors la fonction H (Z) = Z 4 h (Z) est biholomorphe en 0, et son inverse

peut se mettre sous la forme G (Z) = Z — g (Z) (au voisinage de 0) pour un unique g € H",

on a donc un opérateur:
g:H"— H"

défini par:
ghy=ge Id+h) " =Id—g

Remarque 3.4.6 On peut voir facilement que:
9=9h) = g(Z)=h(Z—-g(Z)=h(Y)=g +h(Y))

Proposition 3.4.3 L opérateur
g:H"— H"

est d’ordre 1: g < h

Preuve. Pour montrer la proposition, nous allons voir que I'on peut exprimer §(h)

comme la limite de la suite {gs},,, définie par:

QO(Z) =0
9s+1(Z) = h(Z —g:(2)).

Affirmation 1:

Soit r > 0 et § € (0,1), alors si h € C et ||h]|, < 6% (ou B, a été fixé dans le lemme
3.4.3), on a:

\V/S 2 O, - gs E C:L676
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- |Z<re? =7 - g, (2)] < re’
Preuve. Par induction
Le cas s = 0 est évident. Supposons l'affirmation 1 vérifiée pour s et montrons-la pour
s+1:
9s+1(Z) = h(Z — gs(Z)), donc g1 € CF 5 car h e O et
|Z| <re? = |Z —g,(2)| < res <r (par hypothese).
Si |Z| <re™®, alors:
Z — go1 (2)| = |Z = h(Z — g, (Z))| <red+ Ksre®  par hypothése d’induction et
par la remarque 3.4.4
< <K5 + 6%6> |Z] <re”?
<re’? (lemme 3.4.3b) =
Affirmation 2
Si |||, < 6%, Lim, .ogs = g = G (h) uniformément pour |Z| < re~?
Preuve. Sup z<,e-s |9s+1(2) — g5 (Z)| = Supzj<re-s [h (Z = g5 (Z)) = h(Z — gs—1 (2))]
< KsSup z<re-5 95 (Z) — 951 (Z))]
car ||h||, < 6%, par I'affirmation 1 et la remarque 3.4.4
Comme K5 < 1, la suite {gs}szo est de Cauchy dans l’espace métrique des fonctions
continues pour |Z| < re~%, muni de la norme Sup, lequel est un espace métrique complet.

Donc, la suite {g;},-, converge uniformément pour |Z| < re°(Vaffirmation 2 est prouvée),

et on a:
Limg .o0gs (Z) = Limg_.ooch (Z — gs—1(Z)) = h (Z — Limy_.00gs (7))
donc, par la remarque 3.4.5: Lims_0ogs =g =g (h).

En prenant la limte sur s , affirmation 1 nous dit que, si h € C7 et ||h]|, < 67, alors:

- g=G(h)eCl_; (ce qui montre 1) de la définition 3.4.1)

S 2| <red = |Z—g(Z)| <rez (19)
on a donc:
9 ()| = (2)] <1g(Z) = h(Z2)| = |h(Z —g(Z)) = h(Z)
< Ks|g(2)] pour |Z| < re=%, d’aprés (19) et la remarque
3.4.4
donc [g (Z)] < (1 = K5) ™' |1 (Z)] pour |Z| < re”’,

et lgll,e-s < (1= K5) ™ ll,os < (1 K3) 1A, < 1A, 67 pour le o du lemme
3.4.3 c)

On a donc bien g < h , ce qui prouve la proposition 3.4.3 m
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On peut généraliser la définition 3.4.1 aux opérateurs de plusieurs fonctions de la fagon
suivante:

Sid:Qc (C) = Cmet p=p(Xy,.., X;) est un polynome en k variable, alors:

Définition 3.4.2 On note @ (f1,..., fxr) < ¢ (f1,.-, fx) , s’il existe des nombres a > 0 et
B; >0,1<i<k, tels que, pour Vr € (0,1) et Vo € (0, %) , on ait:

(froon fi) €QNECH" et [Ifill, <67 1<i<k=

a) ®(fi,..., fr) s

b) 12 (frs fillrems < 0 (LANL 5o L) 077

Pour nos majorations, nous aurons besoin de la propriété décrite dans la proposition

3.4.4, qui suit, pour la démonstration de laquelle nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 3.4.5 Soit n > 0, alors da > 0 tel que pour Vo € (0, %), on ait:

5} -n
= <6
Preuve. Pour a assez grand, on a pour Vo € (0, l) :

2
5271 < (1) < 97

donc:

La proposition 3.4.4 décrit une certaine forme de transitivité pour la relation < , c’est-a-
dire que, si on compose des opérateurs, alors ’ordre se «compose» aussi de fagon naturelle

(moyennant quelques restrictions sur les hypotheses de départ).

Proposition 3.4.4 Soient ® : Q) C (C’”)l‘c —C" et U, :Q, CcC"—C" 1<i<k, tels
que

i€, 1<i<k=(U(f1),. . Yr(fr) €

alors, si @ est un polynome en k variables sans terme constant et dont les coefficients

sont positifs, on a:

D (g1,50) =< @(91,0k) et Vi(fi) < fi , 1<i<k
o (\Ijl (fl) JREES) \Pk (fk)) < 2 (fla ceey fk)
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Preuve. Posons g; =V, (f;),1<i <k, et ®(g1,...,9x) = P , alors on a:

1) Joy, 3, > 0,1 <i<k, telsque pour Vs e (0, %) et Vre (0,1):

freunCr et |Ififl, <6 =

- g €eCl s

= Mgillye-s < 1 fill, .07

2) 3a,v; > 0,1 <i <k, tels que pour V6 € (0,1) et Vr € (0,1) :

(g1, 98) € QN(CP)* et [lgill, <571 <i<k=

- el

- Neles <@ Uil o llgnll,) 5

Soit B >0telque 8>3, et f—a; >, ,1 <1 <k. Parlelemme 3.4.4,3y > 0 tel
que, pour Yo € ( ) on a:

5 B
07 < (5) et aussi vy >
alors, pour f; € C7" et [|fi]l, <6",1<i<k, ona:
/B 67, ) N
a) |fill. <(3)" et b) [Ifill, < (5)" , dapres 1) et b), on a:

re 2
- gl < fill,- (8)7 (20)
B (677 9 IN
< (%) < (&)™ (d’apres a))
alors, comme re”? = (re_TS> re® , on a, d’apres 2):
- 2eCl

;5
- @], < ¢ (||91||7“e 2 ||9’f||7«e%‘*> ()"
< (Il (3) 7™ oIl (3)7™) - (3) ™ dapres (20) et les hypothoses

sur

<o (flly s I1fell,) - (3) 7 ot p = ming<i<x {ai}
<o (Al Ifell,) 077 pour un 7 > 0, par le lemme 3.4.5

On a donc bien:

O (Uy (fr) s Ui (i) <0 (f1,s fi) @

3.4.5 E: Majoration du reste

Dans cette section, on va montrer que l'opérateur reste:

R : H"— H"
a +— R(a)=R(a,U (a))
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défini en A, est d’ordre 2: R (a) < a?

Pour ce faire, il s’avére qu’il est beaucoup plus commode d’exprimer le reste comme un
opérateur de plusieurs fonctions, ce que nous allons faire immédiatement, et ensuite utiliser
la proposition 3.4.4.

D’apres (3) et (4) de A, on a (pour a et h quelconques):

R(a,h) (Y) = DH (V)" f (H (Y)) = AY —a(Y) + Lah (Y),

o0 HY)=Y+h(Y) et f(Y)=AY +a(Y).
Ona: H'=(Id+h) ' =(Id—g)=G
on g=g(h), ¢:H"™— H"est défini en C.

Remarque 3.4.7 D’aprés la remarque 3.4.5, on a: h = go (Id+ h),
donc:
Dh(Y)—=Dg(Y+h(Y))=Dh(Y)Dg(Y +h(Y)).
On a donc:
R(a,h) (Y) = DG (H (Y)) f(H(Y)) =AY —a(Y)+ Lah (Y)
=({Id—Dg(Y+h(Y)AY +Ar(Y)+a(Y +h(Y)) =AY —a(Y)
+Dh(Y)AY — AR (Y)
=a(Y+h(Y))—a(Y)+ (Dh(Y)=Dg(Y +h(Y)))AY
+Dg (Y +h(Y)) (=AR(Y) —a (Y + h(Y)))
=a(Y+h(Y))—a(Y)+Dh(Y)Dg(Y +h(Y))AY
+Dg (Y +h (V) (AR (Y) - )
Donc, si on pose:
R(a,h,g) = Ry (a,h) + Ry (h,g) + Rs (a, h, g)
o Ry(a,h)(Y)=aY +h(Y))—a(Y)
Ry (h,g) (V) = Dh (Y) Dg (Y + h(Y))AY
Ry (a.hg) (V) = Dg (Y +h(Y)) (=Ah (Y) = a (¥ +h(Y)))
alors on a: R(a,h) = R(a,h,§(h)) et R(a)=R(a,U(a))=R(a,U(a),q (U (a)))
1l est donc clair que, si [’on montre que:
Ry (a,U (a)) < a* Ry (U (a),q(U(a))) <a* et Rs(a,U(a),q(U(a))) < a?,

alors on aura R (a) < a?

aY+h(Y))) (remarque 6)

Pour ce faire, nous allons commencer par majorer Ry, Ry et R3 par rapport & leurs

variables respectives.
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Proposition 3.4.5
Ry (a,h) < ah

Preuve. R (a,h) (Y)=a (Y +h(Y))—a(Y)

Sih,a€C" et ||h.,|all, < 8% , alors, d’aprés le lemme 3.4.4, on a:

Y[ <re®=|Y+h(Y)|<rez <r (21)

donc, certainement R, (a,h) € C" _;. Et d’aprés le lemme 3.4.2 et (21):

Y] <re® = |Ri(ah) (Y)| < C% [h(Y)| <406 lall, [n(Y)|  d’apres (17)

donc | Ry (a,1)]l,o-s < 4C5™ lall, [h],-s < 4C3~" all, ], < [lal, ], 6= pour
un o >0 (lemme 3.4.1)

|T‘€

c’est-a-dire: Ry (a,h) <ah m
Proposition 3.4.6 Soit [’opérateur:

H'x H" — (C"
(g;h) — T

défini par T (Y) = Dg (Y +h(Y))AY , alors:

T <g

Preuve. T = (T1,...,T,) et g=(g1,...,9n) ; alors, on a:

T,(Y) = Digi (Y +h(Y)) Ay (22)
k=1
Sig,h€C" et ||h|l. <8% on a:
- D;g est holomorphe pour |[Y| <7, 1<r<n
Y| <re = Y+ h(Y) <re® <r (lemme 3.4.4) (23)
donc, d’aprés (22), on a certainement 7€ C"_; . De plus, pour |Y| < re~% on a:
T(Y)| = maxi<icn {12251 Drgi (Y + A (Y)) Ml }
< maxi<i<n {24y [Drgi (Y + 2 (V)] [Arysl}
< %/\ Y] par le lemme 3.4.2 et (23) A = maxj<i<, {| x|}
< dned A |gl, .1V
donc ||T|,,—s < 4ned "M |gll, < ||gll, 0~ pour un as > 0 (lemme 3.4.1)
c’est-a-dire: T <g m
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Proposition 3.4.7
Ry (h,g9) < hg

Preuve. Ry (h,g)(Y)=Dh(Y)Dg(Y +h(y))AY
= DR T(Y) = (S, Db (V) T (V)L 1)
Sig,h € C" et ||k, < 8%, alorson a:

- D;h = (D;hy, ..., D;hy,) est holomorphe pour |Y| <7, 1<i<n

- T € C" _s par la proposition 3.4.5

e

n

donc, d’aprés (24), on a certainement Rs (h, g) s

De plus, d’aprés (24) et le lemme 3.4.2, on a pour |Y| < re™? < res
[Ra (h,g) (V)] < "% |T (V)
l1—-e 2
donc:
IBs (), s < Ancd™ [l IT],—s < dncs [b], g, -5~ (proposition 3.46)
<|All, llgl, -6~** pour un g > 0 (lemme 3.4.1)
c’est-a-dire:
Ry (h,g) < hg

Proposition 3.4.8
RB (aahag) = g(h+a)

Preuve. R3(a,h,g9) (Y)=Dg(Y +h(Y)) (AR (Y)—a (Y + L (Y)))
(T Dagi (Y R (V) (“AR (YY) —a (Y + R (YL, (25)
Sia,h,ge C" et ||h],,|al, <d% alors:
- D;g est holomorphe pour |[Y| <7, 1<i<n
Y| <re = Y +h(Y)|<rez <r (lemme 3.4.4) (26)
Donc, d’aprés (25), on a certainement Rs (a, h, g) € C7 _;.De plus, d’apreés (26) et par le

lemme 3.4.2 , on a pour |Y| < re ?:

| Rs (a, h, 9) (V)| < % (AR (V)| +a (Y + A (Y))])
< dncd|gll, (AR (V)] +des ™ lall, ([Y]+ 2 (Y)]))
donc (en posant A = maxi<x<n, {|\e|}):
IRy (@, by )5 < 4nes™ lgll, (AlAllos + 467 all, (1 + ], )
< 4ncs lgl, (A A, + 457 all)
< lgll, (Al + llall,)] .67  pour un a4 > 0 (lemme 3.4.1)

7’7||
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c’est-a-dire:
RS (aahag) = g(h+&)

Proposition 3.4.9 a) R;(a,U (a)) < d?
b) Rz (U(a),g(U (a))) < a’
¢) Rs(a,Ul(a),g(U(a))) < a?

Preuve. On se sert de la proposition 3.4.4 et des majorations précédentes:
a) Ona R;(a,h) <ah et Ula)<a
donc, Ry (a,U (a)) < a?
b) Ona Rs(h,g) < hg
g(h)<h et U(a)<a,donc, g(U(a))<a

donc Ry (U (a),q (U (a))) < a®.
c) Ona Rs(a,h,g) <g(h+a)
donc, Rs(a,U(a),g (U (a))) <a(a+a)

c’est-a-dire R3 (a,U (a),q (U (a))) < a*. =
On peut donc maintenant énoncer la proposition 3.4.10, laquelle était le but de cette

section:

Proposition 3.4.10
R (a) < a®

3.4.6 F: Convergence des changements de variable et preuve du

théoréme

Rappelons les notations de la section A:
- f(Z)=AZ+ao(Z), ay€ H"
- hs =U (ay) , ast1 = R(as) ,s>0
- Hy=Id+h, , Hy=H,o..oHy , s>0

Le changement de variable Z = H, (Z) transforme 1’équation
Z=[(2)

en
Zs=MANs+ asi1(Zs)
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Nous introduisons maintenant les suites suivantes:

S )
R TR - U | G
N 3 N
- MO — 50 5 M1:M02,...,MSZMS_1 :58 820

- 5
— To,T1 = To€ 75..,Ts41 = Ts€
Ces suite dépendent du choix initial de dg , N et rg

L’ensemble des conditions que nous allons poser sur ces trois constantes va nous perme-

ttre de montrer d’abord que I’on a:
H%Hr < M; , s >0

et, ensuite, en se servant du fait que h ="U (a) < a , que:
- H est défini pour |Z| < 2
- la suite {Hs} converge uniformément pour |Z| < n

s>0
Voici 'ensemble de ces conditions:

1) choix de dg: On prend d, tel que

; S
a) 0=7200s = >0 552) <In2 ;dans ce cas, on a pour Vs > 0 : %0F-+9s < ed <2
donc:

Pepq = e 0ty > o (27)

b) 52 < % ; dans ce cas, on a:
3
0o > 605 = 601 et pour Vs > 0 :
(3) (3) < @sl3)
donc:

s
S > Henl (28)

c) 0o+ 0 <In2;dans ce cas on a pour Vs > 0 :
650+...+53653 < 65660 — €5+60 < 2

donc:
rojets = e (ottdg=dupy 5 0 (29)
2) choix de N :
On a R (a) < a® , ou plus précisément, R (a) < a? (%) pour un @ > 0 et un 5 > 0
(voir définition 3.4.1). On prend N tel que:

a) N > max (f3,2«) ; dans ce cas, on a, pour Vs > 0 :
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3.4. Théoréme de Siegel

- M, =6Y<4?
_ N < sE (30)
S — Us s+1

On a h = U (a) < a,et méme plus, car on a vu (remarque 3.4.3) qu’il existe un oy > 0
tel que pour Vr € (0,1) et Vo € (0,3) , on a:
acCl=— Ula) €Cl_; (31)
@l < lal, 67

on prend donc N tel que:

||7‘6

b) N > a3 + 206, , (ou (3, est défini dans le lemme 3.4.3); dans ce cas, on a:

(l)N—al—Zﬁo

. <1

Donc, pour Vo € (O, %) , on a:
Nt (1) <1
et
gV < (8)% < 5P (32)
Rappel: On a f € C" et || f||, < 6% =
i) |Z|<re®=|Z+f(Z)<re®
i) 2] <re? = |f(2)] < M | 2] < e || £, 2] (33)

l—e2

3) choix de rq:

Comme ag € H™, il existe un k£ > 0 et un ro > 0 tel que
ap € O et |Z] <rog=lag(Z)] < k|Z|

donc,  |aol|,, < kro

On prend donc ry assez petit pour que:

laoll,, < ' (34)
Proposition 3.4.11 Pour Vs >0, on aa, € C}! et |la,, < M, = 6N

Preuve. par induction:
Le cas s=0 estévident d’aprés (34). Supposons donc la proposition vérifiée pour s

et montrons-la pour s+ 1

Comme R (a) < a? <%>, on a:

as € CF et |lagl,, < M, = 6N < P par (30)
= ast1=R(as) €C) 5, =C7

2 — —_
Ts+1 S ||a/5||7‘s '5804 S 5§N @ S MS+1

par (30) et hypothése d’induction. m

et “as—i—l
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3.4. Théoréme de Siegel

Lemme 3.4.6 PourVs >0, ona h, € C" )50 < 550

Ts+1

et ||hs]| < (5

==
Ts+1 — 2

Preuve. D’apres la proposition 3.4.11 et (31), on a:
as € CF = hy =U (a,) € C:}Se_és =Cn

Ts+1
et |hsll . =|U (ay) L0 <N < (8) < 6% par (32) m

Ts+1 ree=9s < Ha’s

Lemme 3.4.7 PourVs >0, on a:
- H, est défini et holomorphe pour | Z| <
- 121 <2 = ‘ﬁsfl (Z)‘ < Ts+1€_765

w3

Preuve. par induction:

cas s =0

D’apres le lemme 3.4.6, on a hg € C} et d’aprés (27), on a ry > 22;

donc, ho et Hy=Id+ hy sont définis et holomorphes pour 1Z] < 2.

De plus, toujours d’aprés le lemme 3.4. 6, on a ||h,, < 6@0; alors, d’apres (33) i), on a:
1Z] <2 < e par (29)
A~ —Jp —381

= ‘HO (Z)‘ =|Z+ho(Z) <re= <riez par(28)

_ -0 =0
= (7’16 61)6 2 = Tr9e 2

cas général
Supposons le lemme vérifié pour s — 1 et montrons-le pour s :
Hy=H, 1 +hsoH, ,
D’aprés I'hypothése d’induction et (33) i), et comme h, € C7 | et 7y > %, on voit

que H, est défini et holomorphe pour |Z| < o

—5s

Hvsfl (Z)‘ S Trsp1€72
< ()" <o

Ts+1 —

On a, par hypothese: [Z] < 0 =

Par le lemme 3.4.6, ona: | h,
Dong, par (33) et ’hypothése d’induction, on a :
21 <% = |H,(2)] = B0 (2) + by (H,1(2)

=3 30541
<reped <rgpgqe i par (

ce qui prouve le lemme 3.4.7 =

Proposition 3.4.12 La suite {ﬁs} converge uniformément (vers une fonction H ) pour
>0

§2
T
1Z] < 3.

Remarque 3.4.8 : Comme H, est holomorphe pour |Z| < 2,¥s >0, il en est de méme

pour H
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3.4. Théoréme de Siegel

Preuve. On a: H, (Z) = H, , (Z) + hs (Fls,l (Z))
et H,(Z)— H,\(Z)=h, (ﬁs_l (Z))
rep S 650
H, (Z)‘ < Ts+1€%%
Donc, par (33) ii), on a, pour |Z] < % :

1,(2) = o1 (2)) < 467 Bl ot (2)]
< 405?0_1rs+16%3
< 46(5’5071T5+1
< 4colry ol y=0,—1>1

si on pose € = §) < 1, alors ¢ = () < <€g>8;

Par le lemme 3.4.6, on a: |||

Par le lemme 3.4.7, on a: |Z| < 2 =

Ts+1

donc:

Dm0 03 <00

ce qui implique que la suite {ﬁ s} est de Cauchy pour la norme Sup, 7)< Or ’espace

s>0
métrique des fonctions holomorphes sur le polydisque |Z] < % muni de la norme Sup est
un espace métrique complet.

Ce qui prouve la proposition 3.4.12 m

Lemme 3.4.8 Soit une suite de fonction {fs},5o telle que f; € C} pour Vs > 0 et
Limg_oo || f5ll, =0 ; alors pour |Z| <r , on a:

Lims oo fs (Z) =0 uniformément pour |Z| < r.
Lemme 3.4.9

Limg_ H@s”%o =0

< M,

Ts —

Preuve. On a Lim,_ oM, =0 et HGSH%O < las
On achéve ici la preuve du théoréme de Siegle:
Le changement de variable
Z =H(Y) = Lim,_o. H, (Y) défini pour |Y| < 3
transforme I’équation Z = f(Z) en:
Y =DHY)f (H (Y))
= Lim, oo DH, (V) £ (V)
= Limg_ oo (AY + a1 (Y))
=AY par les lemmes 3.4.8 et 9
c’est-a-dire Y = Df(0)Y. m

Remarque 3.4.9 H est bien de la forme H=Id+h ot heH" , donc biholomorphe

en 0
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

3.5 Champs de vecteurs C>* ou C*

Jusqu’a maintenant, nous avons étudié des formes normales de champs de vecteurs analy-
tiques, et distingué deux phénomeénes essentiels:
- les conditions de résonance
- les domaines de Poincaré et Siegle.
On peut maintenant se demander comment cela se traduit dans le cas C*®ou C* . Nous
verrons qu’essentiellement les conditions de résonance persistent, mais que I'importance de

la distinction entre les domaines de Poincaré et de Siegle devient moindre.

La raison en est la suivante: on obtient les formes normales pour les cas C*®ou C* en deux
étapes: on linéarise le champ de vecteurs jusqu’a un certain ordre (c’est alors qu’intervient
la non-résonance), et on applique ensuite des arguments de nature géométrique ou d’espace
fonctionnel. Cela permet de contourner la difficulté de la convergence de la linéarisation
formelle (remarquons qu’a toute série formelle correspond une fonction C'*°, ayant cette

série formelle comme série de Taylor).

Dans cette section, nous donnerons un apergu de ces résultats, en particulier ceux obtenus
par Sternberg, en 1957 et 1959 (cf.[5] et [6]).
Comme il ne s’agit que d’un apercu, nous ne donnerons pas toutes les preuves et nous

nous bornerons a quelques démonstrations relativement simples, pour en donner la saveur.

Nous allons donc étudier le cas d’une équation

X = f(X), f(0)=0

ou f : VCR"—R" estune fonction de classe C’k, 0< k<
Nous ne retiendrons ici que le cas o les valeurs propres de D f (0) sont non résonantes.

Le résultat majeur, contenu dans les articles de Sternberg, est ’analogue, pour le cas
réel C*°, du théoréme de Siegle; a la différence qu’ici la condition d’étre de type multiplicatif
(¢,v), pour les valeurs propres du linéarisé a 'origine, n’est plus nécessaire. On demande
seulement qu’elles ne soient pas résonantes (ce qui, entre autres, dans le cas réel, signifie

que Dorigine est un point d’équilibre hyperbolique). Ce résultat est le suivant:

Théoréme 3.5.1 Soit f : V C R* — R" une fonction C* telle que f(0) = 0 et soit
A= (A1, .., \n) € C" les valeurs propres de D f (0).Alors si A n’est pas résonante et D f (0)
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

est semi-simple (diagonalisable dans C™), ’équation
X =f(X)

est équivalente au voisinage de l’origine, par un changement de coordonnées laissant fixe
lorigine, a:
Y=Df(0)Y

Nous ne démontrerons pas ce théoréme, sa preuve étant assez longue et trés tech-
nique; cependant, pour avoir une idée de la méthode employée, nous démontrerons un autre
théoréme, qui est en fait ’analogue, dans le cas réel C*, du théoréme de Poincaré (théoréme

de Poincaré-Dulac dans le cas résonant).

Remarquons d’abord que, si f : R” — R" est une fonction différentiable, alors les valeurs
propres Aq, ..., A, de Df (0) sont réelles ou conjuguées complexe; donc, demander qu’elles

soient dans le domaine de Poincaré équivaut & demander que:

ou (1)

c’est-a-dire que ’origine est une source ou un puits pour 'équation X = f (X) et son

flot y est une contraction ou une expansion.

Le résultat que nous allons démontrer est le suivant:

Théoréme 3.5.2 Soit f: V C R® — R" une fonction de classe C*,0 < k < oo , telle que
F(0) =0 et soit A= (A1, ..., \n) € C" les valeurs propres de Df (0). Si A est non résonante
et située dans le domaine de Poincaré (condition (1), si Df (0) est semi-simple et si

(2)

maxj<i<n | Re )\Z |

k>

minlgign ]Re )\z |

alors ’équation
X =[(X) (3)

est équivalente au voisinage de l’origine, par un changement de coordonnées de classe

C* et laissant fize Uorigine, & l’équation

Y =Df(0)Y
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Remarque 3.5.1 La condition (2) est essentielle pour la preuve d’existence du changement

de variable.

Pour la démonstration, nous allons suivre la méthode décrite par Sternberg dans [5];
celle-ci différe essentiellement des méthodes employées dans le cas analytique par le fait que
’on commence d’abord par linéariser le flot de 1’équation (3) et, & partir de 14, on linéarise
le champ de vecteur donné par f, au lieu de linéarise directement ce dernier, comme on I’a

fait pour les théoréme de Poincaré-Dulac et Siegle.

Le flot de ’équation (3) est un groupe continu & un parameétre de difféomorphismes de
classe C*, définis au voisinage de I’origine et laissant celle-ci fixe. Introduisons donc tout de

suite la notation suivante:

TF={T:V CR"—R" | T est un difféomorphisme de classe C*, det DT (0) # 0 et T (0) = 0}

Nous allons d’abord étudier la linéarisation, au voisinage de l'origine, d’éléments de T*;

c’est-a-dire, qu’étant donné 7' € T*, on cherche un R € T* tel que
RTR™' = DT (0)

A partir de 14, par un procédé simple, nous linéarisations simultanément un groupe

continu & un parameétre d’éléments de T.

Les conditions que 'on pose pour la linéarisation de difféomorphismes sont définies de
facon similaire & celles concernant les champs de vecteurs: si T € T* et (sy,...,s,) € C"

sont les valeurs propres de DT (0), on dit que s, ..., s, sont non résonantes si:

si # sptisim 1 <i<n etpourVmy,.., m, €N (4)

tels que m; + ... +m, > 2

et on dit que (s, ..., S,) est dans le domaine de Poincaré, si

0 < s <1, 1<i<n
ou (5)
1 < s 1<i<n
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On peut avoir une idée du lien entre ces définitions et celles correspondant pour les
champs de vecteurs de la fagon suivante: si () (¢, X) est le flot de ’équation (3) et A = Df (0),
alors:

DO (t,0) = e (6)

On voit donc que le lien entre les valeurs propres de D (¢,0) et de A (champ de vecteurs)
explique les définitions (4) et (5). Nous reviendrons plus en détail la-dessus, au moment de
passer de la linéaristion de flot & celle du champ de vecteurs.

L’étude de la linéarisation formelle ou & ordre k d’éléments de 7% étant tout a fait
similaire & ce qui a été fait dans la section 1de chapitre 3 pour les champs de vecteurs, nous

nous contenterons d’énoncer, sans le prouver, le résultat suivant:

Proposition 3.5.1 Soit T € T*. Si les valeurs propres de DT (0) sont non résonantes

(condition (4)) et si DT (0) est semi-simple, alors il existe un R € T* tel que:
RTR™ (X) = DT (0) X + o (|X]")

La proposition suivante (que nous allons démontrer) est le seul résultat concernant la
linéarisation d’éléments de 7%, dont nous aurons besoin. C’est en fait I’analogue pour les

difféomorphisme du théoréme de Poincaré pour les champs de vecteurs.

Proposition 3.5.2 Soient T € T*, sq,...,s, € C les valeurs propres de DT (0), 5 =
maxlgign |Sz| et S = maxlgign |Sz|

Alors si DT (0) est semi-simple, si s, ..., s, ne sont pas résonantes (condition (4)) et si

0 < |si] <1, 1<i<n (7)
Ins
t k —
e > G (8)

il existe un R € T* tel que:
RTR™' = DT (0)

Remarque 3.5.2 D’aprés (5), on voit que la condition (7) signifie que (s, ..., S,) est dans
le domaine de Poincaré. On aurait tout aussi bien pu prendre |s;] > 1, 1<i<mn , et
modifier en conséquence la condition (8)

L’identité (6) explique le lien entre la condition (8) et la condition(2) (dans le cas o

ReX; <0, 1<i<n)
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Pour plus de simplicité, nous prouverons la proposition 3.5.2 dans le cas ou les valeurs
propres de DT (0) sont réelles: s; € R, 1 <14 < n. Cela va rendre les calculs plus élégants
et beaucoup moins lourds. On pourra cependant, aprés avoir lu cette preuve, avoir une idée
de comment elle s’effectue, si on admet des valeurs propres conjuguées complexe, ainsi que

des complications que cela apporte.

On peut donc supposer, pour le reste de la preuve de la proposition 3.5.2, que T est

exprimée dans un systéme de coordonnées, tel que
L = DT (0)

est sous sa forme diagonale. De plus, nous prendrons comme norme sur R" :

XN = 1xi pour X = (X1,..., X,) € R"
on aura alors:
IDT (0) = [ILll = Supxj=1 [[LX]| = S
et donc 9)
ILX| < S|X]| pour VX € R"

Nous allons prouver la proposition 3.5. 2, en résolvant, par rapport a R, I’équation

R=L"'RT (10)

par un procédé d’approximations successives. Ce procédé convergera dans la mesure ot
nous pourrons partir avec un Ry initial satisfaisant (10) jusqu’a un certain ordre suffisam-
ment grand. L’existence d'un tel Ry sera assuré par la proposition 3.5.1

Pour formuler la preuve de convergence, il est utile d’introduire les notations suivantes:

si N C R™ est un voisinage de 'origine, on pose:

vk — { f: N — R"| fest de classe C* et f, ainsi que toutes ses dérivées }
(=

partielles d’ordre < k s’annulent a 1’origine

Donc, Vi, C V£ pour N € N’ et k < j. Sur V£ , on utilisera la norme suivante: pour
f=(f1,- fa) € V{, on pose:

n

171 = Supxen 330

=1 91,..,0=1

OMi(X)
0X;,..0X;, aX

Le lemme suivant est une conséquence des définitions précédentes
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Lemme 3.5.1 Soit ¢ > 0, alors il existe un voisinage de l'origine N C R™ assez petit tel

que, pour tout voisinage de l'origine N' C N¢, on ait:
k— k .
1A+ I e e+ Al < ellfllye pourVf € VY, ow N°C N
Maintenant, si on définit ’opérateur:

Lr Vﬁ—ﬂfﬁ
f - L_lofoT

(o T est celui introduit dans ’énoncé de la proposition 3.5.2), alors 1’essence méme de

la preuve de convergence est contenue dans le lemme suivant:

Lemme 3.5.2 Soit f € V{{ , alors il existe un voisinage N' de Uorigine (N' C N C R") et
un K € R,0 < K <1, tel que
k k
12 fllne < B fllne

Preuve. On a:

(Lrf); (X) = s; 1 fi (T'(X)) (11)
et sion pose DT (X) = [t; (X)], alors on a par la régle de dérivée en chaine:
9% (fioT) — n % fi 1 ]
ox o (X) =200 ax g (T (X)) ] (X) .t (X) + P (12)

oil P est un polynome en les dérivées de f; d’ordre < k et en les dérivées des t/ (X))
d’ordre < k
Comme la fonction X +— DT (X) est continue, on a, d’aprés (9), que pour § > 0, il
existe un voisinage Ns de l'origine, tel que :
|1 DT (X)|| < S+6 pour X € Ns (13)
de plus, on a:
Y0t it |7 (T ) (0t O] (1)
(X)) (00 (S5 5
ou I'expression entre parenthéses est la norme du vecteur

DT (X) (% (T'(X)), ..., % (T (X))), on a donc, d’apres (13), que pour

X € N5, (14) est

----------

St S ([P G0l (0] % (540 S e (0 (0]
<(S+ 5)k Z;ll ~~~~~ Je=1 ﬁ (T (X))) o

Revenons maintenant au polynéme P introduit dans (12). Un monoéme de P est de la

forme:
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

t(X) —aleai.%xh (X) '--—axfiféxjs (X), 0<rs<k (16)

ou t (X) dépend de T.
Comme f € V{ , il existe un voisinage N; de l'origine, tel que pour ¥Vr € N, r < ket
pour Vji, ..., jr € {1, ...,n}, on ait:

% (X) <1 pour VX e Ny (17)

donc, en ne retenant que le dernier terme dans chaque monome (16), on a, d’aprés la
forme de P et (17), que pour VX € N1 :

e (X)

B, %, (18)

.....

oll M est une constante positlve dependant Seulement de TN,k et n

Donc, si on désigne par > ||P(X)| la somme de tous les ||P| définis par (12) pour
1<i<netl<iy..ip<n,ona,dapres (18):
Supxen, SIP (X)) < AM (1%, + -+ 115" (19)
ou A € N est une constante dépendant seulement de k et n.
Soit € > 0, alors, si N¢ est le voisinage de l'origine défini par le lemme 3.5.1, on a, d’apres
(19):

k
Supxenione 22 [P (X)|| < AMe || fllyer, (20)
Maintenant, on a, d’aprés (11):
Lrflf =5 SLUet)(x 21
H TfHN - upXENS Z’L 1 221 ..... =1 8X 8X ( ) ( )

d’autre part, d’aprés (7), T' est une contraction; donc, 11 existe un voisinage N, de

origine, tel que T'(N3) C Ny. m

Remarque 3.5.3 : On introduit Ny o cause de la présence de T (X) dans (15)

Alors, si on pose:

N = NN N;NNsN N,

on a, d’aprés (12),(15),(20) et (21):

1L Sl <570 |(S +6)F + Abe] |71, (22)
de plus, d’aprés (7) et (8), on a:

k> £ = kLnS < Lns

= SF <5

= s 158 <1
donc, par continuité, il est clair que l’on peut choisir § et € assez petit pour que:
-1 [(s+ 5 + AMe| <1

ce qui, avec (22), prouve le lemme 3.5.2
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

On est maintenant en mesure de donner la preuve de la proposition 3.5.2
D’aprés la proposition 3.5.1, il existe un Ry € T* , défini dans un voisinage N de I’origine,
tel que:
RoTRy" (X) = LX + o(| X ")

en multipliant & gauche par L' et & droite par Ry , on a:
L' RyT (X) = Ro (X) +o(|| X ")

donc:

L7'RyT — Ry € Vi

alors, d’apres le lemme 3.5.2, il existe un voisinage N; de 'origine, Ny C N, et un K € R,

0 < K <1, tels que:
|£r (L7 RoT — Ro) [, < K | L7 RoT ~ R,
donc, si on pose, pour n € N :
n—1
R, =L "RyT" =Y Ly (L'RyT — Ry) + Ry
r=0

on a, pour m,n € Nym > n:

m—1
IR = Rally, < 3 K7[|L7'ReT = Rolly,
r=n+1
Kn+1 _ Km 3
—= WHL 1R0T_R0H§€\fl

Comme K < 1, on a que la suite {R,}, - est de Cauchy pour la norme || ||];\,1 :
D’apres le lemme 3.5.1, il existe un voisinage No de Porigine, tel que, pour f € V& | on
ait:

0 k-1 k
”fHNlﬁNQ +.t ||f||N1ﬂN2 < ||f||N1ﬂN2

On a donc que la suite {R, }, -, ainsi que toutes ses dérivées partielles d’ordre < k , con-
vergent uniformément sur Ny NN, , c’est-a-dire que la suite { R, }, -, converge uniformément
sur N; N Na, vers une fonction R € T, et on a:

L 'RT = L—1<1im L‘IROT’””)T

n—oo

= lim LD R T = R

n—oo

donc RTR'=1L

ce qui prouve la proposition 3.5.2
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

Remarque 3.5.4 :R a été défini sur NyN Ny, cependant, si NN Ny C N3 et T" (N7 N Na) C
N3 pour unr € N, et si on pose S = L™"RT" , alors S est défini sur Ny et STS™! = L.
Nous sommes maintenant en mesure (sous certaines conditions) de linéariser simultané-

ment le groupe discret {I1d, T, T? T3, ...} engendré par un T € T*. En effet, si
RTR™' = DT (0)

alors,

RI"R™ = (RTR™") = DT (0)" = D(T")(0)

Nous allons maintenant passer du cas discret au cas continu par le lemme et la proposition

suivants:

Lemme 3.5.3 Soit {T}},.,; un groupe continu & un paramétre d’éléments de T" ot I C R

est un intervalle contenant l’origine:
Tery =T50T; pour s,t el ets+tel

S’il existe un to > 0 tel que [—2tg,2ty] C I et Ty, est linéaire, alors il existe un R € T*
tel que

RT,R ‘=1, pour t € [—to, to|
ot {L;},c; est le groupe continu a un paramétre défini par

L, = DT, (0)

Preuve. On peut , sans perte de généralité, supposer que to = 1, posons alors:

1
R= / L_ T.,doeT"
0

on a alors, pour ¢t € [—1,1] :

1 1-t 0 1-t
LR = / L-oiiTodo = / L_oToirda = / L_oThda + / L_oToirda  (23)
0 — 0

t —t

comme Tjest linéaire, on a:
L1 = DT1 (0) = T1 et L_1T1 =1Id
alors

0 0 1
/ L_aTa+1d()é = / L_a (L—lTl) Ta+1dOZ = / L_aTa+tdCM
1—t

t —t
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

donc, d’apres (23):

1
LR = / L_Tooda=RT, e RILR'=1L,
0

ce qui preuve le lemme 3.5.3 =

Proposition 3.5.3 Soit {T}},., un groupe continu & un parameétre d’éléments de Tk ou
I C R est un intervalle contenant l'origine. S’il existe un to > 0 tel que [—2to,2ty] C I et

Ty, satisfait les hypothéses de la proposition 3.5.2, alors il existe un R € T* tel que:

RT,R™' = DT, (0) pour t € [—tg, to]
Preuve. D’aprés la proposition 3.5.2, il existe un R; € T* tel que
RlEORl_l = DT;fo (0)

donc, si on pose U; = R TyR;" , on a, d’aprés le lemme 3.5.3, qu'il existe un Ry € T*
tel que:
RyU Ryt = DU, (0) pour t € [—tg, to]
= DRy (0) DT; (0) DRy (0) "
Alors, si on pose:
R= DR, (0)"" RyR, € T*
on a pour t € [—to, o] :
RT,R™" = DR, (0) " .RyR\T,RT*R; ' DR, (0)
= DRy (0)"" RyU,R; DRy (0)
= DR, (0)"' DU, (0) DRy (0)
— DT, (0)

ce qui prouve la proposition 3.5.3 m

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 3.5.2:

Comme A est dans le domaine de Poincaré, on peut supposer, d’aprés (1), que

Re s, ...,Re\, <0 (24)

Désignons par () (¢, X) le flot de I’équation (3). Si on pose

T;:(X) :(Z)(taX)
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3.5. Champs de vecteurs C* ou C*

alors {T}},; est un groupe continu & un paramétre d’éléments de T* défini pour ¢ € I,
ol I C R est un intervalle ouvert autour de l'origine.
Et on a:
DT, (0) =e*  ou A= Df(0)

Si on pose s; = e*, 1 < i < n les valeur propres de DT; (0) sont données par :st = etit,

1 <i < n. Pour Vt, DT, (0) = e? est semi-simple et pour V¢ > 0 , on a, d’aprés (24):

0<|sif<1,1<i<n (25)

et d’apres (2) et (24):
k max)<j<n|Ret]

minlSiSnIRetki‘
minlgign Ret);

maxi<i<n ReA;

t
i

minlgign In|s
t

maxj<i<n ln|si|
. ) t

o lnm1n1§Z§n|si| (26)

Inmaxi<i<n

Considérons maintenant le lemme suivant

t
st

Lemme 3.5.4 Soit \q,...,\, € C, des valeurs non résonantes:

MiAL 4+ ... +mu Ay E N, Ymy,...om, €N et 1<i<n

alors, il existe un ensemble J C R partout dense dans R, tel que:
Vte J , emthitedmatde £ i poyr Ymg, ... om, €N et 1<i<n
il est donc clair, d’aprés le lemme 3.5.4, qu’il existe un tg > 0 tel que [—2tg, 2ty] C I et:
ghom | glomn £ sfo ,Vmay,..o.,om, ENmy+...4+m, >2etl1<i<n (27)

On a alors, d’aprés (25),(26)et(27), que Ty, satisfait les hypothéses de la proposition 3.5.2;

donc, par la proposition 3.5.3, il existe un R € T* tel que
RT,R™" = DT,(0) = eAt pour t € [—tg, to]
Alors, si on applique a 'équation (3) le changement de variable
Y =R (X)

on obtient:
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3.6. Forme normale d’une application au voisinage d’un point fixe

Y = DR(X)X=DR(X)f(x)=DR(x) DL
-1 -1
— DR (R—ly) w |t:(): d (RTtgt (Y)) |t:0 car TO — Id
deY

= di ‘t:OZ Aey |t=O: AY = Df (0) Y

ce qui termine la démonstration du théoréme 3.5.2.

3.6 Forme normale d’une application au voisinage d’un

point fixe

La construction d’un systéme de coordonnées convenable pour ’application d’espace dans
lui-méme au voisinage d’un point fixe rappelle la théorie des formes normales des équa-
tions différentielles au voisinage de la position d’équilibre. Dans ce paragraphe on indique
comment se formulent en conséquence les notions fondamentales de la théorie des formes
normales.

On considére I’application de classe C"*!, F : Q C C" — C", ou r > 2 et  voisinage
de l'origine dans C".

On suppose que 0 est un point fixe de F' c’est-a-dire F'(0) = 0, Alors : on peut écrire

F(z):

F@)=Av+ 2 @)+ @)+ ...+ f (@) +O(|z|"™), 2 € Q2 — 0 3.1

ol A une matrice carré constante d’ordre n et f* € H* pour 2 < k < r, H* l’espace
vectoriel des polynéme homogene en x de degré k a coefficient dans R".

Si on fait le changement de variable en (3.1) par:
v=H(y)=y+h"(y), y € 3.2

ou h* € H,’j , 2 <k <ret CQ est un voisinage de l'origine dans C".

L’inverse du changement de variable (3.2) est:
y=x—h*(z)+O0(z[*™"), 2 — 0
est diffeomorphisme dans Q. Transformation de (3.1), G = H~' o F o H, prendras la

forme:
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3.6. Forme normale d’une application au voisinage d’un point fixe

G (y) = Ay+ /> () +12 W)+ 4+ W)+ [f* () + AR" (y) — B (Ay)]+O(ly|** ),y — 0 3.3

ou G (y) définit dans €.
On définit I'operateur L% : Hf — H

h(x) — L%h () = h(Az) — Ah () 3.4

Schéma algébrique :

Considérons l'opérateur LY pour tout k, on a LK (H,’j) C HE, et il existe donc un

supplémentaire Gy de Im (L%) dans H} :

HE =Im (LY) ® G, 3.5

Le chois d’une forme normale dépend donc non seulement du choix de h € H¥ pour
toute k (& un élément du noyau L% prés), mais aussi du choix du suplémentaire Gy. Le cas
le plus simple et celui ou L (Hﬁ) = HF et o G}, = {0} ce qui permet de simplifier les
termes de dégré k. Dans les autres cas, les termes de GG sont des termes qu’on ne peut pas

simplifier.
Définition 3.6.1 Les éléments de Gy, sont les termes résonants de dégré k.
Théoréme 3.6.1 Supposons que la décomposition:
HE =Tm (LY) ® Gy,
donné pour k = 2,3,....,r. Alors il existe une série de changement de variable tangent a
lidentité :
x:y+hk(y), yeﬁ,nggr,
ou h* € HF et QCO voisinage de lorigine dans C™ tel que(3.1) prend la forme:
Gly)=Ay+g* W)+ +9 ) +0(yI"") y € Qoig" (y) € Gy, ,2<k<r 36
Définition 3.6.2 La forme tronqué de (3.6)
Gy)=Ay+¢* ) +..+9" )

est appellé : A-forme normale de (3.1) d’ordre r.
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3.6. Forme normale d’une application au voisinage d’un point fixe

Définition 3.6.3 Soient o (A) = {\1, ..., \,} C C, le specter de A. La relation suivante

est appellé résonnance
A =N, 1<j<n (3.7)

ou :
AY = AL o] > 2

sotent : (1, ...,x,) les coordonnées dans la base {ey, ...,e,} de C" dans quelle la matrice A
a une forme normale de Jordan par les éléments diagonales {1, ..., \,}. Alors un monéme
z%; (o] =k >2 et 1 <j<n) est appellé Mondme résonnant d’ordre k si seulement si

A% =\, est vérifiée.

Exemple 3.6.1 Pour n = 1 sont résonnates la valeur 0 et les racines de toute puissance

entiére de 'unité, sont non résonnantes les autres valeurs \.

Définition 3.6.4 Une collection de valeurs propres appartient au domaine de Poincarré
st leurs modules sont tous plus petits ou tous plus grands que ['unité.

Donc, si une application I est telle que les valeurs propres de sa partie linéaire appar-
tiennent au domaine de Poincaré, alors au voisinage de l’origine des coordonnées ou bien

elle, ou bien son inverse est contractante selon que |A| > 1 ou < 1.

Définition 3.6.5 Le complément du domaine de Poincaré est le domaine de Siegel. Pour
n =1 le domaine de Siegel est le cercle unité |\| = 1. L’équation de la résonance Ay = \"
définit une hypersurface complere dans l’espace des wvaleurs propres C", appelée surface
résonnante.Les surfaces résonnantes sont discrétes dans le domaine de Poincaré. Les
points résonnants et les points mon résonnants sont partout denses dans le domaine de

Siegel.

3.6.1 Linéarisation formelle

On étudie d’abord la forme normale formelle au point fixe d’une application.

Théoréme 3.6.2 Si la collection des valeurs propres d’une application F' n’est pas réson-
nante au point fize de F, alors Uapplication x — F () se raméne & sa partie linéaire

x — Az par le changement formel de variable x = f (y) =y + ...

Fof=/foA.
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3.6. Forme normale d’une application au voisinage d’un point fixe

Preuve. Soit H (y) = y + h(y),ou h est un polynome vectoriel homogene de degré
r>2.0na
HoAoH '(z) = Az + [h (Az) — AR (2)] + ...

ou les points de suspension désgnent les termes d’ordre plus grand que r. L’expression
entre crochets est un polynéme vectoriel homgene de degré r, dépendant linéairement de h.
L’opérateur linéaire

La:h(z)— [h(Az) — Ah(2)]

posséde sur l'espace des polyndomes vectoriels homogéne les valeurs propres A" — A, et les
vecteurs propres h (x) = z™e, ( comme toujours les vecteurs e, constituent la base propre
de Popérateur A, a™ = z"..z", i, les coordonnées dans la base {ey}; les valeurs

propres de l'opérateur, par souci de simplicité, sont supposées distinctes ). Nous sommes

donc conduits a 1’équation homologique
Lah =,

pour résoudre cette équation il faut diviser les coefficients du développement de v par les

nombres X" — \,. Donc la condition de résonance s’écrit ici A, = \"'. =

3.6.2 Problémes de convergence.

Les théorémes de Poincaré et de Siegel admettent les généralisations suivantes au cas ot le

temps est discret.

Théoréme 3.6.3 (théoréme de Poincaré) Si les valeurs propres d’un difféomorphisme holo-
morphe en un point fize sont toute inférieures (ou supérieures) a l'unité en module et si
n’existe pas de résonance, alors cette application se transforme en sa partie linéaire par un

difféomorphisme biholomorphe local au voisinage du point fize.

Théoréme 3.6.4 (théoréme de Siegel) Pour presque toute (au sens de la mesure de Lebesgue)
collection des valeurs propres de la partie linéaire d’un difféomorphisme holomorphe en son
point fixe, ce difféomorphisme se transforme en sa partie linéaire par un difféomorphisme

biholomorphe en ce point.

Plus exactement, pour qu’'un difféomorphisme soit équivalent & sa partie linéaire, il suffit

que ses valeurs propres vérifient les inégalités

As = AT >c|m| ™",
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3.6. Forme normale d’une application au voisinage d’un point fixe

pour tous les s = 1,...,n, |m| = ka > 2, my > 0. Les collections de valeurs propres
vérifiant cette inégalité sont dites collections de type multiplicatif (¢, ). L’ensemble des
collections de valeurs propres A qui ne sont pas de type multiplicatif (¢, ) pour aucun c est

de mesure nulle si v > (”2;1)

3.6.3 Cas résonnant

A toute résonance Ay = A" est associé un mondme vectoriel résonant xeg ( o €5 est un

vecteur de la base propre, ™ = 2 ...x"", x} les coordonnées dans la base propre).

Théoréme 3.6.5 (théoréme de Poincaré-Dulac) L’application formelle x — Az + ..., ou
la matrice de lopérateur A est diagonale, se raméne par le changement de variables formel
T =y+ .., ala forme normale y — Ay + w (y), ot la série w est constituée uniquement
de monomes résonnants. Si les valeurs propres de la partie linéaire de ['opérateure A sont
toutes inférieures (ou toutes supérieures ) en module o l'unité, alors l’application holomorphe
x+— Ax+ ..., se raméne par un changement de variables bitholomorphe a une forme normale

polynomiale composée uniquement de termes résonnants.

Dans le cas résonnant la méthode de Poincaré est généralement utilisée pour réduire a
la forme normale un nombre fini de termes de la série de Taylor d’une application en son

point fixe.

Exemple 3.6.2 Soit une application de C dans C, de point fixe 0, et dont la valeur propre
A est racine n—iéme de ['unité . cette application s’écrit dans un systéme de coordonnée

convenable

T — /\$+C$n+1 +O(|$|2n+1)

Pour A\ = —1 par exemple, cette application devient
x = —x + cx® + O(|z]°).

Cette formule permet d’étudier la stabilité du point fixe d’une application réelle.

En effet, le carré de cette application est
x— —x — 2cx® + O(|z]°).
Done, si c > 0, le point fixe O est stable.

Par la suite, les premiers pas de la méthode de Poincaré permettent d’étudier la stabilité

du point fixe dans le cas ou 'approximation linéaire est douteuse.
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4

Conclusion

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié I’équation différentielle

X=70) , f(0)=0 (1)

autour de son point d’équilibre X =0

Dans la section 3.1, nous avons vu que, peu importe la nature de f, nous pouvons, jusqu’a
un ordre fini (plus petit ou égal & lordre de différentiabilité de f), ramener ’équation
(1) & une forme polynomiale (linéaire s’il n’y a pas de résonance) et que, si Df (0) est
diagonalisable, les seul monoémes restants sont des monomes résonants.

Pour se débarrasser du reste-aussi petite soit-il-, il nous a fallu raffiner nos hypotheses
de départ et ce, plus particulierement en ce qui concerne la nature des valeurs propres de
Df(0).

Dans le cas ou f est analytique (complexe ou réelle), on a vu que, si les valeurs propres de
Df (0) sont dans le domaine de Poincaré, le théoréme de Poincaré-Dulac nous permettait
de ramener ’équation (1) & une forme polynémiale comportant seulement des monomes
résonants ou linéaires, dans le cas de non-résonance.

Si les valeurs propres de D f (0) ne sont pas dans le domaine de Poincaré, la condition de
non-résonance, suffisante pour une linéarisation formelle, s’est avérée insiffisante pour une
linéarisation par changement de variable analytique. Ce & quoi nous sommes parvenu par
le théoréme de Siegle, qui suppose que les valeurs propres de D f (0) sont de type (C,v) et
que Df (0) est diagonlisable-cette derniére condition n’étant pas requise pour le théoréme
Poincaré-Dulac.

L’étude de formes normales autres que linéaires ou polynomiales (toujours dans le cas

de f analytique) ainsi que les différentes conditions d’existence de changement de variable
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4. Conclusion

formelle, analytique ou autre, pour y parvenir a été faite dans l'article de Brjuno (1971),
cité en référence.

Dans le cas ou f est réelle, C* ou C*, nous avons démontré la linérisation par un change-
ment de variable C que dans le cas le plus simple: celui ou Df (0) est diagonalisable et
ol ses valeurs propres sont non résonantes et situées dans le domaine de Poincaré. D’autres
résultats plus complets, ainsi que leur démonstration (en grandes lignes), sont exposés dans
les articles de Sternberg [5] et [6]

Notons pour finir qu’il y a eu différentes études de formes normales pour 1’équation (1)
dans le cas ou la matrice Df (0) a une forme bien précise et une dimension donnée: par

exemple, dans I'article de Takens (1973), cité en référence.
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