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Résumé

Pour faciliter l�étude des solutions d�une équation di¤érentielle au voisinage d�un point

d�équilibre, on peut chercher un changement de variable (dé�ni au voisinage du point sin-

gulier), qui ramène cette équation à une forme plus simple dite forme normale

Cette méthode a vraiment commencé à être utilisée et étudiée par Poincaré en 1879 .

De nombreux problèmes ont tout de suite été soulevés quant à l�existence, la nature et la

classi�cation des di¤érentes forme normales, ainsi que des changements de variable qui nous

les procurent.

Ce mémoire est une tentative d�étudier les champs de vecteur en leurs points singuliers

et les applications di¤érentiables en leurs points �xes de trouver leur formes normales et

d�étudier la question de linéarisation de ces objets (l�existence de changement de variable,

qui réduisent le champs de vecteurs à sa partie linéaire ou à une forme polynomiale)

Mots-clés : Singularités de champs de vecteurs et d�application di¤érentiable, formes

normales, domaine de Poincaré et Seigle et notions d�hyperbolicité.
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Introduction

Considérons le système d�équations di¤érentielles suivant:

�
X = f(X) ; f(0) = 0 (1)

où, à toutes �ns pratiques:

- X 2 |n;| 2 fR;Cg
- f : W � |n ! |n est une fonction soit di¤érentiable un nombre �ni de fois, soit C1,

ou encore analytique.

Ce système possède une singularité en 0 (point d�équilibre).

Les propriétés des solutions d�un tel système au voisinage du point singulier X = 0, en

particulier leur comportement qualitatif, sont l�objet d�études intensives depuis plus d�une

centaine d�années. Mais, malgré toutes les recherches sur le sujet, une classi�cation complète

des singularités de tels systèmes reste encore inachevée. Nous ne savons même pas encore

jusqu�à quel point les solutions du système (1) peuvent être compliquées dans le voisinage

de X = 0, et c�est actuellement le principal sujet d�étude dans la théorie des bifurcations et

dans les phénomènes chaotiques.

La principale méthode d�investigation de ces sujets - et la plus fructueuse - consiste, à

l�aide d�un changement de variable dé�ni au voisinage de l�origine et laissant celle-ci �xe, à

ramener l�équation (1) à une forme plus simple que l�on appelle forme normale.

C�est-à-dire que l�on cherche un changement de variable

X = H(Y ); H(0) = 0 (2)

tel que l�expression de l�équation (1) en les nouvelles variables Y

�
Y = DH(Y )�1f(H(Y )) (3)

soit la plus simple possible.(DH(Y ) est la matrice Jacobienne de H au point Y )
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Introduction

Idéalement, les formes auxquelles on voudrait bien parvenir pour l�équation (3), sont

principalement:

- linéarisation:
�
Y = Df(0)Y

- vecteur polynômial:
�
Y = Df(0)Y + P (Y )

;où P est un polynôme vectoriel sans termes constants ni linéaires.

On se doute bien que cela ne sera possible que dans certains cas bien précis.

Donc, on se pose principalement les questions suivantes:

1- Quelles sont les formes les plus simples de (3), appelés formes normales, auxquelles

peut se ramener le système (1), et ce, à l�aide d�une transformation (2) ?

2- De quelle nature sera la transformation (2) ? C�est-à-dire, par exemple: quand est-

ce que le fait que f dans (1) soit analytique, C1 ou di¤érentiable un nombre �ni de fois,

implique que la transformation (2), et donc le second membre de (3), soit analytique, C1

ou di¤érentiable un certain nombre de fois ?

Les réponses ne sont pas des plus simples et les techniques utilisées pour résoudre ce

problème peuvent di¤érer d�un cas à un autre. Dans le présent texte, nous étudierons

principalement le cas où f dans (1) est analytique. La façon de procéder est alors la

suivante: on construit un changement de variable sous forme de série formelle - appelée série

de Poincaré - en trouvant une suite de transformations qui font disparaître successivement

les termes de degré deux, trois, etc...(en�n ceux que l�on peut faire disparaître) dans le

développement de Taylor de f au voisinage de l�origine. Il s�agit ensuite de prouver la

convergence de cette série formelle.

La première partie de troisième chapitre, celle de la construction formelle, est relative-

ment simple et possible dans la plupart cas. Le problème de la convergence, par contre, est

beaucoup plus délicat; celle-ci dépend essentiellement de conditions sur les valeurs propres

du linéarisé à l�origine Df(0).

Remarquons cependant que, même dans le cas où il y a divergence, ou encore dans celui

où f n�est pas analytique, les premiers pas de l�itération conduisant à la série de Poincaré

permettent de s�attaquer à un nombre �ni de termes dans le développement de Taylor de f

C�est ce que l�on appelle la méthode de Poincaré. Celle-ci, quoique très simple, s�est avérée

un puissant outil en théorie des bifurcations et dans l�étude des phénomènes chaotiques

(cf.Arnold[1] et Guckenheimer[3]).
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Introduction

Donnons maintenant un aperçu de l�historique de la question ainsi que les grandes lignes

de son développement. La méthode décrite ci-dessus (construction formelle du changement

de variable et ensuite preuve de la convergence) a son origine dans la thèse de Poincaré,

présentée en 1879, où il l�utilisait pour prouver le théorème suivant: dans le cas où f est

analytique (complexe), il existe un changement de variable de la forme

X = Y + h(Y ); h(0) = h
0
(0) = 0

analytique en 0, transformant (au voisinage de 0) le système (1) en:

�
Y = Df(0)Y

ce, à condition que les valeurs propres �1; :::; �n de Df(0) satisfassent les conditions

suivantes:

1) Les valeurs propres �1; :::; �n sont toutes distinctes.

2) Considérant les valeurs propres comme des points dans le plan complexe, il existe une

droite D passant par l�origine, telle que �1; :::; �n sont tous situés d�un même côté de D.

3) �i 6= m1�1+ :::+mn�n; 1 � i � n et pour 8m1; :::;mn 2 N tels que m1+ :::+mn � 2.
Par la suite, en énoncera la condition 2) en disant que les valeurs propres sont dans le

domaine de Poincaré et, dans le cas contraire, dans le domaine de Siegle. La condition 3)

s�énoncera en disant que les valeurs propres sont non résonantes et résonantes dans le cas

contraire. De plus, pour m = (m1; :::;mn) 2 Nn;m1 + ::: + mn � 2 et 1 � i � n,�xes,

l�équation �i = m1�1+ :::+mn�n;dé�nit un hyperplan de Cn appelé plan de résonance Rmi .
Ultérieurement, les développements majeurs et fondamentaux de la théorie furent donnés

par Dulac (1912) et Siegle (1952). En 1912, Dulac démontra, en ne retenant que la condition

2) (toujours avec f analytique complexe), qu�il existe un changement de variable en 0,

ramenant l�équation (1) (au voisinage de 0) à la forme normale

�
Y = Df(0)Y + P (Y ); P (0) = P

0
(0) = 0

(on suppose que Df(0) est exprimée sous sa forme de Jordan), où P est un polynôme

vectoriel tel que, si Y m1
1 :::Y mn

n est monôme de la i�eme coordonnée, alors �i = m1�1+:::+mn�n

(monôme résonant).

La proximité du vecteur des valeurs propres dans Cn aux di¤érents plans de résonnance
force les termes du changement de variable formel à être grands, or les plans de résonnance

sont rares dans le domaine de Poincaré et partout denses dans le domaine de Siegle. On ne
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s�étonne donc pas que l�extension du théorème de linéarisation de Poincaré au domaine de

Siegle soit plutôt délicate.

Ceci fut accompli par Siegle en 1952, lorsque il démontra (toujours avec f analytique

complexe) qu�il existe un changement de variable analytique en 0 transforment l�équation

(1) en
�
Y = Df(0)Y (linéarisation)

sous les conditions suivantes:

i) Df(0) est diagonalisable.

ii) �1; :::; �n étant les valeurs propres de Df(0), il existe un c � 0 et un v � 0 tels que
pour 8m1; :::;mn 2 Nn;m1 + :::+mn � 2, on ait:

jm1�1 + :::+mn�nj �
c

(m1 + :::+mn)v
; 1 � i � n

Cette dernière condition (on dit alors que �1; :::; �n sont de type multiplication (c; v) est

intéressante, car l�ensemble des vecteurs (�1; :::; �n) 2 Cn qui la satisfont est partout dense
dans Cn.
Cependant, d�un point de vue pratique, pour l�étude de cas particuliers, le théorème de

Siegle n�est pas très utile. (Par exemple, la condition ii) n�est jamais satisfaite pour les

systèmes hamiltoniens.) Il l�est beaucoup plus du point de vue théorique, comme théorème

d�existence, en particulier comme point de départ pour la théorie de Kolmogorv-Arnold-

Moser (KAM).

A part les travaux de Poincaré, Dulac et Siegle, on remarquera, parmi les contributions

les plus importantes, celles de Cherry (1927), Birkho¤ (1957), qui traite le cas où f est réelle

et C1, Chen (1963), Brjuno (1964), Brjuno (1971) qui fait la synthèse tout en apportant

des améliorations de tous les résultats obtenus jusqu�à ce moment, et Takens (1973).

Voyons maintenant le plan du présent texte. Le premier chapitre fait un rappel des prin-

cipales notions et résultats sur les équations di¤érentielles ordinaires. Le second chapitre

traite les questions de points critiques d�applications di¤érentiables ainsi que leur classi�-

cation. Le dernier est dédié à l�objectif du mémoire. Dans la 1re section, on présente les

di¤érents aspects de la linéarisation formelle et la méthode de Poincaré, qui sont à la base

de la théorie. En particulier, je dé�nis et analyse la notion de résonance, d�opérateur et

d�équation homologique.

Dans la 2esection, on présente les domaines de Poincaré et de Siegle (dans Cn) et leurs
propriétés vis-à-vis des vecteurs résonnants, non résonnants et de type multiplicatif (c; v) :

4



Introduction

la section 3 est consacré au théorème de Poincaré-Dulac et la section 4, au théorème

de Siegle. Les preuve de ces théorèmes font appel à des techniques di¤érentes: la section 3

de chapitre 3 repose sur un théorème d�équations aux dérivées partielles, cité et démontré

par Poincaré dans sa thèse, et la section 4 de chapitre 3 introduit la notion d�ordre d�un

opérateur de fonction-la quelle notion est des plus intéressantes.

En�n, dans la section 5 , on fait quelques remarques sur les travaux de Sternbag, qui

considère les cas où f est réelle et C1 ou Ck, relevant les distinctions entre ce cas et le cas

analytique.
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1

Champs de vecteurs et équations

di¤érentielles

1.1 Champs de vecteurs, trajectoires

Un champ de vecteur X sur une variété M est une fonction:

X :M ! TM

telle que X(m) 2 TmM pour tout m 2 M , autrement dit, à chaque point m on associe un

vecteur tangent en m.

Lorsque �: U � M ! Rn est une carte locale de M on obtient une représentation

locale Y de X en posant:

Y (�(m)) = D�(m)(X(m)); m 2 U

Y est un champ de vecteurs dé�ni sur un ouvert de Rn. Ses coordonnées sont notées

(Y 1; :::; Y n), ce sont les coordonnés locales de X dans la carte (U; �):

Si M est une variété de classe Ck, on dit que le champ de vecteurs X est de classe Cr,

1 � r � k, si ses représentations locales sont de classe Cr quel que soit la carte locale choisie.
Tous les champs de vecteurs considérés seront au moins de classe C1.

Rappelons qu�une courbe c dans M est une application de classe C1, c : I ! M , où I

est un intervalle ouvert contenant l�origine : 0 2 I (l�usage est de prendre les conditions
initiales à l�origine).
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1.2. Trajectoires maximales, �ot intégral

Dé�nition 1.1.1 Soit X un champ de vecteurs sur M . Une courbe intégrale de X en

m 2 M est une courbe c telle que c(0) = m et
�
c(t) = X(c(t)) pour tout t 2 I (dérivée par

rapport au temps)
�
c(t) =

dc

dt
(t)).

Si l�on introduit une carte locale et la représentation locale de X comme plus haut, on

obtient une représentation locale de la courbe intégrale en posant C = � � c. On a

�
C(t) = Y (C(t)).

En e¤et

�
C(t) =

d

dt
(� � c)(t) = D�(c(t)) �c (t) = D�(c(t))X(c(t)) = Y (C(t)).

Si Y = (Y 1; :::; Y n) sont les coordonnés locales de X et C = (C1; :::; Cn) celles de c, alors

c est une courbe intégrale de X lorsque le système suivant est satisfait :

dCi

dt
(t) = Y i(C1(t); :::; Cn(t)), 1 � i � n.

Il s�agit là d�un système autonome d�équations di¤érentielles ordinaires auquel on peut

appliquer les théorèmes classiques. Puis, revenant à la variété par ��1, on en déduit les

résultats suivants :

Théorème 1.1.1 Soit X un champ de vecteur de classe Cr sur M .

1. Pour tout m 2M il existe une courbe intégrale c de X telle que c(0) = m,

2. Une telle courbe intégrale est de classe Cr,

3. Si c1 et c2 sont deux telles courbes alors c1 = c2 sur l�intersection de leur domaine.

1.2 Trajectoires maximales, �ot intégral

Dé�nition 1.2.1 Soit X un champ de vecteurs sur M . Une courbe intégrale c de X en

m 2 M dé�nie sur un intervalle ouvert I est maximale si pour toute autre courbe c0 en m

dé�nie sur un intervalle I 0 et telle que I � I 0on a I 0 = I et c0 = c.

Dé�nition 1.2.2 Soit X un champ de vecteur de classe Cr sur M . Notons DX � M � R
l�ensemble des (m; t) 2M�R tels qu�il existe une courbe intégrale c : I !M avec c(0) = m

et t 2 I. On dit que le champ de vecteur X est complet si DX =M�R. Un point m 2M est

7



1.2. Trajectoires maximales, �ot intégral

�-complet, avec � = +;�;� lorsque DX \ (fmg�R) contient fmg�]0;1[, fmg�]�1; 0[,
fmg � R respectivement.

Théorème 1.2.1 Soit X un champ de vecteur de classe Cr sur M . Alors

1. DX �M � R,

2. DX est ouvert dans M � R,

3. Il existe une unique application de classe Cr, FX : DX ! M telle que, pour tout

m 2M , l�application t! FX(m; t) soit la courbe intégrale maximale passant par m.

Dé�nition 1.2.3 Soit X un champ de vecteur de classe Cr surM . L�application FX dé�nie

ci-dessus est appelée le �ot du champ de vecteur X. On le note habituellement

FX(m; t) = Ft(m):

Théorème 1.2.2 Soit c(t) la courbe intégrale maximale qui passe par m et soit I son do-

maine de dé�nition.

1. I est ouvert,

2. Notons I =]T�(m); T+(m)[, si T+(m) est �ni alors c(t) sort de tout compact de M

lorsque t! T +(m) (pour tout compact K �M il existe t < T+(m) tel que c(t) =2 K),

3. Idem pour T�(m),

4. Si, pour tout t 2]T�(m); T+(m)[, c(t) est contenu dans un compact de M , alors
T�(m) = �1 et T+(m) =1.

Corollaire 1.2.1 Un champ de vecteur sur une variété compacte est complet.

Exemple 1.2.1 (Champ de Rayleigh) Soit A une matrice n�n symétrique réelle. Consid-
érons le champ de vecteurs sur la sphère unité Sn�1 � Rn dé�ni par

X(x) = (xxT � In)Ax:

Véri�ons que X(x) 2 TxSn�1 = x?. On a

hX(x); xi =


(xxT � In)Ax; x

�
= Trace(xT (xxT � In)Ax) = Trace(((xTx)xT � xT )Ax) = 0

puisque xTx = 1. Considérons une trajectoire x(t) de ce champ de vecteurs. Elle est dé�nie

pour tout t 2 R puisque la sphère est compacte.

8



1.2. Trajectoires maximales, �ot intégral

Exemple 1.2.2 (Champ gravitationnel) Le champ de force déterminé par la loi de gravita-

tion de Newton est donné par

F (x; y; z) = �mMG
!
r

r3

où m est la masse du corps étudié, M la masse du corps central, G la constante de

gravitation,
!
r le rayon vecteur reliant l�origine 0 au point q = (x; y; z) et r =

p
x2 + y2 + z2

le module de ce rayon vecteur. Ce champ est dé�ni sur la variété R3nf0g.
Le mouvement d�une particule de masse m dans ce champ est donné par la seconde loi

de Newton

m =
d2
!
r

dt2
= F

c�est à dire

m
d2x

dt2
= �mMG

r3
x

m
d2y

dt2
= �mMG

r3
y

m
d2z

dt2
= �mMG

r3
z

Introduisons le moment p = m
d
!
r

dt
. Les équations ci-dessus deviennent

dq

dt
=
p

m
;
dp

dt
= F (q)

C�est un système d�équations di¤érentielles dé�nies pour (q; p) 2 (R3nf0g)�R3 qui est une
variété de dimension 6 appelée l�espace des phases. Notons que le champ de gravitation

dérive du potentiel

V (q) = � mMGp
x2 + y2 + z2

c�est à dire, s�écrit F (q) = �5V (q). Introduisons l�énergie du système (énergie cinétique
+ énergie potentielle) :

E(p; q) =
1

2

kpk2

m
+ V (q)

Cette énergie est une intégrale première du champ de vecteur c�est à dire que

d

dt
E(p(t); q(t)) = 0
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1.3. Expression du �ot en coordonnés locales

pour toute trajectoire de ce champ (cela se véri�e aisément). Il s�ensuit que toute

trajectoire (p(t); q(t)) est contenue dans un ensemble de niveau de E : il existe � tel que

E(p(t); q(t)) = �. Cet ensemble a pour équation

1

2

kpk2

m
� mMGkqk = �.

S�il existe des constantes 0 < a < b telles que a � kq(t)k � b pour tout t on voit que
V (q(t)) est borné, donc aussi p(t) et, par le Théorème 1.2.2, cette trajectoire est dé�nie

pour tout t 2 R.

1.3 Expression du �ot en coordonnés locales

Soit X un champ de vecteurs sur M et soit (U; �) une carte locale en m 2M . L�expression
de X dans ces coordonnés est donné par le champ Y : �(U) � Rn ! Rn dé�ni par :

Y (x) = D�(p)X(p); x = �(p).

Notons Ft(p) = F (t; p) le �ot associé à X et posons

Gt(x) = �(Ft(p)); x = �(p)

ce qui a un sens pourvu que t soit su¢ samment petit. On a

d

dt
Gt(x) =

d

dt
(�(Ft(p))) = D�(Ft(p))

d

dt
Ft(p) = D�(Ft(p))X(Ft(p)) = Y (Gt(x)).

De plus

G0(x) = �(F0(p)) = �(p) = x.

Ceci qui prouve que Gt(x) est une courbe intégrale du champ Y passant par x en t = 0.

Gt(x) est l�expression du �ot Ft(p) dans la carte (U; �).
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1.4. Boîtes de �ot

1.4 Boîtes de �ot

Dé�nition 1.4.1 Soit X un champ de vecteur de classe Cr sur M . Une boîte de �ot de X

en m 2M est un triplet (U0; a; F ) où

� U0 est un ouvert de M contenant m, a > 0 ou a =1,

� F : U0�]� a; a[!M est de classe Cr,

� Pour tout u 2 U0, cu(t) = F (u; t) est une courbe intégrale de X en u,

� Pour tout t 2] � a; a[, F (t; U0) est un ouvert de M et F (t; :) est un di¤éomorphisme

de U0 sur F (t; U0).

Théorème 1.4.1 Soit X un champ de vecteur de classe Cr sur M . Pour tout m 2 M il

existe une boîte de �ot de X en m. Si (U0; a; F ) et (U0; a0; F 0) sont deux telles boîtes, alors

F et F 0 sont égales sur (U0 \ U 00)� (]� a; a[\]� a0; a0[).

1.5 Points singuliers des champs de vecteurs, linéari-

sation autour d�un point singulier

Dé�nition 1.5.1 On dit que m 2M est un point singulier (on dit encore point critique

ou point d�́ éuilibre) d�un champ de vecteur X lorsque X(m) = 0.

Remarque 1.5.1 Si l�on note par Ft(m) le �ot du champ de vecteur, m est un point critique

si et seulement si Ft(m) = m pour tout t 2 R. Autrement dit m est une trajectoire constante

du champ de vecteur.

Dé�nition 1.5.2 Lorsque m est un point singulier de X, la dérivée de Ft en m est une

application linéaire qui envoie TmM sur lui-même :

DFt(m) : TmM ! TmM .

Nous avons donc une application dé�nie sur un voisinage de 0 dans R :

t 2]� �; �[! L(TmM)

qui prend ses valeurs dans l�espace des endomorphismes de TmM . La dérivée de cette

application en t = 0 est une application linéaire que l�on note

DX(m) : TmM ! TmM; DX(m) =
d

dt
DFt(m) jt=0 .

DX(m) est la linéarisation de X en m.
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1.5. Points singuliers des champs de vecteurs, linéarisation autour d�un point singulier

Remarque 1.5.2 L�expression de DX(m) dans un système de coordonnés locales se déduit

de celle du �ot : par dérivation de

Gt(y) = �(Ft(p)); y = �(p)

au point critique m avec �(m) = x on obtient

DGt(x) = D�(m)DFt(m)D�(m)
�1

de sorte que, par dérivation par rapport au temps,

d

dt
DGt(x) jt=0= D�(m)

d

dt
DFt(m) jt=0 D�(m)�1.

Comme d
dt
DGt(x) = DX(x) on a prouvé que

DX(m) = D�(m)�1DY (x)D�(m).

Ainsi, la matrice de DX(m) dans ce système de coordonnés est
�
@Y i

@xj
(x)
�
où les Y i sont

les coordonnés de Y .

Exemple 1.5.1 Linéarisé d�un champ de vecteur dé�ni sur un ouvert de Rn. Pour un
champ X : U ! Rn on a par dé�nition du �ot

d

dt
Ft(m) = X(Ft(m))

d�où, en le point singulier m,

DX(m) =
d

dt
DFt(m) jt=0= D

d

dt
Ft(m) jt=0 .

Ainsi la dé�nition que l�on vient de donner du linéarisé coïncide avec la dé�nition habituelle

de sa dérivée.

Exemple 1.5.2 Linéarisé d�un champ de vecteur dé�ni sur une sous-variété de Rn.

Soit X : M � Rn ! TM où M est une sous-variété de Rn. Nous pouvons l�étendre à
un voisinage ouvert U de M en un champ Y : U ! Rn. Le théorème de Cauchy-Lipschitz
(Théorème 1.1.1) montre que, pour tout m 2M , la trajectoire Ft(m) est la restriction à M
de la trajectoire F Vt (m). Il s�ensuit que la dérivée DFt(m) est la restriction à TmM de la

dérivée DF Vt (m) et qu�en un point singulier m de X on a

DX(m) =
d

dt
DFt(m) jt=0=

d

dt
DV Ft(m) jTmM jt=0= D

d

dt
F Vt (m) jTmM jt=0= DY (m) jTmM .

Ainsi le linéarisé DX(m) est la restriction à TmM du linéarisé DY (m).
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1.6. Stabilité au sens de Liapunov

1.6 Stabilité au sens de Liapunov

Dé�nition 1.6.1 Un point critique m de X est stable au sens de Liapunov si pour tout

voisinage U de m il existe un voisinage V de m tel que, pour tout m0 2 V la trajectoire

Ft(m
0) est dé�nie pour tout t > 0 et Ft(m0) 2 U pour tout t > 0. Nous dirons que m

est asymptotiquement stable au sens de Liapunov s�il existe un voisinage V de m tel que,

pour tout m0 2 V , la trajectoire Ft(m0) est dé�nie et Ft(m0) 2 V pour tout t > 0 et si

limFt(m
0) = m lorsque t!1.

Un point critique asymptotiquement stable m est attractif : les trajectoires du champ

de vecteur Ft(p) pour tout p proche de m se dirigent vers m.

Un point critique stable qui n�est pas asymptotiquement stable est donné par (0; 0) pour

le champ X(x; y) = (�y; x) de R2.
On dé�nit les critères d�instabilité et d�instabilité asymptotique en "inversant le temps",

c�est à dire en prenant t! �1.

Nous allons maintenant donner des critères de stabilité pour les points critiques d�un

champ de vecteur; ils sont dus à Liapunov.

Théorème 1.6.1 (Théorème de stabilité de Liapunov) Si m est un point critique du champ

de vecteur X et si le spectre de DX(m) est contenu dans le demi-plan R(z) < 0 (resp.

R(z) > 0) alors m est asymptotiquement stable (resp. instable).

Un second critère utilise les �fonctions de Liapunov�.
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1.6. Stabilité au sens de Liapunov

Dé�nition 1.6.2 Si m est un point critique du champ de vecteur X, une fonction L : U !
R dé�nie sur un voisinage ouvert U de m est une fonction de Liapunov pour X en m si elle

est continue, di¤érentiable sur Unfmg et si

1. L(m) = 0 et L(m0) > 0 pour tout m0 2 Unfmg,

2. DL(m0)X(m0) � 0 pour tout m0 2 Unfmg.

On dit qu�une fonction de Liapunov est stricte si la seconde condition est stricte :

DL(m0)X(m0) � 0 pour tout m0 2 Unfmg.

Théorème 1.6.2 Si m est un point critique du champ de vecteur X et s�il existe une

fonction de Liapunov pour X en m alors c�est un point critique stable. S�il existe une

fonction de Liapunov stricte alors m est asymptotiquement stable.

Exemple 1.6.1 Cas linéaire : 0 est un point d�́ équilibre stable pour
�
x = Ax, A 2 Rn�n,

lorsque les valeurs propres de A ont des parties réelles négatives.

Exemple 1.6.2 X(x; y) = (�y � x5; x� 2y3) sur R2 possède un point critique à l�origine.
Le champ linéarisé a pour spectre �i et l�on ne peut rien conclure du Théorème 1.6.1.
On cherche alors une fonction de Liapunov du type L(x; y) = ax2 + by2. On doit avoir

L(x; y) > 0 si (x; y) 6= (0; 0) et DL(x; y)X(x; y) = �2ax6 � 4by4 + 2(b� a)xy � 0. Il su¢ t
de prendre a = b = 1 pour obtenir une fonction de Liapunov stricte.

Exemple 1.6.3 Reprenons l�exemple 1.2.2. Le champ correspondant est donné par

X(q; p) =
� p
m
; F (q)

�
avec F (q) = �5 V (q). Soit (q0; p0) un point d�́ équilibre. On a p0 = 0 et 5V (q0) = 0. On
construit une fonction de Liapunov en prenant

L(q; p) = E(q; p)� E(q0; p0), E(q; p) =
kpk2

2m
+ V (q).

Il est clair que L(q0; p0) = 0 et que DL(q; p)X(q; p) = 0 par conservation de l�́ energie. L

sera une fonction de Liapunov si V (q)�V (q0) > 0 pour tout q dans un voisinage de q0 c�est
�à dire si q0 est un minimum local strict de V . Dans ce cas le point d�équilibre est stable.
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1.7. Points singuliers hyperboliques

1.7 Points singuliers hyperboliques

Nous allons étudier une nouvelle catégorie de points singuliers d�un champ de vecteurs qui

généralise les catégories �stables�et �instables�étudiées au paragraphe précédent.

Dé�nition 1.7.1 On dit que m est un zéro (ou point singulier) hyperbolique du champ de

vecteur X si toutes les valeurs propres de A = DX (m) ont une partie réelle non nulle (on dit

que A est une matrice hyperbolique) (�gure 2.1).En dimension 2, un point singulier est

dite semi-hyperbolique si A a une valeur propre nulle et une valeur propre (nécessairement

réelle) non nulle.

Figure 2.1.Exemple d�un spectre hyperbolique d�un champ de vecteurs dé�ni sur R4. Les
croix indiquent les valeurs propres.

Si les valeurs propres de m ont une partie réelle négative (resp. positive), on dit que

m est asymptotiquement stable (resp. instable) comme conséquence du Théorème 1.6.1.

L�exemple 1.6.2 montre qu�un point critique peut être asymptotiquement stable sans être

hyperbolique.

1.7.1 Le cas linéaire

Comme le concept d�hyperbolicité est dé�ni à l�aide du linéarisé de X, il est important de

bien étudier le cas linéaire. Soit A 2 Rn�n. Le �ot associé au système di¤érentiel �x = Ax
est donné par Ft(x) = etAx. Les valeurs propres de etA sont e�ei� où � = � + i� est une

valeur propre de A. Via une décomposition de Jordan, on voit que

1. Ft(x)! 0 lorsque t!1 si et seulement si R(�) < 0 pour toute valeur propre de A,
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1.7. Points singuliers hyperboliques

2. Ft(x) ! 0 lorsque t ! �1 si et seulement si R(�) > 0 pour toute valeur propre de

A.

Dans le premier cas 0 2 Rn est un point singulier stable et dans le second 0 est instable.

Dé�nition 1.7.2 Regroupons les vecteurs propres associés aux valeurs propres � de A avec

R(�) < 0 et procédons de même avec celles dont R(�) > 0. Les sous-espaces engendrés sont

notés Es(A) et Ei(A), on les appelle sous-espace stable et sous-espace instable.

Les sous-espaces Es et Ei décomposent l�espace en somme directe : Rn = Es � Ei. Ils
sont invariants par A et donc par le �ot intégral : si x 2 Es (resp. Ei) alors exp(tA)x 2 Es
(resp. Ei) pour tout t 2 R. De plus La restriction de ce �ot à Es (resp. Ei) est le �ot
associé à la rectriction de A à Es (resp. Ei) ce qui prouve que 0 2 Es est stable et que
0 2 Ei est instable.

Table : Endomorphismes hyperboliques du plan.

1.7.2 Le cas non-linéaire : le théorème de Grobman-Hartman

Le cas non-linéaire peut se traiter par linéarisation du champ de vecteur au voisinage du

point singulier. On obtient alors une théorie locale. Le théorème de Grobman-Hartman

montre que localement le champ de vecteur est topologiquement conjugué à son conjugué.

16



1.7. Points singuliers hyperboliques

Théorème 1.7.1 Soit X un champ de vecteur et soitm 2M un point singulier hyperbolique

de X. Soit DX(m) : TmM ! TmM le linéarisé de X en m. Il existe des voisinages ouverts

U de m 2M et V de 0 2 TmM et un homéomorphisme h : V ! U tel que

Ft � h = h � exp(tDX(m)).

Autrement dit, pour tout x 2 V et t 2 R si exp(tDX(m)) 2 V alors Ft(h(x)) est dé�ni et

vaut h(exp(tDX(m))x).

Ce théorème montre que, dans le cas hyperbolique, X et son linéarisé DX(m) ont la

même dynamique au voisinage de m. L�homéomorphisme h n�est pas nécessairement de

classe C1.

1.7.3 Le cas non-linéaire : les variétés stables et instables

Commençons par les dé�nir :

Dé�nition 1.7.3 Soit M une variété di¤érentiable de classe Ck, 1 � k � 1 ou k = !.

Notons X un champ de vecteur de classe Cr, 1 � r � k et soit m un point critique de X.

1. On appelle variété stable en m (ou variété stable globale) l�ensemble

V s(m) =
n
p 2M : Ft(p) est dé�ni pour tout t � 0 et lim

m!1
Ft(p) = m

o
2. La variété instable en m (ou variété instable globale) est l�ensemble

V i(m) =

�
p 2M : Ft(p) est dé�ni pour tout t � 0 et lim

m!�1
Ft(p) = m

�
3. On appelle variété stable locale en m tout ensemble S � M qui véri�e les propriétés

suivantes :

(a) S est une sous-variété di¤érentiable de classe Cr de M et m 2 S,

(b) S est tangente en m �à Es(DX(m)),

(c) Ft(S) � S pour tout t � 0,

(d) lim
m!1

Ft(p) = m pour tout p 2 S.

4. On appelle variété instable locale en m tout ensemble I �M qui véri�e les propriétés

suivantes :
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1.7. Points singuliers hyperboliques

(a) U est une sous-variété di¤érentiable de classe Cr de M et m 2 U ,

(b) U est tangente en m à Ei(DX(m)),

(c) Ft(u) � U pour tout t � 0,

(d) lim
m!�1

Ft(p) = m pour tout p 2 U .

Table : Les variétés stables et instables

La �gure ci-dessus montre que la variété stable n�est pas nécessairement une variété

di¤érentiable et que l�intersection de la variété stable avec un voisinage de m n�est pas

nécessairement une variété stable locale.

Théorème 1.7.2 (Théorème de la variété stable local) Supposons que X soit de classe Cr

et que m soit un point singulier hyperbolique. Il existe un voisinage U de m tel que

V s(U) = fp 2M : Ft(p) 2 U pour tout t � 0g

soit une variété stable locale en m. De même, il existe un voisinage U 0 de m tel que

V i(U 0) = fp 2M : Ft(p) 2 U 0 pour tout t � 0g

soit une variété instable locale en m.

Passons maintenant à la structure de la variété stable (globale).

Dé�nition 1.7.4 1. On dit qu�une application g : M ! N est une immersion lorsque

Dg(a) : TaM ! Tg(a)N est injective pour tout a 2M .

2. On dit que g est un plongement si g(M) est une sous-variété de N et si g :M ! g(M)

est un di¤éomorphisme,
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1.7. Points singuliers hyperboliques

3. On dit que V � N est une variété immergée si c�est l�image d�une variété di¤érentiable

par une immersion.

Contrairement à ce que son nom indique, une variété immergée n�est pas nécessairement

une variété di¤érentiable. C�est le cas du lemniscate paramétré par x(t) = sin t, y(t) =

(sin 2t)=2, t 2 I = ]��; �[ (courbe en huit). L�application t 2 I ! (x(t); y(t)) 2 R2 est
une immersion et elle est injective mais ceci n�empêche pas le lemniscate d�avoir un point

double.

Toutefois, on a le résultat suivant :

Théorème 1.7.3 Soit g : M ! N une immersion et soit V = g(M). Pour tout m 2 M il

existe un voisinage ouvert U de m tel que la restriction de g à U soit un di¤éomorphisme

de U sur g(U) � V . Aussi, g(U) est une sous-variété de N (voir la �gure ci-dessous).

Le théorème précédent permet de dé�nir un concept d�espace tangent à une variété

immergée mais ce n�est pas un concept géométrique, il dépend de la paramétrisation choisie:

Dé�nition 1.7.5 Soit g : M ! N une immersion et soit V = g(M). Pour tout m 2 M
on dé�nit l�espace tangent à v = g(m) 2 V par

TvV = Dg(m)TmM:

Revenons à la variété stable. Sa structure est donnée par le résultat suivant :

19



1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

Théorème 1.7.4 Supposons que X soit de classe Cr et que m soit un point singulier hy-

perbolique. Soit U un voisinage ouvert de m tel que V s(U) soit une variété stable locale.

Alors

V s(m) = [
t�0
Ft(V

s(U)).

De plus, V s(m) est une variété immergée : il existe une immersion injective : � : Es(DX(m))!
M telle que :

1. V s(m) = �(Es(DX(m))),

2. �(0) = m et ImD�(0) = TmV s(U) = Es(DX(m)).

1.8 Exemple : le champ de Rayleigh

Soit A une matrice n� n réelle et symétrique. Le champ de Rayleigh (voir Exemple 1.2.1)
est dé�ni sur la sphère par

X : Sn�1 ! TSn�1; X(x) = (xxT � In)Ax.

Nous allons étudier ses points singuliers.

1. X(x) = 0 si et seulement si x est un vecteur propre de A (remarquer que In� xxT est
la projection orthogonale de Rn sur x?).

2. Si nous diagonalisons A en base orthonormée, A = UDUT avec U orthogonale et

D = Diag(�i), nous voyons que

X(x) = UXD(y); y = U
Tx

où XD est dé�ni par XD(y) = (yy
T � In)Dy. Ainsi, les points singuliers de X sont les

images par U des points singuliers de XD.

3. Les linéarisés de X et de XD sont reliés par

DX(x) = UDXD(U
Tx)UT .

Ainsi les valeurs propres de DX(x) et de DXD(U
Tx) sont les mêmes et l�on peut

supposer que A est diagonale.
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1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

4. Avant de calculer ce linéarisé, donnons l�expression de X dans une carte locale en x.

Une telle carte est donnée par (U; �) avec

U =
�
y 2 Sn�1 : hy; xi > 0

	
et

� : U ! x?; �(y) =
y

hy; xi � x.

Table : Une carte locale pour la sphère

L�application inverse est bien sûr

��1 : x? ! U; ��1(u) =
u+ x

kx+ uk .

L�expression de X dans cette carte est donnée par

Y : x? ! x?, Y (u) = D�(y)X(y), y = ��1(u).

Un calcul élémentaire montre que

D�(y)v =
v hy; xi � y hv; xi
jhy; xij2

, v 2 y?,

1.

D�(y)X(y) =
(yxT � xTyIn)Ay

jhy; xij2
, y 2 U ,

Y (u) =
((u+ x)xT � xT (u+ x)In)A(x+ u)

kx+ uk2 jhy; xij2
, u 2 x?.
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1.8. Exemple : le champ de Rayleigh

5. A étant supposée diagonale, A = Diag(�i), nous prenons x = e1 qui est un vecteur

propre associé à �1; x? est engendré par e2; :::; en et l�expression de Y devient

Y

0BB@
u2

:

un

1CCA =

0BB@
(�1 � �2)u2

:

(�1 � �n)un

1CCA .
Le linéarisé de Y en e1 est donc

DY (e1) =

0BB@
(�1 � �2)u2 0

:

0 (�1 � �n)

1CCA .
6. Ceci permet de voir que x = e1 est hyperbolique si et seulement si la valeur propre �1

est simple et, dans ce cas, que x est stable lorsque �1 est la plus petite valeur propre

de A et instable si c�est la plus grande.

7. Lorsque les valeurs propres de A sont simples, les sous-espaces stables associés à ei et

à �ei sont les ensembles

V s(ei) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0BBBBBBBBBB@

0

:

0

ui

:

un

1CCCCCCCCCCA
2 Sn�1 : ui > 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
et

V s(�ei) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0BBBBBBBBBB@

0

:

0

ui

:

un

1CCCCCCCCCCA
2 Sn�1 : ui < 0

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;
Pour démontrer que l�ensemble ci-dessus est contenu dans la variété stable de ei il

su¢ t d�utiliser l�expression de X dans la carte locale décrite précédemment. Pour

démontrer qu�il y a égalité il su¢ t de remarquer que la réunion de tous ces ensembles

est égale à la sphère.
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2

Singularités des applications

di¤érentiables

La théorie des singularités des applications di¤érentiebles est une ample généralisation de

l�étude des maxima et minima des fonctions d�une variable. Les singularités envisagées

n�imliquent donc pas l�existence d�une discontinuité ou d�un pôle mais l�annulation d�une

dérivée ou d�un jacobien .

Dé�nition 2.0.1 (Point critique des fonction ) On dit qu�un point x est un point

critique d�une fonction f si la dérivée de f en x est égale à 0.

Dé�nition 2.0.2 Soient M une variété C1 et f : M ! R une fonction di¤érentiable sur
M .Un point critique de f est un point p0 2M tel que dfp0 � 0

Dé�nition 2.0.3 On dé�nit la matrice hessienne de f en p0 comme Hf (p0) = (hij)1�i;j�n
avec hij =

@2f
@xi@xj

(p0) par rapport au système de coordonnées (x1; � � �; xn).

Exemple 2.0.1 Soit
f : R ! R

x 7! x2

le point 0 est un point critique de f .

On distingue les points critiques génériques, ou non dégénérés, et les points critiques

dégénérés.

Dé�nition 2.0.4 Un point critique p0 de f est non dégénéré si detHf (p0) 6= 0.
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Lemme 2.0.1 La propriété d�un point critique p0 d�être non dégénéré ne dépend pas du

choix du système de coordonnées.

Dé�nition 2.0.5 Un point critique d�une fonction di¤érentiable est appelé non dégénéré

si la di¤érentielle seconde de la fonction en ce point est une forme quadratique non dégénérée.

Exemple 2.0.2 Le point critique 0 de la fonction f (x) = x2 est non dégénéré, tandis que

le point critique 0 de la fonction h (x) = x3est dégénéré.

Dé�nition 2.0.6 (fonction de Morse ) SoitM une variété C1 . La fonction f :M ! R
est une fonction de Morse si tous ses points critiques sont non dégénérés.

Théorème 2.0.1 (théorème de Morse) Soit M une variété compacte de dimension m,

1. Les application stable f :Mm ! R forment un ensemble partout dense dans l�espace

des applications di¤érentiables.

2. Pour qu�une application f soit stable il faut et il su¢ t que soient véri�ées les deux

conditions suivantes :

(a) L�application f est stable en tout point ( autrement dit, tous les points critiques

de la fonction f sont non dégénérés ).

(b) Toutes les valeurs critiques de la fonction f sont distinctes.

3. Une application f : Mm ! R est stable en un point x0 si seulement si l�on peut

introduire dans les voisinages des points x0 2Mm et y0 = f (x0) 2 R des coordonnées
x1; :::; xm, y en les quelles l�application se laisse mettre sous l�une des m + 2 formes

suivantes :

(a) y = x1.

(b) y = x21 + :::+ x
2
k � x2k+1 � :::� x2m, k = 0; :::;m.

Pour la démonstration, voir par exemple [?]. On se demande s�il en est de même dans

le cas multidimensionnel, c�est-à-dire pour les applications f : Mm ! Nn avec m et n

quelconques.
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2.1. Points critiques et valeurs critiques des applications di¤érentiables .

2.1 Points critiques et valeurs critiques des applica-

tions di¤érentiables .

Soit une application di¤érentiable f :Mm ! Nn. Généralisons la notion de point critique.

La dérivée de f en x est une application linéaire de l�espace Tx tangent à la variété source

en x dans l�espace Tf(x) tangent à la variété but en f (x) :

f�x : TxM
m ! Tf(x)N

n.

Exemple 2.1.1 SoitM2 la surface d�une sphère dans l�espace tridimensionnel, N2 un plan,

f la projection de la sphère suivant la verticale sur le plan horizontal (voir la �g).

Exemple 2.1.2 L�application linéaire f�x du plan TxM tangent en un point x à la sphère,

dans le plan Tf(x)N tangent au plan horizontal, est non dégénérée si x n�appartient pas à

l�équateur horizontal de la sphère ; dans le cas contraire le plan tangent en x à la sphère

contient la droite verticale, et l�opérateur de projection f�x a le noyau non trivial ( sous-

espace se réduisant à 0 ). Le noyau de f�x dans les points de l�équateur est de dimension 1.

Le rang de f�x en ces points est 1.

Donnons une dé�nition général:

Dé�nition 2.1.1 Un point x d�une variété M est dit point critique de l�application dif-

férentiable f :M ! N si le rang de la dérivée

f�x : TxM ! Tf(x)N

en x est inférieur à sa valeur maximale possible, c�est-à-dire, inférieur à la plus petite des

dimensions de M et N :

rangf�x � min(dimM; dimN).
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2.2. Points �xes hyperboliques

Remarque 2.1.1 Soient x1; :::; xm (resp.y1; :::; yn) des coordonnées locales sur un voisinage

du point x 2 M (resp. de f (x) 2 N). L�application f se dé�nit en ces coordonnées par n
fonction di¤érentiables de m variables :

y1 = f1 (x1; :::; xm) ; :::; yn = fn (x1; � � �; xm) .

La matrice
�
@fi
@xj

�
est la matrice jacobienne de l�application. En ces termes, x est un

point critique si le rang de la matrice jacobienne en x est non maximal.

Exemple 2.1.3 Pour la projection de la sphère sur le plan horizontal, tout point de l�équateur

horizontal est un point critique. En dehors de l�équateur le rang de f�x est 2 aux points de

l�équateur ce rang tombe à 1.

L�image d�un point critique s�appelle valeur critique.

Exemple 2.1.4 Les valeurs critiques d�une projection sphère sur plan forment un cercle

qui correspond au contour apparent de la sphère.

2.2 Points �xes hyperboliques

Pour un di¤éomorphisme, on peut écrire dans la coordonnée locale x:

f (x) = Bx+ � (kxk)

où B = df (m) est un automorphisme linéaire de Rn(matrice inversible). On a la dé�ni-
tion suivante:

Dé�nition 2.2.1 Un point �xe m d�un di¤éomorphisme f est hyperbolique si toutes les

valeurs propres du spectre de l�automorphisme B = df (m) ont une valeur absolue di¤érente

de 1. De même, on dira qu�un point m; k�périodique de f , est hyperbolique si m est un

point �xe hyperbolique de fk(puissance d�itération).

2.3 Classi�cation des applications di¤érentiables

Equivalence di¤érentiable

La classi�cation des applications di¤érentiables peut être établie de di¤érentes façons. La

plus grossière est probablement la classi�cation topologique : on dit que deux applications
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2.3. Classi�cation des applications di¤érentiables

sont topologiquement équivalentes s�il existe des homéomorphismes (applications bijec-

tives et bicontinues) des variétés source et but qui transforment une application dans l�autre.

Les fonctions y = x2 et y = x4 sont topologiquement équivalentes.

Donc deux applications fp :MP ! NP , p = 1; 2, sont topologiquement équivalentes, s�il

existe des homéomorphismes h :M1 !M2 et k : N1 ! N2 tels que f2 = kf1h�1. Autrement

dit, l�équivalence topologique est un diagramme commutatif

où les �èches verticales sont des homéomorphismes.

Pour les problèmes d�analyse, l�équivalence topologique s�avère en général trop grossière.

Par exemple, la fonction y = x4 présentant une singularité dégénérée instable est topologique-

ment équivalente à une fonction stable. On se sert donc, en théorie des singularités, d�une

notion plus �ne d�équivalence di¤érentiable.

Dé�nition 2.3.1 L�équivalence di¤érentiable des applications di¤érentiables f1 : M1 !
N1; f2 :M2 ! N2 est un diagramme commutatif

dont les �èches verticales sont des di¤éomorphismes (applications bijectives di¤éren-

tiables ainsi que leurs inverses)

Remarque 2.3.1 Dans le langage des coordonnées locales, l�application y = f (x) est une

suite �nie de fonctions ; le di¤éomorphisme h, un changement des variables indépendantes x;

le di¤éomorphisme k, un changement des variables dépendantes y. De ce point de vue, deux

applications sont di¤érentiablement équivalentes pour autant que l�on puisse passer de l�une

à l�autre par des changements di¤érentiables des variables indépendantes et dépendantes.
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2.3. Classi�cation des applications di¤érentiables

Remarque 2.3.2 Le diagramme commutatif ci-dessus n�est autre que l�identité

k
�
f1
�
h�1 (x)

��
� f2 (x) .

Dans cette formule h�1 est à droite de f1 et k, à gauche de f1. C�est la raison pour laquelle

on appelle les di¤éomorphismes h�1 de l�espace source (et les changements des variables

indépendantes x) changement à droite, ou R-changements. Dans le même ordre d�idées, les

di¤éomorphismes k des espaces buts (et les changements des variables dépendantes y) sont

appelés changements à gauche ou L-changements.

Remarque 2.3.3 Une autre façon d�exprimer l�équivalence di¤érentiable consiste en ce qui

suit. Soient 
 (M;N) l�ensemble des applications di¤érentiables de M dans N , DiffM ,

DiffN les groupes variété but N sur elle-même respectivement.

Le produit direct des groupes

DiffM �DiffN

se compose de tous les couples (h; k) de di¤éomorphismes des espaces source (h :M !M)

et but (k : N ! N).

Le groupeDiffM � DiffN agit sur 
 (M;N) comme suit : si f 2 
 (M;N), h 2
DiffM et k 2 DiffN , alors (h; k) f = k � f � h�1. On voit sans peine que c�est bien une
action, c�est-à-dire que

(h1h2; k1k2) f = (h1; k1) ((h2; k2) f) .

C�est une action à gauche et à droite ou RL-action (DiffM est une action à droite et

DiffN une action à gauche).

En ces termes, la dé�nition de l�équivalence di¤érentiable s�énonce ainsi:

Dé�nition 2.3.2 Deux applications de M dans N sont di¤érentiablement équivalentes si

et seulement si elles appartiennent à une même orbite de RL-action.

Exemple 2.3.1 Les composantes connexes de l�ensemble de toutes les fonctions de Morse

sont des orbites d�une RL-action des composantes connexe de DiffM �DiffN .

Dé�nition 2.3.3 (Stabilité) Soit une application di¤érentiable f :M ! N d�une variété

fermée M dans une variété N .

On dit que l�application f est di¤érentiablement stable (ou d�une façon plus détaillée,

di¤érentiablement stable à gauche et à droite, en abrégé RL-di¤érentiablement
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2.3. Classi�cation des applications di¤érentiables

stable, ou en�n stable tout court) si toute application su¢ samment proche, c�est-à-dire,

su¢ samment peu di¤érente de f , à condition de prendre en compte un nombre su¢ samment

grand de dérivées) de f lui est di¤érentiablement équivalente.

Autrement dit, f est stable si sa RL-orbite est ouverte.

Exemple 2.3.2 La projection sphère sur plan est stable. L�application du cercle fx mod 2�g
dans la droite fyg dé�nie par y = sin 2x est stable.

Remarque 2.3.4 Quitte à remplacer «di¤érentiable» par «topologique» dans la dé�nition

précédente, on obtient la dé�nition de la stabilité topologique.

Exemple 2.3.3 La projection sphère sur plan est topologiquement stable, comme toute ap-

plication di¤érentiablement stable. Il existe pourtant des applications stables topologiquement

mais non di¤érentiablement, mais exhiber un exemple n�est pas chose facile (voir [?]. La

formule y = sin 2x dé�nit une application topologiquement instable d�un cercle dans une

droite.

Les notions introduites admettent aussi des variantes locales. Par exemple, la singularité

en 0 de la fonction y = x2 est stable et la singularité en 0 de la fonction y = x3 est instable.

Pour donner une dé�nition formelle de stabilité d�une application en un point, introduisons

quelque termes.

Dé�nition 2.3.4 (germe) On appelle germe d�application M ! N au point x de M la

classe d�équivalence des applications � : U ! N (dont chacune est dé�nie dans un voisi-

nage particulier) U de x 2 M ; deux applications sont considérées comme équivalentes si

elles se confondent dans un voisinage de x (ce dernier voisinage peut être plus petite que

l�intersection des voisinage où les deux applications sont dé�nies). Si deux applications

appartiennent à une même classe, on dit aussi qu�elles ont un germe commun en x.

Autrement dit, le germe d�une application f en un point x est ce qui en reste quand on

«réduit indé�niment son domaine de dé�nition» .
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2.3. Classi�cation des applications di¤érentiables

Dé�nition 2.3.5 On dit que deux germes d�applications di¤érentiables sontRL-équivalents,

ou di¤érentiablement équivalents, ou équivalents tout court s�il existe des germes de

di¤éomorphismes de la source et du but qui font passer du premier germe au second (si le

germe de f1 en x1 est équivalent à celui de f2 en x2, il existe un germe en x1 d�un di¤éo-

morphisme h de x1 à x2 et un germe en f1 (x1) d�un di¤éomorphisme k de f1 (x1) à f2 (x2),

tels que

k
�
f1
�
h�1 (x)

��
� f2 (x)

dans un voisinage su¢ samment petit de x2. La classe d�équivalence d�un germe en un point

critique s�appelle singularité

Dé�nition 2.3.6 Un germe d�application di¤érentiable f : M ! N en un point x de M

est dit RL-stable, di¤érentiablement stable, ou stable tout court si, pour un voisinage aussi

petit que l�on veut U de x, il existe un voisinage V de l�application f dans 
 (M;N) tel que

pour toute application
�
f de V dans U il existe un point

�
x tel que le germe de

�
f en

�
x soit

équivalent au germe de f en x.

Remarque 2.3.5 Le voisinage d�une application donnée f est l�ensemble de toutes les ap-

plications peu di¤érentes de f , à condition de prendre en compte leurs dérivées jusqu�à

un certain ordre. Dans le cas local envisagé, on peut admettre que M � Rm et N � Rn

sont des parties d�espace euclidiens et que V se dé�nit par les inégalités



�f � f




k
< ", où

kgkk = supj�j�k
�� @�g
@x�

��
Il est facile de s�assurer que la stabilité en un point caractérise le germe et non l�application

: cette propriété est conservée par toute variation de f où au moins un voisinage de x reste

intact.

On dé�nit de même l�équivalence topologique des germes et la stabilité topologique

des germes.

Exemple 2.3.4 Les germes d�applications y = x2 et y = x4 de la droite réelle en 0 sont

topologiquement équivalents. Le germe de y = x2 en 0 est topologiquement (et même di¤éren-

tiablement) stable. Le germe de y = x4 en 0 est di¤érentiablement (et même topologique-

ment) instable.
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3

Formes normales

Il est très fécond non pas de résoudre les équations di¤érentielles, mais de les ramener à une

forme plus simple. La théorie des formes normales, due à Poincaré, nous indique les formes

les plus simples aux quelles se ramène une équation di¤érentielle au voisinage d�une position

d�équilibre ou d�un mouvement périodique.

la réduction aux formes normales s�e¤ectue a laide des séries en les écarts par rapport

à la position d�équilibre ou au mouvement périodique. Ces séries ne sont pas toujours

convergentes. Cependant même dans les cas où les séries sont divergentes, la méthodes des

formes normales est un puissant outil d�étude des équations di¤érentielles : les premiers

termes de la série fournissent sur le comportement des solutions une in formation su¢ sante

pour leur étude. la méthode des formes normales est aussi le principale outil d�étude de la

théorie des bifuraction, où elle s�applique au famille d�équations dépendant des paramètres.

Dans ce paragraphe, on expose les notions fondamentales élémentaires de la méthode

des formes normales.

3.1 Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Dans cette section, on va décrire les di¤érent aspects de la linéarisation formelle. Nous allons

voir de quelle forme sont les termes du second membre d�une équation di¤érentielle, que l�on

peut faire disparaître, ainsi que la forme de ceux dont on ne peut se débarrasser, c�est-à-dire

les formes normales auxquelles on peut parvenir. Nous allons voir comment construire les

changements de variables, ainsi que les conditions de leur existence, nécessaires à cet e¤et.

Dans le cas où le linéarisé à l�origine (Df (0)) est diagonalisable, ce sera la méthode de

Poincaré.
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Nous introduisons, pour ce chapitre, les notations suivantes:

P n =
�
p j p est un polynôme vectoriel à coe¢ cient dans |, p : |n ! |n; p (0) = p0 (0) = 0

	
Hn
s = fp 2 P n j p est homogène de degré sg

où Hn
s est dé�ni pour s � 2. Selon les cas, on aura | = C ou | = R.

Nous allons voir maintenant une méthode générale permettant de mettre, terme à terme,

une équation di¤érentielle sous une forme normale. Considérons une équation di¤érentielle,

mise sous la forme:
�
X = AX + w2 (X) + :::+ ws (X) + o (s) = f (X) (1)

où A 2 lin (n;K), wi 2 Hn
i et les wi, pour i < s, sont déjà normalisés d�une certaine

façon. Nous voulons voir comment on peut modi�er le terme ws, sans toucher aux wi, i < s.

Ceci peut se faire en appliquant à l�équation (1) un changement de variable de la forme

X = H (Y ) = Y + hs (Y ) ; o�u hs 2 Hn
s (2)

En e¤et, calculons explicitement l�expression de l�équation (1) en les nouvelles variable

Y , c�est-à-dire:

�
Y = DH (Y )�1 f (H (Y )) = (Id+Dhs (Y ))

�1 f (Y + hs (Y )) : (3)

pour ce, faisons les remarques suivantes:

1) (Id+Dhs (Y ))
�1 = Id�Dhs (Y ) + o (s) ;

2) wi (Y + hs (Y )) = wi (Y ) + o (s) ;

3) f (Y + hs (Y )) = f (Y ) + Ahs (Y ) + o (s) ; par 2);

4) Dhs (Y ) f (Y + hs (Y )) = Dhs (Y )AY + o (s) ;

car Dhs (Y ) = o (s� 2) et AY est le seul terme d�ordre 1 dans f (Y + hs (Y )) :
On a donc, à partir de (3):

�
Y = (Id�Dhs(Y ))f(Y + hs(Y )) + o(s); par 1

= f(Y ) + Ahs(Y )�Dhs(Y )AY + o(s); par 3 et 4

= AY + w2(Y ) + :::+ ws�1(Y ) + [ws(Y )� (Dhs(Y )AY � Ahs(Y ))] + o(s) (4)

On voit bien, alors, que l�expression entre crochets contient seulement tous les termes

de degré s de l�équation (degré (Dhs(Y )) = s� 1 et degré (AY ) = 1).
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

Remarque 3.1.1 :Un changement de variable de la forme (2) est forcément biholomorphe

en 0 et laisse l�origine �xe.

L�expression entre crochet dans (4) nous amène à la dé�nition suivante:

3.1.1 Opérateur homologique

Soit A 2 gl(n;K), alors on dé�nit l�opérateur homologique associé à A:

LA : P
n ! P n

par LAh(Y ) = Dh(Y )AY � Ah(Y )

On peut facilement démontrer les propriétés importantes:

- LA est linéaire;

- LA : Hn
s ! Hn

s pour 8s � 2

3.1.2 Equation homologique

La discussion qui précède se résume dans la proposition suivante:

Soit f : |n ! |n une fonction au moins s di¤érentiable et telle que f(0) = 0, alors on a:

Proposition 3.1.1 Le changement de variable X = Y + hs(Y ), où hs 2 Hn
s , transforme

l�équation:

�
X = f(X) = AX + w2(X) + :::+ ws(X) + o(s); où A = Df(0) et wi 2 Hn

i ; (5)

en

�
Y = f(Y ) = AY + w2(Y ) + :::+ ws�1(Y ) + [ws(Y )� LAhs(Y )] + o(s)

où l�expression entre crochets appartient à Hn
s .

Remarque 3.1.2 :Bien que le changement de variable X = Y + hs(Y ), hs 2 Hn
s , n�a¤ecte

pas les termes de degré inférieur à s dans (5), il a¤ecte généralement ceux de degré supérieur

.

On voit donc que l�on peut faire disparaître le terme ws dans (5) (sans toucher aux

termes de degré inférieur) si on peut résoudre, par rapport à hs 2 Hn
s .l�équation:
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

LAhs = ws

appelée équation homologique.

D�après ce qui précède et en appliquant plusieurs fois la proposition 3.1.1, le théorème

suivant devrait être assez évident. C�est, à ma connaissance, le théorème de normalisation

le plus général qui soit.

Théorème 3.1.1 Soit f : |n ! |n une fonction Cs telle que f(0) = 0, A = Df(0) et

Gi � Hs
i , 2 � i � s, tels que

Hn
i = Gi + LA(H

n
i ) 2 � i � s

Alors il existe un changement de variable biholomorphe en 0 (polynômial de la forme

X = Y + h(Y ) où h 2 P n) qui transforme (au voisinage de 0) l�équation:

�
X = f(X)

en
�
Y = AY + g2(Y ) + :::+ gs(Y ) + o(s) o�u gi 2 Gi , 2 � i � s

Remarque 3.1.3 :On essayera de choisir les Gi les plus simples et les plus petites possible.

Bien que ce théorème puisse s�appliquer dans tous les cas, les calculs nécessaires pour

trouver la forme des gi - essentiellement le calcul de LA(Hn
i ) - peuvent s�avérer très longs

et ce, de plus en plus, au fur et à mesure que i augmente.

Exemple 3.1.1 Voici un exemple dans lequel on applique le théorème 1:

Soit f : R2 ! R2 telle que Df(0) =

 
0 1

0 0

!
et f(0) = 0

0 est donc valeur propre double.

Soit feig6i=1 la base de H2
2 donné par:

e1 =
�
u2

0

�
, e2 =

�
v2

0

�
, e3 =

�
uv
0

�
, e4 =

�
0
u2

�
, e5 =

�
0
v2

�
, e6 =

�
0
uv

�
en e¤ectuant les calculs, on trouve que:

LA(H
2
2 ) = he2; e3; 2e6 � e1; e5 � e3i où A = Df(0).

Parmi les complémentaires possibles, on a:

H2
2 = B + LA(H

2
2 ) = C + LA(H

2
2 )
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

où B = he1; e4i et C = he4; e6i
Donc l�équation

�
X = f(X) sera équivalente (biholomorphiquement), au voisinage de 0,

à chacune des deux formes suivantes:
�
u = v + au2

si on choisit B : +o(3) a; b 2 R
�
v = bu2

�
u = v

si on choisit C : +o(3) a; b 2 R
�
v = au2 + buv

3.1.3 Méthode de Poincaré

Maintenant, nous considérons le cas suivant:

- f : Cn ! Cn, et donc, dans la dé�nition de Hn
s et P

n, on prend | = C (toutefois
si f : Rn ! Rn et les valeurs propres de Df(0) sont toute réelles, on pourra
prendre | = R);

- A = Df(0) est diagonalisable.

Soit donc fe1; :::; eng ; une base propre de Cn associée aux valeurs propres � = (�1; :::; en)
de A:On suppose alors que A est exprimé dans cette base, c�est-à-dire sous sa forme diago-

nale.

La proposition suivante montre alors que LA prend une forme bien particulière. On

commence à voir le lien avec les conditions de non-résonance citées dans l�introduction.

Proposition 3.1.2 Les valeurs propres et vecteurs propres de LA sont donnés par:

LA(X
mei) = [hm;�i � �i]Xmei , jmj � 2 où X = (X1; :::; Xn) 2 Cn ,m =

(m1; :::;mn) 2 Nn,hm;�i = m1�1 + :::+mn�n , Xm = Xm1
1 � � �Xmn

n et jmj = m1 + :::+m2.

Preuve. : LA(Xmei)(X) = D(X
mei)(X)AX � A(Xmei)

=

0BBBBBBB@

0 :: :: :: 0

: : : : :

m1X
m��1 :: :: :: mnX

m��n

: : : : :

0 :: :: :: 0

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

�1X1

:

:

:

�nXn

1CCCCCCCA
�

0BBBBBBB@

0

:

�iX
m

:

0

1CCCCCCCA
 i�emeligne et �i =

(0; :::; 1; :::; 0)

= (m1�1 + :::+mn�n)X
mei � �iXmei
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

= [hm;�i � �i]Xmei

ce qui nous amène à préciser les dé�nitions données dans l�introduction

Dé�nition 3.1.1 : Les valeurs propres � = (�1; :::; �n) sont dites résonnantes, si il existe

une relation de la forme :

hm;�i = �i pour jmj � 2;m 2 Nn

une telle relation est appelée résonance d�ordre jmj.

Dé�nition 3.1.2 : Le monôme vectoriel Xmei; jmj � 2, est résonant d�ordre jmj ;si et
seulement si :

hm;�i = �i

Remarque 3.1.4 : La dé�nition 3.1.1 peut s�appliquer à n�importe quel point de Cn;tandis
que, dans la dé�nition 3.1.2, est implicite la donnée de Df(0) qui détermine la relation

des �i aux ei;en d�autres mots, un monôme vectoriel peut être résonnant par rapport à une

équation et ne pas l�être par rapport à une autre, tandis qu�un point de Cn est résonant ou
pas, indépendamment de toute équation.

ces deux dé�nitions sont possibles même dans le cas où A n�est pas diagonalisable. Dans

ce cas, on considère A sous sa forme de Jordan.

Voyons maintenant les conséquences de la proposition 3.1.2.

fXmei j jmj = s et 1 � i � ng ;pour s � 2;est une base de Hn
s ;alors d�après la

proposition 3.1.2, il est clair que:

LA(H
n
s ) = hXmei j non r�esonant et jmj = si

et (6)

Hn
s = LA(H

n
s )� hXmei j résonant et jmj = si

Le sous-espace de Hn
s engendré par les monômes vectoriels résonnant d�ordre s est le

choix naturel de Gs dans le théorème 3.1.1.

Il est, donc clair, d�après (6), que, si les valeurs propres de A n�ont pas de résonance

d�ordre s;alors:

LA : H
n
s ! Hn

s est un isomorphisme

et l�équation homologique
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

LAhs = ws où ws 2 Hn
s

admet une solution unique dans Hn
s ; si on pose:

ws =
X

jmj=s1�i�n

vm:iX
mei

on peut voir que celle-ce sera donnée par:

hs =
X

jmj=s1�i�n

hm:iX
mei où hm:i = vm:i

hm;�i��i

D�après la discussion précédente et le théorème 1, et en appliquant plusieurs fois la

proposition 1, on a alors:

Théorème 3.1.2 :Si A = Df(0) est diagonale et ses valeurs propres n�ont pas de résonance

d�ordre � s, alors il existe un changement de variable de la forme

X = Y + h(Y ) , h 2 P n

(analytique) transformant (au voisinage de 0) l�équation

�
X = f(X) = AX + w2(X) + :::+ ws(X) + o(s); wi 2 Hn

i

en
�
Y = AY + o(s):

Théorème 3.1.3 : Si A = Df(0) est diagonale, alors il existe un changement de variables

de la forme

X = Y + h(Y ); h 2 P n

(analytique) transformant (au voisinage de 0) l�équation

�
X = f(X) = AX + w2(X) + :::+ ws(X) + o(s); wi 2 Hn

i

en
�
Y = AY +

�
w2(Y ) + :::+

�
w2(Y ) + o(s); o�u

�
wi 2 Hs

i

et ne comporte que des monômes vectoriels résonants.

Dans le théorème 3.1.3, pour tuer les monômes non résonant de

ws =
X

jmj=s1�i�n

vm:iX
mei 2 Hn

s

on prendra comme changement de variable
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3.1. Linéarisation Formelle - Méthode de Poincaré

X = Y + hs(Y ) o�u hs 2 Hn
s

est donné par

hs =
X

jmj=s1�i�nm:i

hm:iX
mei où hm:i = vm:i

hm;�i��i si hm;�i 6= �i

ou hm:i = 0 si hm;�i = �i
Les théorèmes 3.1.2 et 3.1.3 décrivent ce que l�on appelle la méthode de Poincaré. Celle-

ci nous permet, lorsque Df(0) est diagonalisable, de normaliser (au voisinage de l�origine et

biholomorphiquement) l�équation

�
X = f(X) ; f(0) = 0

jusqu�à un ordre s �ni - aussi grand que l�ordre de di¤érentiabilité de f - et ce, seulement

en identi�ant les relations de résonance, d�ordre inférieur ou égal à s, des valeurs propres de

Df(0) (donc un nombre �ni de relations).

De plus, la forme normale à laquelle on parvient est, de par sa construction (il su¢ t

de regarder les relations (6)), la plus naturelle qui soit - et donc généralement la plus

simple. Comme on le voit bien, la méthode de Poincaré est beaucoup plus directe et facile

à appliquer que la méthode décrite dans le théorème 3.1.1; celle-ci en e¤et demande, pour

parvenir aux mêmes résultats (normaliser jusqu�à ordre s), d�e¤ectuer les calculs de LA(Hn
i )

pour 2 � i � s, ce qui est beaucoup plus long et fastidieux que de trouver quelques relations
de résonance.

Remarquons ensuite qu�il est clair que, dans le théorème 3.1.3, les coe¢ cients des

monômes de
~
wi ne sont pas forcément les mêmes que ceux des monômes résonants cor-

respondants de wi. Il existe cependant des méthodes pour déterminer ceux-ci seulement

d�après la fonction f et sans avoir à e¤ectuer (et calculer) le changement de variables. Ces

méthodes sont d�ailleurs aussi valables pour calculer les coe¢ cients des monômes des gi dans

le théorème3.1.1. Sur ce sujet, et pour plus de références, voir Guckenheimer [3], p.154.

Il est possible de montrer que, même si A n�est pas diagonalisable (on la considère alors

sous sa forme de Jordan), les valeurs propres (et non les vecteurs propres) de l�opérateur

homologique LA sont encore celles données par la proposition 3.1.2. On voit donc que si

f est analytique ou C1 et que les valeurs propres de Df(0) ne sont pas résonantes ou ne

possèdent qu�un nombre �ni de résonnances, on peut, en appliquant un nombre in�ni de

fois le théorème3.1.1, 2 ou 3, ramener l�équation

�
X = f(X) , f(0) = 0

38



3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

à une forme linéaire ou polynômiale à l�aide d�un changement de variable donné par

une série formelle. Cette série est appelée série de Poincaré associé à l�équation (et n�est

pas forcément unique). Le problème crucial, dont traite essentiellement le reste du présent

texte, est celui de la convergence des séries de Poincaré.

Nous terminerons cette section par deux exemples d�application de la méthode de Poincaré:

Exemple 3.1.2 Soit f : R2 ! R2, une fonction Ck; k � 2;telle que f(0) = 0; Df(0) est

diagonalisable et ses valeurs propres �1; �2 2 R2 � f0g satisfont la relation de résonance
�1 = 2�2 (l�origine est donc un puits ou une source), alors l�équation

�
X = f(X) (7)

est équivalent (biholomorphiquement) au voisinage de l�origine à
�
X = �1X + cY

2 + o(k) pour un c 2 R dépendant de f
�
Y = �2Y + o(k)

Exemple 3.1.3 Supposons maintenant que, dans l�exemple ci-dessus, f est C1 et �1 =

0; �2 2 R; � 6= 0; on a donc les relations de résonance

n�1 = �1 et �2 + n�1 = �2 8n 2 N
Alors pour 8k 2 N, on a que l�équation (7) est équivalente au voisinage de l�origine à:

�
X = a1X

2 + a3X
3 + :::+ akX

k + o(k)
�
Y = �2Y + b2Y X + b3Y X

2 + :::+ bkY X
k�1 + o(k)

où ai; bi 2 R; 2 � i � k et dépendent de f:

Remarque 3.1.5 Si l�équation originale est réelle, mais les valeurs propres du linéarisé à

l�origine ne le sont pas, on peut toujours trouver une base de vecteurs propres conjugués

complexe. Dans ce cas, Les changements de variable intervenant dans les théorèmes 3.1.2 et

3.1.3 peuvent être choisis réels, c�est-à-dire transformant des vecteurs conjugués complexe

en des vecteurs conjugués complexe (cf. Arnold [1] ;p. 183, ex.2).

3.2 Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Comme nous allons le voir dans les théorème de Poincaré-Dulac et Siegle, la convergence au

voisinage de l�origine d�une série de Poincaré associée à l�équation:
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

�
X = f(X); f(0) = 0 (1)

dépend étroitement du fait que les valeurs propres de Df(0) sont situées dans le domaine

de Poincaré ou dans le domaine de Siegle.

Nous allons donc dé�nir ici ces notions et discuter de leurs propriétés les plus importantes,

ainsi que de leurs conséquences.

Dé�nition 3.2.1 - � = (�1; :::; �n) 2 Cn, appartient au domaine de Poincaré, si la ferme-
ture convexe des n points �1; :::; �n dans C ne contient pas 0.
-� = (�1; :::; �n) 2 Cn appartient au domaine de Siegle, si 0 est situé à l�intérieur de la

fermeture convexe des n points �1; :::; �n dans C.

Remarque 3.2.1 : Pour n � 2, les domaines de Poincaré et de Siegle sont des ouverts

séparés par des cônes.

Pour n = 2, le domaine de Poincaré est encore ouvert, mais celui de Siegle est fermé et

est de codimension réelle 1 dans C2.

Dé�nition 3.2.2 Soient m 2 Nn; jmj = m1+ :::+mn � 2 et s 2 f1; :::; ng alors on appelle
plan résonant l�hyperplan de Cn dé�ni par

Rms = f� = (�1; :::; �n) 2 Cn j hm;�i = �sg

- En variant m 2 Nnet s 2 f1; :::; ng, on obtient un nombre in�ni dénombrable de plans
résonants.

- On peut dire de façon très heuristique, que l�on aura convergence des séries de Poincaré

associées à l�équation (1), si les plans résonants ne s�approchent pas trop près du points

� = (�1; :::; �n) des valeurs propres de Df(0).

La proposition suivante nous montre que, dans le domaine de Poincaré, les choses sont

assez simples.

Proposition 3.2.1 Tout point dans le domaine de Poincaré n�intersecte qu�un nombre �ni

de plans résonants et possède un voisinage n�intersectant pas les autres.

Preuve. Soit �� = (��1; :::; �
�
n) 2 Cn un point dans le domaine de Poincaré. Il existe

donc une droite D dans C séparant 0 de l�ensemble des points ��1; :::; �
�
n.On peut, à toutes
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

�ns pratiques, supposer (en e¤ectuant une rotation) que D est parallèle à l�axe imaginaire

et que �1; :::; �n sont tous situés à la droite de D.

Dans ce cas, il existe un " > 0 et un k > 0 tels que:

0 < " < Re��i < k , 1 � i � n

Soient T = fZ 2 C j " < ReZ < kg et M 2 N tel que M > k
"
:

Donc �� 2 T n et pour 8� 2 T n et 8m 2 Nn tel que jmj �M , on a:

Re hm;�i > jmj " �M" > k > Re�i 1 � i � n

donc, à plus forte raison, hm;�i 6= �s; 1 � s � n. Ce qui prouve la proposition.

Dans le domaine de Siegle, il en va tout autrement.

Proposition 3.2.2 Les plans résonants sont denses partout dans le domaine de Siegle.

Preuve. Soit � = (�1; :::; �n) 2 Cn un point dans le domaine de Siegle. La distance de
ce point au plan résonant Rms est donnée par:

dist(Rms ; �) =
jhm;�i � �sj

(m2
1 + :::+ (ms � 1)2 + :::+m2

n)
1
2

(2)

cas 1: n > 2

Dans ce cas, 0 est au moins situé à l�intérieur d�un triangle formé par trois des points

�1; :::; �n; supposons que ce sont �1; �2 et �3 Considérons l�angle de sommet 0 et formé

par les multiples réels positifs de �1 et �2. Tous les multiples réels négatifs de �3 sont à

l�intérieur de cet angle. Divisons cet angle en parallégrammes formés par les combinaisons

linéaires entières de �1 et �2. Soit d le diamètre de ces parallélogrammes.
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Pour 8N 2 N;le point �N�3 est situé dans l�un de ces parallélogrammes, c�est-à-dire
que pour 8N 2 N;9m1;m2 2 N tels que

jN�3 +m1�1 +m2�2j � d

D�après (2), on a donc que la distance de � au plan résonant

m1�1 +m2�2 + (N + 1)�3 = �3

est :
jm1�1 +m2�2 +N�3j
(m2

1 +m
2
2 +N

2)
1
2

� d

N

comme d est �xe et N peut être pris arbitrairement grand, ceci prouve la proposition

dans le cas n > 2:

cas 2: n = 2

Dans ce cas, 0 est situé dans le segment de droite compris entre �1 et �2. Si on pose

d = j�1 � �2j, alors 9p1; p2 2 N aussi grands que l�on veut tels que

jp1�1 + p2�2j � d

Toujours d�après (2) ;la distance de � au plan résonant

p1�1 + (p2 + 1)�2 = �2

est :
jp1�1 + p2�2j
(p21 + p

2
2)

1
2

� d

p1
ou � d

p2

Là encore, d était �xe et p1; p2 arbitrairement grands. Ce qui prouve la proposition dans

le cas n = 2:

On voit donc que si les valeurs propres deDf(0) ne sont pas dans le domaine de Poincaré,

il y a, à priori, peu de chances que pour les séries de Poincaré associées à l�équation (1)

convergent. Il faut donc trouver d�autres conditions à imposer sur la proximité des plans

résonants aux valeurs propres de Df(0). Celle utilisée dans le théorème de Siegle est donnée

dans la dé�nition suivante:

Dé�nition 3.2.3 Soient c > 0 et v � 0. Un point � = (�1; :::; �n) 2 Cn est dit de type
multiplicatif (c; v) si, pour 8m 2 Nn; jmj � 2 et 8s 2 f1; :::; ng, on a:

jhm;�i � �sj �
c

jmjv
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

L�utilité de cette condition est que presque tous les points de Cn la satisfont, ce que l�on
peut énoncer de la manière suivante:

Proposition 3.2.3 L�ensemble des points de Cn qui ne sont pas de type multiplicatif (c; v)
pour 8c > 0 est de mesure 0; ce, dans la mesure où v > n�2

2

Preuve. �xon une boule B de rayon 1 danc Cn et c, v > 0; et estimons la mesure de
l�ensemble des points de B qui ne sont pas de type multiplicatif (c; v).

� 2 Cn n�est pas de type multiplicatif (c; v), s�il existe un m 2 Nn, jmj � 2 et s 2
f1; :::; ng tels que

jhm;�i � �sj <
c

jmjv

et donc:

dist (Rms ; �) =
jhm;�i � �sj�

m2
1 + :::+ (ms � 1)2 + :::+m2

n

� 1
2

<
c1c

jmjv+1

(En e¤et, il est possible de montrer que pour 8m 2 Nn��
m2
1 + :::+ (ms � 1)2 + :::+m2

n

� 1
2 >
jmj
c1

�
où c1 est une constante positive de dépendant que de n). On a donc:

f� 2 B j � n�est pas de type (c; v)g = [m2Nn1�s�n

�
� 2 B j jhm;�i � �sj <

c

jmjv
�

� [m2Nn1�s�n

�
� 2 B j dist (Rms ; �) <

c1c

jmjv+1
�

CommeRms est de codimension réelle 2 dansCn et queB est de rayon 1, on a certainement
que:

Volume
�
� 2 B j dist (Rms ; �) <

c1c

jmjv+1
�

� Volume(boule de rayon 1 dans Cn�1)�Volume(disque dans C de rayon c1c

jmjv+1
)

� c2

�
c1c

jmjv+1
�2
= c3

c2

jmj2v+2

où c2 est une constante positive ne dépendant que de n, et c3 = c2c21. On a donc que:

V c = V olum f� 2 B j � n0est pas de type (c; v)g

�
X

m2Nn1�s�n

c3
c2

jmj2v+2
= nc3c

2

1X
k=2

X
jmj=k

1

jmj2v+2
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3.2. Domaine de Poincaré et domaine de Siegle

Pour k 2 N, le nombre de m 2 Nn tels que jmj = k est:�
k + n� 1
n� 1

�
Il est facile de voir qu�il existe un nombre assez grand c4 = c4 (n) > 0 ne dépendant que

de n tel que:

8k 2 N; k � 2
�
k + n� 1
n� 1

�
� c4kn�1

On a donc:

V c � nc3c4c2
1X
k=2

kn�1

k2v+2
= c3c

2

1X
k=2

�
1

k

�2v+3�n
, où c5 = nc3c4

Cette série converge, si 2v + 3� n > 1 , c�est-à-dire si v > n�2
2
et sa somme ne dépend

que de v. On a donc:

V c � c6 (v) c2 8c > 0

où c6 (v) > 0 est une constante positive ne dépendant que de v. Comme:

c <
�
c ) c f� 2 Cn j � n0est pas (c; v)g �

n
� 2 Cn j � n0est pas

�
�
c; v
�o

, on a alors:

Volume f� 2 Cn j � n0est pas de type (c; v) pour 8c > 0g

� V c � c6 (v) c2 , 8c > 0

Ce qui prouve la proposition 3.2.3

Remarque 3.2.2 :(Arnold [1]):Dans le cas réel, on demandera que v > n� 1 pour prouver
la proposition 3

Nous terminerons cette section avec les remarques suivantes:

Tout vecteur non résonant dans le domaine de Poincaré est de type (c; v) pour c > 0.

Dans le domaine de Siegle, les ensembles de vecteurs suivants sont partout denses:

- vecteurs de type (c; v)

- vecteurs résonants

- vecteurs non résonants, qui ne sont pas de type (c; v) pour aucun c et aucun v (Arnold

[1],p.187)
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

3.3 Théorème de Poincaré-Dulac

Dans le théorème de Poincaré-Dulac, nous ramenons une équation di¤érentielle à une forme

normale polynômiale vectorielle. Ce théorème fut en fait démontré par Dulac en 1912; son

nom lui vient du fait que le théorème démontré par Poincaré dans sa thèse, en 1879 (cf.

introduction), en est un cas particulier.

Nous introduisons, pour cette section seulement, les notations suivantes:

- Hn
k = ff : W � Cn ! Cn j f est holomorphe en 0; f(0) = Df(0) = 0g

- P nk = fp 2 Hn
k j p est un polynôme vectorielg

- Hn = Hn
n ; P

n = P nn

- [y1; :::; yn]est un élément de Hn
1 en les variables y1; :::; yn.

Théorème 3.3.1 (Poincaré-Dulac)

Soient f : W � Cn ! Cn holomorphe et nulle en 0, et � = (�1; :::; �n) 2 Cn les valeurs
propres de Df(0): Alors si � est dans le domaine de Poincaré, il existe un changement de

variable de la forme:

Z = Y + h(Y ); o�u h 2 Hn (1)

donc biholomorphe et nul en 0, transformant (au voisinage de l�origine) l�équation:

�
Y = f(Y ) = Df(0)Y +	(Y )

où 	 2 Hn et Df(0) est sous sa forme de Jordan, en

�
Z = Df(0)Z + p(Z)

où p 2 P n et ne comporte que des monômes vectoriels résonants.

Tout le reste de cette section est consacré à la preuve de ce théorème. La méthode que

nous utiliserons est celle donnée par Dulac dans ses travaux (cf.Dulac [2] ; celle-ci repose

principalement sur un théorème d�équation aux dérivées partielles (théorème 3.3.2 et son

corollaire) apparaissant dans la thèse de Poincaré, ainsi que dans les travaux de Picard (cf.

Picard [4], tome 3).

Dans ce théorème, on prouve l�existence et on donne la construction d�une solution

analytique à un certain type d�équation aux dérivées partielles; ce sont précisément ces

solutions que nous utiliserons pour construire le changement de variable (1).
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

Théorème 3.3.2 Soient '1; :::; 'n 2 Hn
1 ; s 2 f1; :::; ng et � = (�1; :::; �n) 2 Cn tel que �

est dans le domaine de Poincaré et n�admet pas de résonance de la forme

hm;�i � �s = 0 ;m 2 Nn et jmj � 2

alors l�équation:

(�1X1 + '1 (X1; :::; Xn))
@f

@X1

+ :::+ (�nXn + 'n (X1; :::; Xn))
@f

@Xn

= �sf (2)

admet une solution holomorphe et en 0 de la forme:

f(X) = Xs + V (X); où V 2 Hn
1 et X = (X1; :::; Xn) 2 Cn (3)

Preuve. Nous introduisons pour la preuve de ce théorème, les notations suivantes:

Si f = (f1; :::; fn) : Cn ! Cn; p = (p1; :::; pn) ; q = (q1; :::; qn) 2 Nn et
X = (X1; :::; Xn) ; Y = (Y1; :::; Yn) 2 Cn;alors on pose:
- q � p d�ef, qi � pi pour 1 � i � n; "i = (0; :::; 1; :::; 0)

- hX; Y i =
nX
i=1

XiYi (ce n�est pas le produit scalaire de Cn)

- @
jpjfj
@Xp =

@jpjfj
@X

p1
1 :::@Xpn

n

- @
jpjf
@Xp =

�
@jpjf1
@Xp ; :::;

@jpjfn
@Xp

�
De plus, nous aurons besoin des deux lemmes suivants, dont on trouvera la preuve en

appendice à cette section:

Lemme 3.3.1 Soit � = (�1; :::; �n) 2 Cn dans le domaine de Poincaré et s 2 f1; :::; ng,
alors il existe un " > 0 tel que pour 8p 2 Nn; jpj � 2, on ait:

h�; pi � �s 6= 0)
jh�; pi � �sj
jpj � 1 > "

Lemme 3.3.2 Si f; g : Cn ! Cn et p 2 Nn;alors:

@jpj hf; gi
@Xp

=
X
q�p

apq

�
@jqjf

@Xq
;
@jp�qjg

@Xp�q

�
où les constantes apq 2 N ne dépendent que de n et pas de f et g, et:

apq = a
p
0 = 1 , ap"i = pi

En particulier, si f(0) = 0, on aura:

@jpj hf; gi
@Xp

jX=o=
X

q�pjqj�1

apq

�
@jqjf

@Xq
;
@jp�qjg

@Xp�q

�
jX=0
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

Revenons maintenant à la preuve du théorème 3.3.2

.

On va voir que l�on peut construire terme par terme une série formelle (en calculant

successivement les valeur de @
jpjf
@Xp jX=0) satisfaisant (2). il restera à en prouver la convergence.

Il est clair d�après (2) que l�on doit avoir f(0) = 0. Pour déterminer les termes d�ordre

1 de f , on applique @
@Xi

dans les deux membres de (2) et on obtient:�
@'1
@Xi

@f
@X1

+ (�1X1 + '1)
@2f

@Xi@X1

�
+ :::+ �i

@f
@Xi

+
�
@'i
@Xi

@f
@Xi

+ (�iXi + 'i)
@2f
@X2

i

�
+:::+

�
@'n
@Xi

@f
@Xn

+ (�nXn + 'n)
@2f

@Xi@Xn

�
= �s

@f
@Xi

Comma 'j 2 Hn
1 ; 1 � j � n; on a en X = 0 :

(�i � �s)
@f

@Xi

jX=0= 0 ; 1 � i � n

On voit donc que si �i 6= �s; on doit prendre @f
@Xi
jX=0= 0; tandis que si �i = �s; on a le

choix. On posera alors:
@f

@Xi

jX=0= f1 si i=s0 sinon

On voit que, jusqu�à maintenant, f est bien de la forme (3)- le seul terme linéaire est Xs

et il n�y a pas de terme constant.

Il reste à déterminer le terme de degré supérieur à 1, c�est-à-dire V dans (3). En mettant

(3) dans (2), on obtient:

�1X1
@V

@X1

+ :::+ �nXn
@V

@Xn

� �sV = �'1
@V

@X1

+ :::+ 'n
@V

@Xn

� 's (4)

Si on pose:

�X = (�1X1; :::; �nXn)

dV

dX
=

�
@V

@X
; :::;

@V

@X

�
' = ('1; :::; 'n)

l�équation (4) s�écrit:�
�X;

dV

dX

�
� �sV = �

�
';
dV

dX

�
� 's (5)

et on a, d�après le lemme 3.3.2:
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@jpj

@Xp

�
�X;

dV

dX

�
j X=0 =

X
q�pjqj�1

apq

�
@jqj�X

@Xq
;
@jp�qj

@Xp�q

�
dV

dX

��
jX=0

=
nX
i=1

pi

�
@�X

@X"i
;
@jp�"ij

@XP�"i

�
dV

dX

��
jX=0=

nX
i=1

�ipi
@jpjV

@XP
jX=0

Alors, en appliquant @jpj

@Xp jX=0 aux deux membres de (5), on obtient:

(h�; pi � �s)
@jpjV

@Xp
jX=0= �

X
q�pjqj�2

apq

�
@jqj'

@Xq
;
@jp�qj

@Xp�q

�
dV

dX

��
jX=0 �

@jpj's
@XP

jX=0 (6)

Remarque 3.3.1 Dans le deuxième membre de (6), on somme sur jqj � 2, car ' com-

mence par des termes de degré 2.

Il en résulte que les dérivées de V apparaissant dans le second membre de (6) sont toutes

d�ordre inférieur à jpj. On voit donc que l�équation (6) détermine inductivement, de façon
unique, tous les termes de la série V .

Nous allons maintenant introduire une fonction V qui sera utilisée dans un test de

comparaison, qui prouvera l�analycité de V en 0.

Soient r > 0 et M le module de '1; :::; 'n dans un polydisque de rayon r (autour de 0).

Soit " > 0 tel que pour 8p 2 Nn; jpj � 2;on ait:

jh�; pi � �sj
jpj � 1 > " (lemme 3.3.1) (7)

Soit l�équation:

"

�
X1

@V

@X1

+ :::+Xn
@V

@Xn

� V
�
= F

�
@V

@X1

+ :::+
@V

@Xn

+ 1

�
(8)

où

F =M

�
1

1� u�r � 1�
u

r

�
=M

�
u2

r2
+
u3

r3
+ :::

�
et u = X1 + :::+Xn. Donc F est holomorphe pour jX1 + :::+Xnj < r
L�équation (8) est réelle. Nous allons voir qu�elle admet une solution V , fonction de u,

holomorphe en u = 0 et telle que V (0) = 0:

Si on suppose que V est une fonction de u, on a:
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@V

@Xi

=
@V

@u

@u

@Xi

=
@V

@u
; 1 � i � n

et l�équation (8) s�écrit alors:

"

�
u
@V

@u
� V

�
= F (u) :

�
n
@V

@u
+ 1

�
que l�on peut mettre sous la forme:

u
@V

@u
� V =

�
Mu2

r � u

�
n
@V

@u
+ 1

�
où

�
M =

M

"r

ou encore:

(u� n
�
Mu2

r � u )
dV

du
� V = n

�
Mu2

r � u (9)

L�équation (9) est linéaire du premier ordre. Résolvons d�abord l�équation homogène

(second membre nul), celle-ci est singulière en u = 0; cependant, en faisant la substitution

V = u� (u), on obtient pour � :

 
1� n

�
Mu

r � u

!
d�

du
� n

�
M

r � u� = 0

c�est une équation linéaire du premier ordre homogène et non singulière en u = 0, donc

qui admet une solution � holomorphe à l�origine telle que � (0) 6= 0 est arbitraire.
Ensuite l�équation non homogène (9) peut être résolue par variations de paramètres à

partir de la solution u� (u) de l�équation homogène: en posant V (u) = C (u)u� (u) dans

(9), on obtient pour C :

dC

du
=

n
�
Mh

r � u(1 + n
�
M)
i
� (u)

Comme � (0) 6= 0, cette équation est non singulière en u = 0, alors en intégrant on

obtient pour C une fonction holomorphe à l�origine uniquement déterminée par la condition

C (0) = 0:

On aura alors que V (u) = C (u)u� (u) est une solution de (9) (et donc de (8) holomorphe

à l�origine et dont le développement en série commence par un terme en u2.

Comme on avait le choix pour la valeur de � (0), on aura le choix pour le coe¢ cient du

terme en u2de V , c�est-à-dire pour:

@2V

@u2
ju=0=

@jpjV

@XP
jX=0 pour 8p 2 Nn; jpj = 2
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En appliquant @jpj

@Xp jX=0à (8) et en raisonnant comme pour (4), on a

" (jpj � 1) @
jpjV

@Xp
jX=0=

X
q�pjqj�2

apq

"
nX
i=1

Mq!

rjqj
@jp�qj

@Xp�q

�
@V

@Xi

�
jX=0

#
+
Mp!

rjqj
(10)

où p = p1!:::pn!

En se servant de l�estimation de Cauchy pour les fonctions holomorphes:����@jqj'i@Xq
jX=0

���� � Mq!rjqj

on a à partir de (6) :

����@jpjV@XP
jX=0

���� � jh�; pi � �sj�1 X
q�pjqj�2

apq

 
nX
i=1

Mq!

rjqj

���� @jp�qj@Xp�q

�
@V

@Xi

�
jX=0

����
!
+
Mp!

rjpj
(11)

On voit d�après (10) que si l�on a choisi @
2V
@u2
ju=0réel et positif, il en sera de même pour:

@jpjV

@Xp
jX=0 pour 8p 2 Nn; jpj � 2

De plus, si l�on a choisi,

@2V

@u2
ju=0>

����@2V@Xp
jX=0

���� pour jpj = 2

on voit, en comparant (10) et (11), et en se servant de l�inégalité (7) que l�on a par

induction:����@jpjV@Xp
jX=0

���� � 1

" (jpj � 1)
X

q�pjqj�2

apq

"
nX
i=1

Mq!

rjqj
@jp�qj

@Xp�q

�
@V

@Xi

�
jX=0

#
+
Mp!

rjpj

=
@jpjV

@Xp
jX=0 pour 8p 2 Nn; jpj � 2

On a donc, comme V est holomorphe en 0, que la solution V de (4), construite induc-

tivement par (6), sera une fonction holomorphe en 0.

Ce qui démontre le théorème 3.3.2

C�est en fait le corollaire suivant que nous utiliserons le plus fréquemment par la suite:

Corollaire 3.3.1 Soient '1; :::; 'n 2 Hn
1 ; s 2 f1; :::; ng et � = (�1; :::; �n) 2 Cn tel que �

est dans le domaine de Poincaré. (Remarque: Dans ce cas, h�; pi � �s = 0 seulement pour
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un nombre �ni de p 2 Nn; jpj � 2 ). Alors, il existe une fonction F : W � Cn ! C,
holomorphe en 0, de la forme:

F (X) = Xs + V (X); où V 2 Hn
1

et un polynôme � de la forme

� (X) =
X

h�;pi��s=0

bpX
p où (Xp = Xp1

1 :::X
pn
n )

satisfaisant l�équation:

(�1X1 + '1 (X))
@F

@X1

+ :::+ (�nXn + 'n (X))
@F

@Xn

= �sF (X) + � (X)

Preuve. Si l�on procède comme dans la preuve du théorème 3.3.2 et que l�on veut

construire F et � =
P

p2Nn bpX
p de façon inductive, l�analogue de (6) sera:

(h�; pi � �s) @
jpjV
@Xp jX=0= �

P
q�pjqj�2 a

p
q

D
@jqj'
@Xq ;

@jp�qj

@Xp�q

�
dV
dX

�E
jX=0 �@jpj's

@Xp jX=0 +bp
il su¢ t alors de prendre:

a) si h�; pi��s = 0 : @
jpjV
@Xp jX=0= 0 et bp =

P
q�p a

p
q

D
@jqj'
@Xq ;

@jp�qj

@Xp�q

�
dV
dX

�E
jX=0 +@jpj's

@Xp jX=0
b) si h�; pi � �s 6= 0 : on pose alors bp = 0
On peut voir facilement que ces modi�cations ne changeront rien à la preuve de conver-

gence.

Remarque 3.3.2 On peut toujours, si cela est commode, pour un nombre �ni d�indices p,

déterminer bp et @
jpjV
@Xp jX=0comme en a) même si h�; pi � �s 6= 0:

Nous utiliserons cette dernière remarque à la �n de la preuve du théorème de Poincaré-

Dulac.

Avant de commencer la preuve proprement dite du théorème de Poincaré-Dulac, nous

pouvons avoir une idée du lien qu�il y a entre la recherche d�une fonction satisfaisant une

équation aux dérivées partielles (Théorème 3.3.2) et la simpli�cation d�un �ot (Théorème

3.3.1), en donnant la preuve du théorème de Poincaré citée dans l�introduction, lequel

s�énonçait comme suit:

Si '1; :::; 'n 2 Hn
1 et � = (�1; :::; �n) 2 Cn est dans le domaine de Poincaré et non

résonante, il existe un changement de variable de la forme:

Zi = Yi + Vi(Y ) où Vi 2 Hn
1 ; 1 � i � n; Y = (Y1; :::; Yn)

transformant le système d�équations:
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�
Y = �iYi + 'i (Y ) ; 1 � i � n (12)

en
�
Z = �iZi; 1 � i � n

La preuve se donne comme suit: d�après le théorème 3.3.2, il existe n fonctions f1; :::; fn

holomorphe en 0, de la forme:

fs(Y ) = Ys + Vs(Y ); Vs 2 Hn
1 ; 1 � s � n:

satisfaisant les équations:

(�1Y1 + '1 (Y ))
@fs
@Y1

+ :::+ (�nYn + 'n (Y ))
@fs
@Yn

= �sfs (Y ) ; 1 � s � n

alors si applique le changement de variable

Zs = fs (Y ) ; 1 � s � n

au système d�équations (12); on obtient, pour 1 � s � n :

�
Z =

@fs
@Y1

�
Y 1 + :::+

@fs
@Yn

�
Y n

= (�1Y1 + '1 (Y ))
@fs
@Y1

+ :::+ (�nYn + 'n (Y ))
@fs
@Yn

= �sfs (Y )

= �sZs

Dans le théorème de Poincaré, Df (0) n�est pas supposée diagonale, mais seulement sous

sa forme de Jordan, et on admet que ses valeurs propres soient résonantes, ce qui nécessite

le développement et l�utilisation de technique moins triviales que celles utilisées ci-dessus

(principalement, pour contourner la di¢ culté amenée par la présence de blocs de Jordan

non triviaux). Mais l�idée sous-jacente à la construction du changement de variable reste la

même que ci-dessus.

Reprenons maintenant les données de l�énoncé du théorème 3.3.1, nous ne prouverons

pas le théorème de Poincaré-Dulac sous cette forme, mais sous une autre à la fois plus

générale et plus ra¢ née, énoncée dans le théorème 3.3.3.

Comme � est dans le domaine de Poincaré, il existe une droite D dans C passant par
0, telle que tous les �i soient d�un même côté de D, on peut donc supposer satisfaite la

condition suivante:
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Les �i sont rangés de telle sorte que, lorsque l�indice i augmente, la distance de �i à D

ne diminue pas (13)

Comme on a supposé que Df(0) est, dans les variables Y , sous sa forme de Jordan;

l�équation:
�
Y = f(Y ) = Df(0)Y +	(Y ) ; 	 2 Hn

peut aussi s�écrire comme:

�
Y i = �iYi + biYi�1 + 'i (Y ) ; 1 � i � n (14)

où - 'i 2 Hn
1 ; 1 � i � n

- bi 2 f0; 1g et �i�1 6= �i ) bi = 0

Avec les notations précédentes et les mêmes hypothèses que dans l�énoncé du théorème

1, nous allons montrer:

Théorème 3.3.3 Si les �i; 1 � i � n; satisfont la condition (13), il existe un changement
de variable de la forme

Z = Y + h (Y ) ; où h 2 Hn

donc biholomorphe et nul en 0, transformant le système d�équations (14) en

�
Zi = �iZi + biZi�1 +	(Z1; :::; Zi�1) ; 1 � i � n; où 	i 2 P i�11

et ne comporte que des monômes résonants.

Remarque 3.3.3 Le fait que 	i ne dépende que des variables Z1; :::; Zi�1 rend l�énoncé du

théorème 3.3.3 plus précis et plus élégant que celui du théorème 3.3.1.

Si ! 2 [0; 2�], multiplier les �j par ei! revient à e¤ectuer dans C une rotation d�angle !
et ne change pas les relations de résonance. Il existe un ! tel que la droite ei!D soit l�axe

imaginaire et Re�jei! > 0 pour 1 � j � n. De plus, si la condition (13) est satisfaite, les
nombres Re�1ei!; :::;Re�nei! seront non décroissants.

Comme multiplier les deux membres de (14) par ei! ne change en rien la forme de

l�équation et ses solutions, on peut supposer pour la preuve du théorème 3.3.3 que

0 < Re�1 � ::: � Re�n (15)

À partir de là, nous allons montrer par induction la proposition suivante, laquelle dans

le cas s = n prouve le théorème 3.3.3:
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Proposition 3.3.1 Pour 1 � s � n; il existe un changement de variables de la forme:

Zi = fi (Y1; :::; Yn) = Yi + [Y1; :::; Yn]2 ; 1 � i � s (16)

donc biholomorphe et nul en 0, transformant l�équation (14) en:

�
Zi = �iZi + biZi�1 +	i (Z1; :::; Zi�1) ; 1 � i � s
�

Ys+1 = �s+1Ys+1 + bs+1Zs + hs+1 (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn)
�
Yk = �kYk + bkYk�1 + hk (Z1; :::; Z0; Ys+1; :::; Yn) ; s+ 2 � k � n

où 	i 2 P i�11 ; 1 � i � s; et ne comporte que des monômes résonants; et hk 2 Hn
1 ;

s+ 1 � k � n:

Preuve. On commence par le cas s = 1

Nous allons e¤ectuer un changement de variable, qui va augmenter de 1 le nombre

de variables. Le nouveau système, ainsi obtenu à partir de (14), ne sera donc pas équivalent

à (14); par contre, et c�est là où réside son avantage, la partie linéaire sera diagonale et

une simple application du théorème 3.3.2 nous fournira des fonctions à partir desquelles on

construira directement le changement de variable (16) cherché dans la proposition 3.3.1

Faisons donc le changement de variable suivant:

t = log ur; Yi = u
riui ; 1 � i � n (17)

où ri = 2n� i; 1 � i � n et r > 0 est assez grand pour que

0 <
1

r
< Re

�
�i �

ri
r

�
pour 1 � i � n (18)

n

r
6= �1 �

r1
r

pour 8n 2 N; n � 2

On a alors, d�après (17) :

dYi
dt

=
ri
r
uriui + u

ri
dui
dt
; 1 � i � n et du

dt
=
u

r

et d�après (14) :

dYi
dt

= �iu
riui + biu

ri�1ui�1 + 'i (u
r1u1; :::; u

rnun) ; 1 � i � n

en égalisant ces deux expressions pour Yi;on obtient:
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dui
dt
=
�
�i �

ri
r

�
ui + biu

ri�1�riui�1 + u
�ri'i (u

r1u1; :::; u
rnun) ; 1 � i � n

donc le système (14) nous donne le système suivant en u et ui:

f
�
u=u

r
�
ui=�iui+

�
'i(u;u1;:::;un);

1 � i � n (19)

où �i = �i � ri
r
et

�
' (u; u1; :::; un) = biui�1u+ u

�ri'i (u
r1u1; :::; u

rnun) :

Comme 'i 2 Hn
1 , l�exposant de u dans chaque terme de 'i est plus grand ou égal

à 2n (ri = 2n� 1) et en multipliant 'i par u�ri on obtient des exposants plus grands ou
égaux à 2n� (2n� 1) = 1; on a donc bien

�
'i 2 Hn+1

1

:

D�après (13),
�
1
r
; �1; :::; �n

�
2 Cn+1 est dans le domaine de Poincaré.

D�après (15) et (18) ;on a:

0 <
1

r
< Re�1 � ::: � Re�n

donc pour 8 (p0; p1; :::; pn) 2 Nn+1; p0 + p1 + :::+ pn � 2; on a:
p0
r
+ p1�1 + :::+ pn�n 6= �1

D�après les remarques précédentes, on voit que l�on peut appliquer le théorème 3.3.2 de

la façon suivante: il existe une fonction F holomorphe et nulle en 0 de la forme:

F (u; u1; :::; un) = u1 + [u; u1; :::; u2]2

véri�ant l�équation:

u

r

@F

@u
+

nX
i=1

�
�iui +

�
'i (u; u1; :::; un)

� @F
@ui

= �1F (20)

Ce sont alors les deux propositions suivantes qui vont nous permettre de construire le

changement de variable (16) (dans le cas s = 1) à partir de F :

Proposition 3.3.2 ur1F (u; u1; :::; un) = F (1; Y1; :::; Yn) = f (Y1; :::; Yn) = Y1 + [Y1; :::; Yn]2
La première ligne nous dit que F multipliée par ur1est une fonction f en les variables

Y1; :::; Yn; et la deuxième ligne nous dit que f est une fonction holomorphe et nulle en 0,

dont le seul terme de degré 1 est Y1.
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Preuve. Nous allons montrer la première ligne de la proposition pour chacun des termes

de F , par induction sur le degré des monômes:

Le seul terme de degré 1 de F est u1 et on a bien:

ur1u1 = Y1

Supposons maintenant que chaque terme de degré plus petit que m de F , multiplié par

ur1, est un terme en Y1; :::; Yn.

Soit kum0um1 :::umn
n , jm0 +m1 + :::+mnj = m un terme de degré m de F . Écrivons

l�équation (20) sous la forme:

u

r

@F

@u
+

nX
i=1

�iui
@F

@ui
� �1F = �

nX
i=1

�
'i
@F

@ui
(21)

Si, dans le premier membre de (21), on ne retient que le monôme um0um1 :::umn
n ,

on aura: �m0

r
+ �1m1 + :::+ �nmn � �1

�
kum0um1 :::umn

n

ce qui sera égal dans le second membre, comme
�
'icommence par des termes de degré 2,

à un produit de termes de degré inférieur à m.

De plus, remarquons que d�après la construction des équations (19), on a:

�
'i (u; u1; :::; un) = u

�ri (biYi�1 + 'i (Y1; :::; Yn)) ; 1 � i � n

Si lul0ul11 :::u
ln
n ; jl0 + l1 + :::+ lnj < m est un terme de F de degré inférieur à m, alors

d�après l�hypothèse d�induction, on a que

ur1lul0ul11 :::u
ln
n = lu

l0�(l1r1+:::+lnrn)+r1Y l11 :::Y
ln
n

est un terme en Y1; :::; Yn. On doit donc avoir:

l0 = l1r1 + :::+ lnrn � r1

alors la contribution de ce terme dans le second membre de (21) sera:

�l
nX
i=1

biYi�1 + 'i (Y1; :::; Yn)

uri
liu

l0ul1 :::uli�1i :::ulnn

= �l
nX
i=1

(biYi�1 + 'i (Y1; :::; Yn)) liu
l0�(l1r1+:::+lnrn)Y l11 :::Y

li�1
i :::Y lnn

= �u�r1l
nX
i=1

(biYi�1 + 'i (Y1; :::; Yn)) liY
l1
1 :::Y

li�1
i :::Y lnn
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ce qui montre bien que ur1kum0um1 :::umn
n est un terme en Y1; :::; Yn.

Remarque 3.3.4 On a montré que, si um0um1 :::umn
n est un monôme de F , on doit avoir:

m0 = m1r1 + :::+mnrn � r1 (22)

on a donc montré la première ligne de la proposition 3.3.2, voyons maintenant que le

seul terme de degré 1 de f est Y1 :

D�après la première égalité de la proposition 3.3.2, un terme ciYi de f provient d�un

terme ciusui de F , mais d�après (22), on doit avoir:

s = ri � r1 = 2n� i� 2n+ 1 = 1� i donc i = 1 et s = 0

Comme F = u1 + [u; u1; :::; un]2, on a bien :

f (Y1; :::; Yn) = Y1 + g (Y1; :::; Yn)

où g est une série formelle commençant par des termes de degré 2.

Voyons que f est holomorphe en 0 (c�est-à-dire g 2 Hn
1 ):

ur1F est holomorphe en 0, donc il existe un " > 0 tel que

juj ; ju1j ; :::; junj < ") ur1F (u; u1; :::; un) converge

Prenons
�
u;

�
u1; :::;

�
un 2 C tels que

����u��� = ����u1��� = ::: = ����un��� = " et posons
�
Y i =

�
uri

�
ui 1 � i � n

alors on a:

-
����Yi��� = "ri+1 1 � i � n et

- f
� �
Y1; :::;

�
Yn

�
=

�
ur1F

�
�
u;
�
u1; :::;

�
un

�
converge.

Donc, si on pose f =
P

q2Nn �qY
q1
1 :::Y

qn
n ;il existe un M > 0 tel que�����q �

Y q11 :::
�
Y qnn

���� �M pour 8q 2 Nn

Alors par le théorème d�Abel on a que:

f (Y1; :::; Yn) converge pour jYij < min1�i�n f"ri+1g ; 1 � i � n C�est-à-dire que f est
holomorphe en 0. Ce qui achève la démonstration de la proposition 3.3.2

57



3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

Proposition 3.3.3 f véri�e l�équation:

nX
i=1

(�iYi + biYi�1 + 'i (Y ))
@f

@Yi
= �1f (23)

Preuve. D�après la proposition 3.3.2, on a:

@F

@ui
=

@

@ui

�
u�r1f (ur1u1; :::; u

rnun)
�
= uri�r1

@f

@Yi
1 � i � n (24)

et

@

@u
(ur1F (u; u1; :::; un)) =

@

@u
f (ur1u1; :::; u

rnun)

r1u
r1�1F + ur1

@F

@u
=

nX
i=1

@f

@Yi
:riu

ri�1ui

en multipliant les deux membres par u
r
, on obtient:

r1f

r
+
ur1+1

r

@F

@u
=

nX
i=1

ri
r
Yi
@f

@Yi
(25)

en se servant de (24) et en remplaçant les u; ui par leur valeur en Yi dans l�équation (20),

on obtient:

u

r

@F

@u
+

nX
i=1

�
�iui +

�
'i (u; u1; :::; un)

�
uri�r1

@f

@Yi
= �1u

�rif

ur1+1

r

@F

@u
+

nX
i=1

(�iu
riui + u

r1 �'i (u; u1; :::; un))
@f

@Yi
= �1f

ur1+1

r

@F

@u
+

nX
i=1

h�
�i �

ri
r

�
Yi + biYi�1 + 'i (Y )

i @f
@Yi

=
�
�1 �

r1
r

�
f

ur1+1

r

@F

@u
+

nX
i=1

(�iYi + biYi�1 + 'i (Y ))
@f

@Yi
+
r1f

r
�

nX
i=1

ri
r
Yi
@f

@Yi
= �1f

Donc, d�après (25), on a bien:

nX
i=1

(�iYi + biYi�1 + 'i (Y ))
@f

@Yi
= �1f
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

ce qui preuve la proposition 3.3.3.

On peut maintenant voir, d�après cette proposition, que le changement de variable (16),

nous est donné, dans le cas s = 1, par:

Z1 = f (Y1; :::; Yn) = Y1 + [Y1; :::; Yn]2 (26)

En e¤et, si on l�applique au système (14), on obtient pour la première équation, toujours

d�après la proposition 3.3.3:

�
Z1 =

nX
i=1

@f

@Yi

�
Yi =

nX
i=1

(�iYi + biYi�1 + 'i (Y ))
@f

@Yi
= �1f (Y1; :::; Yn) = �1Z1

D�autre part, le changement de variable (26) est de la forme Z = Y + h (Y ) où h 2 Hn,

donc biholomorphe en 0, et son inverse est de la forme Y = Z +
�
h (Z) où

�
h 2 Hn. On voit

donc que les autres équations de (14) deviennent :

�
Y2 = �2Y2 + b2Z1 + h2 (Z1; Y2; :::; Yn)
�
Yk = �kYk + bkYk�1 + hk (Z1; Y2; :::; Yn) ; 3 � k � n

où hk 2 Hn
1 pour 2 � k � n

Donc en posant 	1 � 0; on voit que l�on a prouvé le cas s = 1 de la proposition 3.3.1.

Supposons maintenant que la proposition 3.3.1 est satisfaite pour un s 2 f1; :::; ng et
montrons qu�elle l�est pour s+1. C�est-à-dire que l�on suppose l�existence d�un changement

de variables de la forme:

Zj = fj (Y1; :::; Yn) = Yj + [Y1; :::; Yn]2 1 � i � s (27)

transformant le système (14) en:

�
Zi = �iZi + biZi�1 +	i (Z1; :::; Zi�1) ; 1 � i � s
�

Ys+1 = �s+1Ys+1 + bs+1Zs + hs+1 (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) (28)
�
Yk = �kYk + bkYk�1 + hk (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) s+ 2 � k � n

où 	i 2 P i�11 ; 1 � i � s; et ne comporte que des monômes résonants; et hk 2 Hn
i ;

s+ 1 � k � n.

Faisons alors le changement de variable suivant:
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

t = log ur

Zi = uriVi 1 � i � s (29)

Yk = urkuk s+ 1 � k � n

où r et les ri sont dé�nis comme précédemment en (18).

De la même façon que l�on a obtenu les équations (19) ; on obtient, en appliquant (29)

au système (14) :

u =
u

r

Vi = �iVi +
�
	i (u; V1; :::; Vi�1) ; 1 � i � s (30)

uk = �kuk +
�
hk (u; V1; :::; Vs; us+1; :::; un) ; s+ 1 � k � n

où �i = �i � ri
r
; 1 � i � n; et:

�
	i = biVi�1u+ u

�ri	i (u
r1V1; :::; u

riVi�1) ; 1 � i � s
�
hs+1 = bs+1Vsu+ u

�rs+1hs+1 (u
r1V1; :::; u

rsVs; u
rs+1us+1; :::; u

rnun) (31)
�
hk = bkuk�1u+ u

�rkhk (u
r1V1; :::; u

rsVs; u
rs+1us+1; :::; u

rnun) s+ 2 � k � n

Comme on a vu que, dans les équations (19),
�
'i 2 Hn+1

1 ; 1 � i � n;on peut voir que
�
	i 2 P i1; 1 � i � s et

�
hk 2 Hn+1

1 ; s+ 1 � k � n

Comme on l�a déjà vu,
�
1
r
; �1; :::; �n

�
2 Cn+1 est dans le domaine de Poincaré et:

0 <
1

r
< Re�1 � ::: � Re�n

Donc �s+1 ne peut avoir (qu�un nombre �ni) de résonances que de la forme:

�s+1 = m0=r +m1�1 + :::+ms�s jm0 +m1 + :::+msj � 2

Nous sommes donc dans la situation du corollaire 3.3.1, C�est-à-dire qu�il existe une

fonction

�
F (u; V1; :::; Vs; us+1; :::; un) = us+1 + [u; V1; :::; Vs; us+1; :::; un]2
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

et un polynôme � = � (u; V1; :::; Vs) ne comportant que des monômes résonants, véri�ant

l�équation:

u

r

@
�
F

@u
+

sX
i=1

�
�iVi +

�
	i

� @�F
@Vi

+
nX
i=1

�
�kuk +

�
hk

� @�F
@uk

= �s+1
�
F + � (32)

en réécrivant cette équation sous la forme:

u

r

@
�
F

@u
+

sX
i=1

�iVi
@
�
F

@Vi
+

nX
i=1

�kuk
@
�
F

@uk
� �s+1

�
F � �

= �
sX
i=1

�
	i
@
�
F

@Vi
�

nX
i=1

�
hk
@
�
F

@uk

et, en raisonnant comme on l�a fait pour la preuve de la proposition 3.3.2, on peut

montrer que

urs+1� (u; V1; :::; Vs) = � (1; Z1; :::; Zs) = ' (Z1; :::; Zn)

urs+1
�
F (u; V1; :::; Vs; us+1; :::; un) =

�
F (1; Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) (33)

=
�
f (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn)

et que
�
f est holomorphe en 0.

Montrons maintenant que les seuls termes de degré 1 de ' et
�
f sont respectivement

bs+1Zs et Ys+1

On peut voir d�après (33) (comme on l�a fait pour (22)) que si

ul0V l11 :::V
ls
s u

ls+1
s+1 :::u

ln
n est un monôme de

�
F

et

ub0V b11 :::V
bs
s est un monôme de �

On doit avoir:

l0 = l1r1 + :::+ lnrn � rs+1 et b0 = b1r1 + :::+ bsrs � rs+1 (34)

Toujours d�après (33), on voit qu�un terme ciZi de
�
f ou de ' provient d�un terme ciukVi

de
�
F ou de �. On doit donc avoir, d�après (34) :

k = ri � rs+1 = 2n� i� 2n+ s+ 1 = s+ 1� i
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

donc

i � s+ 1

Désignons alors respectivement par

us+1 +

sX
i=1

ciu
s+1�iVi et

sX
i=1

aiu
s+1�iVi

l�ensemble des terme de degré 1 en V1; :::; Vs; us+1; :::; un de
�
F et �.

Les identités (31) et l�équation (32) nous fournissent la seule identité que sont assujettis

à véri�er les coe¢ cients ci et ai:

1=r

sX
i=1

(s+ 1� i) cius+1�iVi +
sX
i=1

�
ci�iu

s+1�iVi + cibiVi�1u
s+1�iu

�
+�s+1us+1 + bs+1Vsu� �s+1us �

sX
i=1

�s+1ciu
s+1�iVi

=
sX
i=1

aiu
s+1�iVi

et en simpli�ant:

bs+1Vsu+
sX
i=1

�
s+ 1� i

r
+ �i � �s+1

�
ciu

s+1�iVi +
sX
i=1

cibiu
s+1�iVi�1 =

sX
i=1

aiu
s+1�iVi

D�après la preuve et la remarque du corollaire 3.3.1, on voit que l�on peut prendre

as = bs+1 et c1 = ::: = cs = a1 = ::: = as�1 = 0

alors, on a bien

�
f (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) = Ys+1 + [Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn]2

et

' (Z1; :::; Zs) = bs+1Zs +
�
' (Z1; :::; Zs) ; où

�
' 2 P s1

De plus, si Zq11 :::Z
qs
s est un monôme de degré � 2 de ', celui-ci provient d�un monôme

uq0V q11 :::V
qs
s de �; alors, d�après (34) et le fait que � ne comporte que des monômes réso-

nants, on a:

q0 = q1r1 + :::+ qsrs et �s+1 = q0=r + q1�1 + :::+ qs�s
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3.3. Théorème de Poincaré-Dulac

donc

�s+1 �
rs+1
r

=
q0
r
+
�
�1 �

r1
r

�
q1 + :::+

�
�s �

rs
r

�
qs

) �s+1 = �1q1 + :::+ �sqs + (1=r) (q0 � (q1r1 + :::+ qsrs) + rs+1)

) �s+1 = �1q1 + :::+ �sqs

On a donc bien que
�
' ne comporte que des monôme résonants.

De la même façon que l�on a prouvé la proposition 3.3.3, on peut montrer que
�
f et '

véri�ent l�équation:

sX
i=1

(�iZi + biZi�1 +	i)
@
�
f

@Zi
+ (�s+1Ys+1 + bs+1Zs + hs+1)

@
�
f

@Ys+1
+

nX
k=s+2

(�kYk + bkYk�1 + hk)
@
�
f

@Yk

= �s+1
�
f + ' (35)

Maintenant, si on applique le changement de variable

Zs+1 =
�
f (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) = Ys+1 + [Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn]2 (36)

au système (28) ; les équations pour 1 � j � s ne change pas, tandis que pour j = s+1,
on a d�après (35):

�
Zs+1 =

sX
i=1

@
�
f

@Zi

�
Zi +

nX
k=s+1

@
�
f

@Yk

�
Y k = �s+1

�
f (Z1; :::; Zs; Ys+1; :::; Yn) + ' (Z1; :::; Zs)

= �s+1Zs+1 + bs+1Zs +
�
' (Z1; :::; Zs)

et les équations pour s+ 2 � k � n ne change pas de forme:

�
Y s+2 = �s+2Ys+2 + bs+2Zs+1 + gs+2 (Z1; :::; Zs+1; Ys+2; :::Yn)

�
Y k = �kYk + bkYk�1 + gk (Z1; :::; Zs+1; Ys+2; :::Yn) ; s+ 3 � k � n

où gk 2 Hn
1 ; s+ 2 � k � n

Le changement de variable (27), suivi de (36), constitue bien un changement de variable

de la forme

Zj = fj (Y1; :::; Yn) = Yj + [Y1; :::; Yn]2 , 1 � j � s+ 1
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3.4. Théorème de Siegel

ce qui achève la preuve par induction de la proposition 3.3.1.

Dans le cas de s = n, la proposition nous dit que l�on a un changement de variable de la

forme:

Z = Y + h (Y ) ; où h 2 Hn

donc biholomorphe et nul en 0, transforment l�équation (14) en:

�
Zj = �jZj + bjZj�1 +	j (Z1; :::; Zj�1) , 1 � j � n

où 	j 2 P j�11 et ne comporte que des monômes résonants.

Ce qui achève la preuve du théorème 3.33 et, donc, du théorème 3.3.1, celui de Poincaré-

Dulac.

3.4 Théorème de Siegel

Pour démontrer le théorème de Siegel, nous adopterons l�ordre de présentation suivant:

A: Formulation du théorème

B: Construction du changement de variable et présentation de la preuve

C: Étude de l�équation homologique - une propriété fondamentale

D: Ordre des opérateurs - quelques majorations

E: Majoration du reste

F: Convergence des changements de variable et preuve du théorème

3.4.1 A: Formulation du théorème

On reprend ici la notation utilisée dans la section 3

Hn = ff : W � Cn ! Cn j f est holomorphe en 0 et f (0) = Df (0) = 0g

Théorème 3.4.1 Théorème de Siegel

Soient f : W � Cn ! Cn une fonction holomorphe et nulle en 0, et � = (�1; :::; �n) 2 Cn

les valeurs propres de Df (0). Alors, si Df (0) est diagonalisable et � est de type multiplicatif

(c; v) pour un c > 0 et un v > 0 (cf. section 2), l�équation

�
Z = f (Z) = �Z + a (Z) (1)
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3.4. Théorème de Siegel

où a 2 Hn et � = Df (0) est sous sa forme diagonale, est biholomorphiquement

équivalente au voisinage de 0; à l�équation

�
Y = �Y

et ce, par un changement de variable de la forme:

Z = H (Y ) = Y + h (Y ) , où h 2 Hn (2)

3.4.2 B: Construction du changement de variable et présentation

de la preuve

Le changement de variable (2) transforme l�équation (1)en:

:
:

Y = DH (Y )�1 f (H (Y )) 3

Par un calcul similaire à celui e¤ectué pour la proposition 1 de la section 1, on peut voir

que (3) peut être mis sous la forme:

�
Y = �Y + [a (Y )� L�h(Y )] +R(a; h)(Y ) (4)

où

L�h(Y ) = Dh(Y )�Y � �h(Y )

est l�opérateur homologique associé à � et l�expression entre crochets contient tous les

termes de degré 2. R(a; h) est un «reste» (fonction de a et h) de second ordre par rapport

à a et h , dans un sens qui sera précisé plus loin.

Comme � est non résonante, l�équation homologique:

L�h = a

admet, pour unique solution, une série formelle commençant par des termes de degré 2.

Nous allons voir en C que cette solution est en fait holomorphe à 0, c�est-à-dire dans Hn.

Partant de là, si on dé�nit l�opérateur

U : Hn ! Hn

par

U(a) = h() L�h = a (5)
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3.4. Théorème de Siegel

et que l�on pose: - <(a) = R(a; U(a))
- a0 = a , as+1 = < (as) , hs = U(as)
- Hs = Id+ hs , Ĥs = Hs �Hs+1 � ::: �H0

On voit d�après (4) que le changement de variable

Z = Ĥs (Zs)

transforme l�équation (1) en:

�
Zs = �Zs + < (as) = �Zs + as+1 (Zs)

Remarque 3.4.1 On a par induction d�après (4) et (3) que

- hs 2 Hn ) as+1 2 Hn

- Ĥs est bien de la forme Id+ h , h 2 Hn:

Nous allons en D dé�nir la notion d�ordre d�un opérateur de fonctions, analogue à la

notion d�ordre d�une fonction que l�on connaît déjà, par exemple, f (x) = 0
�
jxjk
�
.

Dans ce sens, nous montrerons en E que l�opérateur reste <(a) est d�ordre 2 par rapport
à sa variable a 2 Hn.

Ceci nous permettra, en F, de montrer que la suite

n
Ĥs

o1
s=0

= fHs � ::: �H0g1s=0

converge uniformément dans un voisinage de l�origine vers une fonction H holomorphe

en 0 et que celle-ci est le changement de variable cherché en (2) :

3.4.3 C: Équation homologique (une propriété fondamentale)

La proposition 3.4.1, démontrée dans cette section, en plus de montrer que la solution de

l�équation homologique est holomorphe, énonce une propriété de l�opérateur holomogique

- en quelque sorte une borne supérieure pour sa norme -, qui est à la base de toutes les

majorations e¤ectuées en D et E, et donc à celle du reste <(a).
C�est en fait seulement pour démontrer la proposition 3.4.1 que nous aurons besoin du

fait que Df (0) est diagonalisable.

Donc, à partir de maintenant, nous supposerons que les coordonnées Z de départ sont

données par une base fe1; :::; eng de vecteurs propres associés à �1; :::; �n et donc que
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� =

0BBBBB@
�1 0

. . .
. . .

0 �n

1CCCCCA est diagonale (6)

De plus, pour Z = (Z1; :::; Zn) 2 Cn, nous prendrons comme norme:

jZj = max
1�i�n

fjZijg

Pour démontrer la proposition 3.4.1, nous avons besoin du lemme suivant, qui nous sera,

de plus, très utile ultérieurement.

Lemme 3.4.1 Soient c;m > 0; alors 9� > 0 tel que, pour 8� 2
�
0; 1

2

�
, on ait:

c��m < ���

Preuve. c���m < c
�
1
2

���m
pour � > m et � 2

�
0; 1

2

�
< 1 pour � assez grand.

Proposition 3.4.1 Si a (Z) 2 Hn est holomorphe pour jZj < r et continu pour jZj � r où
r > 0, alors:

a) La solution h de l�équation homologique L�h = a est holomorphe pour jZj < r:
b) 9� > 0 ne dépendant seulement que de � et pas de a ou r tel que, pour 8� 2

�
0; 1

2

�
,

on ait:

max
jZj�re��

jh (Z)j � max
jZj�r
ja (Z)j :���

Remarque 3.4.2 Si on regarde le rôle joué par le paramètre � dans b), on a dans le cas

extrême � = 0 :

max
jZj�r
jh (Z)j � 1

C�est-à-dire que pour jZj � r, on n�a aucune borne sur h. Cependant, dès que � est

positif, pour un léger accroissement de � - c�est-à-dire pour une légère réduction du diamètre

pour h - on obtient un gros gain de précision sur l�estimation de h; ce qu�illustre bien le

graphe de la fonction ��� :
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Preuve. de la proposition 3.4.1

D�après (6), si on pose:

a (Z) =
X

p2Nnjpj�2

aspZ
pes où Zp = Zp11 :::Z

pn
n , où jpj = p1 + :::+ pn

alors, la solution de L�h = a est donnée par:

h (Z) =
X

p2Nnjpj�2

hspZ
pes où hsp =

asp
h�; pi � �s

(7)

Posons M = maxjZj�r ja (Z)j, alors, par l�estimation de Cauchy, on a:��asp�� � M

rjpj
(8)

et comme � est de type multiplicatif (C; v), on a d�après (7) et (8):

��hsp�� = ��asp��
h�; pi � �s

� M
C

jpjv

rjpj
(9)

Posons h = (h1; :::; hn), alors hs (Z) =
P

p2Nnjpj�2
hspZ

p

Pour k 2 N; le nombre de termes Zp de degré jpj = k est
�
k+n�1
n�1

�
Il est facile de voir qu�il existe un nombre assez grand c1 = c1 (n) > 0 ne dépendant que

de n tel que:

8k 2 N; k � 2
�
k + n� 1
n� 1

�
� c1kn�1

on a alors d�après (9):������
X
jpj=k

hspZ
p

������ � c1kn�1:MC k
v

rk
jZjk =Mc2km

�
jZj
r

�k
(10)

où c2 = c1
C
> 0 et m = v + n� 1 > 0

La fonction:

R ! R

x 7�! xme�x

a pour maximum (m=e)m

on a donc pour 8� 2
�
0; 1

2

�
:

kme�
�k
2 =

�
2
�

�m � �k
2

�m
e�

�k
2 �

�
2
�

�m �m
e

�m
= ��m

�
2m
e

�m
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c�est-à-dire:

kme�
�k
2 � c3��m où c3 =

�
2m

e

�m
> 0 (11)

Pour jZj � re�s et � 2
�
0; 1

2

�
; on a, d�après (10) et (11):������

X
jpj=k

hspZ
p

������ �Mc2kme��k =Mc2kme��k2 :e��k2 �Mc2c3��me��k2
on a donc pour jZj � re�� et � 2

�
0; 1

2

�
:

jhs (Z)j �
1X
k=2

������
X
jpj=k

hspZ
p

������ �Mc4��m
 1X
k=2

e
��k
2

!
(12)

où c4 = c2c3 > 0

Pour � 2
�
0; 1

2

�
, on a 0 < e

��
2 < 1 , donc la série entre parenthèse converge. Donc,

hs (Z) est holomorphe pour jZj � re�� et � 2
�
0; 1

2

�
, c�est-à-dire pour jZj < r. Comme

l�inégalité (12) ne dépend pas de s, on a que h (Z) est holomorphe pour jZj < r, ce qui

prouve a) de la proposition.

D�autre part, on a:
P1

k=2

�
e
��
2

�k
= 1

1�e
��
2
� 1� e��2 = 1

e��e
�
2

et e� = 1 + � + �2

2
+ �3

3!
+ :::

e
�
2 = 1 + �

2
+ �2

4:2
+ �3

8:3!
+ :::

donc e� � e �2 = �
2
+ 3�2

4:2
+ 7�3

8:3!
+ ::: > �

2
pour � > 0

Donc, d�après (12), on a pour jZj � re�� et � 2
�
0; 1

2

�
:

jh (Z)j = max
1�s�n

jhs (Z)j � 2Mc4��(m+1) (13)

Comme 2c4; m+1 > 0 et c4;m ne dépendent ni de �; a et r; par le lemme 3.4.1, il existe

un � > 0 ne dépendant ni de �; a et r; tel que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
2c4�

�(m+1) < ���

on a alors, d�après (13) ; pour 8� 2
�
0; 1

2

�
max

jZj�re��
jh (Z)j �M:��� = max

jZj�r
ja (Z)j :���

ce qui prouve b) de la proposition
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3.4.4 D: Ordre des opérateurs

Nous introduisons ici les notations utilisées dans les dé�nitions d�ordre d�un opérateur (déf-

inition 1)

Cn = ff : W � Cn ! Cn j f est holomorphe en 0 et f (0) = 0g

Cnr = ff 2 Cn j f est holomorphe pour jZj < r et continue pour jZj � rg

où r > 0; alors pour f 2 Cnr , on dé�nit:

kfkr = maxjZj�r

jf (Z)j
jZj

cette norme compare les fonctions f (Z) et Z, c�est-à-dire qu�elle pose une contrainte sur

le taux de croissance de f ; or, comme on va itérer des fonctions, on va demander que nos

itérations «n�agrandissent pas trop» .

Remarque 3.4.3
�
r < r ) Cnr � Cn�r et kfk�

r
� kfkr

Si � : Ŵ � Cn ! Cn est un opérateur de fonction et d; �; � > 0;alors on a la dé�nition

suivante:

Dé�nition 3.4.1 L�opérateur � est d�ordre
�
d; �

�

�
si pour 8� 2

�
0; 1

2

�
et 8r 2 (0; 1), on a:

f 2 Ŵ \ Cnr et kfkr � �
� )

1) � (f) 2 Cn
re��

2) k� (f)kre�� � kfk
d
r :�

��

On dit que � est d�ordre d, s�il existe �; � > 0 tel que � est d�ordre
�
d; �

�

�
et on écrit:

� (f) � fd

la notion d�ordre donne une borne sur la taille de � (f) en fonction de f , et cela pour

tout rayon r, ce qui nous permet, entre autres, en considérant r petit, de montrer que:

- Si f commence par des termes de degré k et � (f) par des termes de degré j, alors:

j � (k � 1) d+ 1

jf 0 (0)j < k )
��(� (f))0 (0)�� � e�12 kd
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Les propositions de ce chapitre sont des majorations qui vont nous permettre, en E, de

majorer le reste <(a).
On avait la proposition 3.4.1:

max
jZj�re��

jh (Z)j � max
jZj�r
ja (Z)j :���

la proposition 3.4.2 va nous donner la propriété analogue:

max
jZj�re��

jh (Z)j
jZj � maxjZj�r

ja (Z)j
jZj :�

��

Proposition 3.4.2 L�opérateur U : Hn ! Hn (dé�ni en (5)) est d�ordre 1:

h = U (a) � a

Preuve. D�après a) de la proposition 3.4.1, il est clair que:

8r > 0; a 2 Cnr ) 8� 2
�
0;
1

2

�
; h 2 Cnre��

et ce, peu importe la grandeur de kakr :Donc 1) de la dé�nition 3.4.1 est satisfait, il reste
à montré 2):

Supposons le contraire, c�est-à-dire que pour 8� > 0, et en particulier pour � > � (où �
est le même que celui apparaissant à la proposition 3.4.1), il existe un r 2 (0; 1), a 2 Cnr et
un � 2

�
0; 1

2

�
;tels que

khkre�� > kakr :�
�� où h = U (a) (14)

Soit Z0; jZ0j � re�� tel que: jh(Z0)jjZ0j = maxjZj�re��
jh(Z)j
jZj ;

on a alors d�après (14): jh(Z0)jjZ0j >
ja(Z)j
jZj :�

�� pour jZj � r
> ja(Z)j

jZ0j e
��:��� pour jZj � jZ0j e� � r

donc:

jh (Z0)j > ja (Z)j e��:��� pour jZj � jZ0j e� (15)

Remarquons que, comme on a choisi � tel que � � � > 0, on a pour 8� 2
�
0; 1

2

�
:

���� <

�
1

2

����
<
1

2
< e

�1
2 < e��

C�est-à-dire:

e����� > ���
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3.4. Théorème de Siegel

Alors, si on pose
�
r = jZ0j e� � r, (15) devient:

jh (Z0)j > ja (Z)j ��� , pour jZj � �
r

ou encore:

max
jZj��re��

jh (Z)j > max
jZj��r

ja (Z)j :���

ce qui contredit la proposition 3.4.1 et prouve donc la proposition 3.4.2

Remarque 3.4.4 On a même prouvé plus que U (a) � a On a montré en e¤et qu�il existe
un � > 0 tel que pour 8� 2

�
0; 1

2

�
et 8r 2 (0; 1) , on a:

a 2 Cnr ) - U (a) 2 Cn
re��

- kU (a)kre�� � kakr :�
��

c�est-à-dire que l�on n�a plus la contrainte kakr � �
�

Pour prouver la prochaine proposition, nous avons besoin des lemmes suivants, lesquels

nous seront d�ailleurs utiles par la suite.

Lemme 3.4.2 Si f 2 Cnr , alors pour 8� 2
�
0; 1

2

�
, on a:

jZj � re��2 )
���@fi(Z)@Zj

��� � kfkr
1�e

��
2

1 � i; j � n
et donc:

jZ1j ; jZ2j � re
��
2 ) jf (Z1)� f (Z2)j � ckfkr

1�e
��
2
jZ1 � Z2j

où c > 0 est une constante dépendant de n et de la norme choisie.

Preuve. Soit M = maxjZj�r jf (Z)j, alors jf(Z)jr
� jf(Z)j

jZj , pour jZj � r
donc: M

r
� kfkr (16)

Comme f est holomorphe pour jZj < r , alors pour � 2
�
0; 1

2

�
, l�estimation de Cauchy

nous donne:

jZj � re��2 )
���@fi(Z)@Zj

��� � M

r

�
1�e

��
2

� , 1 � i; j � n

� kfkr
1�e

��
2
, par (16)

Corollaire 3.4.1 L�opérateur Id est d�ordre 1: f � f

Preuve. On va voir, dans la preuve du lemme 3.4.3 a), que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
, 1�e��2 > �

4

; on a donc, pour f 2 Cnr
jf (Z)j � 4c��1 kfkr jZj pour jZj � re�� < re��2
c�est-à-dire:

kfkre�� � kfkr :�
�� pour un � > 0 par le lemme 3.4.1
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3.4. Théorème de Siegel

Lemme 3.4.3 9�0 > 0, assez grand, et un � > 0 tel que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
, on a:

a) K� =
c��0

1�e
��
2
< 1

b) K� + e
��
2 < 1

c) 1
1�K�

� ���

Preuve. a) e
��
2 = 1� �

2
+ �2

4:2!
� �3

8:3!
+ �4

16:4!
� :::

1� e��2 =
�
�
2
� �2

4:2!

�
+
�
�3

8:3!
� �4

16:4!

�
+ :::

Pour � 2
�
0; 1

2

�
; chacun des termes entre parenthèses est positif, donc:

1� e��2 > �
2
� �2

4:2
>
�
�
2

� �
1� 1

8

�
= �

4
(17)

et K� =
c��0

1�e
��
2
< 4c��0�1 < 4c

�
1
2

��0�1 < 1; pour �0 assez grand;
b) d�après (17), on a pour � 2

�
0; 1

2

�
:

e
��
2 = 1�

�
1� e��2

�
< 1� �

4

donc, K� + e
��
2 < 4c��0�1 + 1� �

4
(18)

Pour �0 assez grand et pour � 2
�
0; 1

2

�
;on a:

c��0�2 < c
�
1
2

��0�2 < 1
16
) 4c��0�1 < �

4
) 4c��0�1 � �

4
< 0

donc, d�après (18) : K� + e
��
2 < 1

c) on a 0 < K� < 1) 1
1�K�

> 1;

d�autre part, comme on pouvait prendre �0 aussi grand que l�on voulait, on peut supposer

que �0 2 N; dans ce cas, on véri�e sans peine, à l�aide de la règle de l�Hôpital, que la fonction:

�
0;
1

2

�
! R

� 7! 1

1�K�

est continue, et donc bornée par un M > 0: Alors si � > 0 est assez grand, on a pour

� 2
�
0; 1

2

�
:

��� >

�
1

2

���
= 2� > M � 1

1�K�

> 1

Remarque 3.4.5 D�après le lemme 3.4.2, on a donc pour f 2 Cnr :

kfkr � �
�0 et jZ1j ; jZ2j � re

��
2 ) jf (Z1)� f (Z2)j � K� jZ1 � Z2j

et plus particulièrement:
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Lemme 3.4.4 Si f 2 Cnr ; alors pour 8� 2
�
0; 1

2

�
; on a:

kfkr � �
�0 et jZj � re�� ) jZ � f (Z)j � re��2

Preuve. jZj � re�� < re��2 ) jZ � f (Z)j � jZj+jf (Z)j � re��+K�re
�� (remarque 3.4.3)

� re�� +K�re
��
2

� re��2
�
K� + e

��
2

�
� re��2 (lemme3:4:3:b)

Soit h 2 Hn; alors la fonction H (Z) = Z + h (Z) est biholomorphe en 0; et son inverse

peut se mettre sous la forme G (Z) = Z� g (Z) (au voisinage de 0) pour un unique g 2 Hn;

on a donc un opérateur:

ĝ : Hn ! Hn

dé�ni par:

ĝ (h) = g , (Id+ h)�1 = Id� g

Remarque 3.4.6 On peut voir facilement que:

g = ĝ (h), g (Z) = h (Z � g (Z)), h (Y ) = g (Y + h (Y ))

Proposition 3.4.3 L�opérateur

ĝ : Hn ! Hn

est d�ordre 1: g � h

Preuve. Pour montrer la proposition, nous allons voir que l�on peut exprimer ĝ (h)

comme la limite de la suite fgsgs�0 ; dé�nie par:

g0 (Z) = 0

gs+1 (Z) = h (Z � gs (Z)) :

A¢ rmation 1:

Soit r > 0 et � 2
�
0; 1

2

�
, alors si h 2 Cnr et khkr � �

�0 (où �0 a été �xé dans le lemme

3.4.3), on a:

8s � 0; - gs 2 Cnre��
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- jZj � re�� ) jZ � gs (Z)j < re
��
2

Preuve. Par induction

Le cas s = 0 est évident. Supposons l�a¢ rmation 1 véri�ée pour s et montrons-la pour

s+ 1 :

gs+1 (Z) = h (Z � gs (Z)) ; donc gs+1 2 Cnre�� car h 2 Cnr et
jZj � re�� ) jZ � gs (Z)j � re

��
2 < r (par hypothèse).

Si jZj � re�� , alors:
jZ � gs+1 (Z)j = jZ � h (Z � gs (Z))j � re�� +K�re

��
2 par hypothèse d�induction et

par la remarque 3.4.4

�
�
K� + e

��
2

�
jZj � re��

� re�� ( lemme 3.4.3 b)

A¢ rmation 2

Si khkr � �
�0 ; Lims!1gs = g = G (h) uniformément pour jZj � re��

Preuve. SupjZj�re�� jgs+1 (Z)� gs (Z)j = SupjZj�re�� jh (Z � gs (Z))� h (Z � gs�1 (Z))j
� K�SupjZj�re�� jgs (Z)� gs�1 (Z)j
car khkr � �

�0, par l�a¢ rmation 1 et la remarque 3.4.4

Comme K� < 1 , la suite fgsgs�0 est de Cauchy dans l�espace métrique des fonctions
continues pour jZj � re��; muni de la norme Sup, lequel est un espace métrique complet.
Donc, la suite fgsgs�0 converge uniformément pour jZj � re��(l�a¢ rmation 2 est prouvée),
et on a:

Lims!1gs (Z) = Lims!1h (Z � gs�1 (Z)) = h (Z � Lims!1gs (Z))

donc, par la remarque 3.4.5: Lims!1gs = g = ĝ (h) :

En prenant la limte sur s , l�a¢ rmation 1 nous dit que, si h 2 Cnr et khkr � �
�0 , alors:

- g = G (h) 2 Cn
re�� (ce qui montre 1) de la dé�nition 3.4.1)

- jZj � re�� ) jZ � g (Z)j � re��2 (19)

on a donc:

jg (Z)j � jh (Z)j � jg (Z)� h (Z)j = jh (Z � g (Z))� h (Z)j
� K� jg (Z)j pour jZj � re��, d�après (19) et la remarque

3.4.4

donc jg (Z)j � (1�K�)
�1 jh (Z)j pour jZj � re��;

et kgkre�� � (1�K�)
�1 khkre�� � (1�K�)

�1 khkr � khkr :�
�� pour le � du lemme

3.4.3 c)

On a donc bien g � h , ce qui prouve la proposition 3.4.3
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On peut généraliser la dé�nition 3.4.1 aux opérateurs de plusieurs fonctions de la façon

suivante:

Si � : 
 � (Cn)k ! Cn et ' = ' (X1; :::; Xk) est un polynôme en k variable, alors:

Dé�nition 3.4.2 On note � (f1; :::; fk) � ' (f1; :::; fk) , s�il existe des nombres � > 0 et

�i > 0 , 1 � i � k , tels que, pour 8r 2 (0; 1) et 8� 2
�
0; 1

2

�
, on ait:

(f1; :::; fk) 2 
 \ (Cnr )
k et kfikr � �

�i , 1 � i � k )
a) � (f1; :::; fk) 2 Cnre��
b) k� (f1; :::; fk)kre�� � ' (kf1kr ; :::; kfkkr) :�

��

Pour nos majorations, nous aurons besoin de la propriété décrite dans la proposition

3.4.4, qui suit, pour la démonstration de laquelle nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 3.4.5 Soit � > 0; alors 9� > 0 tel que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
, on ait:�

�

2

���
< ���

Preuve. Pour � assez grand, on a pour 8� 2
�
0; 1

2

�
:

���� <
�
1
2

����
< 2��

donc: �
�
2

���
�� < 1 et

�
�
2

���
< ���

La proposition 3.4.4 décrit une certaine forme de transitivité pour la relation � , c�est-à-
dire que, si on compose des opérateurs, alors l�ordre se «compose» aussi de façon naturelle

(moyennant quelques restrictions sur les hypothèses de départ).

Proposition 3.4.4 Soient � : 
 � (Cn)k ! Cn et 	i : 
i � Cn ! Cn; 1 � i � k , tels
que

fi 2 
i , 1 � i � k ) (	1 (f1) ; :::;	k (fk)) 2 

alors, si ' est un polynôme en k variables sans terme constant et dont les coe¢ cients

sont positifs, on a:

� (g1; :::; gk) � ' (g1; :::; gk) et 	i (fi) � fi , 1 � i � k

) � (	1 (f1) ; :::;	k (fk)) � ' (f1; :::; fk)
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Preuve. Posons gi = 	i (fi) ; 1 � i � k , et � (g1; :::; gk) = � , alors on a:

1) 9�i; �i > 0; 1 � i � k; tels que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
et 8r 2 (0; 1) :

fi 2 
i \ Cnr et kfikr � �
�i )

- gi 2 Cnre��
- kgikre�� � kfikr :�

��i

2) 9�; 
i > 0; 1 � i � k , tels que pour 8� 2
�
0; 1

2

�
et 8r 2 (0; 1) :

(g1; :::; gk) 2 
 \ (Cnr )
k et kgikr � �


i ; 1 � i � k )
- � 2 Cn

re��

- k'kre�� � ' (kg1kr ; :::; kgkkr) :�
��

Soit � > 0 tel que � > �i et � � �i > 
i ; 1 � i � k. Par le lemme 3.4.4,9
 > 0 tel

que, pour 8� 2
�
0; 1

2

�
; on a:

�
 <

�
�

2

��
et aussi 
 > �

alors, pour fi 2 Cnr et kfikr � �

; 1 � i � k , on a:

a) kfikr �
�
�
2

��
et b) kfikr �

�
�
2

��i , d�après 1) et b), on a:
- gi 2 Cn

re
��
2

- kgik
re

��
2
� kfikr :

�
�
2

���i (20)

�
�
�
2

����i � � �
2

�
i (d�après a))

alors, comme re�� =
�
re

��
2

�
re

��
2 , on a, d�après 2):

- � 2 Cn
re��

- k�kre�� � '
�
kg1k re

��
2 ; :::; kgkk

re
��
2

�
:
�
�
2

���
� '

�
kf1kr :

�
�
2

���1
; :::; kfkkr :

�
�
2

���k� : � �
2

���
d�après (20) et les hypothèses

sur '

� ' (kf1kr ; :::; kfkkr) :
�
�
2

�����
où � = min1�i�k f�ig

� ' (kf1kr ; :::; kfkkr) :�
�� pour un � > 0 , par le lemme 3.4.5

On a donc bien:

� (	1 (f1) ; :::;	k (fk)) � ' (f1; :::; fk)

3.4.5 E: Majoration du reste

Dans cette section, on va montrer que l�opérateur reste:

< : Hn ! Hn

a 7! < (a) = R (a; U (a))
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dé�ni en A, est d�ordre 2: < (a) � a2

Pour ce faire, il s�avère qu�il est beaucoup plus commode d�exprimer le reste comme un

opérateur de plusieurs fonctions, ce que nous allons faire immédiatement, et ensuite utiliser

la proposition 3.4.4.

D�après (3) et (4) de A, on a (pour a et h quelconques):

R (a; h) (Y ) = DH (Y )�1 f (H (Y ))� �Y � a (Y ) + L�h (Y ),

où H (Y ) = Y + h (Y ) et f (Y ) = �Y + a (Y ) :

On a: H�1 = (Id+ h)�1 = (Id� g) = G
où g = ĝ (h) ; ĝ : Hn ! Hn est dé�ni en C:

Remarque 3.4.7 D�après la remarque 3.4.5, on a: h = g � (Id+ h) ;
donc:

Dh (Y )�Dg (Y + h (Y )) = Dh (Y )Dg (Y + h (Y )) :
On a donc:

R (a; h) (Y ) = DG (H (Y )) f (H (Y ))� �Y � a (Y ) + L�h (Y )
= (Id�Dg (Y + h (Y ))) (�Y + �h (Y ) + a (Y + h (Y )))� �Y � a (Y )
+Dh (Y ) �Y � �h (Y )
= a (Y + h (Y ))� a (Y ) + (Dh (Y )�Dg (Y + h (Y ))) �Y

+Dg (Y + h (Y )) (��h (Y )� a (Y + h (Y )))
= a (Y + h (Y ))� a (Y ) +Dh (Y )Dg (Y + h (Y )) �Y

+Dg (Y + h (Y )) (��h (Y )� a (Y + h (Y ))) (remarque 6)

Donc, si on pose:
�R (a; h; g) = R1 (a; h) +R2 (h; g) +R3 (a; h; g)

où R1 (a; h) (Y ) = a (Y + h (Y ))� a (Y )
R2 (h; g) (Y ) = Dh (Y )Dg (Y + h (Y )) �Y

R3 (a; h; g) (Y ) = Dg (Y + h (Y )) (��h (Y )� a (Y + h (Y )))
alors on a: R (a; h) = �R (a; h; ĝ (h)) et < (a) = R (a; U (a)) = �R (a; U (a) ; ĝ (U (a)))

Il est donc clair que, si l�on montre que:

R1 (a; U (a)) � a2; R2 (U (a) ; ĝ (U (a))) � a2 et R3 (a; U (a) ; ĝ (U (a))) � a2;
alors on aura < (a) � a2

Pour ce faire, nous allons commencer par majorer R1; R2 et R3 par rapport à leurs

variables respectives.
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Proposition 3.4.5

R1 (a; h) � ah

Preuve. R1 (a; h) (Y ) = a (Y + h (Y ))� a (Y )
Si h; a 2 Cnr et khkr ; kakr � �

�0 , alors, d�après le lemme 3.4.4, on a:

jY j � re�� ) jY + h (Y )j � re��2 < r (21)

donc, certainement R1 (a; h) 2 Cnre�� . Et d�après le lemme 3.4.2 et (21):
jY j � re�� ) jR1 (a; h) (Y )j � C kakr

1�e
��
2
jh (Y )j � 4C��1 kakr jh (Y )j d�après (17)

donc: kR1 (a; h)kre�� � 4C�
�1 kakr khkre�� � 4C�

�1 kakr khkr � kakr khkr �
��1 pour

un �1 > 0 (lemme 3.4.1)

c�est-à-dire: R1 (a; h) � ah

Proposition 3.4.6 Soit l�opérateur:

Hn �Hn ! Cn

(g; h) 7! T

dé�ni par T (Y ) = Dg (Y + h (Y )) �Y , alors:

T � g

Preuve. T = (T1; :::; Tn) et g = (g1; :::; gn) ; alors, on a:

Ti (Y ) =
nX
k=1

Dkgi (Y + h (Y ))�kyk (22)

Si g; h 2 Cnr et khkr � �
�0 on a:

- Dig est holomorphe pour jY j < r; 1 � r � n
- jY j � re�� ) jY + h (Y )j � re��2 < r (lemme 3.4.4) (23)

donc, d�après (22), on a certainement T 2 Cn
re�� . De plus, pour jY j � re��;on a:

jT (Y )j = max1�i�n fj
Pn

k=1Dkgi (Y + h (Y ))�kykjg
� max1�i�n f

Pn
k=1 jDkgi (Y + h (Y ))j j�kykjg

� nCkgkr
1�e

��
2
� jY j par le lemme 3.4.2 et (23) � = max1�i�n fj�kjg

� 4nc��1� kgkr : jY j
donc kTkre�� � 4nc�

�1� kgkr � kgkr �
��2 pour un �2 > 0 (lemme 3.4.1)

c�est-à-dire: T � g
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Proposition 3.4.7

R2 (h; g) � hg

Preuve. R2 (h; g) (Y ) = Dh (Y )Dg (Y + h (y)) �Y

= Dh (Y )T (Y ) = (
Pn

k=1Dkhi (Y )Ti (Y ))
n

i=1 (24)

Si g; h 2 Cnr et khkr � �
�0 , alors on a:

- Dih = (Dih1; :::; Dihn) est holomorphe pour jY j < r; 1 � i � n
- T 2 Cn

re�� par la proposition 3.4.5

donc, d�après (24), on a certainement R2 (h; g) 2 Cnre�� :
De plus, d�après (24) et le lemme 3.4.2, on a pour jY j � re�� < re��2
jR2 (h; g) (Y )j � nCkgkr

1�e
��
2
jT (Y )j

donc:

kR2 (h; g)kre�� � 4nc�
�1 khkr kTkre�� � 4nc�

�1 khkr kgkr :�
��3 (proposition 3.4.6)

� khkr kgkr :�
��2 pour un �3 > 0 (lemme 3.4.1)

c�est-à-dire:

R2 (h; g) � hg

Proposition 3.4.8

R3 (a; h; g) � g (h+ a)

Preuve. R3 (a; h; g) (Y ) = Dg (Y + h (Y )) (��h (Y )� a (Y + h (Y )))
= (
Pn

k=1Dkgi (Y + h (Y )) (��h (Y )� a (Y + h (Y )))k)
n

i=1 (25)

Si a; h; g 2 Cnr et khkr ; kakr � �
�0 alors:

- Dig est holomorphe pour jY j < r; 1 � i � n
- jY j � re�� ) jY + h (Y )j � re��2 < r (lemme 3.4.4) (26)

Donc, d�après (25), on a certainement R3 (a; h; g) 2 Cnre�� :De plus, d�après (26) et par le
lemme 3.4.2 , on a pour jY j � re�� :
jR3 (a; h; g) (Y )j � nckgkr

1�e
��
2
(j�h (Y )j+ ja (Y + h (Y ))j)

� 4nc��1 kgkr
�
j�h (Y )j+ 4c��1 kakr (jY j+ jh (Y )j)

�
donc (en posant � = max1�k�n fj�kjg):
kR3 (a; h; g)kre�� � 4nc�

�1 kgkr
�
� khkre�� + 4c�

�1 kakr (1 + khkre��)
�

� 4nc��1 kgkr
�
� khkr + 4c�

�1 kakr
�

� [kgkr (khkr + kakr)] :�
��4 pour un �4 > 0 (lemme 3.4.1)
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c�est-à-dire:

R3 (a; h; g) � g (h+ a)

Proposition 3.4.9 a) R1 (a; U (a)) � a2

b) R2 (U (a) ; ĝ (U (a))) � a2

c) R3 (a; U (a) ; ĝ (U (a))) � a2

Preuve. On se sert de la proposition 3.4.4 et des majorations précédentes:

a) On a R1 (a; h) � ah et U (a) � a
donc, R1 (a; U (a)) � a2

b) On a R2 (h; g) � hg
ĝ (h) � h et U (a) � a , donc, ĝ (U (a)) � a

donc R2 (U (a) ; ĝ (U (a))) � a2:
c) On a R3 (a; h; g) � g (h+ a)
donc, R3 (a; U (a) ; ĝ (U (a))) � a (a+ a)
c�est-à-dire R3 (a; U (a) ; ĝ (U (a))) � a2:
On peut donc maintenant énoncer la proposition 3.4.10, laquelle était le but de cette

section:

Proposition 3.4.10

< (a) � a2

3.4.6 F: Convergence des changements de variable et preuve du

théorème

Rappelons les notations de la section A:

- f (Z) = �Z + a0 (Z) , a0 2 Hn

- hs = U (as) , as+1 = < (as) , s � 0
- Hs = Id+ hs , Ĥs = Hs � ::: �H0 , s � 0

Le changement de variable Z = Ĥs (Z) transforme l�équation

�
Z = f (Z)

en
�
Zs = �Zs + as+1 (Zs)
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Nous introduisons maintenant les suites suivantes:

� �0; �1 = �
3
2
0 ; :::; �s = �

3
2
s�1 = �

( 32)
s

0

� M0 = �N0 ; M1 =M
3
2
0 ; :::;Ms =M

3
2
s�1 = �

N
s s � 0

� r0 , r1 = r0e
��0 ; :::; rs+1 = rse

��s

Ces suite dépendent du choix initial de �0 , N et r0

L�ensemble des conditions que nous allons poser sur ces trois constantes va nous perme-

ttre de montrer d�abord que l�on a:

kaskr �Ms , s � 0

et, ensuite, en se servant du fait que h = U (a) � a , que:
- Ĥ est dé�ni pour jZj � r0

2

- la suite
n
Ĥs

o
s�0
converge uniformément pour jZj � r0

2

Voici l�ensemble de ces conditions:

1) choix de �0: On prend �0 tel que

a) � =
P

s�0 �s =
P

s�0 �
( 32)

s

0 < ln 2 ; dans ce cas, on a pour 8s � 0 : e�0+:::+�s < e� < 2
donc:

rs+1 = e
�(�0+:::+�s)r0 >

r0
2

(27)

b) �
1
2 < 1

6
; dans ce cas, on a:

�0 > 6�
3
2
0 = 6�1 et pour 8s � 0 :

�s = �
( 32)

s

0 > (6�1)
( 32)

s

> 6�
( 32)

s

1 = 6�s+1

donc:
�s
4
> 3�s+1

2
(28)

c) �0 + � < ln 2 ; dans ce cas on a pour 8s � 0 :
e�0+:::+�se�s < e�e�0 = e�+�0 < 2

donc:

rs+1e
��s = e�(�0+:::+�s)e��sr0 >

r0
2

(29)

2) choix de N :

On a < (a) � a2 , ou plus précisément, < (a) � a2
�
�
�

�
pour un � > 0 et un � > 0

(voir dé�nition 3.4.1). On prend N tel que:

a) N > max (�; 2�) ; dans ce cas, on a, pour 8s � 0 :
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- Ms = �
N
s � ��s

- �2N��s � �
3N
2
s =Ms+1 (30)

On a h = U (a) � a;et même plus, car on a vu (remarque 3.4.3) qu�il existe un �1 > 0
tel que pour 8r 2 (0; 1) et 8� 2

�
0; 1

2

�
, on a:

a 2 Cnr ) � U (a) 2 Cn
re�� (31)

� kU (a)kre�� � kakr :�
��1

on prend donc N tel que:

b) N > �1 + 2�0 , (où �0 est dé�ni dans le lemme 3.4.3); dans ce cas, on a:�
1
2

�N��1�2�0 < 1
Donc, pour 8� 2

�
0; 1

2

�
, on a:

�N��1��0
�
1
2

���0 < 1
et

�N��1 <
�
�
2

��0 < ��0 (32)

Rappel: On a f 2 Cnr et kfkr � �
�0 )

i) jZj � re�� ) jZ � f (Z)j � re��2
ii) jZj � re��2 ) jf (Z)j � ckfkr

1�e
��
2
jZj � 4c��1 kfkr jZj (33)

3) choix de r0:

Comme a0 2 Hn; il existe un k > 0 et un r0 > 0 tel que

a0 2 Cnr0 et jZj � r0 ) ja0 (Z)j � k jZj2

donc, ka0kr0 � kr0
On prend donc r0 assez petit pour que:

ka0kr0 � �
N
0 (34)

Proposition 3.4.11 Pour 8s � 0; on a as 2 Cnrs et kaskrs �Ms = �
N
s

Preuve. par induction:

Le cas s = 0 est évident d�après (34). Supposons donc la proposition véri�ée pour s

et montrons-la pour s+ 1

Comme < (a) � a2
�
�
�

�
, on a:

as 2 Cnrs et kaskrs �Ms = �
N
s � ��s par (30)

) as+1 = < (as) 2 Cnrse��s = C
n
rs+1

et kas+1krs+1 � kask
2
rs
:���s � �2N��s �Ms+1

par (30) et hypothèse d�induction.
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Lemme 3.4.6 Pour 8s � 0 , on a hs 2 Cnrs+1 et khskrs+1 �
�
�s
2

��0 � ��0s
Preuve. D�après la proposition 3.4.11 et (31), on a:

as 2 Cnrs ) hs = U (as) 2 Cnrse��s = C
n
rs+1

et khskrs+1 = kU (as)krse��s � kaskrs :�
��1
s � �N��1 �

�
�s
2

��0 < ��0s par (32)

Lemme 3.4.7 Pour 8s � 0 , on a:
- Ĥs est dé�ni et holomorphe pour jZj � r0

2

- jZj � r0
2
)
���Ĥs�1 (Z)��� � rs+1e��s2

Preuve. par induction:

cas s = 0

D�après le lemme 3.4.6, on a h0 2 Cnr1 et d�après (27), on a r1 >
r0
2
;

donc, h0 et Ĥ0 = Id+ h0 sont dé�nis et holomorphes pour jZj � r0
2
:

De plus, toujours d�après le lemme 3.4. 6, on a kh0kr1 � �
�0
0 ; alors, d�après (33) i), on a:

jZj � r0
2
< r1e

��s par (29)

)
���Ĥ0 (Z)��� = jZ + h0 (Z)j � r1e��02 � r1e�3�12 par (28)

=
�
r1e

��1
�
e
��1
2 = r2e

��1
2

cas général

Supposons le lemme véri�é pour s� 1 et montrons-le pour s :

Ĥs = Ĥs�1 + hs � Ĥs�1
D�après l�hypothèse d�induction et (33) i), et comme hs 2 Cnrs+1 et rs+1 > r0

2
, on voit

que Ĥs est dé�ni et holomorphe pour jZj � r0
2
:

On a, par hypothèse: jZj � r0
2
)
���Ĥs�1 (Z)��� � rs+1e��s2

Par le lemme 3.4.6, on a : khskrs+1 �
�
�s
2

��0 < ��0s
Donc, par (33) et l�hypothèse d�induction, on a :

jZj � r0
2
)
���Ĥs (Z)��� = ���Ĥs�1 (Z) + hs �Ĥs�1 (Z)����

� rs+1e
��s
4 � rs+1e

�3�s+1
4 par (28)

=
�
rs+1e

��s+1
�
e
��s+1

2 = rs+2e
��s+1

2

ce qui prouve le lemme 3.4.7

Proposition 3.4.12 La suite
n
Ĥs

o
s�0

converge uniformément (vers une fonction Ĥ) pour

jZj � r0
2
:

Remarque 3.4.8 : Comme Ĥs est holomorphe pour jZj � r0
2
;8s � 0; il en est de même

pour Ĥ
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Preuve. On a: Ĥs (Z) = Ĥs�1 (Z) + hs
�
Ĥs�1 (Z)

�
et Ĥs (Z)� Ĥs�1 (Z) = hs

�
Ĥs�1 (Z)

�
Par le lemme 3.4.6, on a: khskrs+1 � �

�0
s

Par le lemme 3.4.7, on a: jZj � r0
2
)
���Ĥs�1 (Z)��� � rs+1e��s2

Donc, par (33) ii), on a, pour jZj � r0
2
:���Ĥs (Z)� Ĥs�1 (Z)��� � 4c��1s khskrs+1 ���Ĥs�1 (Z)���

� 4c��0�1s rs+1e
��s
2

� 4c��0�1s rs+1

� 4c�
sr0 où 
 = �0 � 1 > 1
si on pose " = �
0 < 1, alors �



s = "

( 32)
s

<
�
"
3
2

�s
;

donc: P
s�0 �



s <1

ce qui implique que la suite
n
Ĥs

o
s�0

est de Cauchy pour la norme SupjZj� r0
2
. Or l�espace

métrique des fonctions holomorphes sur le polydisque jZj � r0
2
muni de la norme Sup est

un espace métrique complet.

Ce qui prouve la proposition 3.4.12

Lemme 3.4.8 Soit une suite de fonction ffsgs�0 telle que fs 2 Cnr pour 8s � 0 et

Lims!1 kfskr = 0 ; alors pour jZj � r , on a:
Lims!1fs (Z) = 0 uniformément pour jZj � r:

Lemme 3.4.9

Lims!1 kask r0
2
= 0

Preuve. On a Lims!1Ms = 0 et kask r0
2
� kaskrs �Ms

On achève ici la preuve du théorème de Siegle:

Le changement de variable

Z = Ĥ (Y ) = Lims!1Ĥs (Y ) dé�ni pour jY j � r0
2

transforme l�équation
�
Z = f (Z) en:

�
Y = DĤ (Y )�1 f

�
Ĥ (Y )

�
= Lims!1DĤs (Y )

�1 f
�
Ĥs (Y )

�
= Lims!1 (�Y + as+1 (Y ))

= �Y par les lemmes 3.4.8 et 9

c�est-à-dire
�
Y = Df (0)Y:

Remarque 3.4.9 Ĥ est bien de la forme Ĥ = Id + h où h 2 Hn , donc biholomorphe

en 0
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3.5 Champs de vecteurs C1 ou Ck

Jusqu�à maintenant, nous avons étudié des formes normales de champs de vecteurs analy-

tiques, et distingué deux phénomènes essentiels:

- les conditions de résonance

- les domaines de Poincaré et Siegle.

On peut maintenant se demander comment cela se traduit dans le cas C1ou Ck . Nous

verrons qu�essentiellement les conditions de résonance persistent, mais que l�importance de

la distinction entre les domaines de Poincaré et de Siegle devient moindre.

La raison en est la suivante: on obtient les formes normales pour les cas C1ou Ck en deux

étapes: on linéarise le champ de vecteurs jusqu�à un certain ordre (c�est alors qu�intervient

la non-résonance), et on applique ensuite des arguments de nature géométrique ou d�espace

fonctionnel. Cela permet de contourner la di¢ culté de la convergence de la linéarisation

formelle (remarquons qu�à toute série formelle correspond une fonction C1, ayant cette

série formelle comme série de Taylor).

Dans cette section, nous donnerons un aperçu de ces résultats, en particulier ceux obtenus

par Sternberg, en 1957 et 1959 (cf.[5] et [6]).

Comme il ne s�agit que d�un aperçu, nous ne donnerons pas toutes les preuves et nous

nous bornerons à quelques démonstrations relativement simples, pour en donner la saveur.

Nous allons donc étudier le cas d�une équation

�
X = f (X) , f (0) = 0

où f : V � Rn ! Rn est une fonction de classe Ck; 0 < k � 1

Nous ne retiendrons ici que le cas où les valeurs propres de Df (0) sont non résonantes.

Le résultat majeur, contenu dans les articles de Sternberg, est l�analogue, pour le cas

réel C1, du théorème de Siegle; à la di¤érence qu�ici la condition d�être de type multiplicatif

(c; v), pour les valeurs propres du linéarisé à l�origine, n�est plus nécessaire. On demande

seulement qu�elles ne soient pas résonantes (ce qui, entre autres, dans le cas réel, signi�e

que l�origine est un point d�équilibre hyperbolique). Ce résultat est le suivant:

Théorème 3.5.1 Soit f : V � Rn ! Rn une fonction C1 telle que f (0) = 0 et soit

� = (�1; :::; �n) 2 Cn les valeurs propres de Df (0) :Alors si � n�est pas résonante et Df (0)
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est semi-simple (diagonalisable dans Cn), l�équation
�
X = f (X)

est équivalente au voisinage de l�origine, par un changement de coordonnées laissant �xe

l�origine, à:
�
Y = Df (0)Y

Nous ne démontrerons pas ce théorème, sa preuve étant assez longue et très tech-

nique; cependant, pour avoir une idée de la méthode employée, nous démontrerons un autre

théorème, qui est en fait l�analogue, dans le cas réel Ck, du théorème de Poincaré (théorème

de Poincaré-Dulac dans le cas résonant).

Remarquons d�abord que, si f : Rn ! Rn est une fonction di¤érentiable, alors les valeurs
propres �1; :::; �n de Df (0) sont réelles ou conjuguées complexe; donc, demander qu�elles

soient dans le domaine de Poincaré équivaut à demander que:

0 < Re�i 1 � i � n

ou (1)

0 > Re�i 1 � i � n

c�est-à-dire que l�origine est une source ou un puits pour l�équation
�
X = f (X) et son

�ot y est une contraction ou une expansion.

Le résultat que nous allons démontrer est le suivant:

Théorème 3.5.2 Soit f : V � Rn ! Rn une fonction de classe Ck; 0 < k <1 , telle que

f (0) = 0 et soit � = (�1; :::; �n) 2 Cn les valeurs propres de Df (0). Si � est non résonante
et située dans le domaine de Poincaré (condition (1), si Df (0) est semi-simple et si

k >
max1�i�n jRe�ij
min1�i�n jRe�ij

(2)

alors l�équation
�
X = f (X) (3)

est équivalente au voisinage de l�origine, par un changement de coordonnées de classe

Ck et laissant �xe l�origine, à l�équation
�
Y = Df (0)Y
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Remarque 3.5.1 La condition (2) est essentielle pour la preuve d�existence du changement

de variable.

Pour la démonstration, nous allons suivre la méthode décrite par Sternberg dans [5];

celle-ci di¤ère essentiellement des méthodes employées dans le cas analytique par le fait que

l�on commence d�abord par linéariser le �ot de l�équation (3) et, à partir de là, on linéarise

le champ de vecteur donné par f , au lieu de linéarise directement ce dernier, comme on l�a

fait pour les théorème de Poincaré-Dulac et Siegle.

Le �ot de l�équation (3) est un groupe continu à un paramètre de di¤éomorphismes de

classe Ck, dé�nis au voisinage de l�origine et laissant celle-ci �xe. Introduisons donc tout de

suite la notation suivante:

T k =
�
T : V � Rn ! Rn j T est un di¤éomorphisme de classe Ck, detDT (0) 6= 0 et T (0) = 0

	
Nous allons d�abord étudier la linéarisation, au voisinage de l�origine, d�éléments de T k;

c�est-à-dire, qu�étant donné T 2 T k, on cherche un R 2 T k tel que

RTR�1 = DT (0)

À partir de là, par un procédé simple, nous linéarisations simultanément un groupe

continu à un paramètre d�éléments de T k:

Les conditions que l�on pose pour la linéarisation de di¤éomorphismes sont dé�nies de

façon similaire à celles concernant les champs de vecteurs: si T 2 T k et (s1; :::; sn) 2 Cn

sont les valeurs propres de DT (0), on dit que s1; :::; sn sont non résonantes si:

si 6= sm1
1 :::s

mn
n ; 1 � i � n et pour 8m1; :::;mn 2 N (4)

tels que m1 + :::+mn � 2

et on dit que (s1; :::; sn) est dans le domaine de Poincaré, si

0 < jsij < 1 , 1 � i � n

ou (5)

1 < jsij , 1 � i � n
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On peut avoir une idée du lien entre ces dé�nitions et celles correspondant pour les

champs de vecteurs de la façon suivante: si ; (t;X) est le �ot de l�équation (3) et A = Df (0),
alors:

D; (t; 0) = eAt (6)

On voit donc que le lien entre les valeurs propres deD; (t; 0) et de A (champ de vecteurs)
explique les dé�nitions (4) et (5). Nous reviendrons plus en détail là-dessus, au moment de

passer de la linéaristion de �ot à celle du champ de vecteurs.

L�étude de la linéarisation formelle ou à ordre k d�éléments de T k étant tout à fait

similaire à ce qui a été fait dans la section 1de chapitre 3 pour les champs de vecteurs, nous

nous contenterons d�énoncer, sans le prouver, le résultat suivant:

Proposition 3.5.1 Soit T 2 T k: Si les valeurs propres de DT (0) sont non résonantes
(condition (4)) et si DT (0) est semi-simple, alors il existe un R 2 T k tel que:

RTR�1 (X) = DT (0)X + o
�
jXjk

�
La proposition suivante (que nous allons démontrer) est le seul résultat concernant la

linéarisation d�éléments de T k, dont nous aurons besoin. C�est en fait l�analogue pour les

di¤éomorphisme du théorème de Poincaré pour les champs de vecteurs.

Proposition 3.5.2 Soient T 2 T k; s1; :::; sn 2 C les valeurs propres de DT (0) ; s =

max1�i�n jsij et S = max1�i�n jsij
Alors si DT (0) est semi-simple, si s1; :::; sn ne sont pas résonantes (condition (4)) et si

0 � jsij � 1 , 1 � i � n (7)

et k >
ln s

lnS
(8)

il existe un R 2 T k tel que:
RTR�1 = DT (0)

Remarque 3.5.2 D�après (5), on voit que la condition (7) signi�e que (s1; :::; sn) est dans

le domaine de Poincaré. On aurait tout aussi bien pu prendre jsij > 1; 1 � i � n , et

modi�er en conséquence la condition (8)

L�identité (6) explique le lien entre la condition (8) et la condition(2) (dans le cas où

Re�i < 0; 1 � i � n )

89



3.5. Champs de vecteurs C1 ou Ck

Pour plus de simplicité, nous prouverons la proposition 3.5.2 dans le cas où les valeurs

propres de DT (0) sont réelles: si 2 R; 1 � i � n. Cela va rendre les calculs plus élégants
et beaucoup moins lourds. On pourra cependant, après avoir lu cette preuve, avoir une idée

de comment elle s�e¤ectue, si on admet des valeurs propres conjuguées complexe, ainsi que

des complications que cela apporte.

On peut donc supposer, pour le reste de la preuve de la proposition 3.5.2, que T est

exprimée dans un système de coordonnées, tel que

L = DT (0)

est sous sa forme diagonale. De plus, nous prendrons comme norme sur Rn :

kXk =
nX
i=1

jXij pour X = (X1; :::; Xn) 2 Rn

on aura alors:

kDT (0)k = kLk = SupjXj=1 kLXk = S

et donc (9)

kLXk � S kXk pour 8X 2 Rn

Nous allons prouver la proposition 3.5. 2, en résolvant, par rapport à R, l�équation

R = L�1RT (10)

par un procédé d�approximations successives. Ce procédé convergera dans la mesure où

nous pourrons partir avec un R0 initial satisfaisant (10) jusqu�à un certain ordre su¢ sam-

ment grand. L�existence d�un tel R0 sera assuré par la proposition 3.5.1

Pour formuler la preuve de convergence, il est utile d�introduire les notations suivantes:

si N � Rn est un voisinage de l�origine, on pose:

V kN =

(
f : N ! Rn j f est de classe Ck et f , ainsi que toutes ses dérivées

partielles d�ordre � k s�annulent à l�origine

)

Donc, V jN 0 � V kN pour N � N 0 et k � j. Sur V kN , on utilisera la norme suivante: pour
f = (f1; :::; fn) 2 V kN , on pose:

kfkkN = SupX2N
nX
i=1

nX
i1;:::;ik=1

���� @kfi (X)@Xi1 :::@Xik

����
Le lemme suivant est une conséquence des dé�nitions précédentes
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Lemme 3.5.1 Soit " > 0 , alors il existe un voisinage de l�origine N " � Rn assez petit tel
que, pour tout voisinage de l�origine N 0 � N ", on ait:

kfk0N 0 + kfk1N 0 :::+ kfkk�1
N
0 < " kfkkN 0 pour 8f 2 V kN , où N " � N

Maintenant, si on dé�nit l�opérateur:

LT : V kN ! V kN

f 7! L�1 � f � T

(où T est celui introduit dans l�énoncé de la proposition 3.5.2), alors l�essence même de

la preuve de convergence est contenue dans le lemme suivant:

Lemme 3.5.2 Soit f 2 V kN , alors il existe un voisinage N 0 de l�origine (N 0 � N � Rn) et
un K 2 R; 0 < K < 1, tel que

kLTfkkN 0 < K kfkkN 0

Preuve. On a:

(LTf)i (X) = s�1i fi (T (X)) (11)

et si on pose DT (X) =
�
tij (X)

�
, alors on a par la règle de dérivée en chaîne:

@k(fi�T )
@Xi1 :::@Xik

(X) =
Pn

j1;:::;jk

@kfi
@Xj1 :::@Xjk

(T (X)) :tj1i1 (X) :::t
jk
ik
(X) + P (12)

où P est un polynôme en les dérivées de fi d�ordre < k et en les dérivées des tji (X)

d�ordre � k
Comme la fonction X 7! DT (X) est continue, on a, d�après (9), que pour � > 0, il

existe un voisinage N� de l�origine, tel que :

kDT (X)k < S + � pour X 2 N� (13)

de plus, on a: Pn
i1;:::;ik=1

Pn
j1;:::;jk=1

��� @kfi
@Xj1 :::@Xjk

(T (X)) :tj1i1 (X) :::t
jk
ik
(X)

��� (14)

=
Pn

i1;:::;ik�1=1

Pn
j1;:::;jk�1=1

h���tj1i1 (X) :::tjk�1ik�1
(X)

���� �Pn
ik=1

Pn
jk=1

���tjkik (X) @kfi
@Xj1 ;:::;@Xjk

(T (X))
����i

où l�expression entre parenthèses est la norme du vecteur

DT (X)
�

@kfi
@Xj1 :::@X1

(T (X)) ; :::; @kfi
@Xj1 :::@Xn

(T (X))
�
, on a donc, d�après (13), que pour

X 2 N� , (14) est
�
Pn

i1;:::;ik�1=1

Pn
j1;:::;jk�1

h���tj1i1 (X) :::tjk�1ik�1
(X)

���� (S + �)Pn
jk=1

��� @kfi
@Xj1 :::@Xjk

(T (X))
���i

� (S + �)k
Pn

j1;:::;jk=1

��� @kfi
@Xj1 :::@Xjk

(T (X))
��� (15)

Revenons maintenant au polynôme P introduit dans (12). Un monôme de P est de la

forme:
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t (X) @rfi
@Xj1 :::@Xjr

(X) ::: @sfi
@Xj1 :::@Xjs

(X) , 0 � r; s < k (16)

où t (X) dépend de T:

Comme f 2 V kN , il existe un voisinage N1 de l�origine, tel que pour 8r 2 N; r < k;et

pour 8j1; :::; jr 2 f1; :::; ng, on ait:��� @rfi
@Xj1 :::@Xjk

(X)
��� < 1 pour 8X 2 N1 (17)

donc, en ne retenant que le dernier terme dans chaque monôme (16), on a, d�après la

forme de P et (17), que pour 8X 2 N1 :
kP (X)k �M

Pk�1
r=0

Pn
j1;:::;jr=1

��� @rfi
@Xj1 :::@Xjr

(X)
��� (18)

où M est une constante positive dépendant seulement de T ,N1; k et n

Donc, si on désigne par
P
kP (X)k la somme de tous les kPk dé�nis par (12) pour

1 � i � n et 1 � i1; :::; ik � n , on a, d�après (18):
SupX2N1

P
kP (X)k � AM

�
kfk0N1 + :::+ kfk

k�1
N1

�
(19)

où A 2 N est une constante dépendant seulement de k et n:
Soit " > 0; alors, si N " est le voisinage de l�origine dé�ni par le lemme 3.5.1, on a, d�après

(19):

SupX2N1\N"

P
kP (X)k � AM" kfkkN"\N1 (20)

Maintenant, on a, d�après (11):

kLTfkkN = SupX2Ns�1
Pn

i=1

Pn
i1;:::;ik=1

��� @k(fi�T )
@Xi1 :::@Xik

(X)
��� (21)

d�autre part, d�après (7), T est une contraction; donc, il existe un voisinage N2 de

l�origine, tel que T (N2) � N2:

Remarque 3.5.3 : On introduit N2 à cause de la présence de T (X) dans (15)

Alors, si on pose:

N 0 = N " \N1 \N� \N2

on a, d�après (12),(15),(20) et (21):

kLTfkkN 0 � s�1
h
(S + �)k + AM"

i
kfkkN 0 (22)

de plus, d�après (7) et (8), on a:

k > Lns
LnS
) kLnS < Lns

) Sk < s

) s�1Sk < 1

donc, par continuité, il est clair que l�on peut choisir � et " assez petit pour que:

s�1
h
(S + �)k + AM"

i
< 1

ce qui, avec (22), prouve le lemme 3.5.2
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On est maintenant en mesure de donner la preuve de la proposition 3.5.2

D�après la proposition 3.5.1, il existe un R0 2 T k , dé�ni dans un voisinageN de l�origine,

tel que:

R0TR
�1
0 (X) = LX + o(kXkk)

en multipliant à gauche par L�1 et à droite par R0 , on a:

L�1R0T (X) = R0 (X) + o(kXkk)

donc:

L�1R0T �R0 2 V kN

alors, d�après le lemme 3.5.2, il existe un voisinage N1 de l�origine, N1 � N , et un K 2 R,
0 < K < 1, tels que: 

LT �L�1R0T �R0�

kN1 < K 

L�1R0T �R0

kN1
donc, si on pose, pour n 2 N :

Rn = L
�nR0T

n =
n�1X
r=0

LrT
�
L�1R0T �R0

�
+R0

on a, pour m;n 2 N;m � n :

kRm �RnkkN1 <
m�1X
r=n+1

Kr


L�1R0T �R0

kN1

=
Kn+1 �Km

1�K


L�1R0T �R0

kN1

Comme K < 1, on a que la suite fRngn�1est de Cauchy pour la norme kk
k
N1
:

D�après le lemme 3.5.1, il existe un voisinage N2 de l�origine, tel que, pour f 2 V kN , on
ait:

kfk0N1\N2 + :::+ kfk
k�1
N1\N2 < kfk

k
N1\N2

On a donc que la suite fRngn�1, ainsi que toutes ses dérivées partielles d�ordre � k , con-
vergent uniformément sur N1\N2 , c�est-à-dire que la suite fRngn�1 converge uniformément
sur N1 \N2, vers une fonction R 2 T k, et on a:

L�1RT = L�1
�
lim
n!1

L�1R0T
n
�
T

= lim
n!1

L�(n+1)R0T
n+1 = R

donc RTR�1 = L

ce qui prouve la proposition 3.5.2
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Remarque 3.5.4 :R a été dé�ni sur N1\N2, cependant, si N1\N2 � N3 et T r (N1 \N2) �
N3 pour un r 2 N , et si on pose S = L�rRT r , alors S est dé�ni sur N3 et STS�1 = L:
Nous sommes maintenant en mesure (sous certaines conditions) de linéariser simultané-

ment le groupe discret fId; T; T 2; T 3; :::g engendré par un T 2 T k: En e¤et, si

RTR�1 = DT (0)

alors,

RT nR�1 =
�
RTR�1

�
= DT (0)n = D (T n) (0)

Nous allons maintenant passer du cas discret au cas continu par le lemme et la proposition

suivants:

Lemme 3.5.3 Soit fTtgt2I un groupe continu à un paramètre d�éléments de T k où I � R
est un intervalle contenant l�origine:

Ts+t = Ts � Tt pour s; t 2 I et s+ t 2 I

S�il existe un t0 > 0 tel que [�2t0; 2t0] � I et Tt0 est linéaire, alors il existe un R 2 T k

tel que

RTtR
�1 = Lt pour t 2 [�t0; t0]

où fLtgt2I est le groupe continu à un paramètre dé�ni par

Lt = DTt (0)

Preuve. On peut , sans perte de généralité, supposer que t0 = 1, posons alors:

R =

Z 1

0

L��T�d� 2 T k

on a alors, pour t 2 [�1; 1] :

LtR =

Z 1

0

L��+tT�d� =

Z 1�t

�t
L��T�+1d� =

Z 0

�t
L��T�+1d�+

Z 1�t

0

L��T�+1d� (23)

comme T1est linéaire, on a:

L1 = DT1 (0) = T1 et L�1T1 = Id

alors Z 0

�t
L��T�+1d� =

Z 0

�t
L�� (L�1T1)T�+1d� =

Z 1

1�t
L��T�+td�
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donc, d�après (23):

LtR =

Z 1

0

L��T�+1d� = RTt et RTtR
�1 = Lt

ce qui preuve le lemme 3.5.3

Proposition 3.5.3 Soit fTtgt2I un groupe continu à un paramètre d�éléments de T k où
I � R est un intervalle contenant l�origine. S�il existe un t0 > 0 tel que [�2t0; 2t0] � I et
Tt0 satisfait les hypothèses de la proposition 3.5.2, alors il existe un R 2 T k tel que:

RTtR
�1 = DTt (0) pour t 2 [�t0; t0]

Preuve. D�après la proposition 3.5.2, il existe un R1 2 T k tel que

R1Tt0R
�1
1 = DTt0 (0)

donc, si on pose Ut = R1TtR�11 , on a, d�après le lemme 3.5.3, qu�il existe un R2 2 T k

tel que:

R2UtR
�1
2 = DUt (0) pour t 2 [�t0; t0]

= DR1 (0)DTt (0)DR1 (0)
�1

Alors, si on pose:

R = DR1 (0)
�1R2R1 2 T k

on a pour t 2 [�t0; t0] :
RTtR

�1 = DR1 (0)
�1 :R2R1TtR

�1
1 R

�1
2 DR1 (0)

= DR1 (0)
�1R2UtR

�1
2 DR1 (0)

= DR1 (0)
�1DUt (0)DR1 (0)

= DTt (0)

ce qui prouve la proposition 3.5.3

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 3.5.2:

Comme � est dans le domaine de Poincaré, on peut supposer, d�après (1), que

Re�1; :::;Re�n < 0 (24)

Désignons par ; (t;X) le �ot de l�équation (3). Si on pose

Tt (X) = ; (t;X)
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alors fTtgt2I est un groupe continu à un paramètre d�éléments de T k dé�ni pour t 2 I ,
où I � R est un intervalle ouvert autour de l�origine.
Et on a:

DTt (0) = e
At où A = Df (0)

Si on pose si = e�i ; 1 � i � n les valeur propres de DTt (0) sont données par :sti = e�it;
1 � i � n: Pour 8t; DTt (0) = eAt est semi-simple et pour 8t > 0 , on a, d�après (24):

0 <
��sti�� < 1 , 1 � i � n (25)

et d�après (2) et (24):

k >
max1�i�njRe t�ij
min1�i�njRe t�ij

=
min1�i�n Re t�i
max1�i�n Re�i

=
min1�i�n lnjstij
max1�i�n lnjstij

=
lnmin1�i�njstij
lnmax1�i�njstij (26)

Considérons maintenant le lemme suivant

Lemme 3.5.4 Soit �1; :::; �n 2 C; des valeurs non résonantes:

m1�1 + :::+mn�n 6= �i , 8m1; :::;mn 2 N et 1 � i � n

alors, il existe un ensemble J � R partout dense dans R, tel que:

8t 2 J , em1t�1+:::+mnt�n 6= et�i pour 8m1; :::;mn 2 N et 1 � i � n

il est donc clair, d�après le lemme 3.5.4, qu�il existe un t0 > 0 tel que [�2t0; 2t0] � I et:

st0m1
1 :::st0mn

n 6= st0i , 8m1; :::;mn 2 N;m1 + :::+mn � 2 et 1 � i � n (27)

On a alors, d�après (25),(26)et(27), que Tt0satisfait les hypothèses de la proposition 3.5.2;

donc, par la proposition 3.5.3, il existe un R 2 T k tel que

RTtR
�1 = DTt(0) = e

At pour t 2 [�t0; t0]

Alors, si on applique à l�équation (3) le changement de variable

Y = R (X)

on obtient:
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�
Y = DR (X)

�
X = DR (X) f (X) = DR (X)

d; (t;X)
dt

jt=0

= DR
�
R�1Y

� dTt (R�1Y )
dt

jt=0=
d (RTtR

�1 (Y ))

dt
jt=0 car T0 = Id

=
deAtY

dt
jt=0= AeAtY jt=0= AY = Df (0)Y

ce qui termine la démonstration du théorème 3.5.2.

3.6 Forme normale d�une application au voisinage d�un

point �xe

La construction d�un système de coordonnées convenable pour l�application d�espace dans

lui-même au voisinage d�un point �xe rappelle la théorie des formes normales des équa-

tions di¤érentielles au voisinage de la position d�équilibre. Dans ce paragraphe on indique

comment se formulent en conséquence les notions fondamentales de la théorie des formes

normales.

On considère l�application de classe Cr+1, F : 
 � Cn �! Cn, où r � 2 et 
 voisinage
de l�origine dans Cn.
On suppose que 0 est un point �xe de F c�est-à-dire F (0) = 0, Alors : on peut écrire

F (x) :

F (x) = Ax+ f 2 (x) + f 3 (x) + :::+ f r (x) +O(jxjr+1); x 2 
; x! 0 3.1

où A une matrice carré constante d�ordre n et fk 2 Hk
n pour 2 � k � r, Hk

n l�espace

vectoriel des polynôme homogène en x de degré k à coe¢ cient dans Rn.
Si on fait le changement de variable en (3.1) par:

x = H (y) = y + hk (y) ; y 2 
k 3.2

où hk 2 Hk
n , 2 � k � r et 
k � 
 est un voisinage de l�origine dans Cn.

L�inverse du changement de variable (3.2) est:

y = x� hk (x) +O(jxjk+1), x! 0

est di¤éomorphisme dans 
k. Transformation de (3.1), G = H�1 � F � H, prendras la
forme:
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G (y) = Ay+f 2 (y)+f 3 (y)+:::+fk�1 (y)+
�
fk (y) + Ahk (y)� hk (Ay)

�
+O(jyjk+1); y ! 0 3.3

où G (y) dé�nit dans 
k.

On dé�nit l�operateur LkA : H
k
n ! Hk

n

h (x)! LkAh (x) = h (Ax)� Ah (x) 3.4

Schéma algébrique :

Considérons l�opérateur LkA pour tout k, on a L
k
A

�
Hk
n

�
� Hk

n, et il existe donc un

supplémentaire Gk de Im
�
LkA
�
dans Hk

n :

Hk
n = Im

�
LkA
�
�Gk 3:5

Le chois d�une forme normale dépend donc non seulement du choix de h 2 Hk
n pour

toute k (à un élément du noyau LkA prés), mais aussi du choix du suplémentaire Gk. Le cas

le plus simple et celui où LkA
�
Hk
n

�
= Hk

n et où Gk = f0g ce qui permet de simpli�er les
termes de dégré k. Dans les autres cas, les termes de Gk sont des termes qu�on ne peut pas

simpli�er.

Dé�nition 3.6.1 Les éléments de Gk sont les termes résonants de dégré k.

Théorème 3.6.1 Supposons que la décomposition:

Hk
n = Im

�
LkA
�
�Gk

donné pour k = 2; 3; :::; r. Alors il existe une série de changement de variable tangent à

l�identité :

x = y + hk (y) , y 2
�

, 2 � k � r,

où hk 2 Hk
n et

�

 � 
 voisinage de l�origine dans Cn tel que(3:1) prend la forme:

G (y) = Ay + g2 (y) + :::+ gr (y) +O
�
jyjr+1

�
; y 2

�

o�ugk (y) 2 Gk; ; 2 � k � r 3:6

Dé�nition 3.6.2 La forme tronqué de (3:6)

G (y) = Ay + g2 (y) + :::+ gr (y)

est appellé : A-forme normale de (3:1) d�ordre r.
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Dé�nition 3.6.3 Soient � (A) = f�1; :::; �ng � C, le specter de A. La relation suivante
est appellé résonnance

�� = �j , 1 � j � n (3:7)

où :

�� = ��11 :::�
�n
n ; j�j � 2

soient : (x1; :::; xn) les coordonnées dans la base fe1; :::; eng de Cn dans quelle la matrice A
a une forme normale de Jordan par les éléments diagonales f�1; :::; �ng. Alors un monôme
x�ej (j�j = k � 2 et 1 � j � n) est appelléMonôme résonnant d�ordre k si seulement si
�� = �j est véri�ée.

Exemple 3.6.1 Pour n = 1 sont résonnates la valeur 0 et les racines de toute puissance

entière de l�unité, sont non résonnantes les autres valeurs �.

Dé�nition 3.6.4 Une collection de valeurs propres appartient au domaine de Poincarré

si leurs modules sont tous plus petits ou tous plus grands que l�unité.

Donc, si une application F est telle que les valeurs propres de sa partie linéaire appar-

tiennent au domaine de Poincaré, alors au voisinage de l�origine des coordonnées ou bien

elle, ou bien son inverse est contractante selon que j�j > 1 ou < 1.

Dé�nition 3.6.5 Le complément du domaine de Poincaré est le domaine de Siegel. Pour

n = 1 le domaine de Siegel est le cercle unité j�j = 1. L�équation de la résonance �s = �m

dé�nit une hypersurface complexe dans l�espace des valeurs propres Cn, appelée surface
résonnante.Les surfaces résonnantes sont discrètes dans le domaine de Poincaré. Les

points résonnants et les points non résonnants sont partout denses dans le domaine de

Siegel.

3.6.1 Linéarisation formelle

On étudie d�abord la forme normale formelle au point �xe d�une application.

Théorème 3.6.2 Si la collection des valeurs propres d�une application F n�est pas réson-

nante au point �xe de F , alors l�application x ! F (x) se ramène à sa partie linéaire

x! Ax par le changement formel de variable x = f (y) = y + :::

F � f = f � A.
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3.6. Forme normale d�une application au voisinage d�un point �xe

Preuve. Soit H (y) = y + h (y) ;où h est un polynôme vectoriel homogène de degré

r � 2. On a
H � A �H�1 (x) = Ax+ [h (Ax)� Ah (x)] + :::

où les points de suspension désgnent les termes d�ordre plus grand que r. L�expression

entre crochets est un polynôme vectoriel homgène de degré r, dépendant linéairement de h.

L�opérateur linéaire

LA : h (x) 7�! [h (Ax)� Ah (x)]

possède sur l�espace des polynômes vectoriels homogène les valeurs propres �m � �s et les
vecteurs propres h (x) = xmes ( comme toujours les vecteurs ek constituent la base propre

de l�opérateur A, xm = xm1
1 :::x

mn
n , xk, les coordonnées dans la base fekg ; les valeurs

propres de l�opérateur, par souci de simplicité, sont supposées distinctes ). Nous sommes

donc conduits à l�équation homologique

LAh =
�
v,

pour résoudre cette équation il faut diviser les coe¢ cients du développement de v par les

nombres �m � �s. Donc la condition de résonance s�écrit ici �s = �m.

3.6.2 Problèmes de convergence.

Les théorèmes de Poincaré et de Siegel admettent les généralisations suivantes au cas où le

temps est discret.

Théorème 3.6.3 (théorème de Poincaré) Si les valeurs propres d�un di¤éomorphisme holo-

morphe en un point �xe sont toute inférieures (ou supérieures) à l�unité en module et si

n�existe pas de résonance, alors cette application se transforme en sa partie linéaire par un

di¤éomorphisme biholomorphe local au voisinage du point �xe.

Théorème 3.6.4 (théorème de Siegel) Pour presque toute (au sens de la mesure de Lebesgue)

collection des valeurs propres de la partie linéaire d�un di¤éomorphisme holomorphe en son

point �xe, ce di¤éomorphisme se transforme en sa partie linéaire par un di¤éomorphisme

biholomorphe en ce point.

Plus exactement, pour qu�un di¤éomorphisme soit équivalent à sa partie linéaire, il su¢ t

que ses valeurs propres véri�ent les inégalités

j�s � �mj � c jmj�� ,
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3.6. Forme normale d�une application au voisinage d�un point �xe

pour tous les s = 1; :::; n, jmj =
X

mk � 2, mk � 0. Les collections de valeurs propres
véri�ant cette inégalité sont dites collections de type multiplicatif (c; �). L�ensemble des

collections de valeurs propres � qui ne sont pas de type multiplicatif (c; �) pour aucun c est

de mesure nulle si � > (n�1)
2
.

3.6.3 Cas résonnant

A toute résonance �s = �
m est associé un monôme vectoriel résonant xmes ( où es est un

vecteur de la base propre, xm = xm1 :::xmn
n , xk les coordonnées dans la base propre).

Théorème 3.6.5 (théorème de Poincaré-Dulac) L�application formelle x 7! Ax + :::, où

la matrice de l�opérateur A est diagonale, se ramène par le changement de variables formel

x = y + :::, à la forme normale y 7! Ay + w (y), où la série w est constituée uniquement

de monômes résonnants. Si les valeurs propres de la partie linéaire de l�opérateure A sont

toutes inférieures (ou toutes supérieures ) en module à l�unité, alors l�application holomorphe

x 7! Ax+ :::, se ramène par un changement de variables biholomorphe à une forme normale

polynômiale composée uniquement de termes résonnants.

Dans le cas résonnant la méthode de Poincaré est généralement utilisée pour réduire à

la forme normale un nombre �ni de termes de la série de Taylor d�une application en son

point �xe.

Exemple 3.6.2 Soit une application de C dans C, de point �xe 0, et dont la valeur propre
� est racine n�ième de l�unité . cette application s�écrit dans un système de coordonnée
convenable

x 7! �x+ cxn+1 +O(jxj2n+1).

Pour � = �1 par exemple, cette application devient

x 7! �x+ cx3 +O(jxj5).

Cette formule permet d�étudier la stabilité du point �xe d�une application réelle.

En e¤et, le carré de cette application est

x 7! �x� 2cx3 +O(jxj5).

Donc, si c > 0, le point �xe 0 est stable.

Par la suite, les premiers pas de la méthode de Poincaré permettent d�étudier la stabilité

du point �xe dans le cas où l�approximation linéaire est douteuse.
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4

Conclusion

Au cours de ce mémoire, nous avons étudié l�équation di¤érentielle

�
X = f (0) , f (0) = 0 (1)

autour de son point d�équilibre X = 0

Dans la section 3.1, nous avons vu que, peu importe la nature de f , nous pouvons, jusqu�à

un ordre �ni (plus petit ou égal à l�ordre de di¤érentiabilité de f), ramener l�équation

(1) à une forme polynômiale (linéaire s�il n�y a pas de résonance) et que, si Df (0) est

diagonalisable, les seul monômes restants sont des monômes résonants.

Pour se débarrasser du reste-aussi petite soit-il-, il nous a fallu ra¢ ner nos hypothèses

de départ et ce, plus particulièrement en ce qui concerne la nature des valeurs propres de

Df (0).

Dans le cas où f est analytique (complexe ou réelle), on a vu que, si les valeurs propres de

Df (0) sont dans le domaine de Poincaré, le théorème de Poincaré-Dulac nous permettait

de ramener l�équation (1) à une forme polynômiale comportant seulement des monômes

résonants ou linéaires, dans le cas de non-résonance.

Si les valeurs propres de Df (0) ne sont pas dans le domaine de Poincaré, la condition de

non-résonance, su¢ sante pour une linéarisation formelle, s�est avérée insi¢ sante pour une

linéarisation par changement de variable analytique. Ce à quoi nous sommes parvenu par

le théorème de Siegle, qui suppose que les valeurs propres de Df (0) sont de type (C; v) et

que Df (0) est diagonlisable-cette dernière condition n�étant pas requise pour le théorème

Poincaré-Dulac.

L�étude de formes normales autres que linéaires ou polynômiales (toujours dans le cas

de f analytique) ainsi que les di¤érentes conditions d�existence de changement de variable
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4. Conclusion

formelle, analytique ou autre, pour y parvenir a été faite dans l�article de Brjuno (1971),

cité en référence.

Dans le cas où f est réelle, C1 ou Ck, nous avons démontré la linérisation par un change-

ment de variable C1 que dans le cas le plus simple: celui où Df (0) est diagonalisable et

où ses valeurs propres sont non résonantes et situées dans le domaine de Poincaré. D�autres

résultats plus complets, ainsi que leur démonstration (en grandes lignes), sont exposés dans

les articles de Sternberg [5] et [6]

Notons pour �nir qu�il y a eu di¤érentes études de formes normales pour l�équation (1)

dans le cas où la matrice Df (0) a une forme bien précise et une dimension donnée: par

exemple, dans l�article de Takens (1973), cité en référence.
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