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Chapitre 1

Introduction

Le principe d’incertitude généralisée (GUP) est une caractéristique commune a tous les
candidats les plus prometteurs de la gravitation quantique. En effet, la théorie des cordes, la
gravitation quantique & boucles, la physique des trous noirs, et la géométrie non commutative
(basée sur une compréhension plus profonde de la nature de I’espace-temps a I’échelle de Planck)
convergent toutes vers la nécessité d’une modification du principe standard de Heisenberg, et
par conséquent vers l'introduction d’une longueur minimale de 1’ordre de la longueur de Planck.
Il a été montré que les mesures en gravitation quantique doivent étre régies par un principe
d’incertitude généralisée [1 — 11].

En mécanique quantique habituelle, les observables physiques sont décrites par des opéra-
teurs agissant sur ’espace des états de Hilbert. Les plus fondamentales, ’opérateur de position
X et Popérateur d’impulsion P vérifient la relation de commutation canonique :[X, P] = ih, ou
h est la constante de Planck. Discutons maintenant comment introduire une longueur minimale
dans la mécanique quantique standard. Les travaux originaux sur cette approche sont dis a
Kempf et ses collaborateurs [12, 13] sachant qu’en mécanique quantique ordinaire, le principe
d’incertitude de Heisenberg (HUP) est donné par : AXAP > % En mécanique quantique géné-
ralisée la relation de commutation canonique prend la forme [X, P] = ihf(P), ou f(P) est une
fonction arbitraire de P. En assumant une situation isotrope et I’exigence de protéger 'algebre
standard de Heisenberg au plus bas en P2, la version la plus simple d'une algébre déformée

capable de produire une longueur minimale est [12] :



(X, P] = ih(1 + BP% + ...). (1.1)

L’existence de la longueur minimale signifie qu’il n’y a aucune possibilité de mesurer la
position avec un ordre de précision plus petit que la longueur minimale. En outre la notion de
localisation est aussi perdue, ce qui induit un grand changement dans la fagon de construire un
espace de Hilbert des états acceptable physiquement.

Dans le chapitre 2 on étudiera avec détails les relations de commutation déformées non
covariante et covariante et on déduira dans chaque cas la longueur minimale. Dans le cha-
pitre 3, nous allons étudier 1’équation de Klein-Gordon dans le cadre du principe d’incertitude
généralisé. Grace a une représentation des opérateurs position et impulsion généralisé nous
déduisons 1’équation modifiée de Klein-Gordon en utilisant 1’algébre déformée invariante de
Lorentz développée par Quesne et Tkachuk [14, 15]. Nous étudierons différentes propriétés et
nous déduiserons particulierement la densité de probabilité ainsi que la densité du courant de
probabilité de la particule de Klein-Gordon. Ensuite, nous étenderons notre étude a une parti-
cule spinorielle en étudiant la généralisation de 1’équation de Dirac en présence de la longueur
minimale. Dans ce chapitre, nous obtenerons le spineur de Dirac pour une particule libre, ainsi
que la densité de probabilité et la densité du courant de probabilité. Dans les deux cas, par-
ticule de Klein-Gordon et particule de Dirac nous montrerons que les masses physiquement
acceptables n’existent que si le parameétre de déformation vérifie la contrainte § < m. Le
chapitre 5, qui constitue 1’essentiel de ce mémoire est consacré a 1’étude du paradoxe de Klein
pour une particule scalaire et au calcul des fonctions d’onde et spectre d’énergie d’une particule
de Dirac confiné dans une boite de potentiel unidimensionel. Enfin, dans le chapitre réservé a

la conclusion, nous discuterons des résultats obtenus ainsi que de leur validation.



Chapitre 2

Algébres généralisées

2.1 Principe d’incertitude généralisé

Toute les théories et approches candidats potentiels pour une théorie quantique de la gra-
vitation prédisent 1’existence d’une longueur minimale au-dessous de laquelle on ne peut plus
sonder les particules a cause des effets gravitationnels forts qui se feraient sentir & trés petites
distances et déformeraient 1’espace-temps [1, 2, 4, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

Un prototype de longueur minimale est donné par la relation [12]

lnin = T/, (2.1)

ou [ est un parametre petit et positif. Cette relation redonnerait aux particules leur vraie
nature d’étre non ponctuelles et débarrasserait la théorie quantique du lourd fardeau qu’est
I’énergie infinie du vide ou la catastrophe Ultra-Violette. Une des approches théoriques pour
exploiter cette longueur minimale est de I'intégrer dans la théorie quantique, a été investi par
Achim Kempf et ses collaborateurs [12] en proposant une mécanique quantique déformeée basée
sur une généralisation non triviale de la relation de commutation canonique entre les opérateurs
position et impulsion X et P. La premiére mission théorique de cette relation de commutation
généralisée [12, 13, 24, 25, 26| est d’aboutir au moins & une incertitude minimale non nulle

sur la longueur et/ou sur 'impulsion.
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La plus simple version de la relation de commutation généralisée est donnée par [12] :
(X, P] =ih(1+ BP?), (2.2)

avec P?> = P2+ P’ + P?. Le membre a droite de (2.2) pourrait étre une fonction beaucoup plus

compliquée de P et de X. Une généralisation possible en est la suivante :
(X, P]=ih(1+ f(P?)). (2.3)

Ou f(P?) est une fonction de P? afin d’assurer I'invariance par rotation, et qu’il est naturelle
de retrouver la relation de commutation standard a basses énergies, f(P) — 1 pour P — 0.

Dans la cadre de ces hypothéses, on peut développer f autour de P =0 :
f(P)=1+pBP*+0(P"), (2.4)
ce qui permet d’obtenir au premier ordre en 3 le principe d’incertitude généralisé (GUP) :
AXAP > %h (14 BAP?). (2.5)
De cette relation on déduit I'incertitude sur la position

1 (1
AX > Sh (E + mp) . (2.6)

Comme on peut le voir sur la (2.1). Les valeurs possibles de AX et AP sont situées au-dessus

de la courbe rouge. On peut voir qu’a basse énergie on retrouve l'incertitude habituelle sur la

position
h 1
AX 2 —— 2.7
~ 2AP’ (2.7)
alors qu’a haute énergie l'incertitude sur la position se comporte comme
h
AX 2 §6AP. (2.8)

Cette derniére relation exprime un mélange entre le secteur IR et le secteur UV. Ce mé-
lange UV/IR a été déja trouvée dans plusieurs contextes tels que : la théorie non commu-
tative des champs [28, 29, 30], la correspondance Ads/CFT [6, 27], la gravitation quantique
1, 2, 4, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].
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Revenons a la relation (2.6). Prenons I’égalité et dérivons par rapport & AP :
0AX h 1
= —— =0. 2.9
OAP 2< AP2+5) (2.9)
Cette équation conduit naturellement a la définition d’une longueur fondamentale minimale

donnée par

Enfin, pour terminer cette section nous compléterons la nouvelle algébre par les relations de

commutations suivantes :

[P, Pl =0, (2.11)

et
[XZ-, Xj] = 2thf3 (PZ-Xj — PJX,) ) (2.12)

Dans cette algébre les opérateurs du moment angulaire sont alors définis par

_ bBX; - BX;

L;ij = (1 N 5ﬁ2> ) (2.13)

Comme on peut le constater, I’existence d’une longueur minimale implique que la notion de
localisation dans I’espace des positions est complétement perdue. Cette constation a d’énorme
répercussions sur la facon de définir 'espace de Hilbert des états physiques. Pour y remédier
a cette situation on peut chercher ce qu’on appelle des états de localisation maximale qui

proteégent la longueur minimale [12, 31].
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Relation d'incertitude généralisée

|0ngueur minimale Realation d'incertitude

FRALSILARERIE T %A IEERSNSD RO ELE LA

(AX) min ordinaire

FIGURE 2.1 - Les lignes rouge et verte sont respectivement ’évolution de l'incertitude sur
la position avec 1’énergie dans le cas du principe d’incertitude de Heisenberg et dans le cas du
principe d’incertitude généralisé, respectivement. Comme on peut le remarquer, le dernier cas

implique I'existence d’une longueur minimale au dessous de laquelle la matiére et insondable.

2.2 Relations de commutation relativistes

En 2006, une version covariante de I’algebre déformée de Kempf a été introduite par Quesne
et ses collaborateurs [14, 15]. Dans cette algébre les quadri-opérateurs position X* et les quadri-

opérateurs impulsions P vérifient les relations de commutation suivantes :

(X", PY] = —ih [(1 — BPPP,) g — B PrPY] (2.14)
v = = O IR e e, (2.15)
[P, P] =0, (2.16)

ou v = 0,1,2,3 et 3,3 sont deux parameétres de déformation qui sont supposés positifs
(ﬁ B> 0) . En termes de la longueur L, la masse M et temps T les paramétres de déformation

S et B ont les dimensions M —2L2T2.
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Quand on utilise la métrique de Minkowski, on prend la convention
G = Ny = diag (1,—1,—-1,—1). (2.17)

Comme on sait qu'un mécanique quantique, deux opérateurs canoniques A et B vérifient la

‘<[A,B]>‘. (2.18)

relation [32]
(AA)(AB) >

DN | —

On peut écrire pour X et P :
(AX)(AP)Z%K[X,PD’. (2.19)

Au premier ordre du parameétre 3, cette relation prend la forme :

(X ) (aP) > o|(~in[a - sper) — 5 (PY])]. (2.20)
> g ([L=8(RP"+ )~ 8 (P)]) (2.21)
=g s {{e) X ()} - S
Fn utilisant la définition de I'écart quadratique moyen : (AP)? = (P2) — (P)? on peut écrire :
(AX ') (APY) > g 1 —5{ > ; (AP (PY) }} =8 [(aP) + (PY .
(2.23)

En supposant que AP est isotrope (AP? = AP, i = 1,2,3), on obtient :

3
(AX ') (AP) > g e {< (P> -3 <Pj>2} + (P + 38+ 8)(AP)?|. (2.24)
j=1
Finalement on aboutit & une équation quadratique donnée par :
(AX ) (AP) > (35 +58) (AP)? + g (1-8< (P> +1), (2.25)

avec 7y est une constante positive qui dépend de la valeur moyenne de 'impulsion :

v=B (P +8Y_(P)". (2.26)
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Pour un (AX) fixe, 'inégalité (2.23) est satisfaite dans l'intervalle [AP_, AP,] ou :

_(axy (AX 2 (1- < (P > 1)
A =res ) T \/ﬁ2(35 5 GE+F) (2.27)

La plus petite valeur de (AX) est celle qui correspond a une racine double, c.-a-d., AP_ = AP, ,

soit :
(AX )2 (1-B< (P >+y) _0
h2(36 4 ') 33+4) ‘

De cette équation on tire

(AX D = /(38 + 8) {1 = B [< (PO > X (PiY?] + 8 (P2}, (2.28)

La valeur minimale (AX) correspond & ((P?) = (P") = 0). Alors :

min ?

(AX) i = (AX Vi = h\/(3/3 +8)[1-B8< (P >], ie{l,2 3}. (2.29)

Par rapport au résultat de Kempf [24], il y a un facteur additionnel \/ 1 — 3 < (P°? > réduisant
ainsi (AX)_. . Pour ' = 23 la longueur minimale isotrope devient (AX?) .~ f\/53.

Nous pourrions aussi formellement utiliser la relation d’incertitude de Heisenberg pour le
temps et I’énergie et examiner ’existence possible d’une incertitude non nulle. Nous allons,
cependant, s’abstenir de le faire, parce que pour le couple temps-énergie I'incertitude a un
statut particulier dans la mécanique quantique. Il ne découle pas de la relation de commutation
de deux opérateurs, mais exige une recherche plus soigneuse et plus détaillée, ce qui nous semble
en dehors du cadre de ce mémoire.

Dans le cas particulier 5 = 273, les opérateurs de position X* commutent au premier

ordre de 3, c.-a-d., [X*, X”] = 0. Dans une telle approximation linéaire, ’algébre déformée de

Lorentz-covariante donnée par

[X*, P'] = —ihi(¢" (1 — BP,P") — 26P"P"), (2.30)
[X*, X"] =0, (2.31)
[P*, P"] = 0. (2.32)

Dans ’espace des positions, ou X* et P* agissent sur les fonctions ¢ (z) = < z | b >. Ces

opérateurs peuvent étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs z* et p*, qui
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vérifient la relation de commutation canonique :
[;EM’pV] = _Z‘hgﬂl” [qu,p,/] = —Zhéﬁ . (233)

Alors on peut trouver une représentation de X* et P* qui vérifie la relation de commutation

modifiée (2.2) et vérifient les équations (2.30) et (2.32)

XM =t (2.34)

Pt = (1 - pp*) p", (2.35)

ou zt, pt = iha% = (hot et p? = pop* = (p0)2 — ??



Chapitre 3

Equation relativiste généralisée de

Klein-Gordon

ce chapitre est en partie basé sur la référence [33].

3.1 Equation généralisée de Klein-Gordon

L’équation de Klein-Gordon pour une particule de spin 0 et masse m au repos est donnée

par [35]
m2c?
(D + 0 ) o(x) = 0. (3.1)
Ou [ est I'opérateur d’alembertien, 1 = 9,0" = C%g—; — A, qui est un invariant scalaire.

Le quadri-opérateur d’impulsion est défini par :

(1SN e,
i <c 5 thV 1ho*, (3.2)

ce qui permet d’écrire
(pup — m*c®) ¢(x) = 0. (3.3)

L’équation de Klein-Gordon se généralise & toutes les particules de spin entier, les bosons,
qu’elle décrit d’ailleurs correctement. Par contre, elle n’est pas applicable aux particules de
spin demi-entier.

Dans la suite on va généraliser I’équation de Klein-Gordon dans le cas ot 'opérateur d’im-

pulsion p* est remplacé par I'opérateur d’impulsion déformé P* donné par (2.35), en effectuant
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la substitution p* — P* dans (3.3) on obtient

[(1 — ﬁpQ) Du (1 — ﬁpQ) Pt — mQCQ] o(z) = 0. (3.4)

En négligeant les termes d’ordre 32, on obtient

(ﬁuﬁu - QBﬁuﬁuﬁuﬁy - mQCZ) qb(x) =0. (35)

ou bien

m2c?

= ) é(x) = 0. (3.6)

Ainsi I’équation généralisée de Klein-Gordon prend la forme

(auaﬂ + 28h* (0,0") (0,,0") +

by m2c?
(D + 28R°0° + 2 ) o(z) =0, (3.7)
ou le terme 2372002 dans (3.7) est considéré comme une correction gravitationnelle dtie & une
théorie de la gravitation quantique.

L’équation d’onde (3.7) est une équation d’onde relativiste de quatriéme-ordre qui dans la

limite § — 0 reproduit I’équation ordinaire de Klein-Gordon.

3.2 Densité de probabilité et de courant modifiés

Nous allons déterminer la densité de probabilité et la densité du courant de probabilité
de I'équation de Klein-Gordon généralisée en présence d’'un potentiel scalaire V(7)) = Vj.

Récrivons d’abord 1’équation standard de Klein-Gordon (3.1) en présence d’un potentiel

2
[(m% — v0> + 02h2V2] ¢ =m>c'o. (3.8)
En effectuant la substitution p* — P = (1 — Bp?) p*, dans (3.8) on obtient
2 2 2 2 21 2 Vo 2
— (14 28r°0) 950 + (1 +26R°0) V¢ — h—cv0 (1+ pr*0) dog + ﬁqﬁ = k29, (3.9)

mc

+< est le vecteur d’'onde de Compton.

ou k. =
Prenons le conjugué complexe de (3.9)

. 2
— (1+26r°0) 959" + (1 +2BR°0) V?¢* + 2—7;1/0 (1+ pR°0) Go™ + % *=k2o*, (3.10)
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et multiplions (3.9) a gauche par ¢* et (3.10) a droite par ¢, et faisons la différence. 1l vient
alors
—¢* (14 28hR%0) 02¢ + ¢ (1 + 28kr%0) 92¢* — ¢ (1 + 28R*0) V2¢* + ¢* (1 + 26h20) V3¢
— Vo (0" (1+ BI°0) Qo6 + & (1 + BI°D) O] = 0.

(3.11)
En effectuant quelques manipulations et en comparant avec 1’équation de continuité
ap+vj—o;»a] n=0, (3.12)
ot
ou
= (0 7). (3.13)
on déduit la densité de probabilité
_th . z’ 2
+ 281 {aﬁ* 6~ o > 2 (V¢*vi¢ - VoV )
d(ct)? O(ct)? O(ct) O(ct)
0 0?2 o ., 0
o) oz’ " aen? o’
Vo [, O 0%, 0 J . .
o (¢ GO G A 1) ’ (3:-14)

et la densité du courant de probabilité
J =56V —¢'Vo)
2 2
~opp? {w%* L5V 4 VEVRG - VR 2 (w%w - ¢*V%¢)
iV
2’0 __ 3.15
+h<¢ Seg? + <>¢’)]} (3.15)

Il est facile de voir que la limite 8 — 0, reproduit les expressions standards de la densité de

probabilité et de la densité du courant de probabilité.

3.3 Les solutions de I’équation généralisée de Klein-Gordon

L’équation généralisée de Klein-Gordon pour une particule libre est donnée par (3.7)

(8,0") + 2812 (8,0") (9,0") + (%)2} = 0. (3.16)
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Nous allons chercher des solutions sous la forme d’ondes planes :
¢ = Aexp (—ikz), (3.17)

ou A # 0 est une constante complexe.

En substituant (3.17) dans (3.7) on obtient

2 m2c?
(25}12 (k)" =k + = ):0, (3.18)
ou
2 u E 2_—>—>
k2 = kk _(C) s (3.19)

En résolvant I’équation (3.18) par rapport a k% on obtient deux solutions

[(1 + 2v/2mc) + (1 — 2¢/2Bmce) + 2(1 — SBmQCQ)%] c?

K2 = 3.20
+ 83h2c2 ) ( )
et
) [(1 + 2v/28me) + (1 — 2y/28me) — 2(1 — 8ﬁm2c2)%] c?
k= = : 21
: S (3:21)
Il est utile maintenant d’introduire la masse a travers le vecteur d’onde de Compton :
9 (Mmyc\?2
kL= (—h ) : (3.22)
K2 = (m‘c)2 (3.23)
—_ h/ . .

ol les masses effectives non dégénérées m et m_ sont données par les relations suivantes :

(1 + 2v/2B8me)2 + (1 — 24/2Bme)2

my = NeIE , (3.24)
et
_ (1+2¢28mo)t — (1 - 2v/2Bme)t (3.25)

- 2y/2h¢

Du point de vue de la mécanique quantique, les équations (3.24) et (3.25) indiquent que le
champ de Klein-Gordon est associé a des particules ayant les masses efficaces m, et m_. Pour

éviter que des particules de masse complexe apparaissent, on impose la condition

1

< gas (3.26)
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En restaurant les unités A et ¢, cette relation s’écrit

he
AX ) pin < ————. 3.27
(AX) W (3.27)
11 faut noter que pour (AX )i, = Ngﬁ les masses effectives sont égales, m, = m_ = v/2m. En

utilisant les équations (3.19), (3.22) et (3.23). On obtient les relations de dispersion suivantes

2
(hw,(j)) =m2ct + CRE k. (3.28)
2
(hw,(;)> —mid 1 ERE k. (3.29)
Avec ESY) = hw,ii) et hk = | 7’|, les relations (3.28) et (3.29) s’écrivent comme :
E? =m2ct + A7), (3.30)
EC? =m2ct + 2|7 (3.31)
En faisant un développement au premier ordre en 3 on obtient :
1 22
m. = _mv2he (3.32)
V20¢ 2
et
m_ =m (14 fm*c?). (3.33)

Par conséquent, dans la région asymptotique f — 0 la masse effective m_ dans I’équation

(3.33) se réduit a la masse ordinaire m. L’insertion de (3.33) dans I’équation (3.31) donne

Ez(>_)2 = m?c + AP+ 28mAS. (3.34)

Quand [ = 0, I’équation (3.34) devient la relation bien connue d’impulsion-énergie d’Einstein

de la relativité. D’autre part, la masse effective m diverge pour /5 petit dans I’équation (3.32).



Chapitre 4

Equation relativiste généralisée de

Dirac

ce chapitre est en partie basé sur la référence [34].

4.1 Equation de Dirac

[’équation de Dirac est une équation formulée par Adrian P. Dirac en 1928 dans le cadre
de la mécanique quantique relativiste de 1’électron. Il s’agit au départ d’une tentative pour
incorporer la relativité restreinte dans la théorie quantique, avec une écriture linéaire entre la

masse et 'impulsion,

ih%zﬁ(?,t) = Hpp(7,t), (4.1)

ol ’'Hamiltonien de Dirac pour une particule libre est :
Hp =ca7p + Bmd, (4.2)

oll m est la masse de la particule, c la vitesse de la lumiere, A la constante de Planck réduite,
7 et t sont les coordonnées de I'espace-temps, et (7 ,t) une fonction d’onde & quatre com-
posantes (La fonction d’onde doit étre formulée par un spineur a quatre composantes, du fait
des exigences de la relativité restreinte).

Pour une particule de spin %, les matrices o, oy, o, et B sont des matrices 4 x 4 agissant sur

le spineur 1), et appelées matrices de Dirac. Qu’on peut aussi exprimer en termes des matrices
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de Pauli. Dans la représentation de Dirac (d’autres représentations sont aussi possibles, comme

la représentation de Weyl et la représentation de Majorana), on a :

0 001 0 0 0 —¢ 0 0 1 0
0010 0 0 2 0 0 0 0 -1
y = , Oy = , Q= , (4.3)
0100 0 — 0 0 1 0 0 0
1 000 0 0 0 0 -1 0 O
et
10 0 0
. 01 0 O
f= (4.4)
00 -1 0
00 0 -1
En notation compacte on a :
3 I 0 0 7
B = .o = , (4.5)
0 -1 7 0
ol les &; sont les "matrices de Pauli", est 1 la matrice unité définie par :
01 0 —2 1 0 R 1
(5’1: 5 6'2: 5 6'3: ,1: . (46)
10 1 0 0 -1 01
Dans la représentation des coordonnées on a p = —ih?, et dans ce cas 1’équation de Dirac
s’écrit :
L0 e —
zhaﬂz(r,t) :c[—zhoz.v + pme| (', t). (4.7)

Dans ce cas la fonction d’onde dans (4.7) doit étre généralement un 4-vecteur donné par

Yi(7)
o) = w(myeim = | P g (48)
s(77)
Ya(77)
la substitution de ce vecteur dans (4.7) donne
EY(T 1) = (@ P + Bme)p(T, 1), (4.9)

qui est ’équation relativiste stationnaire de Dirac pour une particule libre.
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4.2 Equation généralisée de Dirac

4.1.1 La forme covariante de I’équation de Dirac

Dans le but d’écrire I’équation de Dirac sous une forme explicitement covariante, on intro-

duit les matrices de Dirac y* :

A 0 I O , 0 o A
=7 = ) ,VZ: ) 0/:57Z; 221,2,3. (410)
0 -1 —o0; O
Partons de I’équation
0 OD(Tt .
iho (T 1) = —ihcaz% +mBe(T 1), (4.11)
et posons ct = 2%, on obtient
(0 + a8 (T, t) — meB(T 1) =0, (4.12)
et en multipliant & gauche par Bona:
ih(B0o + Bald) (T, t) — me (T, t) = 0. (4.13)
En utilisant les propriétés suivantes :
=" T =aft =alf = -, (4.14)
2 i\ 2
GO =1 () = -1 (4.15)
(4.16)

YA+ = 24",

ol le « slash » de Feynman est défini par 4 = v"a,,, on aboutit a I’équation de Dirac covariante :

(ihy"8, — me) (7, t) = (ih ) —me) (7, t) = 0. (4.17)

4.2 Equation généralisée de Dirac
La généralisation de I’équation de Dirac dans la mécanique quantique relativiste en présence

d’une longueur minimale se fait en substituant p* — pro= (1 — 8p?) p*. Dans l'espace des

positions, 'opérateur d’impulsion pr agit comme
0
(4.18)

D — (1 — B2 ih—
P _(1 Bp)zhaxﬂ,
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et 'opérateur des positions Xn agit comme :

XM =g (4.19)
oul'on a :
s () = ih-2-1) (x ,
Py (z) = ihg v () (4.20)
it (x) = 'y (x).
Ce qui finalement donne I’équation de Dirac modifiée
(V" (1 = Bpup”) . — me) (7, ) = 0. (4.21)

4.2.1 Densité de probabilité et densité du courant de probabilité

Ecrivons d’abord I’équation de Dirac généralisée avec un potentiel scalaire défini V(?) =

Vo :
V(7)

ik (1—Bp ) —— ¢ =—ih (1 - Bp?) & vw Bmey + . (4.22)

( t)

Maintenant, nous voulons construire le quadri-vecteur densité de courant et ’équation de conti-
nuité.

Utilisons p? = —h%0. et multiplions (4.22) par ¥, et nous obtenons :

it (1 + pR°0) %@w = —im' (1+ r’0) AV — o fmey + @w, (4.23)
on prend la forme adjointe de (4.22) :
—ih (14 8r°0) %M _ih (14 BR0) Vol (3)" — mep* Bt + Lyt (4.24)

— — ~ ~
que I'on multiplie & droite par ).comme (& )T = & et 3T = 3, on obtient :

V(T)

—ih (1+ BR°0) = = i (1+ BR20) Vi (&) — meyt BT + Y, (4.25)

d(ct)

en soustrayant (4.23) de (4.25), il vient :

{W (1+ Br°0) %1# + ((1 + Br*0) %w*) w]

[0 (@ @ om0 Fo) + (14 00) Fof) Gl (426)
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Explicitant I'invariant de Lorentz [ = C%g—; — V2, pour obtenir :
0 0 0
_9 w2 (o )y 9 i
g [+ o (Voo (o) - st o
179 Ty (2 Ty i
+ Oéa(ct)vw—i_ (8( )Vw) a4+ V Vwﬂ
_ S lotaw sz (viv 2 o 9 g 20 &
\Y {1/1 & — BR? 4 Va<ct)w+ Va(ct)w Y+t a Vi 4+ (V2T) ay
9t AT 0 = 9 4.2
V) aVz/J—Fa(Ct)z/J a@(ct)w ) (4.27)
En comparant cette équation avec ’équation de continuité
dp
= 4.2
a5 +Vy Jj =0, (4.28)
on déduit la densité de probabilité
0 0
p= |Vl + pr? (W ( @DT) Y — Pt ——1
{ 0 (ct)” d (ct)* d(ct)” O(ct)
+ a0 Ty (- Ft) Gu+ Vel vy (4.29)
d (ct) d (ct) ’
et la densité de courant de probabilité de I’équation déformé de Dirac
= ta 2 (09 A t. A2 200 ¢ d
j = (Ylecay — R ¢ Vaz/z—l— Vad} v+ YleaV 1/1+(V (0 )com/J
_Veicaves 247l
Viplea Vip + atl/} Qo : (4.30)
On peut aussi écrire ces deux relations sous la forme
P = pPo + PG, j j +;G7 (431)
ol pg, je sont des corrections dties & la gravitation a travers le couplage 3.
4.2.2 Fonctions d’onde
Rappelant que ’équation modifiée de Dirac pour une particule libre donné par
(Y (1 = Bpup”) ' — me) (7, ) = 0. (4.32)
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Nous savons que la solution générale de 1’équation précédente doit étre une superposition
d’ondes planes, et que ces solutions doivent étre des fonctions propres de 'opérateur d’im-

pulsion
YT t) = py(T 1), (4.33)
Ici P est seulement le vecteur d’impulsion, un ensemble de trois nombres. Pour décrire une

particule libre, nous recherchons une solution de (4.21)

BT = U(F)ewp | £ (77 £0) (434)

ott U(P') est une quantité & quatre dimensions.

4.2.3 Solutions des particules libres

Dans la suite nous allons substituer (4.34) dans I'équation de Dirac modifié pour déterminer
U(7), et quelles contraintes doivent étre placées sur U et p pour s’assurer que I'équation de
Dirac modifié soit toujours satisfaite.

Nous allons faire ceci pour un cas trés spécifique. Une particule libre se déplace avec une
vitesse constante sur un chemin droit. La géométrie de référence est telle que la particule se
déplace dans le plan xy, et 'axe des z est perpendiculaire a la direction du mouvement.

On a:

(00 Uy
U ——
L I LU {’ phr ] , (4.35)
V3 Us
(N Uy
que nous allons substituer dans I’Hamiltonien de ’équation de Dirac modifié,
(v (1 = Bpup”) pu — me) Y(77) = 0, (4.36)
avec
V(F) = “U(F) o exp | L | () (4.37)
Pu i P e P e ' '
En mécanique quantique relativiste on définit le 4-vecteur énergie-impulsion par p* = (%, )
et donc :
v E2 —2
pp’ =——7p° avec pu,v=0,1,2,3. (4.38)
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En remplagant dans 1’équation (4.21), on obtient

0,0  ——= OE_2_—>2 1E_2_—>2
P =) =B (v =PItz — P
2E2 —2 ?,E2 —2 —
+ (s = Pt (g = P ps ) —me (7, 1) = 0. (4.39)

Dans le plan (z, y), I’équation (4.39) s’écrit sous forme :

(29" =)

(4.40)
-3 ((E—f — P20 + V'S — A P+ - 72p272> - mc} (7, t) = 0.

En posant 7 =~%a’ et p° = £, on obtient la forme de I'équation de Dirac modifié s’écrit dans

I’espace des positions,

['yo(g — (wpe + aypy)) — B {70 (— - ) (% — (0P + aypy>:| - mC} (7, t) =0.

(4.41)

Nous allons chercher des solutions de la forme (4.41). Avec la représentation de Pauli-Dirac

nous obtenons

10 0 O
E? 01 0 O
(1 —B(— — 720
00 -1 0
| 00 0 -1
% 0 0 — (P2 — Zpy)
0 % - (px + Z‘py) 0
0 —(pe — Zpy) % 0
— (P + ipy) 0 0 B
¢l(7>7 t)
Tt
—mcl} (T (4.42)
¢3<?7 t)
7/}4(?7 t)
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En développant les calculs, on obtient :
E (1 BB -7 - mC) Ui (T, t) — (pe — ipy) (1 B85 - ?2)) $a(7,1) = 0,
E (1= (5 — %) = me) a7 1) - %ﬁww@ B = T%) Us(T,6) =0,
~E (1= B = ) 4 me) Us(T0) + (e — imy) (1= B = F2)) val(7,1) = 0,
~E (1= B = P2+ me) a(T0) + (e +ipy) (1= 85 = 52)) ¢1(7,1) = 0.
\
(4.43)

Pour un électron libre, nous savons que la solution est donnée par (4.43).

——

Et
b, = Uy exp (z phr > exp (—z?) Ck=1234

avec Uy les composantes du bispineur de Dirac.

En calculant leurs dérivées par rapport a t :

ﬁ?) < Bt
5 exp | —t—

h

Zhat'gbk = ZhatUk exp (Z ) )

——

Et
= FEU exp (z phr > exp (—2?) ,
et avec
P+ = Pz :l:ipya
il vient
A 0 0 -C U,
0 A -D 0 U, [z'_>_>]
exp|-p r| =0,
0 C -B 0 Us h
D 0 0 -B Uy
ou
[E E E* _,,
A:_E_ﬁz(c_z_ )—mc],
[E E E?
B ——&47—zﬂ+m%,
e cc
- =
C = |1- 805 - 7]
- 2
D= 1605 - 7] -

Dans notre cas on a :

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
(4.50)
(4.51)

(4.52)
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Ou d’une maniére équivalente :
E E E?> —3 E?
LG P v s G- w—0 sy
E E E? E?
R R S R LA AR SN R (2
E? E E?
[(p_) - 5(6—2 - ?2)]9_] Uy — {— - B— . (0—2 —~7PH+ mc} Us; =0, (4.55)
E? E E?
D A L s SR VR LD
Nous pouvons combiner (4.53) et (4.56) pour obtenir :
U, [1 — Bp-(& - 72)] p- [% - BE(L -7 + mc} )
Ur  [£-pE(E -7 —mc] [1-8& -7)]p: '
a partir de laquelle on déduit :
E? E?
L0 = e |1 8 - 7
c c
E E E? E E E?
S R SR | B RGP R (458)
Au premier ordre en paramétre 3, on obtient
E? E?
L8 T - 8 - T -
c c
E _E F? ?
De cette équation on tire,
E* E* 2 2
<c_2_ ) 1—2ﬁ(?—p) —mc® =0, (4.60)
avec :
M 2 —2 hw ., A 2/(W\2 77 27 Lu 3212
pupt =p5— D :(7)—hk.hk:h((z)—k k) = hk,k" = R*k*. (4.61)
En remplagant (4.61) dans (4.60), on obtient :
m2c?
26R%(k*)? — k* + = 0. (4.62)
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Nous observons que pour § — 0, ’équation (4.62) conduit au résultat classique,
E? = c*p? +m*c, (4.63)

de solutions
E=+E,, E, =+/c*p2+m2c (4.64)

Comme il devrait I'étre. Les deux signes du facteur d’évolution de temps dans (4.64) corres-
pondent aux solutions d’énergies positives et négatives de I’équation de Dirac ordinaire.

Mais pour le cas  # 0, nous avons deux ensembles de solutions

E_==+E) | E{) =/ P2+ m2e? . (4.65)
E=xE" | EMY =\ /D2 + mic. (4.66)

L’équation (4.62) est de deuxiéme ordre en k2, dont les solutions sont données par :

[(1 + 2v/2Bme) + (1 — 2/2Bme) +2(1 — 85m202)%} c?

2
pu— 4-
ki 83h2¢2 ) (4.67)
|+ 2v2Bme) + (1 2v/2Bme) - 2(1 - 8pm2e)} |
k2 = o , (4.68)
ou bien sous la forme :
m4c\?2
K2 = (%) , (4.69)
9 (M-_C\?2
K= () (4.70)

ol les masses effectives non dégénérées m et m_ sont données par :

- i
my = 5 _\/1 +2¢/2Bme + \/1 - 2\/ﬁmc_ : (4.71)

et

- i
- = 375 _\/1 +2¢/26me — \/1 - 2\/%71(;_ . (4.72)

Ces relations (4.71) et (4.72) indiquent que le spineur modifié est associé aux particules ayant
les masses effectives m_ et m. . Pour éviter des particules de masse complexe, I’équation (4.71)
et (4.72) imposent que

1
8m2c?’

p < (4.73)
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qui est la méme contrainte trouvée précédemment lors de I’étude de I’équation de Klein-Gordon.

1

g2 les masses effectives sont égales, my =m_ = V2m.

De méme on note que pour [ =

Au premier ordre en 5 on obtient aussi :
m_ =m (1+ Bm?c?). (4.74)
Insérant (4.74) dans (4.65), et nous déduisons la relation de dispersion suivante :

E}E’ﬂ = 2|7 + m2c* + 28m*S. (4.75)

ce qui est une modification de relation d’Einstein pour une particule libre dans la relativité
restreinte.

Comme on vient de la voir, il y a deux solutions indépendantes de I’équation modifiée de
Dirac. Cela est évident du fait que, dans (4.53) et (4.56) nous avons seulement des conditions
sur les paires; Us et Uz sont découplées de Uy et Uy. Ceci est dii au fait que nous avons contraint
la particule & se déplacer dans le plan xy. Si nous avions permis a la particule de se déplacer
dans la direction z, les mathématiques du probléme seraient devenues un peu plus difficiles.

Notons les deux solutions indépendantes avec les indices (+) et (—) :

VT8 = U exp | gt | = U (F)eww |1 (77 - B0

(—)2

[Eﬂ(j) (1 — B(Ee — 72)) + mc]

et

Bien stir, a ce stade ces solutions ne sont pas normalisées.
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Ces fonctions propres du Hamiltonien sont également des fonctions propres de I'opérateur

impulsion :
(=) (-)2
|5 (18 = 7)) e
h 0 0 i
p (7 t) = - ) S P L—_Lpﬂ“} : (4.78)
(-)2
[1 — 5(Eiz - ?%] P+
Comme z* apparait seulement dans ’exponentiel, on obtient :
P (T 1) = pp (T 1), (4.79)

et le méme résultat si nous appliquons I'opérateur d’impulsion & (=) (7, ¢).

4.2.4 Spin de la particule libre

Nous avons trouvé les deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation de Dirac
modifiée dans ’espace libre. Il doit exister un certain opérateur qui permet de distinguer entre
eux (Feynman, 1962). Cet opérateur doit permuter avec I'opérateur d’impulsion. Cet opérateur
est l'orientation du spin. Parce que la particule se déplace dans le plan xy, nous pouvons
prendre ’axe de la quantification comme direction de z. Le spin total de la particule est %,
mais la composante suivant z peut prendre deux valeurs possibles. Il est simple de trouver les

valeurs propres de la composante z de 'opérateur de spin

1 0 0 0
. R rl o =10 o0
S =6, =— (4.80)
2 210 0 1 0
0 0 0 —1

Maintenant, nous allons considérer cet opérateur agissant sur les fonctions d’onde (4.76) et
(4.77) dans le cadre de la particule au repos, lorsque p, = p, = 0. En outre, dans le référentiel
au repos on a B ) = & (m?ct + 26m4cﬁ)%.

Nous devons avoir ES~) = (m2ct + 2ﬁm4cﬁ)% dans ce cas parce que sinon les fonctions

d’onde (4.76) et (4.77) disparaitraient pour la particule au repos. Donc, les équations (4.76) et
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32
(4.77) deviennent
=) (-3
|- — 52— + m]
0 —iEy
P(T 1) = exp | 2 (4.81)
0 h
0
En remplacant EI(,_) par sa valeur, ’équation précédente s’écrit
m204 m406
1-— ﬁ(t—zf) + mc]
264 L 9B3mAcb By
YT t) = Vmict + 2fmte 0 exp r (4.82)
c h
0
0
Au premier ordre de 3, la relation (4.82) aura la forme suivante
2mce
YT 1) = exp ( el ML (4.83)
0 h
0
On a aussi :
0
B g3
L — = +mc} _iEy
DT, 1) = ¢ S exp | 2 1), (4.84)
0 h
0

En remplacant E]g_) dans I'expression de ¥(7)(7”,¢), on obtient

0

(mc2+,6’m3c4) B 6(mc2+ﬂm3c4)(m2c4+2ﬁm4c€'>

3 + mc —9 (=)
YT ) = ‘ ¢ ] exp( Zip t). (4.85)
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On peut éliminer les termes & 'ordre 32, on trouve :

0
2me — 'E(’)t
DT t) = exp (2—” . (4.86)
0 I
0

On remarque que les effets de la longueur minimale ne se font pas sentir & 'ordre linéaire
en (3. Ces fonctions d’onde représentent tous les deux des particules (a cause de E,gf) =

1 . s . .
(m?c* + 2m*c5)?), mais nous pouvons différencier entre eux en opérant avec (4.80) sur chacun.

En effet :

1 0 0 O 2me
. h rl o =10 o0 0 ipy
ST ) = 250D (Tt) = = exp | =2 °|
2 210 0 1 o0 0 h
0 0 0 —1 0
o
= SU(T 1), (4.87)
D’autre part on a
1 0 0 0 0
A h Al 0O =1 0 O 2me )y
ST 1) = 25T t) = = exp | 2P
2 210 0 1 0 0 h
0 0 0 —1 0
P
= 50T 1), (4.88)

Ainsi nous pouvons maintenant entiérement interpréter ces fonctions d’onde de particules libres.
Elles sont les deux états d’énergie positifs, mais () (7”,¢) est un état de la rotation de la
particule vers le haut et w(_)(7, t) est un état de la rotation de la particule vers le bas. Bien
que cet opérateur différencié entre les deux états propres, notons que ces fonctions d’onde sont
seulement des fonctions propres de la composante z de la rotation dans le référentiel au repos.

Il s’avére que si la particule se déplace il est seulement possible de quantifier la rotation
clairement, en utilisant 'opérateur (4.80), dans la direction du mouvement. Une forme plus

générale de 'opérateur de spin.
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L’étape suivante est d’écrire les équations (4.53), (4.54), (4.55) et (4.56) sous forme de

matrice 2 X 2. Rappelant que p, = 0, nous pouvons écrire :

(-)2
El()ip —n | = — 0 N [1_5(@::2 _?2) b-
1_5( 5 _p) g.p = g2
¢ — [1-82— -7 ps 0
(4.89)
Et ainsi les équations (4.53), (4.54), (4.55) et (4.56) deviennent :
(—)2 (-) (—)2
E Uy E E Us
L=f(=5=—7) |77 = | = | 1-8(=5 =7 | +me :
& U2 C (& U4
(4.90)
et
E(*)Q Us E(*) E(*)Q Uy
. Sk = |2 (18— ) ) e
C U4 C C U2
(4.91)

Nous pouvons éliminer Us et Uy dans (4.90) et (4.91),

E(*)2 E(*) E(7)2
(1_/3( i _72))?7 ' (1=~ 7)) +me

2 c?

(=) (-)2
E E
- <1—ﬁ( . —?2>> —me

—1
ES? U

(1—5( - —7%) -7
c U

Ui
Us

2 (4.92)

Considérons les solutions (4.76) et (4.77). Elles ne sont pas normalisées, ainsi nous pouvons

multiplier par une constante arbitraire. Nous multiplions chacune d’elles par

By Ez(z_)<Ez(7_)2 —2
c Cc

-1
b~ — D )+mc} :

1
0
) { _
¢(+)(?,t) = U(+)(?) exp [—p#r#] = (,)S exp [ﬁ(?? _ Ez() )t)
[1—6(% —?%} (p+)
{E‘(i) (B e
(4.93)
Avec les spineurs x,, :
1 0
X = 7 X = (4.94)
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On écrit alors
1
X§
(-)2 '
YT 1) = 1-5(2; —*%)?5’ ) exp[%(5i7’—z%%) (4.95)
-3
[Eé) ERIE S b
De la méme maniére on a :
0
1
7 ) =U(p Lt = 1B )| LT - B
PO ) = U (W) exp (7o' ) = =z exp |+ (7.7 = B,7t)|
{EI(,C ) s EZ(Z ) (Eéc )2 ﬁ)erc}
0
1
X*E
1 E;(;_ 2 —o | = — Z — — (7)
= —B(Hz—=P%) )P L | exp ﬁ(p.r —E;7t) (4.96)
O (2 X?
(Eg——P?)+me

2

c

[ )
On procéde maintenant & la normalisation de ces fonctions propres. L’exponentielle est norma-

lisée de la facon standard. Ensuite, nous avons de y™y™ = 1. Ecrivons d’abord :

" XT3
NG 2 _\\= - = = \p
1_B<Epc2 R b1 | OXP [%(p.r —A f)t) - (4.97)
2
(P2 _?2>>+mc X

(P
2

=

3
§ [
Ici A = £1 caractérise les solutions d’énergie positives et d’énergie négatives avec les facteurs

d’évolution avec le temps F(y) = /\El(f). Les facteurs de normalisation N¥)dans (4.97) sont
(4.98)

déterminés a partir de la condition de normalisation :
ﬁ
[T s T 0 = 5,67 - B).
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En remplagant (4.97) dans 1'équation (4.98), on obtient :

ou on a utilisé le fait que

VT (F2) — 1 (4.100)
Grace aux relations
(@A) 7. B)= A.BI+id.(A x B), (4.101)
/ exp [%(7 . ?)7} &Br = 2rh? 5(P—p). (4.102)
on obtient
(F)2 2 (F)2 2
| DB (18 (5 = 77)) £ me] + 272 (128 (% - 7))
‘N(HF)‘ = 5 -1
AT (18 (B = 72) ) + et
(4.103)
A partir de cette équation on extrait la constante de normalisation :
[)\E(qt) (1—pmic?) + mcﬂ ’ v
) " -
N — o B PR
[)\EPJF (1—pm%ie?) + mcﬂ +c2p2(1— pmic?)
qui donne finalement le spineur modifiée de Dirac w;;)(?), t) :
(=) (1 _ 3,.2)2 .2 2]”
1 AE,” (1= B (m+ Bm3c?)” ) + mce

(27771)% [AEﬁ (1—8(m+ Bm3c2)? 32) + m62]2 +2p2(1-B(m+ Bm3c?)? 02)2

~1/2
X :
e S KA =2 [%(7? = )\Ezg)t)} . (4.105)
c4+c2‘?|2+237n4(;6 X

7”2
a7 (1-80 a —F?) ) +me?
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A la limite 5 — 0, on obtient le résultat standard [35],

_ 1 MNE. + mc? X71/2 1
7 ot) = lim (7. t) = P (DT = AE)| .
Ul 1) = Jim U (7. 1) ern)i | 2\E, SoEax exp | (BT — AE,t)

(4.106)
Pour § petit la masse effective m, dans (4.71) réduit a
1 2\/2
my = _mV2e (4.107)
V20¢ 2

ce qui diverge pour § — 0.

Ainsi, nous avons deux particules massives, I'un avec la masse habituelle m (Blinom_)
et autre est une particule de masse m,. Cette derniére conduit & une métrique indéfinie. Le
spineur généralisé de Dirac wg) (7", t) dans (4.97) qui décrit une particule avec la masse effective
m_ est entiérement nouveau et n’a pas des contre-partie dans I’équation <<classique>> de Dirac.
La caractéristique essentielle qui est responsable de I'existence du spineur généralisé de Dirac
wz();\r)(7,t) est que I’équation de Dirac modifié (4.21) est du troisiéme ordre dans les dérivés
d’espace-temps, sachant que ’équation ordinaire de Dirac est seulement de premier ordre dans
les dérivés d’espace-temps.

Avant de clore cette équation nous allons dériver a titre d’exemple la densité du courant

de probabilité dans la direction x. Sachant que la densité du courant de probabilité modifié de

Dirac est définie par I’équation (voir 4.30) :
7= {¢<—>Tcg’¢(—> e <¢<—)f$%¢<—> N <§’%¢<—ﬁ) PO 4 pONE T
+ (V2O cayp) — VpOlca Vo) + %¢(—)T§_¢(—))] , (4.108)

Apreés un calcul long et fastidieux on obtient :

1 1 — fm2c?
1— = (1 - pm’c”) /\E}(,_)
CCNEy (1 — Bm2c?) + mc?

. Pa
Joe = T
AES)

1— 2.2 E)2
W) g o+ 2 )] (4.109)
AEp 7 (1 — fm2c?) + mc? ¢



Chapitre 5

Paradoxe de Klein et particule dans

une boite de potentiel

5.1 Paradoxe de Klein pour les particules de spin-0

Nous allons étudier la diffusion d’une particule d’énergie F et d’impulsion p par une barriére
de potentiel électrostatique «échelon». C’est un probléme classique en mécanique quantique
non relativiste. En mécanique quantique relativiste, la solution de ce probléme conduit & un
«paradoxe» appelé «paradoxe de Klein» et qui survient quand le potentiel est fort.

Mathématiquement la fonction échelon du potentiel électromagnétique s’écrit
H
A=0 et Ay=V(z)= const. (5.1)
Pour simplifier le probléme, nous allons choisir un potentiel électrostatique constant de la forme

Vi(z) =0, our z < 0,
(2) p (5.2)

V(z) = Vo, pour z > 0.

Les équations dynamiques seront étudiées dans deux régions, z < 0 (région I) et z > 0 (la région
II), et ont la forme :

O (2) + 261202 (2) + (T%C)2 6(z)=0  pourz <0, (5.3)

((iat - Vo)2 + 02V2) ¢ (2) + 26h? ((iat - Vo)2 + C2V2) ((iat - Vo)2 + C2V2) ¢ (2)

—(%)2¢(z):0 pour z > 0.

(5.4)



5.1 Paradoxe de Klein pour les particules de spin-0 39

Dans ’espace des positions, le probléme des valeurs propres de 'opérateur P* s’écrit :
2 d "
h(1=Bp") 5—dp(2) = Py (2), (5.5)
Ty

ouy,(z)=<z|p>.
Dans la mécanique quantique déformée la fonction d’onde libre des particules ¢, (z) est

défini comme fonction propre de 'opérateur d’impulsion P

Py (2) = "oy (2) (5.6)

ou p* est sa valeur propre. L’opérateur d’impulsion modifiée dans la représentation des positions

est donné par

P" =i (1 - Bp?) (%, (5.7)
ce qui conduit & Péquation
B 50) 500 () = 10, (), 6.9
dont la solution est |
¢p (2) = A(p)exp (mp“zﬂ) : (5.9)
ou bien
p (2) = A(p) exp (_Z%> (5.10)

La constante de I'intégration est déterminée & partir

/&ﬁ@¢ﬂ@wm=6u—é» (5.11)

En effet on a :
DIk /exp<_2p Z_Z)>d3p:5(z—z'). (5.12)

En intégrant on obtient :

1
A(p) = \/<1 ") (2 (5.13)

et par conséquent les ondes planes de ’équation de Klein-Gordon modifiée s’expriment par :

_ ! oy [ LBt = p2)
)= \/(1 —Bp?) 2en) T < ho(1- 51?2)) ' o1
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Considérons un faisceau d’énergie positive incident sur la barriere (z = —oo) de la forme

—1 E(_) _
el (- e )( bt pz). Nous allons chercher alors des solutions de la forme :

i EI(J_)t — pz i EI(J_)t + pz

¢§7) =e" (=% 4Re" (=57 | pourz <0, (5.15)

i E( )t—plz)

¢§;) —Tet W , pour z > 0, (5.16)

ou R et T sont les amplitudes des flux réfléchis et transmis, respectivement, et p, p’ sont les
impulsions dans les régions I et II, respectivement. En reportant ces solutions dans 1’équation

de Klein-Gordon on obtient :

E}(,_) = \/02 |?|2 + m2ct + 28mAct = 0,

_ (—)2 2 2,22 (5.17)
=cp=1\/Ep " —mc®(1+ pm?c?) pour z < 0.
Oy 2
E;(,_)2+V02—2E;(,_)%— 2t — ¢ )p‘ —283¢2 (m 2 — V02 %%) =0
(5.18)

= cp = j:\/(E,()) — V0>2 —m2ct — 20c2 <m202 =+ —i— 85y )V°> pour z > 0.
On choisit la solution positive de la racine carrée dans la région I comme cela est imposé par les
conditions initiales représentant & un faisceau entrant d’énergie positive. Le signe dans la région
IT reste arbitraire. En effet on remarque que p’ peut étre réel, ou imaginaire selon ’amplitude
du potentiel Vy. Alors, dans la région IT il y a trois cas distincts dépendants de 'amplitude du
potentiel :

- Potentiel faible : Dans la relation (5.18) on prend p’ réel. Ceci correspond & un potentiel

de hauteur donnée par :

2
V2 3BV
Vo < B — | m2ct +28¢2 <m202 — C—g +3 pc2 °) . (5.19)
- Potentiel intermédiaire : Dans ce cas p’ est imaginaire, et on a :
VE 3 E W,
E](,_) — Vo| < | m2c* + 2[¢2 (m 2 — c_g + - 5 = 0) . (5.20)
- Potentiel fort : Dans ce cas p’ réel, et on a :
vV 3 E v
Vo > EIS_) + 4| m2ct 4+ 262 | m2c? — —g + 53— o1 . (5.21)
c 2 ¢
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-)
Dans la région de potentiel fort, ’énergie cinétique [Ef; — %} est négative, La vitesse de
groupe donnée par
aE,()_) 2p'
Vgroup = a—p/ = — E(_)V ok (522)
(5 ) s e 1555)

est dirigée dans le sens contraire a 'impulsion p’ dans cette région, si nous choisissons p’ > 0.
Comme la vitesse de groupe est la vitesse du paquet d’onde, c’est comme si le paquet d’onde
transmis venait de +o00; ceci et en contradiction avec la condition autorisant seulement un
paquet d’onde entrant, venant de z = —oo. Nous devons donc choisir p’ < 0 (c.a.d. le signe

négatif pour la racine carrée de I’équation (5.18)) dans le cas d’un potentiel fort :

V2 3BV
0 0) : (5.23)

2
cp = — (E;(f)—Vo) — m2ct — 28¢2 <m2c2——2—|— .
c 2 c
Remarquons que cette condition est imposée par les conditions physiques aux limites, et pas
par I’équation de Klein-Gordon.

Imposons comme conditions aux limites que ¢(~) et 0,¢(~) soient continués & z = 0, cela

donne :
—i EI(,_)t i E( )y — E,g_)t
e (=) L Re ™ (1-517%) BP) =Te" (1*51"2), (5.24)
ou bien
N )
1+R_€ ((1 6p2)  (1- ﬁP/Q))E tT’ (525)
et
. X E(_)t— z
LR N ( = )
h(1— Bp?)
(o)
4 p . Re® (57
h(1— Bp?)

(EZ()i)tfp/z)

. / ! (1 3<EI(J_)2 /2>>
_ v g (ol (5.26)
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pour z = 0, cette équation devient :

(1—B(Ex(a_)2—p2)>p/ 0 ( (E(1>2 >>_< (E(1)2 )) Byt
c2 1-8 P _p2 1-8 D _p/2
1-R= =E e ‘ ‘ T. (5.27)
(1 —p (E’;g —p’2>>p
En résolvant pour R et T nous obtenons
(-)2
(11 (5 -7))s
te ER RS
1=\~ —0*))p+(1-B|"=—1p°))p
—iEz(;)t 1 1
' 1_5<Eé;)2_p2) 1_B<Eé;)2_p,2)
X e ‘ ‘ , (5.28)
et
i 17 _ i Ez(y_)t
)y ) )
=n(E )] o[- ()] e O |
K 1 _ 1 E(*)t
z )z )z »
o (55 (52 ) o L) )
— B (= —p p[—(iz—p)]pe
(5.29)

Rappelons nous que la densité du courant de probabilité de I’équation de Klein-Gordon est
définie par
—  1h
= —{(¢Vo* — o'V
J =5 (696" - 6"V0)

_ 2812 {w% — "V + Vg Vi — VoVig® —2 <¢Va(ct)2¢ ¢ Va(ct)Q(b)

nous déduisons que pour le paquet d’ondes incident on a :

(—)2
2 (- p2) £
P 1-283 VoEp

Jin = m (1 _ BPQ) (1 B ﬁpQ)z o c? (1 _ 5]72)

(5.31)
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Et pour le paquet d’ondes réfléchi :

()2
. —p|R[? 2 (E - p2) Vo™
Jref = - 6 2 — . (532)
m (1 — Bp?) (1 - Bp?) 2 (1 - fp?)

Le courant résultant a gauche de la barriére de potentiel est :

(—)2
2 (B — p2 -)
P 128 = >— Yol (1—1[R["), (5.33)

Y gy 0 52f  @-Bp)

alors que le courant résultant a droite de la barriére de potentiel est donné par :

2 EI(’_)2 _p/2
—r_11-28 - _ Yoy IT|*  pour p' réel
jo = ) T () PP g
0 pour p’ imaginaire.
Alors, le coefficient de transmission et le coefficient de réflexion s’expriment comme :
2
p|R? 1— 26 2(‘5—2pr> _ VWE
SR m(1—pBp?) (1-8p?)? c2(1-Bp?)
Jin J<
R =— = = ;
m(1-pp?) (1-p%)°*  (1-5p?)
L (5.35)
Et
. . 1 . 2
T:‘].L: m((_)2 Bp°)
jin 2 EP _p2
2p [ 1-28 : _ Yol
b (1-8p)° c2(1-5p?)

p/* p/ B B p/*3 B p/3 )

{ <(1 — ) (- 51?’2)) 20 K (1- 519’*2)3) <(1 — Bp?2)°
p/2pl>k p/p/*2 P Ez(?_)Q o E;(;_)Q

N <<1 _ BPIQ)?’) B ((1 _ 5p’*2)3) +2 <02 (1 — Bp2)® * 2 (1 — Bp2)?

5 72(=) /(=) i By
@( BT vE > }We (02" 2)) s

c \c(1—pp2)?*  c(1-pp2)°
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En utilisant la relation donnant |R|?, on trouve

" 2 - — ESt
<1 _3 (E%;)? B ,2))p_ (1 3 <E§,2>2 —pZ))p’ef (l,ﬁ( éc; ,p2>> (1—3( §2> 7p,2>>
i - Ly - - 1 ESt
(- (5 ) 15 (52— ) (O] ()
(5.37)

Dans le cas du potentiel faible (p’ réel), les coefficients de transmission et de réflexion sont alors

donnés par :

B
(—)2 (—)2 3
(1=8(% ) p+ (15 (% -2) )
et o
, 2<E122 ‘p'2> )
il [1-28 T
m p'2) (1—Bp'2) c2(1-pp'?)
2
T = e |T|”.
D _m2
2( 2 p) Vo B
(135 2 1 26 o2 ) O,p 2
m p?) (1—8p2?) c2(1-pp?)

1l est facile d’avoir :

(
R+T= <1_B<ECQ

(1-5 (52

({5 )\
(=)

(5.38)

(5.39)

(=)2 (=)2 c
appf (1= 8 (2 = p2)) (1= 8 (B = 12) ) | 1+ 48~ i + 2820
" B2,
E§ 2 By’ 2 N G B Vo
(-5 (52 =) (1= (52 =) ) (1] st

Il est facile de voir que dans la limite 5 — 0 on obtient

p—1\" Apy
R—f-T:( n /) +—,2
ptp (p+7p)

=1.
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Dans le cas du potentiel intermédiaire (p'imaginaire), les coefficients de transmission et de

réflexion sont

2

o= (B W) p - (-8 (B —0?)) il

)
(1 Ny (E’(;;)2 + Ip’|2>> p+ (1 - (E’(;;)Q —p2>> a4

=1, (5.42)
et
T=0, (5.43)
et donc
R+T=1. (5.44)

Il y a réflexion totale du faisceau, rien n’est transmis. Ceci est semblable aux résultats obtenus
dans le cas ordinaire de la mécanique quantique standard. La derniére expression montre que
la probabilité totale est conservée.

Dans le cas du potentiel fort (p' réel et négatif), les coefficients de transmission et de

réflexion sont

L L0 wR))r+ (15 (B - 7)) vl

I

V
=
—~
o
B
(@)
N—r

et
(-)2
2 72 —Ip’|2>

_ / _ Ez()_)2 . /2)) ( o <EI(7_)2 . 2)) B ( 2 B VoEz()_)

4p‘p‘(1 5( = Il L=0(Te=—p7)) |1 =2 (s 2(-6PF)
T = 2<E1(7_)2 2)

()2 ()2 2 z P v
(-8B —wP))p— (1-8 (2 —p2) ) 1) |1-28 |~ — oy

(5.46)
Vu la complexité de cette relation, il est difficile de déterminer son signe. A la limite § — 0

on obtient les coefficients de transmission et de réflexion dans le cas standard :

_4 /
T P, Rr_

(»—p])?

(p+Ip'])°

o—w? " .
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et
T = LWB <0, (5.48)
(p—Ir'[)
La probabilité est toujours conservée mais au prix d’'un coefficient de transmission négatif et
d’'un coefficient de réflexion qui est supérieur & 1. Il semble que le potentiel fort souléve un
paradoxe. Il n’y a pas de paradoxe si nous considérons que dans le cas du potentiel fort, il est
suffisamment fort pour créer une paire particule-antiparticule. Les antiparticules sont attirées
par le potentiel et générent un courant négatif se déplagant vers la droite. C’est ’explication du
coefficient de transmission négatif. Les particules de leur coté sont repoussées par la barriére,
et en se combinant avec le faisceau incident de particules (qui est complétement réfléchi) elle
génére un courant chargé positivement, vers la gauche avec une amplitude supérieure a celle du
faisceau incident.
Dans le cas qui nous intéresse, en présence d’une longueur minimale, nous n’avons pas pi

poursuivre ’étude en déterminant le signe du coefficient de transmission afin de savoir si le

paradoxe de Klein pour une particule scalaire est résolu ou non.

5.2 Une particule dans un puits & une dimension

Dans cette section, nous allons déterminer les fonctions d’ondes propres et le spectre d’éner-

gie d’une particule de Dirac dans un potentiel & une dimension (voir Figure 3).

o ViX)
V=0 —» —— " X
_VO —_— 0 7
h ~ . ~ o ~ -
I i ur

FIGURE 3 :Le puits de potentiel & une dimension
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On défini les régions suivantes :

Region I V=0 <0
Region 11 V==V 0<z<l (5.49)
Region III V=0 x>1

ou V est un nombre réel positif. Dans les régions I et III, les fonctions d’onde représentent une

particule libre de Dirac dont la dynamique est gouvernée par 1’équation de Dirac
(v* (1= Bp*) By — mc) ¥ (z) = 0. (5.50)

Ce cas a été résolu pour les particules libres dans le plan zy, et le cas discuté ici est juste une
classe restreinte de ces solutions. Donc le spineur 1 est seulement une fonction de z, ¢ = 1) (x).

Dans la région II I’équation de Dirac modifiée prend la forme :

(7“ (1 — 6]92) Pp — me + 70%) ¥ (z) =0. (5.51)
Cherchons des solutions de la forme :
()
57y = (T exp(—m) = | 27 | exp(— L), (5.52)
V() n
»s(T)
ou bien .
U(T ) = U(p) exp(+ (BT = EY)) (5.53)

¢ 0 B 0 Us

ou

A 0 C 0 Uy
0o A 0 -C U, 1
eXp(ﬁpzx) =0, (5.54)
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On a alors le systéme d’équations suivant avec les inconnues Uy, Us, Us, Uy :

o5 ) o B s (5o
O ) s 3 (S 05 I
(-3 5 ) [£ (5 ) o e
(on(Eo s oS ) e e

on combine (5.56) et (5.58) pour avoir :

b (s A)n [e(oa(E o) cend
Un [2(1=8(% —p3)) + 2 —mc] (1=58(% — 1)) p

Nous aurons des solutions non toutes nulles si et seulement si le déterminant des coefficients du
systéme est nul et donc une infinité de solutions (pour les composantes du spineur de Dirac)

possibles. Soit :

A 0 C 0
0 A 0 —C
=0, (5.60)
C 0 B 0
0 -C 0 B

ce qui donne

FO-s(E-m)) -] -[-s(E-m))a] |

[(-p(E-m)n] [EQ-s(E-n)) 0 end

En résolvant le déterminant précédent, il vient

(o)) &) ] =[O (E)e]] o

D’ou la relation suivante :

E? E? EV, E? Vi
(C—2 —p§> [1 Py (— —pé)} SPEeAL <1 5 (— —p§>) —m 0. (5.63)

En solutionnant par rapport a p, on obtient :

2
% 3By VO) (5.64)

’ps = (Ez(;) + Vo)2 — m2ct — 283 <m202 — ==
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Nous pouvons limiter notre discussion aux solutions avec le spin vers le bas, les solutions
générales de 1'équation de Dirac modifiée (5.51) sont ainsi données par

La région I :

0 0
1 1
Ui (@) = A 0 P L Ay 0 eT T,
§2 52
(15< 1?62 *p% p1 <15< p2 p%) p1
{Eg) (1_6 (EH ‘prf‘))*"w [Ef(’c_) <1—B<E’(Z;)2—p% e
(5.65)
avec
Ep? = ES? — m2ct — 28mAS, w <0 (5.66)
La région II
0 0
1 1
%(r;) (z) = Br 0 " 4 By 0 e%paz:
B2 B()?
15( Ly p%))pz —(1-8( 213 )2
A )
(5.67)
avec )
Ve 3BV
Cng — E’Ig*)2 i m204 4 2‘/02 - 2BC2 <m202 _ C_g o 5 pCQ 0 (568)
La région III
0 0
1 1
w§;1) (z) = Cr 0 e 4Oy 0 QT PIT
()2 ()2
1_’8< ch —p3 | |ps _<1_6( 122 —-p3 | |pa
l:E,%) <1_5(E1(22)2 —p%))-&-mc {E’(’p) <1—B<Eéc2)2 —p%) +me
(5.69)
avec
pd = *p? = BY? — mPct — 2pmAeS, x> (5.70)
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Nous savons qu’aux frontiéres du puits la fonction d’onde doit étre continue (en raison de la
conservation courante d,j* ). Donc nous imposons les conditions aux limites suivantes :

r=0:

_ _ d d (_
GO =0 0), T (0= i (0). (5.71)
z =1
WP =v 0, Lel 0= e (5.72)
II — YIII ) dl’ II _dCL‘ II7 . .

Ainsi la solution du probléme revient & trouver I’ensemble de constantes Ay, A;;, B, Brr, Cr
et Cy; qui remplissent ces conditions de frontiére.

On montre alors que :

r=0:
Ar+ A = Br + By, (5.73)
(-0 (52 ) (-8 (252 )
c? 1 e 2
A —App) = (Br — Brr)
= — ( I II — =3 I II),
EaI (R Ec) B A e T CEcr) Bereees
(5.74)
=1
Brei? 1By et = Crei? 4Oy e P (5.75)
(-)2
<1 B 6 (Ep2 —p%)) P2 <B pal B pa2l
=) 2 e et >
TO 0 ) e
(-)2
(1 - B (Ezéz _p%)> Y41 i —i
Crefn! —CpeTn!). (5.76)

Introduisons la quantité sans dimension ( :

(1-8 (2 = p2)) o[BS (1- 8 (2 —13)) +m* + Vo]

¢= =y SF : (5.77)
(1-8 (2 -s)) e [B (1-8 (8 - 1)) +me?]
que nous allons employer pour simplifier les équations précédentes. En effet on a :
1
Ar=-[(1+¢) B+ (¢ —1) Bul, (5.78)

2¢
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et
1
A= 2 [(C=1)Br+ (¢ +1) B . (5.79)
En mettant ces deux équations sous forme matricielle on obtient :
Af 1 (1+¢) (€—1) B; (5.80)
Arr 20 (C—=1) (C+1) Birr
D’outre coté on a :
B 1 | e%(m—m)l 1— e%i(pl-&-m)l C
) 1 @rpetnmt @ g N sy
B 2\ (@=¢)eitrml (14 ()eT eror Crr
En substituant (5.81) dans (5.80) on obtient :
Ar\ (1-¢) % i (m1—p2)l _% o (p1+p2)l e T P1+p2)l _ o (P1—p2)l c,
AI[ 4< — e%(plfi’?)l _|_ e%(p1+p2)l % e%i(p1+l>2)l _% e%(plpr)l CII
(5.82)
En définissant ¢ = p; — p et k = p1 + p2 dans (5.82) il vient :
(C+1) iq _ (1=Q) ikl =ikl =gl
Ar ) _ (=) [ ag¢" ~mo e et et Cr (5.83)
App 4¢ ekl _ ord (1+Q) o Fral _(1=Q) Tk Oy

(1-¢) (1+¢)
On vient de réduire le nombre d’inconnues & quatre. On peut encore en éliminer une en assumant
qu’il n’y a aucun faisceau incident venant de la droite. Dans ce cas C7; = 0, ol nous pouvons

utiliser la normalisation
/¢()T () (x)dx = 1. (5.84)

Ce qui nous permet de fixer des inconnus si les autres sont trouvés. Avant la marche a suivre il

EI(,_)‘ > mc? (1 + fm>c?),

est utile de renvoyer a I’équation (5.66). Il est facile de voir cela, si
I'impulsion est réelle avant et aprés. Des fonctions d’onde qui répondent & ce critére s’appellent

dispersion de stat. Si

E](f)‘ < mc? (1 + Bm?c?), impulsion en dehors du puits doit étre une
quantité complexe, et ces stat s’appellent les états attachés.
Pour p; imaginaire, les équations (5.65), (5.67) et (5.69) sont seulement des fonctions d’onde

pour lesquelles on a Ay = Cj; = 0, sinon les fonctions d’onde divergent pour x — 400 et par
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conséquent ne sont pas normalisés. Ceci conduit & une simplification de (5.83) :

?%(@+lf&@l””+O—CMC—1N“““”>Cr=Q (5.85)
i ((g +1)%er el — (1 () e%ml) et Cf =0, (5.86)

Maintenant C'; = 0 est une solution triviale. La solution qui, est intéressante du point de vue

physique est celle pour laquelle on a :
(C+1Pei (1 - ¢ et =0 (55)
(C+1)%emP! = (1— () el (5.88)

QN stmat — (120 el
(ﬁ) en P2t = <1+C> enP?’, (5.89)

A partir de (5.77), on voit que si py est réel, ¢ est imaginaire, et le coté gauche de (5.89) est le

ce qui donne

conjugué complexe du coté droit. Et par conséquent :

L+ C _Tipzl _

Si nous définissons ¢ = i= avec = réel nous pouvons réarranger (5.89) :

l l l l
(1 - 22 + 2E) (cosp% —isin p%) = (12— 2g) (cosp% +isin p%) . (5.91)

En rassemblant tous les termes, on obtient

| 2E
tan 22 = . (5.92)

En termes des anciennes variables, il est facile d’aboutir a ’équation suivante :

npil _ 2 (¢epy) (ep2) ACBD

h [(CP2BD>2 + (CplAO)Q} ‘

ta (5.93)

Avec

A= (1 —8 (E() —p%)) :
B—(1-8 (E’f;;ﬂ -1)).
C— (E},‘) (1 ~3 (Efﬂ_ﬂ —p§>) +me + VO> ,
D= (5 (1-5 (52 31)) + me).
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et
. 2 3EO%\
ps = (E;g ) + Vo)2 — m2ct — 266 <m202 — c—g ~3 pcz 0) , (5.94)
pl = (EIS_) +mc® (14 m*c?)) (E]g_) —mc* (14 pm*c?)). (5.95)

C’est une équation trés compliquée, et qu’il est impossible d’obtenir une solution analytique
donnant les niveaux d’énergie. Par contre une solution numérique est possible et permet la

visualisation de la distribution des niveaux d’énergie avec le nombre quantique n.



Chapitre 6

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les effets d’un principe d’incertitude généralisé récem-
ment proposé sur les équations de la mécanique quantique relativiste. Le principe d’incertitude
généralisé est compatible avec différentes théories candidates pour la construction d’une théorie
de la gravitation quantique, en débouchant sur ’apparition d’'une longueur minimale de ’ordre
de I’échelle de Planck au dessous de laquelle la matiére devient insondable. En mécanique quan-
tique ordinaire § — 0, AX peut étre arbitrairement petit si AP est suffisamment grand, alors
que l'introduction d’une longueur minimale conduit & I'apparition d’'un phénoméne nouveau
qui mélange la physique dans le secteur I R avec la physique dans le secteur UV .

Nous avons présenté les outils fondamentaux du formalisme de la mécanique quantique
non relativiste et relativiste en présence d’une longueur élémentaire, introduite en modifiant la
relation d’incertitude de Heisenberg. Ceci équivaut a modifier les relations de commutation entre
les quadri-vecteurs position X* et les quadri-vecteurs impulsions P sous la forme [X*, P¥| =
—ih [(1 — BPPP,) g" — B’P“P”] , ce qui conduit a une algebre non commutative des opérateurs
de position ([X*, X¥] # 0). Les nouveaux opérateurs de position et d’impulsion sont en général
considérés comme des fonctions des anciens opérateurs z# et p” satisfaisant aux relations de
commutation canoniques de la mécanique quantique ordinaire. Dans ce mémoire nous avons
appliqué la version de 'algébre modifiée a ’étude des équations relativistes de la mécanique
quantique, I’équation de Klein-Gordon et I’équation de Dirac. Les résultats obtenus montrent
un profond changement en comparaison avec le traitement standard surtout pour des valeurs du

parameétre de déformations non nulles. On a vu I'apparition d’état quantique nouveau de masse
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my et qu’il faut interpréter. En outre, avons montrés que les états quantiques de la mécanique

1

quantique relativistes n’existent que si 5 < 5.

Ensuite, nous avons étudié le paradoxe de
Klein pour une particule scalaire. Nous n’avons pas pu dire si le paradoxe est résolu ou pas avec
I'introduction de la longueur minimale, et ceci est dii a la complexité des relations obtenues.

est extrémement intéressant ce probléme par d’autres méthodes.
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