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1. Introduction

La notion de groupe de Lie-Poisson est une conséquence de l�évolution
des Groupes Quantiques, elle a été introduite pour la première fois par
le mathématicien Vladimir Drinfel�d. Les groupes de Lie-Poisson ont été
étudiés et développés largement par le physicien Michael Semenov-Tian-
Shansky.
Les groupes quantiques ont été découverts au milieu des années 1980 par

Drinfel�d et Jimbo. La structure de base, l�algèbre de Hopf, était connue
depuis plusieurs décennies, mais Drinfel�d et Jimbo ont mis en évidence les
liens qui existent entre certaines algèbres de Hopf (dites quasi-triangulaires)
et des solutions de l�équation de Yang-Baxter que l�on appelle R-matrices.
En 1986, Drinfel�d anima un séminaire au congrès international de mathé-
matiques à Berkeley, où il dé�nit le terme « Groupe quantique » en référence
à des algèbres de Hopf.
L�équation de Yang-Baxter à une double origine : Yang l�a découverte

comme une condition d�intégrabilité lors de l�étude du problème unidimen-
sionnel à plusieurs corps en mécanique quantique. Indépendamment, Baxter
l�a faite apparaître comme une condition de commutativité pour les matrices
de transfert de certains modèles de physique statistique sur réseaux. Elle
est apparue ensuite dans d�autres domaines comme l�étude de la di¤usion
quantique inverse, l�équation de Yang-Baxter a cependant été écrite pour la
première fois par Artin lors de l�étude du groupe des tresses au début du
vingtième siècle.
Dans cette thèse, nous allons étudier les groupes de Lie-Poisson et donner

quelques unes de leurs remarquables propriétés en les illustrant par des ex-
emples. On débutera par l�étude des variétés de Poisson où l�on introduira
le concept du crochet de Schouten-Nijenhuis, ceci nous permettra de donner
quelques propriétés des variétés de Poisson. On passera alors aux groupes
de Lie-Poisson qui sont des groupes de Lie munis d�une structure addition-
nelle qui est le crochet de Poisson. Ensuite, on étudiera les bialgèbres de
Lie où on rencontrera l�équation de Yang-Baxter. En dernière partie, on
introduira la notion de groupoïde où on énoncera la relation entre groupe
de Lie-Poisson et groupoïde; ensuite, on abordera la notion de structure
de Dirac qui a été introduite par Courant et Weinstein dans le cadre des
systèmes mécaniques, qu�on utilisera pour géneraliser le concept de groupe
de Lie-Poisson en dé�nissant les groupes de Dirac-Lie. En�n, on exposera
quelques résultats remarquables et récents sur les groupes de Dirac-Lie.
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2. Variétés de Poisson

Dans tout ce chapitre, M est une variété C1 de dimension m. On pose
A0(M) = C1(M) et 
0(M) = C1(M) , pour tout entier p � 1, on désigne
par Ap(M) l�espace des champs de tenseurs p fois contravariants et anti-
symétriques. On note

A(M) =
M
p2N

Ap(M)

l�algèbre extérieure des champs de tenseurs contravariants antisymétriques et
par 
q(M) l�espace des formes q-multilinéaires alternées sur l�espace tangent,
on note


(M) =
M
p2N


q(M)

des formes q-multilinéaires alternées.

Dé�nition 2.0.1. Pour toute forme � 2 
1(M) et tout X 2 A1(M), on
désigne par h�;Xi la fonction de C1(M;R) telle que

h�;Xi (x) = h�(x); X(x)i = �(x)(X(x))

cette fonction appelée le couplage de 
1(M) et A1(M):

Cette dé�nition se prolonge, de manière naturelle, en un couplage de

(M) et A(M) c�est à dire en une application C1(M;R)-bilinéaire de

(M)�A(M) dans C1(M;R) notée

(�; P ) h�; P i

On a déjà dé�ni cette application dans le cas où � 2 
1(M) est une
1-forme et P 2 A1(M) un champ de vecteurs. Considérons maintenant le
cas où � 2 
q(M) et P 2 Ap(M) sont des éléments homogènes, de degrés
respectifs q et p, décomposables, c�est à dire de la forme

� = �1 ^ ::: ^ �q ; P = X1 ^ ::: ^Xp,

où les �1:::�q sont des 1-formes, X1:::Xp des champs de vecteurs on pose
alors

h�1 ^ ::: ^ �q; X1 ^ ::: ^Xpi =
�

0 si p 6= q

det(h�i; Xji si p = q

�
:

On sait d�autre part que localement, au voisinage de chaque point, tout p-
multivecteur et toute q-forme s�expriment comme des sommes de p-multivecteurs
et de q-formes décomposables. On peut donc, de manière unique, étendre
par bilinéarité le couplage ci-dessus dé�ni pour les éléments de A(M) et

(M):
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2.1. Crochet de Schouten-Nijenhuis.

Proposition 2.1.1. Il existe une unique application R-bilinéaire de
A (M)�A (M) dans A (M), appelée crochet de Schouten-Nijenhuis et notée
(P;Q) 7�! [P;Q] ; véri�ant les propriétés suivantes:
Propriété 1: Pour f et g 2 A0 (M) = C1 (M), [f; g] = 0,
Propriété 2: Pour un champ de vecteurs X 2 A1 (M) et un champ de

tenseurs Q 2 A (M)
[X;Q] = LXQ

LXQ étant la dérivée de Lie de Q relativement à X,
Propriété 3: Pour P 2 Ap (M) et Q 2 Aq (M),

[P;Q] = � (�1)(p�1)(q�1) [Q;P ] ,
Propriété 4: Pour P 2 Ap (M), Q 2 Aq (M) et R 2 A (M),

[P;Q ^R] = [P;Q] ^R+ (�1)(p�1)q Q ^ [P;R] .

Preuve:
Le crochet de Schouten-Nijenhuis [P;Q] est local (ceci découle de la lo-

calité du crochet de Lie). Montrons d�abord que si Q est nul sur un ouvert
U alors [P;Q] s�annule aussi sur U . Soit x 2 U et U 0 un ouvert relative-
ment compact dans U tel que x 2 U 0 � U . On choisit une fonction � dans
C1 (M) telle que � � 0 sur U 0: et � = 1 sur M � U . Comme Q est nul sur
U alors Q� = Q. On a

[P;Q] (x) = [P;Q�] (x) = [P;Q] (x)� (x) + (�1)(p�1)q Q ^ [P; �] (x) ,
mais � et Q s�annulent en x et donc [P;Q] (x) = 0, d�où

[P;Q] (x) = (�1)(p�1)q Q ^ [P; �] (x) ,
Le caractère local de ce crochet permet d�en dé�nir la restriction à tout

ouvert de la variété. Donc nous pouvons travailler sur le domaine d�une
carte (U;') avec

�
xi
	
son système de coordonnées. Deux champs tenseurs

contravariants antisymétriques P et Q s�écrivent de manière unique sous la
forme suivante

P = P i1;:::;ip
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
avec P i1;:::;ip 2 C1 (U) ,

et

Q = Qj1;:::;jq
@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
avec Qj1;:::;jq 2 C1 (U) .

En utilisant les Propriétés 3 et 4 et le fait que le crochet de Lie
�
@
@xi
; @
@xj

�
= 0

on obtient

[P;Q]jU =
�
PjU ; QjU

�
=

�
P i1;:::;ip

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
; Qj1;:::;jp

@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq

�
,

=

�
P i1;:::;ip

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
; Qj1;:::;jq

�
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+
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Qj1;:::;jq
�
P i1;:::;ip

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
;
@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq

�
,

= � (�1)(p�1)
�
Qj1;:::;jq ; P i1;:::;ip

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip

�
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
�

(�1)(p�1)(q�1)Qj1;:::;jq
�
@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
; P i1;:::;ip

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip

�
,

= � (�1)(p�1) P i1;:::;ip
�
Qj1;:::;jq ;

@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip

�
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
�

(�1)(p�1)(q�1)Qj1;:::;jq
�
@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
; P i1;:::;ip

�
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
�

(�1)(p�1)(q�1)Qj1;:::;jpP i1;:::;ip
�
@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
;
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip

�
,

= � (�1)(p�1) (�1)k P i1;:::;ip @Q
j1;:::;jq

@xik
^ @

@xi1
^ :::^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
�

(�1)(p�1)(q�1)
�
� (�1)(q�1)

�
(�1)lQj1;:::;jq @P

i1;:::;ip

@xjl
^

^ @

@xj1
^ ::: ^

d@
@xjl

^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
,

= � (�1)(p�1) (�1)k P i1;:::;ip @Q
j1;:::;jq

@xik
^ @

@xi1
^ :::^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+

(�1)p(q�1) (�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ :::^

d@
@xjl

^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
.

Alors

[P;Q]jU = (�1)
p [(�1)k P i1;:::;ip @Q

j1;:::;jq

@xik
^ @

@xi1
^ :::^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+ (�1)pq (�1)lQj1;:::;jq @P

i1;:::;ip

@xjl
^

@

@xj1
^ ::: ^

d@
@xjl

^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
],

d�où l�unicité du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Il reste à prouver l�existence, Soient (';U) une carte, P et Q deux élé-

ments de Ap (U) et Aq (U) respectivement où

P = P i1;:::;ip
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
et Q = Qj1;:::;jq

@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
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dé�nissons l�application R-bilinéaire [; ] de A (U) � A (U) dans A (U) telle
que

[P;Q] = 0 si P;Q 2 C1 (U) ;
sinon

[P;Q]jU = (�1)
p ((�1)k P i1;:::;ip @Q

j1;:::;jq

@xik
^ @

@xi1
^ :::^d@

@xik
^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+ (�1)pq (�1)lQj1;:::;jq @P

i1;:::;ip

@xjl
^

@

@xj1
^ ::: ^

d@
@xjl

^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
).

Véri�ons que cette application satisfait les propriétés du crochet de Schouten-
Nijenhuis: La propriété 1 est satisfaite par dé�nition et la propriété 2 est
triviale, montrons la propriété 3

[P;Q]jU = (�1)
p ((�1)k P i1;:::;ip @Q

j1;:::;jq

@xik

^ @

@xi1
^ ::: ^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+

(�1)pq (�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ :::^d@

@xjl
^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
),

= (�1)p (�1)pq ((�1)pq (�1)k P i1;:::;ip @Q
j1;:::;jq

@xik
^

@

@xi1
^ ::: ^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
+

(�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ :::^d@

@xjl
^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
),

=
�
� (�1)(p�1)(q�1)

�
(�1)q ((�1)pq (�1)k P i1;:::;ip @Q

j1;:::;jq

@xik
^

@

@xi1
^ ::: ^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq

+(�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ ::: ^

d@
@xjl

^ ::: ^ @

@xjq
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
),

d�où
[P;Q] = � (�1)(p�1)(q�1) [Q;P ] .

Reste à prouver la propriété 4: soient P ,Q et R s�écrivant sous la forme

P = P i1;:::;ip
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
, Q = Qj1;:::;jq

@

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq
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et R = Rjq+1;:::;jq+r
@

@xjq+1
^ ::: ^ @

@xjr+q

[P;Q ^R] = (�1)p ((�1)k P i1;:::;ip @Q
j1;:::;jqRj1+q ;:::;jq+r

@xik
^

@

@xi1
^ ::: ^

d@
@xik

^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq+r
+

(�1)pq (�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ :::^d@

@xjl
^ ::: ^ @

@xjq+r
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
),

= (�1)p ((�1)k P i1;:::;ip @Q
j1;:::;jq

@xik
^ @

@xi1
^ :::^d@

@xik
^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq+r
+

(�1)k P i1;:::;ip @R
j1+q ;:::;jq+r

@xik
^ @

@xi1
^ :::^d@

@xik
^ ::: ^ @

@xip
^ @

@xj1
^ ::: ^ @

@xjq+r
+

(�1)pq (�1)lQj1;:::;jq @P
i1;:::;ip

@xjl
^ @

@xj1
^ :::^d@

@xjl
^ ::: ^ @

@xjq+r
^ @

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
),

[P;Q ^R] = [P;Q] ^R+ (�1)(p�1)q Q ^ [P;R] :�
Voici les propriétés essentielles du crochet de Schouten-Nijenhuis données

dans [6]:

Corollaire 2.1.1. Soient P 2 Ap (M), Q 2 Aq (M) et R 2 Ar (M). Le
crochet de SchoutenNijenhuis véri�e l�identité de Jacobi graduée

(�1)(p�1)(r�1) [P; [Q;R]]+(�1)(q�1)(p�1) [Q; [R;P ]]+(�1)(r�1)(q�1) [R; [P;Q]] = 0:
Preuve:
Si p = q = r = 1 on retrouve l�identité de Jacobi, dans le cas général cette

identité s�obtient par récurrence sur p, q et r en utilisant les propriétés 3 et
4 du crochet de Schouten-Nijenhuis.�
Proposition 2.1.2. Soient P et Q deux champs de tenseurs contravariants
antisymétriques sur la variété M , [P;Q] leur crochet de Schouten-Nijenhuis.
Le produit intérieur i ([P;Q]) s�exprime au moyen de la di¤érentielle ex-
térieure d et du produit intérieur i(P ), i (Q), par la formule

i ([P;Q]) = [[i (P ) ; d] ; i (Q)] :

Corollaire 2.1.2. Soient P 2 Ap (M) ; avec p � 1; et f 2 A0 (M). Pour
toute forme � 2 
p�1 (M) ; on a

h�; [P; f ]i = h� ^ df; P i :
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Corollaire 2.1.3. Soit P 2 Ap (M) ; avec p � 1; et f1; :::; fp des éléments
de A0 (M) : On a:

hdf1 ^ ::: ^ dfp; P i = [::: [[P; fp] ; fp�1] :::; f1] :

Soit P un élément de A2 (M) : Posons, pour tous f et g 2 C1 (M)
ff; gg = P (df; dg)

on remarque que d�après le couplage de 
(M) et A(M) on peut aussi l�écrire
de cette façon

ff; gg = hdf ^ dg; P i .
Nous obtenons ainsi une application R-bilinéaire de C1 (M)�C1 (M) dans
C1 (M). D�après le corollaire 2.1.3:

ff; gg = P (df; dg) = [[P; g] ; f ] = � [[P; f ] ; g] :

Lemme 2.1.1. (A.Lichnerowicz) Soient f; g et h trois éléments de C1 (M).
On a :

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg = 1

2
[P; P ] (df; dg; dh) :

Preuve:
Pour alléger l�écriture nous posons

[P; g] = Y et [P; h] = Z:

on a

ff; fg; hgg = [[P; [[P; h]; g]]; f ];

= �[[P; [[P; g]; h]]; f ];
= �[[P; [Y; h]]; f ]:

D�après l�identité de Jacobi graduée on a,

[P; [Y; h]] = [Y; [h; P ]] + [h; [P; Y ]];

= [Y; [P; h]] + [h; [P; Y ]];

= [Y; Z] + [h; [P; Y ]];

toujours d�après l�identité de Jacobi graduée,

[P; Y ] = [P; [P; g]] = �[P; [g; P ]]� [g; [P; P ]];
on a ainsi

2[P; Y ] = 2[P; [P; g]] = �[g; [P; P ]] = [[P; P ]; g]:
Par conséquent

ff; fg; hgg = �[[Y; Z]; f ]� 1
2
[[[[P; P ]; g]; h]; f ]:

De même on a
fg; fh; fgg = [Y; [Z; f ]];

fh; ff; ggg = �fh; fg; fgg = �[Z; [Y; f ]]:
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On obtient ainsi

ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg =

(LY LZ � LZLY � L[Y;Z])f �
1

2
[[[[P; P ]; g]; h]; f ] =

�1
2
hdf ^ dh ^ dg; [P; P ]i = 1

2
hdf ^ dg ^ dh; [P; P ]i :�

Corollaire 2.1.4. (A.Lichnerowicz) Soient f; g deux éléments de C1 (M)
et P un élément de A2 (M), l�application R-bilinéaire
(f; g)! ff; gg = P (df; dg) véri�e l�identité de Jacobi si et seulement si

[P; P ] = 0.

Preuve:
Cela résulte immédiatement du lemme précédent de A.Lichnerowicz, et du

fait que [P; P ] est nul si et seulement si, pour tout triplet (f; g; h) d�éléments
de C1 (M), hdf ^ dg ^ dh; [P; P ]i est nul.

2.2. Dérivée intrinsèque. Soit P 2 Ap (M), a 2 M tel que P (a) = 0,
v 2 Ta (M) et X un champ de vecteurs sur M tel que X (a) = v. La valeur
au point a de la dérivée de Lie de P selon X, ne dépend que de v et P . En
e¤et, dans un système de coordonnées

�
xi
	
; P s�écrit

P = P i1;:::;ip
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
avec P i1;:::;ip(a) = 0,

lI s�ensuit que

LXP (a) = LXP i1;:::;ip
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
= daP

i1;:::;ip (v)
@

@xi1
^ ::: ^ @

@xip
.

On pose alors

LXP (a) = daP (v) .

D�où la dé�nition suivante

Dé�nition 2.2.1. L�application v  daP (v) de TaM dans ^p (TaM) est
appelée dérivée intrinsèque de P au point a.

2.3. Image directe d�un champ de multivecteurs. Soit � :M ! N un
di¤éomorphisme de variétés et P 2 Ap(M). En posant pour tout y 2 N et
�1; :::; �p dans T �yN

[��P ]y (�
1; :::; �p) = P��1(y)(�

��1; :::; ���p)

on dé�nit un champ de multivecteurs sur N dit image directe de P par � et
notée ��P .
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2.4. Généralités sur les variétés de Poisson.

Dé�nition 2.4.1. Une structure de Poisson sur une variété di¤érentiable
M est la donnée d�une application R-bilinéaire de C1(M) � C1(M) dans
C1(M) notée (f; g)! ff; gg véri�ant :
1) ff; gg = �fg; fg (anticommutativité),
2) fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0 (identité de Jacobi),
3) ff; g1g2g = ff; g1g g2 + g1 ff; g2g (règle de Leibniz).

Une variété de Poisson est une variété di¤érentiable munie d�une structure
de Poisson, le crochet f:; :g est appelé crochet de Poisson.

Remarque 2.4.1. L�espace vectoriel C1(M) muni du crochet de Poisson
est une algèbre de Lie.

Exemple 2.4.1. Le crochet de Poisson trivial.

Soit M une variété di¤érentiable. Pour tous f et g deux éléments de
C1 (M) tels que ff; gg = 0.

Exemple 2.4.2. La structure linéaire de Lie-Poisson.

Soit G une algèbre de Lie réelle de dimension �nie, et G� son dual. On
adoptera les notations

adXY = [X;Y ]

et

hcoadX�; Y i = h�;�adXY i = h�; [Y;X]i ; avec X;Y 2 G et � 2 G�:
Pour tout couple (f; g) 2 C1(G�)� C1(G�) et pour tout point � 2 G�, on
pose:

ff; gg (�) = h�; [d�f; d�g]i .
(on note par, d�f et d�g les di¤érentielles premières de f et g respectivement
au point � et sont considérées comme éléments de G.)Montrons que f; g est
bien une structure de Poisson sur G�. La R-bilinéarité et l�anticommutativité
sont triviales.
Véri�ons la règle de Leibniz: Soient f; g1;et g2 des éléments de C1(G�);

et � un élément de G�, on a
ff; g1g2g (�) = h�; [d�f; d�(g1g2)]i ;

= h�; [d�f; d�g1:g2 (�)]i+ h�; [d�f; g1 (�) d�g2]i ;
= h�; [d�f; d�g1]i g2 (�) + g1 (�) h�; [d�f; d�g2]i ;
= ff; g1g (�) g2 (�) + g1 (�) ff; g2g (�) :

Passons à l�identité de Jacobi. Calculons en premier d� ff; gg (�) pour
des éléments f; g de C1(G�) et �; � dans G�

d� ff; gg (�) = h�; [d�f; d�g]i+


�;
�
d2�f (�) ; d�g

��
+


�;
�
d�f; d

2
�g (�)

��
;

= h�; [d�f; d�g]i+


coadd�g�; d

2
�f (�)

�
�


coadd�f�; d

2
�g (�)

�
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(Où d2�f et d
2
�g sont respectivement les di¤érentielles secondes de f et de g

au point �) par bilinéarité et symétrie de d2�f (�) et d
2
�g on obtient

d� ff; gg (�) = h�; [d�f; d�g]i+


�; d2�f (coadd�g�)

�
�


�; d2�g (coadd�f�)

�
,

on peut donc écrire

d� ff; gg = [d�f; d�g] + d2�f (coadd�g�)� d2�g (coadd�f�) .
Alors

fff; gg ; hg (�) = h�; [d� ff; gg ; d�h]i
= h�; [[d�f; d�g] ; d�h]i+



�;
�
d2�f (coadd�g�) ; d�h

��
�


�;
�
d2�g (coadd�f�) ; d�h

��
;

= h�; [[d�f; d�g] ; d�h]i+


coadd�h�; d

2
�f (coadd�g�)

�
�


coadd�h�; d

2
�g (coadd�f�)

�
;

= h�; [[d�f; d�g] ; d�h]i+ d2�f (coadd�g�; coadd�h�)
�d2�g (coadd�f�; coadd�h�) .

En faisant la somme des termes obtenus et par permutation circulaire de
f ,g et h on obtiendra l�identité de Jacobi

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0:
En e¤et la somme des termes faisant intervenir [[d�f; d�g] ; d�h] et les termes
qui s�en déduisent par permutation circulaire de d�f; d�g et d�h est nulle
car le crochet dans l�algèbre de Lie de G véri�e l�identité de Jacobi, quant
aux autres termes, ils s�annulent par la symétrie de d2�f , d

2
�g et d

2
�h.

On conclut que le dual de G� de l�algèbre de Lie G possède une structure de
Poisson naturelle appelée structure linéaire de Lie-Poisson.

Exemple 2.4.3. Variété de Poisson sur R2n

On sait que R2 est une variété di¤érentiable, dé�nissons sur R2n une
structure de Poisson. Soient f et g 2 C1

�
R2n

�
telles que

ff; gg =
X
i

@f

@xi
@g

@yi
� @f

@yi
@g

@xi
:

Véri�ons que ce crochet f:; :g est bien un crochet de Poisson: La R-
bilinéarité et l�anticommutativité sont triviales. Véri�ons la règle de Leibniz.
Soient f; g1 et g2 2 C1

�
R2n

�
ff; g1g2g =

X
i

@f

@xi
@g1g2
@yi

� @f

@yi
@g1g2
@xi

;

=
X
i

@f

@xi
@g1
@yi

g2 �
@f

@yi
@g1
@xi

g2 + g1
@f

@xi
@g2
@yi

� g1
@f

@yi
@g2
@xi

;

= ff; g1g g2 + g1 ff; g2g :
Il reste à montrer l�identité de Jacobi. Pour f; g et h 2 C1

�
R2n

�
, on a

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg =
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i

@ ff; gg
@xi

@h

@yi
� @ ff; gg

@yi
@h

@xi
+
@ fg; hg
@xi

@f

@yi
� @ fg; hg

@yi
@f

@xi

+
@ fh; fg
@xi

@g

@yi
� @ fh; fg

@yi
@g

@xi
=

X
i

X
j

�
@f

@xj
@2g

@xi@yj
+

@2f

@xi@xj
@g

@yj
� @2f

@xi@yj
@g

@xj
� @f

@yj
@2g

@xi@xj

�
@h

@yi
�

�
@f

@xj
@2g

@yi@yj
+

@2f

@yi@xj
@g

@yj
� @2f

@yi@yj
@g

@xj
� @f

@yj
@2g

@yi@xj

�
@h

@xi
+

�
@g

@xj
@2h

@xi@yj
+

@2g

@xi@xj
@h

@yj
� @2g

@xi@yj
@h

@xj
� @g

@yj
@2h

@xi@xj

�
@f

@yi
+

�
@g

@xj
@2h

@yi@yj
+

@2g

@yi@xj
@h

@yj
� @2g

@yi@yj
@h

@xj
� @g

@yj
@2h

@yi@xj

�
@f

@xi
+

�
@h

@xj
@2f

@xi@yj
+

@2h

@xi@xj
@f

@yj
� @2h

@xi@yj
@f

@xj
� @h

@yj
@2f

@xi@xj

�
@g

@yi
�

�
@h

@xj
@2f

@yi@yj
+

@2h

@yi@xj
@f

@yj
� @2h

@yi@yj
@f

@xj
� @h

@yj
@2f

@yi@xj

�
@g

@xi
;

= (
@2g

@xi@yj

�
@f

@xj
@h

@yi
� @h

@xj
@f

@yi

�
+

@2g

@yi@xj

�
@f

@yj
@h

@xi
� @f

@xi
@h

@yj

�
+

@2g

@xi@xj

�
@f

@yi
@h

@yj
� @f

@yj
@h

@yi

�
+

@2g

@yi@yj

�
@f

@xi
@h

@xj
� @f

@xj
@h

@xi

�
)+

(
@2f

@xi@yj

�
@h

@xj
@g

@yi
� @g

@xj
@h

@yi

�
+

@2f

@yi@xj

�
@h

@yj
@g

@xi
� @h

@xi
@g

@yj

�
+

@2f

@xi@xj

�
@h

@yi
@g

@yj
� @h

@yj
@g

@yi

�
+

@2f

@yi@yj

�
@h

@xi
@g

@xj
� @h

@xj
@g

@xi

�
)+

(
@2h

@xi@yj

�
@g

@xj
@f

@yi
� @f

@xj
@g

@yi

�
+

@2h

@yi@xj

�
@g

@yj
@f

@xi
� @g

@xi
@f

@yj

�
+

@2h

@xi@xj

�
@g

@yi
@f

@yj
� @g

@yj
@f

@yi

�
+

@2h

@yi@yj

�
@g

@xi
@f

@xj
� @g

@xj
@f

@xi

�
) = 0:

D�où

fff; gg ; hg+ ffg; hg ; fg+ ffh; fg ; gg = 0:

Proposition 2.4.1. Pour toute fonction f 2 C1(M) l�application
h ff; hg est une dérivation de l�algèbre C1(M).
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Preuve:
Cette application est linéaire et véri�e la règle de Leibniz car le crochet

de Poisson est une application R-bilinéaire satisfaisant la règle de Leibniz.�
Il existe donc un unique champ de vecteurs noté Xf tel que, pour toute

fonction h 2 C1(M) on a
ff; hg = Xfh = i(Xf )dh:

D�où la dé�nition suivante:

Dé�nition 2.4.2. Le champ de vecteurs associé à f par la proposition précé-
dente est appelé Hamiltonien de f . On le note Xf .

Proposition 2.4.2. L�application f  Xf est un morphisme de l�algèbre
de Lie C1(M) sur �(M).

Preuve:
Il est clair que cette application est linéaire. Il reste à établir que

ff; gg [Xf ; Xg] pour tout f , g et h 2 C1(M),
d�après l�identité de Jacobi nous avons

fff; gg ; hg = ff; fg; hgg � fg; ff; hgg ;
fff; gg ; hg = XfXgh�XgXfh = (XfXg �XgXf )h = [Xf ; Xg]h.�

Dé�nition 2.4.3. Une forme symplectique sur une variété di¤érentiable
M est une 2-forme di¤érentielle ! fermée (c�est-à-dire véri�ant d! = 0),
partout non dégénérée (c�est-à-dire son rang est égal à la dimension de M).
Une variété M munie d�une forme symplectique est appelée variété symplec-
tique, notée (M;!).

Exemple 2.4.4. Variétés symplectiques.

Toute variété symplectique (M;!) est munie d�une structure de Poisson,
avec

ff; gg = !(Xf ; Xg):

La R-bilinéarité, l�anticommutativité et la règle de Leibniz sont triviales.
Véri�ons l�identité de Jacobi,
La di¤érentielle d�une k-forme � est

d�(X1; :::; Xk+1) =
k+1X
i=1

(�1)i�1Xi(�(X1; :::;cXi; :::; Xk+1)+X
1�i�j�k+1

(�1)i+j(�([Xi; Xj ]; X1; :::;cXi; :::;cXj ; :::; Xk+1);
avec X1; :::; Xk+1 des champs de vecteurs.
On sait que pour tout Xf , Xg et Xh on a

d!(Xf ; Xg; Xh) = 0

d!(Xf ; Xg; Xh) = Xf (!(Xg; Xh)) +Xg(!(Xh; Xf )) +Xh(!(Xf ; Xg))�
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!([Xf ; Xg]; Xh)� !([Xg; Xh]; Xf )� !([Xh; Xf ]; Xg);
= 3(ff; fg; hgg+ fg; fh; fgg+ fh; ff; ggg):

Donc l�identité de Jacobi est véri�ée.

Lemme 2.4.1. Soit M une variété de Poisson, f 2 C1 (M) alors:
fconst; fg = 0:

Preuve:
On sait que

fconst; fg = const f1; fg ;
on a d�après la règle de Leibniz

f1; fg = f1� 1; fg = f1; fg+ f1; fg = 2 f1; fg ;
d�où

f1; fg = 0:
Donc

fconst; fg = 0:�

Proposition 2.4.3. Si f ou g s�annule sur un ouvert U de M , il en est de
même pour leur crochet de Poisson ff; gg.

Preuve:
Soient un ouvert U 0relativement compact dans U , et � une application

C1 (M) telle que � � 0 sur U 0 et � � 1 sur M � U: Supposons que f
s�annule sur l�ouvert U alors f = f� , et soit x 2 U 0 nous avons:

ff; gg (x) = ff�; gg (x) = ff; gg (x)� (x) + f (x) f�; gg (x) = 0;
d�où ff; gg est nulle sur U .�

Corollaire 2.4.1. Le crochet de Poisson est local si f ou g sont constantes
sur un ouvert U de M , alors leur crochet de Poisson ff; gg est nul.

Preuve:
Si la fonction f est constante sur l�ouvert U , elle s�écrit sous la forme

f = (f � c)�+ c:
avec c une constante et soit un ouvert U 0relativement compact dans U con-
tenant x, et � une application C1 (M) telle que � � 0 sur U 0 et � � 1 sur
M � U:
D�après la proposition précédente on a:

ff; gg (x) = f(f � c)�+ c; gg (x) = f(f � c)�; gg;
= 0:�
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2.5. Le tenseur de Poisson. A présent nous sommes en mesure de dé�nir
la restriction d�une structure de Poisson à un ouvert U de M .
Soit f et g 2 C1(U) et x 2 U ; on choisit � 2 D(U) telle que � � 1 dans

un voisinage de x. alors �f et �g sont dans C1(M). D�après la proposition
2.4.3, le nombre f�f; �gg (x) ne dépend que de f et de g. Par ce procédé,
on obtient une fonction ff; gg dans C1(U). Véri�ons que ce crochet dé�nit
une structure de Poisson sur U :
La R-bilinéarité et l�anticommutativité sont triviales. Véri�ons la règle

de Leibniz: Soient f; g1;et g2 des éléments de C1(U); et x un élément de U :

ff; g1g2gU (x) = f�f; �g1�g2gM (x) ;
= f�f; �g1gM (x)�g2 (x) + �g1 (x) f�f; �g2gM (x) ;
= ff; g1gU (x) g2 (x) + g1 (x) ff; g2gU (x) :

D�où la règle de Leibniz.
Passons à l�identité de Jacobi, soient f; g;et h des éléments de C1(U); et

x un élément de U

fff; gg ; hgU (x) + ffg; hg ; fgU (x) + ffh; fg ; ggU (x) =

ff�f; �gg ; �hgM (x) + ff�g; �hg ; �fgM (x) + ff�h; �fg ; �ggM (x) = 0:
ainsi l�identité de Jacobi est satisfaite.

Proposition 2.5.1. Le crochet de Poisson de f et g, ff; gg ne dépend que
de df et dg.

Preuve:
Soient f 2 C1 (M) et (U;') une carte où

�
U:x1; :::; xn

�
ses coordonnées

locales, (d�après le lemme de Milnor) la formule de Taylor au point a 2 U :

f (x) = f (a) + hi (x)
�
xi � ai

�
avec hi(a) =

@f

@xi
(a) ,

et

g (x) = g (a) + li (x)
�
xi � ai

�
avec li(a) =

@g

@xi
(a) :

Il s�ensuit que

ff; gg (a) =
�
f (a) + hi (x)

�
xi � ai

�
; g (a) + lj (x)

�
xj � aj

�	
(a) ;

en utilisant le fait que f1; fg = 0 et la formule de Leibniz on a

ff; gg (a) =
�
hi (x)

�
xi � ai

�
; lj (x)

�
xj � aj

�	
(a) ;

= lj (a)
�
hi (x)

�
xi � ai

�
;
�
xj � aj

�	
(a) ;

= lj (a)hi (a)
��
xi � ai

�
;
�
xj � aj

�	
(a) ;

alors

ff; gg (a) = @f

@xi
(a)

@g

@xj
(a)
�
xi; xj

	
(a) :

Cette égalité ne dépend que de df et dg.�
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Remarque 2.5.1. Les P ij =
�
xi; xj

	
sont les composantes d�un élément P

de A2(M)

P =
X
i�j

P ij@xi ^ @xj

Il est clair que P ainsi dé�ni est bien une application bilinéaire anticom-
mutative alors P est un champ de vecteurs antisymétrique contravariant.
Par conséquent on peut aussi dé�nir une structure de Poisson au voisinage

d�un point a de M de la manière suivante:

ff; gg = @f

@xi

@g

@xj
fxi; xjg =

@f

@xi

@g

@xj
P ij = P (df; dg) :

Dans ce cas P est appelé tenseur de Poisson.
Selon ce qui précède on a la proposition suivante:

Proposition 2.5.2. Soit P 2 A2 (M) est un tenseur de Poisson si et seule-
ment si [P; P ] = 0:

Preuve:
la preuve découle directement du corollaire de A Lichberowicz 2.1.4.

2.6. Morphisme de Poisson. Soient (M1; f; g1) et (M2; f; g2) deux var-
iétés de Poisson avec P1 et P2 leurs tenseurs de Poisson respectifs.

Dé�nition 2.6.1. Une application di¤érentiable ' : M1 ! M2 est dite
application de Poisson ou morphisme de Poisson si pour tout couple de
fonctions f et g 2 C1 (M2) on a,

f'�f; '�ggM1
= '� ff; ggM2

;

avec '�f = f � ' pour tout f 2 C1 (M2)

Proposition 2.6.1. Soit une application ' 2 C1(M1;M2) est un mor-
phisme de Poisson si et seulement si

P2 = '�P1:

Preuve:
Supposons que ' est un morphisme de Poisson. Soient x1 2M1,

x2 = '(x1) et �; � 2 TM�
x2 . Il existe toujours deux fonctions f; g 2 C

1(M2)
telles que � = dx2f et � = dx2g alors

P2(�; �) = ff; ggM2
(x2) = ff � '; g � 'gM1

(x1);

= P1 (dx1f � '; dx1g � ') = P1('
��; '��):

Réciproquement, supposons que P2 = '�P1, soit f; g 2 C1(M2), x1 2M1

et x2 = '(x1). On a alors

ff; ggM2
(x2) = P2(df; dg)(x2) = P1('

�df; '�dg)(x1);

= P1(dx1f � '; dx1g � ')(x1) = ff � '; g � 'gM1
(x1):�

Exemple 2.6.1. Algèbres de Lie.



19

A partir d�un morphisme d�algèbres de Lie, nous allons construire un
morphisme de Poisson:
Soient H et G deux algèbres de Lie et ' un morphisme d�algèbre de Lie de
H dans G, alors sa transposée '� : G� ! H� est une application de Poisson
où H� et G� sont munies de la structure linéaire de Lie-Poisson.
Véri�ons que '� est bien une application de Poisson: '� est une appli-

cation linéaire donc di¤érentiable , il reste à voir que: Pour tout couple de
fonctions f et g 2 C1 (H�) et tout point x 2 G� on ait:

f('�)� f; ('�)� ggG� (x) = ('
�)� ff; ggH� (x) :

On sait que ('�)� = ' et h'�; fi (y) = hf; ' (y)i , comme '� est linéaire on
a dx'� = '�, donc nous devons faire apparaître la formule suivante:

ff � '�; g � '�gG� (x) = ff; ggH� � '� (x) :
En e¤et cette égalité est satisfaite du fait que

ff; ggH� '
� (x) =



'� (x) ;

�
d'�(x)f; d'�(x)g

��
et

ff � '�; g � '�gG� (x) = hx; [dx (f � '�) ; dx (g � '�)]i ;
=



x;
�
d'�(x)f � dx'�; d'�(x)g � dx'�

��
;

=


x;
�
d'�(x)f � '�; d'�(x)g � '�

��
;

=


x;
�
'
�
d'�(x)f

�
; '
�
d'�(x)g

���
;

étant donné que ' est un morphisme d�algèbre de Lie on obtient

ff � '�; g � '�gG� (x) =


x; '

��
d'�(x)f

�
;
�
d'�(x)g

���
;

=


'� (x) ;

��
d'�(x)f

�
;
�
d'�(x)g

���
;

d�où
ff; ggH� '

� (x) = ff � '�; g � '�gG� (x) :

Proposition 2.6.2. Soient (M1; f; g1), (M2; f; g2) et (M3; f; g3) trois var-
iétés de Poisson et deux applications di¤érentiables ' :M1 !M2 ,
 :M2 !M3 :
1) Si ' et  sont deux applications de Poisson l�application composée  �'

est une application de Poisson,
2) Si ' et  � ' sont de Poisson, de plus si ' est surjective alors  est

une application de Poisson.

Preuve:
Commençons par montrer l�assertion 1). L�application  � ' est bien

di¤érentiable car ' et  le sont. Pour tout x 2M1 on a

( � ')� ff; ggM3
(x) = ff; ggM3

 � ' (x) = f � � f;  � � ggM2
' (x) ;

= f'� �  � � f; '� �  � � ggM1
(x) = f( � ')� f; ( � ')� ggM1

(x) ;

d�où
( � ')� ff; ggM3

(x) = f( � ')� f; ( � ')� ggM1
(x) .



20

Montrons l�assertion 2).Comme  �' et ' sont des applications de Poisson,
on a

ff; ggM3
 � ' (x) = ff �  � '; g �  � 'gM1

(x) = ff �  ; g �  gM2
� ' (x) .

Comme ' est surjective, alors pour tout y 2M2 on a

ff; ggM3
 (y) = ff �  ; g �  g (y) :�

2.7. Produit de variétés de Poisson. Soient M1 et M2 deux variétés.
Nous savons que C1(M1)
 C1(M2) est totalement dense dans C1(M1 �
M2).
On se donne dans cette partie deux variétés de Poisson (M1; f; g1) et

(M2; f; g2). Soient f; g 2 C1 (M1 �M2) et (x1; x2) 2M1 �M2, dé�nissons
un crochet sur la variété produit M1 �M2

ff; ggM1�M2
(x1; x2) = ffx2 ; gx2gM1

(x1) + ffx1 ; gx1gM2
(x2) ;

avec fx2 = f (:; x2) et fx1 = f (x1; :)

Proposition 2.7.1. Ce crochet

ff; ggM1�M2
(x1; x2) = ffx2 ; gx2gM1

(x1) + ffx1 ; gx1gM2
(x2) ;

est un crochet de Poisson sur M1 �M2:

Preuve:
La R-bilinéarité et l�anticommutativité sont claires, véri�ons la règle de

Leibniz, soient f; g et h 2 C1 (M1 �M2) et (x; y) 2M1 �M2

ff; ghgM1�M2
(x; y) = ffy; gyhygM1

(x) + ffx; gxhygM2
(y)

= g(x; y) ffy; hygM1
(x) + h(x; y) ffy; gygM1

(x)

+g(x; y) ffy; hygM2
(y) + h(x; y) ffy; gygM2

(y);

= g(x; y)
h
ffy; hygM1

(x) + ffx; hxgM2
(y)
i

+h(x; y)
h
ffy; hygM1

(x) + ffx; hxgM2
(y)
i
;

=
�
g ff; hgM1�M2

+ h ff; ggM1�M2

�
(x; y).

Il reste à véri�er l�identité de Jacobi pour cela il su¢ t de le montrer
pour les éléments de C1(M1) 
 C1(M2). Soient F ,G et H des éléments
de C1(M1) 
 C1(M2) avec F = f1 
 f2, G = g1 
 g2; et H = h1 
 h2,
(x1; x2) 2M1 �M2 on a

fG;Hg (x1; x2) =
g2 (x2)h2 (x2) fg1; h1g (x1) + g1 (x1)h1 (x1) fg2; h2g (x2)

et
fF; fG;Hgg (x1; x2) =

f2 (x2)
�
f1; fG;Hgx2

	
M1
(x1) + f1 (x1)

�
f2; fG;Hgx1

	
M2
(x2) ;

= f2 (x2) g2 (x2)h2 (x2) ff1; fg1; h1gg (x1)+
f2 (x2) fg2; h2g (x2) ff1; g1h1g (x1)+
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f1 (x1) fg1; h1g (x1) ff2; g2h2g (x2) + f1 (x1) g1 (x1)h1 (x1) ff2; fg2; h2gg ;
d�où

fF; fG;Hgg (x1; x2) =
([ff1; fg1; h1gg 
 (f2g2h2)] + [ff1; g1h1g 
 (f2 fg2;h2g)]+

[[f1 fg1;h1g]
 [ff2; g2h2g]] + [f1g1h1 
 ff2; fg2; h2gg]) (x1; x2) :
En faisant la somme des termes obtenus et par permutation circulaire de
F ,G et H on obtient

ffF;Gg ;Hg+ ffG;Hg ; Fg+ ffH;Fg ; Gg = 0:
En e¤et la somme des termes faisant intervenir ffi; fgi; higg (avec i = 1; 2) et
les termes qui s�en déduisent par permutation circulaire de fi; gi et hi est
nulle car le crochet de Poisson de Mi véri�e l�identité de Jacobi, quant aux
autres termes, ils s�annulent d�après la règle de Leibniz.�
On en déduit la dé�nition suivante

Dé�nition 2.7.1. La variété M1�M2 munie de cette structure de Poisson
est appelée produit des variétés de Poisson M1 et M2.

Remarque 2.7.1. On peut écrire ce crochet de Poisson avec les tenseurs
de Poisson

ff; ggM1�M2
(x1; x2) = ffx2 ; gx2gM1

(x1) + ffx1 ; gx1gM2
(x2) ;

= P1 (d1f; d1g) (x1) + P2 (d2f; d2g) (x2) :

avec dif est la di¤érentielle partielle de f par rapport à la i-éme composante
(i = 1; 2) au point (x1; x2).

Nous pouvons également dé�nir ce crochet de la manière suivante:

Théorème 2.7.1. (Drinfel�d) La variété M1 �M2 est munie de l�unique
structure de Poisson appelée produit des variétés de Poisson M1 et M2 ,qui
véri�e les propriétés suivantes
1) Les projections �i :M1 �M2 !Mi avec i = 1; 2 sont des applications

de Poisson,
2) f��1'; ��2 gM1�M2

= 0 pour tout ' 2 C1 (M1) et  2 C1 (M2).

Preuve:
Le crochet dé�ni dans la proposition précédente 2.7.1 est un crochet de

Poisson sur M1 � M2 qui véri�e les deux propriétés. En e¤et, montrons
que �1 : M1 �M2 ! M1 est une application de Poisson si nous munissons
M1 �M2 de ce crochet : Soient f ; g 2 C1 (M1) on a

ff � �1; g � �1gM1�M2
(x1; x2) = ff; ggM1

(x1) + ff (x1) ; g (x1)gM2
(x2) ;

= ff; ggM1
(x1) :

d�où
ff � �1; g � �1gM1�M2

(x1; x2) = ff; ggM1
� �1 (x1; x2) :

De même pour l�application �2 : M1 �M2 ! M2 est une application de
Poisson.
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Maintenant véri�ons la deuxième condition f��1'; ��2 g = 0 pour tout
' 2 C1 (M1) et  2 C1 (M2) on a

f��1'; ��2 g (x1; x2) = f'; (x2)gM1
+ f' (x1) ;  gM2

= 0:

Nous venons de montrer qu�il existe toujours une structure de Poisson véri-
�ant ces propriétés.
Cette structure de Poisson est unique. En e¤et véri�ons la pour les fonc-

tions séparées en utilisant la régle de Leibniz et les deux propriétés. Soit F
et G 2 C1 (M1)
 C1 (M2) on a F = f1 
 f2 = (f1 � �1) (f2 � �2) alors

fF;Gg = ff1 
 f2; g1 
 g2g = f(f1 � �1)(f2 � �2); (g1 � �1)(g2 � �2)g ;

= (f1��1) f(f2 � �2); (g1 � �1)(g2 � �2)g+(f2��2) f(f1 � �1); (g1 � �1)(g2 � �2)g ;
= (f1 � �1)[(g1 � �1) f(f2 � �2); (g2 � �2)g+ (g2 � �2) f(f2 � �2); (g1 � �1)g]+
(f2 � �2) [(g1 � �1) f(f1 � �1); (g2 � �2)g+ (g2 � �2) f(f1 � �1); (g1 � �1)g] ;

= [(f1g1 � �1) ff2; g2g2 � �2] + [(f2g2 � �2) ff1; g1g1 � �1] .�

3. Groupes de Lie-Poisson

Dans cette partie, G est un groupe de Lie, G son algèbre de Lie. Nous
utiliserons les notations suivantes:

Lg (h) = gh; et Rg (h) = hg;

ainsi que Intx (g) = xgx�1 = Lx �Rx�1 (g)
et deIntx = Adx; adX(Y ) = [X;Y ] .

On sait aussi que
deAd = ad:

Soit fI�g une base de G. On note @u ( resp @0u ) les champs de vecteurs
invariants à droite (resp à gauche) induits par cette base. Par construction,
on a pour tout ' 2 C1 (G)

@u' (g) = de [' �Rg] (Iu) et @0u'(g) = de [' � lg] (Iu) :

3.1. Champs tensoriels multiplicatifs.

Dé�nition 3.1.1. Soit G un groupe de Lie, un champ de tenseurs
P 2 A (G) est dit multiplicatif s�il véri�e: Pour tous g et h 2 G,

P (gh) = Lg� (P (h)) +Rh� (P (g)) :

A un champ de tenseurs P 2 Ap (G), on associe les deux applications

Pl : G! �p (G) et Pr : G! �p (G) ;

dé�nies par

Pl (g) = (Lg�)
�1 (P (g)) et Pr (g) = (Rg�)

�1 (P (g)) :
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Proposition 3.1.1. Soit G un groupe de Lie et soit p un entier � 0 tel que
P 2 Ap (G). Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) Le champ de tenseurs P est multiplicatif,
2) L�application Pl véri�e: Pour tous g et h 2 G;

Pl (gh) = Pl (h) +Adh�1Pl (g) ;

3) L�application Pr véri�e: Pour tous g et h 2 G;

Pr (gh) = Pr (g) +AdgPr (h) ;

De plus, ces propriétés équivalentes impliquent:
4) Le champ de tenseurs P véri�e, P (e) = 0. De plus, pour tout champ

de vecteurs X invariant à gauche sur G, alors le champ de tenseurs L (X)P
est aussi invariant à gauche,
5) Le champ de tenseurs P véri�e, P (e) = 0 et pour tout champ de

vecteurs X invariant à droite sur G, le champ de tenseurs L (X)P est aussi
invariant à droite.
De plus , lorsque le groupe de Lie G est connexe chacune des propriétés

4) et 5) impliquent les propriétés 1), 2) et 3).

Preuve:
1) () 2). Supposons que P véri�e 2). Comme par dé�nition on a

Pl (gh) = Pl (h) +Adh�1Pl (g) = (Lgh�)
�1 (P (gh)) ,

alors

Pl (gh) = (Lh�)
�1 (P (h)) +Adh�1 (Lg�)

�1 (P (g)) ;

= (Lh�)
�1 (Lg�)

�1 (Lg�) (P (h)) + (Lh�)
�1 (Rh�) (Lg�)

�1 (P (g)) ;

= (Lgh�)
�1 (Lg�) (P (h)) + (Lh�)

�1 (Lg�)
�1 (Rh�) (P (g)) ;

= (Lgh�)
�1 [Lg� (P (h)) +Rh� (P (g))] = (Lgh�)

�1 (P (gh)) ;

par conséquent

P (gh) = Lg� (P (h)) +Rh� (P (g)) :

D�où l�équivalence.
De même pour 1) () 3).
Montrons maintenant que 1) =) 4). Si P véri�e 1) on a

P (gh) = Lg� (P (h)) +Rh� (P (g)) ; pour tous g et h dans G;

alors pour g = h = e on a

P (e) = P (ee) = Le� (P (e)) +Re� (P (e)) ;

= 2P (e) ;

d�où

P (e) = 0:
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Soit X un champ de vecteurs invariant à gauche sur G, la courbe intégrale
de X n�est autre que le groupe à un paramètre des translations à droite�
Rexp(tX); t 2 R

	
, et soit g 2 G alors

LXP (g) =
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�P (g: exp (tX)) ;

=
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�

�
Rexp(tX)�P (g) + Lg�P (exp (tX))

�
;

=
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�Lg�P (exp (tX)) ;

= Lg�

�
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�P (exp (tX))

�
= Lg� (LXP (e)) ;

LXP (g) = Lg� (LXP (e)) ,
donc LXP est invariant à gauche, c�est à dire

LXP (hg) = Lh� [(LXP ) (g)] pour tous g et h 2 G.

d�où 1) implique 4).
Maintenant voyons la réciproque dans le cas où G est connexe. Soit LXP

un champ de tenseurs invariant à gauche pour tout champ de vecteurs X
invariant à gauche on a

d

dt
jt=0

�
Rexp(�tX)� [P (hg exp (tX))� Lh� (P (g exp (tX)))]

	
= 0;

donc au voisinage de zéro on a

Rexp(�tX)� [P (hg exp (tX))� Lh� (P (g exp (tX)))] = const = P (hg)�Lh� (P (g)) ;

pour g = e cette égalité devient

Rexp(�tX)� [P (h exp (tX))� Lh� (P (exp (tX)))] = P (h)� Lh� (P (e)) ;

on sait que P (e) = 0 donc

Rexp(�tX)� [P (h exp (tX))� Lh� (P (exp (tX)))] = P (h) ;

d�où

P (h exp (tX))� Lh� (P (exp (tX))) = Rexp(tX)�P (h) ;

P (h exp (tX)) = Lh� (P (exp (tX))) +Rexp(tX)�P (h) :

ainsi P est multipticatif pour t au voisinage de zéro et donc au voisinage de
e , mais comme G est connexe et l�on sait que tout voisinage de e engendre
G c�est à dire quelque soit g dans G il s�écrit sous la forme g = �i exp (tiXi)
avec les ti au voisinage de zéro et Xi des champs de vecteurs invariants à
gauche.
De même pour 1) implique 5) et pour 5) implique 1) dans le cas où G est

connexe.�
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Corollaire 3.1.1. Soient G un groupe de Lie, un champ de vecteurs invari-
ant à gauche X, et Y un champ de vecteurs invariant à droite. Si P est un
champ de tenseurs multiplicatifs alors

LXLY P = LY LXP = 0:
Preuve:
On sait que

LXP (g) =
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�P (g: exp (tX)) ;

=
d

dt
jt=0 Rexp(�tX)�

�
Rexp(tX)�P (g) + Lg�P (exp (tX))

�
;

= Lg� (LXP (e))
et

LXP (hg) = Lh� [(LXP ) (g)] ;
alors

LY LXP (g) =
d

ds
js=0 Lexp(�sY )�LXP (exp (sY ) :g) ;

=
d

ds
js=0 Lexp(�sY )�Lexp(sY ):g� (LXP (e)) ;

=
d

ds
js=0 Lg� (LXP (e)) = 0:�

Corollaire 3.1.2. Soit G un groupe de Lie, P et Q 2 A (G). Si Q est
multiplicatif et P invariant à gauche (resp à droite) le crochet de Schouten-
Nijenhuis [P;Q] est invariant à gauche (resp à droite).

Preuve:
Quand P est un champ de vecteurs il su¢ t d�utiliser la propriété 4) (resp

5) ) de la proposition précédente. Dans le cas général on sait qu�un champ
de tenseurs invariant à gauche (resp à droite) est somme d�un nombre �ni de
produits extérieurs de champs de vecteurs invariants à gauche (resp à droite),
il su¢ t donc d�utiliser la propriété 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis.
Par exemple: Pour X et Y deux champs de vecteurs invariants à gauche,

P 2 A2(M) tel que P = X ^Y :

[P;Q] = [X ^ Y;Q] = X ^ [Y;Q] + (�1)(q�1)[X;Q] ^ Y;
on a X ^ [Y;Q] invariant à gauche car X est invariant à gauche et [Y;Q] est
invariant à gauche d�après l�assertion 4) de la proposition précédente 3.1.1.�
Corollaire 3.1.3. Soient G un groupe de Lie connexe et P 2 A (G) un
champ de tenseurs multiplicatifs. Si la dérivée de Lie de P selon tout champ
de vecteurs invariant à gauche est nulle, alors P est invariant à droite.

Preuve:
Soit X un champ de vecteurs invariant à gauche on a

(LXP ) (g) =
d

ds
js=0 Rexp(�sX)�P (g exp (sX)) = 0;
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c�est à dire qu�au voisinage de zéro Rexp(�sX)�P (g exp (sX)) est constant
alors

Rexp(�sX)�P (g exp (sX)) = P (g) ;

P (g exp (sX)) = Rexp(+sX)�P (g) ;

comme G est un groupe de Lie connexe alors pour tout h 2 G , h s�écrit
sous la forme h = �i exp (siXi) avec les si au voisinage de zéro et Xi des
champs de vecteurs invariants à gauche. D�où le résultat

P (gh) = Rh�P (g)

pour tous g et h de G (c�est à dire P est invariant à droite).�

Proposition 3.1.2. Soit G un groupe de Lie connexe.
1) Si deux champs de tenseurs P et Q sur G sont multiplicatifs, leur

crochet de Schouten-Nijenhuis [P;Q] est multiplicatif,
2) Un champ de tenseurs multiplicatif P sur G dont la dérivée intrinsèque

deP est nulle, est identiquement nul.

Preuve:
Commençons par montrer 1). Soient P et Q deux champs de tenseurs

multiplicatifs, alors P (e) = Q (e) = 0 c�est à dire il existe deux fonctions f
et g de C1 (G) telles que P = fP 0 et Q = gQ0 avec f (e) = g (e) = 0 et P 0

et Q0 sont deux champs de tenseurs, en utilisant les propriétés du crochet
de Schouten-Nijenhuis on trouve que:

[P;Q] (e) =
�
P 0f; gQ0

�
(e) = f (e)

�
P 0; gQ0

�
(e)+

(�1)(q�1)p
��
[f; g] ^Q0 ^ P 0

�
(e) + g (e)

��
f;Q0

�
^ P

�
(e)
�
= 0:

Il reste à montrer que si pour tout champ de vecteurs invariant à gauche
X, LX ([P;Q]) est invariant à gauche alors [P;Q] est multiplicatif d�après
la proposition précédente 3.1.1 (4) , 1) ); on a d�après l�identité Jacobi
graduée

LX [P;Q] = [X; [P;Q]] = � [P; [Q;X]]� (�1)(p�1)(q�1) [Q; [X;P ]] ;
de plus d�après le corollaire 3.1.2 et la proposition 3.1.1 on a : [Q;X] et
[X;P ] sont invariants à gauche et donc on a aussi [P; [Q;X]] et [Q; [X;P ]]
invariants à gauche d�où LX ([P;Q]) est invariant à gauche.
Passons maintenant à l�assertion 2). Soient P un champ de tenseurs

multiplicatifs et supposons que la dérivée intrinsèque deP soit nulle. Soit X
un champ de vecteurs invariant à gauche sur G on a

LXP (e) = deP (X (e)) = 0;

comme P est multiplicatif alors LXP est invariant à gauche et nul en
l�élément neutre e, du fait que G soit connexe, P un champ de tenseurs
multiplicatifs et puisque la dérivée de Lie de P selon tout champ de vecteurs
invariant à gauche étant nulle, alors P est invariant à droite (d�après le
corollaire 3.1.3 ). Donc pour tout g 2 G

P (g) = Rg�P (e) = 0 (car P (e) = 0),
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alors P est identiquement nul.

3.2. Groupes de Lie-Poisson.

Dé�nition 3.2.1. Un groupe de Lie G muni d�une structure de Poisson est
appelé groupe de Lie-Poisson si l�application � : G�G ! G, qui pour tout
couple (x; y) � (x; y) = xy soit une application de Poisson.

Dé�nition 3.2.2. Un homomorphisme de groupe de Lie-Poisson est un
homomorphisme de groupe de Lie et une application de Poisson.

Proposition 3.2.1. Soit G un groupe de Lie muni d�une structure de Pois-
son P est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si son tenseur de Poisson
P est multiplicatif.

Preuve:
L�application � est un morphisme de Poisson si et seulement si

f��f; ��ggG�G = �� ff; ggG pour tous f et g 2 C1 (G) ;

autrement dit si � = Tgh (f) et � = Tgh (g)

P (gh) (�; �) = �� ff; ggG (g;h)

et

PG�G (g; h)
�
T t(g;h)��; T

t
(g;h)��

�
= f��f; ��ggG�G (g; h)

alors

PG�G (g; h)
�
T t(g;h)��; T

t
(g;h)��

�
= P (gh) (�; �) ; avec �; � 2 T �ghG:

On sait que

T(g;h)� (u; v) = TRhu+ TLgv; avec (u; v) 2 T(g;h) (G�G) = TgG� ThG;

alors

T t(g;h)�� =
�
T tRh�; T

tLg�
�
et T t(g;h)�� =

�
T tRh�; T

tLg�
�
:

En remplaçant T t(g;h)�� et T
t
(g;h)�� on trouve

PG�G (g; h)
�
T t(g;h)��; T

t
(g;h)��

�
=

PG�G (g; h)
��
T tRh�; T

tLg�
�
;
�
T tRh�; T

tLg�
��
;

= PG (g)
�
T tRh�; T

tRh�
�
+ PG (h)

�
T tLg�; T

tLg�
�
;

= [(TgRh 
 TgRh)PG (g) + (ThLg 
 ThLg)PG (h)] (�; �) ;

= (Rh� (PG (g)) + Lg� (PG (h))) (�; �) :

Donc pour que � soit une application de Poisson il faut et il su¢ t que le
tenseur de Poisson P soit multiplicatif.�
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Corollaire 3.2.1. Soit (G;P ) un groupe de Lie-Poisson l�application

i : G! G

g ! g�1

est une application anti-Poisson c�est à dire

ff � i; g � ig(x) = �ff; gg(x�1);
i�P (x) = �P

�
x�1

�
:

Preuve:
En appliquant le fait que � est une application de Poisson pour h = g�1

et le fait que P (e) = 0 on obtient

Rg�1� (P (g)) + Lg�
�
P
�
g�1

��
= 0;

(Lg�)
�1 �Rg�1� (P (g)) = �P

�
g�1

�
:

Il est clair que (Lg�)�1 �Rg�1�(g) = i�(g) d�où le résultat

i�P (g) = �P
�
g�1

�
:

Exemple 3.2.1. Soit le groupe de Lie R2n est un groupe de Lie-Poisson
avec

P (x) =
1

2
cijk x

k@i ^ @j :

où les cijk sont les constantes de structure de l�algèbre de Lie de R
2n

Ceci découle du fait que R2n est connexe et P véri�e la propriété 5) de la
proposition 3.1.1 alors P est un champ tensoriels multiplicatif.

Exemple 3.2.2. Le tore Tn = Rn= /Zn:

la seule et unique structure de Lie-Poisson sur le tore est identiquement
nulle car la structure de Lie-Poisson sur R2n n�est pas périodique et que

P (gh) = Lg� (P (h)) +Rh� (P (g))

n�est périodique que s�il est nul.

3.3. Bialgèbre de Lie. Soit G un groupe de Lie-Poisson. Dé�nissons une
structure d�algèbre de Lie sur G�, 'i des éléments de C1 (G) tels que la
di¤érentielle de 'i au point identité e de G est égale à li la base duale de G�
(notée de'i = li ). On dé�nit

[l1; l2] = de f'1; '2g ;
ce crochet est bien un crochet de Lie, indépendant du choix des 'i.
Preuve:
En e¤et, il est R-bilinéaire et anticommutatif, il reste à véri�er l�identité

de Jacobi
[li; [lj ; lk]] + [lj ; [lk; li]] + [lk; [li; lj ]] =

[de'i; [lj ; lk]] +
�
de'j ; [lk; li]

�
+ [de'k; [li; lj ]] ;

=
�
de'i; de

�
'j ; 'k

	�
+
�
de'j ; de f'k; 'ig

�
+
�
de'k; de

�
'i; 'j

	�
;



29

= de
�
'i;
�
'j ; 'k

		
+ de

�
'j ; f'k; 'ig

	
+ de

�
'k;

�
'i; 'j

		
= 0:

Ainsi il est indépendant du choix des 'i car sur la carte (';U) avec le
système de coordonnées

�
xi
	
on a�

'i; 'j
	
(:) = P

�
d'i; d'j

�
(:) =

@'i
@xk

(:)
@'j
@xl

(:)
n
xk; xl

o
(:) ;

d�où

[li; lj ] = de
�
'i; 'j

	
= de

�
P
�
d'i; d'j

��
= de

�
@'i
@xk

@'j
@xl

n
xk; xl

o�
;

est indépendant du choix des 'i.
Dé�nissons un crochet de Poisson sur G donné par la formule suivante:

f'; g = P ('; ) = ���@�':@� ;

dans ce cas les constantes de structure de G� s�écrivent sous la forme
f��� = (@��

��) (e) :

Preuve:
Pour montrer cette égalité il su¢ t de remarquer que

[l�; l�] = de
�
'�; '�

	
= de

�
���@�'�:@�'�

�
= f��� l�

et que
[l�; l�] (I�) = f��� :

Comme P est un tenseur de Poisson multiplicatif alors P (e) = 0 et donc
��� (e) = 0 d�où le résultat suivant,

[l�; l�] = de

�
���@�'�:@�'�

�
;

= ��� (e) de
�
@�'�:@�'�

�
+ de

�
���

� �
@�'�:@�'�

�
(e) ;

= de

�
���

� �
@�'�:@�'�

�
(e) :

On sait aussi que de'i = li alors de'� (I�) = ��� donc

[l�; l�] (I�) = de

�
���

�
(I�)

�
@�'�:@�'�

�
(e) ;

= de

�
���

�
(I�) :de'� (I�) :de'� (I�) ;

= de

�
���

�
(I�) ������ = de (�

��) (I�) = (@��
��) (e) = f��� : C.q.f.d.

Dé�nition 3.3.1. Soit G un espace vectoriel de dimension �nie, on dé�nit
sur G et G� des structures d�algèbre de Lie. On dit que ces deux structures
d�algèbre de Lie sont compatibles (équivalentes) si

ckrsf
ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r :

Les ckrs;et f
ij
k sont les constantes de structure de G et G� respectivement pour

les bases respectives de G et G� où la base de G est la base duale de G�.
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D�où la dé�nition suivante,

Dé�nition 3.3.2. G a une structure de bialgèbre de Lie si G et G� ont des
structures d�algèbre de Lie compatibles.

Remarque 3.3.1. On dit aussi que les deux structures d�algèbre de Lie sur
G et G� sont compatibles (ou équivalentes) si et seulement si

h[�; �] ; [X;Y ]i = �


coadX�; coad

�
�Y
�
+ hcoadX�; coad��Y i+

+


coadY �; coad

�
�X
�
� hcoadY �; coad��Xi ;

avec �; � 2 G� et X;Y 2 G.

Preuve:
On sait que

hcoadXZ; Y i = hZ;�adXY i = hZ; [Y;X]i ;
alors

hcoadIr li; Ixi = hli; [Ix; Ir]i = cirx;

d�où
coadIr li = cirxlx;

donc pour � = li , � = lj et X = Ir , Y = Is on obtient

h[li; lj ] ; [Ir; Is]i = ckrsf
ij
k ;

�
D
coadIr li; coad

�
lj
Is

E
= �



cirxlx; f

jy
s Iy

�
= ci�rf

j�
s ;


coadIr lj ; coad
�
li
Is
�
=


cjrxlx; f

iy
s Iy

�
= �cj�rf i�s ;D

coadIs li; coad
�
lj
Ir

E
=


cisxlx; f

jy
r Iy

�
= �ci�sf j�r ;

�


coadIs lj ; coad

�
Ir li
�
= �



cjsxlx; f

iy
r Iy

�
= cj�sf

i�
r :

On obtient ainsi

�


coadX�; coad

�
�Y
�
+ hcoadX�; coad��Y i+


coadY �; coad
�
�X
�
� hcoadY �; coad��Xi =

ci�rf
j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r : C.q.f.d.

Exemple 3.3.1. Si G est une algèbre de Lie. On obtient une bialgèbre de
Lie sur G et G�; si on prend [l1; l2] = 0 pour tout élément l1; l2 2 G�

En e¤et comme les constantes de structure f��� = 0, donc

ckrsf
ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r = 0:

Alors le crochet de Poisson

f'; g = 0 8'; 2 C1 (G) ;
du fait que de f'1; '2g = [l1; l2] = 0:

Exemple 3.3.2. dimG =2:
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Si la dimG =2 alors toutes les structures sur G et G� sont compatibles.
Soit hI1; I2i et hl1; l2i sont les bases de G et G� respectivement,on a alors

ck12f
12
k = c112f

12
1 + c212f

12
2 = �c221f122 � c112f211

et

c1�1f
2�
2 � c2�1f1�2 � c1�2f2�1 + c2�2f

1�
1 = �c2�1f1�2 � c1�2f2�1 = �c221f122 � c112f211 ;

donc
ck12f

12
k = c1�1f

2�
2 � c2�1f1�2 � c1�2f2�1 + c2�2f

1�
1 ;

d�où la compatibilité des structures sur G et G�:

Dé�nition 3.3.3. ' est un 1-cocycle d�algèbre de Lie G à valeurs dans
G 
 G pour la représentation adjointe si

' ([X;Y ]) = adX (' (Y ))� adY (' (X)) ;
avec adX = adX 
 idG + idG 
 adX .

Remarque 3.3.2. On observe que

coad (Ii) (lk) (Ij) = hlk; [Ij ; Ii]i = ckji

d�où
coad (Ii) (lk) = ckjilj et coad

� (li) (Ik) = f jik Ij :

Soit G et G� munies de deux structures d�algèbre de Lie, dé�nissons un
crochet sur G � G� tel que pour tout X � �; Y � � 2 G � G� on ait:

[X � �; Y � �] =
f[X;Y ] + (coad��) (Y )� (coad��) (X)g�f[�; �] + (coadX) (�)� (coadY ) (�)g :

Proposition 3.3.1. le crochet [X � �; Y � �] est bien un crochet de Lie.

Preuve:
La R-bilinéarité et l�anticommutativité sont triviales. Véri�ons l�identité

de Jacobi. On sait que pour (X;Y; Z) des éléments de G et (�; �; �) des
éléments de G� l�identité de Jacobi est véri�ée car G et G� sont des algèbres
de Lie, de ce fait il su¢ t de montrer l�identité de Jacobi pour tout (X;Y ) 2 G
et � 2 G� ou bien pour tout X 2 G et (�; �) 2 G� mais comme les éléments
de G et G� jouent les mêmes rôles dans ces deux cas, montrons le premier,

S = [X; [Y; �]] + [Y; [�;X]] + [�; [X;Y ]] =

[X; f�coad�� (Y )� (coadY ) (�)g] + [Y; f(coad��) (X)�� (coadX) (�)g]
+ f(coad��) ([X;Y ])�� (coad [X;Y ]) (�)g ;

= f[X;�coad�� (Y )]� (coad� (coadY ) (�)) (X)g�f(coadX) ((coadY ) (�))g+
f[Y; (coad��) (X)]� (coad� � (coadX) (�)) (Y )g�f(coadY ) (� (coadX) (�))g+

f(coad��) ([X;Y ])�� (coad [X;Y ]) (�)g ;
= ([X;�coad�� (Y )]� (coad� (coadY ) (�)) (X)+

[Y; (coad��) (X)]� (coad� (� (coadX) (�))) (Y ) + (coad��) ([X;Y ]))�
((coadX) ((coadY ) (�)) + (coadY ) (� (coadX) (�))� (coad [X;Y ]) (�)):
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Pour faciliter l�étude nous travaillerons que sur les bases de G et de G�,
prenons X = Is; Y = Ir; et � = li ainsi S devient

S = [Ir; [Is; li]] + [Ir; [li; Is]] + [li; [Is; Ir]] =

([Is;�coad�li (Ir)]� (coad� (coadIr) (li)) (Is)+
+ [Ir; (coad

�li) (Is)]� (coad� (� (coadIs) (li))) (Ir) + (coad�li) ([Is; Ir]))�
((coadIs) ((coadIr) (li))+

+ (coadIr) (� (coadIs) (li))� (coad [Is; Ir]) (li));
= (
�
Is;�f�ir I�

�
�
�
coad�ci�rl�

�
(Is)+�

Ir; f
�i
s I�

�
�
�
coad� � ci�sl�

�
(Ir) + (coad

�li)
�
cksrIk

�
)�

((coadIs)
�
cilrll

�
+ (coadIr)

�
�cilsll

�
�
�
coadclsrIl

�
(li));

= (�cjs�f�ir Ij � f j�s ci�rIj + f
�i
s c

j
r�Ij + f

j�
r ci�sIj + f

ji
k c

k
srIj)�

(cljsc
i
lrIj � cljrcilsIj � cijlclsrIj):

Remaquons que d�après l�identité de Jacobi sur l�algèbre de Lie G, on a le
second membre nul,

cljsc
i
lrIj � cljrcilsIj � cijlclsrIj =

�
cljsc

i
lr � cljrcils � cijlclsr

�
Ij = 0:

On a aussi

�cjs�f�ir Ij � f j�s ci�rIj + f
�i
s c

j
r�Ij + f

j�
r ci�sIj + f

ji
k c

k
srIj =�

�cjs�f�ir � f j�s ci�r + f
�i
s c

j
r� + f

j�
r ci�s + f

ji
k c

k
sr

�
Ij = 0;

si et seulement si les structures d�algèbre de Lie G et G� sont compatibles.�
Soit E et F deux espaces vectoriels, soit l�application linéaire ' : E ! F

on note par '� son application transposée dé�nie par

'� : F � ! E� telle que '� (v) = v � ':

Théorème 3.3.1. Supposons que G et G� ont des structures d�algèbre de
Lie données. On dé�nit une application linéaire ' de G�
G� dans G� telle
que pour tout couple (l1; l2) ! ' (l1; l2) = [l1; l2]. Les conditions suivantes
sont équivalentes:
1) Les structures d�algèbre de Lie G et G� sont équivalentes,
2) L�application '� : G ! G 
 G est un 1-cocycle ,
3) L�algèbre de Lie sur G � G� induite par les structures d�algèbre de Lie

G et G� sur laquelle nous dé�nissons une forme bilinéaire
Q : (G � G�)� (G � G�)! R par la formule

Q ((x1 � l1) ; (x2 � l2)) = l1 (x2) + l2 (x1) ;

est invariant par l�adjoint de G � G� ( le triplet de Manin ).
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Preuve:
Nous allons commencer par montrer que 1), 2). Observons d�abord que

8X1
X2 2 G�
G� on a '� (X) (X1 
X2) = X�' (X1 
X2) = [X1; X2] (X) ;
alors

'� (Ii) (lj 
 lk) = [lj ; lk] (Ii) = f jki ;

d�où
'� (Ii) = f jki Ij 
 Ik:

Calculons,

'� ([Ir; Is]) (li 
 lj) = h[Ir; Is] ; [li; lj ]i =
D
c�rsI�; f

ij
� l�

E
= ckrsf

ij
k :

Si ' est un 1-cocycle d�algèbre de Lie G à valeurs dans G 
 G, pour la
représentation adjointe alors

'� ([Ir; Is]) (li 
 lj) = '� (adIrIs) (li 
 lj) ;
= (adIr'

� (Is)� adIs'� (Ir)) (li 
 lj) ;
= ((adIr 
 idG + idG 
 adIr)'� (Is)

� (adIs 
 idG + idG 
 adIs)'� (Ir)) (li 
 lj) ;
= ((adIr 
 idG + idG 
 adIr) f�ks (I� 
 Ik)

� (adIs 
 idG + idG 
 adIs) f�kr (I� 
 Ik)) (li 
 lj) =

= [(f�ks

�
clr�Il 
 Ik + I� 
 clrkIl

�
�
�
f�kr

�
cls�Il 
 Ik + I� 
 clskIl

��
)] (li 
 lj) ;

= f�ks

�
clr��li�kj + c

l
rk��i�lj

�
� f�kr

�
cls��li�kj + c

l
sk��i�lj

�
;

= f�js cir� + f
ik
s c

j
rk � f

�j
r cis� + f

ik
r c

j
sk;

= ci�rf
j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r :

Nous savons par dé�nition que les structures d�algèbre de Lie G et G� sont
équivalentes si

ckrsf
ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r ;

d�où les assertions 1) et 2) sont équivalentes.
Montrons que si l�assertion 1) est véri�ée, alors l�assertion 3) l�est aussi.

Supposons que nous avons une bialgèbre alors nous avons un crochet de Lie
sur G � G� d�après la proposition précédente 3.3.1, il reste à montrer que
Q ((x1 � l1) ; (x2 � l2)) = l1 (x2)+ l2 (x1) est invariant avec la représentation
adjointe c�est à dire

Q ([(x1 � l1) ; (x3 � l3)] ; (x2 � l2)) = �Q ((x1 � l1) ; [(x2 � l2) ; (x3 � l3)]) :
Pour montrer cette égalite il su¢ ra de montrer l�une des deux égalités suiv-
antes (car les éléments de G et G� jouent le même rôle)

Q ([x1; x3] ; l2) = �Q (x1; [l2; x3]) ou Q ([l1; l3] ; x2) = �Q (l1; [x2; l3]) :
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Montrons la première égalité

Q ([x1; x3] ; l2) +Q (x1; [l2; x3]) =

l2 ([x1; x3]) +Q (x1; coad
�l2 (x3)��coadx3 (l2)) ;

= l2 ([x1; x3]) + x1 (�coadx3 (l2)) ;
= l2 ([x1; x3]) + (�coadx3 (l2)) (x1) ;
= l2 ([x1; x3])� l2 ([x1; x3]) = 0:

D�où
Q ([x1; x3] ; l2) = �Q (x1; [l2; x3]) :

Passons maintenant à la réciproque, pour avoir l�assertion 3) il faut que
le crochet dé�ni sur G � G� soit un crochet de Lie et donc qu�il doit véri�er
l�identité de Jacobi, ainsi d�après les calculs de la proposition précédente
3.3.1 nous avons�

�cjs�f�ir � f j�s ci�r + f
�i
s c

j
r� + f

j�
r ci�s + f

ji
k c

k
sr

�
Ij = 0:

par conséquent nous avons une bialgèbre de Lie de G et G�.�
Remarque 3.3.3. On peut exprimer d�une autre manière l�équivalence des
deux assertions 1) et 3) du théorème 3.3.1 en introduisant la dé�nition suiv-
ante,

Dé�nition 3.3.4. Un triplet de Manin de dimension �nie est un triplet
d�algèbres de Lie de dimensions �nies fG;G+;G�g où G est munie d�un
produit scalaire ad-invariant h; i tel que:
i) Les algèbres G+ et G� sont des sous-algèbres de Lie de G de telle

manière que G+ � G� = G en tant qu�espace vectoriel,
ii) Les sous-algèbres G+ et G� sont isotropes vis-à-vis du produit scalaire.
dès lors l�équivalence des deux assertions 1) et 3) du théorème 3.3.1 de-

vient:

Corollaire 3.3.1. Les structures d�algèbre de Lie G et G� sont équivalentes
si et seulement si elles correspondent à un triplet de Manin.

Preuve:
Pour montrer cette équivalence il su¢ t de prendre pour le triplet feG; eG+; eG�geG+ = G , eG� = G� et eG = G � G�

avec Q = h; i le produit scalaire.�
Remarque 3.3.4. On peut noter une bialgèbre (G; [; ]; '�):
Soit un crochet de Poisson sur un groupe de Lie G donné par la formule

f'; g = �uv@u'@v :

Proposition 3.3.2. Soit la fonction � : G! G 
 G telle que
� (g) = �uv (g) Iu 
 Iv,

� est un 1-cocycle si et seulement si � (gh) = Adg� (h) + � (g) pour tout
g,h 2 G.
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Preuve:
Si � est un 1-cocycle alors,

de� (adX (Y )) = de� ([X;Y ]) ;

= de�
uv (Y ) (adX 
 1 + 1
 adX) Iu 
 Iv

�de�uv (X) (adY 
 1 + 1
 adY ) Iu 
 Iv;
= de�

uv (Y ) adXIu 
 Iv � de�uv (X) adY Iu 
 Iv:
Si � s�écrit � (gh) = Adg� (h)+� (g) pour tout g,h 2 G on a par conséquent,

� (Intgh) = �
�
ghg�1

�
= Adg�

�
hg�1

�
+ � (g) ;

= Adg
�
Adh�

�
g�1

�
+ � (h)

�
+ � (g)

et
� (e) = � (ee) = Ade� (e) + � (e) = 0:

Donc
d2ed1e (� (Intgh)) (X;Y ) = dede

�
Adgh�

�
g�1

��
(X;Y )

+dede (Adg� (h)) (X;Y ) + dede� (g) (X;Y ) ;

comme dede� (g) = 0 et � (e) = 0 alors,

d2ed1e (� (Intgh)) (X;Y ) = dedeAdgh�
�
g�1

�
(X;Y ) + dedeAdg� (h) (X;Y ) ;

= deAdhde�
�
g�1

�
(X;Y ) + deAdgde� (h) (X;Y ) ;

= �adY de� (X) + adXde� (Y ) ;
= adXde� (Y )� adY de� (X) ;
= de�

uv (Y ) adXIu 
 Iv � de�uv (X) adY Iu 
 Iv:
On conclut que

d2ed1e (� (Intgh)) (X;Y ) = de� (adX (Y ))

d�où l�équivalence.�

Proposition 3.3.3. Soit un crochet de Poisson sur G donné par la formule
f'; g = �uv@u'@v est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si ( la
fonction � : G! G 
 G telle que pour tout g dans G on a

� (g) = �uv (g) Iu 
 Iv;
est un 1-cocycle si et seulement si � (gh) = Adg� (h) + � (g) pour tout
g,h 2 G: ).

Preuve:
On sait que f'; g = �uv@u'@v constitue un groupe de Lie-Poisson si

f'; gG � � = f' � �;  � �gG�G ;
c�est à dire 8g,h 2 G on a

f'; g (gh) = f' � Lg;  � Lgg (h) + f' �Rh;  �Rhg (g) ;
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par dé�nition on a aussi

f'; g (g) = �uv@u'@v (g);

= �uv (g) (de (' �Rg) ; de ( �Rg)) (Iu 
 Iv) ;
= � (g) (de (' �Rg) ; de ( �Rg)) :

On obtient ainsi

f'; g (gh) = � (gh) (de' �Rgh; de �Rgh) =

�uv (h) (de' �Rgh; de �Rgh)Adg (Iu 
 Iv)+

�uv (g) (de' �Rgh; de �Rgh) (Iu 
 Iv) ;

= �uv (h) (de' �Rh �Rg; de �Rh �Rg)Adg (Iu 
 Iv)+

�uv (g) (de ((' �Rh) �Rg) ; de (( �Rh) �Rg)) (Iu 
 Iv)

= �uv (h) (de' �Rh �Rg; de �Rh �Rg)Adg (Iu 
 Iv)+f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h) (de' �Rh �Rg; de �Rh �Rg) deIntg (Iu 
 Iv)+f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h) (de' �Rh �Rg � Intg; de �Rh �Rg � Intg) (Iu 
 Iv)+

f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h)
�
de' �Rh �Rg � Lg �Rg�1 ; de �Rh �Rg � Lg �Rg�1

�
(Iu 
 Iv)+

f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h)
�
de' �Rh � Lg �Rg �Rg�1 ; de �Rh � Lg �Rg �Rg�1

�
(Iu 
 Iv)+

f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h) (de' � Lg �Rh; de � Lg �Rh) (Iu 
 Iv) + f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= �uv (h) (de ((' � Lg) �Rh) ; de (( � Lg) �Rh)) (Iu 
 Iv)+f' �Rh;  �Rhg (g) ;

= f' � Lg;  � Lgg (h) + f' �Rh;  �Rhg (g) : C.q.f.d.�

Remarque 3.3.5. Dans l�exemple 3.2.1 le groupe de Lie R2n est un groupe
de Lie-Poisson muni du tenseur

P (x) =
1

2
cijk x

k@i ^ @j :

D�après la proposition précédente la fonction � : G! G 
 G est égale à

� (g) = cijk Ii 
 Ij :

Théorème 3.3.2. 1) Soit G un groupe de Lie-Poisson et G son algèbre de
Lie alors les structures de G et G� sont compatibles.
2) Soit G une bialgèbre de Lie sur R et soit G un groupe de Lie connexe

ou simplement connexe avec G son algèbre de Lie, alors il existe une seule
et unique structure de Poisson qui rend G un groupe de Lie-Poisson.
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Preuve:
Le groupe G muni du crochet f'; g = �uv@u'@v est un groupe de Lie-

Poisson ( car son crochet de Poisson est multiplicatif ), d�après la proposition
3.3.3 � est un 1-cocycle . Nous allons utiliser le théorème précédent ( 1), 2))
en identi�ant de� à '�. Ainsi, si de� est un 1-cocycle alors les structures
d�algèbre de Lie de G et G� sont équivalentes.
Passons maintenant à l�assertion 2). On a G une bialgèbre de Lie c�est

à dire G et G� ont des structures compatibles ce qui veut dire que nous
connaissons les structures ckrs et f

ij
k et nous devons chercher �uv 2 C1 (G).

On sait d�après le paragraphe précédent que fuv� = (@��
uv) (e) . Donc

nous devons montrer qu�il existe une unique fonction �uv 2 C1 (G) telle
que fuv� = (@��

uv) (e) mais comme G est connexe ou simplement connexe
alors la fonction �uv est unique. D�où l�unicité de la structure de Poisson
f'; g = �uv@u'@v :�

Théorème 3.3.3. Soient G et G� une bialgèbre de Lie il existe un unique
groupe de Lie-Poisson connexe et simplement connexe qui donne cette struc-
ture.

Preuve:
D�après le troisième théorème de Lie qui stipule que: Si G est une algèbre

de Lie de dimension �nie, alors il existe un groupe de Lie G simplement
connexe tel que TeG soit isomorphe à G. D�après l�assertion 2) du théorème
précédent 3.3.2, on a sur G une seule et unique structure de Poisson qui
rend G un groupe de Lie-Poisson.�
En utilisant ce dernier théorème nous allons donner quelques exemples

Exemple 3.3.3. dimG = 2:

Tout groupe de Lie G de dimension 2 est un groupe de Lie-Poisson.
Tout algèbre de Lie de dimension 2 est une bialgèbre de Lie.

En e¤et d�après le théorème 3.3.3 tout algèbre de Lie de dimension 2 admet
un unique groupe de Lie-Poisson simplement connexe.

Exemple 3.3.4. Gl+(2;R):

Soit G = gl(2;R) et soit

I1 =

�
1 0
0 0

�
; I2 =

�
0 1
0 0

�
; I3 =

�
0 0
1 0

�
;

I4 =

�
0 0
0 1

�
;

sa base on a
[I1; I2] = I2 , [I1; I3] = �I3 , [I1; I4] = 0

[I2; I3] = I1 � I4 , [I2; I4] = I2 , [I3; I4] = 0:

Soit aussi li la base duale de G� telle que
[l1; l2] = l1 � l4 , [l1; l3] = 0 , [l1; l4] = l3
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[l2; l3] = �l3 , [l2; l4] = 0 , [l3; l4] = 0:
G = gl(2;R) est une bialgèbre de Lie si elle veri�e

h[�; �] ; [X;Y ]i = �


coadX�; coad

�
�Y
�
+ hcoadX�; coad��Y i+

+


coadY �; coad

�
�X
�
� hcoadY �; coad��Xi :

Utilisons un tableau pour calculer h[�; �] ; [X;Y ]i
h[�; �] ; [X;Y ]i [l1; l2] [l1; l3] [l1; l4] [l2; l3] [l2; l4] [l3; l4]
[I1; I2] 0 0 0 0 0 0
[I1; I3] 0 0 -1 1 0 0
[I1; I4] 0 0 0 0 0 0
[I2; I3] 2 0 0 0 0 0
[I2; I4] 0 0 0 0 0 0
[I3; I4] 0 0 0 0 0 0

de même utilisons un tableau pour calculer

�


coadX�; coad

�
�Y
�
+hcoadX�; coad��Y i+



coadY �; coad

�
�X
�
�hcoadY �; coad��Xi :::(1)

(1) � = l1; � = l2 � = l1; � = l3 � = l1; � = l4
X = I1; Y = I2 0 0 0
X = I1; Y = I3 0 0 -1
X = I1; Y = I4 0 0 0
X = I2; Y = I3 2 0 0
X = I2; Y = I4 0 0 0
X = I3; Y = I4 0 0 0

;

� = l2; � = l3 � = l2; � = l4 � = l3; � = l4
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

;

on remarque que les deux tableaux sont identiques donc G = gl(2;R) est
une bialgèbre de Lie alors le groupe de Lie Gl(2;R) (simplement connexe)
de gl(2;R) est un groupe de Lie-Poisson

Exemple 3.3.5. Sl(2;R):

Soit G = sl(2;R) avec

I1 =

�
0 1
0 0

�
; I2 =

�
0 0
1 0

�
; I3 =

�
1 0
0 �1

�
;

tels que
[I1; I2] = I3 , [I1; I3] = �2I1 , [I2; I3] = 2I2;

et soit li la base duale de G� telle que
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[l1; l2] = 2l2 , [l1; l3] = 2l3 , [l2; l3] = 0;

veri�ons que G = sl(2;R) est une bialgèbre de Lie si elle satisfait

h[�; �] ; [X;Y ]i = �


coadX�; coad

�
�Y
�
+ hcoadX�; coad��Y i+

+


coadY �; coad

�
�X
�
� hcoadY �; coad��Xi ;

utilisons un tableau comme l�exemple précédent pour calculer h[�; �] ; [X;Y ]i

h[�; �] ; [X;Y ]i [l1; l2] [l1; l3] [l2; l3]
[I1; I2] 0 2 0
[I1; I3] 0 0 0
[I2; I3] 4 0 0

;

de même utilisons un tableau pour calculer

�


coadX�; coad

�
�Y
�
+hcoadX�; coad��Y i+



coadY �; coad

�
�X
�
�hcoadY �; coad��Xi :::(1)

(1) � = l1; � = l2 � = l1; � = l3 � = l2; � = l3
X = I1; Y = I2 0 2 0
X = I1; Y = I3 0 0 0
X = I2; Y = I3 4 0 0

;

on remarque que les deux tableaux sont identiques donc G = sl(2;R) est
une bialgèbre de Lie alors le groupe de Lie Sl(2;R) (simplement connexe)
de sl(2;R) est un groupe de Lie-Poisson.

3.3.1. Equation de Yang-Baxter. Soit R2 G 
 G tel que

R = r��I� 
 I�; avec r�� = �r��;

soient aussi ' et  2 C1 (G) ; on a

f'; g = r��@�'@� et f'; g0 = r��@0�'@
0
� :

Dé�nition 3.3.5. R satisfait l�équation Yang-Baxter si�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
= 0;

avec�
R12; R13

�
= r��r�� [I�; I�]
I�
I� ;

�
R12; R23

�
= r��r��I�
 [I� ; I�]
I�;

et
�
R13; R23

�
= r��r��I� 
 I� 
 [I� ; I�] :

Une solution de l�équation Yang-Baxter dans G 
 G est appelée R-matrice.

Théorème 3.3.4. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) L�application ('; )! f'; g est un crochet de Poisson,
2) L�application ('; )! f'; g0 est un crochet de Poisson,
3) R satisfait l�équation Yang-Baxter.
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Preuve:
Démontrons que 1), 3) ( de même pour 2), 3).). Si l�assertion 3) est

satisfaite l�application ('; ) ! f'; g est un crochet de Poisson. En e¤et
La R-bilinéarité et l�anticommutativité sont triviales. Véri�ons la règle de
Leibniz. Soient �,' et  des éléments de C1(G) on a

f�'; g = ruv@u�'@v = ruv�@u'@v +r
uv'@u�@v = � f'; g+f�;  g';

d�où la règle de Leibniz.
Il reste à montrer l�identité de Jacobi. Soient �,' et  des éléments de
C1(G)

I = f�; f'; gg+ f'; f ; �gg+ f ; f�; 'gg ;
f�; f'; gg = r��@��@� (r

uv@u'@v ) = r��ruv@�� (@�@u'@v + @u'@�@v ) ;

I = r��ruv@�� (@�@u'@v + @u'@�@v )+

r�
0�0ru

0v0@�0'
�
@�0@u0 @v0�+ @u0 @�0@v0�

�
+

r�
00�00ru

00v00@�00 
�
@�0@u00�@v00'+ @u00�@�00@v00'

�
;

=
�
r��ruv@��@�@u'@v + r

�00�00ru
00v00@�00 @u00�@�00@v00'

�
+

+
�
r��ruv@��@u'@�@v + r

�0�0ru
0v0@�0'@�0@u0 @v0�

�
+�

r�
00�00ru

00v00@�00 @�0@u00�@v00'+ r
�0�0ru

0v0@�0'@u0 @�0@v0�
�
:

Notons par [@� ; @u] le crochet de Lie de L (C1 (G) ; C1 (G)) tel que
[@�; @u] = @� � @u � @u � @� :

En faisant le changement de variable �00 ! v , �00 ! u , u00 ! � et v00 ! �
on obtient�

r��ruv@��@�@u'@v + r
�00�00ru

00v00@�00 @u00�@�00@v00'
�
=

=
�
r��ruv@��@�@u'@v � ruvr��@u @��@u@�'

�
;

= r��ruv@��@v (@�@u'� @u@�') = r��ruv@��@v ([@�; @u])':

De même pour les deux autres en faisant des changements de variables on
obtient �

r��ruv@��@u'@�@v + r
�0�0ru

0v0@�0'@�0@u0 @v0�
�

= r��ruv@��@u' ([@�; @v]) ;�
r�

0�0ru
0v0@�0'@u0 @�0@v0�+ r

�00�00ru
00v00@�00 @�0@u00�@v00'

�
= r��ruv@�'@v ([@�; @u])�;

I = r��ruv@��@v ([@�; @u]') + r
��ruv@��@u (' [@� ; @v] )

+r��ruv@�'@v ([@�; @u])�:

On rappelle que: @v' (g) = Te (' �Rg) Iv avec g 2 G donc
@v' (�) = Te (' �R:) Iv alors

I = r��ruvTe� �R:I�Te �R:IvTe' �R: [I� ; Iu] +
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r��ruvTe� �R:I�Te' �R:IuTe �R: [I� ; Iv] +

r��r��Te' � r:I�Te � r:IvTe� � r: [I�; Iu]

= (r��ruv [I�; Iu]
 I� 
 Iv + r��ruvI� 
 [I�; Iu]
 Iv+

r��ruvI� 
 Iu 
 [I�; Iv]) (Te� �R:; Te' �R:; Te� �R:) :
On a d�après l�assertion 3)

r��ruv [I�; Iu]
 I� 
 Iv+ r��ruvI�
 [I�; Iu]
 Iv+ r��ruvI�
 Iu
 [I� ; Iv] =�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
= 0;

de ce fait on obtient l�identité de Jacobi

I = f�; f'; gg+ f'; f ; �gg+ f ; f�; 'gg = 0:

Réciproquement, si l�assertion (1) est véri�ée, il su¢ t de montrer que��
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(f; g; h) = 0 pour toute application

f; g; h linéaire de Te (G) = G ! R , (On sait 8f 2 T �e (G) il existe une
fonction � 2 C1 (G) telle que Te� = f:). On a d�après l�identité de Jacobi

I = f�; f'; gg+ f'; f ; �gg+ f ; f�; 'gg =

(r��ruv [I�; Iu]
 I� 
 Iv + r��ruvI� 
 [I� ; Iu]
 Iv+

+r��ruvI� 
 Iu 
 [I�; Iv]) (Te� �R:; Te' �R:; Te� �R:) = 0:
Prenons �; ';  2 C1 (G) telles que Te� = f; Te' = g; et Te = h: et
�0 = � � (R:)�1 ;  0 =  � (R:)�1 ; '0 = ' � (R:)�1 sous ces conditions on
obtient �

�0;
�
'0;  0

		
+
�
'0;
�
 0; �0

		
+
�
 0;
�
�0; '0

		
=��

R12; R13
�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(f; g; h) = 0: C.q.f.d.�

Dé�nition 3.3.6. Soit B une forme bilinéaire sur G est un 2-cocycle si et
seulement si

B ([x; y] ; z) +B ([y; z] ; x) +B ([z; x] ; y) = 0:

Supposons que ruv = �rvu tel que det (ruv) 6= 0 alors sa matrice inverse
existe et elle est notée (bkl) telle que

(bkl) (r
uv) = Id c�est à dire

X�
ruk
�
(bkl) = �ul:

Dé�nissons la forme bilinéaire de (bkl)

B (Iu; Iv) = Itu (bkl) Iv = buv:

Corollaire 3.3.2. Soit B une forme bilinéaire sur G et sa matrice est (bkl).
R satisfait l�équation de Yang-Baxter si et seulement si B est un 2-cocycle.
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Preuve:
Commençons par montrer que si R satisfait l�équation de Yang-Baxter

alors B est un 2-cocycle. Pour montrer que B soit un 2 cocycle il su¢ t de
le montrer pour les éléments de la base de G:

B ([Ii; Ij ] ; Ik) +B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ik; Ii] ; Ij) = 0;

Comme B est une forme bilinéaire alors B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij) 2 G�,
donc��

R12; R13
�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) = 0:�

R12; R13
�
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) =�

r��ruvI� 
 [I�; Iu]
 Iv
�
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) ;

= r��ruvB (I�; Ik)B ([I�; Iu] ; Ii)B (Iv; Ij) ;

= r��ruvb�kbvbB ([I�; Iu] ; Ii) ;

= �r��b�kruvbvbB ([I� ; Iu] ; Ii) ;
= ���k�ubB ([I� ; Iu] ; Ii) = �B ([Ik; Ij ] ; Ii) ;

d�où �
R12; R13

�
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) = B ([Ij ; Ik] ; Ii) :

De même pour les deux autres�
R12; R23

�
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) = B ([Ij ; Ik] ; Ii) ;�

R13; R23
�
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) = B ([Ik; Ii] ; Ij) ;

alors ,��
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) =

B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ik; Ii] ; Ij) = 0;

ainsi

B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ik; Ii] ; Ij) = 0: C.q.f.d.

Donc B ([x; y] ; z) +B ([y; z] ; x) +B ([z; x] ; y) = 0 pour tout élément
x; y; z 2 G.
Maintenant montrons la réciproque. Remarquons que l�application

Bb : G ! G� telle que Bb (x) = B (:; x) est bijective cela découle du fait que
G et G� sont de même dimension et que Bb est injective.
En e¤et étant donné que B est non dégénérée car pour tout x 2 G on a

B (Bx; x) = xtBtBx = norme (Bx) alors Bx = 0, x = 0;

ceci résulte du fait que det (B) 6= 0 alors Bb est injective.
Alors la famille



Bb (I�)

�
forme une base de G� ( où hI�i est une base de G).

Pour montrer que��
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(f; g; h) = 0 pour tout f; g; h 2 G�;
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il su¢ t de montrer que
�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
est nul pour une

base de G�, choisissons la base


Bb (I�)

�
;��

R12; R13
�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�� �
Bb (Ik) ; B

b (Ii) ; B
b (Ij)

�
=��

R12; R13
�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

��
(B (:; Ik) ; B (:; Ii) ; B (:; Ij)) :

D�après les calculs précédents on a��
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�� �
Bb (Ik) ; B

b (Ii) ; B
b (Ij)

�
=

B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ij ; Ik] ; Ii) +B ([Ik; Ii] ; Ij) ;

cependant comme B est un 2-cocycle,��
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�� �
Bb (Ik) ; B

b (Ii) ; B
b (Ij)

�
= 0: C.q.f.d.

Ainsi nous avons
�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
= 0.�

Proposition 3.3.4. Un groupe de Lie-Poisson (G;P ) est dit exact si le
cocycle p est un cobord c�est à dire p = @Q avec Q 2 ^2G. Alors le tenseur
P est de la forme

P (x) = Lx�Q�Rx�Q avec x 2 G:

Preuve:
Soit X un champ de vecteurs invariant à gauche sur G

deP (X) = (LXP )(e) =
d

ds s=0
Rexp(�sX)�P (exp(sX));

=
d

ds s=0
(Rexp(�sX)�Lexp(sX)�Q�Q) = (adX)Q = @Q;

ainsi on a
deP (X) = p = @Q;

le tenseur P , sous cette forme, est multiplicatif car

P (gh) = Lgh�Q�Rgh�Q
= Lgh�Q� Lg�Rh�Q+ Lg�Rh�Q�Rgh�Q
= Lg� (P (h)) +Rh� (P (g)) .�

On adoptera pour la suite les notations suivantes

Lx�Q = eQ et Rx�Q = Q

P (x) = Lx�Q�Rx�Q = eQ�Q:
Proposition 3.3.5. Soit Q 2 ^2G, alors P = eQ � Q est un tenseur de
Poisson tel que (G;P ) soit un groupe de Lie-Poisson si et seulement si le
crochet de Schouten-Nijenhuis [Q;Q] est AdG invariant.
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Preuve:
On a

[P; P ] =
h eQ�Q; eQ�Qi = h eQ; eQi+ �Q;Q�� 2 h eQ;Qi ;

on sait que pour tout X et Y 2 G on a
h eX;Y i = 0 d�où h eQ;Qi = 0 ( d�après

la propriété 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis) eth eQ; eQi = [̂Q;Q] ; �Q;Q� = �[Q;Q];
[P; P ] (g) = [̂Q;Q] (g)� [Q;Q] (g) = Lg� [Q;Q]�Rg� [Q;Q]

= Rg�((Adg) [Q;Q]� [Q;Q]);
comme P est un tenseur de Poisson si et seulement si

[P; P ] = 0:

alors dans notre cas P est un crochet de Poisson si et seulement si

(Adg) [Q;Q] = [Q;Q] ; pour tout g 2 G. C.q.f.d.�
D�où la dé�nition suivante:

Dé�nition 3.3.7. L�équation

(Adg) [Q;Q] = [Q;Q] pour tout g 2 G.;
est appelée Equation Généralisée de Yang-Baxter.

Remarque 3.3.6. Un groupe de Lie G connexe et simplement connexe,
muni d�un tenseur de Poisson P de la forme

P (x) = eQ�Q;
est un groupe de Lie-Poisson exact si et seulement si

(adg) [Q;Q] = 0 pour tout g 2 G.

Remarque 3.3.7. Il est facile de voir que l�équation de Yang-Baxter peut
s�exprimer des deux manières suivantes:

[R;R] = 0

et �
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
= 0:

Preuve:
Soit R = ruv@u ^ @v alors

[R;R] = r��ruv [@� ^ @�; @u ^ @v] ;
d�après les propriétés 3) et 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis on a

[@� ^ @�; @u ^ @v] = [@� ^ @� ; @u] ^ @v � @u ^ [@� ^ @�; @v]
= � [@u; @� ^ @� ] ^ @v + @u ^ [@v; @� ^ @�] ;
= �([@u; @�] ^ @� + @� ^ [@u; @� ]) ^ @v+
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@u ^ ([@v; @�] ^ @� + @� ^ [@v; @� ] ;
= � [@u; @�] ^ @� ^ @v � @� ^ [@u; @�] ^ @v
+@u ^ [@v; @�] ^ @� + @u ^ @� ^ [@v; @� ] ;

d�où

[R;R] = �r��ruv [@u; @�] ^ @� ^ @v � r��ruv@� ^ [@u; @�] ^ @v+
r��ruv@u ^ [@v; @�] ^ @� + r��ruv@u ^ @� ^ [@v; @�] :

Observons que

�r��ruv [@u; @�] ^ @� ^ @v = �r��ruv@� ^ [@u; @� ] ^ @v;
= r��ruv@u ^ [@v; @�] ^ @� = r��ruv@u ^ @� ^ [@v; @� ] ;

alors
[R;R] = 4r��ruv [@�; @u] ^ @� ^ @v;

par dé�nition du produit extérieur, on a

r��ruv [@�; @u] ^ @� ^ @v =
r��ruv [@�; @u]
 @� 
 @v � r��ruv [@�; @u]
 @v 
 @�+
r��ruv@� 
 @v 
 [@�; @u]� r��ruv@� 
 [@�; @u]
 @v+
r��ruv@v 
 [@�; @u]
 @� � r��ruv@v 
 @� 
 [@�; @u] :

Remarquons que le premier et le second terme sont égaux en e¤et en faisant
le changement de variables suivant � ! u et � ! v sur le second membre,
on obtient

�r��ruv [@�; @u]
 @v 
 @� = �r�vru� [@�; @u]
 @� 
 @v
= �ruvr�� [@u; @�]
 @� 
 @v = r��ruv [@�; @u]
 @� 
 @v =

�
R12; R13

�
;

de même pour le troisième et le sixième terme sont égaux et on a

r��ruv@� 
 @v 
 [@�; @u] = �r��ruv@v 
 @� 
 [@�; @u] ;
en faisant le changement de variables suivant sur le troisième membre �! �
et u! v on a

r��ruv@� 
 @v 
 [@�; @u] = �r��ruv@v 
 @� 
 [@�; @u] ;
= r��ruv@� 
 @u 
 [@�; @v] =

�
R13; R23

�
;

en renouvelant l�opération pour le quatrième et le cinquième terme, on ob-
tient

�r��ruv@� 
 [@�; @u]
 @v = r��ruv@v 
 [@�; @u]
 @� =
�
R12; R23

�
;

d�où
[R;R] = 8(

�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
):�

Dé�nition 3.3.8. Soit ! une application bilinéaire de V � on note par #!
l�application linéaire de V � ! V telle que

�#!(�) = �
�
�#!

�
= !(�; �):
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Lemme 3.3.1. Soit r 2 ^2G, le crochet de Schouten-Nijenhuis de [r; r] peut
aussi s�exprimer sous la forme

[r; r] (�; �; �) = �2
X

Cycl:(�;�;�)

�
�h
�#r ; �#r

i�
;

avec �; �; � 2 G.

Preuve:
Soit fXig une base de G , et r = 1

2r
ijXi ^Xj on a alors

er = 1

2
rij eX ^ eX;

ainsi

[er; er] = 1

4
rijrhk(�

h eXi; eXhi ^ eXk ^ eXj � eXh ^ h eXi; eXki ^ eXj+
eXi ^ h eXj ; eXhi ^ eXk + eXi ^ eXh ^ h eXj ; eXki);

= �rijrhk
h eXi; eXhi ^ eXk ^ eXj ;

par conséquent

[r; r] = �rijrhk [Xi; Xh] ^Xk ^Xj :

On note par
�
�i
	
la base duale de G (c�est à dire �i (Xj) = �ji ) alors�

�i
�#r

= r(�i; :) = rijXj ;

d�où

[r; r] = �
�
#r�

i;#r�
j
�
^Xi ^Xj ;

par conséquent

[r; r] (�a; �b; �c) = �
�
#r�

i;#r�
j
�
^Xi ^Xj(�a; �b; �c);

= �(�a
h
#r�

b;#r�
c
i
� �a

h
#r�

c;#r�
b
i

+�b [#r�
c;#r�

a]� �b [#r�a;#r�c]

+�c
h
#r�

a;#r�
b
i
� �c

h
#r�

b;#r�
a
i
);

= �2
X
Cycl

�a
h
#r�

b;#r�
c
i
;

d�où le résultat

[r; r] (�; �; �) = �2
X

Cycl:(�;�;�)

�
�h
�#r ; �#r

i�
:�
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3.3.2. Equation de Yang-Baxter Modi�ée (YBM). Soit b une application bil-
inéaire de G symétrique non dégénérée et ad-invariant et soit R une appli-
cation de G ! G dé�nie par R = #r �#b.
En adoptant les notations suivantes � = #bX , � = #bY , et � = #bZ on a

[r; r] (�; �; �) = �2
X

Cycl:(�;�;�)

�
�h
�#r ; �#r

i�
= �2

X
Cycl:(�;�;�)

#bX ([RY;RZ]) ;

[r; r] (�; �; �) = �2
X

Cycl:(X;Y;Z)

b(X; [RY;RZ]);

comme l�application b est ad-invariant c�est à dire

b([U;X] ; Y ) + b(X; [U; Y ]) = 0;

alors
#b [U;X] = (coadU)#bX;

en outre on a

b(X;RY ) = #bX(#r �#bY );
= �#r �#bX(#bY );

b(X;RY ) = �b(RX;Y ):
Par conséquent

(adU) [r; r] (�; �; �) = � [r; r] (coadU(�); �; �)� [r; r] (�; coadU(�); �)+

� [r; r] (�; �; coadU(�));

= 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b([U;X] ; [RY;RZ]) + b(Y; [RZ;R [U;X]])

+b(Z; [R [U;X] ; RY ]);

d�après le fait que

b(X;RY ) = �b(RX;Y ) et b([U;X] ; Y ) + b(X; [U; Y ]) = 0
cette égalité devient

(adU) [r; r] (�; �; �) = 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b([U;X] ; [RY;RZ])

�b([U;X] ; R [RZ; Y ]) + b(Z; [R [U;X] ; RY ]):
On note par

[R;R] (Y; Z) = [RY;RZ]�R [RY;Z]�R [Y;RZ] ;
d�où

(adU) [r; r] (�; �; �) = 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b([U;X] ; [R;R] (Y; Z)):
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Corollaire 3.3.3. L�équation de Yang-Baxter est équivalenteX
Cycl(X;Y;Z)

[X; [R;R] (Y; Z)] = 0 pour tout X;Y; Z 2 G.

Preuve:
On sait que pour tout U 2 G

(adU) [r; r] (�; �; �) = 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b([U;X] ; [R;R] (Y; Z));

= 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b(U; [X; [R;R] (Y; Z)]);

comme r véri�e l�équation de Yang-Baxter alors

(adU) [r; r] (�; �; �) = 2
X

Cycl(X;Y;Z)

(b(U; [X; [R;R] (Y; Z)]) = 0;

alors X
Cycl(X;Y;Z)

(b(U; [X; [R;R] (Y; Z)]) = 0; pour tout U 2 G,

d�où X
Cycl(X;Y;Z)

[X; [R;R] (Y; Z)] = 0: C.q.f.d.�

Dé�nition 3.3.9. L�équation

[R;R](X;Y ) = �[X;Y ]; avec � = const

est appelée l�équation de Yang-Baxter modi�ée à coe¢ cient � notée YBM�

Remarque 3.3.8. l�équation de Yang-Baxter modi�ée à coe¢ cient � véri�e
l�équation de Yang-Baxter

Preuve:
Si R véri�e l�équation de Yang-Baxter il faut que pour tout U 2 G

adU [r; r] = 0;

comme X
Cycl(X;Y;Z)

[X; [R;R] (Y; Z)] =
X

Cycl(X;Y;Z)

[X;� [Y; Z]] ;

d�après l�identité de Jacobi on aX
Cycl(X;Y;Z)

[X;� [Y; Z]] = 0;

ainsi on obtient

adU [r; r] = 2
X

Cycl(X;Y;Z)

b(U; [X;� [Y; Z]]) = 0: �
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Remarque 3.3.9. Importante
Si on choisit les

fuv� = cui�r
iv + cvi�r

ui;

alors la relation

ckrsf
ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r ;

est satisfaite.
Cependant les fuv� ainsi dé�nies sont des constantes de structure d�algèbre

de Lie si et seulement si hR;Ri =
�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
est

invariant avec la représentation adjointe.
Sous ces hypothèses là le crochet de Poisson sur G (groupe de Lie-Poisson

si G est connexe simplement connexe) donné par la formule suivante:

f'; gR = r��
�
@�':@� � @0�':@0� 

�
;

correspond aux f��� :

Preuve:
Commençons par véri�er l�égalité

ckrsf
ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r ;

calculons les f ijk ,f
j�
s ,f i�s ,f

j�
r et f i�r

f ijk = ci�kr
�j + cj�kr

i� , f j�s = cj�sr
�� + c��sr

j�;

f i�s = ci�sr
�� + c��sr

i� , f j�r = cj�rr
�� + c��rr

j�

et f j�r = ci�rr
�� + c��rr

i�:

Remarquons que
[I�; [Ii; Ik]] = cjikc

m
�jIm;

alors
ckrsf

ij
k = ckrs

�
ci�kr

�j + cj�kr
i�
�

et
ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r =

= ci�r

�
cj�sr

�� + c��sr
j�
�
� cj�r

�
ci�sr

�� + c��sr
i�
�

�ci�s
�
cj�rr

�� + c��rr
j�
�
+ cj�s

�
ci�rr

�� + c��rr
i�
�
;

par conséquent on a

�ckrsf
ij
k + c

i
�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r =

ri�
�
�ckrsc

j
�k � c

j
�rc

�
�s + c

j
�sc

�
�r

�
+ r�j

�
�ckrsci�k � ci�rc��s + ci�sc��r

�
+

+r��
�
ci�rc

j
�s � c

j
�rc

i
�s � ci�sc

j
�r + c

j
�sc

i
�r

�
;

= I�i r
i� (� [I�; [Ir; Is]] + [Ir; [I�; Is]]� [Is; [I�; Ir]])+

+I�j r
�j (� [I�; [Ir; Is]] + [Ir; [I�; Is]]� [Is; [I�; Ir]])+
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+r��
�
ci�rc

j
�s � c

j
�rc

i
�s � ci�sc

j
�r + c

j
�sc

i
�r

�
:

En faisant le changement de variables � ! � et � ! � et sachant que
r�� = �r�� ainsi qu�en utilisant l�identité de Jacobi sur G, on obtient

�ckrsf
ij
k + c

i
�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r =

r��ci�rc
j
�s � r

��cj�sc
i
�r � r��cj�rci�s + r��ci�scj�r = 0;

donc
�ckrsf

ij
k + c

i
�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r = 0;

alors
ckrsf

ij
k = ci�rf

j�
s � cj�rf i�s � ci�sf j�r + cj�sf

i�
r :

Maintenant véri�ons que les fuv� sont des constantes de structure d�algèbre
de Lie si et seulement si hR;Ri =

�
R12; R13

�
+
�
R12; R23

�
+
�
R13; R23

�
est

invariant avec la représentation adjointe.
Montrons que les fuv� sont des constantes de structure de l�algèbre de Lie
G�.Véri�ons l�anticommutativité

fuv� = cui�r
iv + cvi�r

ui;

par le changement de variable u! v et v ! u on a

fuv� = �cvi�rui � cui�riv = �
�
cvi�r

ui + cui�r
iv
�
= �fvu� ;

Il reste à voir l�identité de Jacobi

f lkr f
ij
k + f

ik
r f

jl
k + f

jk
r f

li
k = 0;

on a

f lkr = cl�rr
�k + ck�rr

l� , f ijk = ci�kr
�j + cj�kr

i�;

f ikr = ci�rr
�k + ck�rr

i� , f jlk = cj�kr
�l + cl�kr

j�;

f jkr = cj�rr
�k + ck�rr

j� , f lik = cl�kr
�i + ci�kr

l�;

f lkr f
ij
k + f

ik
r f

jl
k + f

jk
r f

li
k = r�kr�jcl�rc

i
�k + r

i�r�kcl�rc
j
�k+

rl�r�jck�rc
i
�k + r

l�ri�ck�rc
j
�k+

r�kr�lci�rc
j
�k + r

�krj�ci�rc
l
�k+

ri�r�lck�rc
j
�k + r

i�rj�ck�rc
l
�k+

r�kr�icj�rc
l
�k + r

�krl�cj�rc
i
�k+

rj�r�ick�rc
l
�k + r

j�rl�ck�rc
i
�k

et
hR;Ri = r��r�� [I�; I�]
 I� 
 I� + r��r��I� 
 [I�; I�]
 I�

+r��r��I� 
 I� 
 [I� ; I�] ;
alors

adIr hR;Ri =
r��r��(ck�uc

m
krIm 
 I� 
 Iv + ck�ucm�rIk 
 Im 
 Iv + ck�ucmvrIk 
 I� 
 Im)+

r��r��(cm�rc
k
�uIm 
 Ik 
 Iv + ck�ucmkrI� 
 Im 
 Iv + ck�ucmvrI� 
 Ik 
 Im)+
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r��r��(cm�rc
k
�vIm 
 I� 
 Ik + ck�vcmurI� 
 Im 
 Ik + ck�vI� 
 I� 
 Im;

adIr hR;Ri (li; lj ; ll) =
r�jr�lck�uc

i
rk + r

��r�lci�uc
j
r� + r

�jr��ci�uc
l
rv+

r��r�lcir�c
j
�u + r

i�r�lck�uc
j
rk + r

i�r��cj�uc
l
rv+

r��rj�cir�c
l
�v + r

i�r��cl�vc
j
ru + r

i�rj�ck�vc
l
rk;

d�après l�identité de Jacobi sur G on a
ck�uc

i
rk = ckurc

i
k� + c

k
r�c

i
ku;

ck�uc
j
rk = ckurc

j
k� + c

k
r�c

j
ku;

ck�vc
l
rk = ckvrc

l
k� + c

k
r�c

l
kv:

On a
adIr hR;Ri (li; lj ; ll) =

r�jrluckurc
i
k� + r

�jrluckr�c
i
ku + r

��r�lci�uc
j
r� + r

�jr��ci�uc
l
rv+

r��r�lcir�c
j
�u + r

i�r�lckurc
j
k� + r

i�r�lckr�c
j
ku + r

i�r��cj�uc
l
rv+

r��rj�cir�c
l
�v + r

i�r��cl�vc
j
ru + r

i�rj�ckvrc
l
k� + r

i�rj�ckr�c
l
kv;

par des changements de variables on obtient

adIr hR;Ri (li; lj ; ll) = f lkr f
ij
k + f

ik
r f

jl
k + f

jk
r f

li
k ;

donc les f lkr forment une algèbre Lie si et seulement si adIr hR;Ri = 0 pour
tout Ir: D�où l�équivalence. C.q.f.d.
Dans ce cas là le crochet de Poisson sur G correspondant aux f��� est

donné par la formule suivante

f'; gR = r��
�
@�':@� � @0�':@0� 

�
:

En e¤et il su¢ t de voir que

de
�
'�; '�

	
I� = f��� où de'i = li;

on sait que:
de'iIj = liIj = �ij

et

@0u'i = de'i � L:Iu; où @0u'ie = de'i � LeIu = de'iIu = liIu = �iu;

de même on sait que

dedeIntx = de (R:deL: � L:deR:) = deR:deL: � deL:deR:
et

Lgh = Lg �Rh (e) ;
alors

de
�
'i; 'j

	
I� = de

�
r��

�
@�'i:@�'j � @0�'i:@0�'j

��
I�;

= (r��de@�'i@�'j (e) + r
��de@�'j@�'i (e)

�
�
r��de@

0
�'i@

0
�'j (e) + r

��de@
0
�'j@

0
�'i (e)

�
)I�;
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=
�
r��de@�'i��j + r

��de@�'j��i �
�
r��de@

0
�'i��j + r

��de@
0
�'j��i

��
I�;

=
�
r�jde@�'i + r

i�de@�'j �
�
r�jde@

0
�'i + r

i�de@
0
�'j

��
I�;

=
�
r�j

�
de@�'i � de@0�'i

�
+ ri�

�
de@�'j � de@0�'j

��
I�;

= r�j (de (de ('i � L:)R: (e)� de ('i �R:)L: (e))) (I�; I�)+
+ri�

�
de
�
de
�
'j � L:

�
R: (e)� de

�
'j �R:

�
L: (e)

��
(I�; I�) ;

=
�
r�j (dede ('i � Int:)) (I�; I�) + ri�

�
dede

�
'j � Int:

��
(I�; I�)

�
;

= r�jde'i � ad (I�; I�) + ri�de'j � ad (I�; I�) ;
= r�jli � ad (I�; I�) + ri�lj � ad (I�; I�) ;

= r�jli
�
cm��Im

�
+ ri�lj (c

m
��Im) ;

= r�jci�� + r
i�cj��;

par les changements de variables �! i , i! � , j ! � ;et � ! i , j ! � ,
i! � on obtient

de
�
'�; '�

	
I� = ri�c�i� + r

�ic�i� = f��� :�

Exemple 3.3.6. Gl(2;R)+:

D�après l�exemple 3.3.4 on sait que gl(2;R) munie de cette structure est
une bialgèbre de Lie. Nous allons dé�nir le crochet de Poisson correspondant
à cette bialgèbre sur Gl(2;R)+.
En utilisant la remarque 3.3.9 nous allons dé�nirR conformément à l�exemple
3.3.4 on a

ckij 1 2 3 4

1; 2 0 1 0 0
1; 3 0 0 �1 0
1; 4 0 0 0 0
2; 3 1 0 0 �1
2; 4 0 1 0 0
3; 4 0 0 0 0

;

et
f ijk 1; 2 1; 3 1; 4 2; 3 2; 4 3; 4
1 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 0 0 1 �1 0 0
4 �1 0 0 0 0 0

;

Nous allons chercher les rij à l�aide de la formule

fuv� = cui�r
iv + cvi�r

ui:

On trouve
f121 = c1i1r

i2 + c2i1r
1i

1 = �r12
f122 = c1i2r

i2 + c2i2r
1i

0 = �r32 � r14
f123 = c1i3r

i2 + c2i3r
1i

0 = 0
f124 = c1i4r

i2 + c2i4r
1i

�1 = r12

,
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f131 = c1i1r
i3 + c3i1r

1i

0 = r13
f132 = c1i2r

i3 + c3i2r
1i

0 = 0
f133 = c1i3r

i3 + c3i3r
1i

0 = r23
f134 = c1i4r

i3 + c3i4r
1i

0 = 0

,

f141 = c1i1r
i4 + c4i1r

1i

0 = 0
f142 = c1i2r

i4 + c4i2r
1i

0 = �r34 + r13
f143 = c1i3r

i4 + c4i3r
1i

1 = r24 � r12
f144 = c1i4r

i4 + c4i4r
1i

0 = 0

,

f231 = c2i1r
i3 + c3i1r

2i

0 = �r23 + r23
f232 = c2i2r

i3 + c3i2r
2i

0 = �r43 + r13
f233 = c2i3r

i3 + c3i3r
2i

�1 = �r21
f234 = c2i4r

i3 + c3i4r
2i

0 = r23

,

f241 = c2i1r
i4 + c4i1r

2i

0 = 0
f242 = c2i2r

i4 + c4i2r
2i

0 = �r14 + r23
f243 = c2i3r

i4 + c4i3r
2i

0 = 0
f244 = c2i4r

i4 + c4i4r
2i

0 = r24

,

f341 = c3i1r
i4 + c4i1r

3i

0 = r34
f342 = c3i2r

i4 + c4i2r
3i

0 = 0
f343 = c3i3r

i4 + c4i3r
3i

0 = �r14 � r32
f344 = c3i4r

i4 + c4i4r
3i

0 = r24

;

par conséquent
R = �I1 
 I2 + I2 
 I1 = �I1 ^ I2:

Donc le crochet de Poisson sur Gl(2;R) (groupe de Lie-Poisson) donné par
la formule suivante:

f'; gR = �
�
@1':@2 � @01':@02 

�
+ @2':@1 � @02':@01 

= @01':@
0
2 � @1':@2 + @2':@1 � @02':@01 ;

correspond à cette bialgèbre gl(2;R), son tenseur de Poisson est donné par
P (x) = Lx�R�Rx�R

= Lx�(�I1 ^ I2)�Rx�(�I1 ^ I2)
= Rx�(I1 ^ I2)� Lx�(I1 ^ I2):

Exemple 3.3.7. Sl(2;R):

D�après l�exemple 3.3.5 on sait que sl(2;R) munie de cette structure est
une bialgèbre de Lie. Nous allons dé�nir le crochet de Poisson correspondant
à cette bialgèbre sur Sl(2;R).
En procédant de la même manière que l�exemple précédent c�est à dire en
utilisant la remarque 3.3.9 nous allons dé�nir R conformément à l�exemple
3.3.4 on a

ckij 1 2 3

1; 2 0 0 1
1; 3 �2 0 0
2; 3 0 2 0

;
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et
f ijk 1; 2 1; 3 2; 3
1 0 0 0
2 2 0 0
3 0 2 0

;

Nous allons dé�nir les rij à l�aide de la formule

fuv� = cui�r
iv + cvi�r

ui:

on a

f121 = c1i1r
i2 + c2i1r

1i f122 = c1i2r
i2 + c2i2r

1i

0 = 2r32 2 = �2r13

f123 = c1i3r
i2 + c2i3r

1i

0 = �2r12 + 2r12;

f131 = c1i1r
i3 + c3i1r

1i f132 = c1i2r
i3 + c3i2r

1i

0 = �r12 0 = 0

f133 = c1i3r
i3 + c3i3r

1i

2 = �2r13;

f231 = c2i1r
i3 + c3i1r

2i f232 = c2i2r
i3 + c3i2r

2i

0 = 0 0 = r21

f233 = c2i3r
i3 + c3i3r

2i

0 = �2r23;
par conséquent

R = �I1 
 I3 + I3 
 I1 = �I1 ^ I3:
Donc le crochet de Poisson sur Sl(2;R) (groupe de Lie-Poisson) donné par
la formule suivante:

f'; gR = �
�
@1':@3 � @01':@03 

�
+ @3':@1 � @03':@01 

= @01':@
0
3 � @1':@3 + @3':@1 � @03':@01 ;

correspond à cette bialgèbre sl(2;R), son tenseur de Poisson est donné par
P (x) = Lx�R�Rx�R

= Rx�(I1 ^ I3)� Lx�(I1 ^ I3):

Remarque 3.3.10. Dans les deux exemples précédents les R satisfont l�équation
de Yang-Baxter c�est a dire que

[I1 ^ I2; I1 ^ I2] = 0
et

[I1 ^ I3; I1 ^ I3] = 0:
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4. Groupes de Dirac-Lie

4.1. Groupoïdes.

Dé�nition 4.1.1. Un groupoïde est formé par deux espaces G et M appelés
respectivement le groupoïde et la base, doté de deux applications � : G!M
et � : G!M appelées source et but respectivement, d�une application
1 : x  1x; M ! G nommée inclusion et d�une loi de composition multi-
plicative (h; g) ! hg de G dé�nie sur l�espace G � G = f(h; g) 2 G � G j
�(h) = �(g)g, véri�ant les conditions suivantes:
1) �(hg) = �(g) et �(hg) = �(h) pour tout (h; g) 2 G �G,
2) j(hg) = (jh)g pour tout j; h; g 2 G tels que �(j) = �(h) et �(h) = �(g);
3) �(1x) = �(1x) = x pour tout x 2M;
4) g1�(g) = g et 1�(g)g = g pour tout g 2 G;
5) g 2 G admet un inverse g�1 si �(g�1) = �(g); �(g�1) = �(g) et

g�1g = 1�(g); gg
�1 = 1�(g):

On note groupoïde sur G de base M par G�M .

Dé�nition 4.1.2. Soient G etM deux variétés di¤érentiables. Un groupoïde
de Lie est un groupoïde G de base M tel que les applications �; � : G!M
soient des submersions surjectives, l�application inclusion soit de classe C1

et que la loi de composition multiplicative soit elle aussi de classe C1.

Exemple 4.1.1. Toute Variété di¤érentiable est un groupoïde de Lie.

Pour cela il su¢ t de prendre � = � = IdM :

Exemple 4.1.2. T �G� G�:

Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie. Déterminons une structure
de groupoïde sur T �G de base G� comme suit, pour tout � 2 T �gG on dé�nit

�(�) = � � T (Lg) et �(�) = � � T (Rg);
les applications source et but avec Rg et Lg les translations à droite et à
gauche de G. D�après la dé�nition du groupoïde, on peut dé�nir la multi-
plication; pour � 2 T �gG et ' 2 T �hG

' � � = ' � T (Rg�1) = � � T (Lh�1):
En e¤et, ' � � est dé�ni si et seulement si

�(') = �(�);

' � T (Lh) = � � T (Rg);
alors

' � T (Rg�1) = � � T (Lh�1);
on sait aussi que

�(' � �) = �(�) et �(' � �) = �(');

X � T (Lhg) = � � T (Lg) et X � T (Rhg) = ' � T (Rh);
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donc
X = � � T (Lh�1) et X = ' � T (Rg�1):

Avec l�application inclusion

1 : G� ! T �G;

�  1� = (e; �):

Montrons que ces applications véri�ent les cinq propriétés pour que T �G
devienne un groupoïde de base G�: Par dé�nition de la multiplication, il est
clair que les deux premières conditions sont satisfaites. Montrons la 3éme

propriété, pour tout � 2 G� on a
�(1�) = �((e; �)) = � � T (Le) = �;

�(1�) = �((e; �)) = � � T (Re) = �:

Démontrons la 4éme propriété, pour tout (g; �) 2 T �G on a
1�(�) = � � T (Lg) 2 T �eG et 1�(�) = � � T (Rg) 2 T �eG

� � 1�(�) = � � T (Re�1) = 1�(�) � T (Lg�1) = �;

1�(�) � � = 1�(�) � T (Rg�1) = � � T (Le�1) = �:

Il nous reste à véri�er la dernière propriété, tout élément (g; �) 2 T �G admet
un inverse (g�1; � � T (Lg) � T (Rg)) 2 T �G. En e¤et on a

�((g�1; � � T (Lg) � T (Rg))) = � � T (Lg) � T (Rg) � T (Rg�1);
= � � T (Lg) = �(g; �);

et

�((g�1; � � T (Lg) � T (Rg))) = � � T (Lg) � T (Rg) � T (Lg�1);
= � � T (Rg) = �(g; �);

alors

(g�1; � � T (Lg) � T (Rg)) � (g; �) = � � T (Lg) � T (Rg) � T (Rg�1)
= � � T (Lg) = 1�(�);

(g; �) � (g�1; � � T (Lg) � T (Rg)) = � � T (Lg) � T (Rg) � T (Lh�1)
= � � T (Rg) = 1�(�):

Par conséquent T �G� G� est bien un groupoïde.

Exemple 4.1.3. TG� f�g:

Soit G un groupe de Lie. Construisons une structure de groupoïde sur
TG de base un espace à un élément fag. Dé�nissons les applications �, �

�; � : TG! fag
X  �(X) = �(X) = a

la multiplication pour tout X 2 TgG et Y 2 ThG
X � Y = Lh�X +Rg�Y;
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avec l�application inclusion

1 : fag ! TG;

a 1a = 0:

Aussi, on a pour tout élément (g;X) 2 TG un inverse égal à
(g�1;�Rg�1� � Lg�1�X). Il est clair que TG� f:g est un groupoïde.
Exemple 4.1.4. TG = TG� T �G� G�:
Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie. Dé�nissons une structure

de groupoïde sur TG de base G� telle que: Pour tout (X; �) 2 TgG on dé�nit
les applications source et but

�(X; �) = � � T (Rg); et �(X; �) = � � T (Lg);
pour tout (X; �) 2 TgG et (Y; ') 2 ThG , on déduit des deux exemples
précédents la multiplication,

(X; �) � (y; ') = (X � Y; � � ')
(X; �) � (Y; ') = (T (Lh)X + T (Rg)Y; ' � T (Rg�1) = � � T (Lh�1));

avec l�application inclusion

1 : G� ! TG
�  1� = (e; 0; �):

On a également pour tout élément (g;X; �) 2 TG un inverse égal à
(g�1;�Rg�1� �Lg�1�X; � �T (Lg) �T (Rg)). Il est aisé de voir que TG�T �G
est bien un groupoïde de base G�.
Dé�nition 4.1.3. Soient G et G0 deux groupoïdes sur M et M 0 respective-
ment. Un morphisme de groupoïde de G ! G0 est la donnée d�une paire
d�applications F : G ! G0 et f : M ! M 0 telle que �0 � F = f � �;
�0 � F = f � � et F (hg) = F (h)F (g); pour tout (h; g) 2 G �G:
Remarque 4.1.1. Si G et G0 sont des groupoïdes de Lie, alors (F; f) est
un morphisme de groupoïdes de Lie si F et f sont de classe C1:

Dé�nition 4.1.4. Soit G un groupoïde de Lie de baseM . Un sous-groupoïde
de Lie de G est un groupoïde de Lie G0 de base M 0, avec les deux immer-
sions i : G0 ! G et i� : M 0 ! M , telles que (i; i�) soit un morphisme de
groupoïdes de Lie.

Nous allons énoncer un théorème qui mettra en évidence la liaison entre
les groupes de Lie-Poisson et les groupoïdes;

Théorème 4.1.1. Soient G un groupe de Lie et P un tenseur de Poisson sur
G. Alors (G;P ) est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si l�application
P# : T �G ! TG est un morphisme de groupoïde (avec groupoïde T �G de
base G� et le groupoïde TG� f�g)
Corollaire 4.1.1. (G;P ) est un groupe de Lie-Poisson alors le graphe de
l�application P# est un sous-groupoïde de TG� T �G:
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4.2. Structure de Dirac.

Dé�nition 4.2.1. Soient V un espace vectoriel réel de dimension �ni m,
V � son dual et V = V � V �. Une structure de Dirac linéaire (SDL) sur V
est un sous-espace vectoriel L de V de dimension m isotrope pour la forme
bilinéaire

h(X;!); (Y; �)i = 1

2
(!(Y ) + �(X)); avec (X;!); (Y; �) 2 V.

Exemple 4.2.1. Forme anticommutative bilinéaire.

Si (��) une forme anticommutative bilinéaire sur V ( resp forme � an-
ticommutative bilinéaire sur V �), alors L = graph((��)#) � V est une
structure de Dirac linéaire ( resp L = graph(�#) � V est une (SDL) ). En
e¤et, la dimL = m et pour tout X 2 V on aD

(X; (��)#(X)); (Y; (��)#(Y ))
E

=
1

2
((��)#(X)(Y ) + (��)#(Y )(X))

=
1

2
((��)(X;Y ) + (��)(Y;X))

= 0:

On notera respectivement � et �� les projections de V sur V et V �.
A une structure de Dirac linéaire L sur V , on associe deux formes bilinéaires
alternées � sur �(L) et �� sur ��(L) dé�nies par

�(u; v) = �(v) dés que (u; �) 2 L, �(�; �) = �(u) dés que (u; �) 2 L:
On a alors les deux caractérisations

L = f(u; �) 2 �(L)� V � j �(v) = �(u; v) 8v 2 �(L)g;

L0 = f(u; �) 2 V � ��(L) j �(u) = ��(�; �)8� 2 ��(L)g:
Soient L et L0 deux SDL sur V et V 0 respectivement, Soit une application

� 2 L(V; V 0), on construit les SDL données sur V et V 0 par

B�(L0) = f(u; ��(�))=u 2 V; � 2 V 0�; (�(u); �) 2 L0g;

F�(L) = f(�(u); �)=u 2 V; � 2 V 0�; (u; ��(�)) 2 Lg:

Dé�nition 4.2.2. Une application � 2 L(V; V 0) est dite morphisme de
Dirac de type forward (resp. backward) si L0 = F�(L) (resp. L = B�(L0) ).

Dé�nition 4.2.3. Un �bré de Dirac est un couple (M;L) où M est une
variété de classe C1 et L un sous-�bré du grand �bré tangent
TM = TM �T �M tel qu�en tout point x 2M , la �bre Lx soit une structure
de Dirac linéaire sur TxM .

Dé�nition 4.2.4. Le couple (M;L) est une variété de Dirac, lorsque l�espace
des sections �(L) est stable par le crochet de Courant

[(X;!); (Y; �)] = ([X;Y ]; LX� � LY ! +
1

2
d[!(Y )� �(X)]):
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4.3. Groupe de Dirac-Lie. Dans ce paragraphe nous allons énoncer des
résultats importants, récemment trouvés, sur les groupes de Dirac-Lie.

Dé�nition 4.3.1. Une structure de Dirac L d�un groupe de Lie G est dite
multiplicative si L est un sous-groupoïde de TG:

Dé�nition 4.3.2. Un groupe de Lie muni d�une structure de Dirac multi-
plicative est appelé groupe de Dirac-Lie.

Exemple 4.3.1. Groupe de Lie-Poisson.

D�après le corollaire 4.1.1, tout groupe de Lie-Poisson est un groupe de
Dirac-Lie.

Théorème 4.3.1. Soient L une structure de Dirac multiplicative sur G,
� : G0 ! G une submersion surjective. Alors L0 = B(�)L est une structure
de Dirac multiplicative sur G.
Si (G;L) est un groupe de Dirac-Lie, alors (G0; L0) l�est aussi. De plus, L0

est non triviale si L l�est.

On note par kerL = L \ TG, si ker(L) est de rang constant, alors il est
intégrable, on note par K son feuilletage.
Théorème 4.3.2. Soit G un groupe de Lie muni d�une structure multiplica-
tive L�TG�T �G, si Ke est fermé, alors l�espace G=K muni de la structure
de Poisson induite par L est un groupe de Lie-Poisson.

D�après ce théorème on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 4.3.1. Soit G un groupe de Lie et G son algèbre de Lie. Si G
est muni d�une structure multiplicative L � TG; alors l = ker(L)e est un
idéal de G, le quotient G=l hérite de la structure de bialgèbre de Lie.
Réciproquement,

Corollaire 4.3.2. Si G est connexe et simplement connexe, l � G un idéal
tel que G=l est une bialgèbre de Lie, alors il existe une unique structure de
Dirac multiplicative sur G intégrant G=l.
Théorème 4.3.3. Tout groupe de Lie réel G simplement connexe et de
dimension au moins 2, a une structure de Dirac multiplicative non triviale.

5. Compléments

5.1. Cohomologie d�Algèbre de Lie. Soient G une algèbre de Lie et m
un espace vectoriel. L�espace vectoriel des endomorphismes End(m) de m
peut être muni d�une structure d�algèbre de Lie, en posant

[A;B] = AB �BA:
Une représentation de G est un morphisme d�algèbre de Lie
� : G �! End(m). Autrement dit, � est une application linéaire qui véri�e
également

�([g; h]) = �(g)�(h)� �(h)�(g):
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Soit m un G-module, on dé�nit l�espace C (G;m) =
M
p2N

Cp (G;m) avec

Cp (G;m) = hom(^pG;m) �= ^pG� 
m.
On dé�nit la fonction @p : Cp (G;m)! Cp+1 (G;m) comme suit:
1) Pour tout m 2 m, on a @m(X) = �(X)m pour tout X 2 G,
2) Pour tout � 2 G�, on a @� (X;Y ) = �� ([X;Y ]) pour tout X;Y 2 G,
Par extension aux éléments de ^:G� on obtient

@ (� ^ �) = @� ^ � + (�1)j�j� ^ @�;
en�n par extension sur ^�G� 
m on a

@(! 
m) = @! 
m+ (�1)j!j! ^ dm:
Nous pouvons aussi dé�nir la fonction @ de la manière suivante:

@pf(x1 ^ ::: ^ xp+1) =
n+1X
i=1

(�1)i+1xi:f(x1 ^ ::: ^ bxi ^ ::: ^ xp+1)+
X
i�j

(�1)i+jf([xi; xj ] ^ x1 ^ ::: ^ bxi ^ ::: ^ ::: ^ bxj ^ ::: ^ xp+1):
Proposition 5.1.1. (C (G;m) =

M
p2N

Cp (G;m) ; d) est un complexe.

Preuve:
Véri�ons que d2 = 0: Pour m 2 m on a

d2m(X;Y ) = [X;Y ]m� �(X)dm(Y ) + �(Y )dm(X);
[X;Y ]m� �(X)�(Y )m+ �(Y )�(X)m = 0:

Il est clair que pour ! 2 ^:G�

d2! = 0;

alors
d2(! 
m) =

d2! 
m+ (�1)j!+1jd! 
 dm+ (�1)j!jd! 
 dm+ (�1)j!j! 
 dm = 0:�
Ainsi on a un complexe

:::! Cp�1 (G;m)! Cp (G;m)! Cp+1 (G;m)! :::

appelé le complexe Chevalley�Eilenberg de G évalué sur m de cohomologie

Hp (G;m) = ker d : Cp (G;m)! Cp+1 (G;m)
imd : Cp�1 (G;m)! Cp (G;m)

appelé la cohomologie d�algèbre de Lie de G évaluée dans m. Les éléments
de ker d sont nommés cocycles et les éléments de imd sont appelés cobords.
On remarque facilement que

Hp(G;m� n) �= Hp(G;m)�Hp(G; n):
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Lemme 5.1.1. (Whitehead) Si G une algèbre de Lie semi-simple alors

H1(G;m) = 0

pour tout m de dimension �nie.

Preuve:
Il su¢ t de le montrer pour dimm = 1 c�est à dire m = hvi : Soit X;Y 2 G

et m 2 m on a �(X)v = cv alors

�([X;Y ])v = (�(X)�(Y )� �(X)�(Y ))v = 0

comme G est semi-simple on sait que [G;G] = G alors �(X)v = 0:
Pour tout n 2 m� on a

d�
m(X;Y; n) = �([X;Y ])m(n) = 0;

alors
�([X;Y ]) = 0 si et seulement si � = 0

donc
H1(G;m) = 0:�

Remarque 5.1.1. On remarque que

H1(G;m) �= G=[G;G]:

On a alors le corollaire suivant

Corollaire 5.1.1. Soit G une algèbre de Lie semi-simple si et seulement si
H1(G;m) = 0:

Dans ce qui précède nous avons pris

m = G 
 G et � = ad

Il est aisé de véri�er que '� du Théorème 3.3.1 employé dans Remarque
3.3.9 est un 1-cobord, c�est à dire il existe un élément dans m 2 m = G 
 G
tel que dm = '�:

Remarque 5.1.2. Dans la Remarque 3.3.9 on a

m = R = ruvIu 
 Iv:

Preuve:
En e¤et on sait que

'�(I�) = f jk� Ij 
 Ik;
cependant

dR (I�) = adIi(r
uvIu 
 Iv);

= ruv [I�; Iu]
 Iv + ruvIu 
 [I�; Iv] ,

= rivcui�Iu 
 Iv + ruicvi�Iu 
 Iv = '�(I�): C.q.f.d.
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5.2. Historique. C�est Siméon Denis Poisson (1781�1840) qui a découvert
le crochet de Poisson sur une variété symplectique particulière, l�espace des
mouvements d�un système mécanique. Cependant, il n�a considéré que le
crochet de deux fonctions coordonnées, pas de deux fonctions di¤érentiables
quelconques.
Carl Gustav Jacobi (1804�1851) a considéré le crochet de Poisson de deux
fonctions di¤érentiables quelconques (toujours sur une variété symplectique)
et découvert l�identité qui porte son nom. Cette dernière a joué un rôle fon-
damental car c�est un ingrédient essentiel de la théorie des groupes et des
algèbres de Lie, développées par Marius Sophus Lie (1842�1899).
L�idée de structures de Poisson plus générales que celles associées à une
structure symplectiques est implicite dans les travaux de Sophus Lie. Plus
récemment, sous le nom de structures Hamiltoniennes dans les travaux de
divers auteurs, notamment Andrei Iacob, Shlomo Sternberg, Boris Kuper-
shmidt et Yuri Ivanovich Manin.
André Lichnerowicz (1915�1998) et Alexander Kirillov ont indépendamment
étudié systématiquement ces structures, et en ont découvert de nombreuses
propriétés, notamment leur décomposition en feuilles symplectique.
La structure de Poisson canonique sur le dual d�une algèbre de Lie est men-
tionnée implicitement dans les travaux de Sophus Lie. Elle a été redécouverte
par Jean-Marie Souriau, Alexander Kirillov et Bertram Kostant.
Vladimir Drinfel�d a introduit la notion de groupes de Lie-Poisson qui ont
été largement développés par le physicien Michael Semenov-Tian-Shansky.
Alan Weinstein a utilisé les notions de groupoïdes et algébroïdes de Lie en
géométrie de Poisson et renouvelé l�intérêt pour l�étude de ces structures. In-
dépendamment, Mickael Karasev et Stanislas Zakrzewski ont également vu
l�intérêt de ces structures en relation avec la quanti�cation.Belavin-Drinfel�d
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6. Supplément théorème de Belavin-Drinfel�d

6.1. Sous-algèbre de Cartan. Dans cette partie quelques résultats seront
énoncés (on peut retrouver leurs démonstrations dans le livre [8]).

6.1.1. Éléments réguliers. Soit G une algèbre de Lie de dimension �nie. Pour
X 2 G, on note

PX(T ) = det(T � adX):

Supposons que dimG = n et que (X1; :::; Xn) soit une base de G et si
X = x1X1 + :::+ xnXn on aura PX(T ) = det(T � x1adX1 � :::� xnadXn).
Donc PX(T ) est un polynôme homogène de degré n et de variables T;X1; :::; Xn,
s�écrivant sous la forme suivante :

PX(T ) = ai(X)T
i;

avec les ai(X) sont des polynômes homogènes de degré n � i de variables
X1; :::; Xn.

Dé�nition 6.1.1. Le rang de G est le plus petit entier l tel que al ne soit
pas le polynôme nul. Un élément X 2 G est dit régulier si al(X) 6= 0.

Remarque 6.1.1. 1) On a an = 1 et donc l � n,
2) On a l = n si et seulement si PX(T ) = Tn si et seulement si adX est

nilpotent pour tout X 2 G si et seulement si G est nilpotente,
3) Si G 6= 0, on a a0(X) = 0 car pour tout X, adX n�est pas inversible

(adX(X) = 0) ainsi l � 1.

Proposition 6.1.1. L�ensemble Gr des éléments réguliers de G est un ouvert
dense et connexe de G pour la topologie de Zariski.

Preuve:
Posons V = G � Gr l�ensemble des zéros du polynômes al et donc il est

fermé et Gr est ouvert. D�autre part si V était d�intérieur non vide, al
s�annulerait sur un ouvert et serait donc nul, ce qui est faux. Ainsi Gr est
bien dense.
Montrons que Gr est connexe par arcs. Soient X et Y deux éléments de

Gr et soit D la droite complexe passant par X et Y . Alors Gr \D est un
plan réel privé d�un nombre �ni de points et est donc connexe par arcs.�

Dé�nition 6.1.2. Soit G une algèbre de Lie de dimension �nie sur C.
Soient X 2 G et � 2 C on dé�nit l�espace caractéristique associé à � :

G�X = fY 2 G j 9 n (adX � �)n(Y ) = 0g:

Remarque 6.1.2. 1) On a la décomposition G =
L

�2C G�X ,
2) Pour �̧ et � complexes, on a [G�X ;G

�
X ] = G

�+�
X . En particulier, G0X est

une sous-algèbre de Lie de G.



64

6.1.2. Sous-algèbre de Cartan.

Dé�nition 6.1.3. Une sous-algèbre de Cartan de G est une sous-algèbre H
de G nilpotente et égale à son normalisateur

nG(H) = fY 2 G j 8 H 2 H; [H;Y ] 2 Hg:

Nous allons énoncer quelques resultats remarquable des sous-algèbres de
Cartan

Théorème 6.1.1. (existence des sous-algèbres de Cartan). Soit G une al-
gèbre de Lie. Si X 2 G est régulier, alors G0X est une sous-algèbre de Cartan,
sa dimension est égale au rang de G.

Théorème 6.1.2. Toute sous-algèbre de Cartan de G est de la forme G0X
pour un certain élément régulier X 2 G. En particulier, sa dimension vaut
le rang de G.

Proposition 6.1.2. Soit H une sous-algèbre de Cartan d�une algèbre semi-
simple G. Alors:
1) H est abélienne,
2) H est égale à son centralisateur

cG(H) = fY 2 G j 8 H 2 H; [H;Y ] = 0g;

3) Tout élément de H est semi-simple,
4) La restriction de la forme de Killing KG à H�H est non dégénérée.

6.1.3. Système de racines associé à une algèbre de Lie semi-simple. On
prend toujours k = C et on considère G une algèbre de Lie semi-simple sur
C. Soit H une sous-algèbre de Cartan de G, On note H� = HomC(H;C).

Dé�nition 6.1.4. Pour � 2 H�, on appelle espace de poids � et on note :

G� = fX 2 G j 8 H 2 H; [X;H] = �(H)Xg:

Remarque 6.1.3. On a G0 = cG(H) = H

Dé�nition 6.1.5. Une forme � 2 H� non nulle est une racine de G par
rapport à H si G� 6= 0. On note R = R(G;H) l�ensemble des racines. Le
couple (H�; R) s�appelle le système de racines (complexes) associé à G.

Théorème 6.1.3. On a la décomposition G = H�
L

�2R G�.

Preuve:
On sait que les adH, H 2 H, sont semi-simples et commutent entre eux

d�après la proposition 6.1.2 . Ils sont donc simultanément diagonalisables,
d�où le résultat.�
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6.2. Systèmes de racines. Soient k = R et V un espace vectoriel de di-
mension �nie sur R.

Dé�nition 6.2.1. Soit � 2 V non nul. Une symétrie par rapport à � est
un automorphisme s : V ! V tel que:
1) s(�) = �� ,
2) L�ensemble H des points �xes de s est un hyperplan de V .

Remarque 6.2.1. Soit V � = HomR(V;R) et �� 2 V �tel que �� jH= 0 et
��(�) = 2. Alors pour tout v 2 V , s(v) = v���(v)�, d�après l�isomorphisme

EndR(V ) ~!V � 
 V;

on peut aussi noter s = IdV ���
�. Réciproquement, si � 2 V et �� 2 V �
sont tels que ��(�) = 2, alors la formule précédente dé�nit une symétrie par
rapport à �.

Lemme 6.2.1. Soient � 2 V non nulle et R � V une partie �nie qui
engendre V . Alors il existe au plus une symétrie s par rapport à � telle que
s(R) � R.

Preuve:
Supposons que s1 et s2 soient deux telles symétries. L�endomorphisme

s1s2 induit donc une permutation des éléments de R. Comme R est �ni, il
existe un entier N tel que (s1s2)N = IdV . Ainsi s1s2 est diagonalisable.
D�autre part, on a s1s2(�) = � et s1s2 induit l�identité dans V=R�. Ainsi
toutes les valeurs propres de s1s2 sont égales à 1 et s1 = s2.�

Dé�nition 6.2.2. Un sous espace R de V est dit un système de racines
dans V s�il satisfait les conditions suivantes:
1) R est une partie �nie qui engendre V , et ne contenant pas 0;
2) Pour tout � 2 R, la symétrie s� par rapport à � laisse invariant R

c�est à dire s�(R) � R (voir le Lemme précédent 6.2.1),
3) Pour tout �; � 2 R; s�(�)� � 2 �Z.
La dimension de V est appelée le rang de R, les éléments de R sont appelés

les racines de V:

Remarque 6.2.2. Si � 2 R d�après les propriétes 2) et 3) on a

�� = s�(�) 2 R:

Dé�nition 6.2.3. Soit R un système de racines dans V . le groupe de Weyl
de R est le groupe W de GL(V ) engendré par les symétries s�; � 2 R:

6.2.1. Position relative de deux racines. Soit R un système de racines de V
et (:; :) un produit scalaire W -invariant. Soient � et � deux racines, on pose

n(�; �) = ��(�) = 2
(�; �)

(�; �)
2 Z:
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On dé�nit également j � j=
p
(�; �). Notons par ' l�angle entre � et �. On

a alors (�; �) =j � jj � j cos'; d�où:

n(�; �) = ��(�) = 2
j � j
j � j cos'

et

n(�; �)n(�; �) = 4 cos2 ' 2 Z.

Ainsi les seules valeurs possibles pour cos2 ' sont 0; 14 ;
1
2 ;
3
4 et 1; dans le

dernier cas � et � sont proportionnels, Nous remarquons que nous avons
sept possibilités pour n(�; �); n(�; �); '; et j�jj�j que nous allons expliciter par
un tableau

4 cos2 ' 0 1 1 2 2 3 3
n(�; �) 0 1 -1 1 -1 1 -1
n(�; �) 0 1 -1 2 -2 3 -3
' �

2
�
3

2�
3

�
4

3�
4

�
6

5�
6

j�j
j�j ? 1 1

p
2
p
2
p
3
p
3

;

on remarque que l�angle ' détermine l�ensemble fn(�; �); n(�; �)g et aussi
l�ensemble f j�jj�j ;

j�j
j�jg que si ' 6=

�
2 :

Proposition 6.2.1. Si � et � sont deux racines et que n(�; �) � 0( c�est à
dire ' est un angle aigu ), alors �� � est encore une racine.

Preuve:
D�après le tableau précédent, on doit avoir n(�; �) = 1 ou n(�; �) = 1.

Dans le premier cas, on écrit

s�(�) = �� n(�; �)� = �� � = �� �;

d�où le résultat �� � 2 R: De même pour le deuxième cas

�� � = �s�(�) 2 R:�

6.2.2. Bases.

Dé�nition 6.2.4. Une partie S de R est une base du système de racines R
si elle veri�e les conditions suivantes:
1) S est une base de V ,
2) Tout � 2 R peut s�ecrire comme combinaison linéaire

� =
X
�2S

m��;

où tous les m� sont de même signe.

Théorème 6.2.1. Tout système de racines admet une base.
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6.2.3. Générateurs et relations pour les algèbres de Lie semi-simples com-
plexes. Soit G une algèbre de Lie semi-simple complexe. Soient H une sous-
algèbre de Cartan de G et R = R(G;H) le système de racines associé. On a
alors la décomposition :

G = H�
M
�2R

G�;

on note par
R+ = f

X
�2S

c��; c� 2 Ng \R;

R� = R�R+;
et

N� =
M
�2R�

G�;

une autre écriture de la décomposition G
G = N+ �H�N�

Soit S une base de R. Notons S = f�1; :::; �ng. Pour tout i, posons
Hi = H�i et on choisit Xi 2 G�i et Yi 2 G��i tels que [Xi; Yi] = Hi.
On pose n(i; j) = �j(Hi) = ��i (�j) qui est un entier négatif ou nul si i 6= j:

Théorème 6.2.2. G est engendré en tant qu�algèbre de Lie par les Hi, Xi
et Yi appelés générateurs de Chevalley. Ces éléments véri�ent les relations
de Weyl :

[Hi;Hj ] = 0;

[Xi; Yi] = Hi;

[Xi; Yj ] = 0 si i 6= j;

[Hi; Xj ] = n(i; j)Xj ;

[Hi; Yj ] = �n(i; j)Yj ;
et les relations de Serre:

(adXi)
�n(i;j)+1(Xj) = 0 si i 6= j;

(adYi)
�n(i;j)+1(Yj) = 0 si i 6= j:

6.3. Belavin-Drinfel�d. On rappelle deux résultats standards sur les al-
gèbres de Lie simples :

Théorème 6.3.1. (Whitehead ). Soient G une algèbre de Lie simple et V
un G-module de dimension �nie. Alors,

H1(G; V ) = H2(G; V ) = 0:
Théorème 6.3.2. Soit G une algèbre de Lie simple sur C et soit 
 2 G 
 G
l�élément de Casimir (la forme de Killing vu comme un élément de G 
 G,
appellé abusivement élément de Casimir) associé à une forme non dégénérée
invariante sur G . Alors,

(�3G)G = CZ, Z = [
12;
23]:
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Proposition 6.3.1. Soit (G; [; ]; �) une bialgèbre de Lie où G est simple.
Alors, (G; [; ]; �) est quasi-triangulaire et admet deux et seulement deux struc-
tures quasi-triangulaires R1 et R2.

Preuve:
Par le théorème 6.3.1 de Whitehead, H1(G;�2G) = 0. Ainsi � : G !

�2G est une structure de cobord c�est à dire � = @R avec R 2 �2G, ce R
est unique. De plus , d�après le théorème 6.3.2 on a [R;R] 2 (�2G)G =
C[
12;
23]: Alors, il existe � 2 C tel que (G; [; ]; �) admet deux structures
quasi-triangulaires données par

R1 = R+ �
 et R2 = R� �
:�
En d�autres termes, la classi�cation des structures de biagèbres de Lie sur

G simple se réduit à la classi�cation des R-matrices satisfaisant R + R21 2
C
.
Soient G une algèbre de Lie simple, et h; i une forme invariante non

dégénérée sur G. Soit H � G une sous algèbre de Cartan, R 2 H� le systéme
de racines assosié et S � R+ une base du système de racines R. Soit aussi
(Xi;Hi; Yi) le générateurs de Chevalley. En�n, soit 
 2 G 
 G l�élément de
Casimir associé à h; i et 
0 2 H 
H sa partie de Cartan.
Nous cherchons les R-matrices R 2 G 
 G telles que

R+R21 = "
; evec " 6= 0:
Pour la suite, on prendra " = 1. L�ensemble des solutions est classi�é par la
structure suivante :

Dé�nition 6.3.1. Un triplet de Belavin-Drinfel�d (S1; S2; �) consiste en
deux sous-ensembles S1 et S2 de S, et une bijection � : S1 ! S2 qui satisfait
les propriétés suivantes :
1) � préserve le produit scalaire, c�est à dire h�(�); �(�)i = h�; �i pout

tout �; � 2 S1;
2) � est nilpotent, c�est à dire 8�1 2 S1;9n � 0 tel que �n(�1) 2 S2=S1:

Théorème 6.3.3. (Belavin-Drinfel�d 1982). Soit G une algèbre de Lie sim-
ple munie d�une forme invariante non-dégénérée h; i : Soit G = N+�H�N�

une décomposition triangulaire de G et (S1; S2; �) un triplet de Belavin-
Drinfel�d. Supposons que R0 2 H 
H satisfasse:

R0 +R021 = 
0;

(��
 1)R0 + (1
 ��)R0 = 0 pour tout � 2 S1:
Dé�nissons

R = R0 +
X
�2R+

x�� 
 x� +
X

�;�2R+
���

x�� 
 x� :

Alors
1) R est une R-matrice satisfaisant R+R21 = 
;
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2) Tout R-matrice satisfaisant R+R21 = 
 est de la forme précédement
exposée (pour une décomposition G = N+ � H � N� et un choix de base
(x�) adéquat).

Preuve:
se trouve dans le livre [2]
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