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1. INTRODUCTION

La notion de groupe de Lie-Poisson est une conséquence de I’évolution
des Groupes Quantiques, elle a été introduite pour la premiére fois par
le mathématicien Vladimir Drinfel’d. Les groupes de Lie-Poisson ont été
étudiés et développés largement par le physicien Michael Semenov-Tian-
Shansky.

Les groupes quantiques ont été découverts au milieu des années 1980 par
Drinfel’d et Jimbo. La structure de base, l'algebre de Hopf, était connue
depuis plusieurs décennies, mais Drinfel’d et Jimbo ont mis en évidence les
liens qui existent entre certaines algébres de Hopf (dites quasi-triangulaires)
et des solutions de 1’équation de Yang-Baxter que 'on appelle R-matrices.
En 1986, Drinfel’d anima un séminaire au congrés international de mathé-
matiques a Berkeley, ou il définit le terme « Groupe quantique » en référence
a des algébres de Hopf.

L’équation de Yang-Baxter a une double origine : Yang I’a découverte
comme une condition d’intégrabilité lors de ’étude du probléme unidimen-
sionnel & plusieurs corps en mécanique quantique. Indépendamment, Baxter
I’a faite apparaitre comme une condition de commutativité pour les matrices
de transfert de certains modeéles de physique statistique sur réseaux. Elle
est apparue ensuite dans d’autres domaines comme 1’étude de la diffusion
quantique inverse, I’équation de Yang-Baxter a cependant été écrite pour la
premiére fois par Artin lors de ’étude du groupe des tresses au début du
vingtiéme siecle.

Dans cette thése, nous allons étudier les groupes de Lie-Poisson et donner
quelques unes de leurs remarquables propriétés en les illustrant par des ex-
emples. On débutera par I'étude des variétés de Poisson ou 'on introduira
le concept du crochet de Schouten-Nijenhuis, ceci nous permettra de donner
quelques propriétés des variétés de Poisson. On passera alors aux groupes
de Lie-Poisson qui sont des groupes de Lie munis d’une structure addition-
nelle qui est le crochet de Poisson. Ensuite, on étudiera les bialgebres de
Lie ou on rencontrera 1’équation de Yang-Baxter. En derniére partie, on
introduira la notion de groupoide ol on énoncera la relation entre groupe
de Lie-Poisson et groupoide; ensuite, on abordera la notion de structure
de Dirac qui a été introduite par Courant et Weinstein dans le cadre des
systémes mécaniques, qu’on utilisera pour géneraliser le concept de groupe
de Lie-Poisson en définissant les groupes de Dirac-Lie. Enfin, on exposera
quelques résultats remarquables et récents sur les groupes de Dirac-Lie.



2. VARIETES DE POISSON

Dans tout ce chapitre, M est une variété C*° de dimension m. On pose
AY(M) = C®(M) et Q°(M) = C>®(M) , pour tout entier p > 1, on désigne
par AP(M) lespace des champs de tenseurs p fois contravariants et anti-
symétriques. On note

A(M) = @5 AP(M)
peN

I’algebre extérieure des champs de tenseurs contravariants antisymétriques et
par Q4(M) espace des formes -multilinéaires alternées sur I’espace tangent,
on note

QM) = P (M)

peN

des formes g-multilinéaires alternées.

Définition 2.0.1. Pour toute forme o € QY(M) et tout X € AY(M), on
désigne par (o, X) la fonction de C*°(M,R) telle que

(a, X) (z) = (a(z), X (2)) = a(z)(X(2))
cette fonction appelée le couplage de Q' (M) et AL(M).

Cette définition se prolonge, de maniére naturelle, en un couplage de
Q(M) et A(M) c’est a dire en une application C*° (M, R)-bilinéaire de
Q(M) x A(M) dans C*°(M, R) notée

(n, P) ~ (n, P)

On a déja défini cette application dans le cas ou n € Q(M) est une
1-forme et P € A'(M) un champ de vecteurs. Considérons maintenant le
casoun € QI(M) et P € AP(M) sont des éléments homogenes, de degrés
respectifs ¢ et p, décomposables, c’est a dire de la forme

n=oa1N..Nag, P=X1N..NX,,

ot les ag...aq sont des 1-formes, X;...X, des champs de vecteurs on pose
alors

<a1/\.../\aq,X1A.../\Xp>:{ 0sip7g }

det((ay, X;) sip=gq

On sait d’autre part que localement, au voisinage de chaque point, tout p-

multivecteur et toute g-forme s’expriment comme des sommes de p-multivecteurs

et de g-formes décomposables. On peut donc, de maniére unique, étendre
par bilinéarité le couplage ci-dessus défini pour les éléments de A(M) et
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2.1. Crochet de Schouten-Nijenhuis.

Proposition 2.1.1. Il existe une unique application R-bilinéaire de
A(M)xA(M) dans A(M), appelée crochet de Schouten-Nijenhuis et notée

(P, Q) — [P, Q], vérifiant les propriétés suivantes:

Propriété 1: Pour f et g € A(M) = C>® (M), [f,g] =0,

Propriété 2: Pour un champ de vecteurs X € A' (M) et un champ de
tenseurs Q € A (M)

[X,Q] = LxQ

LxQ étant la dérivée de Lie de @ relativement ¢ X,

Propriété 3: Pour P € AP (M) et Q € A1 (M),

[P.Q) =~ (-1 Q, P,
Propriété 4: Pour P € AP (M), Q € A1(M) et Re A(M),

[P,QAR]=[P,QIAR+ (-1)*VIQA[P,R].

Preuve:

Le crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q)] est local (ceci découle de la lo-
calité du crochet de Lie). Montrons d’abord que si @ est nul sur un ouvert
U alors [P, Q] s’annule aussi sur U. Soit x € U et U’ un ouvert relative-
ment compact dans U tel que € U’ C U. On choisit une fonction @ dans
C>® (M) telle que a =0 sur U'. et a =1 sur M — U. Comme @Q est nul sur
U alors Qoo = Q. On a

[P, Q] (z) = [P.Qa] (x) = [P, Q] (z) a (x) + (1) "V Q A [P,a] (x),

mais « et @ s’annulent en x et donc [P, Q] (z) = 0, d’on

P.Ql(x) = (~)"" QA [P0 (),

Le caractére local de ce crochet permet d’en définir la restriction & tout
ouvert de la variété. Donc nous pouvons travailler sur le domaine d’une
carte (U, ¢) avec {xz} son systeme de coordonnées. Deux champs tenseurs
contravariants antisymétriques P et () s’écrivent de maniére unique sous la
forme suivante

9 o
P= P“""’ZP% Ao A Bty BVeC prte € C°(U),
et
— (O)I1snd J1see0d 00
Q=Q qé?a:jl/\m/\(?qu avec ) 1€ C*(U).

En utilisant les Propriétés 3 et 4 et le fait que le crochet de Lie [ 622' , %] =0
on obtient

G 0 0 0
_ — 1150050 VARTRREY]
[P’ Q]‘U - [P‘U’Q|U] - |:P1 paxil AREEA axip’Q ' p@le AR 8qu ’
— | Pltsnip i _ J1se-0q _ -
[ lopial Ao Oxtr’ @ 4 Ozt A OxJa *



L i 0 0 0 0
VARRRIV/ 21500052
Q 1 q |:P 1 paxil axip7 ale 8qu:| 5
= — (— (p_l) jlv---vj(l ilv"'vip a 8 8 8 —
(—1) [Q , P S Ao A 895%} ps A Die
(*1)(p71)(q71) Qs [afjl A (9:?]'(1’ e 831 A afip:| ’
— _ (— (p_l) (R J1seeesd a 8 8 8 —
= — (=)D pirip {Q et o A &aip] Ao N A

C-D@=1) Ajrea | O O piryein| A 0 9 _
(-1) Q [ale Ao N g, ] A

N P=D@=1) ity pitein | O 0 9 9
(-1) Q p Piisetp [8le A A Spie’ Bght A A 9 |
J1,-- :]q a
— _(—1)D Pty Q '
(-1) (-1)F orn N ogn
e} o, 0 L0
oxik 7 gt U 9t U Ogda
D@ (_ (_q\(a-1) 1oy 0P
(-1) (- (OV) () @i
A 9 A i/\ A 9 A g A /\i
Oz Oxit =7 Qe 9xr T Oxte’
= _ (r—1) Pty le, o 9
(—1) ( 1) e A S A A
e} o 0 N0
Ozt = Oxtr - Oz T Oxda
oPi-ir
p(q 1) J1seees]
(—1)PaD) (1) QI e oo
Ta\A 0 B} L0
it " Gin " g " D
Alors
. . 8Qj17"'7jq 6
— (1P [(—1)F pity-st
[P, Qjy = (=1)P [(=1)" Pt SR RN AR
9 B B 0 QP
.71’ 7.]
pyn A A B A Bt A A Sie + (=P (— ) Q el o
9 A /\/8\/\ A 9 A 9 A A 8]
Oxin " Ozt Oxda " Qxir T Oz’

d’ott 'unicité du crochet de Schouten-Nijenhuis.

Il reste a prouver lexistence, Soient (p,U) une carte, P et @) deux élé-
ments de AP (U) et AY(U) respectivement ou

0
A

P = piis . = — A ... .
oxh 4 ox'e ox A A oxla
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définissons l'application R-bilinéaire [,] de A (U) x A(U) dans A (U) telle
que
[P,Q]=0si P,Q e C>*(U),

sinon ' '
Qi 9
— (_1YP ((_ k pi seenslp
PQly = (-1 (1) P 22 D

e} 0 0 0 O P

jl) ,]q
gz N e N g N N T CVM (D@ prT

O nnZnn 2 a2 n a2

Oz 0 Jl OxJa ~ Oxr T Oz’

Vérifions que cette application satisfait les propriétés du crochet de Schouten-
Nijenhuis: La propriété 1 est satisfaite par définition et la propriété 2 est
triviale, montrons la propriété 3

) ) an17---7jq
(1P ((_1\F D1,y T T
[P, Q)i = (1P ((-1)" P™ o
A 0 AL A /8\ A 0 o o N
AR A wr AR A Ao ek AR AR
. 'aPi17"'7ip a
_1\P2 (_ 1\ DHd1seda
( 1) ( 1) Q 9t A\ pre AN
73\/\ A 9 A 9 A /\i)
oz N omdd D o D opin
QJl, -Jq
= (=P (=1)P?((=1)P¢ Pty
(=17 (= 1P (=1 (1) el
0 A A 0 A A 0 A 0 N A o .
ErARAN AR 890% AR AN
Pt )
( ) QJL o Oxit Oxi
g N Gin " e N i)

(21 PDEDY (1) (1) (1) P 0L
- (-1 ) (D71 (=Dt P A
LAY K P Ay L S
5w N N g N N g N g N N B

aPZ17 -t a 73\ 8 a 8
J1se 7]q v
+(-1'@Q o N o N A g N N g A A A ),

d’ou
P,Q] =~ (-1 VD, .
Reste a prouver la propriété 4: soient P,() et R s’écrivant sous la forme

8 o0 0

2177 J15--25]
P = Piiv S 8i,Q Qo N A




. ) o
Y yeesJgbr
et R = R/«t! + it VAAN Dairre
. . anl7~-'7quJ'1+q»~~-vjq+T
P,Q AR] = (—1)? ((—1)F piv-iv : A
[P,Q A R) = (=1 ((-1) o
0 0 0 0 0
D A A i A ... 8567;1"/\ ale VAN Dpiar
L QP
—1\P4 (1) F1sd
(=1 (1) Qi A o A
0 A 0 A 0 A 0
5an " " e " g " g
. . 6@]19“'7]‘1 8
= (—1)P ((=1)F pirrie : :
(17 (1) N o
0 0 0 0
Oxix e Ox'r /\ Ozt 77 A OzJa+r
X . ORI tarsdatr 0
—1)F pivip : _ A
(=1) Oxtk A@m“ A
0 A 0 A 0 A 0
i " " Dt " Qi " D
. aPT,l,...,Zp a

(1P (1) Qi

O nop9 50 /\.../\i.)
Ot Oxlatr = Qx dxir”’
[P,QAR = [P,QIAR+ (-1)*"V QA [P,R].4
Voici les propriétés essentielles du crochet de Schouten-Nijenhuis données

dans [6]:

Corollaire 2.1.1. Soient P € AP (M), Q € AY(M) et R € A" (M). Le
crochet de SchoutenNijenhuis vérifie l'identité de Jacobi graduée

()P VP [Q, RIJ+(-1) VeV [, [R, Pl+(-1)" VUV R, [P, Q]]

Preuve:

Sip=q=r =1 on retrouve I'identité de Jacobi, dans le cas général cette
identité s’obtient par récurrence sur p, ¢ et r en utilisant les propriétés 3 et
4 du crochet de Schouten-Nijenhuis.#

Oxt Ozt

Proposition 2.1.2. Soient P et Q deux champs de tenseurs contravariants
antisymétriques sur la variété M, [P, Q] leur crochet de Schouten-Nijenhuis.
Le produit intérieur i ([P,Q]) s’exprime au moyen de la différentielle ex-
térieure d et du produit intérieur i(P), i (Q), par la formule

([P, Q) = [li (P),d],i(Q)].

Corollaire 2.1.2. Soient P € AP (M), avec p > 1, et f € A°(M). Pour
toute forme n € QP~L (M), on a

(n, [P, fl) = (nNdf, P).
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Corollaire 2.1.3. Soit P € AP (M), avec p > 1, et f1,..., fp des éléments
de A°(M). On a:
Ay A oo N dfyps P) = [ [[Pfy) s ] o 1]
Soit P un élément de A% (M) . Posons, pour tous f et g € C™ (M)
{f,9} = P(df,dg)

on remarque que d’apres le couplage de Q(M) et A(M) on peut aussi I’écrire
de cette fagon

{f.9} = {df Ndg, P).
Nous obtenons ainsi une application R-bilinéaire de C* (M) x C*° (M) dans
C* (M). D’apres le corollaire 2.1.3:

{f,g}:P(df,dg):{[P,g],f]:*[[P,f],g].

Lemme 2.1.1. (A.Lichnerowicz) Soient f, g et h trois éléments de C*>° (M).
Ona :

U A9 B+ g, U F1) + U 1F. 9} = 5 [P P d )

Preuve:
Pour alléger I’écriture nous posons

[P,g] =Y et [P,h] = Z.

{f{g,h}} =[PP 4], 4], fl,
= [P P gl 2], 11,
= _HP’ Dfah“vf]
D’aprés I'identité de Jacobi graduée on a,
[Pa [Yv hH = [Y7 [h7PH + [hv [Pa Y]]a

= [Y7 [P7 h’H + [h7 [Pa YH;
= [V, 2]+ [h [P Y]];
toujours d’aprés l'identité de Jacobi graduée,
[va] = [Pa [Pag]] = 7[P7 [gaPH - [97 [P,PH,

2[P,Y] = 2[P,[P,g]] = —[g, [P, P]| = [[P, P], g].

Par conséquent

{fi{g iy =—IIY, 2], f] - %[[[[Pa Pl, g1, ], f1.
De méme on a
{g.{h, [}} =V, 12, 1],
{hAf 9k = —{h A9, f}} = -2V, f]].
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On obtient ainsi

U A9 B0 + Lo, O P+ (0 () =
(EyL7 ~ L2Ly ~ Liy.z)f — 5P, Pl gl bl f] =

1 1
_§<df/\dh/\dg7[P>P]> = §<df/\dg/\dha [P7PD‘
Corollaire 2.1.4. (A.Lichnerowicz) Soient f, g deux éléments de C* (M)
et P un élément de A% (M), Uapplication R-bilinéaire
(f,9) = {f,9} = P(df,dg) vérifie l'identité de Jacobi si et seulement si

[P, P] = 0.

Preuve:

Cela résulte immédiatement du lemme précédent de A.Lichnerowicz, et du
fait que [P, P] est nul si et seulement si, pour tout triplet (f, g, h) d’éléments
de C* (M), (df Adg A dh, [P, P]) est nul.

2.2. Dérivée intrinseque. Soit P € AP (M), a € M tel que P (a) = 0,
v €T, (M) et X un champ de vecteurs sur M tel que X (a) = v. La valeur
au point a de la dérivée de Lie de P selon X, ne dépend que de v et P. En
effet, dans un systéme de coordonnées {:(:1} , P g’écrit

0

_ Pilyeenl 01500 _
P=P p@gjil A A i 2VeC P ?(a) =0,
II s’ensuit que
.0 0 . 0 0
Pla) = Lx P —— NN\ —— =d, P — AN —.
LxPla) = Lx ozh Oz'r (v) oz" Ozt

On pose alors
LxP(a) =d,P (v).
D’ou la définition suivante

Définition 2.2.1. L’application v ~» doP (v) de TeM dans AP (TgM) est
appelée dérivée intrinséque de P au point a.

2.3. Image directe d’un champ de multivecteurs. Soit ¢ : M — N un
difféeomorphisme de variétés et P € AP(M). En posant pour tout y € N et
al,...,aP dans N

[9.P], (ol ...,aP) = P¢_1(y)(qb*a1, @ aP)

on définit un champ de multivecteurs sur IV dit image directe de P par ¢ et
notée ¢, P.
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2.4. Généralités sur les variétés de Poisson.

Définition 2.4.1. Une structure de Poisson sur une variété différentiable
M est la donnée d’une application R-bilinéaire de C*°(M) x C*°(M) dans
C>®(M) notée (f,g9) — {f, g} vérifiant :

1)A{f.g} =—{9,f} (anticommutativité),

2){{f,g} . h}+{{g,h}, f1+{{h,f}, g} =0 (identité de Jacobi),

) {f, 92} ={f,g} g2+ 91 {f, 92}  (régle de Leibniz).

Une variété de Poisson est une variété différentiable munie d’une structure
de Poisson, le crochet {.,.} est appelé crochet de Poisson.

Remarque 2.4.1. L’espace vectoriel C*>°(M) muni du crochet de Poisson
est une algébre de Lie.

Exemple 2.4.1. Le crochet de Poisson trivial.

Soit M une variété différentiable. Pour tous f et g deux éléments de
C* (M) tels que {f,g} =0.

Exemple 2.4.2. La structure linéaire de Lie-Poisson.

Soit G une algébre de Lie réelle de dimension finie, et G* son dual. On
adoptera les notations
adxY =[X,Y]
et
(coadxa,Y) = (a,—adxY) = (o, [Y, X]), avec X, Y € Get a € G .

Pour tout couple (f,g) € C*®(G*) x C*°(G*) et pour tout point @ € G*, on
pose:

{f:9} (@) = (a, [daf, dag)) -

(on note par, dq f et dng les différentielles premieres de f et g respectivement
au point « et sont considérées comme éléments de G.)Montrons que {, } est
bien une structure de Poisson sur G*. La R-bilinéarité et I’anticommutativité
sont triviales.

Vérifions la régle de Leibniz: Soient f, g1,et go des éléments de C*°(G*),
et o un élément de G*, on a

{f.9192} (@) = (o, [daf, da(g192)]),
= (o, [daf,dag1-92 (A)]) + (@, [daf, g1 (@) dagal)
= (a,[daf,dagi]) g2 (@) + g1 (@) (@, [do f; daga]) 5
= {f,91} (@) g2 (@) + g1 (a) { [, 92} (o) -

Passons a l'identité de Jacobi. Calculons en premier d, {f, g} (3) pour
des éléments f, g de C*°(G*) et a, f dans G*

do {f. 9} (B) = (B, [daf,dag]) + (e, [d5f (B) ,dag]) + (e [daf,d2g (B)]),
= <,6, [dafa dag]> + <Coaddagaa dif (/8)> - <Coaddafaa dig (/8)>



13

(Ou d? f et d?g sont respectivement les différentielles secondes de f et de g
au point ) par bilinéarité et symétrie de d2 f (a) et d2g on obtient

da {fa g} (5) = <Ba [daf7 dag]> + <,3, dif (Coaddaga» - </Ba dig (Coaddafa)> )

on peut donc écrire

do {f. 9} = [daf, dag) + d2 f (coady,g0) — dag (coady, sa).
Alors
{{f:9},h} (@) = (e, [da {f, 9}, dahl)

= (o, [[daf, dag] , dah]) + (o, [d2 f (coadq,40) , doh])
— <a, [dig (coadg, rcr) , dah]> ,

= (o, [[dof, dag], dah]) + <coaddaha, dif (coaddaga»
— {coad g, hav, d%g (coady, )

= (a, [[daf, dag] , dah]) + d2f (coady, gor, coady,pa)
—d2g (coady, o, coadg, pa) .

En faisant la somme des termes obtenus et par permutation circulaire de
f,g et h on obtiendra l’identité de Jacobi

{{f,98 hy +{{g.h}, Y+ {{h f}, 9} =0

En effet la somme des termes faisant intervenir [[dq f, dag| , doh] et les termes
qui s’en déduisent par permutation circulaire de d.f,d.g et d,h est nulle
car le crochet dans l'algébre de Lie de G vérifie I'identité de Jacobi, quant
aux autres termes, ils s’annulent par la symétrie de d2 f, d2g et d2h.

On conclut que le dual de G* de ’algébre de Lie G posséde une structure de
Poisson naturelle appelée structure linéaire de Lie-Poisson.

Exemple 2.4.3. Variété de Poisson sur R?"

On sait que R? est une variété différentiable, définissons sur R?" une
structure de Poisson. Soient f et g € C*° (RZ”) telles que

B of dg  Of 9y
{f.9} = ; ox' 0yt Oyt Ox'’

Vérifions que ce crochet {.,.} est bien un crochet de Poisson: La R-
bilinéarité et 'anticommutativité sont triviales. Vérifions la régle de Leibniz.
Soient f, g1 et go € C® (RQ")

(g1} = Of 0g192  Of 99192
112 — dx' Oy' Oy’ Ox'

of Og1 df g of 9g2 Of 992

- Ozt Oyt 92 Oyt Oxt 92T I oy 9 oyt 0x’

= {fvgl}.QQ +gl {quQ}
Il reste & montrer I'identité de Jacobi. Pour f,g et h € C* (RQ"), on a

{9}, hr + g h}y, fr+{{h. [} 9} =
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Za{f,g} oh  0{f.g} Oh  0{g,h} 0f 9{g,h} of
—~ Oz' Oy’ dyt  Oxt ozt Oy oyt Ozt
LU0 S} 09 0 f} 0y
ort Oy oyt Oxt
ZZ af 9% Pf 99 Pf dg Of &g \dh
OxJ Ozt 0y’ &ﬂ'&cﬂ' Oyl Oxidyl Oz Oyl OxidxI ) Oy
of g B a9 94 g 9 o ) on
0xd Oyidyd ~ Oy'dxd Oyl Oyidyl Oxd  OyI Dyidxrd ) Oxt
dg 9*h 9% Oh g Oh g &*h \ Of
OxJ Ozt Oy’ amzaxj Oyl 0x'0yl Oxd Oyl Ox'0xI ) Oyt
dg O g oh &g Oh 9y 9*h \Of
027 DyidyI Oylaxﬂ oyl Oyioyl Oxd Oyl Oyidxd ) Oxt
oh O*f 0h of 0h of  oh 0 f dg
dzJ aazzﬁyj 0x'0xI Oyl Ox'0yl Oxd Oyl Oztdxl ) Oyt
Oh 0% f 0’h  Of 0h of  Oh 0 f dg
Oxl yidyl ' Oyidxzi Byl Oyidyl Omi Oyl Dyidxi ) dxt
_Po (05 0h_OhOpy, g (0f 0h_0f 0hY,
© 020y \ 02 Oyt Oz Oyt Oyioxd \ Oyl Ozt Ox' OyI
%g af Oh  Of Oh 0%g of oh  Of Oh )
Oxidxd \ Oyt 0yl Oyl Oyt Oyioys \ Ozt dxd  Oxd O’
(O (9h D9 _ 09 O G*f (ohog oh g\
0xiOyl \ OxI Oyt OxJ Oy’ Oytoxd \ Oyl Ox'  Ox' Oyl
0%f [ 0h dg  Oh dg f (dh dg  9h dg
0xi0xd \ Oyt Oyl Oyl Oyt Oytoys \ Oxt Oxd  Oxl Oxt
(O*h_ (09 9f _Of 0 O*h (09 0f 09 Of\
Oxidyi \ 8z Byt Oz Ay Oyidxi \ Oyl Oz Oz’ dyi
0?h dg Of  dg Of 0h dg 0f  0g Of )= 0
Oxtdzi \ Oyt Oyl OyI Dyt Oyidyl \ 0xt 0xd  Oxd Oxt )’

D’ou

{9}, 0y +{{g.h}, f1+{{h. f} . g} =0.

Proposition 2.4.1. Pour toute fonction f € C*°(M

) Uapplication

h~{f,h} est une dérivation de l'algébre C*°(M).
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Preuve:

Cette application est linéaire et vérifie la régle de Leibniz car le crochet
de Poisson est une application R-bilinéaire satisfaisant la régle de Leibniz.#

Il existe donc un unique champ de vecteurs noté Xy tel que, pour toute
fonction h € C*°(M) on a

{f,h} = Xsh = i(Xy)dh.
D’ou la définition suivante:

Définition 2.4.2. Le champ de vecteurs associé o f par la proposition précé-
dente est appelé Hamiltonien de f. On le note Xy.

Proposition 2.4.2. L’application f ~ Xy est un morphisme de [’algébre
de Lie C*®°(M) sur x(M).

Preuve:
Il est clair que cette application est linéaire. Il reste & établir que

{f, g} ~ [ Xy, X,4] pour tout f, g et h € C(M),

d’aprés l'identité de Jacobi nous avons

{{fag}vh} = {fv{gah}} - {g’{fah}},
{{/,9} h} = XpXgh — Xy Xsh = (X5 Xy — X X5) h = [Xy, Xg| h.4

Définition 2.4.3. Une forme symplectique sur une variété différentiable
M est une 2-forme différentielle w fermée (c’est-a-dire vérifiant dw = 0),
partout non dégénérée (c’est-a-dire son rang est égal & la dimension de M).
Une variété M munie d’une forme symplectique est appelée variété symplec-
tique, notée (M,w).

Exemple 2.4.4. Variétés symplectiques.

Toute variété symplectique (M, w) est munie d’une structure de Poisson,
avec
(1.9} = w(X}. X,).
La R-bilinéarité, anticommutativité et la régle de Leibniz sont triviales.
Vérifions I'identité de Jacobi,
La différentielle d’une k-forme S est

k+1

dB(Xl, ...,XkJrl) = Z(—l)z_lXi(,B(Xl, ey Xy ...,Xk+1)+
=1

Z (_1)Z+](ﬁ([XZa Xj]aXb "'aj(\h "'a)/(\j7 "'7Xk+1)7

1<isj<k+1
avec X1, ..., Xp4+1 des champs de vecteurs.
On sait que pour tout Xy, X, et X} on a

dw(Xf, Xg, Xh) =0
dw(X ¢, Xg, Xn) = Xp(w(Xg, Xn)) + Xg(w(Xn, X)) + Xp(w(X5, Xg))—
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w([ Xy, Xgl, Xn) — w([Xg, Xn], Xy) = w([Xn, Xy, Xg),
=3({f: g, hi} + {9, {h, F}} + {h. {2 9}D).
Donc l'identité de Jacobi est vérifiée.
Lemme 2.4.1. Soit M une variété de Poisson, f € C* (M) alors:
{const, f} = 0.

Preuve:
On sait que

{const, f} = const{1, [},
on a d’aprés la régle de Leibniz

(L ={1x1 [} ={Lfr+{1, f} = 2{1, f},

d’ou

{1,f} =0.

Donc

{const, f} = 0.4

Proposition 2.4.3. Si f ou g s’annule sur un ouvert U de M, il en est de
méme pour leur crochet de Poisson {f,g}.

Preuve:

Soient un ouvert U'relativement compact dans U, et o une application
C> (M) telle que « = 0 sur U’ et @ = 1 sur M — U. Supposons que f
s’annule sur ouvert U alors f = fa , et soit € U’ nous avons:

{f,9} (@) ={fe, 9} (z) = {f, 9} () a () + [ () {@, 9} (x) = O,
d’ou {f, g} est nulle sur U.M

Corollaire 2.4.1. Le crochet de Poisson est local si f ou g sont constantes
sur un ouwvert U de M, alors leur crochet de Poisson {f,g} est nul.

Preuve:
Si la fonction f est constante sur I'ouvert U, elle s’écrit sous la forme

f=((—-ca+ec
avec ¢ une constante et soit un ouvert U’relativement compact dans U con-
tenant z, et o une application C* (M) telle que o = 0 sur U’ et « = 1 sur
M -U.
D’apres la proposition précédente on a:
{f7g} (IL’) = {(f—C)Oé+C,g} (x):{(f—c)a,g},
= 0.6
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2.5. Le tenseur de Poisson. A présent nous sommes en mesure de définir
la restriction d’une structure de Poisson & un ouvert U de M.

Soit f et g € C®°(U) et = € U; on choisit a € D(U) telle que a = 1 dans
un voisinage de z. alors af et ag sont dans C°°(M). D’aprés la proposition
2.4.3, le nombre {af, ag} () ne dépend que de f et de g. Par ce procédé,
on obtient une fonction {f, g} dans C*°(U). Vérifions que ce crochet définit
une structure de Poisson sur U:

La R-bilinéarité et 'anticommutativité sont triviales. Vérifions la régle
de Leibniz: Soient f,g1,et g2 des éléments de C*°(U), et x un élément de U:

{frg192}y (x) = {af,agiagety (z),
= {af,agi}y (x) age (z) +ag (z) {af, aga}y, (2),
= {figity () 92 (%) + g1 () {f, 92}y (2) -

D’ou la régle de Leibniz.
Passons a 'identité de Jacobi, soient f,g,et h des éléments de C*°(U), et
x un élément de U

{79} hiy (@) +{{g,h}, FYy (@) +{{h, [}, g}y (@) =

{{af7 ag} ’ ah}M (x) + {{agv ah} ’ af}M (Jj) + {{ahv af} ’ ag}M (SU) =0.
ainsi I'identité de Jacobi est satisfaite.

Proposition 2.5.1. Le crochet de Poisson de f et g, {f,g} ne dépend que
de df et dg.

Preuve:
Soient f € C* (M) et (U,¢) une carte ou (U.z!,...,2™) ses coordonnées
locales, (d’apres le lemme de Milnor) la formule de Taylor au point a € U:

f(z)=f(a)+ h;(x) (xz - ai) avec h;(a) = gj; (a),

et
g(z)=g(a)+1;(z) (z' — a') avec l;(a) = gﬁz (a).
Il s’ensuit que
{f.9} (@) = {f (@) + h; (z) (2" —a’) ,g(a) +1; (z) (27 — )} (a),
en utilisant le fait que {1, f} = 0 et la formule de Leibniz on a
{f.9y (@) = {hi(2)(z' —a'),l(2) (27 —a)} (a),
= lj(a) {hi (x) (:1;’ — ai) , (.CCj — aj)} (a),
= lj(a)h;(a) {(CCZ — ai) , (xj — aj)} (a);

alors
U0} @ = 2L @) 22 (0) (a9} (a).

Cette égalité ne dépend que de df et dg.#
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Remarque 2.5.1. Les PV = {xi, :Bj} sont les composantes d’un élément P
de A?(M)
P = ZP”(% A Oy
<

Il est clair que P ainsi défini est bien une application bilinéaire anticom-
mutative alors P est un champ de vecteurs antisymétrique contravariant.

Par conséquent on peut aussi définir une structure de Poisson au voisinage
d’un point a de M de la maniére suivante:

_0f 9\ _ Of 09 nij _

Dans ce cas P est appelé tenseur de Poisson.
Selon ce qui précéde on a la proposition suivante:

Proposition 2.5.2. Soit P € A% (M) est un tenseur de Poisson si et seule-
ment si [P, P] = 0.

Preuve:
la preuve découle directement du corollaire de A Lichberowicz 2.1.4.

2.6. Morphisme de Poisson. Soient (Mi,{,};) et (M2, {,},) deux var-
iétés de Poisson avec P; et P leurs tenseurs de Poisson respectifs.

Définition 2.6.1. Une application différentiable ¢ : My — Mo est dite
application de Poisson ou morphisme de Poisson st pour tout couple de
fonctions f et g € C*° (Ms) on a,
e fie* b, =" {f 9}, »
avec p* f = f o pour tout f € C* (Ma)
Proposition 2.6.1. Soit une application ¢ € C®(My, My) est un mor-
phisme de Poisson si et seulement si
P2 = (p*Pl.
Preuve:
Supposons que ¢ est un morphisme de Poisson. Soient z; € Mj,

ry = (1) et o, f € TMy,. 1l existe toujours deux fonctions f,g € C*°(M>)
telles que a = d, f et B = dy,g alors

Py(e, B) = {f, 9}, (m2) = {fow, 900}y, (1),
= Py (dy, fop,dy g0 @) = P, 0" B).

Réciproquement, supposons que Py = ¢, Py, soit f,g € C*°(Ms), z1 € M;
et x2 = p(x1). On a alors

U 9ha, (22) = Pa(df,dg)(x2) = Pi(e*df, p"dg)(z1),
= Pi(ds fop,digop)(z1) ={fop,goply, (z1).M
Exemple 2.6.1. Algebres de Lie.
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A partir d’'un morphisme d’algebres de Lie, nous allons construire un
morphisme de Poisson:
Soient ‘H et G deux algébres de Lie et ¢ un morphisme d’algébre de Lie de
‘H dans G, alors sa transposée ¢* : G* — H* est une application de Poisson
ou H* et G* sont munies de la structure linéaire de Lie-Poisson.

Vérifions que ¢* est bien une application de Poisson: ¢* est une appli-
cation linéaire donc différentiable , il reste & voir que: Pour tout couple de
fonctions f et g € C*° (H*) et tout point z € G* on ait:

{(@) £, (@) gtg- (x) = ()" {[, g} (2) -

On sait que (¢*)* = ¢ et (¢*, ) (y) = (f,» (y)) , comme * est linéaire on
a dzp™ = ¢*, donc nous devons faire apparaitre la formule suivante:

[fog" g0 0 g (2) = {f gl 0 9" (a).
En effet cette égalité est satisfaite du fait que
{f7 g}H* 90* (x) = <(P* (CU) ) [dgo*(l‘)f7 d(p*(x)g]>
et
{fop ,gop™tg.(x) = (z,[ds(fop”),du(gop™)]),
= <$7 [dgo*(m)f o dyp", dcp*(m)g o da:SO*]> )
= (@, [dpr () f 0 ", dyr@yg 0 7)),
= (@, [¢ (dp @) f) 2 (dp)9)])
étant donné que ¢ est un morphisme d’algebre de Lie on obtient
{fOSO*»QOSO*}g* (LL‘) = <1‘,§0 [(dcp*(m)f) ; (dgo*(w)g)]>v
(" (@), [(dep@)f)  (dpr2)9)])

{9} 0" (@) ={f o ,gop }g. (z).

Proposition 2.6.2. Soient (My,{,};), (Ma2,{,}5) et (M3, {,}3) trois var-
iétés de Poisson et deux applications différentiables ¢ : My — Ms ,
P My — Ms :

1) Sip et sont deux applications de Poisson l'application composée o
est une application de Poisson,

2) Si @ et oy sont de Poisson, de plus si ¢ est surjective alors 1 est
une application de Poisson.

d’ou

Preuve:
Commencons par montrer l'assertion 1). L’application ¢ o ¢ est bien
différentiable car ¢ et 1 le sont. Pour tout € M; on a

W o) {f gt (@) ={f 9t o (@) ={v o f o oghy, ¢(2),
={p oy o fip ot oghy, (z) ={(¥o )" f,(Yow) ghy, (2);

d’ou

(o) {f, g}, (@) ={(W o) f,(vow) g}y, ().
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Montrons I’assertion 2).Comme 1oy et ¢ sont des applications de Poisson,
on a

b vop (@) ={fovbop,goboply (x)={fo,go}, opr(z).

Comme ¢ est surjective, alors pour tout y € Ms on a

2.7. Produit de variétés de Poisson. Soient M; et M> deux variétés.
Nous savons que C*®°(M;) ® C*°(Ms) est totalement dense dans C*°(M; x
Ms).

On se donne dans cette partie deux variétés de Poisson (M, {,},) et
(Ma,{, },). Soient f,g € C* (M;y x M) et (x1,x2) € My x My, définissons
un crochet sur la variété produit M7 x My

{fag}MlxMQ (ZC1,$2) = {fm’ng}Ml ('Tl) + {fmugml}Mg (562) )
avec fu, = f (., x2) et fo, = f(x1,.)
Proposition 2.7.1. Ce crochet

{fag}Mlng (.%'1,.%'2) - {fﬂ:z:gm}Ml ($1) + {f$1ag$1}M2 (.%'2) )
est un crochet de Poisson sur My x M.
Preuve:

La R-bilinéarité et anticommutativité sont claires, vérifions la régle de
Leibniz, soient f,g et h € C® (M; x Ma) et (z,y) € My x M,

{fagh}MlxM2 (z,y) = {fy79yhy}M1 (z) + {fmagmhy}Mz (y)

= g(z,y) {fy, hy}Ml (z) + h(z,y) {fy,gy}Ml (z)
+9(z,y) {fys Py} ag, @) + 2(2,9) {fys 9y} ar, ()

= 9(@.9) ({0 P bag, (@) + Lo by )]

th(w,y) [y hybag, @) + Lo habar, )]

= [g {f7 h}MlxMz + h{fvg}MlxMz] (l‘,y)
Il reste a vérifier identité de Jacobi pour cela il suffit de le montrer

pour les éléments de C°(M;) @ C*°(My). Soient F,G et H des éléments
de C®(M;) @ C®(Ms) avec F' = f1 ®@ fa, G = g1 ® g2, et H = h1 ® hag,
(r1,22) € My x My on a

{G . H} (z1,22) =

92 (z2) ha (v2) {g1, h1} (21) + g1 (1) ha (21) {g2, ha} (v2)
et
{F7 {G7 H}} (.%'1, xQ) =
fa(w2) { i AG H} by, (1) + fi(21) { f2,{G HY, by (22),
= f2 (%2) g2 (¥2) ha (x2) {f1,{9g1, h1}} (z1) +
f2 (22) {g2, ha} (w2) { f1, 911} (1) +
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f1(x1) {g1, h1} (z1) { f2, g2h2} (x2) + fi (z1) g1 (z1) b1 (z1) { f2, {g2, h2}},
d’ou
{F7 {G7 H}} (5131, xQ) =
({f1:{g1, h1}} @ (fageho)] + [{ f1, 911} @ (f2{g2,h2})] +
[[f1 {91,m}] @ [{ f2, g2h2}]] + [frg1h1 @ {f2,{g2, h2}}]) (w1, 22) -

En faisant la somme des termes obtenus et par permutation circulaire de
F.G et H on obtient

({F,GY,H) + {{CG,H},F} + {{H,F},G} = 0.

En effet la somme des termes faisant intervenir { f;, {gi, hi}} (aveci = 1,2) et
les termes qui s’en déduisent par permutation circulaire de f;, g; et h; est
nulle car le crochet de Poisson de M; vérifie I'identité de Jacobi, quant aux
autres termes, ils s’annulent d’aprés la régle de Leibniz.#

On en déduit la définition suivante

Définition 2.7.1. La variété M7 x My munie de cette structure de Poisson
est appelée produit des variétés de Poisson My et M.

Remarque 2.7.1. On peut écrire ce crochet de Poisson avec les tenseurs
de Poisson

{fag}Mlng (xhx?) = {fmwgm}Ml (z1) + {fmagm}Mg (.%'2) )

= P (d1f,d1g) (x1) + P2 (daf, da2g) (x2) .

avec d; f est la différentielle partielle de f par rapport a la i-éme composante
(i =1,2) au point (x1,x3).

Nous pouvons également définir ce crochet de la maniére suivante:

Théoréme 2.7.1. (Drinfel’d) La variété M; x My est munie de ['unique
structure de Poisson appelée produit des variétés de Poisson My et My ,qui
vérifie les propriétés suivantes

1) Les projections m; : My X My — M; avec i = 1,2 sont des applications
de Poisson,

2) {Tr’{go,wgi/)}MlxMz = 0 pour tout p € C*° (M) et p € C*> (My).

Preuve:

Le crochet défini dans la proposition précédente 2.7.1 est un crochet de
Poisson sur My x My qui vérifie les deux propriétés. En effet, montrons
que 7wy : My x My — M est une application de Poisson si nous munissons
M; x My de ce crochet : Soient f;g € C*° (M) on a

{fomu,gombarwan (T1,02) = {f,9}py, (1) +{f (21), 9 (x1)} 5y, (22),
= {fag}Ml (z1).
d’ou
{fom,gomityy e, (X1.22) ={f, g}p, 0™ (z1,22)

De méme pour 'application 79 : My X My — My est une application de
Poisson.
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Maintenant vérifions la deuxiéme condition {7jp, 751} = 0 pour tout
p e C® (M) ety e C®(Mz)ona
{mip, w5} (w1, m2) = {@, ¥ (x2) } 5y, + {p (21) 9}y, = 0.

Nous venons de montrer qu’il existe toujours une structure de Poisson véri-
fiant ces propriétés.

Cette structure de Poisson est unique. En effet vérifions la pour les fonc-
tions séparées en utilisant la régle de Leibniz et les deux propriétés. Soit F'
et G € C*° (M) ® C* (Mz) on a F = f1 ® fo = (fi10m) (f2 0m2) alors

{F.G}={fi® f2,91 ® g2} = {(fi o m1)(f2 0 m2), (g1 0 m1)(g2 0 T2) } ,
= (fiom1) {(f2 o m2), (91 © m1) (g2 © m2) }+(f20m2) {(f1 0 71), (91 0 m1) (g2 0 M2)}
= (from)[(g1 om1) {(faom2), (g2 0 m2)} + (g2 0 m2) {(f2 0 72), (g1 0 m1) }]+
(faoma)[(g1om){(fiom), (g20m2)} + (92 07m2) {(f1071), (g1 0m1)}],
= [(fig1 o m1) {f2, g2} © 2] + [(fag2 0 2) { f1, 91}, o 1] .M

3. GROUPES DE LIE-POISSON

Dans cette partie, G est un groupe de Lie, G son algébre de Lie. Nous
utiliserons les notations suivantes:

L, (h) = gh, et Ry (h) = hg,
ainsi que Int, (9) = zgz ' = Ly o Ry1 (g)
et deInt, = Ady, adx(Y) =[X,Y].
On sait aussi que
deAd = ad.

Soit {I,} une base de G. On note 9, ( resp 9., ) les champs de vecteurs
invariants & droite (resp a gauche) induits par cette base. Par construction,
on a pour tout ¢ € C* (G)

dup (9) = de [p o Ry] (1) et dp(g) = de[po lg] (Lu) -
3.1. Champs tensoriels multiplicatifs.

Définition 3.1.1. Soit G un groupe de Lie, un champ de tenseurs
P € A(G) est dit multiplicatif s’il vérifie: Pour tous g et h € G,

P (gh) = Lg« (P (h)) + Rns (P (9)) -
A un champ de tenseurs P € AP (G), on associe les deux applications
P :G—AP(G) et P.: G — AP (G),
définies par

Pi(g) = (Lg:) "' (P (9)) et Pr(g) = (Bg) ™ (P(9))-
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Proposition 3.1.1. Soit G un groupe de Lie et soit p un entier > 0 tel que
P € AP (G). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) Le champ de tenseurs P est multiplicatif,

2) L’application P, vérifie: Pour tous g et h € G,

Fi(gh) = Py (h) + Adp—1 P (g) ,
3) L’application P, vérifie: Pour tous g et h € G,
P (gh) = P, (g9) + Adg P, (h) ,

De plus, ces propriétés équivalentes impliquent:

4) Le champ de tenseurs P vérifie, P (e) = 0. De plus, pour tout champ
de vecteurs X invariant a gauche sur G, alors le champ de tenseurs L (X) P
est aussi invariant & gauche,

5) Le champ de tenseurs P wvérifie, P(e) = 0 et pour tout champ de
vecteurs X invariant a droite sur G, le champ de tenseurs L (X) P est aussi
invariant o droite.

De plus , lorsque le groupe de Lie G est connexe chacune des propriétés
4) et 5) impliquent les propriétés 1), 2) et 3).

Preuve:
1) <= 2). Supposons que P vérifie 2). Comme par définition on a

Py (gh) = Py (h) + Adyp-1P, (9) = (Lgns) " (P (gh))
alors

Pi(gh) = (Ln)~' (P (h)) + Ady-1 (Lg) ™ (P (9)),
= (Lns)” ( 7 (Lge) (P (1)) + (L) ™ (Bie) (L) ™ (P (9))
(Lghs) ™" (Lge) (P () + (L) ™" (Lgs) ™" () (P (9)).
= (Lgn) ™" [Lge (P (1)) + By (P (9))] = (Lgne) ™" (P (gh)) ;
par conséquent
P(gh) = Lg« (P (h)) + Bns (P (9)) -

D’ou I'équivalence.

De méme pour 1) < 3).

Montrons maintenant que 1) = 4). Si P vérifie 1) on a

P (gh) = Lg« (P (h)) + Rp« (P (g)), pour tous g et h dans G,
alors pour g=h =econ a
P(e) = Plee) = Lex (P(€)) + Rex (P (e)),
= 2P (6) )
d’ot
P(e)=0.
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Soit X un champ de vecteurs invariant & gauche sur G, la courbe intégrale
de X n’est autre que le groupe & un parameétre des translations a droite
{Rexp(tx); te R}, et soit g € GG alors

d

EXP(g) = % |t=0 Rexp(—tX)*P(g'eXp (tX))7

d

= % ’t:O Rexp(—tX)* (Rexp(tX)*P (g> + LQ*P (eXp (tX))) )

d
= % ’t:() Rexp(ftX)*Lg*P (exp (tX)) s
d
= L. (3 o0 PP (059 (£X))) = Ly (L P (6):
LxP (g) = Lg* (‘CXP (6)) )

donc Lx P est invariant a gauche, c’est & dire
LxP (hg) = Ly« [(LxP) (g)] pour tous g et h € G.

d’ou 1) implique 4).

Maintenant voyons la réciproque dans le cas o G est connexe. Soit Lx P
un champ de tenseurs invariant a gauche pour tout champ de vecteurs X
invariant & gauche on a

i { Respi-ox). [P (hg exp (1) — L (P (gexp (1X)]} = 0,
donc au voisinage de zéro on a
Rexp(—tx)x [P (hg exp (tX)) — Lps (P (g exp (tX)))] = const = P (hg)—Ln« (P (9)) ,
pour g = e cette égalité devient
Rexp(-tx)« [P (hexp (tX)) — Ly« (P (exp (tX)))] = P (h) — Ly (P (€)),
on sait que P (e) = 0 donc
Rexp(—tx)s [P (hexp (tX)) — Lis (P (exp (tX)))] = P (h),
d’ou
P (hexp (tX)) — L (P (exp (tX))) = Rexp(ex)=P (1)
P (hexp (tX)) = L (P (exp (tX))) + Rexp(ex)« P (B) -

ainsi P est multipticatif pour ¢ au voisinage de zéro et donc au voisinage de
e , mais comme G est connexe et ’on sait que tout voisinage de e engendre
G c’est a dire quelque soit g dans G il s’écrit sous la forme g = II; exp (¢, X;)
avec les t; au voisinage de zéro et X; des champs de vecteurs invariants &
gauche.

De méme pour 1) implique 5) et pour 5) implique 1) dans le cas ou G est
connexe.M
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Corollaire 3.1.1. Soient G un groupe de Lie, un champ de vecteurs invari-
ant & gauche X, et Y un champ de vecteurs invariant a droite. Si P est un
champ de tenseurs multiplicatifs alors

LxLyP=LyLxP =0.
Preuve:
On sait que
d

LxP(g) = i lt=0 Rexp(—tx)«P (g-exp (X)),
N % lt=0 Rexp(—tx)x (Rexp(ex)« P (9) + Lgu P (exp (X)) ,
— Ly (£xP(©))
et
LxP (hg) = L« [(LxP) (9)],
alors

d
ds |s:0 Lexp(st)*'CXP (exp (SY) 'g) ’

d
= % |s:0 Lexp(—sY)*Lexp(sY).g* (LXP (6)) ’

LyLxP(g)

d
= oo Ly (LxP(e) = 0.4

Corollaire 3.1.2. Soit G un groupe de Lie, P et Q € A(G). Si Q est
multiplicatif et P invariant & gauche (resp a droite) le crochet de Schouten-
Nijenhuis [P, Q)] est invariant & gauche (resp a droite).

Preuve:

Quand P est un champ de vecteurs il suffit d’utiliser la propriété 4) (resp
5) ) de la proposition précédente. Dans le cas général on sait qu'un champ
de tenseurs invariant a gauche (resp a droite) est somme d’un nombre fini de
produits extérieurs de champs de vecteurs invariants a gauche (resp a droite),
il suffit donc d’utiliser la propriété 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis.

Par exemple: Pour X et Y deux champs de vecteurs invariants a gauche,
P e A2(M) tel que P = X AY :

[P,QI=[XAY,Q=XA[Y,Q+ (-1 V[X,Q] 1Y,

on a X A[Y, Q)] invariant & gauche car X est invariant a gauche et [Y, Q] est
invariant & gauche d’apres I’assertion 4) de la proposition précédente 3.1.1.4

Corollaire 3.1.3. Soient G un groupe de Lie connexe et P € A(G) un
champ de tenseurs multiplicatifs. Si la dérivée de Lie de P selon tout champ
de vecteurs invariant a gauche est nulle, alors P est invariant & droite.

Preuve:
Soit X un champ de vecteurs invariant & gauche on a

d
([’XP) (g) = % ‘5:0 Rexp(—sX)*P (g exXp (SX)) =0,
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c’est & dire qu'au voisinage de zéro Rexp(—sx)«P (gexp (sX)) est constant
alors

Rexp(st)*P (g exXp (SX)) =P (g) )

P (g eXp (SX)) = Rexp(+sX)*P (g) ;
comme G est un groupe de Lie connexe alors pour tout h € G , h s’écrit
sous la forme h = II; exp (s;X;) avec les s; au voisinage de zéro et X; des
champs de vecteurs invariants a gauche. D’ou le résultat

P (gh) = R P (9)
pour tous g et h de G (c’est & dire P est invariant a droite).#

Proposition 3.1.2. Soit G un groupe de Lie conneze.

1) Si deux champs de tenseurs P et Q sur G sont multiplicatifs, leur
crochet de Schouten-Nijenhuis [P, Q] est multiplicatif,

2) Un champ de tenseurs multiplicatif P sur G dont la dérivée intrinséque
de P est nulle, est identiquement nul.

Preuve:

Commengons par montrer 1). Soient P et ) deux champs de tenseurs
multiplicatifs, alors P (e) = @ (e) = 0 c’est a dire il existe deux fonctions f
et g de C* (G) telles que P = fP' et Q = gQ" avec f(e) =g(e) =0et P’
et Q' sont deux champs de tenseurs, en utilisant les propriétés du crochet
de Schouten-Nijenhuis on trouve que:

[P.Q)(e) = [P'f.9Q'] (e) = f (e) [P 9Q'] () +
(DT (([f0 A QAP () +9(e) ([£,QT A P) () =0.

Il reste & montrer que si pour tout champ de vecteurs invariant & gauche
X, Lx ([P, Q)]) est invariant & gauche alors [P, Q)] est multiplicatif d’aprés
la proposition précédente 3.1.1 (4) < 1) ); on a d’aprés lidentité Jacobi
graduée

Lx[P,Q] = [X,[P,Q]| = - [P,[Q,X]] - ()" VUV [Q,[X, P]],

de plus d’apres le corollaire 3.1.2 et la proposition 3.1.1 on a : [Q, X] et
[X, P] sont invariants & gauche et donc on a aussi [P, [@, X]] et [Q, [X, P]]
invariants & gauche d’ou Lx ([P, Q)]) est invariant a gauche.

Passons maintenant & ’assertion 2). Soient P un champ de tenseurs
multiplicatifs et supposons que la dérivée intrinseque d. P soit nulle. Soit X
un champ de vecteurs invariant a gauche sur G on a

LxP(e) =de.P (X (e)) =0,
comme P est multiplicatif alors Lx P est invariant a gauche et nul en
I’élément neutre e, du fait que G soit connexe, P un champ de tenseurs
multiplicatifs et puisque la dérivée de Lie de P selon tout champ de vecteurs

invariant & gauche étant nulle, alors P est invariant a droite (d’apres le
corollaire 3.1.3 ). Donc pour tout g € G

P (g9) = Rg«P (e) =0 (car P(e) =0),
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alors P est identiquement nul.

3.2. Groupes de Lie-Poisson.

Définition 3.2.1. Un groupe de Lie G muni d’une structure de Poisson est
appelé groupe de Lie-Poisson si lapplication p: G X G — G, qui pour tout
couple (z,y) ~ p(x,y) = xy soit une application de Poisson.

Définition 3.2.2. Un homomorphisme de groupe de Lie-Poisson est un
homomorphisme de groupe de Lie et une application de Poisson.

Proposition 3.2.1. Soit G un groupe de Lie muni d’une structure de Pois-
son P est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si son tenseur de Poisson
P est multiplicatif.

Preuve:
L’application p est un morphisme de Poisson si et seulement si

W f,1 gt geg = 1" {f, 9} pour tous f et g € C7(G),

autrement dit si o = Ty, (f) et B = Tyn (9)
P(gh) (a,8) = p*{f,9}c (g: 1)

et

Paxa(g:h) (T{gﬁ)ua, T{gﬁ)uﬁ) ={w*f 1" g axa (9,h)
alors

Pexa (g,h) (T(tg’h)ua,T(tg’h)uﬁ> = P (gh) (a,B), avec o, B € T, G.
On sait que
Tig i (u,v) = TRyu+TLgv, avec (u,v) € Tigp) (G X G) = TyG x T),G,
alors
T, mpe = (T'Rye, T Lyar) et Ty 13 = (T' Ry, T"Lyf3) .

En remplacgant T(tg’h) po et T(tg’h) uB on trouve
Pexc (g,h) (ng,h)ua, ng,h)uﬂ) =

Paxa (9.h) ((T"Rpe, T' Lyar) , (T'RpB, T'LyB))
= P; (9) (T'"Rpo, T'RyB) + Pe (h) (T' Ly, T'LyB) ,
= [(TyRn ® TyRp) Pi (9) + (Thlg @ ThLg) P (h)] (o, 8),
= (Rns (Pa (9)) + Lgs (Pg (R))) (e, B) -

Donc pour que g soit une application de Poisson il faut et il suffit que le
tenseur de Poisson P soit multiplicatif.®
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Corollaire 3.2.1. Soit (G, P) un groupe de Lie-Poisson ’application
1:G—G
g—9"
est une application anti-Poisson c’est & dire
{foigoi}(x) =—{f,g}™"),
ixP(x) = —P (afl) .
Preuve:

En appliquant le fait que p est une application de Poisson pour h = g
et le fait que P(e) = 0 on obtient

-1

Rg-1, (P (9)) + Lgs (P (977)) =
(Lg*)_l © Rg Ly (P (g)) = _P( )
I est clair que (Lgs) ' 0 Ry-1,(g) = ix(g) d’ou le résultat

iwP(9)=-P(g7").
Exemple 3.2.1. Soit le groupe de Lie R?™ est un groupe de Lie-Poisson
avec
P(x) = ~clahd, A D
(x) = 5T i A 0.
ot les czj sont les constantes de structure de lalgébre de Lie de R?"

Ceci découle du fait que R?” est connexe et P vérifie la propriété 5) de la
proposition 3.1.1 alors P est un champ tensoriels multiplicatif.

Exemple 3.2.2. Le tore T" =R"/7".

la seule et unique structure de Lie-Poisson sur le tore est identiquement
nulle car la structure de Lie-Poisson sur R?” n’est pas périodique et que

P (gh) = Lg« (P (h)) + R (P (9))
n’est périodique que s’il est nul.
3.3. Bialgébre de Lie. Soit G un groupe de Lie-Poisson. Définissons une
structure d’algebre de Lie sur G*, ¢, des éléments de C (G) tels que la

différentielle de ¢; au point identité e de G est égale a [; la base duale de G*
(notée de; = 1; ). On définit
[lb l2] = de {(plv @2} )
ce crochet est bien un crochet de Lie, indépendant du choix des ¢,.
Preuve:

En effet, il est R-bilinéaire et anticommutatif, il reste a vérifier 'identité
de Jacobi

[ [T, )] + [0, [Les )] + (ks [ 1)) =
[degDi, [ljv lkH + [desoja [lk> ll]] + [de‘ka [li7 lj]] )
= [depir de { @), 01 }] + [dejs de {pp, 03] + [detor, de { @i, 05 }]
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= de {301'7 {(10]'7 (pk:}} =+ de {@j? {@k? (101}} + de {(pka {‘Pia ()03}} = 0.

Ainsi il est indépendant du choix des ¢; car sur la carte (p,U) avec le
systéme de coordonnées {:BZ} on a

fonies} () = P (dgndoy) () = 22 () 240 () {a.2t} )

d’ou

[lialj] =d, {901‘790]‘} =de (P (d%?d(ﬂj)) =de (83:’“837? {ﬂfk?xl}) )

est indépendant du choix des ;.
Définissons un crochet de Poisson sur G donné par la formule suivante:

{0, 9} = P(p,¥) = n"0up.0p,

dans ce cas les constantes de structure de G* s’écrivent sous la forme

7= (0an) (e) .-
Preuve:
Pour montrer cette égalité il suffit de remarquer que

[y lo) = de {01, 00} = de (naﬁaasou-é’,e%) = f{7I
et que
(L, L) (1) = f1°.

Comme P est un tenseur de Poisson multiplicatif alors P (e) = 0 et donc
n*? (e) = 0 d’ott le résultat suivant,

[l lo] = de (n"ﬁ@a@u-aﬁ%) :
= 17 () de (0up,-0500) + de (1°7) (DacpOp0,) (€)
= de (1) (Oap,0500) (€).
On sait aussi que dew; = I; alors deg, (In) = d,q donc
o (1) = de (0°7) (1) (Baspy D300) (0),
= do (n°7) (D) despy () oo, (I)
= de (177) (1) uados = de (") (1) = (Da0™) () = f4". C.q.d.

Définition 3.3.1. Soit G un espace vectoriel de dimension finie, on définit
sur G et G* des structures d’algébre de Lie. On dit que ces deux structures
d’algébre de Lie sont compatibles (équivalentes) si

Crs ]Zj - C?)n“fga - Cg)n“f;a - Clocsfga + C{Jsfrza‘
k

Les ¢/, et f,zj sont les constantes de structure de G et G* respectivement pour
les bases respectives de G et G* ot la base de G est la base duale de G*.
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D’ou la définition suivante,

Définition 3.3.2. G a une structure de bialgébre de Lie si G et G* ont des
structures d’algébre de Lie compatibles.

Remarque 3.3.1. On dit aussi que les deux structures d’algébre de Lie sur
G et G* sont compatibles (ou équivalentes) si et seulement si

(lee, 8], [X,Y]) = — (coadxa, coad/’gY> + (coadx B, coad)Y ) +
+ <coadya, coad}}X> — (coady B, coad}, X) ,
avec o, 3 € G* et X,Y € G.

Preuve:
On sait que

(coadx Z,Y) = (Z,—adxY) = (Z,[Y, X]),
alors ‘
(coadr,li, 1) = (Ui, I, Ir]) = ¢1y,
d’ou ‘
coadr l; = . ls,
donc pour a =1; , B=1jet X =1, ,Y = I; on obtient
<[li7 lj] ) [ITa IS]> - Cfs 11]7
- <coad1Tli,coadZ‘sz> = —{c s, fIVI,)) = ¢, f1°,
{coadr, 1, coad; I,) = (¢l Ly, f¥1,) = —cl, i,
<coad15li,coad7jfr> = <céxl$,fﬂyfy> = —cgs ﬂo‘,
- <coad13lj, Coa'dz.li> = - <nglx, f;ny> = cgcsfza'
On obtient ainsi
— <coadX04, coad2Y> + (coadx B, coadY ) +
(coady o, coad X ) — (coady B, coad?, X) =
c?xrfga - Cwa;a - Céxsfga + C&sfia' C.q.f.d.

Exemple 3.3.1. Si G est une algébre de Lie. On obtient une bialgébre de
Lie sur G et G*, si on prend [ly,1l3] = 0 pour tout élément ly,ls € G*

En effet comme les constantes de structure f)\v = 0, donc
Crs ]ij = nyrfga - ngrf;a - nysfga + ngsf;a =0.
Alors le crochet de Poisson

{o, 0} =0Vp,9 € C™(G),
du fait que de {¢1, 95} = [l1,12] = 0.

Exemple 3.3.2. dim G =2.
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Si la dim G =2 alors toutes les structures sur G et G* sont compatibles.
Soit (I, I5) et (l1,l3) sont les bases de G et G* respectivement,on a alors

k p12 _ 1 p12 2 £12 2 12 1,21

Clofi” = crafi” +clafa” = —c51 fo" —c1afi
et
1 20 2 fla 1 20, .2 pla 2 pfla 1 200 2 12 1 ¢21
Ca1f2™ — Cor f2© — Canf1™ T Canf1® = —Con fo¥ —canfiT = —cn faT —ciafis

donc
E p12 1 g2 2 1 1 g2 2 1
Nafi” = carfa* — caafa® — Caafi™ + caa /1
d’ou la compatibilité des structures sur G et G*.
Définition 3.3.3. ¢ est un I-cocycle d’algébre de Lie G a wvaleurs dans
G ® G pour la représentation adjointe si

@ ([X,Y]) = adx (¢ (Y)) — ady (¢ (X)),
avec adx = adx ® idg + idg ® adx.
Remarque 3.3.2. On observe que

coad (I;) () (1j) = (I, [, Li]) = ¢;
d’ot -
coad (I;) (Ix) = c?ilj et coad” (I;) (I) = fi'I;.
Soit G et G* munies de deux structures d’algébre de Lie, définissons un
crochet sur G @ G* tel que pour tout X @£, Y ®&n € G P G* on ait:
(X &Y on =

{[X, Y]+ (coad™§) (V) — (coad™n) (X) }&{[¢, n] + (coadX) (n) — (coadY’) (§)} .
Proposition 3.3.1. le crochet [X @&, Y @ n] est bien un crochet de Lie.

Preuve:

La R-bilinéarité et I’anticommutativité sont triviales. Vérifions l'identité
de Jacobi. On sait que pour (X,Y,Z) des éléments de G et (&,m,\) des
éléments de G* I'identité de Jacobi est vérifiée car G et G* sont des algébres
de Lie, de ce fait il suffit de montrer I'identité de Jacobi pour tout (X,Y) € G
et £ € G* ou bien pour tout X € G et (§,n7) € G* mais comme les éléments
de G et G* jouent les mémes roles dans ces deux cas, montrons le premier,

S=[X, Y+ [V [&X]+[&[X Y] =
[X, {—coad"§ (Y) @ (coadY') (§)}] + [Y, {(coad™€) (X) & — (coadX) (§)}]
+ {(coad™¢) ([X,Y]) ® — (coad [ X, Y]) (§)},
={[X, —coad"¢ (Y)] — (coad” (coadY’) (§)) (X) }B{(coadX) ((coadY’) (§))} +
{lY, (coad™€) (X)] — (coad” — (coadX) (£)) (Y)}&{(coadY’) (— (coadX) (£))} +
{(coad™§) ([X,Y]) & — (coad [X,Y]) (§)},
= ([X, —coad* & (V)] — (coad* (coadY") (£)) (X) +
[Y, (coad*€) (X)] — (coad™ (— (coadX) (£))) (Y) + (coad*§) ([X,Y]))®
((coadX) ((coadY') (£)) + (coadY’) (= (coadX) (£)) — (coad [X,Y]) ().
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Pour faciliter I’étude nous travaillerons que sur les bases de G et de G*,
prenons X = I, Y = I, et £ =[; ainsi S devient
S = I, [Ls, L] + [Ir, [, Is]] + [, [, b)) =
([Is, —coad*l; (I.)] — (coad™ (coadl,) (1;)) (Is) +
+ (I, (coad*l;) (I5)] — (coad” (— (coadly) (1;))) (1) + (coad™l;) ([Is, I;]))
((coadls) ((coadl,) (1;)) +
+ (coadl;) (— (coadls) (I;)) — (coad [Is, Ir]) (1)),
(L= 1] — (condl 1) (L) +
[, fso‘ila] — (coad* — cgsla) (I.) + (coad*l;) (chIk))@

((coadly) (cfrll) + (coadl,) (—cfsll) - (coadcérll) (1)),
= (= 0T = f%C, I + £ I + fiOch Iy + ek 1))@
(cl ch Iy — cl Chslj — I;).

Remaquons que d’aprés l'identité de Jacobi sur ’algebre de Lie G, on a le
second membre nul,

)
(

jlcST‘

Lo ! ! il _
CisCrly — ¢ clSI I ( JsclT c; Chs — le%r) I; =0.

On a aussi

_cgafgilj - fgacizrjj + f?icrj‘ajj + fgacz I + fﬂck I =

(<t = ek + Jchy ik S ) 1 =0

si et seulement si les structures d’algebre de Lie G et G* sont compatibles.®
Soit E et F' deux espaces vectoriels, soit 'application linéaire ¢ : £ — F
on note par * son application transposée définie par

©* : F* — E* telle que ¢* (v) =vog.

Théoréme 3.3.1. Supposons que G et G* ont des structures d’algébre de
Lie données. On définit une application linéaire ¢ de G*®RG* dans G* telle
que pour tout couple (l1,l2) — ¢ (l1,12) = [l1,12]. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

1) Les structures d’algébre de Lie G et G* sont équivalentes,

2) L’application ¢* : G — G ® G est un 1-cocycle ,

3) L’algébre de Lie sur G & G* induite par les structures d’algébre de Lie
G et G* sur laquelle nous définissons une forme bilinéaire
Q:(GaG") x (G G") — R par la formule

QUz1&h), (x2® 1)) =l (x2) + 2 (1),
est invariant par l'adjoint de G & G* ( le triplet de Manin ).
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Preuve:
Nous allons commencer par montrer que 1) < 2). Observons d’abord que

VX10Xs € G*®G* on a ¢* (X) (X1 ® X9) = Xop (X1 ® Xo) = [ X1, Xo] (X),
alors '
0" (1) (G © ) = [, 1] () = £*,
d’ou '
o (L) = ' @ I,
Calculons,

" (I L)) (1 ©15) = (I, 1) [l 1)) = (T f15) = it

Si ¢ est un 1-cocycle d’algebre de Lie G & valeurs dans G ® G, pour la
représentation adjointe alors

¢ (Ir, L)) (l, ® 1j) = ¢" (adr, Is) (I; ® 1) ,
= (adr,¢" (Is) — adr,p* (1)) (L @ ;) ,
= ((ad;, ®idg + idg ® ady,) ¢* (Is)
— (ady, ®idg +1idg @ ady,) ¢ (1)) (li ® ;) ,
= ((ads, ® idg +idg ® ady,) f&* (In © Iy)
— (ady, ®idg +idg ® ady,) f* (1o © It)) (li © ;) =
= [(f* (CiaIl @Iy +1a® Cikll)
- (ff‘k <6éafz I+ 10 ® Clskfz»)] (li @ 1),
= fo¥ (Ciaéuékj + Cik5ai51j) — S (Clsa5li5kj + Cik5ai5la’) :
= fPcha + [l — [ i + [,
= corf1% = b fi = cos I+

Nous savons par définition que les structures d’algébre de Lie G et G* sont
équivalentes si

Crsfy = Con 1% = g Fi = s 1% + Ch 1%
d’ou les assertions 1) et 2) sont équivalentes.

Montrons que si I’assertion 1) est vérifiée, alors I’assertion 3) ’est aussi.
Supposons que nous avons une bialgébre alors nous avons un crochet de Lie
sur G @ G* d’aprés la proposition précédente 3.3.1, il reste & montrer que
Q((x1®1l1),(x2®l2)) =11 (x2) +12 (z1) est invariant avec la représentation
adjointe c’est & dire

Q(z1@h),(xz3@13)], (2@ 1)) = —Q (21 @ 1), [(x2 D l2), (23D I3)]) -

Pour montrer cette égalite il suffira de montrer I'une des deux égalités suiv-
antes (car les éléments de G et G* jouent le méme role)

Q ([z1, 23], l2) = —Q (21, [l2, 23]) ou Q ([l,13],2) = —Q (I, [z2,13]) -
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Montrons la premiere égalité

Q ([x1, 23], 12) + Q (21, [I2, 23]) =
la ([x1,x3]) + Q (1, coad™ly (x3) B —coadzs (l2)) ,
=l ([x1,23]) + x1 (—coadzs (I2)),
= ly ([z1, x3]) + (—coadzs (I2)) (z1),
== 12 ([1‘1,1}3]) — l2 ([1'1,1'3]) =0.
D’ou
Q ([x1, 23], 12) = —Q (71, [l2, z3]) .

Passons maintenant a la réciproque, pour avoir l'assertion 3) il faut que
le crochet défini sur G @ G* soit un crochet de Lie et donc qu’il doit vérifier
I'identité de Jacobi, ainsi d’apres les calculs de la proposition précédente
3.3.1 nous avons

(—Clafi = 1ok, + foiclo + Fiochy + flick, ) I = 0.
par conséquent nous avons une bialgebre de Lie de G et G*. &

Remarque 3.3.3. On peut exprimer d’une autre maniére l’équivalence des
deuz assertions 1) et 3) du théoréme 3.3.1 en introduisant la définition suiv-
ante,

Définition 3.3.4. Un triplet de Manin de dimension finie est un triplet
d’algébres de Lie de dimensions finies {g,gtg*} ot G est munie d’un
produit scalaire ad-invariant {,) tel que:

i) Les algébres G et G= sont des sous-algébres de Lie de G de telle
maniére que G B G~ = G en tant qu’espace vectoriel,

it) Les sous-algébres GT et G~ sont isotropes vis-a-vis du produit scalaire.

des lors I’équivalence des deux assertions 1) et 3) du théoréme 3.3.1 de-
vient:

Corollaire 3.3.1. Les structures d’algébre de Lie G et G* sont équivalentes
si et seulement si elles correspondent & un triplet de Manin.

Preuve:
Pour montrer cette équivalence il suffit de prendre pour le triplet {G, G, G~}

G"=6,G =G ctG=0a7"
avec = (,) le produit scalaire.d
Remarque 3.3.4. On peut noter une bialgébre (G, [, ], ¢*).
Soit un crochet de Poisson sur un groupe de Lie G donné par la formule
{0, 0} =n""0updyt).
Proposition 3.3.2. Soit la fonctionn: G — G & G telle que
n(g) =n"(9) L @ I,

n est un I-cocycle si et seulement si 1 (gh) = Adgn (k) + 1 (g) pour tout
g,h € G.
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Preuve:
Si n est un 1-cocycle alors,
den (adX (Y)) = den ([X, Y]) |
=dn"™ (V) (adx @1+ 1®adx) I, ® I,
—den" (X) (ady @ 1 +1® ady) I, ® I,
=den™ (YV)adxI, ® I, — den™ (X) ady I, ® I,.
Sin s’écrit n (gh) = Adgn (h) +n (g) pour tout g,h € G on a par conséquent,
n(Intgh) = n(ghg™") = Adgn (hg™) +n(9),
= Adg (Adyn (971) +n(h)) +n(9)
et

1 (e) =1 (ee) = Aden (e) +n(e) = 0.
Donc
daedic (n (Intgh)) (X,Y) = dede (Adgnn (97")) (X,Y)
Fdede (Adgn (h)) (X,Y) + deden (g) (X,Y)
comme ded.n (g) = 0 et n(e) = 0 alors,
doedic (7 (Intgh)) (X,Y) = dedeAdgyn (971) (X,Y) + dedc Adgn (h) (X,Y),
= deAdpden (977) (X,Y) + deAdgden (h) (X,Y)
= —adyden (X)+ adxden(Y),
= adxden (Y) — adyden (X),
= den"™ (Y)adxI, ® I, — den™ (X) ady I, @ I,.
On conclut que
daedre (1 (Intgh)) (X,Y) = den (adX (Y))
d’ou I'équivalence.®
Proposition 3.3.3. Soit un crochet de Poisson sur G donné par la formule

{@, ¥} = "0yt est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si (la
fonction n: G — G ® G telle que pour tout g dans G on a

n(g) =n""(9) L. ® I,

est un I-cocycle si et seulement si n(gh) = Adgn(h) + n(g) pour tout
g.heG. ).

Preuve:
On sait que {p, ¥} = n"0,pdy1Y constitue un groupe de Lie-Poisson si
{o.vtgon={pomibonto.a,
c’est & dire Vg,h € G on a

{09} (gh) = {po Ly, Po Ly} (h) +{po Rn,¢ o Ru} (9),
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par définition on a aussi

{%lﬁ} (g) = 77“” uw&ﬂﬁ(g%
= 7" (g) (de(po Rg) yde (Yo Rg)) (lu ® L),
= n(9) (de (9o Ry),de (Yo Ry)).

On obtient ainsi
{@, ¥} (gh) = 1 (gh) (dep © Ry, detp o Ryp,) =
0" (h) (dew © Rgn,detp o Rgp) Ady (I, @ L) +
N (9) (dep © Rgp, detp o Ryp) (I @ 1)
=n""(h) (de o Ry 0 Ry, detp o Ry o Ry) Ady (I, ® 1)) +
n"’ (9) (de (¢ © Rp) 0 Ry) ,de (¢ 0 Rp) o Ry)) (1u ® L)
(h) (dep © Ry 0 Ry, detp o Ry 0 Ry) Ady (I, @ I,)+{@ 0 Ry, 1o Ry} (9)
(h) (dep o Ry o Ry, detp o Ry o Ry) deInty (I, @ Iy)+{w o Rp, v o Ru}(g),
= 7" (h) (deg 0 Ry 0 Ry 0 Inty,detp o Ry o Ry o Inty) (I, @ I,) +
{¢oRp,voRy}(g),
=n""(h) (dewo Ry o Rgo Lygo Ry-1,detp o Rpo Rgo Lyo Ry-1) (I, ® I,) +
{0 Rp,vpo Ry} (9),
=n""(h) (depo Ry o Lygo Rgo Ry-1,detp o Ry o Lgo Rgo Ry—1) (I, @ I,) +
{¢ o Rp, o Rp}(9),
=" (h)(dep o Lgo Ry, detp o Lgo Ry) (Iy ® 1)) +{p o Rp,¥ o Ry} (9),
=n"" (k) (de ((po Lg) o Rp) ,de (¢ 0 Lg) 0 Rp)) (1u ® Ly)+{p o Rn, ¢ o R} (9)
={poLgpoLy}(h)+{poRypoRy}(g). Cqf.d.s

Remarque 3.3.5. Dans lezemple 3.2.1 le groupe de Lie R*™ est un groupe
de Lie-Poisson muni du tenseur

nuv
,',]U’U

1 .
P(z) = icgmkai A ;.
D’apreés la proposition précédente la fonction n: G — G R G est égale a
n(g) = czj[i ® I;.

Théoréme 3.3.2. 1) Soit G un groupe de Lie-Poisson et G son algébre de
Lie alors les structures de G et G* sont compatibles.

2) Soit G une bialgébre de Lie sur R et soit G un groupe de Lie connexe
ou simplement connexe avec G son algébre de Lie, alors il existe une seule
et unique structure de Poisson qui rend G un groupe de Lie-Poisson.
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Preuve:

Le groupe G muni du crochet {¢, 1} = 1" 0,pdy1) est un groupe de Lie-
Poisson ( car son crochet de Poisson est multiplicatif ), d’apres la proposition
3.3.3 n est un 1-cocycle . Nous allons utiliser le théoréme précédent (1) < 2))
en identifiant d.n & ¢*. Ainsi, si den est un 1-cocycle alors les structures
d’algebre de Lie de G et G* sont équivalentes.

Passons maintenant a I’assertion 2). On a G une bialgébre de Lie c’est
a dire G et G* ont des structures compatibles ce qui veut dire que nous
connaissons les structures ¢, et [ et nous devons chercher n** € C* (G).
On sait d’apres le paragraphe précédent que f{¥ = (9\n“’)(e) . Donc
nous devons montrer qu’il existe une unique fonction n*? € C* (G) telle
que fi¥ = (0xn") (e) mais comme G est connexe ou simplement connexe
alors la fonction n" est unique. D’ott I'unicité de la structure de Poisson

{o, 0} = 0" 0up0y). M

Théoréme 3.3.3. Soient G et G* une bialgébre de Lie il existe un unique
groupe de Lie-Poisson connexe et simplement connexe qui donne cette struc-
ture.

Preuve:

D’apres le troisieme théoréme de Lie qui stipule que: Si G est une algebre
de Lie de dimension finie, alors il existe un groupe de Lie G simplement
connexe tel que T, G soit isomorphe & G. D’aprés 'assertion 2) du théoréme
précédent 3.3.2, on a sur GG une seule et unique structure de Poisson qui
rend G un groupe de Lie-Poisson.#

En utilisant ce dernier théoréme nous allons donner quelques exemples

Exemple 3.3.3. dim G = 2.

Tout groupe de Lie G de dimension 2 est un groupe de Lie-Poisson.
Tout algébre de Lie de dimension 2 est une bialgebre de Lie.
En effet d’apres le théoréme 3.3.3 tout algébre de Lie de dimension 2 admet
un unique groupe de Lie-Poisson simplement connexe.

Exemple 3.3.4. GI*(2,R).
Soit G = ¢l(2,R) et soit

1 0 01 0 0
Il_<0 0)712_<0 0>7I3_<1 0>7

00
14—<0 1>a
[, ) =1z, [I1,I3) = I3, [I1,14] =0

[127-[3] = Il - -[4 } [-[27I4] = IQ 9 [-[37]4] = 0
Soit aussi [; la base duale de G* telle que

i) =L =14, [l1,l3] =0, [li,l4 =13

sa base on a
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[l2,ls] = =3, [l2,14] =0, [I3,14] = 0.
G = gl(2,R) est une bialgebre de Lie si elle verifie

(lo, 8], [X,Y]) = — (coadx a, coadY ) + (coadx 3, coad}Y ) +
+ <coadya, coad2X> — (coady B, coad}, X) .
Utilisons un tableau pour calculer ([a, 8], [X,Y])

(lo, B, (X, Y]) | [, lo] | [l 0s] | [a, 0a] | [l2, Us] | [lo, L] | (I3, La]
I, Io] 0 0 0 0 0 0
I, T3] 0 0 1|1 0 0
11, 1] 0 0 0 0 0 0
I, T3] 2 0 0 0 0 0
T2, Iu] 0 0 0 0 0 0
5, 1] 0 0 0 0 0 0

de méme utilisons un tableau pour calculer

— (coadx v, coadY )+(coadx B8, coady,Y ) +(coady a, coad X ) —(coady 3, coady, X)) ...(1)

(1) a=l,8=bla=l,8=|a=L,=1
X=L,Y=I|0 0 0
X=1,Y=15]0 0 5]
X=0,V=1,]0 0 0 ,
X=h,Y =12 0 0
X=15,Y=1,]0 0 0
X=13,Y=14|0 0 0

a=l,B=l3|a=k,f=l4|a=I13,=1

0 0 0

1 0 0

0 0 0 :

0 0 0

0 0 0

0 0 0

on remarque que les deux tableaux sont identiques donc G = gl(2,R) est
une bialgeébre de Lie alors le groupe de Lie GI(2,R) (simplement connexe)
de ¢l(2,R) est un groupe de Lie-Poisson

Exemple 3.3.5. SI(2,R).
Soit G = sl(2,R) avec

01 0 0 1 0

Ui, o] = I3, [I1,I3] = =21, [I3,I3] = 21>,
et soit [; la base duale de G* telle que

tels que
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[llalQ] = 2l2 y [l17l3] = 213 ) [l2al3] = 07

verifions que G = sl(2,R) est une bialgebre de Lie si elle satisfait

(la, 8], [X,Y]) = — (coadxx, coadY ) + (coadx 3, coad}Y) +

+ <coadya, coadEX> — (coady B, coad}, X) ;

utilisons un tableau comme 1’exemple précédent pour calculer ([a, 8], [X, Y])

(la, B, [X,Y]) | 1, lo] | [l 03] | [l2, 3]
17, Io) 0 2 0

11, T3] 0 0 0 |
2, T3] i |0 0

de méme utilisons un tableau pour calculer

— (coadx v, coadEY>+<coadXB, coad},Y )+ (coady , COCLdEX>*<COCLdyB, coad}, X) ...(1)

(1) a=l,=k|la=h,B=13|a=1,B=1;
X=0,Y=1]0 2 0
X=1,V =150 0 0
X=05LY=13|4 0 0

on remarque que les deux tableaux sont identiques donc G = sl(2,R) est
une bialgebre de Lie alors le groupe de Lie Si(2,R) (simplement connexe)
de sl(2,R) est un groupe de Lie-Poisson.

3.3.1. Equation de Yang-Baxter. Soit R€ G ® G tel que

R =7r""1,® I, avec r'" = —r"t,

soient aussi ¢ et ¢ € C*° (G), on a
{p, 0} = 118,00, et {p, 9} = 8,00,
Définition 3.3.5. R satisfait I’équation Yang-Baxter si
[R'2, R™] + [R'2, R®] + [R™ R®) =0,
avec
[R'2, R3]

=P I, L]®1s®1, , [R¥ R*®] =rPrI @I, 1,]|®1,

et [R¥ R®] =r*Pr [, @1, ® [I5,1,].
Une solution de I’équation Yang-Baxter dans G ® G est appelée R-matrice.

Théoréme 3.3.4. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) L’application (p,1) — {@, ¥} est un crochet de Poisson,
2) Lapplication (p,v) — {@,} est un crochet de Poisson,
3) R satisfait l’équation Yang-Baxter.
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Preuve:

Démontrons que 1) < 3) ( de méme pour 2) < 3).). Si 'assertion 3) est
satisfaite l'application (p,%) — {¢, 1} est un crochet de Poisson. En effet
La R-bilinéarité et I'’anticommutativité sont triviales. Vérifions la régle de
Leibniz. Soient y,p et ¥ des éléments de C*°(G) on a

{X@a 1/)} =7 X PO = Tuvxau@av¢+ruv@auxavw =X {907 ¢}+{Xa ¢} 2
d’ou la régle de Leibniz.
Il reste & montrer 'identité de Jacobi. Soient y,p et 1 des éléments de

C>=(G)

I={x.{p. 03} + {0 {3} + {0 D))
{6 e, 01} = r*70ax03 (F* 0updu)) = 11" dax (950updut) + 0updsdut))

I = Taﬁruvaax (aﬂau@avqp + 8ug08581ﬂ/1) +
Ta/’BlTulvlao/SO (aﬁ'au’wav’x + au/¢aﬁlale) +
7"0//6//7,‘u//v//80//w (85/(9”/0(81)”90 + au,,Xaﬁ//avl/gD) s
_ (ro‘ﬁr“”c’)axaﬁausoavw + T QD x D Dy ¢> *
+ (r“ﬁr“”(?axaucp(?g@m + 7 9 9035'5u’¢3v’><) +

<r”"5”r“"”"8anw(?ﬁ/&uuxc%uap + Ta/ﬁlrulvlaalgoau/¢aﬁlale> .
Notons par [0, 0] le crochet de Lie de £ (C™ (G),C* (G)) tel que
[85, au] = 85 ] 8u — 8u o 85.

En faisant le changement de variable o — v , 8" —u , u” — aetv” — f8
on obtient

(Taﬁruvaaxaﬂau@(%w + 7P ”T"””/laa”wau”xaﬁ”a”"‘p> -

- <7’a6’l“uvaaxaﬂau§0avw - T“”raﬁauwﬁaxauaﬂ<ﬂ) ’
= 10 90 X0t (9p0up — 0uD3p) = T 0D (05, 94) .

De méme pour les deux autres en faisant des changements de variables on
obtient

(r“ﬁru”aaxaucpagavw + Ta/ﬁ/TUIvlaa’ ¢8ﬂ/8u/1/181]/x>
= rPr0,x0up (05, 00)) ¥,
<Ta//8,')“'ll/v,aa/ <P8u/¢86/8v/)( + Ta”ﬁ”Tu”v”aa”waﬁlauﬂxav”(p>
— raﬁruvagipavw ([Oas Oul) X,
I = TaﬂTuvaaX8v¢ ([aﬁa au] 90) + Taﬂruvaaxau (SO [aﬁ’ 81;] I'Z))
+r1 9500yt ([0, Oul) X

On rappelle que: 9,¢ (g9) =T (p o Ry) I, avec g € G donc
Ope () =T. (po R) I, alors

I =r%"T,xyoRITupoRI,TopoR. [Ig, 1)+
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rBr T o R I,Tup o RI,Tup o R (I, 1]+
reBrUT. 0 o rlgTepor I,Tex or. [y, 1]
= (r*Pr (1o, L) @ Is ® I, + r°Pr" I, @ [Ig, 1) ® I+
rPrr @ I, @ g, 1)) (Texo R, Tepo R, T.xoR.).
On a d’apres assertion 3)
0 (Lo, L) © I @ Iy + 17 r [o @ [Ig, L] @ L+ r [, I, ® [Ig, L] =
[Rlz,Rl?’] . [Rlz,RQ?’] 4 [R13,R23] —0;
de ce fait on obtient I'identité de Jacobi

I={x,{e,¥}} +{o{,x}} +{o, {x. ¢} = 0.

Réciproquement, si 'assertion (1) est vérifiée, il suffit de montrer que
([RH,RI?’] + [Rlz,Rz?’] + [RB,RQ?’]) (f,9,h) = 0 pour toute application
f,g,h linéaire de T, (G) = G — R, (On sait Vf € T (G) il existe une
fonction x € C* (G) telle que Ty xy = f.). On a d’apres l'identité de Jacobi

I={xAp;V}} +{p,{¥, x}} +{v, {x, p}} =
(Taﬁruv [Ia, Iu] & Iﬁ & Iv -+ T,a,BT,uv[a & [157 Iu] ® IU+

+rfrw @ I, @ [15,1,]) (Tox o R, Top o R, T.x o R) = 0.
Prenons x,p,9 € C®(G) telles que Toxy = f,Tep = g, et Tetp = h. et

X =xo(R) ¢ =¢o(R) ', ¢ = ¢o(R) " sous ces conditions on
obtient
(X A U X {0 X =
([R™, R"] + [R™, R®] + [R",R**]) (f,9,h) = 0. C.q.f.d.4

Définition 3.3.6. Soit B une forme bilinéaire sur G est un 2-cocycle si et
seulement si

B([may]vz)+B([y72]7x)+B([z7x]ay) =0.

Supposons que ¥ = —r¥" tel que det (r*?) # 0 alors sa matrice inverse
existe et elle est notée (by;) telle que

(br) (r*?) = Id c’est a dire Z (fr“k> (brt) = St
Définissons la forme bilinéaire de (bg;)
B (Iu7IU) = IZ (bkl) Iv = buv‘

Corollaire 3.3.2. Soit B une forme bilinéaire sur G et sa matrice est (by).
R satisfait l’équation de Yang-Baaxter si et seulement si B est un 2-cocycle.
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Preuve:

Commencons par montrer que si R satisfait I’équation de Yang-Baxter
alors B est un 2-cocycle. Pour montrer que B soit un 2 cocycle il suffit de
le montrer pour les éléments de la base de G.

B([L;, Ij], Ix) + B ([, It] , I;) + B ([Ix, ;] , I;) = 0,

Comme B est une forme bilinéaire alors B (., 1), B (.,1;),B(.,1;) € G*,
donc

([R"?,R®] + [R"™,R*®] + [R",R*]) (B (. I}),B(.,1;),B(.,I;)) = 0.
[R',R®] (B (1), B (., 1;), B(. 1)) =
(raﬁruvja (15, L] @LJ) (B(.,1t),B (., 1),B(.,1;)),
= r*r B (I,,I;) B (I3, 1., I;) B (I,,, I})
= 1P bu B (15, 1], L)
= 1P by B ([Ig, 1] , I;)
= —0pk0uw B ([Ig, Lu] , 1i) = =B ([Ik, L], 1i) ;
d’ou
(R, R¥] (B (., 1) ,B (. L),B(.,1;)) = B([I;,Ix] , I) .
De méme pour les deux autres
(R, R®] (B (.,I+),B (., L), B (1))
[R¥,R*| (B(.,1),B (., 5,),B(.1;))

B (L, Ix] , 1;) ,
B ([, Ii] , I) ;

alors ,
([R*?,R™®] + [R',R®] + [R"¥,R*®)) (B (., I}),B(.,1;),B(.,Ij)) =
B ([, Ix] , ;) + B ([Lj, 1], 1) + B ([Ix, 1i] , I;) = 0;
B ([Ijalk] 1)+ B ([IjaIk] 1) + B ([, 1) ,Ij) =0. C.q.f.d.

Donc B ([z,y], 2) + B (|ly, 2] ,x) + B ([z, 2] ,y) = 0 pour tout élément
x,y,z €G.
Maintenant montrons la réciproque. Remarquons que ’application
BY: G — G* telle que B® (x) = B(.,z) est bijective cela découle du fait que
G et G* sont de méme dimension et que BY est injective.
En effet étant donné que B est non dégénérée car pour tout x € G on a

B (Bz,z) = 2" B'Bx = norme (Bz) alors Bx =0 < x = 0,
ceci résulte du fait que det (B) # 0 alors B est injective.

Alors la famille (B® (1)) forme une base de G* (ou (I,) est une base de G).
Pour montrer que

([R'2,R™] + [R'?,R®] + [R'3,R*]) (f,9,h) = 0 pour tout f,g,h € G*,
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il suffit de montrer que [RlQ, R13] + [R12, R23] + [Rl?’, R23] est nul pour une
base de G*, choisissons la base (B® (1,));

([Rlz,RB] 1 [Rlz,R23] 1 [R13’R23]) <Bb (i) B (I,) B (Ij)) _

([R™ R¥] + [R?, R¥] + [R¥, R®]) (B (. 1), B (. 1:) . B (- I}).

D'aprés les calculs précédents on a
([R™% R™] + [R'2, R®) + [R, B®]) (B' (1), B" (1) , B" (1)) ) =
B (U, Ie] s Ii) + B (U, L] Ii) + B (e, Ll 1) 5
cependant comme B est un 2-cocycle,
([R™2, R™] + [R™2, B®) + [R™, B®]) (B" (1), B" (L), B (1)) = 0. C.q.£d.
Ainsi nous avons [R'?, R'®] 4+ [R'?, R**] 4+ [R'3, R**] = 0.4

Proposition 3.3.4. Un groupe de Lie-Poisson (G, P) est dit exact si le
cocycle p est un cobord c’est & dire p = 0Q avec Q € N*G. Alors le tenseur
P est de la forme

P(x) = Ly+Q — Ry+Q avec x € G.

Preuve:
Soit X un champ de vecteurs invariant & gauche sur G

d
deP(X) = (»CXP)(e) = %szoReXp(fsx)*P(exp(SX))v
d
= as:O(Rexp(—sX)* Lexp(SX)*Q - Q) = (adX)Q — 8@7

ainsi on a
d.P(X) =p=0Q,
le tenseur P, sous cette forme, est multiplicatif car
P(gh) = LgnQ — Rgn+Q
= Lgn+Q — Ly Rp+Q + Ly Rp+Q — Rgn+Q
= Lgs (P (h)) + R (P (g)) -4

On adoptera pour la suite les notations suivantes
LoQ=Qet RQ=0Q
P(z) = L+Q - RrQ=Q - Q.

Proposition 3.3.5. Soit Q € A%G, alors P = é — @ est un tenseur de
Poisson tel que (G, P) soit un groupe de Lie-Poisson si et seulement si le
crochet de Schouten-Nijenhuis [Q, Q] est AdG invariant.
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Preuve:
On a

P.P=[0-0.0-Q| = |2.Q] +[0.Q] -2|Q.q];
on sait que pour tout X et Y € G on a [)A(/,?} =0d’ou [QV,@] =0 ( d’apres
la propriété 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis) et
[@7@} = m ) @7@] = _[QaQL

[P, Pl(g) = [Q Ql(9)—[Q.Q](9) = Ly« [Q, Q] — Ry [Q, Q)
= Rg((Adg) [Q,Q] - [Q,Q)),
comme P est un tenseur de Poisson si et seulement si
[P, P] = 0.

alors dans notre cas P est un crochet de Poisson si et seulement si

(Adg) [Q,Q] = [Q,Q], pour tout g € G. C.q.f.d.#

D’ou la définition suivante:

Définition 3.3.7. L’équation
(Adg) [Q, Q] = [Q, Q] pour tout g € G.,

est appelée Equation Généralisée de Yang-Baxter.

Remarque 3.3.6. Un groupe de Lie G connexe et simplement connezxe,
muni d’un tenseur de Poisson P de la forme

est un groupe de Lie-Poisson exact si et seulement si
(adg) [Q, Q] = 0 pour tout g € G.

Remarque 3.3.7. Il est facile de voir que l’équation de Yang-Bazter peut
s’exprimer des deux maniéres suivantes:

[R,R]=0
et
[R12,R13] + [Rlz,RQS] + [RlS,RQS] —0
Preuve:
Soit R = r*v9, A 0, alors
(R, R] = r®r" [0y A 05,0y A Dy]
d’apres les propriétés 3) et 4) du crochet de Schouten-Nijenhuis on a
[Oa A O, Oy A Oy) = [0 A O3, Ou] N Oy — Ou A [0 A Op, O]
= — [0y, Oa N O] A\ Oy + Oy A [0y, On A Op],
= —([Ou, Oa) A Og + Oa A [Ou, 08]) A Ou+
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Au N ([0, 0a) A D + o A (0o, 5]
= — [0u, 0] A Dg A Dy — Do A [Duy D] A D,y
+0u A [y Oa] A g + Oy A Do A [Ou, O3] ;
d’ou
(R, R] = =P [0, 800] A 05 A Dy — P10y A [Dy, D] A Oyt
PP, A [0y, Do) A g 4 TP D, A Do A [Dy, D) -
Observons que
—rPr 0 (D,,00] A 95 A Dy = —1P1™ Dy A [0, Op) A Dy,
= PG, A [Dy, Da) A Dg = TPV, A Dy A [D, Dp)
alors
[R, R] = 4r°5" [, 0] A g A Oy,
par définition du produit extérieur, on a

P (9, By A Og N0y, =
PP (00,0, © 95 © By — 101" [0, 0] © B, ® D3+
rPrds @ Dy @ [0, Oul — TP D5 @ [y O] @ Dyt
P90y @ [0, 0] © 05 — 1718, © 05 © O, O]
Remarquons que le premier et le second terme sont égaux en effet en faisant

le changement de variables suivant o — u et § — v sur le second membre,
on obtient

—rPr [0, 0y) ® 8y ® 95 = —1*"1"? [0, 0] ® 95 @ O,
= —1"r* [0,,04] ® 03 @ 9y = 11" [0, 0, ® O3 ® 9, = [R'*, R™*];
de méme pour le troisiéme et le sixiéme terme sont égaux et on a
rPr9s @ 9y @ (O, Ou] = —1Pr"°8, @ 05 @ [Da, Ou)

en faisant le changement de variables suivant sur le troisiéme membre o« — (8
etu—ovona

rPr 95 © 8y ® [Oa, 0] = —rPr", ® 05 ® [Oa, O],
Toz/p’ruvaa ® au R [8,87 8@] = [ng,R23] ,

en renouvelant ’opération pour le quatriéme et le cinquiéme terme, on ob-
tient

110 @ (O, Ou] ® Oy = 17" 0y @ D, Ou] ® O = [R'?, R*] ;
d’ou
[R, R] — 8<[R12,R13:| + [R12’R23] + [RlS,Rz?)]).‘

Définition 3.3.8. Soit w une application bilinéaire de V* on note par #.,
Uapplication linéaire de V* — V telle que

Bu(a) = 8 (o) = w(a, B).



46

Lemme 3.3.1. Soit r € A2G, le crochet de Schouten-Nijenhuis de [r,r] peut
aussi s’exprimer sous la forme

rrlEmo==2 Y &([n*.ct]),

Cyel.(§n,C)

avec £,1m,( € G.

Preuve: -

Soit {X;} une base de G , et r = 1r.X; A X; on a alors
1.~ -

r=-r"XAX,
2
ainsi

B 1 .. -~ -~ - - -
7, 7] = 7 (- [XZ-,Xh] ANXeAX;— X A {XZ-,X;.C} AKX+
j(:i A [Xja)?h} A Xk + )Zl A )?h A [Xj,)?k}),

= —plphk [XZ,)Z}J A )?k A )?j,
par conséquent
[T, T} = —T’ijrhk [Xi, Xh] AN Xp A Xj.
On note par {¢'} la base duale de G (c’est a dire &' (X;) = &7 ) alors

#

(€) " =r(g) =X
d’ou
[r,r] = — [#:6 #:8] A Xy A X3

par conséquent
[, 7] (€°,6°,6°) = — [#:8" #67] A Xa 1 X5(6°,6°,€°),
= (6" [#ot" o8] — € [ €]
+" [ #0E"] = & [, 18]
€ [e8?, #80] — €° [0, %)),
= =23 e [t e

Cycl
d’ou le résultat

rlenO=-2 > ¢([rt.ct]) o

Cycl.(§m,4)
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3.3.2. Equation de Yang-Baxter Modifiée (YBM). Soit b une application bil-
inéaire de G symétrique non dégénérée et ad-invariant et soit R une appli-
cation de G — G définie par R = #, o #y,.

En adoptant les notations suivantes & = #, X , n = #,Y , et ( = #,Z on a

rrlEne = -2 Y ¢([ot.c*])

Cycl.(€m,4)

= 2 3 #X(RY.RZ),

Cycl.(&m,¢)
r,r] (€m0 =-2 > b(X,[RY,RZ));
Cyc.(X,Y,Z)
comme ’application b est ad-invariant c’est a dire
o([U,X],Y) 4+ b(X,[U,Y]) =0,
alors
#u U, X] = (coadU)#, X,
en outre on a
b(X,RY) = #,X(#r0#Y),
—#r 0 # X (F#Y),
b(X,RY)=—-b(RX,Y).

Par conséquent

(adU) [, 7] (&,m,¢) = = [r,r] (coadU (&), 7, ¢) — [r, 7] (£, coadU (n), C)+

= [r, 7] (&, 1, coadU(()),
=2 > (0([U,X],[RY,RZ]) +b(Y,[RZ,R[U, X]))
Cyd(X,Y,Z)
+b(Z,[R]U, X], RY]),
d’apres le fait que
b(X,RY)=—-b(RX,Y) et b([U,X],Y)+b(X,[UY]) =0
cette égalité devient
(adU) [r,r](€,m,0) =2 > (b([U,X],[RY, RZ])
Cyc(X,Y,Z)
—-u([U,X],R[RZ,Y])+b(Z,[R[U, X], RY]).
On note par
[R,R|(Y,Z)=|RY,RZ]|— R[RY,Z] — R|Y,RZ],
d’ot
(adU) [r,7] (&, Q) =2 > (([U,X],[R,R](Y,2)).
Cycl(X,Y,Z)
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Corollaire 3.3.3. L’équation de Yang-Baxter est équivalente
Y [X[R,R|(Y,Z)] =0 pour tout X,Y,Z € G.
Cyd(X,Y,Z)

Preuve:
On sait que pour tout U € G

(adU) [r,7] (€m0 =2 > (U, X],[R,R| (Y, 2)),
Cyc(X,Y,Z)

=2 ) ((UIX,[RR](Y.2));
Cycl(X,Y,Z)
comme r vérifie I’équation de Yang-Baxter alors
(adU) [r,r) (€. 0) =2 Y ((U,[X,[R.R)(Y, Z)]) =0,
Cyc(X,Y,Z)
alors
> ((U,[X,[R,R](Y, Z)]) =0, pour tout U € g,
Cyc(X,Y,Z)
d’ou
> X [RRI(Y,Z)] =0 Cqfda
Cyc(X,Y,Z)

Définition 3.3.9. L’équation

[R,R](X,Y) = a[X,Y], avec a = const
est appelée [’équation de Yang-Baxter modifiée & coefficient o notée YBM,,

Remarque 3.3.8. [’équation de Yang-Baxter modifiée a coefficient o vérifie
l’équation de Yang-Baxter

Preuve:
Si R vérifie ’équation de Yang-Baxter il faut que pour tout U € G
adU [r,r] =0,
comme
Y., WIRRX2))= ) [XaY,Z];
Cycl(X,Y,Z) Cyc(X,Y,Z)

d’aprés l'identité de Jacobi on a
Y, Xay.z)=o,
Cycl(X,Y,Z)
ainsi on obtient

adUlr,r) =2 > b(U,[X, afY,Z]) =0. &
Cycl(X,Y,Z)
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Remarque 3.3.9. Importante

Si on choisit les ' ‘

f;\,LU — C;,L)\,,,,Z’U _|_ C;l/})\,,,,ul,
alors la relation
Cr lij _carfga _czxrf;a _Clocsfga—i_(’{)s rwé?

est satisfaite.

Cependant les f\" ainsi définies sont des constantes de structure d’algebre
de Lie si et seulement si (R, R) = [RIQ,RB] + [RIQ,R%] + [R13,R23] est
invariant avec la représentation adjointe.

Sous ces hypothéses la le crochet de Poisson sur G (groupe de Lie-Poisson
si G est connexe simplement connexe) donné par la formule suivante:

{907 w}R =i (a,u(pa’uw - 8Lgpa’:}w) )

correspond auz f;\w.

Preuve:
Commencons par vérifier 1’égalité

ko ptj _ i pjo i i i rja i pic
CrsJ Carfs _Ct])crfs _Cocsfr +Cé¢s r o

calculons les f IO pier [l et fie
i Y i A i 7 A a G
fi = awrV ey [t =t + S
f;a — Ci\sr)\a _{_C())\zs,rzk , fga _ CJ)\TT)\Oz + Cg\trrj)\

et fIo =l 4 g
Remarquons que

[Iaa [Iz,Ik]] Cj I

a]
alors
k pig _ k Y i
Crsfy = Crs (C)\kT‘ J —l—c;kr )
et
7 Jjo e i orja e
Carfs - Cfxrfs - Casfr + Cszfr -
_ 1 i A a g j RPN a A
= Car (C;ST + C)\ST] ) - CZM’ (C)\sr + CrsT )
g <c§\rr)‘a + ci‘rrj)‘) + ¢l (cM 4 r”)
par conséquent on a
« 1 1o ) j o
—C +Carfj - a'r s _casfg +(%zs r
i k J R e Aj k 1 i« i«
r (_Crscg\k - c&rc)\s + cJasCAr) + 7 (_Crsc)\k — CarCis + casckr) +
+T)\a (Cfxrci\s - ngrci\s - C;Lxscg\r + ngscz)\’r> ’
i\
= 17" (= [, Iy, L)) + [Ir, [, 1]

] -
+ LN (= (I, (I, L)) + L, (I, L)) —
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Ao 7 j )4 7 j )
+r (Carcg\s - CZWCAS - Cascg\ + cgysc)\r> .

r

En faisant le changement de variables & — A et A — « et sachant que

A = —r9 ainsi quen utilisant 1'identité de Jacobi sur G, on obtient
k rij i rja e i pja i rio
—Cprg k +Coz'rfs - ngr s Casfr +C(715 ro
Ao i j A J i Ao j i A i
r Cocrcg\s -r Cg\scar -r CZX?“C)\S +r stc‘ér =0,
donc
k pij i pja | pic i rjo i pioe
—CrslJy + Carfs - Ctj)w"fs - Casfr + Ctj)zsfr - 07
alors

Crsfy = Con 1% = g i = o 1% + cha 7.
Maintenant vérifions que les f}'” sont des constantes de structure d’algebre

de Lie si et seulement si (R, R) = [R12,R13] + [RIQ,RQ?’] + [R13,R23] est

invariant avec la représentation adjointe.

Montrons que les f}'¥ sont des constantes de structure de I’algeébre de Lie

G*.Vérifions 'anticommutativité
UV U 00 VUL
P VA s CP VA
par le changement de variable u — v et v — uw on a

VU

uv v o ul u oAU v o ul u v\
V= e = e’ = = (e i) = =

Il reste a voir I'identité de Jacobi
TR+ R AR =0,

on a

P = b =y

o= el =d)
R Y P
R A A e e R R
Wkl + Tla?“iacgrcik"‘
Py 1k
rmro‘lclgwcik + rmrjacﬁrcflk—f—
rokpaicd A+ rekrledl d 4

arta
ai k1 la k

jo Jjo 7
T CorCok T 17T ConCoke

al l ja
k’l" + Cakrj s

la,
)

rloy

et
(R, R) = 11 [, 1] @ Iy @ I, + P I, ® [I5, [, @ I,
+rPr L, @ 1, @ [Ig, 1] ;
alors
ad]r <R7 R> =

rPrt(ck el Ty @ I @ Iy + kel @ Iy @ Iy + chyycitdy @ I @ I+
TaﬁTuU(CglrcguIm & Ik & Iv + Cgucﬂ a® Im ® I'U + Cgucvmr a® Ik ® Im)+
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ro‘ﬁr“v(cg}cgvfm @1, @I + CEUCZ‘«Ia & Iy @ I + CIZ?UI& ® 1y @ I,
adz, (R, R) (I, 1, 1)) =
rOIprlel oty 4 TO‘BT#lcguCiﬁ + e Oyt
OBy 15l 4 P
d’apres 'identité de Jacobi sur G on a

aulrk = CurCika + CraClus

c
Cﬁuczﬂk = curcl]c,@ + crﬁcljcu’
kol kol k1
Cﬁvcrk = Cm‘ck,ﬁ + Crﬁckv'
adr, (R, R) (i, 1;,0)) =
ro‘jrl“cﬁrcﬁm + Tajrl“cfac}'w + raﬁr“lcimciﬁ + ro‘jr”“cguciv—i—
raﬂr“lciacéu + Tiﬁr“lcﬁ,qc,iﬁ + riﬁr“lcfﬁc{w + T"Br““céuciv-{-
r“ﬁrj“cﬁ,acgv + rwr“”clﬂvc{u + riﬁrj”cﬁrcfw + riﬁrj“c’ﬁﬁcfw,
par des changements de variables on obtient
. I Lo
ady, (R, R) (I, 1. 10) = £+ FER0+ 7R
donc les f* forment une algébre Lie si et seulement si ad;, (R, R) = 0 pour
tout I.. D’ou I'équivalence. C.q.f.d.
Dans ce cas 1a le crochet de Poisson sur G correspondant aux f;\w est
donné par la formule suivante

{0, 0} =" (Dup-0ut) — 0,0.0,0) .
En effet il suffit de voir que
de {@, 00} In = [ ot degp; = 1,

on sait que:

depil; = i1 = by
et

0l p; = dep; 0 L 1, ou O),p,e =dep; 0 Lel, = dep; Iy = i1y = i,
de méme on sait que
dedeInt, = do (Rd.L. — LdeR) =de.RdeL —d.Ld.R,

et

Lyh = Lgo Ry (e),
alors

de {@i, 05} In = de (T (Oup;- 00 — 3;’;%-‘%%)) I,
= (r"de0up;0vpj (€) + 1" dc0up;0up; (€)
- (r““deé‘,ﬁsoiaéwj (e) + Tﬂvdea{;%%% (€)1,
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= (1" deyusp 00y + " deBu;0i — (M ded}pi00; + 1" dedlp0) ) In,
=Owam%+ﬂum%—0“%%%+W%%%Dh’
= (" (deDypi — oD}y 0i) + 7' (deup; — dedlp;)) I,
=" (d, (de (@; 0 L ) ( ) = de (@0 R) L (€))) (I, In) +
+7 (de(de (230 L) R (€)= de (0 R) L (€))) (. 1),
= (Tﬂj (dede (p; 0 Int ) (I/M 1) + ( ( o Int )) (Lo, I/\)) ’
= rHd,p, o ad (L, In) + dee% oad(ly, 1)),
=" 0 ad (L, In) + 7“wl oad(Iy,Ix),
:Tﬂjl.( L”)\I )+Twl (condm) ,
—fr’“]c + 7 6‘7

par les changements de variables p — ¢ ,41 —p,j7 —vietv—1i,j — v,
1 — u on obtient

d, {cpwgpv}l,\ = P “ —}—1““’ ch = “U.Q
Exemple 3.3.6. GI(2,R)".

D’apres 'exemple 3.3.4 on sait que ¢l(2,R) munie de cette structure est
une bialgébre de Lie. Nous allons définir le crochet de Poisson correspondant
a cette bialgebre sur GI(2,R)".

En utilisant la remarque 3.3.9 nous allons définir R conformément a ’exemple
3.3.40n a

i [1]2]3 [4
1,2(0(1]0 0
1,3|{0|0| =110
11,4000 0 |;
2,3|11(0(0 -1
2,410(1]0 0
3,4101]0(0 0
et
f,? 1,211,3]1,412,3|2,4]3,4
1 1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 ;
3 0 0 1 —-11]0 0
4 -110 0 0 0 0
Nous allons chercher les 77 & aide de la formule
S = e’ + iy
On trouve
P b et R = 4
1= _pli2 0= 32 _ pld

32 = clyr? 4 2= c}4r’2 + c?4r

0=0 —1=r'

13 )
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113 — 16317“23 + Ci’sl,r.lz 13 = cl 21"23 + 6127412

O=r () =0

?}3 _ CZ137,1‘3 + C?3T1i 13 _ cl-4r13 + 0?47,11‘ )

0=r2 O =0

1= cprtt et ot = ciprt 4 eyt

0=0 0=—r3 o3

?}4 _ 0237,14 + C4 1i i4 _ 02147“@4 + 62147,12 )

1= 24 12 O —

23 _ i3 3 .2 23 _ 2,43 3 .2

1 cﬂr + cr 50 = CipT™” + Cior

0= —7r2 4723 0= —r® 413

??3 _ 0237,13 + C3 2i 423 _ C?4rz3 + 6?47,21 )
1= 0= T23

24 = 2 17“Z4 + chr? M =2t 4 e

0=0 0= —rlt4p2

324 — 62237.24 + 0213,,“21 424 — 0224,,014 + 02147.22 )

0=0 0=

134 — 541744 4 C;ll’l”& 534 = ¢ 2’!“24 4 0327“31

O=r 0=0

34 _ 3. 4,30 34 _ 3.4 4.3 3

3 = Cpr T +CT 4 = CurT T Cyr

0= _pld_ 32 0= 24

par conséquent

R=—-6LHQL+1LL=—11AI.
Donc le crochet de Poisson sur GI(2,R) (groupe de Lie-Poisson) donné par
la formule suivante:

{e, ¥} g — (B10.020 — 810051 + Dap.010) — Byp.017)
= 01¢.09¢ — 019.021) + Dop.010 — Dy0.010

correspond & cette bialgebre gl(2,R), son tenseur de Poisson est donné par

P(x) = LoR— RuR
= Lx*(—Il /\12) —RI*(_Il/\IQ)
= Rm*(fl/\fg)—Lz*(Il/\fg).

Exemple 3.3.7. Si(2,R).

D’apres 'exemple 3.3.5 on sait que si(2,R) munie de cette structure est
une bialgébre de Lie. Nous allons définir le crochet de Poisson correspondant
a cette bialgebre sur SI(2,R).

En procédant de la méme maniére que 'exemple précédent c’est & dire en
utilisant la remarque 3.3.9 nous allons définir R conformément & 'exemple
3.3.40n a

cfj 1 213
1,2 01|
1,31 -2|0[0]’
2,310 [2]0
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et
,ij 1,211,31]2,3
1 0 0 0 )
2 2 0 0 ’
3 0 2 0

Nous allons définir les % a ’aide de la formule

1Y = et + e

on a
12 1.2, 2 1i 12 1,42, 2 1i
1 = cr+er fa7 = cipr' + cior
0 = 2r% 2= 23

12 1,42, .2 1i
3 = Ci3’l“2 +C,L'37"Z
0 = —2r'2 42712
13 _ 1.3, 3.1 13 _ 1.3, 3.1
17 = caro+onr 2" = CipaT " + CipT
0 = —r'2 0=0
13 1,43, .3 .1
3 = CZ-37’Z +Ci37az
2 = —2r3
23 _ 2 43, 3. 2 23 92 i3, 3 %
1 = T cpr J37 = cipr™ + cipr
0 =0 0=r
23 _ 2 43, 3 %
I3° = cr +cir
0 = —2r%;

par conséquent
R=-1L®I3+ 131 =—-I1 A;.

Donc le crochet de Poisson sur Si(2,R) (groupe de Lie-Poisson) donné par
la formule suivante:

{o, 0 p = — (010050 — 810.050) + D3p.01) — D000

= 01p.05¢ — D1p.031 + Dzp. 01 — D30.01%
correspond a cette bialgebre sli(2,R), son tenseur de Poisson est donné par

P(x) = LyR—Ry;+R

= Ry~(I1 N3) — Ly=(I1 A I3).
Remarque 3.3.10. Dans les deux exemples précédents les R satisfont [’équation
de Yang-Bazxter c’est a dire que
[I[1 Aoy, Iy ANI2] =0

et
[Il ANz, 11 A [3] = 0.
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4. GROUPES DE DIRAC-LIE
4.1. Groupoides.

Définition 4.1.1. Un groupoide est formé par deux espaces G et M appelés
respectivement le groupoide et la base, doté de deux applications o : G — M
et B: G — M appelées source et but respectivement, d’une application
1:z~ 1, M — G nommée inclusion et d’une loi de composition multi-
plicative (h,g) — hg de G définie sur l'espace G+ G = {(h,g) € G x G |
a(h) = B(g)}, vérifiant les conditions suivantes:

1) a(hg) = alg) et B(hg) = B(h) pour tout (h, g) € G * G,

2) j(hg) = (jh)g pour tout j, h,g € G tels que a(j) = B(h) et a(h) = B(g),

3) a(1ly) = B(1y) =z pour tout x € M,

4) 9lagg) = g et 1g9g = g pour tout g € G,
5) g € G admet un inverse g~' si a(g™!) = B(g), Blg™!) = al(g) et

979 =1la) 99 = La(g)-
On note groupoide sur G de base M par G = M.

Définition 4.1.2. Soient G et M deuzx variétés différentiables. Un groupoide
de Lie est un groupoide G de base M tel que les applications o, : G — M
soient des submersions surjectives, l’application inclusion soit de classe C*
et que la loi de composition multiplicative soit elle aussi de classe C°.

Exemple 4.1.1. Toute Variété différentiable est un groupoide de Lie.
Pour cela il suffit de prendre a = 8 = Idy;.
Exemple 4.1.2. T*G = G*.

Soit GG un groupe de Lie, G son algébre de Lie. Déterminons une structure
de groupoide sur TG de base G* comme suit, pour tout 6 € TG on définit

a(0) = 00 T(Ly) et B(0) = 0o T(R,),

les applications source et but avec R, et L4 les translations a droite et a
gauche de G. D’apres la définition du groupoide, on peut définir la multi-
plication; pour 0 € T/G et v € T;G

petl=poT(Ry;1)=00T(Lp-1).

En effet, ¢ o 6 est défini si et seulement si
a(e) = B(0),
poT(Ly) =00T(Ry),
alors
¥o T(Rgfl) =0 oT(Ly),

on sait aussi que
a(pel) =af) et f(pe0)=p(p),
X oT(Lpg) =00T(Ly) et X oT(Ryg) =¢oT(Rp),
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donc
X=00T(Lp1)et X =¢poT(Ry1).
Avec application inclusion
1:G" — TG,
0~ 1p = (e, 0).
Montrons que ces applications vérifient les cing propriétés pour que T*G
devienne un groupoide de base G*: Par définition de la multiplication, il est

clair que les deux premiéres conditions sont satisfaites. Montrons la 3¢m¢
propriété, pour tout 6 € G* on a

a(lp) =a((e,)) =0oT(L.) =0,
B(1e) = B((e,0)) = 0o T(R.) = 0.

Démontrons la 4°™¢ propriété, pour tout (g,0) € T*G on a
1a(0) =fo T(Lg) c T:G et 15(9) =0o T(Rg) S T:G

Oelyg =00 T(R,-1) = Lagg) © T(Lg—l) =0,
1,3(9) [ J 9 = 15(9) o T(Rgfl) = 9 (¢] T(Lefl) 9

Il nous reste a vérifier la derniére propriété, tout élément (g,0) € T*G admet
un inverse (g1, 0 0 T(Ly) o T(Ry)) € T*G. En effet on a

B((g71 00T (Lg) o T(Ry))) = 00T (Ly)oT(Ry)oT(Ry1),
= 0 © T(Lg) = Ot(g, 9)7
et
a((g!,00T(Ly) o T(Ry))) = 60T(Lg)oT(Ry)oT(Lg),
0o T(Rg) = 5(97 9))
alors
(971,00T(Ly) o T(Ry)) e (g,0) = 00T (Ly)oT(Ry)oT(Ry1)
= 0oT(Ly) = Lago)

(9.0) 8 (97", 00T(Lg) o T(Ry)) = @0T(Lg)oT(Ryg)oT(Ly1)
= (9 @) T(Rg) = 15(9).
Par conséquent T*G = G* est bien un groupoide.

Exemple 4.1.3. TG = {-}.

Soit G un groupe de Lie. Construisons une structure de groupoide sur
TG de base un espace a un élément {a}. Définissons les applications «, (

a,f: TG — {a}
XwaX)=pX)=a
la multiplication pour tout X € T,G et Y € T),G
X *Y = Lp X + Ry.Y,
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avec l'application inclusion
1:{a} - TG,
a~1,=0.
Aussi, on a pour tout élément (g, X) € TG un inverse égal a
(g7 1, —Ry-1,0L,1,X). Tl est clair que TG = {.} est un groupoide.
Exemple 4.1.4. TG =TG & T*G = G*.

Soit G un groupe de Lie, G son algébre de Lie. Définissons une structure
de groupoide sur TG de base G* telle que: Pour tout (X, §) € T,G on définit
les applications source et but

B(X,0) =00T(Ry), et a(X,0) =00T(Ly),
pour tout (X,0) € TyG et (Y,¢) € TpG , on déduit des deux exemples
précédents la multiplication,
(X,0)0 (y,¢0) = (X xY,00)
(X,0) 0 (Y, ) = (T(Ln) X + T(Ry)Y, 0 T(Ry-1) = 0 0 T(Lp,-1)),
avec l'application inclusion
1:G* = TG
0~ 1g = (e,0,0).
On a également pour tout élément (g, X, 6) € TG un inverse égal a
(971, —Ry-1,0L,-1,X,00T(Lg) o T(Ry)). Il est aisé de voir que TG ®T*G
est bien un groupoide de base G*.

Définition 4.1.3. Soient G et G' deux groupoides sur M et M’ respective-
ment. Un morphisme de groupoide de G — G’ est la donnée d’une paire
d’applications F : G — G’ et f : M — M’ telle que o/ o FF = f o «,
f'oF = fop et F(hg) = F(h)F(g), pour tout (h,g) € G * G.

Remarque 4.1.1. Si G et G’ sont des groupoides de Lie, alors (F, f) est
un morphisme de groupoides de Lie si F' et f sont de classe C°.

Définition 4.1.4. Soit G un groupoide de Lie de base M. Un sous-groupoide
de Lie de G est un groupoide de Lie G' de base M’, avec les deux immer-
sions i : G' — G et i, : M' — M, telles que (i,i,) soit un morphisme de
groupoides de Lie.

Nous allons énoncer un théoréme qui mettra en évidence la liaison entre
les groupes de Lie-Poisson et les groupoides;

Théoréme 4.1.1. Soient G un groupe de Lie et P un tenseur de Poisson sur
G. Alors (G, P) est un groupe de Lie-Poisson si et seulement si l’application
P# . T*G — TG est un morphisme de groupoide (avec groupoide T*G de
base G* et le groupoide TG = {-})

Corollaire 4.1.1. (G, P) est un groupe de Lie-Poisson alors le graphe de
Uapplication P# est un sous-groupoide de TG & T*G.
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4.2. Structure de Dirac.

Définition 4.2.1. Soient V' un espace vectoriel réel de dimension fini m,
V* son dual et V =V @ V*. Une structure de Dirac linéaire (SDL) sur V
est un sous-espace vectoriel L de V de dimension m isotrope pour la forme
bilinéaire
1
{(X,w), (Yom) = 5(w(¥) +n0(X)), avee (X,w),(Y,n) € V.

Exemple 4.2.1. Forme anticommutative bilinéaire.

Si (7*) une forme anticommutative bilinéaire sur V' ( resp forme 7 an-
ticommutative bilinéaire sur V*), alors L = graph((7*)#) C V est une

structure de Dirac linéaire ( resp L = graph(r#) C V est une (SDL) ). En
effet, la dim L = m et pour tout X € V on a

(X, FEO) (Y, () F()) = S((@) X)) + (7 F(¥)(X)
= (XYY + (=), X))
= 0.

On notera respectivement p et p* les projections de V sur V et V*.
A une structure de Dirac linéaire L sur V', on associe deux formes bilinéaires
alternées 7 sur p(L) et 7* sur p*(L) définies par

m(u,v) = a(v) dés que (u,a) € L, w(a, B) = f(u) dés que (u,a) € L.
On a alors les deux caractérisations
L = {(u,0) € p(L) x V* | afv) = m(u,v) Yo € p(L)};
L'={(u,a) €V x p*(L) | B(u) = 7" (a, B)VB € p" (L)}

Soient L et L' deux SDL sur V et V'’ respectivement, Soit une application
¢ € L(V, V'), on construit les SDL données sur V et V' par

Bo(L') = {(u,¢"(0)) /u € V.0 € V", (¢(u),0) € L'};
Fo(L) = {(¢(u),0)/u e V,0 € V", (u,¢"(0)) € L}.

Définition 4.2.2. Une application ¢ € L(V,V') est dite morphisme de
Dirac de type forward (resp. backward) si L' = F¢(L) (resp. L = Bp(L') ).

Définition 4.2.3. Un fibré de Dirac est un couple (M,L) ot M est une
variété de classe C® et L un sous-fibré du grand fibré tangent

TM =TM@T*M tel qu’en tout point x € M, la fibre L, soit une structure
de Dirac linéaire sur T, M.

Définition 4.2.4. Le couple (M, L) est une variété de Dirac, lorsque [’espace
des sections T'(L) est stable par le crochet de Courant

(X, ), (¥, )] = (X, Y], Lxn — Lyw + sdfw(Y) —n(X))).
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4.3. Groupe de Dirac-Lie. Dans ce paragraphe nous allons énoncer des
résultats importants, récemment trouvés, sur les groupes de Dirac-Lie.

Définition 4.3.1. Une structure de Dirac L d’un groupe de Lie G est dite
multiplicative si L est un sous-groupoide de TG.

Définition 4.3.2. Un groupe de Lie muni d’une structure de Dirac multi-
plicative est appelé groupe de Dirac-Lie.

Exemple 4.3.1. Groupe de Lie-Poisson.

D’apreés le corollaire 4.1.1, tout groupe de Lie-Poisson est un groupe de
Dirac-Lie.

Théoréme 4.3.1. Soient L une structure de Dirac multiplicative sur G,
A : G — G une submersion surjective. Alors L' = B(X)L est une structure
de Dirac multiplicative sur G.

Si (G, L) est un groupe de Dirac-Lie, alors (G', L") l’est aussi. De plus, L'
est non triviale si L [est.

On note par ker L = LN TG, si ker(L) est de rang constant, alors il est
intégrable, on note par I son feuilletage.

Théoréme 4.3.2. Soit G un groupe de Lie muni d’une structure multiplica-
tive LCTG@®T*G, si KCe est fermé, alors l’espace G /K muni de la structure
de Poisson induite par L est un groupe de Lie-Poisson.

D’apres ce théoréme on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 4.3.1. Soit G un groupe de Lie et G son algébre de Lie. Si G
est muni d’une structure multiplicative L C TG, alors | = ker(L). est un
idéal de G, le quotient G /1 hérite de la structure de bialgébre de Lie.

Réciproquement,

Corollaire 4.3.2. Si G est connexe et simplement connexe, | C G un idéal
tel que G/ est une bialgébre de Lie, alors il existe une unique structure de
Dirac multiplicative sur G intégrant G /1.

Théoréme 4.3.3. Tout groupe de Lie réel G simplement connexe et de
dimenston au moins 2, a une structure de Dirac multiplicative non triviale.

5. COMPLEMENTS

5.1. Cohomologie d’Algébre de Lie. Soient G une algébre de Lie et m
un espace vectoriel. L’espace vectoriel des endomorphismes End(m) de m
peut étre muni d’une structure d’algébre de Lie, en posant

[A,B] = AB — BA.

Une représentation de G est un morphisme d’algebre de Lie
p: G — End(m). Autrement dit, p est une application linéaire qui vérifie
également

p([g,h]) = p(g)p(h) — p(h)p(g)-
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Soit m un G-module, on définit 'espace C (G; m) @ C? (G;m) avec
peN
C? (G;m) = hom(APG, m) = APG* @ m.
On définit la fonction 8, : CP (G;m) — CPT! (G;m) comme suit:
1) Pour tout m € m, on a Im(X) = p(X )m pour tout X € G,

2) Pour tout @ € G*, on a da (X,Y) = —a ([X,Y]) pour tout X,Y € G,
Par extension aux éléments de A°G* on obtient

d(aApB)=0danb+(-1)anas,
enfin par extension sur A'G* @ m on a
w@m) =dw@m+ (—1)¥lw A dm.

Nous pouvons aussi définir la fonction 0 de la maniére suivante:
n+1

Opf(@r A Napra) = > (1) i f@r A ABi Ao Azpyr)+
=1

S (=D f(lwa] Aay A ABA AL ABA LA Tpy).
Y]
Proposition 5.1.1. (C (G;m) = @C’p (G;m),d) est un compleze.
peN

Preuve:
Veérifions que d?> = 0. Pour m € m on a

EPm(X,Y) = [X,Y]m — p(X)dm(Y) + p(Y)dm(X),

[X,Y]m — p(X)p(Y)m + p(Y)p(X)m = 0.

Il est clair que pour w € A-G*
d*w =0,
alors
d*(w @ m) =
Pwem+ (—1)“Mdw @ dm + (-1)ldw @ dm + (-1)“lw @ dm = 0.4
Ainsi on a un complexe
.= CPH(Gim) — CP (G;m) — CPH(Gim) —

appelé le complexe Chevalley—Eilenberg de G évalué sur m de cohomologie
kerd : C? (G;m) — CPT1(G;m)
imd : CP~1(G;m) — CP (G;m)
appelé la cohomologie d’algébre de Lie de G évaluée dans m. Les éléments

de ker d sont nommés cocycles et les éléments de imd sont appelés cobords.
On remarque facilement que

HP(Gim@n) = HP(G;m) ® HP(G;n).

HP (Gim) =
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Lemme 5.1.1. (Whitehead) Si G une algébre de Lie semi-simple alors
HY(G;m) =0
pour tout m de dimension finie.

Preuve:
Il suffit de le montrer pour dimm = 1 c’est a dire m = (v) . Soit X,Y € G
et m € mon a p(X)v = cv alors

p(IX.Y])o = (p(X)p(Y) = p(X)p(¥))o = 0

comme G est semi-simple on sait que [G,G] = G alors p(X)v = 0.
Pour tout n € m* on a

da@m(X,Y,n) =a([X,Y])m(n) =0,

alors
a([X,Y]) =0 si et seulement si a = 0

donc
HY (G:m)=0.4
Remarque 5.1.1. On remarque que
H'(G;m) = G/[G.,G).
On a alors le corollaire suivant

Corollaire 5.1.1. Soit G une algébre de Lie semi-simple si et seulement si
H(G;m) =0.
Dans ce qui précéde nous avons pris
m=GRGet p=ad

Il est aisé de vérifier que ¢* du Théoréme 3.3.1 employé dans Remarque
3.3.9 est un l-cobord, c’est a dire il existe un élément dans m e m =GR G
tel que dm = p*.

Remarque 5.1.2. Dans la Remarque 3.3.9 on a
m=R=r"I,®I,.

Preuve:
En effet on sait que

o* (1) = A1 © I,
cependant
dR (I)\) = CLCZ[l. (Tuvfu [ Iv),

=" I\, L) @ Iy + 7" 1, @ [\, L],
_ rivcg)\Iu ® I, + TUiCE))\Iu QI, = (P*(I)\)- C.q.f.d.
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5.2. Historique. C’est Siméon Denis Poisson (1781-1840) qui a découvert
le crochet de Poisson sur une variété symplectique particuliére, I’espace des
mouvements d’un systéme mécanique. Cependant, il n’a considéré que le
crochet de deux fonctions coordonnées, pas de deux fonctions différentiables
quelconques.

Carl Gustav Jacobi (1804-1851) a considéré le crochet de Poisson de deux
fonctions différentiables quelconques (toujours sur une variété symplectique)
et découvert 'identité qui porte son nom. Cette derniére a joué un roéle fon-
damental car c’est un ingrédient essentiel de la théorie des groupes et des
algebres de Lie, développées par Marius Sophus Lie (1842-1899).

L’idée de structures de Poisson plus générales que celles associées & une
structure symplectiques est implicite dans les travaux de Sophus Lie. Plus
récemment, sous le nom de structures Hamiltoniennes dans les travaux de
divers auteurs, notamment Andrei Iacob, Shlomo Sternberg, Boris Kuper-
shmidt et Yuri Ivanovich Manin.

André Lichnerowicz (1915-1998) et Alexander Kirillov ont indépendamment
étudié systématiquement ces structures, et en ont découvert de nombreuses
propriétés, notamment leur décomposition en feuilles symplectique.

La structure de Poisson canonique sur le dual d’une algebre de Lie est men-
tionnée implicitement dans les travaux de Sophus Lie. Elle a été redécouverte
par Jean-Marie Souriau, Alexander Kirillov et Bertram Kostant.

Vladimir Drinfel’d a introduit la notion de groupes de Lie-Poisson qui ont
été largement développés par le physicien Michael Semenov-Tian-Shansky.

Alan Weinstein a utilisé les notions de groupoides et algébroides de Lie en
géométrie de Poisson et renouvelé I'intérét pour 1’étude de ces structures. In-
dépendamment, Mickael Karasev et Stanislas Zakrzewski ont également vu
I'intérét de ces structures en relation avec la quantification.Belavin-Drinfel’d
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6. Supplément théoréme de Belavin-Drinfel’d

6.1. Sous-algébre de Cartan. Dans cette partie quelques résultats seront
énoncés (on peut retrouver leurs démonstrations dans le livre [8]).

6.1.1. Eléments réguliers. Soit G une algebre de Lie de dimension finie. Pour
X € G, on note

Px(T) = det(T — adX).

Supposons que dimG = n et que (X, ..., X;,) soit une base de G et si
X=x1X1+ ... +2,X, on aura Px(T) = det(T — x1adX; — ... — zpadX,).
Donc Px (T) est un polynome homogene de degré n et de variables T', X7, ..., X,
s’écrivant sous la forme suivante :

Px(T) = CLi(X)Ti,

avec les a;(X) sont des polynomes homogeénes de degré n — i de variables
X1, X0,

Définition 6.1.1. Le rang de G est le plus petit entier | tel que a; ne soit
pas le polynome nul. Un élément X € G est dit régulier si a;(X) # 0.

Remarque 6.1.1. 1) On aa, =1 et doncl <n,

2) On al=n si et seulement si Px(T) =T" si et seulement si adX est
nilpotent pour tout X € G si et seulement si G est nilpotente,

3) 8i G #0, on aay(X) =0 car pour tout X, adX n’est pas inversible
(adX(X)=0) ainsi | > 1.

Proposition 6.1.1. L’ensemble G, des éléments réguliers de G est un ouvert
dense et connexe de G pour la topologie de Zariski.

Preuve:

Posons V' = G — G, 'ensemble des zéros du polynomes a; et donc il est
fermé et G, est ouvert. D’autre part si V était d’intérieur non vide, q;
s’annulerait sur un ouvert et serait donc nul, ce qui est faux. Ainsi G, est
bien dense.

Montrons que G, est connexe par arcs. Soient X et Y deux éléments de
G, et soit D la droite complexe passant par X et Y . Alors G, N D est un
plan réel privé d’'un nombre fini de points et est donc connexe par arcs.f

Définition 6.1.2. Soit G une algébre de Lie de dimension finie sur C.
Soient X € G et A € C on définit ’espace caractéristique associé a A :

Gy ={Y €G|3n (adX — N\)"(Y)=0}.

Remarque 6.1.2. 1) On a la décomposition G = @ ,cc G%

2) Pour X\ et . complexes, on a [Q;},g;] = gﬁj”. En particulier, G% est
une sous-algébre de Lie de G.
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6.1.2. Sous-algébre de Cartan.

Définition 6.1.3. Une sous-algébre de Cartan de G est une sous-algébre H
de G nilpotente et égale a son normalisateur

ng(H)={Y €G|VHEeH, [HY]eH}

Nous allons énoncer quelques resultats remarquable des sous-algébres de
Cartan

Théoréme 6.1.1. (ezistence des sous-algébres de Cartan). Soit G une al-
geébre de Lie. Si X € G est réqulier, alors G% est une sous-algébre de Cartan,
sa dimension est égale au rang de G.

Théoréme 6.1.2. Toute sous-algébre de Cartan de G est de la forme gg(
pour un certain élément régulier X € G. En particulier, sa dimension vaut
le rang de G.

Proposition 6.1.2. Soit H une sous-algébre de Cartan d’une algébre semi-
simple G. Alors:

1) H est abélienne,

2) H est égale & son centralisateur

co(H)={Y €G|V HeMH, [HY]=0}

3) Tout élément de H est semi-simple,
4) La restriction de la forme de Killing Kg a H X H est non dégénérée.

6.1.3. Systéeme de racines associé o une algébre de Lie semi-simple. On
prend toujours k = C et on considére G une algébre de Lie semi-simple sur
C. Soit ‘H une sous-algebre de Cartan de G, On note H* = Homc(H,C).

Définition 6.1.4. Pour o € H*, on appelle espace de poids « et on note :

G*={XeG|VHeH, X, H =aH)X}.
Remarque 6.1.3. On a G° = cg(H) =H

Définition 6.1.5. Une forme o € H* non nulle est une racine de G par
rapport o ‘H si G # 0. On note R = R(G, H) l’ensemble des racines. Le
couple (H*, R) s’appelle le systéme de racines (complexes) associé a G.

Théoréme 6.1.3. On a la décomposition G = H® P, G

Preuve:

On sait que les adH, H € H, sont semi-simples et commutent entre eux
d’aprés la proposition 6.1.2 . Ils sont donc simultanément diagonalisables,
d’otu le résultat.
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6.2. Systémes de racines. Soient £ = R et V un espace vectoriel de di-
mension finie sur R.

Définition 6.2.1. Soit « € V non nul. Une symétrie par rapport a o est
un automorphisme s : V. — V tel que:

1) s(a) = —a

2) L’ensemble H des points fizes de s est un hyperplan de V.

Remarque 6.2.1. Soit V* = Homg(V,R) et o € V*tel que a* |g= 0 et
a*(a) = 2. Alors pour toutv € V, s(v) = v—a*(v)a, d’aprés l’isomorphisme

Endp(V)=V* 2V,

on peut aussi noter s = Idy —a* ® a. Réciproquement, sia € V et a* € V*
sont tels que o*(a) = 2, alors la formule précédente définit une symétrie par
rapport a o.

Lemme 6.2.1. Soient o € V non nulle et R C V une partie finie qui
engendre V. Alors il existe au plus une symétrie s par rapport o « telle que
s(R) C R.

Preuve:

Supposons que s1 et s soient deux telles symétries. L’endomorphisme
$182 induit donc une permutation des éléments de R. Comme R est fini, il
existe un entier N tel que (slsg)N = Idy . Ainsi s1s9 est diagonalisable.
D’autre part, on a sysa2(a) = « et syse induit l'identité dans V/Ra. Ainsi
toutes les valeurs propres de s189 sont égales & 1 et s1 = s2.8

Définition 6.2.2. Un sous espace R de V est dit un systéme de racines
dans V' s’il satisfait les conditions suivantes:

1) R est une partie finie qui engendre V', et ne contenant pas 0,

2) Pour tout o € R, la symétrie s, par rapport & « laisse invariant R
c’est a dire so(R) C R (voir le Lemme précédent 6.2.1),

3) Pour tout a, 8 € R, so(8) — 5 € aZ.

La dimension de V' est appelée le rang de R, les éléments de R sont appelés
les racines de V.

Remarque 6.2.2. Si a € R d’aprés les propriétes 2) et 8) on a
—a = sq(a) € R.

Définition 6.2.3. Soit R un systéme de racines dans V. le groupe de Weyl
de R est le groupe W de GL(V') engendré par les symétries sq, o € R.

6.2.1. Position relative de deux racines. Soit R un systéme de racines de V
et (.,.) un produit scalaire W-invariant. Soient « et 8 deux racines, on pose

(o, B)

(@, ) €.

n(a, B) = o (8) =2
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On définit également | o |= /(«, ). Notons par ¢ I’angle entre o et 5. On
a alors (o, B) =| a || B | cosp, d’ou:

n(@,8) = a*(8) = 212 cos s
|a
et
n(a, B)n(B, o) = 4cos? p € Z.

Ainsi les seules valeurs possibles pour cos? ¢ sont 0, %, %,% et 1; dans le

dernier cas « et B sont proportionnels, Nous remarquons que nous avons

sept possibilités pour n(a, 5),n(5, a), ¢, et % que nous allons expliciter par
un tableau

4cosp [0 [1]1 [2 2 [3 |3

n(a,B) [0 [1|-1 |1 |-1 |1 |-

nB,a) 0|1 ]-1 ]2 |-2 3 |-3 |

Tl T2 [ ® 3t | T 5T
b 2 3|3 |1 i |6 6
- I [ V2IV2VBVB

on remarque que 'angle ¢ détermine I'ensemble {n(«, 3),n(5,a)} et aussi

I’ensemble {%, %} que si p # 3.

Proposition 6.2.1. Si « et § sont deux racines et que n(f3,a) 2 0( c’est a
dire ¢ est un angle aigu ), alors oo — (B est encore une racine.

Preuve:
D’apres le tableau précédent, on doit avoir n(8,a) = 1 ou n(«, 5) = 1.
Dans le premier cas, on écrit

sgla) =a—n(a,f)f=a-f=a—p,
d’ot le résultat o — 8 € R. De méme pour le deuxieéme cas

a—LF=-s4(8) € R.&

6.2.2. Bases.

Définition 6.2.4. Une partie S de R est une base du systéme de racines R
si elle verifie les conditions suivantes:
1) S est une base de V,

2) Tout B € R peut s’ecrire comme combinaison linéaire

/B = Zmaay

a€esS

ol tous les my sont de méme signe.

Théoréme 6.2.1. Tout systéme de racines admet une base.
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6.2.3. Générateurs et relations pour les algébres de Lie semi-simples com-
plexes. Soit G une algébre de Lie semi-simple complexe. Soient H une sous-
algebre de Cartan de G et R = R(G,H) le systéme de racines associé. On a
alors la décomposition :
G=Ha g
a€ER
on note par

Rt = {Z Ca,cq € N} N R,

a€esS
R =R- R,
et
N* = g,
a€ER*
une autre écriture de la décomposition G
G=NTaHON"

Soit S une base de R. Notons S = {a1, ..., a, }. Pour tout i, posons
H;, = H,, et on choisit X; € G% et Y; € G~ tels que [X;,Y;] = H;.
On pose n(i, j) = a;j(Hi) = o (a;) qui est un entier négatif ou nul si ¢ # j.

Théoréme 6.2.2. G est engendré en tant qu’algébre de Lie par les H;, X;
et Y; appelés générateurs de Chevalley. Ces éléments vérifient les relations

de Weyl :

[Eﬁ7fﬁl 0,
[H:,Y;] = —n(i,5)Y;

et les relations de Serre:
(adX;) "IN (XG) = 0sii#j,
(adY;)PEDFYY) = 0 sidi# 5.
6.3. Belavin-Drinfel’d. On rappelle deux résultats standards sur les al-

gebres de Lie simples :

Théoréme 6.3.1. (Whitehead ). Soient G une algébre de Lie simple et V
un G-module de dimension finie. Alors,
HI(G,V) = H(G,V) = 0.

Théoréme 6.3.2. Soit G une algébre de Lie simple sur C et soitQ € GRG
lélément de Casimir (la forme de Killing vu comme un élément de G ® G,
appellé abusivement élément de Casimir) associé a une forme non dégénérée
invariante sur G . Alors,

(A3G)9 = CZ, Z = [(a, Q3]
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Proposition 6.3.1. Soit (G,[,],d) une bialgébre de Lie ou G est simple.
Alors, (G,1,],9) est quasi-triangulaire et admet deuz et seulement deuz struc-
tures quasi-triangulaires Ry et Ro.

Preuve:

Par le théoréme 6.3.1 de Whitehead, H'(G,A%G) = 0. Ainsi § : G —
A%G est une structure de cobord c’est a dire § = IR avec R € A%G, ce R
est unique. De plus , d’aprés le théoréme 6.3.2 on a [R, R] € (A2G)Y =
C[Q12, Q23]. Alors, il existe A € C tel que (G, ],],0) admet deux structures
quasi-triangulaires données par

Ri=R+X2et Ry =R— ))&

En d’autres termes, la classification des structures de biagébres de Lie sur
G simple se réduit a la classification des R-matrices satisfaisant R + Ro; €
CQ.

Soient G une algébre de Lie simple, et (,) une forme invariante non
dégénérée sur G. Soit H C G une sous algebre de Cartan, R € H* le systéme
de racines assosié et S C RT une base du systéme de racines R. Soit aussi
(X, H;, Y;) le générateurs de Chevalley. Enfin, soit 2 € G ® G 1’élément de
Casimir associé a (,) et 9 € H ® H sa partie de Cartan.

Nous cherchons les R-matrices R € G ® G telles que

R+ Ry =92, evec € # 0.

Pour la suite, on prendra ¢ = 1. L’ensemble des solutions est classifié par la
structure suivante :

Définition 6.3.1. Un triplet de Belavin-Drinfel’d (Si,S2,7T) consiste en
deux sous-ensembles S1 et So de S, et une bijection T : S1 — So qui satisfait
les propriétés suivantes :

1) T préserve le produit scalaire, c’est a dire (T(a),7(B)) = (o, B) pout
tout «, B € 51,

2) T est nilpotent, c’est o dire VA1 € S1,3n 2 0 tel que 7™(\1) € S2/S1.

Théoréme 6.3.3. (Belavin-Drinfel’d 1982). Soit G une algébre de Lie sim-
ple munie d’une forme invariante non-dégénérée (,) . Soit G = NTOHON~
une décomposition triangulaire de G et (S1,S2,7) un triplet de Belavin-
Drinfel’d. Supposons que Ry € H ® H satisfasse:

Ro + Ro,, = o,
(ta®1)Ry + (1 ® Ta) Ry = 0 pour tout a € ;.

Définissons
R=Ry+ Z Toq®To + Z T_oq ®xg.
acER a,BERL
agp
Alors

1) R est une R-matrice satisfaisant R + Ra; = (Q,
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2) Tout R-matrice satisfaisant R+ Ro1 = § est de la forme précédement
exposée (pour une décomposition G = N & H SN~ et un choix de base
(zo) adéquat).

Preuve:
se trouve dans le livre [2]
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