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Abstract

In recent years, fractional differential equations have attracted more attention, this is
due both to the intensive development of fractional calculus itself and their applica-
tions in various fields of science such as rheology, viscoelasticity, electrochemistry, ...

etc.

Recently, many results regarding the solvability of fractional problems, using the
techniques of nonlinear analysis. The aim of this thesis is the study of some problems
governed by differential equations of fractional order joined by different types of
conditions. The resolution follows the nature of the problem, we apply the fixed
point theory, the method of successive approximations and the method of the lower

and upper solutions.



Résumé

Au cours de ces dernieres années, les équations différentielles fractionnaires ont
attiré davantage 1’attention ; cela est dii a la fois au développement intensif du calcul
fractionnaire et a leurs applications dans divers domaines des sciences tels que la

rhéologie, la viscoélasticité, 1’électrochimie,. . . etc.

Récemment, de nombreux résultats concernant la résolution des problemes frac-
tionnaires sont apparus, en utilisant les techniques de I’analyse non linéaire. La
résolution de tels problemes étant d’actualité, le sujet de cette these de doctorat
concerne I'étude de quelques problémes engendrés par des équations différentielles

d’ordre fractionnaire auxquelles sont joints différents types de conditions.

Pour leur résolution et suivant la nature du probléme posé, on appliquera la théorie
du point fixe, la méthode des approximations successives et la méthode des sous et

sur solutions.
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Introduction

Récemment un grand débat concernant la notion de dérivation fractionnaire est
apparu bien que le sujet semble étre aussi ancien que le calcul différentiel, et remonte
a Leibniz et L'Hospital a la fin du 17 eéme siecle. Le calcul fractionnaire étant géné-
ralisation de l'intégration et la dérivation a l'ordre arbitraire i.e. non entier, il est
considéré d’une grande signification dans les dernieres décennies en raison a la fois
du développement intensif de la théorie du calcul fractionnaire lui-méme et leurs
applications dans différents domaines. Le principe de causalité en physique signifie
que l’état présent du processus f " démarre" a l'instant t = g, i.e. les valeurs de f
(dans le présent) dépendent de tous les états précédents (dans le passé). Comme on
n’est pas informé de la dépendance de 'état présent de n'importe quel processus
sur les résultats de son évolution dans le futur, seules les dérivées a gauche seront

considérées.

L’étude de l'existence et I'unicité a été un domaine de recherche tres actif en mathé-
matiques, et pour les équations différentielles fractionnaires on ne fait pas I'exception.
Ceci est également expliqué par le développement d’autres domaines de recherche,
tels que la physique, la mécanique et la biologie. De nombreuses méthodes sont
utilisées pour prouver l'existence et l'unicité de la solution, comme les techniques
du point fixe, pour lesquelles plusieurs théories sont disponibles. Un des objectifs
de notre these est d’exposer la méthode de point fixe, d’expliquer par des exemples
concrets ses applications et illustrer quelques avantages en appliquant le principe de
I'application contractante et le théoreme de point fixe de Guo-Krasnosel’skii pour

établir 1’existence de solutions de certaines équations différentielles fractionnaires.

Le chapitre 1 est divisé en deux parties. Dans la premiére partie nous commencons

par rappeler quelques notions sur la théorie du point fixe, montrer 1'utilité de théo-
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réeme de Guo-Krasnosel’skii, traiter les fonctions de Mittag-Leffler et se concentrer
sur certaines propriétés de ces fonctions qui apparaissent naturellement lorsque nous
résolvons les équations différentielles linéaires fractionnaires. Cette résolution nous
oblige a introduire les transformations intégrales comme la transformée de Laplace.
La deuxieme partie du chapitre sera consacrée aux éléments de base du calcul frac-
tionnaire, un rappel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits
pour faire deux approches ( Riemann-Liouville et Caputo) a la généralisation des

notions de dérivation.

Dans le chapitre 2, nous considérons l'existence et 1'unicité de la solution de 1’équation
fractionnaire d’oscillation avec second membre non linéaire. Le résultat d’existence
est basé sur 'application contractante et le théoreme de Guo-Krasnosel’skii. Les

résultats obtenus dans ce chapitre ont fait 1’objet de la publication :

A. Chidouh, A. Guezane-Lakoud, and R. Bebbouchi. Positive solutions for an os-
cillator fractional initial value problem. Journal of Applied Mathematics and Compu-
ting, in press. DOI :10.1007 /s12190-016-0996-9.

Dans le chapitre 3, nous allons considérer 1’existence de la solution positive de 1'équa-
tion de fluage fractionnaire selon deux approches. En utilisant la méme analyse que
dans le chapitre précédent, on conclut I’existence de solutions. Puis, par la méthode
de sur et sous solutions qui a été appliquée avec succes pour établir 1’existence et la
multiplicité de solutions pour les problemes aux conditions initiales et aux limites,
on obtient quelques resultats d’existence concernant 1’équation de relaxation. Les

résultats obtenus dans ce chapitre ont fait 1’objet des publications :

A. Chidouh, A. Guezane-Lakoud, and R. Bebbouchi. Positive solutions of the frac-
tional relaxation equation using lower and upper solutions. Vietnam Journal of
Mathematics, in press. DOI :10.1007 /s10013-016-0192-0.

A. Chidouh, A. Guezane-Lakoud, R. Bebbouchi, A. Bouaricha and D. FE. M. Torres
Linear and nonlinear fractional Voigt models. Theory and Applications of Non-

integer Order Systems. Springer International Publishing, 2017. 157-167.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse a 1'inégalité de Lyapunov considérant sa généralisa-
tion dans le cas fractionnaire. Les résultats obtenus dans ce chapitre ont fait 1'objet de

la publication :
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A. Chidouh and D. F. M. Torres. A generalized lyapunov’s inequality for a fractional
boundary value problem. Journal of Computational and Applied Mathematics, 312

(2017), 192-197..

Nous terminons notre travail par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels et Compléments sur la théorie du point fixe

On doit le premier embryon de la théorie du point fixe au mathématicien francais
H. Poincaré (1854 — 1912). 11 fut le premier a avoir utilisé une approche du point
fixe. Poincaré a aussi prévu l'importance et ’avenir prometteur du point fixe dans
les problemes de I'analyse mathématique. Aujourd’hui la théorie du point fixe est

rencontrée pratiquement dans tous les domaines de la recherche en mathématiques.

Définition 1.1.1. (Point fixe) Soit A une application d’un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fixe de A tout point y tel que Ay = y. S'il existe un tel y on dit que
A possede un point fixe, ce qui est équivalent a dire que 1’équation Ay — y = 0 possede

une solution.

Définition 1.1.2. Etant donnés deux espaces métriques (X,d) et (Y,p) et une appli-
cation A: X — Y. Alors

(i) A est k-lipschitzienne si Vy,v € X,p(A(y), A(v)) < k.d(y,v),
(ii) sik =1, A est dite non-expansive,

(iii) si k < 1, A est dite contractante,

(iv) A est contractive si Vy,v € X,y #v,p(A(y),A(v)) < d(y,v).

On a les implications suivantes :

10
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A contractante sur X = A contractive sur X =
A non-expansive sur X = A l-lipschitzienne sur X =
A uniformément continue sur X = A continue sur X.
Théoreme 1.1.3

(Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un espace métrique complet, soit S une partie

fermée de X, et soit A : S — S une application contractante de constante 0 <k <1.Ona:

(i) Existence et unicité : il existe y € S un point fixe unique de A, i.e., A(y) = y.

(ii) Algorithme de calcul : la suite (y,)n>0 de points de S telle que y,, 11 = A(y,) converge
vers le point fixe de A sachant que yo € X (choisi arbitrairement ), avec A° = Idx, A" =
AoAo..oAmitéréde A), et y,.1=A"(yo).

(iii) Estimations de l'erreur : ¥n >0, 0ona :

(iii — 1) Estimation a priori: d(y,,y) < %d(yo,yl).

(iii —2) Estimation a posteriori : d(Y,41,Yy) < 1—fkd(yn,y).
(iv) Vitesse de convergence : d(y,+1,y) < k.d(yn,y).

Remarque 1.1.4. Ce résultat est parfois appelé théoreme de point fixe des contractions, on
trouve également dans la littérature : théoréeme de Banach-Picard, théoréme de Banach-

Caccioppoli,...

Remarque 1.1.5. Ce théoreme représente en quelque sorte un idéal du point de vue de
I'analyse numérique. En effet, on a I'existence et 1'unicité et un algorithme de calcul
stable qui donne la solution (unique). De plus, on dispose de deux majorations, a

priori et a posteriori, de I’erreur et de la vitesse de convergence.

Théoréme 1.1.6
(Schauder) Soit X un espace de Banach, et M une partie non vide, convexe, bornée et fermée

de X. Alors toute application compacte M — M admet un point fixe.

Théoreme 1.1.7
Soit X un espace normé, @ # M C X convexe et V C X relativement compacte. Alors toute

application continue M — V admet un point fixe.
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Définition 1.1.8. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est précompact (ou
bien : totalement borné) si : pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E par
des parties finies de E dont le diametre est inférieur a e. Une partie A de E sera dite

précompacte dans (E,d) si le sous-espace métrique (A,dax 1) est précompact.

Définition 1.1.9. Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A de E sera dite relative-

ment compacte dans (E,d) si la ferméture A de A est compacte.
Proposition 1.1.10

Soit A un sous-ensemble d'un espace métrique X. Alors :

(a) Si A est relativement compact, A est précompact.

(b) Si A est précompact et X est complet, A est relativement compact.

Définition 1.1.11. Une application continue T : Q) C X — Y est dite compacte si T(Q)
est relativement compacte. Elle est dite completement continue, si I'image de tout

sous ensemble borné B de () est relativement compacte.

Dans le cas particulier ot X = C([a;b]), le théoreme suivant d’Arzela-Ascoli est

généralement utilisé pour prouver la compacité de T.

Théoréme 1.1.12
(Arzela-Ascoli) Soit X = Cla,b] oo < a < b < co, muni de la norme ||.|o,, M C X. Si
M est

(i) uniformément borné, i.e., Ir > 0tq ||ul|, <rVu e M,

(ii) équicontinu, i.e., Ve > 0,36 > 0 tel que

x—y|<detue M= |u(x)—u(y)| <e,
alors M est totalement borné (précompact).
L'un des théoremes qui sont d’une importance pour la théorie de point fixe est le

théoreme de Guo-Krassnosel’skii sur le cone qui a été utilisés pour étudier I'existence

de solutions non triviales, voir [1,[9, 23, 41, 146, 50].

Définition 1.1.13. Soit X est un espace de Banach. Un ensemble non vide convexe et

fermé P C X est appellé cone sil satisfait les deux conditions suivantes :
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(i) x € P, A > 0 implique Ax € P.
(ii) x € P, —x € P implique x = 0.
Théoréeme 1.1.14 ( Guo-Krasnoselskii, [46])

soit X un espace de Banach et K C X un cone. ()1, ()y sont deux ouverts de X avec 0 €

0 C Oy C .

Soit A: KN (Qy\ Q1) — K un opérateur completement continu tel que :

(i) || Aul| > |Jul| pour tout u € KN oy et|| Aul| < ||ul| pour tout u € KN 0y, ou bien
(i) || Au| < ||u|| pour tout u € KN oy et || Au|| > ||u|| pour tout u € KN oQy.

Alors A possede un point fixe dans KN (Qp\ Q).

1.2 Fonctions spéciales

Les deux premieres fonctions abordées dans cette section sont d'une grande im-
portance historique, elles ont été introduites en 1729 par Euler. Historiquement
et théoriquement, 1’étude de ces fonctions et de leurs propriétés a donné un élan
considérable a 1’étude et la compréhension des aspects fondamentaux de 1’analyse
mathématique, y compris les limites, produits infinis, et prolongement analytique.
Elles ont également motivé le progres de la théorie des fonctions complexes, comme
les théoremes de Weierstrass et de Mittag-Leffler sur les représentations des fonctions

entiéres et méromorphes.

1.2.1 Les fonctions Gamma et Beta

Définition 1.2.1. La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement
la factorielle aux nombres complexes. Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la

fonction Gamma par

T(z) = /0 T ety (L.1)

En intégrant par parties dans (1.1, on montre que
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I'(z+1)=2zI(z),Re(z) > 0. (1.2)

La propriété permet d’établir que

I'(n+1)=n!,neN. (1.3)

La fonction Gamma peut étre représentée ainsi :

) nln*
[ = ooy

,Re(z) > 0.

Exemple 1.2.2. Cherchons (—1)!. Par définition

1 1 i
~)=T(5)= | e 't
(=t = [T
Posons t = y2, on aura

1 © 21 © 2
_) = -y - — -y =
F(z) /0 e yZydy 2/0 e Vdy=VII,

ainsi

(~5)1=VIL

En utilisant la fonction Gamma, on peut aussi définir la fonction causale H, (#) comme

suit

ot e

Hat) = fy = pag B0

avec H étant la fonction de Heaviside. Cette fonction (1.4) est utilisée pour donner

(1.4)

un sens alternatif aux deux concepts; la dérivation et I'intégration fractionnaires.

Définition 1.2.3. La fonction Beta est une intégrale d’Euler définie pour tous com-

plexes z et s par

B(z,s) = /01 711 — t)*"1dt,Re(z) > 0,Re(s) > 0. (1.5)
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Elle est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B(z,s) = %,Re(z) > 0,Re(s) > 0. (1.6)

Il s’ensuit de (1.6) que

B(z,s) = B(s,z),Re(z) > 0,Re(s) > 0.

1.2.2 Fonctions de Mittag-Leffler

Définition 1.2.4. Une fonction a deux parameétres de type Mittag-Leffler est définie

par la série :

00 n

Eap(z) = Em (x>0,8>0,z€C). (1.7)

Pour B =1, on obtient la fonction de Mittag-leffler a un seul parametre :

00 n

Eni(z) = ;m = Eu(2). (18)
La fonction Mittag-Leffler fournit un moyen simple pour la généralisation de la
fonction exponentielle en raison de la substitution de n! =T'(n + 1) avec (an)! =
I'(an +1).0On a aussi des cas particuliers de representant des fonctions élémen-

taires

. e —1
El,l (Z) =e, El,Z(Z) = - zeC. (19)
Ez,1(+zz) = coshz, Ezll(—zz) =cosz, z € C. (1.10)
Eyo1(£21%) = *[1 +erf(£21/?)], z€ C. (1.11)
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_ 42
erf(z Fd

-

Prabhakar a étudié quelques propriétés de la fonction Mittag-Leffler généralisée

et de I'opérateur intégrale

X
(Eupand) ()= [ (=P Enpl@x—%g(0dt, (x>a),  (112)
avec &, B,w € C (Re(a),Re(B) > 0). Il a appliqué les résultats obtenus pour prouver

I'existence et 1'unicité de la solution pour 1"équation intégrale correspondante

[ e 0P B — g0t = £ 119

sur 'intervale finie [a, b].

Théoreme 1.2.5 ([27])
Soit w,B,w € C, Rea > 0, Rep > 0,alors pour tout n € IN, on a

(é)n (ZﬁflEaer(pr‘)> — Zﬁin*lEa,ﬁ,n(a)Z“). (1.14)

Preuve. En utilisant la définition de la fonction de Mittag-Leffler (1.7) et on dérive

terme par terme sous le signe de sommation, on aura

d\" & [ okzakt+p-1
E) g( zxk+ﬁ)>

(2)“(%)

ak+p—n—1

(2) i) -

7 N

wkz
= I'(ak+p—n)
— zﬁ’”’lEalﬁ,n(wz”‘),

I
M8 I gk

qui prouve (1.14). O

Corollaire 1.2.6
Soit w,B,w € C (Rea > 0, Refp > 0). Alors
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4
/ tP1E, (wt*)dt = 2PE, g (w). (1.15)
0
Théoréme 1.2.7
Soit a,B,w € C (Rea >0, Rep > 0) et b > a, alors I'opérateur E, g ., est borné sur I'espace

Cla, b] des fonctions continues et

Ewpwintllc < Bliolc,

o

k
Re(s) o ‘w(b _ a)Re(a)
B=(b—a)™ (1.16)
=07 L Tkt ) (Re@k + Re(f)

Preuve. Pour tout x € [a,b] et ¢ € C[a,b],on a

X

(Eopane) ()] < [ [ =P Eaplw(x = ) g(t)|d
’ X
< el [ |sRPE p(ws) | ds.
a

L'intégrale sur le coté droit est inférieur ou égal a B et le théoréme est prouvé. [

1.3 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace appartient a la famille tres vaste des transformées inté-
grales, qui établissent une relation entre une fonction f et sa transformée F sous la

forme :

F(s) = /1 K(s,£) f(t)dt

Une transformée particuliere nécessite donc la définition du noyau K(s,t) et de

l'intervalle d’intégration I.

Puisque s est complexe, la transformation de Laplace peut étre vue comme une

généralisation de la transformation de Fourier, restreinte aux fonctions définies sur
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R*. 1l en résulte qu'un grand nombre de fonctions admettent une transformée de

Laplace, ce qui n’est pas le cas des transformées de Fourier.

La transformée de Laplace est un outil tres simple d’emploi pour résoudre les pro-
blemes d’évolution (équations différentielles, équations aux dérivée partielles, équa-
tions intégrales). Par cette transformée, les équations différentielles deviennent des
équations algébriques, tandis que les équations aux dérivées partielles se trans-
forment en des équations différentielles. Il en résulte une simplification efficace des

problémes qui permet souvent leur résolution analytique.

La fonction F(s) de la variable complexe s définie par

E(s) = L{f; s} = / e F(1)dt (1.17)
0
est appelée la transformée de Laplace de la fonction f, laquelle est appelée l'originelle.

Pour I’existence de l'intégrale (1.17). la fonction f doit étre d’ordre exponentiel «, ce

qui veut dire qu'il existe deux constantes positives M et a telles que

|f(t)] < Me* pour tout t > T.

En d’autres termes, la fonction f ne doit pas "croitre ou décroitre” plus vite qu'une
certaine fonction exponentielle quand t — co.L’originelle f peut étre reconstituée a

partir de la transformée de Laplace F a 'aide de la transformée de Laplace inverse

c+ico
f(t)y=LYHF;t} = / ~ €"'F(s)ds, c =Re(s) > co, (1.18)
c—ico
ol ¢y réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l'intégrale de

Laplace (1.17)

Le calcul direct de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule (1.18)
est "souvent compliqué"; cependant, parfois elle donne une information utile sur le

comportement de I'inconnue originelle f qu’on cherche.

1.3.1 Transformée de Laplace de la fonction z"‘k“s_lngg(:I:wz“)

On considere une fois pour toute, en tant qu’exemple, la transformée de Laplace de la

fonction t“WJfﬁ_lEikg (wt®) qui ressemble a la transformée de Laplace de la plupart
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des fonctions usuelles et spéciales :

1 (k kls*—
twk—i—‘B 1Em,[_);(:i:wta) = W, Re(S) > |/\’1/0(’ (119)
ou
k dr
Ea’g(iwta) = ﬁEa ‘B(iwta)

Cas particuliers :

1. Sik=0et 8 = «, on aura la fonction a—fonction exponentielle t — t*~1E, , (At*)

1
ta_lEa,a(wta) = m, Re(S) > ’(U’l/lx. (120)

2. Sik=0et B =1, on aura la fonction de Mittag-Leffler d’'un seul parametre
t — Eq(wt®).

Sac—l

1/«
—(s‘" ) Re(s) > |w|'". (1.21)

En(wt") S

3. Sik=0eta =w = p =1, on aura la fonction exponentielle t — e’.

el =

T Re(s) > 1. (1.22)

4 Siw=0,a=p=1etk=mncN,onaura la fonction puissance t — t".

|

=
Sn+1 4

—

Re(s) > 0. (1.23)

5. Sik=w=0eta = =1, on aura la fonction de Heaviside H.

1
H(t) S - Re(s) > 0. (1.24)
6. Sik=w=0eta=p=1/2, on aura la fonction t — \/%Tt
Lol Res)>0 (1.25)
VRSl ' '
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1.3.2 Convolution et transformée de Laplace
Les trois théorémes suivants sont d’importantes applications de la transformée de
Laplace pour la résolution des équations différentielles et intégrales.

Théoreme 1.3.1
Soit f est une fonction continue sur R, sauf éventuellement en t = 0 oit lim;_,p+ f(t) =
f(0T) existe. On suppose en outre que f' est une fonction continue par morceaux qui admet

une transformée de Laplace. Alors :

L{f', s} =sF(s) — f(07). (1.26)
Ce résultat se généralisé par récurrence pour les dérivées d’ordres supérieurs n :

n—1

L{fM, s} =s"F(s) — Y skFn=k=D(0). (1.27)

k=0
Ainsi, prendre la transformée de Laplace d’une dérivée revient essentiellement a
multiplier par s. On ne sera pas surpris du résultat réciproque : une division par s

correspond a une intégration de la fonction

Théoréme 1.3.2

Soit g la primitive de f qui s’annule en 0, alors

: E(s)
£{g s} = £f [ frr, s} = =2,
Venons en maintenant au propriétés liées au produit de convolution.

Définition 1.3.3. On appelle convolution des deux fonctions f et ¢ la fonction h

définie par l'intégrale :

+00 +00
ht) = [ fo)glt=s)ds= [ f(t=s)g(s)ds.

Soit la notation :

h=fxg=gx*f. (1.28)
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Proposition 1.3.4
L’existence de la fonction h est assurée dans les cas suivants :

1. f et g sont localement intégrables et nulles en dehors d’un intervalle fini;

2. |f| est intégrable sur R et |g| est bornée;

3. f et gsonta carré intégrable sur IR;

4. f et g sont localement intégrables et nulles pour t < 0. Alors g(x — t) est nulle pour

t > x,etil reste :

X

(Fx)(x) = [ FDglx )t (1.29

0
Théoréme 1.3.5

Soient f et g deux fonctions causales qui admettent des transformées de Laplace ; alors :
L{f*g s} =F(s)G(s). (1.30)
1.3.3 [Exemple d’équation intégrale d’Abel

L’équation intégrale d”Abel est bien étudiée et il existe de nombreuses sources consa-
crées a ses applications dans différents domaines. Traitons a titre d’exemple le cas de
I'inversion d’Abel qui va étre une bonne introduction a la dérivation fractionnaire a

travers la transformée de Laplace.

On considere 1'équation intégrale suivante :

Vi—s

Supposons que y et f sont des fonctions continues qui admettent des transformées

/ L (s)ds = F(b). (131)
0

de Laplace Y et F respectivement. L'intégrale (1.31)) peut s’écrire comme un produit

de convolution :
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En appliquant la transformée de Laplace a la convolution ci-dessus, on aura

F(s) = 75_?1/(5) S Y(s) =/ = ().

On remarquera que la fonction s — /s ne tend pas vers 0 lorsque s — +oo, elle ne
peut donc pas étre la transformée de Laplace d"une fonction. Cependant, en divisant

par s, on aura :

= F(s) = F
s /TS m\ s
En utilisant a nouveau la transformée de Laplace d’"un produit de convolution, on

aura :

[ LH(Y) 1Sl
O/y(s)ds = *HOf) = ;O/ Tt

En dérivant par rapport a t pour obtenir y :

On peut aller un peu plus loin si f est dérivable. Comme la fonction t — (t —s)~1/2

est singuliere pour t = s, il convient d’abord d’intégrer par parties. Posons

I(t):/ ) 4,
0

Vi—s

on trouve

t
I(t) = 2v/£(0) + 2/\/—15 “5f(s)ds,
0
puis en dérivant cette expression :

iy FO) oy [
I(t)_7+2£1g}\/t—sf(s)+o/mds.

Finalement, on a
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_FO) 1),
y(t)—n\/EJrﬂo/md.

1.4 Intégrale et dérivée fractionnaires

1.4.1 Dérivation d’ordre un demi

La notion de dérivation d’ordre un demi remonte a Leibniz et Hopital a la fin du
17°™¢ siecle . On pourrait penser que cette recherche de semi dérivation est une
question de mathématiques pures sans intérét pour 1'ingénieur. Cependant, on peut
donner un exemple simple de mécanique des fluides qui montre bien comment la
dérivée d’ordre un demi apparait tout naturellement quand on veut expliciter un flux
de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en fonction de 1’évolution

temporelle de la source interne.

En effet, considérons le probléme de la chaleur suivant

ou  d%u
ey > :
o =~ Hapz Hf(1)1>0,x=20 (1.32)
u(0,t) =u(x,0) = (1.33)
ou .
a(t,X) — 0six — +o0. (134)

Le flux de la chaleur ¢(f) a travers une surface, d’apres la loi de Fourier, est donné

par la formule suivante :

0
o(t) = —y%(O,t),t > 0.

En utilisant la transformée de Laplace, on aura

¢(t) = =Vl * f)(H), (1.35)
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avec H étant la fonction de Heaviside.

En effet. Soit U(x,s) la transformée de Laplace de la solution u(x,t). D’apres la

formule (1.26)), la dérivée en temps est donnée par :

E{%—I:, s} =sU(x,s) —u(x,0).

Alors le probleme (1.32)-(1.34) s’écrit simplement :

0?U
u(,s)=0 (1.37)
a—u(s,x) —0six— 4oo, (1.38)

ox

ou F est la transformée de Laplace de f . La solution du systeme ci-dessus est donnée

par:
U(x,s) = %P(s) +1m exp(\/gx) + Uzexp(—\/gx).

En tenant compte des conditions aux limites x = 0 et x en oo, cette derniere ne
permet pas l'existence d"une solution exponentiellement croissante en x, donc on a

nécessairement 77; = 0. Finalement, on a

U(x,s) = %F(s) [1 — exp(—\/%x)] .

On peut alors dériver cette expression par rapport a x :

ou 1 S
Mls) = ﬁlf(s)exp(—\/;x).

Sion met x =0, on aura
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L(¢p,s) = —\/glf(s). (1.39)

En utilisant la transformée de Laplace d'un produit de convolution on aura

¢(t) = —v/u(o* f) (1),

ou

Nous écrivons le flux ¢ ;

5)1/2-1
\/_/ 1/2 f(s)ds.

Définition 1.4.1. Soit f une fonction définie sur [0,00), On appelle intégrale d’ordre

un demi et on note I'/2 f la fonction causale définie par

(V2 (t \/_/\/thf s)ds, si t > 0. (1.40)

Maintenant, d’apres ce qu’ont proposé Riemann et Liouville a la fin du XX siecle,

si on dérive l'intégrale d’ordre un demi (1.40), on obtient une demi dérivée :

DAy = (1))

t
— %% (/ tlsf(s)ds),sit>0. (1.41)
0

Proposition 1.4.2

Soit f une fonction causale dérivable sur |0, +ool, alors

frpp  FO0) | pdf o ds
DY2f(t) = +O/ds<> e

Preyve. La régle bien connue de la différenciation d"une intégrale dépendant d'un

parametre avec la limite supérieure dépendant du méme parametre est donnée par :
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t

t
d oG(t,
E/G(t,s)ds = / (,gi S)ds + G(t,t) (1.42)

0
En utilisant cette formule (1.42) et a partir de (1.41), on aura:

1 d
D'2f(t) = —a(

.
1d (1
ol (O/tsf(ts)ds)
0t 1 0
_ féﬁuo/tﬁ&(f(ts))ds
= f\(/%)jt()/d—é@) n?:_s)

]

Nous remarquons que, si f est une fonction dérivable sur ]0,+co[ et f(07) =0,
t

on peut remplacer D'/2f(t) par ( of %(s) nd(i s)) . D’ailleurs, si f est une fonction

constante, le terme D!/2f se réduit a zero, une propriété qu’on est en droit de 1’at-

tendre d"une semi-dérivée, ce qui n’est pas le cas pour la définition de Riemann
. . P . 1/2 . ot .
et Liouville parce qu’on aurait alors D2 f(t) = % Caputo [3] a proposé une

nouvelle facon de semi-dérivée donnée par :

(1.43)

Q‘|\h

t
ch/zf /
0

1.4.2 Propriétés de la demi-dérivée

Nous considérons seulement les fonctions causales, dérivables sur |0, +oo[ qui sont

nulles au point zéro et vérifient

D1/2f :C Dl/z.
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1. Quelques dérivées d’ordre un demi de la fonction Heaviside.

DY2(tH(t)) = 2\/;H(t)

DYV2(VtH(t)) = 4}1@).

2. La dérivée d’ordre un demi est I'inverse de l'intégrale d’ordre un demi.

(1120 DY2)u)(t) = (D2 o IV2)u] (t) = u(t).

3. La dérivée d’ordre un demi est une racine carrée de la dérivée usuelle.

du

(D20 DV2)u) (1) = T ().

1.4.3 Formule intégrale de Riemann-Liouville

Pour les fonctions causales nulles en 0, I'inverse de I'opérateur de dérivation D = %

est I'opérateur d’intégration I :

9 (1) =

Df(t) = 2 (1) = g(1) avec £(0) =0 £(1) / g(s (1.44)

De méme, pour les fonctions causales avec des conditions initiales nulles, l'inverse

de la dérivation n’" est définie par le n itéré de 1'opérateur I précédent. Ainsi la

fonction f; telle que f2(0) = f5(0) =0 avec f} = g est définie par

f(t) = I?g(t) :/ (/g(x)dx) ds. (1.45)
0 \0

En permuttant I'ordre d’intégration, on obtient :

0 1o fe)o- -

ieme

Plus généralement on montre que le n*“"* itéré de I'opérateur I peut s’écrire a 1’aide

de la formule intégrale de Cauchy :
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t
" t— X n—1
(n—1)!
0
Ainsi la fonction f,, telle que f,(0) = f,,(0) = ... = ,5”‘1)(0) =0 avec f\") = g est
q n 8

définie par

fu(t) =1"g(t). (1.47)

Cette formule peut étre interprétée par le produit de convolution de la fonction
causale g avec la fonction causale
t’:’l__l tn—l
Hy,(t) = = H(t
n(t) n—1)! (n—-1)! (*)
Pour n =0o0ul, ona Hy =4 alors que ¢ est la distribution de Dirac en 0 et Hj n’est

autre que la fonction de Heaviside. En utilisant la fonction Gamma,on a

1

Hn(t) = lt_'i(;)

pour t >0 (1.48)

et

I"¢g=H, *g.

Définition 1.4.3. Soit n € IN. L'intégrale a gauche d’ordre n de g, que 'on note I"g
est définié par

(I"g)(t) = (Hyn * g)(t) pour tout ¢t > 0.

Comme la fonction Gamma peut étre prolongée a I'ensemble du plan complexe privé

des nombres entiers négatifs, on peut définir une fonction causale H,(t) par

th—].

H,(t) = FRX) pour a > 0. (1.49)

Il est alors naturel de définir une intégrale d’ordre « de g.

Définition 1.4.4. Soit ¢ une fonction causale et & un réel strictement positif. On

appelle intégrale d’ordre « et on note [*g la fonction définie par

(I*g)(t) = (Hy x g) () pour tout t > 0. (1.50)
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Quand « tend vers 0, on aura d’apres la limite au sens distribution :

(I)(t) = (3% g)(¢).

Proposition 1.4.5

Soit o, B > 0 et g une fonction causale intégrable. Alors,
I"(IPg) = IP(I*g) = I*Fyg. (1.51)
Preuve. Nous avons par définition :

I*(IPg) = H,x*(IFg)
= H,x* (H/; * Q).

En utilisant les propriétés des fonctions spéciales, on peut déduire d’aprés la relation

que:
1"(1Pg) = I*tFg . (1.52)
car
H,X * H[% = Htx—i—ﬁ-
D’ot, on a (1.51). O
Proposition 1.4.6
Soit &« >0, n € IN et g est une fonction causale intégrable. Alors
dr _
g (L18) (1) = (I""g) (¢). (1.53)

Preuve. En utilisant la définition de I'intégrale d’ordre &, on aura pour toutn € IN :

TR0 = T(Heeg)(0)

= (THex9)(0)
= (Ha—n=g)(t)

= (I"7"g)(d).

D’oui la conclusion de la preuve. O
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Prenons l'équation (1.53) pour a = 0. On sait que dans toute algebre de convolution,

la distribution de Dirac joue le role d’élément unité, i.e.

(Tx6,9) =(T(x),(0(y), p(x+y))) =(T(x),9(x)),

et d'une facon générale, on a :

Tx6" =TM neN. (1.54)

Sachant que la dérivée n’®" au sens distribution est donnée par la formule suivante :
<T(”),g0> = (-1)" <T,q0(”)>.
Par conséquent,
4" (1)
ﬁg(t) =g (t) =H_u(t) * g(t), (1.55)

olt H ,(t) estla dérivée n'®™ de la distribution de Dirac

t;n—l B (n)
H_y(t) = N o\ (t),
ou bien
ar t
ﬁg(t) = /(5(”)(t —5)g(s)ds, t > 0.

0

1.4.4 Dérivations d’ordre «

On aimerait pouvoir dire que les dérivées d’ordre « € R" sont obtenues par une

convolution avec H_ :

t
D%q(t) := H_n(t) = g(t / g( —ds, 0 € R, (1.56)
0
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DOg(t) := 5(t)  g(t) = g(1).

Mais au voisinage t = 0, la fonction H_,(t) = ﬁ n’est pas intégrable quand a > 0.
Donc pour obtenir une définition de la dérivée fractionnaire qui est toujours valable
pour les fonctions classiques, nous devons régulariser I'intégrale divergente (1.56)

d’une certaine facon. A cet effet, nous considérons le nombre entier #;
=[a]+1sian¢Netn=asia €N, (1.57)

et écrivons d’apres la Proposition[1.4.6):

Hoa(t)#g(t) = [Hon(t)* Huoa(D)] * (1) (1.58)
= Hou(t) % [Hu-u(t)  g(0)
— D'

Hoo(t)%g(t) = [Hon(t)* Hy o(t)] () (1.59)

= Hy o(t) % [H () % g(£)]
= I""“D"¢(t)

En conséquence, nous avons obtenu deux définitions réguliéres alternatives pour

D* .

Définition 1.4.7. La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre a,n — 1 < &« < n est

définie par
t

Dﬂ(g() DnITl 0( _;_/
0

Tlle

T =) g(s)ds. (1.60)

Définition 1.4.8. La dérivée au sens de Caputo d’ordre a,n — 1 < a < n est définie

par

f n a— 1dng
cDg(t) = ["*D"g( / Fn—a 3 (s)ds. (1.61)
0
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En utilisant la commutativité du produit de convolution et en dérivant sous le signe

intégral on obtient :

n—1
k=0

Remarquons dans le cas ot ¢ n’est pas nulle en 0, la dérivation au sens de Riemann-
Liouville fait intervenir une fonction H;_, qui tend vers I'infini en t = 0. Par contre
pour g a n-dérivées continue au voisinage de 0, la dérivée au sens de Caputo [4] est
continue en 0 et tend vers 0 en t = 0, ce qui nous amene a dire que la définition[1.4.§]
est plus appropriée pour des problemes d’intérét physique ot les conditions initiales

classiques sont exprimées en termes de dérivés d’ordre entiers.

1.4.5 Propriétés et compositions des opérateurs fractionnaires

Parmi les avantages du calcul fractionnaire, on généralise certaines propriétés des
dérivées et intégrales classiques, par exemple la linéarité des opérateurs d’intégration
et de dérivation usuelle s’étend au cas fractionnaire. Jusqu’a présent, nous avons
considéré les intégrations et les dérivées fractionnaires avec la borne inférieure 0.
Cependant, il est aussi possible de considérer des dérivées fractionnaires avec une

borne inférieure a fixée et varier la borne supérieure t (a < t).

Remarque 1.4.9. Supposons que la fonction f est define dans l'intervalle [a,b], ot
a et b peuvent éventuellement etre infinies. Alors la dérivée fractionnaire avec la
borne inférieure a I'extrémité gauche de l'intervalle [a,b], ;D f est appelée la dérivée
fractionnaire a gauche et la dérivée fractionnaire avec la borne supérieure a I'extrémité

droite de l'intervalle [a,b], ;Dj f est appelée la dérivée fractionnaire a droite.

1.4.6 Fonctions absolument continues

Définition 1.4.10. On note par AC|a,b], 'espace des fonctions absolument continues
sur [a,b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque-

sommables i.e.

¢
f € AC[a,b] < 3¢ € L(a,b) telle que f = c + [ ¢(s)ds.
a
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Définition 1.4.11. On note par AC"[a,b], n € N*, I'espace des fonctions absolument
continues sur [a,b] constitué des fonctions f a valeurs dans C qui ont des dérivées

continues sur [a,b] jusqu’a I'ordre 1 — 1 et telle que f"~1) € AC[a,b] i.e.

AC"[a,b] = {f Q- C: f® eCla,bl,k=0.n—1,f"" ¢ AC[a,b]} .

Théoreme 1.4.12 ([28])
Soit a > 0 et soit n donné par {1.57). Si f € AC"[a,b], alors la dérivée fractionnaire de

Caputo existe presque partout sur [a, b].

Théoreme 1.4.13 ([28])
Soit a > 0 et soit n donné par (1.57). Si f € AC"[a,b], alors la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville existe presque partout sur [a,b] et elle est répresentée sous la forme

Fn—zx dt”

t .
Daf / t—S 1df )dS—f—Zlf(k)(a)(t_a)k_a
0 k=0

1.4.7 Propriétés

1. Soita >0,8>0et f € L'([a,b]). Alors :

alf‘(alff) =, If+ﬁf, voir Proposition [I.4.5

2. Soita >0et f € L!([a,b]). Alors :

uD?(aI;Xf) =f.

3. Soita > 0,n=[a] +1et f € AC"([a,b]). Alors :

NP = (et A
DN (0 = £ - ¥ 0 ),

k=0

4. Soit0 <a <1etfe AC([a,b]). Alors:

Ifé(aDltxf) —a D‘tx(alfxf) :f-
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5. Soit 0 < a < Bet f € L'([a,b]). Alors:

DI f) =0 P F

6. Soita >0,n = [a] + 1 etsi p € N. Alors :

dp x a-i,-p
ﬁaDt —a Dt .
De méme,
dr a+p
C 14 _
t ﬁ —a Dt .
7. Soita >0,8>0,m=[a]+1L,n=[]+1letp=[a+p]+1.SifeCl(ab]),
alors :
aD?‘(quf) —a Dfﬂ%f-
De méme,

DF(EDPF) = DITP.

8. Soit0 < a < 1,k € N*et f € Ck ([a,b]). Alors :

(sDF)f = D,

9. SoitSi0<a <1/2et f € AC?([a,b]). Alors :

2Df (D f) =2 Di* f.

10. SoitSia =1/2et f € AC?([a,b)). Alors :

‘D/2(5D}2f) = f.

11. SoitSi1/2 <a < 1et f € AC%([a,b]). Alors :

2D GDEf)() = (GDE ) (t) + mf/(a)'

Toutes les démonstrations se trouvent dans [28]].
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1.4.8 Latransformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville

Nous allons commencer avec la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire
d’ordre & > 0 de Riemann-Liouville définie par (1.50)

(I°f)(8) = f(#) * Ha(t), (1.63)

ou la transformée de Laplace de la fonction H, est

th—l

E{ﬁ;s} =s " (1.64)

Par conséquent, si nous utilisons la transformée de Laplace du produit de convolution
(1.30), nous obtiendrons la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville

L{If;s} =s “F(s). (1.65)

Passons maintenant a I’évaluation de la transformée de Laplace de la dérivée frac-

tionnaire Riemann-Liouville. A cette fin, nous ’écrivons sous la forme
oDFf(t) =g (1), (1.66)

g(t)=f(t) * Hpo(t), n —1<a<m, (1.67)

La transformée de Laplace de cette derniére est déterminée par (1.65) :

G(s) =s "9 F(s). (1.68)

En utilisant la transformée de Laplace pour une dérivée d’ordre entier, nous obte-

nons :

n—1
£{g";s} =s"G(s) — ) skg(=k=1) (). (1.69)
k=0

D’apreés la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on aura
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an— k—1
g<ﬂ-k—1><t> I = D) (170

En substituant (1.68) et (I.70) dans (I.69), nous obtenons 1’expression finale suivante

pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre a > 0:

L{oD{f;s} =s"F Zs Do+ LE())jmo, n—1<a <n. (1.71)

Cette transformée de Laplace de la derlvee fractionnaire de Riemann-Liouville est
bien connue, voir [38, 39] . Cependant, son application pratique est limitée par
I’absence de l'interprétation physique des valeurs limites des dérivées fractionnaires

en la borne inférieure t = 0.

1.4.9 Latransformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo

Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Caputo, écrivons la dérivée de Caputo (1.61) sous la forme suivante :

SDEf(t) =1""¢g(t), g(t) = f"(t), n—1<a<n.
En utilisant la formule (1.65) de la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville, on aura

L{§D} fis} =s~""YG(s) (1.72)

ou

G(s) = s"F(s) — Es”_k_lf(k)
k=0

n—1

= s"F(s) — Y_ s FF1)(0), (1.73)

k=0
d’apres (1.27). En introduisant (1.73) dans (1.72), on arrive a la formule de la transfor-

mée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :
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n—1
L{GD}f;s} =s"F(s) — ) 1 (0),n—1 < a < n. (1.74)
k=0

Comme cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo induit les
valeurs de la fonction f et ses dérivées en la borne inférieure t = 0, pour laquelle une
certaine interprétation physique existe (par exemple, f(0) est la position initiale, f'(0)
est la vitesse initiale, f”/(0) est I’accélération initiale), on peut espérer qu’elle pourrait
étre utile pour la résolution des problemes appliqués conduisant aux équations
différentielles fractionnaires a coefficients constants accompagnées de conditions

initiales dans leur forme traditionnelle.

1.5 Conclusion

En pratique la dérivation fractionnaire est le plus souvent utilisée pour des fonctions
. . !

causales. On a vu que la convolution avec la fonction H,(f) = ﬁ“) pour & > 0 cor-

respond a une intégration d’ordre «. Il serait mieux d’écrire la dérivée d’ordre « > 0

sous la forme :

(«DFg)(#) = (H-a % g)(t), t > a. (175)

Mais malheureusement, la singularité de la fonction H_, nous empéche de définir
un produit de convolution au sens des fonctions. Cependant dans le cadre des
distributions on peut définir la dérivation d’ordre « > 0 par un produit de convolution
au sens des distributions ott H_, définit une distribution singuliere.

(n) (n)

Pour a = n entier positif, ona H_, =6, ' oud, ’ estla dérivée n*"* d

e la distribution

de Dirac en a. A partir de la formule (1.62) si x — 11, on obtient

o _ 4" N (1K)
Dig =G + L g @

La formule ci-dessus est la dérivation au sens des distributions d"une fonction causale,
n fois dérivable sur [a, 4+oo[. En résumé, a partir de ce développement, on conclut que
la dérivation au sens de Riemann-Liouville d"une fonction causale n’est autre qu'une
généralisation de la dérivée aux sens des distributions tandis que la dérivation de

Caputo est plutdt une généralisation de la dérivation ordinaire.



Chapitre 2

Solutions positives de I’équation

d’oscillation

Au cours de ces dernieres années, il y a eu une étude approfondie sur l'existence
des solutions multiples concernant les problémes aux limites pour les équations

différentielles que ce soit avec des conditions aux limites locales ou non locales.

De nombreux articles comme [18, 51] ont considéré l'existence, la multiplicité et les

résultats de non-existence concernant le probleme périodique suivant

u'(t) — w?u(t) = Ag(t) f(u(t)), u(a) = u(b), u'(a) = u'(b), (2.1)

en fonction du parametre A > 0. Les auteurs cherchent des solutions via 1’opérateur

intégral de Hammerstein.

u(t) = A [ Gle)g)f(uls))as, 22)

ot le noyau G est la fonction de Green associée a I'opérateur différentiel (% —w?l )

avec les conditions aux limites données, I étant I'opérateur identité. Nous soulignons
que la fonction de Green G n’a pas de zéro pour tous ¢ € [a,b]dans ce type de pro-
blemes aux limites, par exemple la fonction de Green associée au est strictement
positive et cette propriété aide les auteurs a définir un cone typique ainsi caractérisé

par
1= min G(ts) >0, (2.3)

a<s<b,a<t<b
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ensuite établir I’existence de solutions sur ce cone. John R. Graef et al. dans [19] ont

considérés le probleme périodique suivant :

u'(t) +a(t)u(t) = g(t) f(u(t)), u(0) = u(27m), u'(0) = u'(27), (2.4)
associé a une fonction de Green nulle sur un ensemble de mesure nulle, les auteurs
exigent :

b
= mi G(t,s)dt >0 2.5
B2 Ji‘;?b/u (t,5)dt > (2.5)

pour définir un nouveau cone.

2.1 Exemple d'une équation différentielle d’oscillation
Considérons le probleme périodique suivant :

W () + wlu(t) = f(t:u(t))f 0<t=2m, (2:6)

u(0) =u(2mr), u'(0) =u'(2m),

ol w est une constante, si w ¢ IN* alors la fonction de Green du probleme (2.6)) est

donnée par
sinw(t —s) 4+ sinw(2r — t + ) 0<s<i<om
G(t,s) = 2w(1 — cos2wrt) oo 2.7)
’ sinw(s —t) +sinw(2r —s + t) :

,0<t<s<27m.

2w(1 — cos2wr)

Rechercher la solution de (2.6) revient a chercher un point fixe de I'opérateur suivant :

27T
Tu(t):/o G(t,s)f(s,1(s))ds.

Nous montrons avec le principe de contraction de Banach 'unicité de la solution. Si

1s ey e . . l <
[ est k-lipschitzienne, alors (2.6) a une seule solution si k < - o1

27 p
_ G(t,5)ds.
Y= max /O (t,5)ds
Soit
_ sinwx +sinw (27 — x)

Glx) = 2w(1 —cos2wm) x € [0,27]

Alors, G est croissante sur [0, 77], décroissante sur [77,27] et G(t,s) = G(|t — s|). D’ou

sinw7t
(1 — cos2wr)

sin2w7t
2w (1 — cos2wr)

= G(0) < G(t,s) < G(n) = 5 , 1,5 €10,27].
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De plus, G(t,s) est positive sur [0,277] x [0,277] pour 0 < w < 1/2 etlorsque la fonction
de Green est positive, on peut toujours trouver son minimum f; et son maximum M.

Définissons un coHne K comme suit

K= {u € C[0,2m], Oggnu(t) > % ||u||} (2.8)

Ensuite, par les théoremes de point fixe, nous pouvons établir I’existence et la multi-
plicité de solutions positives sur K, voir-[1, 9} 23,41} 46, 50]. Cependant, si w =1/2,
alors la fonction de Green est nulle pour t = s; f; = 0 va nous empécher de définir le
cone K donné par (2.8).

En résumé, dans le cas ot la fonction de Green associée au probleme posé est nulle
sur un ensemble de mesure nulle, on ne peut pas travailler sur le cone K. Cependant,

(2.5) est vérifiée, ce qui nous amene a définir le cone E,

2r
E= ueC[O,Zn],/u(t)Z%H“H /
0

dans lequel on peut appliquer les théorémes de point fixe ot

M= max G(t,s)
0<s<2,0<t<27T

et By est donnée par (2.5), voir-[19].

2.2 Equation d’oscillation fractionnaire

Les processus impliquant les phénomeénes de base de la relaxation, la diffusion, les
oscillations et la propagation des ondes sont d"une grande pertinence en physique;
d’un point de vue mathématique, ils sont connus pour étre régis par des équations
différentielles simples d’ordre 1 et 2 dans le temps. L'introduction aux dérivées
fractionnaires d’ordre w € (0,1] ou & € (1,2] nous amene a des processus que nous
pouvons comparer dans la physique mathématique a des phénomenes fractionnaires.
Notre objectif est de fournir une description générale de ces phénomenes pour
adopter une approche mathématique dans le cadre du calcul fractionnaire. L'analyse
est effectuée par la transformée de Laplace et conduit a certaines fonctions spéciales a
une seule variable, qui généralisent de fagon directe les caractéristique des fonctions

des phénomenes de base, a savoir ’exponentielle et la gaussienne.
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La décomposition en éléments simples de la fonction de transfert d’un systeme

linéaire a coefficients constants fait apparaitre en parallele des composants de deux

types:

1. Relaxation :

u' +wu=q(t).

2. Oscillation :
U+ wu = q(t).

On pourra aussi parler de

N Relaxation fractionnairesi0 < a <1
D*u + wu = q(t) o ' o
Oscillation fractionnaire si 1 < o < 2

Considérons le I’équation fractionnaire d’oscillation suivante :

oD¥u(t) — w?u(t) = F(t,u(t)),0<t<1, w€R, 2.9)
oD () |4 =0,i=1,2. ' '
out F(t,u):[0,1] x Ry — R est une fonction continue et ¢Df est la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre « € (1,2). Ces équations sont des
équations d’oscillation fractionnaires et généralisent beaucoup d’équations différen-

tielles non linéaires étudiées par de nombreux chercheurs comme J. R. L Webb et M.
Zima dans [48].

Lorsque nous inversons les équations sous forme d'un opérateur intégral de
Hammerstein (2.2)), nous obtenons une fonction de Green nulle sur un certain en-
semble et perdons les propriétés (2.3), (2.5). En raison de ce fait 'étude de l'existence
avec l'opérateur de Hammerstein devient plus compliquée. Pour ce faire, nous utili-
sons certains des résultats sur les problemes aux conditions initiales et définissons un

opérateur de type Hammerstein-Volterra [E, (4, cas particulier de 1'opérateur donné

par ([T,

(Baia) () = [ (x =" Eaalwl(x — ))p(dL, (x>0),  (210)

pour établir nos résultats.
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2.3 Unicité de la solution

Dans cette section, on va démontrer 1'unicité de la solution via le Théoréeme de

contraction de Banach. Tout d’abord, on considére le probleme linéaire suivant :

- ‘ , (2.11)
ODt u(t) |t:0 = O,Z = 1,2.

En appliquant la formule de Laplace (1.71) a les équations (2.11)), on obtient :

{ oD% (t) — wu(t) = y(£),0 <t <1, w € R,

s*U(s) — w?U(s) = Y(s)
)
(s* —w?)U(s) = Y(s)
)
1
U = Y6) * o

Par la transformée de Laplace inverse, on obtient

u(t) = gu(t) ¥ y(1), 0< < 1,

ol ¢, (t) est une fonction causale, définie comme suit

1
g1 2wy _ p-1 i
Pu(t) =t Egu(wt) =L { (s — a)2)’t}.
Ainsi, la solution de (2.11)) est donnée par

t
u(t) = [ (£ =5)" Eua(?(t = 5)")y(s)ds, 0< <1 (2.12)

0
Dans [29], par I'application de la méthode des approximations successives, A. Kilbas

et al. ont prouvé que pour y € C[0,1], le probléme fractionnaire aux conditions

initiales (2.11) a une seule solution u € C[0,1] donnée par 1’équation intégrale de type
Volterra (2.12).

Soit X = C|0,1] et on définit I'opérateur [E, 2 : X — X comme suit :

(Ey 20u)(t) = /Ot(t — )" LE, o (w?(t — 5)*)F(s,u(s))ds. (2.13)



CHAPITRE 2. SOLUTIONS POSITIVES DE L’EQUATION D’OSCILLATION 43

De la, nous voyons que, résoudre le probleme fractionnaire (2.9), revient a prouver
que l'opérateur [E, .., admet un point fixe dans X. Prenons en considération que la

fonctions de Mittag-Leffler est continue sur [0,1]. Alors il existe un réel positif L tel

que
Eyn(w?t®)| < L pour tout t € [0,1]. (2.14)
Théoréme 2.3.1
Supposons qu'il existe p > 0, tel que
|F(,u1(.)) — F(,u2()|| < pllug — uz||, pour tout uj,up € X, (2.15)
oil
L
B =<1, (2.16)

alors le probleme a une solution unique u dans X.

Preuve. Nous allons prouver que l'opérateur [E, o défini par (2.13) est une contrac-

tion dans X.

En effet, pour tout 13, u; € X, et en tenant compte (2.15) et (2.14), on a:

|(]Ea,w2;0u1)(t) - txw2 0”2 | - / a 1E0¢ N( 2(t - S)K)F(Slul(s))ds
_ /Ot(t ) By (w?(E — 8)*)E(s, ua(s) )ds
< [0 Eaa(@?lt = 5)) [ECa () — () s

— [ur —ua[ -

D’apres (2.16), 'opérateur [E, 2 5 est une contraction. Ainsi, par le principe de contrac-

tion de Banach, on conclut que le probléme (2.9) a une solution unique u dans X. [

2.4 Existence de la solution positive

Récemment, les cas sous linéaire et super linéaire ont été utilisés pour étudier 1'exis-

tence de solutions, voir-[18, 20,49, 51]. Dans cette section, le cas sous linéaire sera
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notre outil pour établir I’existence de solutions positives non triviales. Les hypotheses

utilisées dans cette section sont les suivantes :

(@) F(tu) =g(t)f(u); f € C(Ry, Ry ) et g € C([0,1],RY).

(b) f estune fonction convexe décroissante avec f(0) #~ 0.

L'opérateur E X — X devient

a,w20 -

t

(]Eoc,wz;ou) (t) = /O (t— S)milEa,a(wz(t —5)%)g(s)f(u(s))ds, 0 <t <1.
Nous introduisons la notation suivante :
f(u) f(u)

fo:=lim ——= et foo := lim ——.
u—0 U u—oo 1Y

Le cas:
1. fo =ocoet foo =0 estappelé le cas sous linéaire.
2. fo=0et foo = 0 est appelé le cas super linéaire.
Théoreme 2.4.1

Supposons que les hypothéses (a) et (b) sont vérifiées. Alors le probleme fractionnaire a

au moins une solution positive u appartenant a X dans le cas sous linéaire.

Dans le reste nous considérons le coHne K défini comme suit :
K={ueX: u(t)>0,0<t<1}.

Lemme 2.4.2

E : K — K est completement continu.

a,w20
Preuve. Comme f et ¢ sont continues et positives, on obtient que [E, ,»(K) C K et
E, w20 : K— K est continue.

Soit M C K un ensemble borné i.e. il existe une constante / positive telle que ||u|| <!

pour tout u € M et soit aussi p = max<,<; f (1), alors pour tout u € M on a,
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[t 5 (@t~ 510306 f(u(5) s

0
t
< plgliL [ (t—s)""ds
PUSIIL
ElL

| (]Ea,aﬂ,-o”) (t) } =

VAN

Do,
gl
14

| L

| Bz < 2!
Par conséquent, (EE, 2.0) (M) est uniformément borné.

Maintenant, on prouve que I'ensemble (I, 2,)) (M) est équicontinu. Soit § = (

alors pour tout u € M, e > 0,etquand (t, — t;) < J,0< t; <t <1.Ona

45

()12 = (Bymg) ()] = | (2= 9~ Eaal = )°)3(6)F(u(e)

< plgl ([ s as— [M -9 as
+ [ (ta— s)"‘_lds)
t
< PIIE (g, ) (- 1))
< P||§||L(t%_t,f)

On divise la preuve en deux parties :

Partie 1.0 <t <9, tp <26

AN
=
3
—~

~

QR

| (]Ea,wz;ou) (t2) - (]Etx,wz;Ou) (tl) |

IN
=

IA
™
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Partie2.0 <t} <tr <1

L o 14
Erzg)(t2) — (Byoo)(t)] < CI8ME (g gy
L
< p(|5|1g_|!x (t2 —t1)
< pligllLe”
< €

Par conséquent, I'ensemble (E, 2.0) (M) est équicontinu. Par le Théoréeme de Arzela-

Ascoli, on conclut que 'opérateur E, », est completement continu. O

On a besoin aussi des lemmes suivants :

Lemme 2.4.3 (Inégalité de Jensen, voir [43]])
Soient y une mesure positive et (3 un ensemble mesurable avec u(Q) = 1. Soit I un intervalle
et supposons que u est une fonction réelle dans L'(Q)) avec u(t) € I pour tout t € Q. Si f

est convexe sur 1, alors

([ uann) < [ (roueranco 217)

L'inégalité est dans 1’ordre inverse si f est concave sur I.

Comme f est une fonction continue sur R™, on peut définir la fonction suivante :

fH(u) = max {f(z)}.

0<z<u

Soit,

o S e ()
fo—}}gb y e = fim

Lemme 2.4.4 ([47])
Si f est continue, alors fi = fo et f5, = feo.

Preuve du Théoreme2.4.1] D’apres le Lemme on sait que [E, 20 : K — K est

completment continu.

Considérons le cas sous linéaire. Soit
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Qp, ={ueX: |ul| <r}.

Comme fy = 0, on peut choisir r; > 0 suffisamment petit pour que

f(u) > 6upouru<r,

ol 0 satisfait

minp<.<1{g(2)}0
TR

Nous allons montrer que
| By w20t|| > |lu]| pour tout u € 90),,. (2.18)

Ona:

Bzl 2 [ By (e
> [ (-9 Bl - e o) )
/Olg(s)f(u(s)) (/Sl(t ) Ey o (w?(t — s)"‘)dt) ds.

Y

Par conséquent, en utilisant 1'inégalité de Jenssen, on obtient d’apres le Corollaire

1.2.6:

H@meuz‘[u—wwmﬂmﬂrﬁwmwﬂwm%

ming<,<1{g(z }
- O (a 41— 1) (s))ds
ming<,< {g }
Oaiz (1) (1 5)* ()
> mln%?z<i{2<?)( )}f (/0 (a+1)(1— s)”‘u(s)ds) _

En tenant compte que f est décroissante, on a :
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By > TR0t (im0 optras)

ming<.<1 {g(z)}
ming<.<1{8(2)}6
= T(a+2) v

D’ou (2.18).
Comme fo, = 0; par le Lemme ona:

lim f*(u)/u = 0.

u—00

Donc il existe r, € (r1,00) tel que

ou

Nous montrons que

| By 20t < |lu]| pour tout u € 90),,.

Nous avons d’apres le Corollaire[1.2.6]

meww=QﬁgJWww%ww%—wmwmes
< gl max f(u) sup [ (t— ) Eun(w?(t — 5)%)ds

0<u<r 0<t<1/0

< ligl £ (r2) sup {#*Enasr(@?t) }
0<t<1
< Mgllf*(r2) <72

D’ou (2.19).

48

(2.19)
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D’apres le Théoréme de Guo-Krassnosel’skii [1.1.14} IE, 2, a un point fixe dans
KN (Qy,\Qy,), alors le probleme (2.9) a au moins une solution positive non triviale
ueX. ]

Exemple 2.4.5. Considérons le probleme fractionnaire non linéaire suivant :

3 1+t
Déu—u:L,O<t§1,
2(1+u) (2.20)

D2u(t) |j—o = I2u(t) = = 0.

F:[0,1] x Rt — R™ est une fonction continue, définie par

14t
F(tu) = =,
(t) 2(14u)
alors que
1
L f(u)= Tou R — R est continue, convexe, décroissante avec f(0) =1 # 0.
141 . _ _ 1

2. g(t) = ——:[0,1] — R¥ est continue, ming<,<1{g(z)} = 3.

Ona:

fo=oet fo=0, u € K.

On est dans le cas sous linéaire et les hypotheéses (a) et (b) sont vérifiées. Par le
Théoreme le probleme fractionnaire aux conditions initiales (3.41) a au moins

une solution positive non triviale u € C[0,1].



Chapitre 3

Fluage et relaxation fractionnaires

Dans ce chapitre, nous fournissons une petite enquéte sur certains modeles viscoélas-
tiques définis par des équations différentielles fractionnaires. Apres avoir utilisé la
transformée de Laplace et transformer les modeles rhéologiques sous forme d’une
équation intégrale, on compte sur I’approche du point fixe pour établir 1'existence
et 'unicité de la solution, en utilisant les techniques de I’analyse non linéaire, la

méthode des approximations successives et la méthode du sous et sur solutions.

3.1 Equation de fluage

Récemment, le calcul fractionnaire est devenu un outil trés important dans 1’analyse
des phénomenes viscoélastiques, telles que les relations contraintes-déformations
dans les matériaux polymeres. Quand on étudie le comportement des matériaux
viscoélastiques, on utilise des modéles rhéologiques qui peuvent étre de Voigt ou
de Maxwell ou des combinaisons entre ces modéles de base [36]. Le phénomene
classique de fluage dans sa forme la plus simple est représenté par une équation

différentielle ordinaire linéaire d’ordre un, a savoir le modéle de Voigt

ndz—(:) + Ee(t) =o(t), (3.1)

ou 17 est le coefficient de viscosité et E est le module d’élasticité. Pour ¢ une contrainte
donnée, la solution de 1’équation (3.1) est donnée par la représentation intégrale

suivante :

50



CHAPITRE 3. FLUAGE ET RELAXATION FRACTIONNAIRES 51

t
e(t) = 1/e‘trsa(s)ds, T= %, (3.2)

fo
ou tg doit étre choisi, tel que t < tp la o1 le matériau est au repos i.e. sans contrainte
et déformation. La constante T est appelée temps de retard et analogue a celle du
temps de relaxation : une estimation du temps nécessaire pour que le procédé de

fluage soit achevé. Nous pouvons voir également que le terme

k(t—to):%(1—exp(—t_t0)),t2t0. (3.3)

T

est la fonction de fluage. Dans cette section, on examinera 1’équation de fluage
fractionnaires impliquant la dérivée au sens de Caputo d’ordre « € (0,1), qui a une
utilité majeure pour traiter les problémes aux conditions initiales concernant les
applications physiques ot les conditions initiales sont généralement exprimés en
termes des dérivées d’ordre entier. Précisément, nous commencons par examiner

dans la sous-section 1 I’extension suivante de (3.1)

n*(GDye)(t) + E*e(t) = o(t), 0 <t < 1 pour tout E,7 >0 (3.4)
e(0) =0.
La solution du probléme (3.4) est une équation intégrale de type Volterra dont le
noyau est exprimé par les fonctions de Mittag-Leffler qui apparaissent naturellement
lors de la résolution des équations différentielles fractionnaires linéaires. Récemment,
F. Mainardi dans [33] a considéré 1'équation linéaire fractionnaire de diffusion, il
a également travaillé sur les phénomeénes de relaxation et d’oscillation. Il a fait
plusieurs ouvrages sur le méme theme [16, (17} 32,34} 35]. La solution de 1"équation

(3.1)) est décrite par la fonction exponentielle alors que la solution des équations (3.4)

est exprimée en termes de fonction de Mittag-Leffler.

Nous allons nous concentrer sur le modéle fractionnaire de Voigt ol nous es-
sayerons de donner une interprétation physique dans le cadre du phénomeéne de
fluage et trouver la fonction de fluage correspondante, puis sous certaines hypothéses
sur le terme ¢ et sa dépendance par rapport a €, dans la sous-section 2 nous étudie-

rons l'existence et 1'unicité de solutions qui contribuent également a 1'interprétation

physique.
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3.1.1 La réprésentation intégrale du modele rhéologique linéaire

de Voigt

Les relations viscoélastiques peuvent étre exprimées dans les deux formes, des équa-
tions intégrales et différentielles. Les équations différentielles sont liés a des modeles
rhéologiques qui fournissent une interprétation physique plus directe d"un compor-
tement viscoélastique. Les équations intégrales sont tres générales et appropriées
pour le travail théorique. Nous avons décrit le modele de Voigt, déduit ses équations
différentielles fractionnaires et en les résolvant, nous avons trouvé la représentation

intégrale correspondante.

Théoréeme 3.1.1 (La déformation fractionnaire)

Supposons que la contrainte o du probleme initial fractionnaire est une fonction continue

SUur [0, 1] AZOTS
€(t) - /t(t - S) 1E (— (—t ) > U'(S)dS (3 5)
o o0 s .

est la déformation fractionnaire et la solution continue de (3.4).

Preuve. Comme o est une fonction continue sur [0,1]. Alors, d’apres [28, Théoreme
3.24] le probleme (3.4) est équivalent dans C[0,1] & I'équation intégrale de type

Volterra de deuxieme espece suivante :

t t
_ oc 1 _
e(t) = T O/ o(s)ds T"‘F 0/ s)ds. (3.6)

Nous appliquons la méthode des approximations successives pour résoudre 'équa-

tion (3.6). Soit

eo(t) =

! 5 / (t — )" Lo (s)ds, (3.7)
0

Donc, nous substituons (3.7) dans (3.6), on obtient
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1 1
e1 = —I'c——1I%
i ™
1 11
= %INU' %T’J‘I
et
1 1
€ = —l'c——I"
n ™
1 11, 11,
= —aIaU'— —agl “U—l— _aml “O’.
Ui Ui Ui

En poursuivant ce processus, nous trouvons :

em(t) =

E(t) — 171_a/t zx 1§: tk;j_l:: (_Tla>ka(s)ds
0
_ ;71_&0/(,5 o 1EM(_ia(t—s) )U(s)ds

D’ou le résultat.

Théoreme 3.1.2 (La fonction de fluage fractionnaire)

La fonction de fluage associée au probleme fractionnaire est donnée par :

oG (=)

53

(3.8)

Preuve. Cherchons la fonction de fluage k, () en utilisant I’expression alternative de

B3
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e(t) = /Otk,x(t —s)do(s), 0<t<1. (3.9)

Considérons I'équation intégrale suivante,

1/t t—
)= [ (=9 B (Do 021, a0
0
En intégrant I'équation intégrale ci-dessus par parties, nous obtenons :

() = Bt (1) 00

T

1/t t—s
+ﬁ/0 (t —5)"Eqa+1 (—(T)"‘) do(s), 0 <t<1.

La déformation est linéaire par rapport a la contrainte et la fonction de fluage est :

ka(t) = %#Ea,uﬁ-l (_(i)a) : (3.11)

T

Evaluons (3.11) en utilisant la définition de la fonction de Mittag-Leffler :

ka(t) = %t”‘Ea,m (—(%)”‘)

= ittx i(_l)n (%)an
= [(lan+a+1)
™ @ (%)an

D’ou (3.8). O

Si on prends a = 1, on obtient

ki(t) =
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Par conséquent, nous pouvons conclure que le probléeme (3.4) n’est autre qu'une
généralisation de 1’équation de fluage (3.1), alors que la fonction de fluage k(t) est
une cas particulier de k, (t). Maintenant, nous allons discuter 1’existence de solutions

positives qui peuvent étre exploitées en physique.

3.1.2 Le modele fractionnaire non linéaire de Voigt

En utilisant la méthode des approximations successives, nous avons montré dans

la sous-section] que le probleme fractionnaire (3.4) est equivalent dans C[0,1] a
I’équation intégrale (3.5).

Maintenant, considérons le probleme non linéaire suivant :

n*(§Dye)(t) + E%e(t) = o(e(t)), 0 <t <1 pour tout E, 7 >0 (3.12)
€(0) =0.
Dans cette sous-section, nous allons établir 1’existence et 'unicité de la solution du
probleme (3.12). Notre analyse se base principalement sur la monotonicité de la
fonction de Mittag-Leffler prouvée par Schneider dans [44]. La fonction généralisée
de Mittag-Leffler E, g(—t) avec t > 0 est completement monotone si et seulement si
0 <a <1letp > a.End’autres termes,
an
(1) Eap(—1) >0,

pourtoutn € Nsi0 <a <letp>a.

Soit X = CJ0,1] 'espace de Banach de toutes les fonctions continues définies sur

[0,1] avec la norme suivante :

[ull = sup [u(t)].
te0,1]
Definissons 1’équation de point fixe suivante :

]Ea,_(%)a;oe — €, € & X,

ou l'opérateur E C(L)p; X — X est défini comme suit :

o) (1) = —a/ot(t — 5 I, , (—(t - S)“) o(e(s))ds, 0<t<1 (3.13)

T
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Théoréme 3.1.3 (Unicité de la solution de (3.12))
S’il existe yu > 0, telle que

|lo(e1) —o(e)|| < pller — ea||, pour tout €1,€2 € X, (3.14)
ol
K, (3.15)
n°T(x+1)

alors le probleme a une solution unique € dans X.

Preuve. On va prouver que I'opérateur E, _ Lyag défini par 1i est une contraction
dans X.

En effet, pour tout €1,6; € X, ona

(B (1y0061)(H) = (B, _(1)00€2)(8)]

1t t—
~ [ =9 (<) otesl) — oleats)as
< [y B (22 lotar()) ~ otea(s))lds
_”m 0 o0 = 1 2 ’
En tenant compte de (3.14), nous obtenons
)~ ( ) Elote) —o(e)
E wg€1) — (B, _(1ya0€ < sup ————|lo(e1) —o(e
”( 0= (3)40¢1 (3502 H oy 1T (@ + 1) lortes 2
K
< — e — e
— U“F(Dé+1) ||€1 €2||

De (3.15), l'opérateur E o, (1)xp €St une contraction. Dong, par le principe de contrac-

1
T

tion de Banach, on conclut que le probleme (3.12) a une solution unique ¢ dans
X. O

Théoreme 3.1.4 (Existence de la solution positive de (3.12))
Supposons que o : R4 — R est une fonction continue, convexe et décroissante avec 0(0) #
0. Si lime_,0 & = oo et lime ;00 £ = 0, alors le probleme a au moins une solution

positive et non triviale € € X.

Pour prouver le Théoreme on va utiliser le théoreme de Guo-Krasnosel’skii.
Soit
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K={eeX:e(t)>00<t<1}.

Lemme 3.1.5

L'opérateur E _(Lyeg K= Kest completement continu.

Preuve. L'opérateur [E “(Lyg K — K est continu en considération de la continuité
4 T 4
et la positivité de ¢ et en tant compte aussi la monotonicité de la fonction de Mittag-

Leffler prouvée par Schneider [44].

Soit B C K un ensemble borné tel que

B:=B(0,170) = {€ € K:[[e]| <m0}, 170 >0,

(B ) 0] = |5 [ =90 e (~(5)¢ ) olelo)as
<o [ =9 B (<) letelo s
S%ng) /Otz”‘_ldz
St 5 (B, 1)000)| € b
7T (e +1) a,— ()"0 7T (a + 1)

Donc, E, _ (1 )w-o(B ) est uniformément borné.
7 T 7
Maintenant, nous allons prouver que I'ensemble [E ~ (L0 (B) est equicontinu.
7 T 4

Poure €B,e>0,0<t < tp <1,s0itd = (%{:’1)5)% Alors quand [t — #1| < J, on

aura
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(B, _(1006) (1) = (B, _(1)00€)(12)]

171 /tl(tl —s)* —1EM (—(tlT—s) )g(s)a(e(s))ds

__/ (tp —s) _1EM(—(t _S) )g(s)a(e(s))ds

U“F(oc) (/0 (=)' = (2 —5)*1) ds+/ (tr — )%~ 1ds)

SL(V‘-F(Q— b)) =t + (k= +)")

Par conséquent, (EE, 1 )a-o) (B) est equicontinu.

D’apres le Théoréme de Arzela-Ascoli, on en déduit que 'opérateur [E _(1yg est
7 T 7

compact. O

Preuve de Théoreme[3.1.4l Soit

O, ={eeX:|e] <r}.

Lorsque lim¢_,0 £ = o0, on peut choisir r; > 0 suffisamment petit de tel que
q 3 p p q

o(e) > we pour e <rq,
Ewa(—2
ou @ satisfait c@M >1.
nta(a+1)

Maintenant, montrons que

H(IE 1y OG)H > ||€|| pour tout € € KN oQY,,. (3.16)

T

Nous avons,
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H(]Ea,—(%)«;oe)H > /1(1E,x (1ys0€) (£)dt

> [ e () et asar
> W—Eaa(_l)/o o(e(s)) (/Sl(t_s)w_ldt)ds
> Bl P spotets)

Fun(—)

1
m/O (a+1)(1 — 5)%0(e(s))ds.

En utilisant 'inégalité de Jensen, on aura

By 0] = 220 (w11 - opeto)d
a,—(%)”‘;oe = WU 0 )4 s)e(s)as
Eww(_l/x) 1
> 4 T _ o
> q“a(oc+1)a(/() (a+1)(1—5) rlds)
Eococ(_llx)
> s T
— nha(a 1)(7(r1)
Eae(—7v)
’ >
raar )=
D’ou (3.16).
Maintenant, on va démontrer que
H(]E (L)€ H < ||e|| pour tout € € KN oY, (3.17)

Comme lime 0 & =0, Lemmelmphque lime_e0 & — =0aveco™(r) =maxo<;<,{0(z)}.

Dong, il existe r, € (r1,00) tel que

o (ry) <n*T'(a+1)r,

Par Conséquent, on a
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t—s

[ = sup [ (<)) oletes

T

T (e 1) 022, 7€)

1 "
mg (1’2) < ra.

D’ou (3.17).

Ainsi, a partir du Théoreme de Guo-Krassnosel’skii(l1.1.14} E | _(Ljpaun point fixe
dans KN (O, \Qr,)-

Par conséquent, le probleme (3.4) a au moins une solution positive non-triviale
€€ X. [

Exemple 3.1.6. Nous considérons le probleme suivant

1 2
(“DZe)(t) +€(t) = 2—|—L2€’ 0<t=1 (3.18)
€(0) =0,

1
U(€):1+€ZR+—>R+

est une fonction continue, convexe, décroissante ¢ (0) # 0.

Onalime_,0 % = o0 et lime ;00 £ = 0, alors du Théoreme le probleme (3.18) a au

moins une solution positive non-triviale € € C[0, 1].

Pour l'unicité, on a besoin de vérifier que la condition (3.15) du Théoreme [3.1.3]
Donc, avec le choix ci-dessus du terme nonlineaire ¢, on a la condition (3.15) qui est

vérifiée. Par conséquent, le probleme (3.18)) a une seule solution positive non-triviale
e € C[0,1].

3.2 Equation de relaxation

Dans cette section, nous considérons I’équation fractionnaire de relaxation suivante :

(Dio(t) + wo(t) =€e(t,o(t)), t,w>0;

3.19
O'(O) =09>0 ( )
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otte: [0,1] x Ry — Ry est une fonction continue et {Df est la dérivée au sens de
Caputo d’ordre « € (0,1). L'analyse utilisé dans cette section est différente de ce
qu’on a vu précédemment. Nous utiliserons la méthode du sous et sur solutions
pour établir I'existence de la solution et essayerons d’approximer cette solution par

la méthode des approximations successives.

Inversons les équations ci-dessus par la transformée de Laplace, nous obtenons :

o(t) = ogEa(—wt")

+ /Ot(t — )" 1E u(—w(t —5)*)e(s,o(s))ds, 0 <t <1, (3.20)

En effet, considérons le probléme linéaire suivant :

oDfo(t) +wo(t) =€(t),0 <t <1,w>0;

3.21
0’(0) =0y > 0. ( )

Quand on applique la transformée de Laplace ( la formule (1.74)) a les équations
(3.21)), on aura

s*0(s) — s log + wo(s) = e(s),

Par conséquent,
-1
s* 1
+ €(s
sY—w s —w (s),

et par la transformée de Laplace inverse en utilisant les formules (1.30), (1.21) et
(1.20)), on obtient :

o(s) =0y

o(t) = 0gEp(—wt®) + t* LEy o (—wt®) x (1)

o(t) = ooEu(—wt")
+ Ot(t — S)lx_lElX,lX(_w(t _ 5)“)6(5)615, 0<t<1.
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Définissons I'opérateur P : X — X comme suit :

Po(t) = 0pEa(—wt") + (Eg,—woo)(t), 0 <t < 1. (3.22)

ou l'opérateur [E, _,,0: X — X est défini comme suit :

t

(a0 () = /O (t = §)“ 1Eya(—w(t — s))e(s,0(s))ds, 0 < t < 1.

Nous considérons le cone E des fonctions continues positives sur [0,1] utilisé dans la

section précédente et nous donnons le Lemme suivant :

Lemme 3.2.1

L'opérateur P : E — E est compleétement continu.

La démonstration de ce lemme est basée sur le Théoréeme de Arzella-Ascolli comme
on a vu dans la section précédente, en tenant compte la continuité de la fonction de
Mittag-Leffler sur [0,1].

Maintenant pour tout ¢ € [2,b] C RT, on définit réspectivement les sous et sur

fonctions de contrdle comme suit :

H(t,o) = sup €(t,n), h(t,c) = inf e(t,n).

a<n<c o<n<b

Définition 3.2.2. Soit 7,0 € E, a < g < 0 < b, satisfaisant

o(t) > opEyu(—wt®)

+ /Ot(t ) 1B (—w(t — ) )H(s,5(s))ds, 0 <t <1

et

o(t) < ooEe(—wt)

+ /Ot(t —5)* 1 E, o (—w(t —s)¥)h(s,o(s))ds, 0 <t < 1.

Alors 0 et ¢ sont appelées réspectivement sur et sous solutions de (3.19).
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Théoréme 3.2.3
Supposons que € : [0,1] x [0,400) soit continue. Si le probleme admet des sous et sur

solutions, alors il a au moins une solution positive.

Preuve. Soit

K={oceEo(t) <o(t)<o(t), t[0,1]},

Comme K C E et K est un ensemble convexe fermé. Pour démontrer le Théoréme

3.2.3|ci-dessus, il suffit de prouver que P est stable dans K.

Pour toutoc € K,onaog <o <7, alors

Po(t) = o0pEy(—wt®) +/ ) A E o (—w(t —5)%)e(s,o(s))ds
< opEa(—wt) +/ Y By o (—co(E — 8) ) H(s, 5 (s) )ds
< 7t (3.23)
et
Po(t) = optEa(—cwt*) + / Y Ey o (—co(t — s)")e(s,o(s))ds
> 0oFu(—wtY) +/ Y Ey o (—co(E — 8) (s, o (s))ds
> o(t) (3.24)

Dong, de (3.23) et (3.24), on obtient que P : K — K est un opérateur compact. Selon le
Théoreme de point fixe de Schauder, P admet un point fixe dans K. Par conséquent

le probleme (3.19) a au moins une solution positive ¢ dans X. O

Corollaire 3.2.4
Supposons que € : [0,1] x [0,00) — [0,00) soit continue, et qu'il existe A1,Ay > 0 tel que

A <e(t1) <Ay, (t1) €10,1] x [0,00) (3.25)

alors, le probléme a au moins une solution positive € X. De plus
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o(t) > 0pEq(—wt) + At Ey g1 (—wt?),

et

7(F) < 00Ea(—wt*) + Agt*Eg st (—t®)

Preuve. De (3.25) et la définition des fonctions de contrdle, on a :

M < h(t,1) < H(t1) < A

Considérons le probleme suivant :

D“ﬁ(t) + wﬁ(t) = Ay, 5’(0) = 0yp.

64

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

En utilisant le Corollaire nous montrons que le probleme (3.29) a une solution

positive donnée par :

t
o(t) = ogEu(—wt*) + /\2/ (t—8)* 1Ey o (—w(t —s)%)ds
0
= aoEa(—wt“) + )\«Zt“E“,lx+l(_wta),

en tenant compte (3.28), on a

o(t) = opEx(—wt) + Ay /Ot(t —5) o (—w(t —5)%)ds

> 0pEu(—wt*) + /Ot(t — )" E o (—w(t —5)*)H(s,7(s))ds.

Evidemment, ¢ est sur solution de (3.19).

Maintenant, tournons-nous vers le probléme suivant :

Do (t) + we(t) = A1,0(0) = op.

qui a également une solution positive

(3.30)
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t
o(t) = optEa(—wt) + A; / (t— ) TEga(—w(t — 5)*)ds
0
= O'QEQ(—(UtD‘) + Alt“E“,“H(—wt“)

Par (3.28) et de la méme maniére que nous avons utilisé pour chercher la sur solution,
on conclut que ¢ est la sous solution de (3.19). Donc, d’aprés le Théoreme on

confirme que le probleme (3.19) a au moins une solution positive ¢ € X qui vérifie

les inégalités (3.26)) et (3.27). O

Corollaire 3.2.5

Supposons que € : [0,1] x [0,00) — [a,00) soit continue avec a est une constante positive. Si,

0< lim e(t,0o) < +oo (3.31)

g—+00

alors le probleme a au moins une solution positive.

Preuve. D’apres (3.31)), il existe deux constantes positives N et R telles que

€(t,0) < N pour tout ¢ > R,t € [0,1]. (3.32)

a<e(t,c) < N+ Cpourtouto >0,t €[0,1].

Par conséquent, d’apres le Corollaire le probleme (3.19) a au moins une solution

positive o dans X qui satisfait les inégalités suivantes

o(t) > 0pEq(—wt”) + at*Ey yi1 (—wt®),

et

o(t) < 0pEu(—wt®) + (N + C)t* Egq 1 (—wt?)
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Corollaire 3.2.6
Supposons que € : [0,1] x [0,00) — [a,00) soit continue, a est une constante positive, s'il

existe, c > 0,d > 0, tels que

max{e(t,0) : (t,0) € [0,1] x [0,d]} < cT(a+1) — 0y (3.33)

alors, le probleme a au moins une solution positive o dans X .

Preuve. D’apres (3.33)), on a :

a<e(t,o) <cl'(a+1)— 0p pour tout (t,0) € [0,1] x [0,d].

Dong, d’apres le Corollaire on conclut directement que le probleme (3.19) a au

moins une solution positive ¢ dans X satisfait

0< loll <c

Proposition 3.2.7

Supposons que € : [0,1] x [0,00) — [a,00) soit continue oii a est constante positive telle que

. e(t,o
a< lim max u
r——+000<t<1 o

< +oo (3.34)
alors le probleme a une solution positive borné o dans X.

Preuve. Comme (3.34) est vérifiée, il existe deux constantes positives M et R telles

que

€(t,0) < Mo pour tout o > R,t € [0,1]. (3.35)

a <e(t,oc) < Mo+ C pour tout o > 0,t € [0,1].

Alors,on a:
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H(t,0) < Mo + C pour tout ¢ > 0,t € [0,1].

Maintenant, on considere le probléme suivant,
D*c(t) + wo(t) = Mo + C, o(0) = oy,

qui a la solution positive suivante

a(lL) = UOEa(—wt“)
+ /Ot(t - S)“_lsz,zx(—CU(t — S)“)(ME—(S) + C)dS.

Définissons 1'opérateur A : E — E comme suit :

Ac(t) = opEx(—wt®)

+ /Ot(t - S)a_lsz,zx(—w(t —5)*) (Mo (s) + C)ds,

ce qui est completement continu d’apres le Lemme[3.2.1]

Notons

Q,={c€E||c—1v] <r<oo},

ot v (t) = CH*E, 41 (—wt™) et r satisfait

opl'(a +1)2+ MC
“T(a+1)(T(a+1)— M)

Pour tout o € (), on a

C
< _—
lofl <7+ T(a+1)

Alors,

67

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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|Ac(t) —vo(t)] = |o0Ex(—wt®) + /Ot(t — )" LE u(—w(t —5)*) Mo (s)ds

< 0pEx(—wt*) + M||o|| t*Eg i1 (—wt®)
C
M(r + F(oc+1)) N
I'(a+1)

IN

0o +

Ainsi,

Mr MC

Ac—vy| <
I =voll < 0t 5Ty T a2

< r

D’apres le Théoreme de point fixe de Schauder, I'opérateur A admet un point fixe

dans ). Dong, le probleme (3.37) a au moins une solution positive & dans (),. D’autre
part, d’apres (3.36) on a

o(t) > 0pEy(—wt™) + /Ot(t — ) E, o (—w(t —s)¥)H(s,7(s))ds, T € Q.

Evidemmment, 7 est une sur solution de (3.19) et par le Corollaire on conclut
également que

0(t) = 0gEs(—wt®) + at*Ey g1 (—wt®),

est sous solution de (3.19). D’aprées le Théoreme le probleme (3.19) a au moins

une solution positive ¢ dans X. O

Théoréme 3.2.8
Supposons qu'il existe p > 0, tel que

le(.,a1(.)) —e(.,02(.))|| < ullor — on|| pour tout oy, 03 € X, (3.39)
si
H
NEESRE (3.40)

alors le probleme a une solution unique o € X.
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Preuve. 11 suffit de démontrer que I'opérateur P défini par (3.22) est une contraction
dans X. En effet, pour tout oy, 03 € X, et (3.39) est vérifiée, alors on a :

|[P(01) — P(o2)|| = sup [P(o1)(t) — P(o2)(t)]
t€[0,1]
t
< sup | (t— s)"‘_lEa,,x(—w(t —5)%) |e(s,a1(s)) — €(s,02(s))|ds
tef0,1]”0
< sup F'Egaia(—wt®) [le(,o1(.) —e(,o2()]
tel0,1]
< sup ———ul|log —or||.
S A TP
< g le el

Ainsi, quand (3.40) est vérifiée, I'opérateur P est une contraction.

Donc, d’apres le principe de contraction de Banach le probleme (3.19) a une seule
solution ¢ € X. O

Exemple 3.2.9. Considérons l’équation non linéaire de relaxation suivante :

1/2 _ 05
DYeo(t) 4 o(t) = om0 <t<1 (3.41)
c(0)=1

Le Théoréme et le Corollaire entrainent que 1’équations (3.41) ont une seule
solution positive ¢ dans X. De plus, ¢ < 0 <7, ou o (t) = E; (—Vt) + E\/EE%% (=)

eto(t)=E 1 (—+/t) sont réspectivement les sous et sur solutions de I'equation (3.41).

Il existe des méthodes pour calculer la solution approchée du probleme (3.41), voir
[10} 11}, 13]. On va utiliser le schéma Bashfort-Moulton de correction de prédiction

comme dans [12].

1 tE%/%(—\/t—S) dS
2 Jo VvVit—s 14 x,

La figure 3.1 montre que la solution approximative est située entre les sur et sous

Xui1 = Ey (=VH) + (3.42)

solutions mentionnées précédemment.

Notons que la décroissance des solutions caractérise bien la relaxation.
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—4— zolution approximative
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FIGURE 3.1 — Solution Approximative
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Chapitre 4

L'inégalité de Lyapunov pour un

probléme fractionnaire aux limites

L'inégalité de Lyapunov est un résultat en mathématiques avec de nombreuses
applications - voir [22, 45]. Le résultat a été prouvé par Lyapunov en 1907 [31] et
a affirmé que si g : [a,b] — R est une fonction continue et le probléeme aux limites

suivant

u =0,a<t<hb,
Yy +qy a 4.1)
y(a)=y(b) =0
a une solution non triviale, alors
b
/| (S)|dS>—4 (4.2)
q P .
a

L’inégalité de Lyapunov (4.2) a pris de nombreuses formes, y compris les versions
dans le contexte du calcul fractionnaire ot la dérivée de second ordre dans (4.1) est

substituée par un opérateur fractionnaire d’ordre «.

Considérons le probleme aux limites suivant :

{ «Diy(t) +q(t)y(t) =0, a <t <, (4.3)

y(a) =y(b) =0.

«Df estla dérivée fractionnaire au sens de Riemann Liouville d’ordre a € (1,2].
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Théoreme 4.0.10 ([15])
Si le probleme aux limites a une solution non triviale, oit q est une fonction réelle

continue, alors

/b\q(s)]ds>l”(zx) (bia)al. (4.4)

Par une application directe du Théoreme R. A. C. Ferreira a pu determiner
des intervalles pour les zéros réels de la fonction de Mittag-Leffler dans le théoreme

suivant :

Théoreme 4.0.11 ([15])
Soit 1 < o < 2. Alors, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) n’a pas des zéros réels pour
|z| < T(a)4* 1.

Preuve. Considérons le probléme fractionnaire de Sturm-Liouville suivant :

Diy(t) + Ay(t) =0,0<t <1,

y(0) =y(1) =0. )

Nous résolvons I’équation (4.5) en utilisant la transformée de Laplace, on obtient

y(t) = t" TEg0(—AtY), t€[0,1], (4.6)

qui nous amene a montrer que les valeurs propres A € R du probleme (4.5) sont les

solutions de 1’équation :

Eqa(—A) =0, (4.7)

sachant que les fonctions propres correspondantes sont données par (4.6).

D’apres le Théoreme [4.0.10, si A € R est une valeur propre du probleme (4.5), i.e.

A est un zéro de I'équation (4.7), alors

IA| > T(a)4* L
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D’o1, on conclut que la fonction de Mittag-Leffler E, ,(z) n’a pas des zéros réels pour
z| < T(a)4* 1. O

Une inégalité fractionnaire de Lyapunov (4.1) peut également étre obtenu aussi en
considérant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo au lieu de Riemann - Liouville.
Considérons le probléeme aux limites (4.3) en appliquant I'opérateur de dérivation de

Caputo. Soit le probleme fractionnaire aux limites suivant :

oDiy(t) +q(t)y(t) =0,a<t<b,
y(a) =y(b) =0.

GD{ est la dérivée fractionnaire au sens Caputo d’ordre « € (1,2].

(4.8)

Théoreme 4.0.12 ([14])
Si le probleme aux limites a une solution non triviale, oit q est une fonction réelle

continue, alors

b
/|q(s)]ds > = 10;1(;5“_) )T (4.9)

a

4.1 Quelques résultats d’existence concernant 1'inéga-

lité de Lyapunov

Motivés par [24-26),40] et les résultats ci-dessus, ainsi que des résultats d’existence
sur les solutions positives [2, 30, 37, 149], qui sont souvent utiles dans les applica-
tions, plus récemment, Rong et Bai ont obtenu une inégalité de Lyapunov-type
pour une équation différentielle fractionnaire, mais avec des conditions aux limites

fractionnaires [42]. Nous considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :

(4.10)

Lemme 4.1.1
y est une solution du probleme ci-dessus (4.10) si, et seulement si, y satisfait I'équation

intégrale suivante :
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o

(t—a)*1(b—s)*1

1 (b —a)x1
G(t,S) = 5N a— a—
= a(;? —1L§§Ja_15) 1/ 1<s<t<b,

est la fonction de Green associée au probleme (4.10).

Preuve. De la meme fagon que dans [15]].

Lemme 4.1.2
La fonction de Green G définie par (4.11)) satisfait les propriétés suivantes :
1. G(t,s) > 0pour touta <t,s <b;
2. maxepqp G(t,5) = G(s,s), s € [a,b];
3. G(s,s) a un seul maximum donné par
(b —a)*!
max G(s,s) = —————.
s€la,b] (5:5) 4417 (o)
4. Il existe une fonction positive ¢ € C(a,b) telle que

min  G(t,s) > ¢(s)G(s,s), fora <s <b.

Preuve. D’abord, on définit ces deux fonctions

(t—a)*! a—1 a1
gl(t's):(b—a)“—l(b_s) —(t—98)"",a<s<t<p,
et
(t—a)* !

gz(t,S)m(b — S)lx_l, a S t S S S b.

Il est clair que g>(t,s) > 0. Maintenant, on traite g1, on a

74
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(4.12)
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_ A\a—1
sills) = ((lt? — Z))zx—l (b— 5)“_1 —(t— S)a_l
—a a—1
— ((;; — a))“l (b _ S)zxfl

Nous voyons que

qui implique

a(t—b)+s(b—t)>0<s>a.

Donc, on a g1 (t,s) > 0, d’ot1 la preuve de la propriété 1. Pour prouver la 2 propriété,
nous avons besoin de dériver g; par rapport a t qui nous ameéne a conclure que la
fonction g7 est décroissante par rapport a ¢ pour tout s fixé. Evidement, ¢, est une

fonction croissante par rapport a t. Finalement, soit

— :(S_—”)H _ gyl
f(s) =G(s,s) ( —(b—s)*"",s € [a,b],

alors pour s € (a,b) on a

S_aoc72 _Sa—z
£(s) = (1) (Z - é)ba_l " (“asvatb),

qui implique que f'(s) = 0 seulement pour s = 2, f'(s) > 0 pours < “F et f'(s) <0
pour s > b,
Maintenant, on prouve la quatriéme propriété, on a G(t,s) > 0 pour t,s € (a,b); la

ol on peut chercher le minimum dans un intervalle de la forme [a + b%“, b— =4,

n
n > 3 est natural. Par conséquant, pour t € [2‘1; b, —2b3_ a] ,
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( 2b—a 2a+b
3 3 7
i i 2b—a 2a+b 2a+b 2b—a
ts) =
te[z?l}%]G(,s) mm{gl( 3 ,5),82( 3 ,s)}, 33
2”+bs s 2b—ab
\82 3 S 5b)
81 2b3_ s), se€(a,A],

¢ 5 S , SE€[AD),

a—1
) ((Zb —4a) (b — s)) B (Zb —a 9L se (],

L 3(b—a) 3

T'(a) <bgs)"‘_1, se D),

ol Z“T”’ <AL 2b§ % est la seule solution de I"équation suivante :

2b—a 2a+b
g1 ( 3 ,8) = go( 3 ,S).

Par conséquent, en mettant

2b —4a) (b —s)\*!
(( ‘;)( S)) . (b—a)“_l(%%—s)“_l
¢(s) = (=)o =51 sE@AL 43
b _ a—1
e e
La preuve est compléte. O
Soit X = C|a,b] et définissons T : X — X comme suit :
b
Ty(t) = [ Gt o)) f(y(s)ds, yeX. (4.14)

Pour prouver l'existence de la solution non triviale positive de (4.10), nous considé-

rons les hypothéses suivants :

(H1) f(y) > yr poury € [0,r1],
(H2) f(y) <qr

» pour y € [0,17],
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ou f : R4 — R4 est continue. Dans la suite, on prend

b -1 Byt o
vi= /G(s,s)q(s)ds et ’*YIZ /G(SIS)(P(S)Q(S)UZS
a 2a+b
3

ol g : [a,b] — RTest une fonction non triviale intégrable au sens de Lebesgue.

Théoréeme 4.1.3
Supposons qu’il existe deux constantes positives ro > r1 > 0 telles que les hypotheses (H1) et
(H2) sont vérifiés. Alors le probleme aux limites fractionnaire (.10) a au moins une solution

positive non triviale y dans X telle que r1 < ||y|| < r».

Concernant la preuve du Théoreme nous utilisons le Théoréeme|[I.1.14] de Kras-

nosels’kii sur le cone K donné par

Ki={yeX:y(t)>0,a<t<b}.

Preuve du Théoréme En utilisant le Théoréme de Arzela—Ascoli, nous montrons

que l'opérateur T : K — K est complétement continu. Soit,

;= {yeK: |yl <r}.

De (H1) et al’aide du LemmeW4.1.2, on a pour ¢ € [2“T+b,2b3—_“} ety € KNoy

v
<2 *
Se— .
P!
—~
N
w
N—
<
—~
©w
S~—r
BN
—~~
w
N—
2
w
=~
—_

G(s,5)p(s)q(s)ds | r1=|lyl-

Y
=< *
\w‘

Par conséquent, on obtient || Ty|| > ||y|| pour y € KN 9€);. Maintenant, nous prouvons

que ||Ty|| < ||y|| pour tout y € KN oy. De (H2), il en résulte que
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b
| Ty = max /G (y(s))ds < (/G(SIS)q(S)ds) r2 = |yl

pour y € KN 0J()y. Ainsi, d’apres le Théoreme|1.1.14} on conclut que I'opérateur T
défini par (.14) a un point fixe dans K N (0, \ ;). Par conséquent, le probléme aux
limites fractionnaire (4.10) a au moins une solution positive non triviale y dans X

telle que r1 < |ly|| < 2. O

Exemple 4.1.4. Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :

D32y 4+t =0, 0<t<l,
{O 4 (4.15)

y(0) =y(1) =0.

D’abord, on calcule les valeurs de y et '5)5/ Ici,

i
o(s) = ys(=s)

E, S € [)L,l),

ou A ~ 0.64645. Donc, on obtient

7y~ 26.459 et y ~ 4.514. (4.16)

On choisit r; = 21—7 et r, = 1. Alors on obtient

*

L. f(y)=e/ >9ri poury € [0, 2]
2. f(y)=¢e¥ <qrypoury € [0,1].

Par conséquent, de Théoréme le probleme (4.15) admet au moins une solution

positive non triviale y dans X telle que 5 < ||y|| < 1.

4.2 Généralisation de 'inégalité de Lyapunov

Le resultat suivant généralise le Théoreme : en choisissant f(y) = y dans le
Théoreme l'inégalité se réduit & (4.4). Notons que f € C(R4,Ry) est une

fonction concave et non décroissante.
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Théoreme 4.2.1
Soit q une fonction réelle non triviale intégrable ( au sens Lebesgue). Supposons que
f € C(R4,R4) est une fonction concave non décroissante. Si le probleme aux limites

fractionnaire (4.10) a une solution non triviale y, alors

b a—1
/ |q(t)|dt > (b4_ a)l;f"j}’gn), (4.17)

a

0ll 1] = maXe g5 Y(t)-
Preuve. Nous commencons en utilisant le Lemme On a
b
y(8)] < /G(t/S) 19(s)[ f(y(s))ds
a

b
Iyl < [Glss)la(s)l Fly(s))ds

041
= 4w1r /’ 1

En utilisant I'inégalité de Jensen (2.17)) , et en tenant compte du fait quef est concave

et non décroissante, nous obtenons

(—aalnwL/m
<
vl T |mu

(b—a)*lall,
4:0(711—‘(06) f(ﬂ)/
Ol 17 = MaXe[qp Y(t). Ainsi,
b 41T (a)y
s)|ds > .
s> i
Ceci conclut la preuve. O

Corollaire 4.2.2

Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :
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{ Diy+q(t)f(y)=0, a<t<b,

y(a) =y(b) =0,
oit f € C (R4, Ry) est une fonction concave non décroissante et q € L([a,b],IR%.). S'il existe
deux constantes positives ry > r1 > 0 telles que f(y) > ;rl poury € [0,r1] et f(y) < yrp
pour y € [0,r3], alors

b
45717 (a)r
[0 > Gy

a

Exemple 4.2.3. considérons le problémes aux limites fractionnaire suivant :

oD¥ 2y 4 tin(24+y) =0, 0<t<1,
y(0) =y(1)=0.

Nous avons

(i) f(y) =In(2+y) : Ry — R est continue, concave et non décroissante ;

(ii) q(t) =t:[0,1] = R4 est une fonction intégrable au sens Lebesgue avec ||g||; =
1>0.

Nous avons calculé les valeurs -y et j)</ dans (4.16). Choisissantry =1/40etr; =1, on

obtient

1. fly)=In(2+y) > j?rl pour y € [0,1/40];
2. f(y)

In(2 4+ y) < 7rp poury € [0,1].

Par conséquent, d’apres le Corollaire on obtient

1

41T (a)ry L

t)dt > ~ 4.0334 x 10 ~.
O/q( ) (b—a)*~1f(r)

Ceci explique le Corollaire



Conclusion générale

Le calcul fractionnaire est devenu un outil tres efficace pour modéliser quelques
phénomenes en biologie, en mécanique...etc. D’un point vue mathématique I'opé-
rateur fractionnaire est une équation intégrale avec noyau faiblement singulier qui
répresente un certain retard (convolution). Dans ce travail, on a essayé d’étudier
I'existence de la solution de quelques équations fractionnaires ( equations d’oscil-
lation et de relaxation) ; I’analyse est faite par la méthode du point fixe en utilisant
’analyse non linéaire. La résolution des équations fractionnaires abordées est basée
sur la transformée de Laplace en inversant I'équation différentielle fractionnaire vers
une équation intégrale pour permettre 1’application de la technique de point fixe. Les

résultats obtenus ont fait I'objet de publications [5-8] et une autre soumise.

Les équations étudiées ici peuvent etre généralisées. Les théorémes d’existence obte-
nus sont locaux ( la solution est définie sur un intervalle fini). Il reste a considérer le

cas d'un intervalle du type [0, c0).

Notons aussi que 1’analyse présentée dans cette these peut etre appliqué avec cer-

taines modifications pour le cas d’equations aux dérivée partielles fractionnaires

Beaucoup de chercheurs ont consideré l'existence, la non existence et la stablité de

I'équation :

D*u = f(t,u,Au),

avec A un opérateur d’ordre fractionnaire. A chaque cas, ils établissent la solution
avec une méthode appropriée et dans l'espace le plus adéquat, voir par exemple
[21]. I1 serait intéressant de regarder nos équations de relaxation et d’oscillation en

ajoutant le terme Au.
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