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Notations et Abréviations

(Q, A,IP) : espace probabilisé.

P : mesure de probabilité.

P(A) : probabilité de I'événement A.

N : ensemble de tous les entiers.

R : ensemble de tous les nombres réels.

R, : ensemble de tous les nombres réels non négatifs.
R?% : ensemble de tous les nombres réels positifs.
v.a : variable aléatoire.

f.d.r : fonction de répartition.

1.2.d : indépendantes et identiquement distribuées.
T.C.L : théoréme central limite.

I4 : fonction indicatrice de 'ensemble A.

N : loi normale.

|z| : valeur absolue de z.

x Ay : minimum de z et y.

L .
— : convergence en loi.



5. convergence en probabilité.
p.s : présque strement.
O(.) : grand O.

o(.) : petit o.



Introduction Générale

L’estimation non paramétrique est une méthode trés attrayante et efficace pour obtenir
des propriétés ayant des aspects généraux d’une courbe (régression, densité, etc.). L'une des
principales méthodes utilisées dans ce domaine est celle de I'estimation & noyau (voir Silverman
[34] sur Pestimation non paramétrique de la densité, ou Hérdle [15] et Miiller [26] au sujet de
la régression). L’estimation des fonctions de densité de probabilité avec la méthode du noyau
a connu un succés remarquable en raison de sa facilité d’interprétation et de visualisation,
alors que 'estimation des dérivées de la fonction de densité a recu moins d’attention. En effet,
il s’agit d’un probléme théorique plus difficile qui posséde des applications intéressantes.

Dans le domaine de I'estimation d’une densité, il y a certains aspects importants tels que
I’'approximation du mode, des points d’inflexion et la détermination du paramétre de lissage
optimal (celui-ci dépend de la dérivée seconde). Pour cette raison, il est d’'un grand intérét
d’estimer non seulement la densité elle-méme, mais aussi les dérivées successives de la fonction
de densité. Il en est ainsi pour des raisons théoriques et pratiques (voir, par exemple, Hilden-
brand et Hildenbrand [13]). L’estimation des dérivées de la fonction de densité est délaissée
dans la littérature, c’est ainsi qu’il y a eu trés peu de tentatives pour explorer les applications
des estimateurs des dérivées de la densité a des problémes statistiques (voir, par exemple,
Singh [36]). Rosenblatt [29], introduisant le concept de l'estimation par la méthode du noyau,
a souligné qu’un estimateur de la densité ne peut pas étre sans biais. Parzen [28] et Bartlett
[2] suggérent que le biais de ces estimateurs peut étre réduit. Singh [35] expose explicitement
les estimateurs de la riéme dérivée d’une densité qui permettent d’atteindre un taux minimal
asymptotique de 'erreur quadratique moyenne, tout en améliorant des estimateurs proposés
par Bhattacharya [3], Schwartz [42] et Schuster |31]. Pour toutes ces raisons, nous proposons
un estimateur des dérivées de la fonction de densité dans le cas de données incomplétes (cen-
sure droite), pour lequel, nous établissons des résultats de convergence uniforme présque sire

avec vitesse.

Le mémoire est organisé comme suit :



Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous rappelons les notions de base et les concepts mathé-
matiques nécessaires a I’estimation non paramétriques d’une fonction de densité de probabilité
dans un modéle complet, avec des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées.

Chapitre 2 : Ce chapitre traite les notions de I'analyse des données de survie et les don-
nées censurées, ol nous nous somies intéressées au cas de censure aléatoire a droite avec
I’hypothése d’indépendance des durées de survie et les variables de censure. Nous étudions
Iestimateur non paramétrique de la fonction de survie, en particulier 'estimateur de Kaplan-
Meier, et nous abordons ’estimation non paramétrique d’une densité de probabilité dans un

modeéle censuré en utilisant la théorie des martingales.

Chapitre 3 : Ce chapitre est consacré a 'étude de 'estimateur & noyau (de type Parzen-
Rosenblatt ; Parzen (1962), Rosenblatt (1956)) pour les dérivées de la densité, ot nous four-
nissons les résultats de la convergence uniforme ainsi que les expressions du biais et de la

variance pour cet estimateur.

Chapitre 4 : Nous présentons dans cet avant dernier chapitre, des résultats portant sur

un estimateur non paramétrique des dérivées de la densité pour des données censurées.

Chapitre 5 : Ce chapitre comporte deux parties. La premiére partie présente briévement
les techniques dites de seléction du paramétre de lissage et expose les fondements des mé-
thodes de validation croisée. La seconde partie est consacrée aux simulations numériques et a

I’analyse des résultats obtenues. .

Nous terminons le mémoire par un rappel des résultats obtenues sous forme de conclusion,

suivie de quelques perspectives.

Mots-clefs : consistance forte, estimateur a noyau, dérivées de la densité, données censu-
rées, censure & droite, estimateur de Kaplan Meier, estimation non paramétrique, analyse de

survie, tauxr de convergence, validation croisée, parametre de lissage.



Chapitre 1

Introduction a I’Estimation Non

Paramétrique

1.1 Estimation non paramétrique d’une fonction de répar-
tition
1.1.1 La fonction de répartition empirique

Soit (2, A, IP) un espace de probabilité. Soit X une v.a positive de f.d.r F' supposée incon-
nue, avec F(z) = P(X < z). Soit Xj, Xy, ..., X,, un échantillon i.i.d. de F et X1y < X(9) <
... < X() les observations ordonnées. Un bon estimateur pour I est la fonction de répartition

empirique, notée F;,, et définie par
Fo(x) nombre d'observations < x
€Tr) =
" n
C#{i X <2}

n

1 n
”Zl {Xi <z}

1 n
Z;;I{Xa) <z}

six < X(1)

e}

si X(k) <z < X(k+1) k= 1,....n—1
six Z X(n).

= 3=
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Propriétés 1.1. — Biais de l’estimateur F,(x)

B{F()} == Y B{I{X; S 2}} =P{X < 2} = F(2)

Done, pour tout point z, F,(x) est un estimateur sans biais de F(x).
— Variance de Uestimateur F,(x)

Pour tout x, la variance de l'estimateur F,(x) est donnée par :

Var{F,(x)} = F(z) (1 - F(z)) .

La lot des grands nombres donne

Ve e R: F,(x) £ F(z),si n — oo.
— Le théoréme central-limite donne

VnF(z)(1 - F(z))

= Vn(F,(z) — F(z)) 5 N(0, F(z)(1 - F(x)))

L N, 1)

— La distance de Kolmogorov-Smirnov est définie par
sup | F(z) — F(z)|

1.1.2 La fonction quantile empirique

Le p éme quantile (ou quantile d’ordre p) de la population F~*(p) = inf {z : F(z) > p}0 <
p < 1 peut étre estimé par F,'(p) = inf {z : F,(z) > p}, le p éme quantile de la fonction de

répartition empirique.

1.2 Estimation non paramétrique d’une fonction densité
de probabilité

Nous allons décrire dans cette section quelques méthodes importantes d’estimation non—

parameétrique d’une densité, en se basant sur les observations X, ..., X,,.
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1.2.1 Histogramme de densité

Il s’agit de l'estimateur le plus simple. Cet estimateur n’est pas congu pour les variables
aléatoires continues mais discrétes.
On choisi un point d’origine ty et une longueur de classe h (h > 0). Les classes sont définies
par :
By = [tg,tis1], k € Z (la k éme classe)

Avec
tk+1:tk+h, kEZ

Un estimateur de f est donné par
~ 1 , . X
fu(z) = —h# {i : X; est dans la classe qui contient z}
n
Si nous notons le nombre d’observations dans une classe By par vg, I'estimateur du type
histogramme de densité s’écrit de la fagon suivante :

-~ (3 1 -
fu(x) = = Z‘[[tk7tk+l[(Xi) pour z € By.
i=1

— L’histogramme de densité est un estimateur trés élémentaire, il s’agit d’une fréquence
relative locale selon une fenétre rectangulaire, mais peut quand méme déja donner une
premiére idée assez bonne de la forme de la densité f. Par contre, si on voulait utiliser
cet estimateur dans d’autres analyses statistiques (comme par exemple I'analyse dis-
criminante, l'estimation d’un taux de hasard, etc) il vaudrait mieux démarrer avec un
estimateur plus précis.

— L’histogramme de densité est une fonction étagée, et donc discontinue.

— L’estimateur fH dépend de deux parameétres : le point d’origine ¢, et la largeur de classe

h. Ces deux parameétres peuvent avoir une influence importante sur ’histogramme.

1.2.2 Estimateur simple

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition

F (si cette dérivée existe). On peut donc écrire

.. Flx+h)—-F(x—h)
f(z) = lim 2
_ <
o Pli-h<X<oth)
h—0 2h
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Un estimateur de f(z) est alors

i#{z’:x—h<Xi§x+h}
2h n

1 n
5 ;ll{x h<X;<xz+h}

1 © r—X;
-~ N rd-1< 14
T 2 { =T © }

i=1

fla) =

Notons que cet estimateur peut encore s’écrire comme

n

=335 (5 (1)

12 siye[-11] . I
w(y) = , la densité de probabilité uniforme sur[—1, 1[.
0 sinon

Propriétés 1.2. Remarquons que

o) = Fo.(x+ h)Q—th(x —h)

Avec F, la fonction de répartition empirique. Le parametre de lissage h dépend de la taille de
[’échantillon n, c¢’est-a-dire h = h,,.
Nous savons que
nF,(x) = Z] {X; <z} — Bin(n, F(z))
i=1
Et

-~

2nh, f(x) = nF,(x + h,) — nF,(x — h,) — Bin (n, F(z + h,) — F(x — hy,))
= £{2nh, ()} = nlF(x + hy) ~ Pz~ hy)

= B{f0)} = i[F(J; ) = Flz = hy)].

Pour la variance nous trouvons :

Var {2nhnf(x)} — n[F(z + hy) — F(z — B[l — F(a + h) + F(z — hy)]
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= Var{f(a;)} = 1o [F(z 4+ h,) — F(x — hy)][1 = F(x 4+ h,) + F(z — hy,)].

Remarquons que st n — oo et h, — 0, alors
~ ~ 1
E {f(x)} — f(x) et nh,.Var {f($)} — §f(x)
Le risque quadratique moyen de lestimateur ]?(x) de f(z) est donné par

2{f@) - 1@} = E{fw) - B {fw} + E{Fn)} - 1)}
—var {Jw)} + [2{Fw)} - 1]’
—Var { f(a) } + | Biais { A(:c)}r .
Done, si hy, — 0 et nhy, — 00 quand n — 00, on a

E {f(x) — f(x)}2 — 0 pour tout point .

L’estimateur simple f(:p) est alors un estimateur consistent de f(x).

Remarque 1.1. — On n'a plus le probléme du choiz d’un point d’origine (un point tg)
comme dans le cas d’un histogramme de densité.

— L’estimateur
—~ 1 n
flz) = thZI{x—h<X <z+h}= hn;[{Xi—h§x<Xi+h}

est une fonction discontinue, avec des discontinuités aux points X;h, et constante entre

ces points.

1.2.3 Estimateur & noyau

Il s’agit de 'estimateur le plus populaire. Il est adapté aux variables aléatoires continues
(mais surtout pas aux v.a discrétes). L'estimateur simple (1.1) peut étre généralisé en rem-
plagant la fonction de poids w(.) (la densité de probabilité uniforme) par une fonction de
poids plus générale K (par exemple une densité de probabilité quelconque). Ceci résulte en

I'estimateur de Parzen-Rosenblatt suivant :
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Floy = [ (551 ar
- (55),

ot K est appelé fonction de poids (weight function) ou noyau (kernel function), et h est

(1.2)

appelé paramétre de lissage (smoothing parameter) ou fenétre (window width).
Selon cette définition, toute fonction K peut servir comme noyau d’estimation d’une den-
sité f.
Les noyaux les plus couramment utilisés en pratique sont :
- Le noyau rectangulaire (noyau de Rosenblatt) :
1

K(u) = 51[,171}(111)

- Le noyau triangulaire :

K(u) = (1 = [u])1-11(w)

- Le noyau d’Epanechnikov :

- Le noyau gaussien :

Propriétés 1.3. — Les fonctions noyauz sont symétriques par rapport & l'aze O,,

fj;o K(u)du=1 et K(u) > 0.

— L’estimateur par noyau est une fonction de densité.

- fA a les mémes propriétés de continuité et de différentiabilité que K :
St K est continue, fsem une fonction continue.
St K est différentiable, fsem une fonction différentiable.
S1 K peut prendre des valeurs négatives, alors fpourm aussi prendre des valeurs néga-
tives.

— Au contraire de Uhistogramme, [’estimateur par noyauzx ne dépend pas d’un origine.

— S la largeur de bande h et la fonction noyau sont connues préalablement, ’estimateur

par noyau appliqué a un jeu de données est unique, et dépend de h et K.
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1.2.3.1 Expressions du biais et de la variance

Considérons 'estimateur a noyau

=358 (5)
) = (1.3)
= EZKh(x — X)),

ol nous avons introduit la notation Kj(.) = + K (;) pour une version transformée de K.

La moyenne de I'estimateur & noyau peut étre écrite comme suit :

B{f@)} = B{Ki(a - X))

(1.4)
= /Kh(ﬂ? —y)f(y)dy,

car les X; sont identiquement distribuées.

La convolution entre deux fonctions f et g est définie par
(f *g)(x) = /f(ar —y)g(y)dy.

E{f@) = f@)} = (Enx ) —f(@) (15)
version lissée de f

La variance de ’estimateur a noyau peut étre écrite comme suit :

Var {f(x)} = %Var {Kn(x — X)}
— M BR2 - X) - [BKu(x - X))

n

(1.6)

En utilisant 'equation (1.4)

~ 1
Var {f(a)} = ~ {(K3 @) = (K @)} (1.7)
L’erreur quadratique moyenne (Mean squared error, M SE) de 'estimateur & noyau est

donnée par :
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= Var {F@)} + {EF@)] - f@0)} (1.8)

=Var { A(x)} + [Bz'az's( (x))}2 :

En utilisant les équations (1.5) et (1.7), nous avons

MSE{F) = L {7 * £)(@) — (i f7(@)} + {(Fiox D)~ (@)

1

X (1.9)
L+ (1——) (K (@) — 2En = (@) f(x) + ().

n

L’expression exacte de l'erreur quadratique moyenne intégrée (Mean Integrated Squared
Error, MISE = IMSE) peut étre obtenue a partir de

MISE /MSE

et est égale a

MISE /{Kh*f — (K * f)? }dm—i—/{Kh*f z) — f(z)} dx
(1.10)

wise {fo)} =+ [z ne dos (1= 1) [ P do=2 [ (R (@) 0) do

Comme
/(Ks*f)(a:) _/'112{/K2 ($;y> Iy )dy} da
//K2 (@ — uh) du dx, avch:x;y
_E/KQ {/fx—uh d;p}du
:%/W(u)du,
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Nous trouvons

MISE {f(m)} - %/KQ(U) du + (1 - %) /(Kh « £)2(z) dz — 2/(Kh « £)(z)f(z) do

+/f2(:c) dx.

Malgré le fait qu’'on ait des expressions exactes pour MSE{f(:U)} et MISE {]?(x)},
ces expressions ne sont pas trés attrayantes, car elles dépendent de maniére trés complexe
du paramétre de lissage h. Pour cette raison on cherche des expressions asymptotiques qui

pourraient dépendre de A de maniére plus simple.

1.2.3.2 Expressions asymptotiques du biais et de la variance

~

Une approximation asymptotique de I'espérance de 'estimateur f(x) est donnée sous les

conditions suivantes sur f, h et K)
1. La dérivée seconde f”(z) est continue, de carré intégrable.

2. lim, ,oo h =0 et lim,,_,.o nh = 0;

3. Pour que f(z) soit une densité, on suppose que K (u) > 0 et [ K(u)du = 1. La fonction
noyau est supposée étre symeétrique autour de zéro, i.e, [uk(u)du = 0, et posséde un

moment d’ordre 2 fini, i.e, [u*k(u)du < co.

E{f(:c)} = /Kh(a: —y)f(y) dy

En utilisant I’équation (1.4) et un changement de variable, nous avons

E{fA(x)} :/K(u)f(x—uh) du, avec u = x_;y’ du = —% dy

En utilisant un développement de Taylor, nous avons

E {f(x)} - /K(u) [f(x) — f(x)uh + %f"(a:)thz + } du (1.11)

E{f(m)} - f(:p)/K(u) du—f’(w)h/K(u)u du+%f”(x)h2/K(u)u2 du+ o(h?). (1.12)
D’aprés 'hypothése (3), le noyau K satisfait

K >0, /K(u)du-l, /K(u)udu-O, 0<u2—/K(u)u2du<oo.
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Alors
- 1
E{f(x)y — flz) ==f"(2)h? | K(u)u?® du+ o(h*
[fw} - 1) f()/() (1) s
= L) + o)
Comime ~ .

Vw{ﬂ }:ﬁ{EKﬁx—Xy—WKﬂx—XW}

Et

EKj(z - X hQ/KQ( ) fly) dy
:E/KQ(u)f(x—uh) du, avecu:x—;y

1
=5 / K*(u) [f(x) — f'(x)hu + ...] du, par le développement de Taylor

_ %f(;g)/f(?(u) du f’(x)/K2(u)u du + o(1)

Nous trouvons que

Var { )} = —f /KQ ) du+o (nlh) (1.14)

Nous avons donc établi que
~ 1
Bz’ais{ (@} = 31" (@)sh? + ofh?)

Var {f(x)} _ %f(x)R(K) +o (%) (1.15)

Ou pg = [ K(u)u? du et R(g) = [ g*(u) du pour une fonction g de carré intégrable.
En se basant sur ’hypothése ( ), NOUS avons
Si h=h, — 0 quand n — oo, alors

Biais {f(a:)} — 0 quand n — oo.
Si h=h, — 0 et nh, — oo, alors

~

Var{ (a:)} — 0 quand n — oo.
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Remarquons que
Si h décroit alors le (biais)? décroit et la variance croit.
Si h augmente alors le (biais)? croit et la variance décroit.
Il faut donc essayer de choisir un h qui fasse un compromis entre le (biais)? et la variance.
Les expressions asymptotiques du biais et de la variance nous permettent de trouver des
expressions asymptotiques pour la MSFE et la MISE.

Ces expressions ont été obtenues sous la condition (3) sur K et en supposant que la densité
de probabilité f avait toutes les dérivées (continues) nécessaires.

A partir de ’équation (1.15) on peut obtenir facilement les approximations asymptotiques
suivantes pour la MSFE et la MISE.

MSE {fn(:p)} - ihmg (@) + n—lhf(x)R(K) +o (h4 + n—1h> (1.16)
MISE{Fu(r)} = 33 / @) dot —R(K) 40 (h4 + n—lh) RN RYe

sous des conditions appropriées d’intégrabilité de f et ses dérivées.

On note 'approximation asymptotique de la M SE par

1

AMSE{Jn)} = hd (/@) + - f)R(K) (1.18)

et 'approximation asymptotique de la MISFE par

1

1
; R(K) (1.19)

AMISE {fn(.)} WBR(f") + —

1.2.3.3 Avantage de ’estimateur & noyau

L’estimateur a noyau :

- A une forme flexible

- Réduit les inconvénients de I’histogramme (disparité des observations, tracé de la courbe...)

- S’écrit de maniére simple et conviviale

- Ne dépend que de la largeur de bande et de la fonction noyau

- Meilleur prise en compte de la contribution des observations situées dans le voisinage
d’un point x

- Posséde un biais qui converge plus rapidement que celui de I'histogramme
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1.2.3.4 Choix théoriques optimaux du paramétre de lissage

Pour le paramétre de lissage on fait la distinction entre h paramétre de lissage constant
(ou global), et h(x) paramétre de lissage variable (local).

Ces choix différents du paramétre de lissage résultent en les estimateurs a noyau suivants :

R =13 (S5

~ I~ 1 - X;
nL(r) = — K
Fale) =5 2 5 ()
Nous allons décrire des choix théoriques optimaux des paramétres de lissage h et h(z).
Un critére approprié pour sélectionner un paramétre de lissage constant h est la MISE.
Le parameétre de lissage optimal est la valeur de h qui minimise la M ISE. Notons cette valeur

par harrse-
Une approximation asymptotique de hp;rsg est donnée par hayrse, la valeur de h qui

minimise AMISE {ﬁ()}
Il est facile de vérifier a partir de (1.5) que

R(K) }1/5 »
e {M%R(f”)
Et , { R(K) }1/5 s
N n-/°,
MISET BR(F7)
c’est-a-dire
I hyise
im ——= =1

n—oo hAMISE

Remarquons que si f montre des changements rapides, alors R(f”) sera grand, et hayrse
sera petit.

Un critére approprié pour sélectionner un paramétre de lissage variable (local) h(x) est la
mesure de performance locale MSE f,, ().

Nous introduisons les notations suivantes :
hyse = arg mhin MSEf, 1(x)

Et
hayvise = arg mhin AMSEﬁ%L(x).
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sous condition que f”(x) # 0.

Les choix hayrse et haymse(x) sont des choix théoriques, qui ne sont pas utilisables en
pratique car ils dépendent des quantités inconnues f et f”.

En substituant h4y79r dans expression de ’AMISE, on montre que pour I'estimateur a
noyau

ns AMISEf,, .. .. = O(1)

Alors que pour I'histogramme, nous avons :

niAMISEfu, . en = O(1)

Nous remarquons ainsi que la vitesse de convergence de 'estimateur a noyau est supérieur

a celle de ’histogramme.



Chapitre 2

Données Censurées

2.1 Introduction

L’analyse de survie est un domaine de la statistique qui a pour objet ’étude de la durée
qui s’écoule entre un temps d’origine et un certain événement d’intérét. L’événement typique

—qui donne son nom a la discipline— est le décés.

! !

Toutefois, les méthodes qui se regroupent sous le terme de " analyse de survie " peuvent
étre (et ont été) appliquées a I’étude de toute une variété d’événements, comme par exemple
I'occurrence d’une maladie et sa récurrence, le décés aprés une intervention chirurgicale (bio-

statistique), la naissance d’un enfant (sciences sociales), la panne d’une machine (ingénierie).

La variable d’intérét en analyse de survie est donc le temps. 11 s’agit d’une variable toujours

positive et d’habitude continue.

La principale source de difficulté dans I'analyse des durées de vie, et pour diverses raisons,
est la présence de données incomplétes pour lesquelles la variable d’intérét n’est pas compléte-
ment observée pour toutes les données de ’échantillon. Nous présentons dans ce qui suit deux

cas de données incomplétes : celles censurées et celle tronquées.

2.1.1 Les données tronquées

Il existe plusieurs types de troncature dont la troncature a gauche , la troncature a droite

et la troncature par intervalle.

18
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2.1.1.1 La troncature a gauche

Soit X la variable d’intérét, et soit 1" une variable aléatoire indépendante de X. On dit
qu’il y a troncature & gauche lorsque X n’est observable que si X > T'. On observe le couple
(X,T), avec X >T.

2.1.1.2 La troncature a droite

De méme, il y a troncature a droite lorsque X n’est observable que si X < T

2.1.1.3 La troncature par intervalle

Quand une durée est tronquée a droite et & gauche, on dit qu’elle est tronquée par intervalle.

Lyndell-Bell [23| proposa une estimation non paramétrique de la f.d.r de X et Woodroofe

|44] posa le cadre de 'estimation dans le modéle de troncature.

2.1.2 Les données censurées

Par définition, le temps de survie d’un individu est dit censuré, lorsque sa valeur exacte
n’est pas observée ; seules des bornes supérieures ou inférieures pour cette valeur sont dispo-

nibles.

La censure peut se manifester pour différentes raisons : I’événement d’intérét n’est pas
survenu au moment de ’analyse, un sujet peut étre perdu de vue avant d’avoir expérimenté
I’événement d’intérét, un événement concurrent peut étre survenu avant I’événement d’intérét,

un sujet peut étre exclu de I’étude sans avoir expérimenté 1’événement d’intérét, etc.

Il existe plusieurs types de censure dont la censure & droite, la censure a gauche et la

censure par intervalle.

2.1.2.1 Censure a droite

Une durée de vie est dite censurée a droite si 'individu n’a pas encore subi ’événement
lors de sa derniére observation. Dans ce cas, les durées de vie ne sont pas toutes observées. La
seule information dont on dispose est que ces durées sont supérieures a une certaine valeur.

En d’autres mots, il ya une borne inférieur pour la durée de vie.
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On distingue trois types de censure a droite :

Censure de type I : fixée

Soit, C' une valeur fixée, au lieu d’observer les variables X, X5, ...X,, qui nous intéressent,
on n’observe X; uniquement que lorsque X; < C, sinon on sait uniquement que X; > C. On

observe donc une variable Z; telle que Z; = min (X, C).

Censure de type II : Attente (jusqu’au k-iéme décés)

On observe les durées de vie de n patients jusqu’a ce que k d’entres eux soient décédés et
d’arréter I’étude & ce moment. Si on ordonne les durées Y7, Y5, ...Y,,, on obtient les statistiques
d’ordre X (1), X(2),...X(n). La date de la censure est alors X et on observe Z) = Xy, Z(2) =
X@)y s 2y = Xy L) = Xw)s o0 Zn) = Xk

Censure de type III : aléatoire

On associe a chaque patient 7, non seulement son temps de survie X; mais aussi son temps
de censure C;. Ce temps de censure sera propre a chaque patient et peut-étre da a plusieurs
raison dont :

- Perte de vue : le patient ne revient plus dans I’étude.

- Arrét du traitement : il peut y avoir des effets secondaires si désastreux pour le patient

qu’on est obligé d’arréter le traitement.

- Fin de I’étude : I'étude se termine alors que certains patients sont toujours vivants.

Ce qu’on observe alors c’est le couple (Z;,0;) ot Z; = min (X;, C;) et 6; = Iix,<c,) (Uindi-

catrice de non censure).

2.1.2.2 Censure a gauche

La censure a gauche correspond au cas ol 'individu a déja subi I’événement avant qu’on ne
I'observe. Dans ce cas, la seule information dont on dispose est que ces durées sont inférieures
a une certaine valeur. En d’autres mots, il ya une borne supérieur pour la durée de vie. Pour

chaque individu, on peut associer un couple de variables aléatoires (Z,0) :
Z =XV C(C=max(X,C), § =Lix=cy.

On suppose que la censure C' est indépendante de X.
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2.1.2.3 Censure par intervalle

Une date est censurée par intervalle si au lieu d’observer avec certitude le temps de 1’événe-

ment, la seule information connue est un intervalle de temps contenant la durée de survie. En

général, la censure par intervalle intervient lorsque les sujets sont suivis de maniére discontinue.

Seule la censure a droite peut étre considérée pour I'application des méthodes présentées

dans ce mémoire.

2.1.3 Fonctions associées aux distributions de survie

On indique avec X (X > 0), la variable aléatoire qui représente la durée de vie d’une unité

dans une expérience. On se limite au cas d’une variable X continue.

La loi de probabilité de X peut étre caractérisée par plusieurs fonctions qui sont, en fait,

interreliées, car la connaissance d’une seule est suffisante pour dériver les autres.

a)

b)

La fonction de densité

La fonction de densité de probabilité de X, notée f(t), est définie par :

Pt < X <t+dt)
t)=1li =
/0= s, i
La fonction de répartition

La fonction de répartition, notée F(t), est définie comme la probabilité de décéder entre
Oett:

F()=P(X <t) = /Ot F(u)du

La fonction de répartition F'(t) est croissante et telle que limy; o+ F'(t) = 0 et limy_,o, F(t) =
1.
La fonction de survie

La fonction de survie, notée S(t), est définie comme la probabilité de survive jusqu’a un

certain temps ¢ :
S(t)=P(X >t)=1-F(t)

De plus, si la dérivée de S(t) existe, la densité f(t) de la variable aléatoire X est estimée
comme le rapport entre les individus décédés dans l'intervalle et la largeur de I'intervalle.

Ainsi, la fonction de survie est l'intégrale de la fonction de densité f(¢) :

st = [
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Done, f(t) = _d;(t).
La fonction de survie S(t) est décroissante et telle que lim;_,o+ S(t) = 1 et lim;_,o, S(t) =

0.

La fonction de risque

La fonction de risque, notée A(t), est définit comme la probabilité pour un sujet de

décéder au temps ¢ sachant que ce sujet est encore vivant juste avant ¢ :

< >
A = lim Pt < X <t+dt/X >t)
dt—0+ dt

Cette fonction est aussi appelée fonction de risque instantané de décés ou taux de panne,

taux de décés conditionnel ou force de mortalité.

Elle peut aussi s’écrire :

et on en déduit que

S() ::exp(—»jg Au)du)

La fonction de risque donne habituellement plus d’informations sur le mécanisme de
décés que la fonction de survie. C’est pourquoi cette fonction est souvent employée pour

résumer les données de survie.

La fonction de risque cumulé

La fonction de risque cumulé ou de hasard intégré, notée A(t), est définie par :

A®:AA@M:—Mﬂm

et son domaine se situe entre 0 et 'infini.

On peut déduire la fonction de survie du taux de hasard cumulé grace a la relation

S(t) = exp{—=A(t)}

Quelques quantités associées & la loi de survie

1.

Les quantiles de la durée de survie
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Pour 0 < p < 1, on définit le quantile ¢, et la fonction ¢ (p) p € (0,1) comme
t, =q(p) =inf{t: F(t) > p}.

Quand F'(t) est strictement croissante et continue alors
ty=q(p) = F (p),0<p<1l

Pour p fixé, le quantile ¢, est le temps auquel une proportion p de la population a disparu.

2. Moyenne et variance de la durée de survie
Le temps moyen de survie E(X) ainsi que sa variance V(X)) sont des quantités impor-

tantes :

B(X) = /0 " S()dt V(X) = 2 /0 TSyt — {B(X)Y.

La moyenne et la variance peuvent étre déduites de n’importe laquelle des cing fonctions

ci-dessus (F, S, f, A\, A), mais pas vice versa.

2.2 Estimation de la fonction de survie dans un modéle

complet

Nous avons déja vu, dans le chapitre précédent, que ﬁn(t) = % Yoiy Limy<yVt > 0 et comme
S(t) =1— F(t), alors :

~ 1 <&
Sn(t> =1- Fn(t) = E Z 1{T¢>t}
i=1

Propriétés 2.1. Absence de biais :
E(Sn(t)) = S(t)
Convergence uniforme présque siare (Glivenko-Cantelli) :

S.(t) = St)| — 0

n—oo

sup
teR

Normalité asymptotique :
Vi (8- 8) Hw
Ou W est un processus gaussien centré (pont Brownien) de fonction de var-cov :

p(s,t) = F(s) NF(t) — F(s)F(t).
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2.3 Estimation de la fonction de survie dans un modéle

censuré

Soit (€2, A,P) un espace de probabilité. Nous disposons de copies (X, C) ot X désigne la
v.a d’intérét. Celle-ci-étant interprétée comme une durée de survie, il est naturelle de supposer
qu’elle ne prend que des valeurs positives. Ici, on désigne par C' le temps (aléatoire) de censure.

Nous supposons l'indépendance entre X et C. L’échantillon observé est alors (Z;,6;), i =
1,...,n pour une taille d’échantillon n > 1, ou pour ¢ =1, ...,n,

Zi = X; A C;
(2.1)

0;i = H{XfSCi}

Iz désigne la fonction indicatrice de FE.

Au vu de (2.1), Z; s’interpréte comme le temps de participation (ou le temps de suivi) du
patient dans I’étude.

L’indicatrice 9; vaut 1 en ’abscence de censure, lorsque Z; = X;, et 0 autrement.

Pour ¢t € R, soient F(t) := P(X < t) et G(t) := P(C < t) les (versions continues a droite
des) fonctions de répartition de X et C.

L’hypothése d’indépendance entre X et C implique alors que

Ht) =P(Z<t)=1—-(1-Ft)(1—-G(t)).

2.3.1 Probléme d’identifiabilité dans le modéle de censure

Considérons le modéle de censure définit par (2.1). Si on connait la loi de 'observation de
7, cette derniére permet-elle d’identifier la loi exacte de la variable d’intérét X, en d’autre
terme, si I'on connaissait parfaitement la loi des observations, pourrait-on en déduire de ma-
niére unique la loi de X (par exemple, sa densité ou sa survie) 7. La réponse n’est pas toujours

positive, car le fait de disposer de données incomplétes entraine une perte d’information.

Dans le cas général, si durées et censures ne sont pas indépendantes, il n’est pas possible
d’identifier la loi de X a partir des observations. Par contre, lorsque les durées et les censures

sont indépendantes, 'identification est possible.

Pour toute fonction de répartition L, nous noterons 7, = sup {t : L(t) < 1}.
D’autre part L,(.) désignera un estimateur fonctionnel de L(.). Enfin, nous poserons L(.) =
1—L(.).
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Proposition 2.1. Dans le cas d’une censure a droite aléatoire C, si X et C sont indépendantes
de f.d.r F et G respectives et si Tp < T, alors la loi de X est identifiable a partir de la loi

des observations (Z;, ;).

Preuve. Supposons que ’on connaisse la loi de (Z;, ;). Notons F et G les fonctions de survie

respectives de X et C. Pour tout t on a
P(Z >t)=P(X >t)P(C >t)=F(t).G(t)
On identifie (et donc on connait) le produit F.G en tout t, par ailleurs, on connait la fonction
P(Z>t,6=1)=P(X >t X < C) = /00(1 — G(w)) f(w)du.
t

Ce qui permet d’identifier f.G puis A = f/F qui est la fonction de hasard.

2.3.2 Estimateur de Kaplan-Meier

Si 'on ne peut pas supposer a priori que la loi de la durée de survie obéit & un modéle
paramétrique, on peut estimer la fonction de survie S grace a plusieurs méthodes non para-
métrique dont la plus intéressante est celle de Kaplan-Meier [20] (aussi appelée méthode du
produit-limite).

On définit, au temps ¢, Uestimateur standard de Kaplan-Meier comme suit :

. M, .
SKM(t) = H(l — —) YVt < Z(l), SKM(t) = 1.
Z:<t R,

Les instants de discrétisation sont les instants, aléatoires, d’observations :
Z(O) =0< Z(l) <...< Z(n)

M; = nombres de morts a Z;
R; = nombres de sujets a risque & Z(;) (ni morts ni censuré juste avant Z;)

Remarquons que :
Mi=M(Z@) =) Tix, g1
i=1

R = R(Z) = ZH{ZPZW} - Z H{Za‘ézu—m} - Z H{Za‘zzm}'
j=1 j=1 j=1
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Expression en absence d’ex-aequos

Toujours vrai si les lois des pannes et censures sont continues :

. " i Yzi<t)
Seut =11 (1~ 245)

=1
_ PO
Pl n—i+1
{Z;<t}
Pl n—i+1
{Z;<t}

L’estimateur de Kaplan-Meier §KM(t) est une fonction en escalier décroissante, constante
par morceaux et continue a droite, qui ne saute qu’aux instants de temps morts réelles. En
I’absence de censure, elle est égale a la fonction de survie empirique.

L’estimateur de K M est I’estimateur du maximum de vraisemblance non-paramétrique de

la survie dans l'espace des fonctions des répartitions (de dimension infinie).

La méthode de Kaplan-Meier repose sur les principes suivant :

- Elle ne s’appuie sur aucun regroupement de données.

- les intervalles de temps sont déterminés a posteriori par les moments de décés observés :
les probabilités conditionnelles de survie entre deux dates de décés sont estimées
Une importante propriété de cet estimateur de la fonction de survie est qu’il est asymp-

totiquement distribué comme une loi normale de moyenne S(t).

Par ailleurs, la variance de 'estimateur de Kaplan-Meier pour chaque temps ¢ est estimée
par la formule de Greenwood,
N M.
~2 2 K3
o t)=2S t E —_—

Z@st
En I’absence d’ex-Aequos :

di
(n—i)(n—i+1)

3?{M(t> = g%(M(t) Z

Z@st

L’estimateur de Greenwood est un estimateur counsistent de la variance.
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2.4 Propriétés de 'estimateur de Kaplan-Meier

2.4.1 Cohérence

L’estimateur de Kaplan-Meier gKM(t) de la fonction de survie S est dit "cohérent” si,

pour tout t il vérifie

~ 1 [ & Sk (t)
Skm(t) = — Z Liz;>t + Z Lizi<tsi=0y " =————
N i=1 SKM(Zi)

La probabilité de décéder au-dela de la date ¢ est la somme des probabilités de n’étre
ni décédé, ni censuré a cette date et celle d’avoir été censuré avant la date t, et étre
toujours en vie en ¢, d’ou le terme %

L’estimateur de Kaplan-Meier est I’unique estimateur cohérent de la survie. En parti-
culier, lorsqu’il n’y a pas de censure, §KM(t) se réduit a 'estimateur non paramétrique

usuel de S : la fonction de répartition empirique.

2.4.2 Loi fortes

En analyse des données de survie, Skp(t) joue pour les données incomplétes le méme
role que la fonction de répartition empirique pour les données classiques. C’est ainsi qu’il

posséde beaucoup de propriétés analogues a celles de la fonction de répartition empirique.

Rappelons qu’on se place toujours dans le cadre de la censure aléatoire droite, et que
H, la survie des obsevations Z, vérifie H = S.G (G survie de la censure droite C). soit
A Tensemble des atomes de Z, i.e. I'ensemble des points de discontinuités de H. Soit
Ty = inf {x >0/H(z)=0cR=RU —i—oo} la borne supérieure du support de H, et on
notera AS(a) = S(a) — S(a—) le saut éventuel de S en a. Alors,

Théoréme 2.1 (Stute [41]). Si S et G n'ont pas de discontinuité en commun, pour toute

fonction mesurable ¢ telle que [ |¢|dS < 0o, on a presque sirement et dans L' (R)

lim [ 6dSya = / o S+ Y A ()

n—oo
a€A

= /< ¢(x)S(dx) + Liryeay o (1) AS(TH),

et le dernier terme est nul st Tp = +00.
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Notons que lorsqu’il existe des discontinuités communes & S et (G, on ne peut pas estimer

ces distributions, sans hypothéses supplémentaires.

Remarque 2.1. S’il n’y a pas de censure (ou plus exactement quand la censure est portée

"o Uinfini", telle une masse de Dirac en un point ty qui tend vers +00), on retrouve le

/gdenT:O/gzﬁdS,

presque strement et dans L'. Mais il est remarquable que cette formule reste "quasiment

résultat classique

vraie” sur données censurées; en particulier, St S est continue en Ty,

n—00 x<TH

/ ¢ Swar(dt) — ¢ S(dt) = / ) ¢ S(dt).

Précisons la notation f ¢ dSk v, avec les notations précédentes,

k
/cb dSicn =Y ¢ (Z)) ASkur (Z)
=1

ASir (Z) = Skm (Zw) — Skm (Z@) = _% Sicar (Z@) '

On en déduit un estimateur de la durée de vie moyenne lorsque les données sont censu-

rées.

Corollaire 2.1 (Fermanian [12]). Si S et G n'ont pas de disconinuité commune, et si
[ x| S(dx) < oo, on a alors presque sirement et dans L'

Ea

Sk M

(X —t/X > t] = Sich, () /too(u — ) Sge s (du)

N Es [1{X<TH}(X —t)/X > t} si AS(tg) <0 (mais alors G(ty—) = 0)
no0 | Bg [1px<r ) (X —1)/X > t]  sinon

On a également 1’équivalent du théoréme de Glivenko-Cantelli lorsque les données sont

censurées.

Théoréme 2.2 (Fermanian|[12]). Si S et G n'ont pas de discontinuité en commun, on

a presque sirement

-~ ~

sup SKM(t) —S(t) — 0.

t<tH n—o0

ot S(t) = S(t) sit < 7, et S(t) = S(rg—) + Lirpeay AS(Th) sit > Tg.
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Remarquons que ce résultat nous dit que le théoréme (2.1) est vrai uniformément sur la
classe de fonctions F' = {¢t =yt € R}.

En pratique, on cherche & estimer la survie sur des intervalles [0, 7], 7 < 7, pour éviter
les problémes de biais aux bornes, et travailler ainsi avec une limite "classique" proche
du cas standard i.i.d. Les limites obtenues dans les théorémes (2.1) et (2.2) s’expriment
alors trés simplement. Lorsque 7y est inconnue, un principe de prudence consiste a ne

pas choisir 74 >> Z(,,) (car on sait que 75 > Z,).

De plus, on a le résultat suivant plus précis que le précédent sur U'intervalle [0, 7], 7 < 74.

Théoréme 2.3 (Lo, Marck et Wang [24]). Si S est continue sur [0,7], T < T, alors il

existe une constante Cy telle que presque stirement

1/2
n

—_— sup

<ln(ln n)) 2€0,7]

2.4.3 Convergence en loi

§KM(75) - S(t)] < Co.

Nous sommes toujours dans le cadre de la censure a droite. Soit ¢ : R — R une fonction

mesurable telle que
/ $*dF < +o0.

On peut sous des hypothéses assez faibles énoncer un théoréme central limite pour toute

quantité [ ¢ dSk 1, appelée intégrale de Kaplan-Meier.
Théoréme 2.4 (Akritas [1]). Si max(Z1,...,2Z,) < 7y ou ¢(1y) =0, et si

TH ¢2(5>
/oo T(g_)dF(s) < 00,

alors

nl/2 /TH o(s)d (§KM — S) (s) N N(0,0?),

—oo n—00

avec

o= [ s [0~ B )

3s) = 57) [ otwdr )

Ce théoréme a été prouvé en utilisant des techniques de marginales, et améliore celui
établi par Stute [41] par des techniques plus classiques de processus empiriques et de

représentations en sommes de termes i.i.d.
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2.5 Estimation de la fonction de densité de probabilité

dans un modéle censuré

Le but de cette section est ’estimation de la densité des durées de survie X dans le

cadre des données censurées.

Soient Xy, Xs, ..., X,, une suite de v.a positives i.2.d. de fonction de répartitions F' re-
présentant les durées de survie et C', Cs, ..., C), est la suite de v.a 7.i.d. représentant les

censures de fonction de répartitions G.

On suppose que la suite (X;) est indépendante de la suite (C;) et on observe (Z;,9;),i =

1,...,n pour une taille d’échantillon n > 1, ou pour ¢ =1, ...,n,

(2.2)
0; = Iix,<cpy
L’estimateur de Kaplan-Meier §KM(t) de la fonction de survie S est donné par :
_ Mo, (1-7%r)  sit<Za
SKM(t) = {Z(i)ﬁt} (23)
1-— Fn(Z(n)) sit > Z(n)

ol Z1y < Zg) < ... < Zy est la statistique d’ordre de I'échantillon 71, Z,, ..., Z, et i
est la valeur de §; ('indicateur de censure a droite) associée a Z;).

(Pour t > Z,y on a posé 1 — F,(t) = 1 — F,(Z(»)) puisque il n’ya plus d’observation
apres t).

On suppose que F' admet une densité f par rapport a la mesure de Lesbegue qu’on se

propose d’estimer en utilisant les observations (Z;,6;), 1 = 1,...,n.

En se basant sur lestimateur de Kaplan Meier, Blum et Susarla [5] ont proposé un

estimateur de la densité par la méthode du noyau donné par

R = [TK (5 dfio (2.4

oll ]3” est une fonction empirique, (h,),>1 est la fenétre avec h,, tend vers 0 lorsque n

tend vers l'infini, et K un noyau de support [—1, 1].
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Cet estimateur f, a été étudié en particulier par Blum et Susarla [5] et Mielniczuk [25].

On va étudier les proporiétés asymptotiques de f, en utilisant la théorie des martingales

pour les processus continus.

Nous utilisons les notations suivantes :

S(t)=1-F(t) =F(t), C(t) =1 - G(t) = G(1),

m(t) = P(Zl) 5( )C(t‘) = F()G(t7),

A(t) = f(t fo s)ds ou A et A sont respectivement le taux de hasard et le taux

de hasard cumule.

On considére les processus ponctuels suivants définis sur [0, oof :

Le processus N;(t) indicateur de survenue de 1’événement.
Nl(t) = H{Zz‘étﬁi:l}'

Le processus N,(t) = > N;(t) nombre d’événement observé dans ]0,¢], ou nombre

d’observations non censurées inférieur ou égale a t.
Le processus risque Y;(t) = L{z,>4.

Le processus Y, (t) = >, Y;(t) nombre d’individus a risque a I'instant ¢, ou nombre de

sujets présents jusqu’a t.
On note aussi les processus suivants :

t . e, 4
= fo A(s) le processus intensité Cumulee.

M,(t) = ( ) A(t =y Ya

e S

t
A= / Jn(u)A(u)du  ou In(t) = Liva >0y,
0

0= [T 5 (52) Swutsan; (25)

n
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~ 1 [ t—s

n(t) = — K d

R =[x () s
Le processus (M (t),t > 0) est une F, martingale ot

Fy=0Iz<s5=1:1z,<55-0:0 < s <t,i=1,...,n)

(M(t),t > 0) est aussi une martingale locale de carré intégrable.
On suppose que :

(C1) : le noyau K est borné sur [—1, 1] et satisfait les conditions suivantes

/1 K(t)dt =1, /1 tK(t)dt = 0, /1 K (t)dt = ky # 0.

1 1

2.5.1 Etude du biais de ’estimateur fn

Dans le cas général ou F est une f.d.r. quelconque, la fonction de survie S(t) est 'unique

solution de I’équation intégrale suivante :

S(t)=1-F(t)=1— /Ot S(s7)dA(s)

et I'estimateur de Kaplan-Meier Sk (t) noté dans la suite par S, (t), vérifie

Swar(t) = Su(t) =1 — /t Sp(s7)dAn(s) = 1 — F,(t)

A4S, (1) = —So(t)d, (s)
En effet
Sp(t) — Su(t7) = AS,(t)
= _Sn(t_) [An(t) - An(t_)}
=: S, (t7)AN,(t)
_ —Sn(t_)A;V?t(? par construction de A,,.
D’ou

Sult) = Su(t) (1 - Agzt(;))
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ot AN, (t) = Np(t) — AN, (t7).

Comme A, présente des sauts seulement aux points t;, on obtient :

So(t) =11 (1 - A}fjé;)) =] (1 - AA(s). (2.6)

s<t <t

Ainsi de Péquation S,(t) = 1 — F,(t), lestimateur a noyau (2.4) peut s’écrire comme

suit :

Fit = [ 5 (522) i e (27)

car dﬁn(t) = —dS,(t) ou S,(t) = Skar par notation.
Nous avons

o M, (u) = Y1 M;(u), et la martingale M;(u) = N;(u) [" Yi(s)A(s)ds.
Par suite de (2.5) et (2.7), nous avons :

(2.8)

Comme L;(s) sont des processus localement bornés sur ([0,t]) et Fy—prévisible, et M;(s)
est une martingale locale de carré intégrable, alors par le théoréme 2.4.5 de Fleming et
Harrington [10] (fu(t) — f(t),t > 0) est une martingale locale de carré intégrable.
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On note :

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.5 (Fleming et Harrington [10]). Supposons que f est continue
(i) : Sih, — 0, alors
n—oo

= /_tK(u) [f(t — hyu) — f(t)]du — 0O

n—oo

(it) : Pour tout t > 0, nous avons :

B0 = B0 = - [ 5 (520 Blsie0)n(e) Al

n

(11i) : Si la fonction 7(.) = P(Zy > .) est strictement positive dans un voisinage d’un
point t, alors nous avons :

E(fult) = Ju(t)) = — Ja(®))

ot Ty = inf{s: Y (s) =0}

(iv) : Sous les mémes conditions de (iit), nous avons pour n assez grand

B0~ )] < e [ GG~ b
1
C’est a dire

— 0 avec une vitesse exponentielle.
n—oo

B(fu(t) = Ful®)

(v) : Siles conditions de (iii) sont vérifices, f de classe C* et h, — 0, alors

B (Fu(6) = £(0) = 5027 (0)ks + o(h2) + of )

n

ol ko est donné par C'1.
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Preuve. (i) : Nous avons

-1
Par continuité de f, nous avons

£t = how) = F(8)] — 0

et comme K est borné, nous avons par le théoréme de convergence dominée

= 0] = [ KGN ) = ()] du

< sup [K(u)| [ |f(t—=hou) = f()]du — 0

ue[—1,1] -1 =0

et par suite f,(t) — f(t).
n—oo
Nous avons

Fa(t) = (E, = (1)

Comme [ est continue et h, — 0, alors :

(B, * [)() — f(t)

n—oo

donc

Fult) = f(t) — 0.

n—0o0

_ i/OOOL (s)dMi(s)

(11) : Nous avons par (2.8)

et en notant que

nous avons

B[R -r0] = | [ & (520) st 1S,

t/hn " . U
o [ wE S0 - mo 1

] At — hyu)du

/K2 At — hpu)du < oo.
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ol nous avons utilisé que :

dE =i

car S, <1, J, <1,Y, <1 par le théoreme (2.4.5) de Fleming et Harrington [10], pp.
73.

Nous avons pour n assez gmnd

E(fu®) = £2(8)) =0

8

(11i) et (iv) : En utilisant (ii) et le lemme (3.2.1) de Fleming et Harrington [10], pp. 99,

on obtient du fait que

In(s) =1 =Ly, (5)=0}

les égalités suivantes :

EFult) = Fa®)] = B |£20) = Fal)]



37

—~ L
—~ 3
o S
~— =
@8
3
S
—~ VA
OB
n n
N—
3
=)
© ©
—~ < <
= = 3
e —~ —~
= . =) i =)
— @ JiR N Iy
— ~— o ~ o
= ~= N | N
™ — = =
[ ~~ [ — — . ~~
_8 M2l _S | (S\ _S |
~— @ 0
-G - R
e 22 x 202
& n = &5 n K =
\8 /)ﬂ)))))))
) ) )
I

1/°°‘K( s
0 n

< —
_hn

A = Fa0)]|



Données Censurées 38

1 > t—s
< = K
—hn/o ‘ (h)

_ /_1 ()] [L = 7t — )] A(t — hyte)du

E (Iiy(s)=0p) A(s)ds

<1 —m(t+ hpu)]” /1 | K (u)| ANt — hyu)du (car ™))
< emnmltthn) /1 | K (u)| AM(t — hyu)du (car1—z <e™™)
E Ly, (9=0y) =P (Ya(s) = 0) = [(1 = (1 = F(s))(1 = G(s7))]" = [L = (s)]".
(v) : Nous savons que Efn(t) = (Kp, * f)(t) et aussi fo(t) = (Kn, * f)(t) ot K, () =
K (H)

Nous avons par (i), fu(t) — f(t) et par (iv) nous avons

n—oo

n ‘E [fn(t) - }‘;(t)] ‘ < Cne™™ ) 0 0y 0 >0

n—oo
Nous avons

Efu(t) - f(t)

B (1) = 1.0)) + (Fa®) = 1))
() + K ) (¢ — o) — 7] du

n -1

Un développement de Taylor

2

P+ ) = £(8) = o (6) + S22 (0) + 0(02)

et alors par C'1

1

/_ (L= hy) = SO du = =, 1) / K (u)du
- %f”(t) /_1 uw? K (u)du + o(h2)
= oy + o)

et par suite

n

BR0) = £0) = G Ok + o02) 40 (7).

ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 2.2. le point (v) montre que [’estimateur fn(t) est asymptotiquement sans

biais.

2.5.2 consistance de fn(t)

Le théoréme suivant donne la convergence en probabilité de I'estimateur fn(t)
Théoréme 2.6 (Fleming et Harrington [10]). Si f est continue en t et w est positive au
voisinage de t, h, — 0 et nh, — oo alors

Falt) — £(1)

n—o0

Preuve. Puisque ™ > 0 sur un voisinage V; d’un point t > 0, f est continue et bornée,
S continue et S > 0 sur V;, alors A\ = % est aussi continue et bornée dans V;.

Nous avons

~

Rty = £(0)] <

Fult) = ()] +

fa) = Fo| +

Fult) = (1)
Par le théoreme précédent (i) nous avons

— 0 quand h, — oo

n—o0

Falt) = f(1)

Reste a montrer que

RO-ro| S0 e |po - 20 (2.9

Par (2.8) et le corrollaire 3.4.1 de Fleming et Harrington [10] et l'inégalité de Lenglart,

nous avons pour €, 1 > 0 et n assez grand
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Falt) = £20) > €)
o
-

<2 (o [ 7w () staa ), 2 )

i [ (57 sesgynes

hin/ow‘K (t_“ S 22 g ()

sup
t—hn<s<t+hn

n —hn

1 1 !
<=+4+P sup )\S/K2vd1)277
<nhn n_IYn(t + hn) SE[t—hn,t+hn] ( ) -1 ( )

I
<n—1Yn(t+hn) = C””h”)

Comme n= 'Y (t + h,,) N (1-F()(1—G(t)) et nh, — oo, la probabilité ci-dessous

n—oo

tend vers 0. or € et n sont arbitraires et donc nous avons

Fult) = fE0)| = 0

n—oo

D’autre part, nous avons

1(0) = 1)

< sup
SE[t—hn,t+hn]

1 [ t—s _
h_n/o K( i ) [Sa(s7)J(s) — S(s)] dA(s)
< /_1 | K ()| Ly, (t—uhn) >0} [ Sn((E = why) ™) = S(t — uhy) | A(t = uhy,)du

1
+ / | K (u)| H{Yn(t—uhn):o}f<t — uhy,)du
-1

SE[t—hn,t+hn] SE[t—hn,t+hn]

A(s)  sup  |Su(s) = S(s) + Ly, (t—uhp)=0y ~ SUD f(S)] /1 | K (u)] du
(2.10)

Comme Iy, (1—uh,)=0} =50 et par le théoréme 3.4.2 de Fleming et Harrington [10],
n—oo

nous avons

sup  [Sa(s) — S(s)| — 0

SE€[t—hp t+hy) n—0oo

On en déduit que

P

Jr(8) = fult)] = 0

n—oo
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D’od le résultat du théoréme.
il

41



Chapitre 3

Vitesse de Convergence de
I’Estimateur des Dérivées de la Densité

dans un Modéle Complet

3.1 Introduction

X1, ..., X,, sont des variables aléatoires continues indépendantes, de fonction de densité
de probabilité f commune et de f.d.r F' commune. Soit F}, la f.d.r empirique basée sur
X1, ..., X5 ie., nFy(x) est le nombre des X; tel que X; <z oul<i<n.

Les fonctions de la forme

I~ 1 z— X,
n(x) = — —K
he =3 (“)
ou K est une fonction de densité de probabilité et h, est une suite des nombres positifs
convergeant vers 0, ont été suggérées comme des estimations pour f par Rosenblatt [29]

et les diverses propriétés de ces estimations comprenant la convergence uniforme ont été

étudiées par Parzen [28].
Définissons lestimateur a noyau de la la r-iéme dérivée f) de f par

I~ 1 r — X;
(r) . E (r) ¢
fa (@) n £ h:l-s-lK < h,, ) (3.1)

ott K est la r-iéme dérivée du noyau K.

42
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Quand r = 0, f7(LO) = f, représente 'estimateur a noyau de la fonction de densité de
probabilité de f, et évidemment K(©) = K.

Dans ce chapitre nous examinerons la convergence des variables aléatoires

&) = sup |f(x) — fO(x)]

je|<an

pour = 0, 1,2, ...ou pour toute fonction f, f(O = f, et lim,_ooa, = 0c.

Nous notons ici que, pour r = 0, I'assertion selon laquelle 57(10) converge vers 0 en pro-
babilité est plus faible que la consistance uniforme de f,, prouvée par Parzen [28], et les
hypothéses que nous allons faire au sujet de f sont plus fortes que celles établies par

Parzen.

3.2 Convergence uniforme des fy)

Supposons que [ et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées.

Nous donnons d’abord les hypothéses nécessaires pour établir les résultats :
Soit K un noyau sur R, c’est-a-dire une fonction numérique mesurable vérifiant les

conditions suivantes :

(K1) : K >0et [ K(u)du=1.

(K2) : K est symétrsique autour de 0 tel que f+°° lu] K(u)du < oo.
(K3) : K est une fonction continue & variations bornées sur R, pour s = 0,1, ...,7 + 1.
(K4) : K®(2), s=0,1,....,7 — 1 tend vers 0 quand 2 tend vers l'infini.

Et soit h,, une suite de nombres réels positifs tel que h,, =: h et vérifiant :
(H1) : h, décroit vers zéro lorsque n tend vers Uinfini

(H2) : nh* 2 tend vers 'infini lorsque n tend vers U'infini.

Lemme 3.1. (Bhattacharaya [3]) :Sous les hypothéses (K1)-(K4) et (H1)-(H2) :
Si 1) une fonction bornée sur R ainsi que ses (r+ 1) dérivées bornées, alors il existe une

constante C' qui ne dépend pas de h telle que :

1 JrooK(T) r—y d (r) < Ch
sup |2 | 7 | ¥y)dy — (@) < Ch.
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Preuve. Comme 1 est bornée, 'intégrale qui nous intéresse existe.
On prouve le lemme d’abord pour r =0 :
Sous Uhypothese (Ks), nous avons pour x arbitraire :

‘% [k (‘” - y) W)y — ()| = '%/%OK <y . x) b(y)dy — ()

) - '/_:OOOK(U) {t(z + hu) — ¥ (z)} du

< [ TR W+ ) - p(@)
< sup /()] - / " ] K (w)du,

et le lemme est vérifié pour r = 0 avec :

+o00o
C = sup [¥/(2) / ju] K (u)du

Pour r > 1 il est facile de vérifier que :

1 N[ T—Yy 1 T —y ., d <21 af(T—y e
ek () v = 1 (5) 000 - 5 3 ek () 0,

d’on

1 +oo x—y 1
(r) S

o0

r—1
) 1 T—y e
(s) (r—s—1)
b im Yk (S ) weh)

s=0

Comme 1 et toutes ses dérivées impliquées dans 'expression ci-dessus sont bornées et
comme K () tend vers 0, s = 0,1,...,r — 1 quand |z| — +oo,

1 +o00 _ 1 +oo _
o [ (S v =1 [k () e

La méme démarche que pour r = 0, conduit au résultat et compléte la preuve pour r > 1.
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Lemme 3.2. (Shuster [31]) :

1l existe une constante universelle C telle que pour tout n >0, €, > 0 et une f.d.r F
Pr {sup |F(z) — F(x)| > 5n} <Cexp{-2ne}.

Preuve. Pour le cas ot F est continue (voir Dvoretzky, Kiefer and Wolfowitz [8]). Si

F est discontinue en quelques points, alors il existe une f.d.r continue F pour laquelle

Pr {sup Fo(e) - F@)| > } <Py {sup |Fu(z) — F(z)] > }
(voir Kiefer and Wolfowitz [18]). Ainsi, le lemme est vrai pour toute F' univariée.

Notons la variation bornée de K par u,.
L’hypothése de continuité sur ) a été faite uniquement pour s’assurer que
sup, [f7(z) — Ef{”(z)| est une v.a.

Lemme 3.3. (Shuster [31]) : Sous les hypothéses (K1),(K3),(K4) et (H1)-(H2) :
Si f et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées, alors il existe une constante C' telle

que pour tout n >0, €, > 0 et une f.d.r F

e {sup | £0(0) = B0 > 20| < Coxp {20 22 ¥/}

Preuve. Sous I’hypothése (K3), nous avons K est borné et que limg_, oK™ (z) et

limy_, o K" () existent tous les deuz.

Pour v = 0, sous Uhypothése (K1), limeio K7 (2) et lim,_,_oo K" (2) doivent étre

nulles.

Sir > 1, alors la fonction KUY a une dérivé bornée sur [—a, a] pour tout a, et (voir
Natansan [27], p133) donc K est Lebesque—intégrable sur [—a, a]. Ainsi, (voir Natansan
[27], p259)

Ve K] = / | K" ()] du.
Maintenant

a —+00
VoK) = lim Vo, KUY = lim }K(T)(u)‘ du =: / ‘K(T)(u)‘ du

a—00 a—o0o [



Chapitre 3 : Vitesse de Convergence 46

pour que [ |K"(u)|du soit fini.

Ce fait et Uevistence de limy_ oo K" (x) et limgy__ o K" (x) impliquent que ces limites

dowent étre nulles.

Par une intégration par parties et en rappelant que lim,_, oo K™ (z) = 0 et lim,_,_o K" (z) =

[0 () anin = [0 (5 v
[{Fn(y) ~ F(y)} K" (xh—ny)}j: B /{Fn(y) Ry dE® (Ih—ny)‘
/ {Fuly) = F(y)} dK™ (mh;y)‘

n

0, on trouve que

sup | /) () — Ef{"(x)| = sup h,, "

_ h; (r+1) sup

< 10 sup |F(2) — F(a) o
Par conséquent, en appliquant le lemme (3.2), nous avons

Py {SUP £ () = Bf ()] > €n} <Pp {SUP |Fa(x) = F(a)] > enhZ“/MT}
< Cexp{—2nel hZ7/u’}.
et la preuve est finie.

Lemme 3.4. (Shuster [31]) : Sous les hypotheéses (K1),(K3)-(K/4) et (H1)-(H2) :

Soit X une v.a absolument continue de fonction de densité de probabilité f et h un
certain nombre réel positif. Si f et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées, alors il
existe une constante C', ne dépend pas de h, telle que :

E {%K(” (ﬂ'j _hX)} — ()

Lemme 3.5. (Bhattacharaya [3]) : Sous les hypotheéses (K1)-(K2),(K4) et (H1)-(H2) :

Si f et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées, et si €, est une suite de nombres

sup
xX

< Ch.

positifs telle que h, = o(e,,) quand n — oo, alors ils existent des constantes positives C

et Cy telles que :

Ol ap
~ hitZe,

exp{—nhl e /Co}

n

P [ sup | f7(z) = fO(z)| > e

lz|<an

pour n suffisament grand.
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Preuve. Soit 0, = hi;"2 ¢, /AM; est une borne supérieure pour {f"+)(x)} ainsi que
{K(2)}. Aussi,

[fO(1) = f )| Sen/d et |7 (@) = f7(2)] < €n/4

quand |z1 — x| < 0,. Divisons Uintervalle [—a,, a,] en intervalles consécutifs de lon-

gueur 6, chacun. Il y aura
b — 2an . 8M1 Qp
s, hr+2 e,

intervalles. Notons ces intervalles par Ju1, ..., Jup, €l soit x,; un point arbitraire de J,;.

Comme h,, = o(n) quand n — oo, il résulte du lemme 3.4 au lemme 3.1 et a partir des

propriétés des intervalles J,; que pour n assez grand,

sup | ;7)) = fO(@)] = max sup [{£7(x) = £ (@)} + { £ (wns) = BLFD (20s)] }

lz|1<an, I=hes n ZGJn]

+{E[ H(n))] = 17 (@ng) } = {0 (@) = (@) }
<§+C’h + _max ’f (2n;) E[fT(L’")(:Enj)H

-----

br,
<> P
j=1

Soit My une borne supérieure pour K (x). Il en résulte alors du théoréme de Hoeffding

> n bt 5n/4] :

[16], concernant les probabilités de queue des sommes de v.a indépendantes et bornées,

7)o S (0]

<2exp{-nhZ*?el/32M;},

que pour x arbitraire

Z KO (

=1

P

> K0 (45

> n bt en/4]

ce qui achéve la preuve du lemme avec Cy = 16M; et Cy = 32M3.
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Lemme 3.6. (Shuster [31]) : Sous les hypotheéses (K1),(K3)-(K/j) et (H1)-(H2) :
Si f et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées, et si €, est une suite de nombres
positifs telle que h, = o(e,), alors ils existent des constantes positives Cy et Cy telles

que :

P [sup ‘fT(LT)(I) - f(”)(x)} > e, <Cy exp {_02 n &2 hir—&—Q}
pour n suffisament grand.

Preuve. Nous avons a l'aide du lemme (3.4)

sup | £ (x) — f7 ()| < sup | £ (@) = Ef7 (2)] +sup [Ef(2) — fO(2))]

<sup|f{”(x) = B ()| + Ch,.

Comme hy, = o(ey,) donc pour n suffisament grand

P{sup | £0(0) - 100 > eu p < P {sup |£0e) — E100)] > 202

Une application du lemme (3.3) donne le résultat souhaité.

Le théoréme qui suit indique que, pour certaines suites h,,, sup, f,sT) () — f (”)(x)) converge
vers 0 avec probabilité 1.
Une suite b, avec lim,_.,b, = oo est introduite pour indiquer la vitesse & laquelle la

convergence ci-dessus a lieu.

Théoréme 3.1. (Shuster [31]) : Si [ et ses premiéres (r + 1) dérivées sont bornées, et
si les suites {h,} et {b,} sont telles que :hy, b, = o(1) et > 7 exp{—cn hZT2/b2} est

fini pour tout ¢ positif, alors

lim sup b, }fflr)(a:) — f(T) (x){ =0

n—oo T

avec probabilité 1.

Preuve. V € > 0, on obtient par le lemme 3.6
Pr {sup | f (@) — f(2)] > 5/bn} < Crexp (—Co®n )2 /b2)

pour n suffisament grand. Comme Y >~ exp (—cn h2+2/b2) est fini pour tout ¢ positif,

alors

Sop{sw 1) - /@) > 2
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est fini pour tout € positif. Par conséquent, et a l’aide du lemme de Borel-Cantelli, on a

lim,, o sup, b, ‘f,(f) (z) — f) (LE)‘ = 0 avec probabilité 1.

Le fait que fUY) soit bornée, est utilisé pour assurer que sup, Ef,(f)(x) — fO(z)| =

O(hy). Afin d’établir lim,, ., sup, fér)(x) — f")(2)| = 0 avec probabilité 1, nous avons

Efff)(w) —f(T)(x)‘ = o(1) qui est le cas, par exemple, si f\) était
uniformément continue.

besoin que sup,

Le corollaire suivant indique la vitesse de convergence pour un choix particulier de h,,.

Corollaire 3.1. (Shuster [31] :)

Si f et ses premiéres (r+1) dérivées sont bornées, h, = n~Y+) et 0 < ¢ < ﬁ, alors

lim sup n° |f,§r) (z) — f) ()] =0

n—oo T

avec probabilité 1.

3.3 Expressions du biais et de la variance pour ’esti-

mateur & noyau des dérivées de la densité :

Notons que MISE = IMSFE.
MIsEFO, ) = £ | [ (770 - 191w)
= /E <]?(T)(x) - f(’")(x)>2dx

= IMSE(f", f) (3.2)

L’erreur quadratique moyenne (M SFE) peut étre décomposée comme suit, :

2

MSE(, f0,2) = B ([ (@) = (@)

2
—Var(fO@) + (B(F (@) + /7)) (3.3)
Sile noyau K est r fois différentiable, alors 'estimateur de la riéme dérivée de la densité

ﬁr)(x) peut étre écrite comme suit :

Ay - L N e (X
P = e 60 (57
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1 n
=~ Y K (- X)) (3.4)
=1

ot K\"(z) = (1/hr ) K™ (z/h).
Afin de tirer une approximation du MISFE, il est nécessaire d’établir les conditions

suivantes sur f, h et K.

1. La (r + 2)iéme dérivée f0*2) est continue, de carré intégrable et monotone sur
(—o0, —M) et (M, 00) pour M > 0;

2. lim,_oo h = 0 et lim,,_,oo nh? 1 = 00;

3. Pour que f(m) soit une densité, on suppose que K(u) > 0 et [ K(u)du = 1. La
fonction noyau est supposée étre symétrique autour de zéro, i.e, qu(u)du =0,

et posséde un momoent d’ordre 2 fini, i.e, [u*K (u)du < oo.

3.3.1 Biais

La moyenne de I'estimateur peut étre écrite comme suit :

E(f)(a ZE( - X))
- (K,ﬁ (o — X))

= /K;Y)(:c —y)f(y)dy. (3.5)
En utilisant le produit de convolution * nous avons
B(f7(2)) = (K} # f)(2) = (Kn* /) (@) (3.6)

oll nous avons utilisé la relation Kf(f) w f = Kp* f

Tirons maintenant une approximation de la moyenne. En utilisant un changement de

variable, la moyenne peut étre écrite comme suit :

E(F (2)) = (Ky % fO) (& / Kl — )0 (y)dy

K(u) ) (z — hu)du. (3.7)
- [ K

En utilisant le développement de Taylor, f(")(x — hu) est développé comme

Nz — hu) = fO(z) — hufU ) (z) + %hZuzf(TH) (z) + o(h?). (3.8)
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D’ou
B(F@) = 7@ | [ K] ) | [ urci

+%h2f(’“+2)(:c) [/ uQK(u)du] + o(h?). (3:9)

De I’hypothése (3) nous avons,
/ K(u)du =

/ uK (w)du = 0

pe(K) = /u2K(u)du < 00 (3.10)
D’ou le biais s’écrit comme
E(f"(x)) — f0(x) = %h2u2(K)f(’"“) () + o(h?). (3.11)

L’estimation est asymptotiquement sans biais. Le biais estimant la riéme dérivée est

proportionnel & la valeur de la (r 4 2)iéme dérivée de la fonction densité.

3.3.2 Variance

La variance de I'estimateur est donnée par

Var(f7)(z)) = %Var <K,(LT)(x — X))

{E (K,E’“’(x - X)2) - B (K}f)(x - X)>1 . (3.12)

1
n
En utilisant I’équation (3.5), nous obtenons l'expression de la variance suivante

Var(Fe) = 1 [ (K0+0) (0 - (57 43) )] (313

En utilisant un changement de variable nous avons

Var(f"(z) UK T —y dy}——{/[( T —y )dy}

1 2
=~ [/ KY(u)?f(z — hu) du] o {/K () f(z — hu)du} : (3.14)
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En utilisant le développement de Taylor, f(x — hu) est développée comme suit :

flz = hu) = f(z)+ o(1). (3.15)

Nous avons besoin uniquement du premier terme & cause du facteur 1/n. D’ou

[£(z) + o(1)] [ / K(T)(u)} oy

/ KO (w)2du + o(1/nh? ). (3.16)

Var(]/c\(r)(x)) — ﬁ[f(gj) -+ 0(1)] /K(T)(u)QdU — nfle”

h2r+1

En se basant sur ’hypothése (2), lim,,_,,, nh?" ™! = oo, la variable converge asymptoti-
quement vers zéro.

En utilisant les équations (3.11) et (3.16), la M SE en un point = s’écrit comme

SB[, 10,7) = h21r+1f (2)R(KD) + ih4ﬁ‘2(K )2 fU 2 (2)? + o(h" +1/nh* )
(3.17)
ol R fK Qdu

MSE optlmal de la fenétre de lissage pour estimer f)(z) est d’ordre n~1/(2r+5),

3.3.3 MISE

Comme MISE = IMSFE nous avons,

MISE(F?, £0) = 2RI [ flo)des 3hpa(K) [ 102 @ dosolht+1/nh )
= AMISE(f"), f0) + o(h* + 1/nh>+") (3.18)
ou 1
AMISE(JV, [0) = — g RIKD) 4 hua(KPR(FO). (319)

Le parametre de lissage optimal haprsp := h pour 'estimation de la riéme dérivée de

la densité est donné par

T 1/(2r+5)
pe_ [ 2r + DRE) v/
pal KPR f049)
D’ou
2 4 2r+1 4
AMISE' (7)) = 2 E2R(K )7 [a(KPR(F ) /(2r + D] 55 s
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3.4 Expressions asymptotique du biais et de la va-
riance pour I’estimateur & noyau des dérivées de la den-
sité :

Nous voulons estimer la fonction ®,.

& = [ £ @)ds = E[FO(X0] (3.20)
Un estimateur de ®, est
& _ LN 7y
P, = - ;f (X3). (3.21)

Ou f) (X;) est estimateur de la riéme dérivée de la densité f(x) quand z = X;.
En utilisant I'estimation & noyau de la dérivée de la densité f((X;) (équation (3.1))

nous obtenons
n

~ 1 . X, — X;
0 = o 2 2 K (T)

i=1 j=1
1 n n (T)
= YY) KX - X)) (3.22)
i=1 j=1
Lerreur quadratique moyenne (M SE) peut étre décomposée comme suit :

MSE(®,,®,) = E[®, — ®,]> = Var[®,] + (E[®,] — ©,)>. (3.23)

Afin de tirer une approximation du MSFE, il est nécessaire d’établir les conditions sui-
vantes sur f, h et K.

1. Lafonction de densité f posséde k > 2 dérivée continue et monotone sur (—oo, —M)
et (M, 00) pour M > 0. La (r+2)iéme dérivée f"+2 est continue, de carré intégrable

et monotone sur (—oo, —M) et (M, 00) pour M > 0;
2. lim, oo h = 0 et lim,,_,oo nh* ™! = 00;

~

3. Pour que f(x) soit une densité, on suppose que K(u) > 0 et [ K(u)du = 1. La
fonction noyau est supposée étre symétrique autour de zéro, i.e, qu(u)du =0,

et posséde un momoent d’ordre 2 fini, i.e, [w*K (u)du < oo.

Nous pouvons écrire I'estimateur & noyau comme suit :

. 1 n n ;
CI%:EZZKE)(&—X;‘)

i=1 j=1
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| —_— 1 r
= EK,Q(O) + > Y KX - X)), (3.24)
i#]

Le premier terme est une constante indépendante des données.

3.4.1 Biais

L’espérence de ’estimateur est donnée par

-1 1
o, = —K(0) + (1 - —) E [K,(j“) (X1 — X5)|. (3.25)
n n

Le terme E [K,(Lr)(Xl — XQ)] peut étre simplifié comme suit :

B[RO0 - %)) = [ [ KD @ = )@ sy

En utilisant la relation K,(f) « f = Kj, * f) nous obtenons

B[R0 - X)) = [ [ Kl = ) £ )y (3.26)

Par un changement de variable, nous obtenons
B[K006 - x0)] = [ [ K@y + h)s ) dudy (3.27)
En utilisant le développement de Taylor, f(y + hu) peut étre développée comme suit, :
Fly+ hu) = (o) + huf (9) + 53" () + O, (3.28)

D’ou

B[00 - x)] = ([ ko) ([ £9ws0a)
e ( furctan) ([ 10w wa)
w5 ( [erwa) ([ 12w wa) + oo

De I'hypothése (3) nous avons,

/ K (u)du =1
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/ WK (w)du = 0

po(K) = /uQK(u)du < 0o (3.29)
En remplacant, nous avons
() _ Lo (r) 7 3
B[00 - X0)] = 4 gt [ 1000 W) <00 30

Ceci peut étre simplifié, le fait que les dérivées de la densité soient monotones sur

(—o0, —M) et (M, o00) pourM > 0 et en utilisant une intégration par partie .
. 1
E [K,EL (X, — XQ)} = Oy + Sh2pa(K)Ppip + O(R?).

D’ou en remplagant dans I'équation (3.25), le biais de 'estimateur peut étre écrit comme

suit :

N 1 r L., 3 1 Lo,
E[®,]—®, = Wzd )(0) + S22 (K)@pig + O(h%) = =@ = b (K) @y (3.31)

Le biais aprés avoir ignoré les 1/n termes est donné par

_ 1 1
E[®,] - &, = nhTHK( '(0) + §h2M2(K)‘I>r+2 +O().

3.4.2 Variance

Si r est pair, alors la variance peut étre écrite comme suit :

Var[EI\)r] = %V&T[Kﬁ)wﬁ — Xy)]
A= D0 =2) 0 k0 (X, = Xy), KO (X — X)) (3.32)

n3
D’abord nous calculons

EIKO (X, — X,)%) = / / K (@ — )2 (2) 1 (y)dady

En utilisant un changement de variable, nous obtenons

BIKY 06 = X)) = oy [ [ K0P+ ) (g)dudy
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En utilisant un développement de Taylor, f(y + hu) peut étre développée comme suit :

fly+ hu) = f(y) +o(1). (3.33)
D’ou .
E[K (X, — X3)%) = hZTHcI)OR(K(’")) + o(1/R* ).
Aussi, nous avons
E[K"(X) — X3)] = @, + o(1). (3.34)

D’apreés les deux derniéres équations ci-dessus, la variance peut étre écrite comme

Var[K) (X, = X)) = B[K{ (X1 = X,)?] = B[K" (X1 = X,)]?
1

= S QR(K) — 02+ o(1/h* 1)

La covariance est alors donnée par
Cov[K7 (X1 — X3), K\7(Xy — X3)] = BIK (X, — X0) K (X5 — X3)]
— E[E (X1 — Xo)| K (Xa — X3)]

Le premier terme peut étre simplifié comme suit :

— X,)K\” (X2 X3)]
///K v =) K (y = 2)f (@) f(y) f(2) da dy d
///Kh r = y) Ky = 2)f 7 (@) f(y) f7(2) dw dy dz
/ / / K (u)K(©) [ (y + hu) f(y) f7 (y = hw) dudv dy
— [ £9wP )y + o).

D’ou

ColK{P(X) = Xa), K (X = X = [ £ (5)dy — 02+ o(0).

En utilisant ces approximations, la variance peut étre écrite comme suit :

VCLT[EI\)T] = ﬁ@ |:/f y)dy — (1)21 —|—0(1/n2h2r+1_'_1/n) (3.35)
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3.4.3 MSE

L’erreur quadratique moyenne asymptotique est donnée par
MSE(®,,®,) = E[®, — ®,]?

= Var[ZI\)r] + (E[@r] — (I>r>2

1 1 2 2
= { KM(0) + thMQ(K)cbwl + ——— DB R(K™)

nhr—f—l n2 h27‘+1

+% U FO ) fy)dy - <I>3] +O(h°) + +o(1/n?h* + 1/n). (336)



Chapitre 4

Estimateur a noyau des dérivées de la

densité pour le modéle censuré

En se basant sur la méthode du noyau, on définit I'estimateur des dérivées de la fonction
de densité lorsque la variable d’intérét est censurée aléatoirement a droite, puis, on
établit la vitesse de convergence uniforme presque stire de cet estimateur, ainsi que sa

vitesse de convergence.

4.1 Introduction :

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité.

Soit. X, ..., X,, une suite de variables aléatoires d’intérét i.i.d., de f.d.r commune F' et
de densité f. Soit (', ..., C, une suite de variables aléatoires de censure 7.i.d., de f.d.r
commune G, admettant une densité g. Les C; sont supposées indépendantes des X;.

L’échantillon observé est alors (Z;,d;), i = 1,...,n o

(4.1)

0; = Lyx,<c)

I(z) désigne la fonction indicatrice de FE.

L’indicatrice 0; = 1 indique 'abscence de censure (Z; = X;), et §; = 0 sinon.

Pour t € R, soient F'(t) :=P(X <), G(t) :=P(C <t)et H(t) := P(Z < t) les fonctions
de répartition de X, C' et Z respectivement.

Pour toute f.d.r. L, nous noterons par 7, = sup {t : L(t) < 1} la borne supérieure du

support de L. Il a été montré dans Stute et Wang [40], la relation 7y = 7p A 7.

58
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Nous supposons que 7p < 7. Cette hypothése est nécessaire pour des raisons de consis-
tance de 'estimateur de Kaplan-Meier sur toute la ligne réelle. En effet, quand 77 > 74
toutes les valeurs entre 7r et 74 sont des censures et ne sont donc pas observées.

Nous considérons un compact O tel que © C (—o0, 7r]

Les fonctions de la forme

ou h, =: h et G, est I'estimateur empirique de GG, ont été suggérées comme des estima-

teurs pour f dans le cas censuré.

Si le noyau K admet une dérivée d’ordre r, on définit 'estimateur a noyau de la la r-iéme
dérivée f() de f par

n

1 0; . — Z;

=1

Quand r = 0, féo) = f, représente l'estimateur & noyau de la fonction de densité de
probabilité de f, et évidemment K©) = K.

Dans ce chapitre, nous étudions la convergence des variables aléatoires

&) =sup|f{(z) — fO(x)

€O

, pour r > 1.

Pour ce faire, nous introduisons le pseudo-estimateur ﬁ(f) défini par :

~ I~ 1§ x— 7
(r) i L R e () : 4.3
Nous remarquons que ce pseudo-estimateur n’est pas utile en pratique, car G est incon-
nue. Cependant, il servira & établir nos résultats.
. T
4.2 Convergence uniforme de fé ) :

Nous donnons d’abord les hypothéses nécessaires pour établir nos résultats :

Supposons que f et ses (r 4+ 2) premiéres dérivées sont bornées.
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Pour K, on peut prendre n’importe quelle fonction de densité de probabilité symétrique
autour de 0 qui satisfait les conditions suivantes :

(K1): K >0, [ K(u)du =1, [u|K(u)|du < oo et [w*K(u)du < oo.

(K2) : K est Lipchitzienne pour s = 0,1, ..., 7. et & support compact.

La fenétre h,, satisfait :

(H1) : hy, — 0 lorsque n — oc.
(H2)
(H3) : n h?>*2 — oo lorsque n — 0o.
(H4) :h, > n~1/2+1,

n h**1/logn — oo lorsque n — co.

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (K1) — (K2) et (H1) — (H4), nous avons pour

r>1
” , | logn
igg ‘fé )(3:) — f( )(x)‘ =0 {ma:c ( nh%wrl’hn)} p.s quand n — o0

Preuve. En utilisant l'inégalité triangulaire, nous obtenons

sup | £ () = [O(2)] < sup f(@) = Ef{(x)
€O

€O

f0(@) = (@) + sup

€O

+ sup |EFV (@) - £ (@)

€O

Pour la prewve du théoréeme (4.1), nous avons besoin d’établir sous forme de lemmes, les

résultats intermédiaires suivants :

Lemme 4.1. Sous les hypothéses (K1) — (K2) et (H1) — (H2), nous avons

~ /log1
sug fr(Lr)(ﬂU) — fy)(x)’ =0 < —og:gn> p.s quand n — 00
S
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Preuve.

~ 1 = 0; T — Z; 0; T — Z;
r 7’) . [ r 1 7 7») 1
LRORE <$)‘_nhg+l Zén(zi)K()( I )_@(Zi)K( ( I )‘

=1

1 - ]I{Xigci} r T — Zi ]I{Xzﬁci} r r—Z;
T kit ZG (Z-)K()( h >_ G(Z) " h

n i=1 n [ n 7 n

1 T — 7 1 1
<o 3 < (50 ez 2
~ nhrtt ; I, G.(Z) G(Z)
IR he )1 Gu(2)G(2))

<o |Gt - G Y

(TF) teO nh:ﬁl —

Q
2
.

Ql

Comme G(1) > 0 et en utilisant la loi du logarithme itéré (LLI) (voir Deheuvels et
Einmahl [6]), nous obtenons

ilelg |Ga(t) = G(t)]| =0 (\/ logl#) p.S

Par conséquent, la loi forte des grands nombres (LFGN) permet d’avoir

1 x— Z; log logn
K™ :
e () DV

Les hypotheses sur K et h,, achévent la preuve.

sl 00) ~ 7| < 5

r€O G (TF

Lemme 4.2. Sous les hypothéses (K1) — (Ka), (Hy), nous avons :

sug Ef0)(z) — fO(z)| = O(h2) p.s quand n — oo
xe

Preuve. De (4.3) et en utilisant

Iix,<one(Z1) = Iix, <oy e(Xa) (4.4)

pour toute fonction mesurable p. En utilisant un changement de variables, puis r inté-
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grations par parties, nous obtenons

EFD @) - 1) = E{n,f > a k0 (* Z)} e

i=1

h
_ 1 0 pm )z
= e (50}
1 ]I{X1<cl} x— 2 ,
-5 ( ; )} 1)

= h}ﬂE{K(T ( H{X1<Cl}/X1}} f(r)(x)
= [ [ KO s 50 <>\

= /K )(t — sh )ds—f(”(t)‘

:/K Nt — sha) — fO()] ds| .

En utilisant un développement de Taylor, nous avons

FOt = sha) = FO1) = ~hys (1) + gt f49 1

ol ty est compris entre t et t — sh,,. Alors

- h2
sup | Ef") (z) — = sup /K [—hnsf(”l)(t) + E”SQf(TH) (to)} ds
€0 €O
< h,, sup /sK(s)f(TH)( t)ds| + h? sup / ZK(s) D (to)ds
€0 €O
=141

Comme K est symétrique autour de zéro et sous les hypotheéses (K1) — (Ks), nous avons
I =0(1). Aussi, comme f et ses (r + 2) premiéres dérivées sont bornées, nous avons
SUP,co |f(’"+2)(t)| < 00, et sous les hypothéses (Hy) — (Hz), nous avons II = O(h?), ce

qui donne le résultat.

Lemme 4.3. sous les hypothéses (K1) — (Ks) et (Hy) — (Hy), nous avons :

o o | logn
igg T(L)(m)_Eﬁ(l)(x)‘:O( W) p.s quand n — oo
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Preuve. Comme © est un compact, il peut étre recouvert par un nombre fini q, d’in-

2r+1
tervalles de longueur w, = |/

, Centrés en Ty, ...,Tq, pour r > 1.

Comme © est borné, il existe une constante A telle que q, < A/w,.

Pour tout x € ©, nous posons

1 0 x— 7 1 1) x— 7
() i) A 0w 1
e AN ( P ) E(nhzﬂé(Zl)K ( . ))

1l est évident que

(@) = F(@) - B (F0 @),

> Aw) = {[70(@) = T @) = [ B @) BRG]} o+ {70 @) - B (@) }

— Z Ai(x)+ Y Ay(r)

i=1

Alors
n
s[5 00 < sup g [9°28:0) ay [5° 0o
> %

Nous observons que

hrJrl Z 6 __1

T — Z; T — 4
i _K(r) k i
w0 (552) -0 (2]

1 T — 7 Ty — 4
(r) L I e () k 1
lw” (52) - (2]
::Zln+22n

Comme K") est lipchitzien, alors

C 1
Yin < | =
' (G(TF) hr+t

1
W()(ﬁ) -
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Les mémes arquments ci-dessus conduit a la méme borne pour g,.

Par conséquent

Nous étudions maintenant Xy := > | Aj(xy)] -

Pour tout € > 0 nous avons :

P {1r<r}€a<>§n lel(xk) > 6} < ZHI]P’{ ;&Z(:z:k) }
d’ot
P {1?%” 7 () — Eﬁ(f)(xk)‘ > e} < gn {1@ ) (1) — Eﬁ(f)(a:k)) > e} (4.5)

Nous posons U; := nh" ™ A;(x,). Nous avons E(U;) =0 et

]U!_G2(K>::M

oti K est une borne supérieure pour K™ (z).

Afin d’appliquer Uinégalité de Bernstein , nous calculons o? = Var(Uy) car les U; sont

1.9.d.
(G (552)) |- ez (552
1

= [ G (5.7) s (f S (50) “’”“)2'

Par un changement de variables, nons avons

Sf:hn/(K"())Qé((t_uh (/K’“) t—uhn)du)Q.

Sous les hypotheses établites sur le noyau K, nous obtenons o3 = O(hy,).

2 _
o =F

En appliquant linégalité de Bernstein, nous avons
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n

=1

>0

=1

"

>e}:P{ >enh2+l}
—2n2h2rt?
< 2exp : n
2 [V + s Menhi+]

22 h2rt?
= 2exp .

~ 2exp { —cenh2 '}

avec'V >n a%,

ot ¢ est une constante universelle.

Par conséquent (4.5) devient

) ) —ce?nh?rtt

P " — Ef\ ‘ > < 2q, —r 1

{lg}%};n a7 (zk) i (xg) e} q exp{ g ogn}
2qn nfceznhgf+1/logn.

En remplacant q, par sa valeur, nous obtenons

P{ max |F0() = B (w0)| > 6} < QA RTTE pmenhi T logn

1<k<qn

Sous Uhypothese (Hy), nous avons

P< max
1<k<qn

Sous Uhypothese (Hsy), le dernier terme de (4.6) est un terme général d’une série conver-

n

T @) = BFY ()| > e} < 2A 3ot logn (4.6)

logn
nh2r 1

~ ~ [ logn 12
(r) . (r) e 5 —Ce€
P {12515%);” fn (xk) Efn (Zl?k)) > € nh%rJrl } <n? 0. (47)

Par un choiz convenable de €, le terme de (4.7) est un terme général d’une série conver-

2r+1
nh2r+
max
logn 1<k<gn

gente. En remplacant € par €

), pour €y > 0, nous avons

gente, d’ot

) = B ()| = o) pes
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et donc X9 = O % , et comme % > Lo pour tout n > 3, nous avons
nhy, n hy n hy,

ol ~ [ 1
fff) (z) — Ef,(f)(g;)‘ =0 < %) p.s quand n — o0
nh;’

et par conséquent

- , logn ,
i‘ég ’f?’(b )(x) — ¢ )(x)} =0 {mam (ﬁ / nh%’”“’h")} p.s quand n — 00

ce qui acheve la démonstration du théoréeme.

sup
€O

66



Chapitre 5

Simulations

5.1 Estimation du paramétre de lissage

Dans ce chapitre, nous comparons par simulation sur différentes densités quatre mé-
thodes de sélection du paramétre de lissage qui interviennent dans ’estimation de la
densité et ses dérivées par la méthode du noyau :

— La méthode de maximum de vraisemblance avec validation croisée

— La validation croisée biaisée

— La valiodation croisée non biaisée

— La méthode du AMISE.

5.1.1 Maximum de vraisemblance avec validation croisée

Nous faisons intervenir la méthode du maximum de vraisemblance avec validation croisée
(Maximum Likelihood Cross-Validation "MLCV") pour 'estimation de la densité (r =
0). Or l'estimation des dérivées de la densité pour (r > 1) ne semble pas possible a
cause des valeurs négatives que peuvent prendre les dérivées du noyau. Ce qui empéche
la fonction du logarithme d’étre définit.

L’estimation du paramétre de lissage optimal par la méthode de maximum de vraisem-

blance avec validation croisée est obtenue en maximisant I’expression suivante

1 « ~
MLCV (h) = ~ > log fr—i(X:)
=1

_ %Zlg [gﬂ%)] g [0

J#i

67
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ou

et K (M)

Le paramétre de lissage qui maximise la fonction M LCV (h) est hy oy = arg max, M LCV (h).

5.1.2 Validation croisée non biaisée

Cette méthode de validation croisée non biaisée (Unbiaised Cross-Validation "UCV™")
proposée par Rudemo [30] et Bowman [4], appellée aussi méthode des moindres carrés
avec validation croisée (Least-Squares Cross-Validation "LSCV") est probablement la
méthode la plus connue et la plus utilisée pour 'estimation du parameétre de lissage par
la méthode des noyaux.

Considérons une mesure de distance alternative entre fh et f, lerreur quadratique inté-
grée (Integrated Squared Error "ISE") de la fonction de densité f :

1SE{f} = [ [fe) = 1) da = al. ).
En développant, nous obtenons
158 {f} = /fz(x)dx _ z/ﬁ(x)f(x)dx+/ﬁ<x)dx

Par la suite on omet le dernier terme puisqu’il ne dépend pas de h. Donc, le critére

consiste a choisir le parameétre de lissage qui minimise un estimateur convenable de :

UV (h) = / [Fute) — 1)) - / F(2)d
- [ Bwis—2 [ fi@f@a

Puisque [, F2(x)dz ne dépend pas du paramétre de lissage h, nous pouvons choisir le

paramétre de lissage de facon a ce qu’il minimise un estimateur de

| B =2 [ @@

Le terme croisé s’interpréte comme une espérance

| @@= £ [f)]
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Un estimateur sans biais (leave one out estimator) de Uespérance de f,(x) est donné par

—

car pour la fonction de densité, le concept de validation croisée consiste & supprimer
I'observation ¢ de I’échantillon pour Iestimation de la fonction de densité f(X;) a ce

point. cet estimateur est dénoté par fh_Z(XZ) et s’exprime de la maniére suivante :
~ 1 i X. — X,
—i Xz = — K S E—
Ja-ilX2) h<n_1>,2 ( h )
Jj=1,j#1

A cet effet, le critére & optimiser est alors :

UCV (h) = /R FA(x)de — % Z Fumi(X0)

Par ailleurs, nous montrons que

/RPh(x)d:p = %izﬂ:K*K <¥) = R(}Ah)

i=1 j=1
ol K x K est la convolution du noyau par lui méme.

Finalement, nous obtenons un parameétre h en minimisant le critére suivant :

n

UCV(h)Z%ZiK*K(&fj)_nh<n2—1>i > K(#)

i=1 j=1 i=1 j=1,j#i

Le paramétre de lissage qui minimise cette fonction est hycy = argmin, UCV (h).
Considérons maintenant une mesure de distance alternative entre ﬁf) et ), Verreur
quadratique intégrée (Integrated Squared Error "ISE") de la riéme dérivée de la fonction
de densite £ :

2
{7} = [[70@ - 19w)] e = a0, 1),
En développant, nous obtenons

ISE {f,‘[’} - / F2(g)da — 2 / FN (@) O (2)dx + / FO2(2)de

Le critére a optimiser est alors :
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UCv,(h / A (@)de — Z(-1)" Y fE(X
i=1
ou .
- 1 X, — X
J/C;(LQ—)l(XZ) h2r+l(n — 1) - K& ( h j)
J=1j#1
et

r -1 " . r X’L - X r
[ A = S ST e () < R

i=1 j=1

Nous obtenons un paramétre h en minimisant le critére suivant :

vovin =k 3wk (S55) <23 8 e (R)]

=1 j=1

oit (K x K)?) = K x K", Le paramétre de lissage qui minimise cette fonction est
hUC’Vr = arg minh UO‘/r(h)

5.1.3 Validation croisée biaisée

Le critére de validation croisée biaisée (Biaised Cross-Validation "BCV") a été introduit
par Scott et Terell [32] pour remédier aux problémes de validation croisée non biaisée.

Il s’agit d’introduire un biais dans le UC'V afin de réduire sa variance.

h4
BOV(H) = - RUK) + "L d(0) | RG) — ()
ol
@y _ [1r@ _ ) X=X )
R = [ - nhZZK o (S
et
:/KQ(u)du
R
Notons que

KO« KO0 = [ KOO - KO )y = [ ()P dy = ()

Nous obtenons
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n n

BCV(h)—ER(K):hZ 2 [ 2h5ZZK x* K@ (X hX) n}ﬁR(Ku))]

=1 j=1

n—1 n
2 X; - X;
= - E K@ 4 @ <T) + K@ K(2)(0) K@ K(2)(O>]
i=1 j=i+1
nfl n
X. — X.
_ K@ 4 g ( j )
2
2n =1 j=i+1 h

d’ou la quantité & minimiser est alors :

BCV (h) = nhR(K) 2n2h Z Z K® (T)

=1 j=i+1

Nous définissons hpcy = arg ming, BCV (h).

Le critére BC'V pour les dérivées de la densité devient ainsi

BCV,(h) = ﬁmm N+ T 15(K) {R( Fo+Dy nh(;m R( K(Hm)]
ou
R(f0+) = /R[f(r+2)(;p)]2dx = % Zn; ZH;K(rJrz) « 42 (%)
i=1 j=
et
R(E®) = [ KO u)du
Notons que :

KO KD (0) = [ KO0 ) KO )dy = [0 )y = REC)

La quantité & minimiser est alors :

1 T r+2) r+2 X X
BCV.(h) = WRU(( n2h2r+1 Z Z KU g (T)

i=1 j=i+1

Nous définissons hpcy, = arg min, BCV,.(h).
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5.1.4 Critére du AMISE

Nous avons vu au chapitre (3) que

1 1
AMISE(F"), f) = o RIK) + 2 h'ua(K)R(F7).

Donc, le paramétre de lissage optimal hayrsp,- pour 'estimation de la rieme dérivée de

la densité est donné par

)y 1 1/(2r+5)
hAr1SEr = (2r + 1)R(K( )) 1/ (2r+5)
T Lpe(K)2R(f02)

D’ou

2r+5 4 PLES
PO R(K W) (12 (K )2 R(FH) ) (2r 4+ 1)] 27 nois

AMISE,(f) =

5.2 Simulations et résultats

5.2.1 Simulations

Dans cette étude, nous considérons des simulations qui ont été conduites a partir de
deux densités distinctes : une densité gausienne N(0; 1), et un mélange a 50% de deux
densités gausiennes N(—1.5; 1) et N(1.5; 1) :

1. La loi bimodale (Bimodal separated) :

1 1. 1 1
fl@) = 5oz, p = =15,0" = )+ So(w,p=15,0" = 7)

2. La loi normale centrée et réduite :
9(z) = ¢(z,p=0,0" = 1)

Nous simulons pour chacune de ces lois un échantillon de taille n = 500 et nous estimons
le paramétre de lissage et estimateur a noyau de ces densités ainsi de leurs dérivées,
et ce, pour différents noyaux. Les programmes de calculs sont réalisés par le langage
R.3.0.0.

Afin de comparer les estimateurs a noyau des dérivées de la densité dans le cas complet
iid et le cas censuré iid, nous simulons un échantillon X = (X1, Xy, ..., X,,) de loi N(0,1)
de taille n = 500 et un échantillon de la loi de censure C' = (C}, (s, ..., C},) de loi N(0,1)
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de taille n = 500, nous présentons 'estimateur a noyau des dérivées dans le cas complet
et censuré dans une méme figure.
Les r dérivées de la loi bimodale f(x;r) pour r =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 respectivement sont

1\/_672( %) 1\/_672( 7%)
2T A 2T A

12 (—4x — 6) e 2@ +3/2)° +1\/'( Az + 6) e 2e=3/°

f(;0) =

Flal) =5 NG 5 N
f(x 2) _ \/_e_2 z+3/2)? L1 1 \/—< Ar — )2 e—2(z+3/2)2 B 2\/§e—2(m—3/2)2
’ VT 2 VT VT
1V2(—4z + 6)? e 2-3/2
+ 5 N
Fa:3) = _6\/§ (—4a — 6) e—2(z+3/2)? 1\/5 (—dx — 6)3 o 2(z+3/2)?
’ VT 2 VT
B 6\/§ (—4z + 6) e 2=3/2” n 1V2(—4x + 6)% e~2(==3/2)°
VT 2 VT
Fa4) = 24 \/§e*2(”3/2)2 B 12\/5 (—dx — 6)2 o—2(+3/2)?
VT VT
1 \/5(_43; _ 6)4 o—2(z+3/2)? \/§e—2(w—3/2)2
+ 5 \/7_T + 24 ﬁ
pV2(Ar+6)’ e T 1D (w4 6) e e
VT 2 VT
Fa:5) = 120\/5 (—4z — 6) o 2(z+3/2) B 20\/5 (—dx — 6)3 e—2(z+3/2)
VT VT
1\/5(_ ) o—2(z+3/2)? \/5(—4x+6) o—2(z—3/2)
+ 3 + 120
2 VT VT

\/é( 4$+6)3 —2(z—3/2) WL 1\/_( 41‘—|—6)5672(173/2)2

— 20 NG : NG
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De—2(z+3/2)? 2 (—dr — 6)> —2(z+3/2)2
F(x;6) = —480\/_GT+360\/_( ° \/3?6
30\/5 (—dz — 6)* e 2@+3/2° 1 /2 (—dz — 6)° e 2@ H3/2)°

NZ3 2 NZS

9e—2(z—3/2)? 9 (—4 6)2 —2(z—3/2)*

L ago Y2 g2 (cAr 4 6) e
N3 NZ3

30 V2 (—4z + 6)* e 2e=3/2)° N 12 (—4x +6)° e~ 2=3/2)°

NZ3 2 NZa

Les r dérivées de la loi normale centrée réduite g(x;r) pour r = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
respectivement sont

B 3ze”TV2  1ade TV2

g(;3) 2/ 7

1’2 322 CL’2
3e T2 2e” T2 1zte T2
g(x;4) =5 -3 +5
2 Jr NZ3 2

2 2 2
15 ze~7+/2 e T2 1ale T2
flass) = —2 V2 gre VB it TV

2 Vi 2 r

2 z2 1-2 m2
F(2:6) 15e~%2+/2 N 452252 15zt T2 N 125 72
r;0) = —— — - — —
’ 2 T 2 7 2 T 2 7

5.2.2 Résultats
Nous présentons les résultats (tables 5.1 et 5.2 ) des simulations obtenus pour l'estima-

tion du parametre de lissage des dérivées d'une densité dans le cas : d’une loi bimodale

et d’une loi normale centrée réduite par les méthodes de sélection : MLCV, UCV, BCV



Chapitre 5 : Simulations 75

et AMISE.

Dans les figures 5.1 et 5.2, nous représentons l'estimateur de la fonction de densité de
chacune des deux lois. L’estimateur représenté par la courbe noire est calculé a 'aide
de la fenétre optimale hy/rcy pour r = 0, pour un ensemble de 500 données simulées,

lautre courbe (rouge) correspond a la fonction de densité théorique.

Dans les figures 5.3 et 5.4, nous représentons l'estimateur des dérivées de la fonction
de densité de la loi bimodale pour r=0, 2 respectivement, ot ’estimateur est calculé a

I’aide de la fenétre hy ey pour un ensemble de 500 données simulées.

Dans les figures 5.5 et 5.6, nous représentons l'estimateur des dérivées de la fonction
de densité de la loi bimodale pour r=1, 2 respectivement, ot 'estimateur est calculé a

I’aide de la fenétre hgcy pour un ensemble de 500 données simulées.

Dans les figures 5.7 et 5.8, nous représentons 'estimateur des dérivées de la fonction de
densité de la loi bimodale pour r = 0, 3 respectivement, ot I'estimateur est calculé a

I’aide de la fenétre haprse pour un ensemble de 500 données simulées.

Afin de voir 'impact du choix de la méthode d’estimation du paramétre de lissage sur
la qualité d’estimation des dérivées de la fonction de densité, nous représentons dans les
figures 5.9 et 5.10, 'estimateur des dérivées de la fonction de densité de chacune des
deux lois pour » = 1, ou l'estimateur est calculé a I'aide des fenétres hycv, hpoyv et

hanrse pour un ensemble de 500 données simulées avec un noyau gaussien.

Afin de pouvoir visualiser I'impact du choix du noyau sur la qualité d’estimation des deux
lois pour différentes fenétres, nous présentons sur les figures 5.11 et 5.12, 'estimateur
des dérivées de la fonction de densité de la loi bimodale pour » = 0, 1 respectivement,
calculé a I'aide de la fenétre hycy, puis nous présentons sur la figure 5.13 I'estimateur
de la dérivée de la fonction de densité de la loi N(0;1) pour r = 1 calculé a 'aide de la

fenétre hpcvy, et ce pour différents noyaux.

Les figure 5.14 et 5.15 présentent I'estimateur & noyau de la réme dérivée de la densité
N(0;1) pour r =0 et r = 1, 3 respectivement, pour le cas complet et censuré pour une

fenétre h donnée. Les valeurs de h sont celles obtenues par validation croisée non biaisée
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"UCV" dans le cas complet (table 5.2) et donc ils sont choisis d’'une maniére arbitraire

pour le cas censuré.

Kernel Gaussian | Tricube | Triweight | Epanechnikov
Method | r h h h h
MLCV | 0| 0,1443 0,4818 0,5456 0,2872
0| 0,2036 0,4633 0,6203 0,3565
1] 0,2845 0,4765 0,7862 0,1233
2| 0,3626 1,6537 1,7393
ucv 31 0,5072 0,1475 0,1685
4| 0,5891 2,7798
5| 0,6655
6| 0,7392
0| 0,1956 0,4926 0,5874 1,1594
1] 0,2557 0,6787 0,6749
2| 0,2671 1,3874 1,5849
BCV 31 0,1770 1,3848 1,843
41 0,1798 1,3874 1,5839
5| 0,1849 1,3840
6| 0,1932 1,3870
0| 0,2035 0,5111 0,6002 2,3236
1] 0,6568 1,6247 1,8304
2| 1,0485 2,7774 3,1746
AMISE | 3| 0,3180 0,1475 0,1685
41 1,0361 2,7808 3,1769
5| 0,0550 0,1475
6 1,0367 2,7778

TABLE 5.1 — Résultats des simulations de la loi Bimodale pour n=500

Compte tenu des résultats des simulations, on peut constater que l'estimateur de la

dérivée d’une densité dépend du choix du noyau et de la fenétre h.

Le choix du noyau influe peu sur les performances de ces estimateurs ce qui nous conduit

a privilégier la solution classique du noyau gaussien pour r = 0.

Le choix de la fenétre A est, en revanche crucial. Pour » = 0, commme fenétre optimale,

nous choisissons la valeur qui minimise le M LCV .
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Pour » > 1 la meilleure méthode de sélection de la fenétre change d’un noyau a un autre
et d’une loi a une autre. Par exemple, pour r = 1, la valeur optimale qui minimise le
UCYV pour la loi N(0;1) est celle obtenue avec le noyau gaussien. Tandis que pour la loi
bimodale, parmis les noyaux testés, nous remarquons que le noyau tricube améliore la

qualité de I’estimateur de la dérivée.

Nous constatons, d’aprés les résultats obtenues, que la méthode de validation croisée
non biaisée "UCV" donne de bons résultats pour les densités unimodales suffisement
lisses. En égard a la méthode de validation croisée biaisée "BCV", il serait intéressant
— dans un travail futur— d’effectuer des simulations extensives et observer la robustesse
de la méthode par rapport aux propriétés de la densité cible.

Cependant, un point important doit étre impérativement souligné. La sélection de la
largeur de fenétre par AMISE n’est valable qu’asymptotiquement. A taille d’echantillon
fixé, 'analyse s’avére délicate. Ensuite, les formules qui sont au coeur de la méthode
imposent des restrinctions sur la densité f souvent difficiles a vérifier dans la pratique.
Il est instructif de souligner que dans le AMISE, le terme du biais et le terme de la
variance varient en sens inverse par rapport a h : une largeur de fenétre trop importante
entrainera une augmentation du biais et une dimunition de la variance (phénomeéne de
sur-lissage), alors qu'une largeur de fenétre trop petite provoquera une ination de la
variance et une diminution du biais (phénoméne de sous-lissage).

Aussi, en faisons les mémes simulations pour différentes tailles d’échantillon n = 100, 500
et 1000, nous constatons que la fenétre h est une quantité déterministe (qui dépend
du nombre d’observation n). Nous avons remarqué que les performances moyennes de

I’estimateur h,, se dégradent lorsque la taille d’échantillon augmente.
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Kernel Gaussian | Cosine | Biweight | Triangular
Method | r h h h h
MLCV | 0| 0,3533 | 0,4545 | 0,5844 0,5615
0| 0,3682 | 0,8381 | 0,9867 0,9145
1] 05262 | 0,0809 | 1,1217
2| 0,6679 | 0,0809 | 0,0932
ucv 3| 06761 | 0,0809
41 0,6768 | 0,0809
5| 0,6769 | 0,0809
6| 06769 | 0,0809
0| 03269 | 0,7605 | 0,8759
11 0,3379 | 0,7608 | 0,8751
2| 0,1148 | 0,7598 | 0,8765
BCV 3| 0,2067 | 0,7608
4] 02128 |0,7604
5| 0,0878 | 0,7588
6| 0,089 | 0,7609
0| 03404 | 1,5226 | 0,9321
1] 06764 | 1,3605 | 0,6618
2| 06772 | 1,5227 | 1,7551
AMISE | 3| 0,0359 | 0,9451
41 0,6769 | 1,5245
5| 0,0359 | 0,8786
6| 06762 | 1,5228

TABLE 5.2 — Résultats des simulations de la loi Normale centrée réduite pour n=>500
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Maximum-Likelihood Cross-Validation (Kullback-Leibler information)
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Conclusion et Perespectives

Conclusion

La statistique non paramétrique est en plein développement mais reste encore une théo-
rie inachevée. Les problémes d’optimalité, notamment, ne sont pas résolus. Cependant
les méthodes non paramétriques ont déja fait leurs preuve : elles sont simples, robustes

et souvent supérieures aux méthodes paramétriques.

[’estimation des dérivées d’une densité de probabilité & partir d'un échantillon de va-
riables aléatoires indépendantes est un probléme de la statistique non paramétrique qui
a fait 'objet d’une littérature abondante, et qui a connu peu de développements théo-
riques et pratiques. Il nous a donc semblé intéressant de faire le point sur quelques
propriétés de I'estimateur a noyau des dérivées de la densité pour des données censurées

a droite avec I’hypothése d’indépendance des durées de survie et les variables de censure.

L’estimateur & noyau des dérivées de la densité est flexible, dans la mesure ou il laisse &
I'utilisateur une grande latitude non seulement dans le choix du noyau K, mais encore

dans le choix du paramétre de lissage h.

Lorsqu’on se limite aux noyaux K positifs, les vitesses de convergence varient peu en
fonction de K et les critéres essentiels du choix du noyau sont alors la simplicité, la
vitesse de calcul d'une part et la régularité de la courbe a obtenir d’une autre part.

En revanche, le choix du paramétre de lissage étant crucial, aussi bien pour la précision
locale que pour la précision globale de I’estimateur. A ce jour, de nombreuses méthodes

(dites de sélection) ont été proposées afin de choisir la meilleure fenétre possible.

Dans ce mémoire, nous avons effectué un point bibliographique sur quelques unes de ces
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méthodes de sélection : le UCV, BCV, MLCV et le AMISE.

Il est essentiel de comprendre qu’il n’existe pas de méthode de sélection du paramétre de
lissage qui soit intrinséquement meilleure que toutes les autres. L’expérience montre que
chaque méthode de sélection posséde, en quelque sorte, ses densités de prédilection : une
premiére méthode fonctionnera par exemple correctement pour des densités unimodales,
telle que la loi N(0,1), alors qu'une seconde fournira de bien meilleurs résultats pour

des densités a queues lourdes, telle que la loi bimodale.

Dés lors, toute comparaison objective et équitable entre les différentes méthodes de sé-
lection devient difficile, voir impossible. Dong, il faut insister aujourd’hui sur la nécessité
de s’orienter vers des méthodes de sélection plus universelles et effectuer des simulations
extensives en observant la robustesse de la méthode par rapport aux propriétés de la
densité cible.

Perspectives

En perspectives de recherche, nous présentons quelques projets théoriques et pratiques
se situant directement en continuité de I’étude effectuée dans le cadre de ce mémoire.
En complémént des résultats du chapitre 4, ot nous avons établi la vitesse de convergence
uniforme présque sire d’un estimateur des dérivées de la fonction de densité censurée,
divers traveaux intéressants seront en cours au moyen terme. Ci dessus, nous citons
certains de ces traveaux :

- Etude du comportement asymptotiques de la fenétre de lissage pour les dérivées de la
densité pour des données censurées.

- Adapter cet estimateur au cadre conditionnel, i.e; étudier les propriétés asympto-
tiques d’un estimateur a noyau (ou double noyau) pour les dérivées de la densité
conditionnelles dans le cadre des données censurées.

- Affiner les critéres de sélection du paramétre de lissage et utilisation du boostrap pour

le choix de la fenétre optimale pour cet estimateur.
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Annexe

Modes de convergences

Convergence en loi On dit que (X,,) converge en loi vers X (X, KN X) si la suite de
fonctions F,, converge, point par point, vers F' :

Va, lim |F,(X,,) — F(X)| = 0.

Convergence en probabilité On dit que (X,,) converge en probabilité vers X (X, 5

X) si:
Ve >0, lim P(|X,, — X| > ¢) =0.

n—oo
La convergence en probabilité est utilisée pour exprimer la loi faible des grands nombres.
Convergence presque stre On dit que (X,,) converge presque stirement vers X (X, n
X) si et seulement si :

Ve > O’JLIEOP(‘Xi —X|>¢e)=0,Vi>n.

La convergence presque stre se distingue de la convergence en probabilité par le fait
qu’elle est plus générale (Vi > n). Intuitivement, elle implique qu’une fois que la série
X, s’approche de X, elle ne s’en écarte pas.
On voit rapidement avec la définition (prenons i—n) que la convergence presque stire
implique la convergence en probabilité.

X B X=X, 55X
La convergence presque sire est utilisée pour exprimer la loi forte des grands nombres.
Convergence en moyenne quadratique On dit que (X,,) converge en moyenne qua-
dratique vers X (X, =¥ X) si :
lim B[, — X|*] 0.

Propriétés :

1. Convergence presque stire = Convergence en probabilité.

2. Convergence en moyenne quadratique =Convergence en probabilité.

3. X,, & X en loi = p(X,) = ¢(X) en loi pour toute fonction continue .

4. E(X,) = cet V(X,) — 0= X,, = ¢ en moyenne quadratique.
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Taux de convergence

A travers cette section, nous introduirons des notations trés importantes, appelées nota-
tions O, o, qui se lisent "notation grand-O", et "notation petit-o". Ici O et o indiquent
I'ordre et sont souvent considérés comme des symboles d’ordre. De maniére approxi-
mative, nous dirons qu’une certaine quantité est, disons, O(z), lorsqu’elle est du méme
ordre, asymptotiquement, que la quantité x, alors qu’elle sera o(x) quand elle sera d’un
ordre inférieur a la quantité x. La signification précise de tout cela sera indiquée par la
suite.

Définition

Si f(.) et g(.) sont deux fonctions réelles de la variable positive entiére n, alors la notation

f(n) =o(g(n))  quand n — oo,

i (50a7) =0

Nous pouvons dire que f(n) est d’un ordre plus faible que g(n) asymptotiquement ou

signifie que

quand n tend vers l'infini.

Notons que g(n) elle-méme peut avoir toute sorte de comportement quand n tend vers
I’infini.Elle peut posséder une limite ou pas, et si ¢’est le cas, cette limite peut étre nulle,
finie et non nulle, ou infinie. Ce qui est important est la comparaison opérée par le ratio.
Le plus souvent g(n) est une puissance de n, positive, négative, ou nulle. Dans le dernier
cas, puisque n’ = 1 pour tout n, nous devrions écrire f(n) = o(1), et ceci signifierait
d’aprés la définition que

i (£47) = i () =

n—o0 n—oo

autrement dit, que f(n) tend vers zéro quand n tend vers l'infini. Mais si nous disons
que f(n) = o(n™1'), par exemple, ou que f(n) est o(n™1), nous signifions que f(n) tend
vers zéro plus vite que n~'. Nous pourrions également dire que f(n) est o(n), et nous
ne saurions pas alors si f(n) posséde une limite quand n — oco. Mais nous savons que si
f(n) tend vers l'infini, ¢’est moins rapidement que n.

La notation grand-O, qui exprime la relation d’ordre identique, est plus précise que
la notation petit-o, puisqu’elle nous indique le taux le plus fort auquel les quantités
peuvent varier avec n. En voici la définition.

Définition
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Si f(.) et g(.) sont deux fonctions réelles de la variable positive entiére n, alors la notation

f(n) =0{(g(n))

signifie qu’il existe une constante K > 0, indépendante de n, et un entier positif N tels
que |f(n)/g(n)| < K pour tout n > N.

Nous disons que f(n) et g(n) sont du méme ordre asymptotiquement ou quand n — oo.
Une fois encore c’est le ratio de f(n) sur g(n) qui est en cause. La définition n’exclut
pas la possibilité que la limite du ratio soit nulle, de sorte que I’expression verbale "du
méme ordre" peut étre trompeuse.

Une autre relation évite cette incertitude : nous 'appelons ’égalité asymptotique.

Définition : Si f(.) et g(.) sont des fonctions réelles de la variable positive entiére n,

alors elles sont asymptotiquement égales si

i (L) -

Nous notons f(n) = g(n). La notation standard pour cette relation n’est pas =, mais ~.
Puisque le symbole ~ est utilisé pour désigner la distribution d’une variable aléatoire,

cela justifiera 'usage de 'autre symbole dans ce mémoire.

[’égalité asymptotique évite la difficulté a laquelle nous avons fait allusion en connexion
avec le grand-O ou relation du méme ordre, aux dépens d’une condition plus forte.
Contrairement a 1’égalité asymptotique, la relation grand-O ne nécessite pas que le ratio
f(n)/g(n) ait une quelconque limite. Il peut en avoir une, mais il peut également varier
perpétuellement entre des bornes.

Les relations définies plus tdt sont consacrées aux suites réelles non stochastiques. Les
relations dites relations d’ordre stochastiques sont d’un intérét encore plus grand. Elles
sont parfaitement analogues aux relations définies plus haut,mais reposent par contre

sur I'une ou l'autre forme de la convergence stochastique. Formellement :

Définition
Si a, est une suite de variables aléatoires, et g(n) une fonction réelle d'un argument

positif entier n, alors la notation a,, = 0,(g(n)) signifie que
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p lim (a—") = 0.
De fagon similaire la notation a,, = O,(g(n)) signifie qu’il existe une constante K telle

que, pour tout € > 0, il existe un entier positif N tel que
Qn

o ( o)

. . . , . o a . .
Si b, est une autre suite de variables aléatoires, la notation a,, = b, signifie que

lim (22) =1
plm () =1

Il sera toujours évident de savoir si les variables aléatoires en question sont aléaoires.

>K> <€ pour tout n > N.

Quand elle le sont, O(.) et o(.) devraient étre interprétés comme O,(.) et 0,(.).

Les symboles d’ordre sont trés simples & manipuler, et nous présentons maintenant
quelques régles de manipulations. Pour faire simple, nous nous restreignons aux fonctions
g(n) qui sont simplement des puissances de n. Les régles pour ’addition et la soustraction
sont

O (nmm(p,q) );

ofn) = o(n™ = );
)

O(n?) £ o(n?) = O(nP) sip>yq;

S
3
=
H H
o
3@
I

O(n?) £ o(n?) = o(n?) sip<gq.

2
3
N
2
3
N>
I
2
3

]
+
=

Lemme de Borel-Cantelli

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, et (A, )nen une famille d’événement.
Si EneN P(A,) < +o0, alors P(%%NA”) —0.

Si ) ,en P(An) = +00, et siles (Ay)nen sont mutuellement indépendants, alors

P(mneNAn> - ]_
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Fonction holderienne

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f est y—hdldérienne

avec 7y dans ]0, 1] s’il existe une constante C., telle que :

Vo, y € L[ f(x) = f(y)] < Cy |z —yl”.

L’inégalité de Hoeffding

Soit X7, Xo, ..., X, une suite de V.a indépendante avec a; < X; < b; pour 1 < i < n.
Alors VA >0

P(vn(X —EX) > \) <exp (-2%/ Zn:(bi — ai)2> :

L’inégalité de Bernstein

Soit Uy, Us, ..., U, une suite de v.a indépendante et centrées avec |U;| < M, VM > 0.

Soit S? = Var(U;)
_772
P >n| <2expl ——— 5,
2(V + 1M 7]

n

>

i=1

on V. >>3" S2

L’inégalité de Lenglart

Nous rappelons ici un résultat bien connu dans I'étude des intégrales Kaplan-Meier. Il
met en avant I'intérét de I’'approche martingale dans le contexte des données censurées.
Au préalable, nous rappelons la définition de la variation quadratique (M (t), M(t)). Soit
M une martingale par rapport a une filtration {F},t > 0}. Si M est continue a droite et
si pour tout t > 0, E[M?(t)] < oo, alors il existe un unique processus croissant prévisible
continu & droite noté (M (.), M(.)) tel que :

(i) (M(0),M(0)) = 0 presque strement,
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(ii) pour tout t > 0, E[(M(t), M(t))] < oo,

(iii) M(t)*>—(M(t), M(t)) est une martingale continue & droite par rapport a la filtration
E;.

Pour plus de détails sur les outils martingales dans le contexte des données censurées,

voir Fleming et Harrington (1991).

Voici maintenant I’énoncé de 'inégalité de Langlart, sous une forme appropriée a notre
contexte.

Théoréme 5.1. Soit M une martingale par rapport a la filtration {Fy,t > 0} de carré
intégrable. Soit f un processus prévisible, localement borné. Alors, pour tout temps d’arrét

T tel que P(1 < 00) =1 et pour tous €, n > 0, nous avons :

P (i;‘? { / t f(S)dM(s)}2 > ) <Typ ( | rerar o)) = n) |

Nous pouvons retrouver I’'énoncé ainsi que la démonstration de ce théoréme dans Fleming

and Harrington[10].
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