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Résumé

Le but de ce mémoire est de présenter un panorama des méthodes d’ana-
lyse disponibles pour les réseaux de Petri T-temporels et discuter leur mise en
œuvre avec une étude comparative, d’un autre côté on s’intéresse aux systèmes
préemptifs et l’abstraction de l’espace d’états des réseaux de Petri étendus à chro-
nomètres. Nous nous intéressons plus particulièrement au modèle des réseaux de
Petri à arcs inhibiteurs ITPN [60](Inhibitors arcs Time Petri Nets). Nous pro-
posons dans la suite, une adaptation simple du graphe de classes en modeC, avec
sémantique forte préservant, non seulement les propriétés CTL∗ (Computation
Tree Logic) mais également les contraintes temporelles quantitatives du modèle
pour prendre en considération la préemption.

Cette technique permet d’associer à tout chemin de ce graphe l’ensemble
des séquences de franchissements effectivement franchissables. L’ensemble des
séquences est alors délimité par un réseau de contraintes temporelles simple STN
(Simple Temporal Network), qui définit exactement les contraintes devant être
vérifiées par les tirs des transitions.

MOTS CLES : systèmes préemptifs, Réseaux de Petri temporels RdpT ,
Réseaux de Petri à arcs inhibiteurs ITPN , classes d’états, propriétés (LTL ; CTL ;
CTL∗ ; quantitatives), surapproximation DBM.



Abstract

The objective of this report is to present a panorama of the existing methods
analyzing the T-time petri nets and discuss their putting works with a compara-
tive study, on one side, on the other side we are interested in preemptive systems
and the abstraction of the states space of time Petri nets extended with stop-
watches. we are interested by Inhibitors Time Petri Net model [60]. We propose
then, a simple adaptation of the graph of classes modeC, with strong semantics
preserving CTL∗ proprieties (Computation Tree Logic) as well as the quantita-
tive temporal constraints of the model to taking into account the preemption.

This graph allows to associate with each path, a sequence of transitions effec-
tively firables in the net. The set of séquences is then delimited by a simple time
network STN (Simple Temporal Network), witch defines exactly the constraints
that have to be verified.

KEYWORDS : preemptive system, Time petri nets TPN , Inhibitors arcs Time
Petri Nets ITPN , state classes, (LTL ; CTL ; CTL∗ ; quantitatives) proprieties,
DBM ouverapproximation.
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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Le fil conducteur...

Le temps (du latin tempus), cette notion fondamentale de la Nature dans son
sens de temps qui passe. � Les physiciens, écrit Étienne Klein, n’essaient pas de
résoudre directement la délicate question de la nature du temps (...). Ils cherchent
plutôt la meilleure façon de représenter le temps�. Cela vise précisément à mieux
appréhender le problème de la mesure physique du temps et des prédictions qui
s’y rapportent.

Dans les systèmes complexes, souvent, on parle du temps réel. Ce paradigme
qui décrit les systèmes qui pilotent un procédé physique à une vitesse adaptée à
l’évolution du procédé contrôlé.

Les systèmes informatiques temps réel se différencient des autres systèmes
informatiques par la prise en compte de contraintes temporelles dont le respect
est aussi important que l’exactitude du résultat, autrement dit le système ne doit
pas simplement délivrer des résultats exacts, il doit les délivrer dans des délais
imposés.

De tels systèmes sont de plus en plus présents en milieu industriel. On peut
citer par exemple : les salles de marché au travers du traitement des données
boursières en temps réel, dans l’aéronautique au travers des systèmes de pilotage
embarqués (avions, satellites), ou encore dans le secteur de la nouvelle économie
au travers du besoin, toujours croissant, du traitement et de l’acheminement de
l’information (vidéo, données, pilotage à distance, réalité virtuelle, etc.).

Cependant, certains domaines critiques tel que la médecine, l’aéronautique
et le nucléaire exigent de pouvoir garantir de façon absolue l’absence de toute
défaillance dans certains logiciels, d’où le besoin de méthodes formelles pour la
vérification et l’analyse de tels systèmes et ceci constitue le cadre très général de
notre travail.
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En informatique, un système d’exploitation multi-tâches est un systéme qui
permet d’exécuter, de façon apparemment simultanée, plusieurs programmes in-
formatiques. On parle également de multiprogrammation. La simultanéité appa-
rente est le résultat de l’alternance rapide d’exécution des processus présents en
mémoire. Alors on peut avoir deux cas de figures :

Le multitâche coopératif [66], est une forme simple de multitâche où chaque
processus doit explicitement permettre à une autre tâche de s’exécuter. Il a été
utilisé, par exemple, dans les produits Microsoft Windows jusqu’à Windows 3.11
ou dans Mac OS jusqu’à Mac OS 9. Ce type de processus présente certains in-
convénients par exemple si le processus est bugué, le système entier peut s’arrêter.
En pratique, la coopération se passait de façon visible : quand on cliquait sur une
fenêtre l’application correspondante prenait la main et les autres étaient figées,
en quelque sorte.

Dans un Multitâche préemptif [66], le processeur signale au système d’exploi-
tation que le processus en cours d’exécution doit être mis en pause pour permettre
l’exécution d’un autre processus. Le système doit alors sauver l’état du processus
en cours (le compteur ordinal, les valeurs des registres). Le processus est placé
dans une file d’attente ; lorsqu’il est en bout de file, son contexte d’exécution est
restauré. Les premiers systémes d’exploitation préemptifs sont : OS2 et OS warp,
certains systèmes d’exploitation le sont devenus comme Windows (avec Windows
NT 3.1 en 1993 pour les professionnels et Windows 95 en 1995 pour le grand
public) et MacOS X en 2001. En pratique, avec ces systèmes récents on peut
parfaitement afficher plusieurs vidéos en même temps, même la fenêtre dont la
barre apparâıt en gris (inactive) continue de fonctionner.

On retient que : La préemption est la capacité à exécuter ou stopper une
tâche planifiée en cours, en respectant les délais et évitant de perdre des données.
L’ordonnaceur doit se charger de l’ordonnancement des processus (scheduling)
tout en définissant quel processus doit être stoppé et lequel doit continuer à
s’executer sur le CPU ?

1.2 Analyse des systèmes temps réel préemptifs

Tout comme les applications temps réel, les applications temps réel préemptifs
étant en général critiques, il est important de détecter d’éventuelles erreurs le
plus en amont possible dans la phase de conception afin de minimiser les coûts
engendrés par leur correction.

La première méthode utilisée pour traquer les défaillances est le test. Le
développeur ou une autre personne utilise le programme et prend en compte
les erreurs ou les incohérences qu’il rencontre, en essayant de prévoir tous les
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comportements que pourra avoir un utilisateur. Cette méthode porte ses fruits
dans un premier temps, mais s’avère vite limitée, puisqu’il est difficile d’anticiper
toutes les actions que peut effectuer un utilisateur, en particulier si on veut que
l’application soit robuste aux actions d’une personne qui ne sait pas comment
l’utiliser.

Une deuxième méthode qui apparâıt alors naturellement est l’utilisation de
tests aléatoires intensifs. Un test aléatoire prend en compte toutes les actions
qui sont à la disposition d’un utilisateur, et les enchâıne de façon désordonnée
tout en s’assurant que le programme se comporte comme il se doit. Mais im-
possible de tester tous les scénarios, et la plupart du temps le programme com-
porte encore des bugs à l’issue de cette étape d’où la nécessité de méthodes
dites formelles. La nécessité de telles méthodes s’est faite sentir depuis longtemps
(1960), par John Backus qui présentait une notation formelle pour décrire la
syntaxe des langages de programmation (notation appelée Backus-Naur form,
BNF).

Les méthodes formelles s’appuient sur deux données : l’application infor-
matique, qui est modélisée afin de pouvoir être manipulée efficacement, et une
spécification qui exprime une ou plusieurs propriétés que l’application doit réaliser
(voir les sections qui suivent).

Les méthodes formelles les plus courantes sont les suivantes [31] :

Les simulations : Dans ce cas, plutôt que d’executer des tests sur un programme
ou sur un matériel informatique, on peut les effectuer sur un modéle formel
qui respecte à la lettre son comportement. Ceci permet, en particulier dans
le cas d’un systéme matériel, d’éliminer les erreurs de conception avant la
production du circuit, plutôt que de les déceler a posteriori et d’assumer
le coût de production d’une maquette ou, pire, d’une série défectueuse. Il
n’existe à l’issue de cette vérification aucune garantie de l’absence de bugs.

Les preuves automatiques [43] : il s’agit de prouver pas à pas que le pro-
gramme satisfait la spécification, en prouvant des résultats intermédiaires
au fur et à mesure comme lorsqu’on prouve un résultat en mathématiques.
Lorsqu’un outil de preuve automatique assure que la spécification est vérifiée,
alors le modéle ne peut pas contenir de défaillances. Cependant, il est im-
possible de construire un outil pouvant trouver une preuve pour tous les
programmes corrects.

Cette méthode reste utilisable, mais nécessite en général que le développeur
écrive lui même la preuve, qui sera alors simplement vérifiée par l’outil de
preuve automatique, ou au moins qu’il fournisse les différents axiomes dont
l’outil aura besoin, et guide le processus de vérification. Une telle approche
est utilisée dans des outils comme COQ ou PVS.

Le model-checking [57, 27, 63] : il s’agit d’utiliser un algorithme pour vérifier
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directement que le modèle satisfait la spécification souhaitée, quelques soient
les comportements de l’utilisateur. Dans ce cas aucune intervention humaine
n’est nécessaire. Un outil, le model-checker, s’occupe d’effectuer tous les cal-
culs et de retourner une réponse au problème posé.

En pratique, les méthodes formelles sont utilisées conjointement avec les méthodes
classiques de test. La combinaison des deux stratégies permet de multiplier l’éfficacité
de la détection d’erreurs.

Nous nous restreindrons par la suite uniquement au cadre du model-checking.

1.2.1 Les enjeux du Model-cheking...

D’une part, il s’agit d’un outil qui s’occupe d’effectuer tous les calculs et de
retourner une réponse au problème posé (automatiquement), aucune intervention
humaine n’est nécessaire. D’autre part, en cas de réponse négative (c’est-à-dire si
le modèle ne satisfait pas la spécification), le model-checker retourne un contre-
exemple : une exécution précise du modèle qui ne satisfait pas la spécification. Ce
contre-exemple est particulièrement utile, parce qu’il permet de situer la source
de l’erreur dans un modèle souvent complexe.

Il est à noter que le model-checking ne s’applique pas directement sur le
système mais plutôt sur le modèle représentant ce dernier.

Le modèle, un objet symbolique dont le comportement est aussi proche que
possible de celui du programme, et qui est particulièrement fidèle dès que des
données ayant un lien avec la spécification sont en cause. Un modèle peut être
vu comme une abstraction du système telle que la réponse à la question est la
même pour le système et son modèle. Cela implique qu’un modèle n’est valable
que pour un ensemble de propriétés à vérifier et ne peut refléter complètement le
comportement réel du système. Un modèle peut aussi être construit à partir d’un
simple cahier des charges qui décrit de façon informelle un algorithme.

l’intérêt se porte sur les modèles dit temporisés pour lesquels le temps est
manipulé de manière explicite. Plus précisément, on parle des trois principales
familles de modèles temporisés que sont : les extensions au temps des algèbres
de processus, des automates finis notés (TA) et des réseaux de Petri (nous nous
intéressons aux systèmes modélisés au moyen des réseaux de Petri et leurs exten-
sions au temps RdPT [52] représentés dans le Chapitre.3).

Une propriété peut être vérifiée en explorant l’espace d’état du modèle, tota-
lement ou en partie. Cette exploration est cependant soumise au problème bien
connu de l’explosion combinatoire : la taille de l’espace d’état augmente trés ra-
pidement avec la taille du système. D’un point de vue théorique, les algorithmes
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de vérification ont donc en général une complexité assez élevée et, pour un cer-
tain nombre de modéles, leur terminaison est indécidable en particulier pour les
systèmes avec préemption.

Il a été prouvé qu’en temps dense, l’accessibilité d’etat et de marquage sont des
problémes indécidables sur ces réseaux, même lorsqu’ils sont bornés [12, 13]. De
fait, le calcul de l’espace d’etats pour ces modèles passe par des semi-algorithmes
surapproximant (voir le chapitre 4).

La spécification, exprime, dans un contexte formel imposé par le model-checker,
une ou plusieurs propriétés que le modèle doit vérifier. Une propriété à vérifier
est exprimée en logique temporelle ( une extension de la logique conventionnelle).

Selon le type du système à vérifier, et les besoins attendus, on peut classer les
propriétés en deux grandes catégories :

Les propriétés qualitatives qui concernent le fonctionnement du système à
vérifier :

La sûreté : exprime le fait que : ”quelque chose de mauvais ne doit pas se
produire”, ou ”ne se produit jamais”.

La vivacité : exprime le fait que : ”quelque chose finira par avoir lieu”.
L’atteignabilité : exprime le fait que : ”une certaine situation peut être at-

teinte”.
Le blocage : exprime le fait que : ”Le système ne peut plus évoluer”. Cette

propriété décrit un comportement qui met le système dans un état ou il ne
peut rien faire.

L’équité : exprime le fait que : ”quelque chose aura lieu” ou ”n’aura pas lieu”,
un nombre infini de fois.

Il est nécessaire de distinguer entre les états bloquants (blocage non souhaité), et
les états de terminaison (états finaux).

Les propriétés quantitatives recouvrent des questions de performances comme
la durée (minimale, maximale) d’attente d’un service ou le temps de la réponse
bornée.

1.2.2 Expression d’une propriété

Une fois le système décrit sous la forme d’un modéle (réseaux de Petri tempo-
rels ou réseaux de Petri à chronométres), il importe de formaliser les spécifications
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de sa correction. Nous présentons ici les deux principales méthodes permettant de
s’acquitter de cette tâche : l’expression de propriétés sous la forme d’observateurs
ou d’une logique dédiée.

1.2.2.1 Observateurs

Un observateur est un réseau de Petri temporel, qui est ajoutée au réseau
initial de maniére non intrusive (c’est-à-dire que l’observateur ne doit pas modifier
le comportement du système initial) et qui permet de déterminer la valeur de
vérité d’une propriété [62]. Celle-ci est alors donnée par l’occurrence ou non d’un
marquage ou du tir d’une transition dans l’espace d’états du système � Réseau
de Petri temporel (à chronométres) observé + observateur �.

Cette démarche présente l’avantage de transformer la propriété à vérifier en
un probléme d’accessibilité de marquage ou d’exécution de trace. Elle souffre
néanmoins de plusieurs limitations. D’une part, il n’existe pas de techniques au-
tomatiques de génération d’observateurs. Or il est parfois délicat de ramener le
probléme de vérification d’une propriété à un probléme d’accessibilité. D’autre
part, chaque propriété requiert un observateur spécifique et donc un nouveau
calcul de l’espace d’états. Enfin, l’observateur est souvent de taille aussi impor-
tante que le modèle initial, accroissant ainsi de façon non négligeable le coût
de la vérification de la propriété, des méthodes altérnatives plus efficaces sont
présentées dans le chapitre 3, pour la vérification de propriétées quantitatives.

Figure 1.1 – Exemple d’observateur pour un réseau de Petri temporel à hyper-
arcs inhibiteurs

Le réseau de Petri temporel à hyperarcs inhibiteurs de la figure Fig. 1.1
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représente un réseau de Petri temporel (traits plein) et un observateur (tirets).
L’observateur modélise la propriété suivante : � le temps de séjour dans la place
P1 est toujours inférieur ou égal à 6 unités de temps �. Cette propriété est tri-
vialement fausse, ce qui se traduit par l’occurrence du tir de tobs dans le graphe
des classes d’états du réseau avec l’observateur.

1.2.2.2 La logique temporelle

Un peu d’histoire...
Amir Pnueli, est le premier fondateur introduisant la logique temporelle en

informatique pour la vérification des programmes et systèmes. Ainsi, Penueli a
défini en 1977 [56], la logique temporelle linéaire LTL qui permet l’expression des
propriétés sur les comportements linéaires d’un système.

Par la suite, la logique temporelle arborescente CTL a été introduite par
Clark et Emerson [27]. Cette logique permet d’exprimer des propriétés sur des
arbres d’exécution. Tardivement CTL* introduite en 1986 constituant une classe
plus générale des deux derniéres et permettant d’exprimer des propriétés sur les
chemins aussi bien que sur les arbres d’execution [26]. On peut écrire : LTL +
CTL ⊆ CTL*.

Une autre logique temporelle avec un temps explicite a été proposée [6]
(TCTL : Temps + CTL).

Tous comme les propriétés, les principales classes de logiques sont :

La Logique temporelle non Quantitative :

– La Logique du temps linéaire comme LTL (Linear Temporal Logic).
– La Logique du temps arborescent comme CTL (Computing Temporal Logic)

et CTL* . Plusieurs sous-classes de CTL ont été proposées :
– ACTL (Universal Computation Tree Logic) ;
– ECTL (Existential Computation Tree Logic) ;

Cette logique permet d’exprimer des propriétés plus complexes que de simples
propriétés d’accessibilité. Cependant elle ne permet pas d’exprimer des propriétés
temporelles quantitatives pour des systèmes temporisés. C’est pour pallier cette li-
mitation que des logiques temporelles quantitatives ont été introduites.

La Logique temporelle Quantitative :

TCTL (Time Computation Tree Logic) est une extension de CTL obtenue
en ajoutant des intervalles de temps aux modalités. Ces intervalles indiquent des
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contraintes de temps sur les formules.
Il est à présent possible d’exprimer la propriété suivante : (quel que soit l’état

du système, si une alarme se déclenche alors un signal est inévitablement émis en
moins de 5 unités de temps ).

1.2.2.3 Le pouvoir d’expression d’une logique

Du point de vue expressif, les logiques LTL et CTL sont incomparables, cha-
cune d’entre elles permettant de décrire des propriétés qui ne sont pas expri-
mables dans l’autre. Par exemple, du fait de l’absence des quantificateurs sur
chemins, LTL ne permet pas de discerner l’atteignabilité potentielle de l’attei-
gnabilité inévitable, qui s’expriment facilement en CTL.

Inversement, du fait que les quantificateurs sur chemins sont attachés aux mo-
dalités linéaires, CTL ne permet pas d’exprimer les propriétés nécessitant l’im-
brication des modalités de chemins (notamment, certaines propriétés d’équité) :
Par exemple, le fait qu’une propriété est vérifiée continuellement sur chaque che-
min du modèle (sauf éventuellement sur un préfixe fini de ce chemin), exprimé
en LTL et qui n’a pas de formulation équivalente en CTL. Ces propriétés sont
implémentées dans certains l’outils comme : TINA [11] ROMEO [36] et GraphC
[21, 20].

Nous n’irons pas plus loin en ce qui concerne la logique (cette derniére est
trés importante pour comprendre le chapitre.3, les constructions des graphes
déterminant l’éspace d’état desRdPT sont classées selon les propriétées conservées
par le graphe obtenu), sémantique et syntaxe sont en ANNEXES.

1.3 Les modèles temporisés

Les modèles formels temporisés tels que les automates temporisés (TA) [5] et
les réseaux de Petri T-temporels (RdPT) [52] permettent de modéliser l’évolution
d’un système suite à des actions discrétes ou à l’écoulement continu du temps.
Le temps est représenté de façon dense ce qui implique que ces modèles ont en
général un espace d’état infini.

L’espace d’état peut être représenté en un nombre fini de groupes d’états
partageant une ou plusieurs propriétés intéressantes, par exemple, un même mar-
quage pour un RdPT ou une accessibilité par la même séquence de transitions
discrétes.

1.3.1 Les automates temporisés

Les automates temporisés étendent les automates finis classiques avec des
horloges explicites [5]. Dans ce modèle, nous pouvons soit rester dans la même
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localité et laisser écouler le temps, soit prendre une transition discréte et effectuer
l’action associée et éventuellement remettre certaines horloges à (0). Pour chaque
transition est définie une garde qui contraint les horloges de l’automate. Cette
garde doit être vérifiée pour que la transition puisse être franchie. Henzingeret et
al [42] étendent ce modèle en 1994 à l’aide de contraintes sur les horloges, appelées
invariants associés aux localités. Le séjour dans une localité n’est possible que si
l’invariant associé est vérifié ce qui permet de modéliser l’urgence.

1.3.2 Les réseaux de Petri t-Temporels étendus

Les deux extensions temporelles principales des réseaux de Petri sont les
réseaux de Petri temporisés [58] et les réseaux de Petri temporels [52]. Pour
les premiers, le temps est représenté par des durées minimales (ou exactes dans le
cas d’un fonctionnement au plus tôt du réseau) de franchissement des transitions.
Pour les seconds, le temps prend la forme d’un intervalle contraignant les instants
de tir des transitions. Les réseaux temporisés constituent une classe de réseaux
incluse dans les réseaux de Petri temporels. Les réseaux de Petri temporels à
flux (Time Stream Petri Nets) [32] sont également une extension temporelle des
réseaux de Petri où un intervalle de temps est associé aux arcs introduits pour
modéliser les applications multimédia.

Différents types de réseaux temporels ont été introduits. Ils différent par
l’élément auquel est associée la notion de temps : il peut tout aussi bien s’agir
des arcs (réseaux de Petri A-temporels [29]), des places (réseaux de Petri P-
temporels [45] ) ou des transitions (réseaux de Petri T-temporels [52]). Pour les
réseaux de Petri A-temporels et P-temporels, la sémantique forte conduit à des
jetons qui ne sont plus utilisables et qu’il faut faire mourir ce qui est parfois diffi-
cile à interpréter. Les réseaux de Petri T-temporels sont ainsi les plus utilisés pour
la modélisation des systèmes temps réel mais sont insuffisants pour modéliser et
vérifier les applications temps réel avec préemption.

1.3.3 Les modèles temporisés étendus à chronomètres

Dans les modèles temporisés sus-cités, le temps s’ecoule de façon identique
pour toutes les composantes du système. Ce qui ne permet pas de modéliser la
politique de préemption où l’exécution d’une tâche est interrompue et reprise au
même endroit un peu plus tard. C’est pourquoi il est nécessaire d’étendre ces
formalismes, sous la forme de � modèles temporels à chronométres �.

Plusieurs modèles intégrant la notion de chronométre ont été définis. Cassez
et Larsen [23] ont proposé une extension des automates temporisés : les au-
tomates à chronométres ; ils sont définis comme une sous-classe des automates
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hybrides linéaires [61] pour laquelle les dérivées par rapport au temps des va-
riables ne peuvent prendre que deux valeurs exprimant la progression (1) ou la
suspension (0) du temps. Le probléme de l’accessibilité a été prouvé indécidable
sur ce modèle.

Dans le cas des réseaux de Petri temporels, plusieurs extensions ont vu le
jour : les Scheduling-TPNs [59], les Preemptive-TPNs [19] (ces deux modèles
ajoutent ressources et priorités au formalisme des réseaux de Petri temporels
respectivement associées aux places et transitions ; mais ont l’inconvénient de ne
pas permettre la modélisation de relations de priorités circulaires), et les réseaux
de Petri temporels à hyperarcs inhibiteurs [60]. Les ITPN introduisent des
arcs inhibiteurs qui contrôlent la progression temporelle des transitions. Ces trois
modèles appartiennent à la classe des réseaux de Petri à chronométres [13].
Nous considérons dans ce mémoire, les ITPN comme modèle de travail car bien
souvent utilisés en raison de leur puissance d’expression comparativement aux
autres modèles. Toutefois, il est sous-entendu que les techniques présentées et
developées ici peuvent aussi s’appliquer aux autres modèles.

1.4 La Détermination de l’espace d’état

La méthode classique d’analyse des réseaux de Petri T-temporels est le graphe
des classes d’états [9] développée en [10]. Dans cette méthode, l’espace d’états est
partitionné selon la relation d’équivalence suivante : deux états sont en relation si
et seulement s’ils sont accessibles par une même séquence de transitions discrétes.
En particulier, ils partagent le même marquage. Le graphe des classes d’états
préserve les marquages et le langage discret du graphe des états accessibles. Il est
donc adapté à la vérification de l’accessibilité de marquage et de propriétés LTL.
Par contre, il ne préserve pas la structure de branchement du graphe des états et
ne permet pas la détermination des contraintes temporelles quantitative, ce qui
rend impossible la vérification de propriétés CTL* ou TCTL du modèle.

Pour remédier au premier probléme (propriétés CTL*), Yoneda et Ryuba pro-
posent dans [67] un autre partitionnement de l’espace d’états en classes ato-
miques. Dans une classe atomique, tout état a un successeur dans chacune des
classes atomiques obtenues par tir d’une transition. Les classes atomiques de Yo-
neda et Ryuba sont obtenues en découpant les classes d’états (définies de façon
différente de [10]), par l’ajout de contraintes linéaires (voir chapitre.3). Les au-
teurs prouvent que le graphe des classes atomiques permet la vérification de
propriétées CTL*. Cependant cette technique n’est pas applicable aux réseaux
pour lesquels les intervalles de temps ne sont pas bornés.

Par ailleurs, Lilius a proposé une technique plus améliorée [46] permettant
l’utilisation de techniques d’ordre partiel développées pour les systèmes non tem-
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porisés.
Dans [8], Berthomieu et Vernadat proposent une construction alternative des

classes d’états atomiques, qui fournit un graphe plus compact. Le graphe obtenu
se calcule plus rapidement et est applicable aux réseaux dont les intervalles de
temps ne sont pas forcément bornés.

Hanifa Boucheneb et Rachid Hadjidj [14, 15, 16] ont proposé une autre méthode
plus efficace en matière de rapidité et de performance, ainsi le calcul du graphe
des classes préservant les propriétées CTL∗ se fait en complexité O(n2) au lieu
de O(n3) (n étant le nombre de transitions sensibilisées).

Pour remédier au second probléme (propriétés TCTL), Rachid Hadjidj et Ha-
nifa Boucheneb [39] ont proposé une sous-classe de cette logique notée : (TCTLTPN),
ajoutant un RdPT au RdPT initial pour aider à capturer (relever) le temps d’un
événement. une exploration à la volée est alors appliquée sur le graphe construit
afin de vérifier les propriétées temporelles.

Cependant, il n’est pas toujours possible d’associer à un chemin dans le graphe
une séquence effectivement franchissable dans le système. Dans le cas où cela
est possible, les contraintes que doivent vérifier les dates de franchissement des
transitions ne sont pas directement données.

R.Valette et J.Cardoso [21, 20] se sont posé la question de construire un
graphe de classe tel qu’a tout chemin de ce graphe il soit possible d’associer un
ensemble de contraintes temporelles délimitant exactement les domaines de dates
de franchissement de transition de la séquence correspondante dans le réseau
de Petri. Cette information est nécessaire pour connâıtre le degré de possibilité
de franchissement de la transition (il faut le min de la possibilité de l’état de
départ avec celui de l’intervalle possible (réel) de tir à partir de cet état). La
seule information donnée pour un intervalle de tir potentiel ne suffit pas.

Ces traveaux ont été introduit pour le cas d’un RdPT avant de s’attaquer aux
réseaux de Petri temporels Flous (fuzzy petri net : FTPN), où l’information est
imprécise et floue. Une construction nécessitant l’introduction du formalisme des
réseaux de contraintes temporelles (STN-Simple Temporal Network) ; ces travaux
sont introduit dans l’outil GraphC [21, 20]. Ces derniére méthodes constituent en
dernière partie le chapitre.3.

Par ailleurs, E.Vicario a proposé dans [64] un algorithme pour le calcul de
la réponse du temps borné pour n’importe quelle séquence du graphe. Une fois
la séquence de franchissement de transitions identifiée, un algorithme récursif
permet de calculer le temps minimum et maximum de la réalisation de cette
séquence.

D’autres abstractions de l’éspace d’état d’un RdPT ont vu le jour, basées es-
sentiellent sur la notion de régions géométrique ou zones, ces méthodes proposées
initialement pour les TA et adaptées pour les RdPT constituent une autre partie
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du Chapitre.3 avec les travaux de [37, 38, 18].
Toujours pour ce même objectif, avec le principe des (zones), une autre ap-

proche basée sur la vérification des propriétées TCTL en établissant une tra-
duction des réseaux de Petri vers les automates temporisés a été proposée. Les
traductions se divisent en deux catégories : d’une part, les traductions structu-
relles d’un réseau de Petri temporel non nécessairement borné à dates de tir au
plus tard finies ou infinies vers un automate temporisé [24, 25] ; d’autre part les
traductions avec calcul de l’espace d’état qui consiste à obtenir l’éspace d’états
d’un réseau de Petri temporel sous la forme d’un automate temporisé [33, 48].

D’autres sont allés un peu plus loin en définissant une nouvelle logique TCTL
(native : sans passer par les TA intermédiaire), pour les réseaux de Petri temporels
en temps dense, appelée TPN − TCTL [18], dans laquelle les opérateurs sont
étendus avec un intervalle spécifiant une contrainte de temps sur une séquence de
tirs. Les auteurs ont prouvé la décidabilité de TPN−TCTL sur les TPN bornés
et ont encadré sa complexité. Il ont aussi proposé une méthode en avant et à la
volée de vérification d’une sous-classe de TPN −TCTL sur les RdPT consistant
à calculer et explorer une abstraction de l’espace d’états. Cette abstraction est
basée sur la notion de zone [37, 38] et la méthode est inspirée de celle mise au
point pour les automates temporisés. Comme pour les automates temporisés, cette
abstraction peut nécessiter l’emploi d’un opérateur de surapproximation des zones
(connue sous le nom d’opérateur de normalisation ou de k-approximation) [18],
pour assurer que son calcul finisse.

Comme pour les RdPT , la technique du graphe de classes [9, 10] est appliquée
pour le calcul de l’espace d’état des modèles avec chronomètres. Cette technique
exprime chaque classe, notée E, accessible dans le graphe, par une paire constituée
d’un marquage M et d’un système de contraintes D [12, 13].

Cependant, au contraire d’un RdPT où le système de contraintes D peut
toujours être encodé sous forme DBM (Difference Bound Matrix) [34], dans
les modèles avec chronomètres, cette forme ne peut être préservée au fur et à
mesure que le processus d’énumération se prolonge. En fait, D prend une forme
générale, dite polyédrique, dont la représentation minimale [7] est donnée par la
conjonction de deux sous-systèmes : l’un peut être encodé en DBM l’autre NON.
Ceci nécessite des structures de données plus complexes pour la representation
d’une classe en mémoire et requiert un temps de complexité important pour son
calcul (voir Chapitre 4). Comme conséquences à cette complexité, les approches
exactes basées sur la représentation en polyèdres [47] induisent des temps de
calcul prohibitifs, voire des débordements de mémoire, lorsque les systèmes D
prennent des formes élaborées.

Contrairement aux RdPT où le graphe des classes est prouvé fini lorsque
le marquage du réseau est borné, ceci devient faux en présence de systèmes
polyèdriques. En d’autres termes, le nombre de systèmes polyédriques que l’on
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peut générer peut être infini alors que celui des systèmes DBM est toujours fini.
Pour contourner ces problèmes, des techniques alternatives de sur-approximation

[19, 60, 3] ont proposé d’ignorer systématiquement les contraintes polyédriques,
pour représenter une surapproximation DBM de l’espace d’état couvert par la
classe E. Ces approches permettent de construire efficacement un graphe en un
temps réduit, pouvant cependant dériver des séquences de tirs supplémentaires,
non accessibles dans le graphe exact.

Une approche hybride a été proposée par [51]. Cette dernière exploite une
condition suffisante permettant de détecter les cas où le sous-système non encodé
en DBM devient redondant dans D. A partir de là, la combinaison des deux
représentations permet de construire le graphe de classes exact, en réduisant
sensiblement les temps de calcul et l’espace mémoire alloué comparativement à
l’approche basée sur une représentation exclusivement polyédrique [47].

Plus récemment, une nouvelle approche exploitant l’approximation des grilles
a été proposée [13]. Cette dernière calcule une approximation des coefficients
du polyèdre produisant un graphe exact dans la majorité des cas, avec un coût
inférieur à celui généré par l’approche hybride [51] . Néanmoins, cette technique
reste encore coûteuse en temps de calcul et en occupation mémoire comparée à la
sur-approximation par DBM , même si elle produit des graphes moins grossiers.

Dans un travail plus récent [2], l’auteur a pu montré qu’en représentant toutes
les contraintes DBM du système même celles redondantes, il arrive à définir un
algorithme moins complexe pour le calcul d’une classe. Il devient alors possible
d’inférer une relation d’équivalence moins restrictive que l’égalité, produisant ainsi
des graphes plus compacts mais pas forcément plus précis. Par ailleurs, l’auteur
propose dans un autre travail [1] comment calculer une surapproximation des
propriétés quantitatives de n’importe quelle séquence de franchissement gràce à
l’application d’un algorithme récursif de complexité linéaire.

Dans ce mémoire, et plus précisement dans le chapitre.4, nous nous intéressons
en particulier à la méthode proposée dans [3] et l’algorithme permettant de
construire la plus petite sur-approximation DBM de l’espace d’état d’un système
préemptif modélisé au moyen d’un ITPN . Une méthode qui peut être appliquée
à n’importe quel autre modèle temporel étendu aux chronomètres.

1.5 Problématique et Contribution

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux réseaux de Petri T-temporels
(TPN) comme formalisme de modélisation de base pour les systèmes temps réel.
Plus précisément on s’interesse aux ITPN qui nous permettent une représentation
à la fois élégante et appropriée pour modéliser les systèmes temps réel avec
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préemption.

Cependant, les horloges d’un TPN prenant leurs valeurs dans l’ensemble des
réels, l’ensemble des états accessibles d’un TPN est en général infini, même
lorsque le réseau est borné. Il est donc nécessaire de recourir à des méthodes
permettant de calculer une abstraction fini de l’espace d’états.

La méthode classique de vérification sur ce modèle étant la méthode du graphe
des classes d’états [10]. Une telle méthode permet de vérifier l’accessibilité de
marquage et les propriétés linéaires (LTL). Elle a été adaptée également pour
la préservation des propriétés arborescentes CTL∗ [11, 14, 15] aussi bien qu’a la
préservation des contraintes temporelles quantitatives [39, 21, 20].

Ainsi, comme pour les TPN , la technique du graphe de classes [10] est ap-
pliquée pour le calcul de l’espace d’état des modèles avec chronomètres ITPN [12,
13].

Aprés une présentation détaillée des différentes méthodes pour l’analyse des
systèmes temps réels et temps réel préemptifs, déterminant ainsi l’éspace d’etat
des TPN respectivement ITPN , notre contribution se résume dans l’adaptation
de la méthode dite : modeC pour la construction d’un graphe de classes préservant
les propriétées qualitatives CTL∗ aussi bien que les contraintes temporelles quan-
titatives du modèle étendu à chronométres.

1.6 Plan du manuscrit

En plus de cette introduction qui décrit le cadre très général de notre travail,
la suite du rapport comporte :

– Le chapitre 2 présente les modèles temporels pour l’analyse des systèmes
temps réels et temps réel préemptifs. On s’intéresse plus particulièrement
au réseaux de Petri à arc inhibiteurs qui ont l’avantage de contrôler la pro-
gression du temps [60]. On y présente également une brève classifications
des différents modèles des réseaux de Petri étendus à chronomètres. Enfin,
nous situons, en paralléle de cette classification, le modèle utilisé dans ce
manuscrit (ITPN) par rapport aux autres.

– Le chapitre 3 présente, un panorama des méthodes classiques pour le calcul
de l’espace d’états des réseaux de Petri temporels (RdPT ) ; ces méthodes
basées essentiellement sur la notion de classes d’états (on présente en parti-
culier et en détail une méthode toute jeune dite en modeC) ; mais également
des abstractions basées sur les zones. La suite du chapitre présente une com-
paraison des différents graphes obtenus. Il est à noter que la présentation des
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méthodes a été organisée selon le type de propriétés préservées.

– Le chapitre 4, revient sur les méthodes pour le calcul de l’espace d’états
appliquées aux réseaux de Petri avec chronomètres, nous illustrons plus
particuliérement la problématique des structures de données qui ne sont
pas forcément encodées en DBM . Dans ce cas on s’interesse au modèle des
réseaux de Petri à arcs inhibiteurs (ITPN).

– Le chapitre 5 présente, notre contribution pour l’adaptation de la méthode
en modeC au cas d’un ITPN , la deuxième partie de ce chapitre compare
les performances des algorithmes exposés précedement dans le mémoire en
s’appuyant sur les résultats des expérimentations réalisés.

– Enfin dans le chapitre 6, nous concluons sur nos perspectives qui s’inscrivent
en partie dans la continuité de ce mémoire.

La fin de ce rapport comprend des annexes complémentaires.
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Chapitre 2

Les Réseaux de Petri et leurs
extensions temporisées

2.1 Introduction

Nous introduisons, dans ce chapitre les réseaux de Petri T-temporels et leurs
extensions à chronomètres . Nous faisons d’abord un état de l’art sur le modèle
classique (RdP ) [55] avant de donner la syntaxe et la sémantique du modèle
introduisant la notion du temps (RdPT ) [52]. Dans ce modèle le temps est associé
aux transitions. Enfin nous présentons le modèle des réseaux de Petri étendu à
chronomètres, un outil facilitant modélisation et analyse des systèmes temps réels
préemptifs. Nous nous intéressons par la suite du manuscrit au modèle (ITPN)
pour Inhibitor arc Time Petri Net [60].

2.2 Les réseaux de Petri

Un peu d’histoire...
Les réseaux de Petri sont un outil à la fois graphique et mathématique qui

s’applique aux systèmes concurrents, une théorie toute jeune née de la thèse,
intitulée : communication avec les automates, présentée par Carl Adam Petri en
1962 [55]. Ils ont notamment l’avantage de pouvoir représenter des situations
dynamiques et d’interpréter le parallélisme de manière intuitive.

2.2.1 Présentation et définition d’un Réseau de Petri

Un réseau de Petri est un graphe orienté biparti ayant deux types de noeuds :
des places représentées par des cercles et des transitions représentées par des
traits. Les arcs du graphe ne peuvent relier que des places vers des transitions,
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ou des transitions vers des places.

Figure 2.1 – Exemple d’un RdP

La Fig 2.1 représente un exemple de réseaux de Petri avec p1, p2, p3 (resp. t1,
t2, t3) les places (resp. les transitions) du réseau. p1 est la seule place d’entrée de
la transition t1 ; p2 et p3 sont les places d’entrée de la transition t3 ; p2 est aussi
place de sortie de la transition t1 ; p3 est une place de sortie de la transition t2.
La transition t2 est dite source car n’ayant pas de places en entrée et la transition
t3 est dite une transition puits car n’ayant pas de places de sortie.

Un réseau de Petri décrit un système dynamique à événements discrets. Les
places permettent la description des états (aspects discrets), et les transitions per-
mettent la description des événements (changements d’état ou évolution). Pour
décrire la dynamique du système représenté, un troisième élément est ajouté :
jeton. Une répartition des jetons dans les places à un instant donné est appelée :
marquage du réseau de Petri.

Le marquage d’un RdP est précisé par la présence à l’intérieur des places d’un
nombre fini (positif ou nul), de marques ou de jetons. Une place est donc vide
ou marquée. Lorsque la place représente une condition logique (e.g. : machine au
repos, . . . ), la présence d’un jeton indique que cette condition est vraie ; fausse
dans le cas contraire. Lorsque la place représente une ressource (au sens le plus
large, e.g. un stock, . . . ), elle peut contenir plusieurs jetons (e.g. le nombre de
pièces en stock). Ainsi, le marquage initial d’un RdP correspond à la distribution
initiale des jetons dans chacune des places du RdP , précisant l’état initial du
système retenu pour l’analyse.

Définition 1 (Réseau de Petri marqué). Un RdP marqué est le tuple R =
(P, T, Pre, Post,M0), où :

- P , est un ensemble fini non vide de places ;
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- T , est un ensemble fini non vide de transitions ;

- Pre : P × T −→ N, est l’application d’incidence avant (precondition), corres-
pondant aux arcs directs reliant les places aux transitions ;

- Post : P × T −→ N, est l’application d’incidence arrière (post condition),
correspondant aux arcs directs reliant les transitions aux places ;

- M0 : P −→ N, est une application, dite marquage initial, qui associe à chaque
place p de P un nombre de jetons.

Graphiquement, un arc relie une place p à une transition t (resp. une transition
t à une place p), si Pre(p, t) 6= 0 (resp. Post(p, t) 6= 0). Cette partie statique
est complétée par le marquage initial noté M0. La partie dynamique du réseau
consiste alors à faire évoluer ce marquage, c’est ce que nous allons voir dans le
paragraphe qui suit.

2.2.2 Règles de fonctionnement

Une transition est dite sensibilisée pour un marquage donné, si chacune de
ses places d’entrée contient un nombre de jetons satisfaisant la précondition de
l’arc reliant la place à la transition. Quand une transition est sensibilisée, elle
peut être franchie. Le franchissement d’une transition se fait en enlevant le
nombre de jetons (dénoté par la précondition), à chacune des places d’entrée
de la transition et en ajoutant un nombre de jetons à chacune des places de
sortie (dénoté par la postcondition), de cette même transition. Plus formelle-
ment :

– Une transition t est dite sensibilisée par le marquage M , si : ∀p ∈ P ,
M(p) ≥ Pre(p, t). Par la suite, nous notons par Te(M ) l’ensemble des
transitions sensibilisées pour M .

– Le tir (le franchissement) d’une transition t a pour conséquences :

- De retirer Pre(p, t) jetons de chaque places d’entrée p de la transition t.

- De rajouter Post(p, t) jetons à chaque place de sortie p de la même transition
t.

– Si le marquage avant le tir de la transition t est M son tir conduira donc
au marquage M ′ vérifiant : ∀p ∈ P, M ′(p) = M(p)− Pre(p, t) + Post(p, t).

L’ensemble des marquages accessibles du réseauR en partant du marquageM0

en franchissant une séquence de transitions S sera noté Acc(R). Si Mn ∈ Acc(R),
alors il existe au moins une séquence de transitions S = (t1, ..tn) franchissable qui
permet de passer du marquage M0 au marquage Mn.

Lorsqu’une transition est validée, cela n’implique pas qu’elle sera immédiatement
franchie ; cela ne représente qu’une possibilité de franchissement ou d’évolution
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du RdP . Pour les RdP il y a un seul franchissement à la fois. Ces remarques
impliquent que lorsque plusieurs transitions sont sensibilisées dans un même mar-
quage (les transitions sont franchissables en parallèle), l’ensemble des marquages
suivants sera obtenu en considérant toutes les possibilités de franchissement des
transitions les unes après les autres. Ainsi, n transitions sensibilisées conduiront à
n marquages permettant ainsi d’étudier l’ensemble des comportements possibles.
Cependant, ce mode de fonctionnement conduit à une explosion combinatoire des
marquages pour les RdP complexes.

2.2.3 Transitions conflictuelles, parallèles et nouvellement
sensibilisées

A un instant donné, plusieurs transitions peuvent être sensibilisées. Plusieurs
cas peuvent se produire :

– Conflit : Les transitions ont au moins une place d’entrée commune (conflit
structurel), et sont sensibilisées par le marquage (conflit effectif). Après le
tir d’une des transitions, les autres, en général, ne sont plus sensibilisées (à
moins qu’elles redeviennent sensibilisées par le nouveau marquage). For-
mellement, deux transitions t1 et t2 sensibilisées pour M sont dites en
conflit pour le marquage M , si la condition suivante est vérifiée : ∃p ∈
P, Pre(p, t1) + Pre(p, t2) > M(P ). Un exemple de conflit est représenté
en Fig. 2.2.a.

– Parall élisme : Les transitions n’ont pas de place d’entrée commune (pa-
rallélisme structurel), et sont sensibilisées par le marquage (parallélisme
effectif). Après le tir de la transition t2, la transition t1 demeure sensibilisée
(Fig. 2.2.b).

– Soit le tir de la transition tf à partir du marquage M pour aboutir au
marquage M ′. Une transition t ′ sensibilisée pour M ′ est dite nouvellement
sensibilisée pour M ′ si elle est sensibilisée seulement dans M ′, ou bien elle
est sensibilisée pour M et M ’ et en conflit avec la transition franchie tf
pour le marquage M . Nous notons New(M ′) l’ensemble des transitions

nouvellement sensibilisées pour M ′. Formellement, t′ ∈ New(M ′) ssi,{
(t ′ ∈ Te(M ′)) ∧ (t′ /∈ Te(M)) ∨
(t′ ∈ Te(M) ∩ Te(M ′)) ∧ (∃p ∈ P, Pre(p, tf ) + Pre(p, t′) > M(p))

Autrement, la transition t′ est dite anciennement sensibilisée ou persistante.
Dans le cas du parallélisme, si le modèle du RdP est implementé dans une

machine parallèle, toutes les transitions parallèles peuvent être tirées au même
instant (dit vrai parallélisme, définissant un ordre partiel). Si la machine est
séquentielle, nous implémentons le parallélisme par entrelacement : une seule
transition est tirée à la fois. Dans ce travail nous utiliserons le parallélisme par
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Figure 2.2 – transitions sensibilisées : a) conflit, b) parallélisme

entrelacement : il faut donc toujours choisir une transition à franchir parmi les
transitions sensibilisées dans un marquage m donné.

Le choix de la transition à tirer (conflit ou parallélisme), est fait en respectant
une priorité (statique ou dynamique) pré-établie ou au hasard. Dans le cas d’un
conflit, ce choix correspond vraiment au choix d’une transition (ce tir empêche
tous les autres), mais dans le cas du parallélisme, ce choix correspond seulement
à un choix dans l’ordre du tir des transitions.

2.2.4 Propriétés des RdP

Les principales propriétés des RdP peuvent être classées en deux groupes :
· Les propriétés structurelles.
· Les propriétés dynamiques.

Les propriétés structurelles sont indépendantes du marquage initial et sont
liées à la topologie du réseau. Leur analyse repose essentiellement sur les tech-
niques d’algèbre linéaire et leur but est de bâtir une passerelle entre la structure
du réseau étudié et son comportement.

Les propriétés dynamiques, quant à elles dépendent du marquage initial et
sont liées à l’évolution de ce dernier. Leur vérification nécessite bien souvent la
construction du graphe de marquages accessibles. Elles permettent d’apporter
des réponses aux questions concernant l’accessibilité d’un marquage particulier,
la bornitude, la vivacité, . . .
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2.2.4.1 Propriété de bornitude :

Cette propriété permet de caractériser la possibilité pour une place d’accu-
muler une quantité bornée ou non de marques au cours de l’évolution du réseau.

Une place p est bornée ou k-bornée pour un marquage initial M0, s’il existe un
entier naturel k tel pour tout marquage accessible à partir de M0, le nombre
de marques de p reste inférieur ou égal à k, i.e. : ∃k ∈ N / ∀M ∈ Acc(R),
M(p) ≤ k.

Un RdP est dit Sauf, s’il est 1-borné.

2.2.4.2 Réseau vivant :

Un RdP marqué est vivant si et seulement si pour tout marquage accessible M
(M ∈ Acc(R)), et pour toute transition t, il existe une séquence de franchissement
partant de M et contenant t. La vivacité d’un réseau garantit le franchissement
de toute transition quelque soit le marquage atteint. La propriété de vivacité est
une propriété forte, souvent difficile à vérifier.

2.2.4.3 Réseau bloqué :

Un RdP est bloqué si aucune transition n’est validée pour un marquage donné
M ; M est appelé marquage puits.

2.2.4.4 Réseau ré-initialisable :

UnRdP est réinitialisable pour un marquage initialM0, si pour tout marquage
accessible M , il existe une séquence de franchissement de transitions telle que l’on
puisse accéder à M0 ( M0 est alors appelé état d’accueil).

2.2.5 Graphe de couverture

La vérification des propriétés données ci-dessus se fait généralement en établissant
le graphe de couverture qui est composé de nœuds qui correspondent aux mar-
quages accessibles, et d’arcs correspondant aux franchissements de la transition
qui fait passer d’un marquage à un autre. Le nombre de nœuds dans ce graphe
est fini.

La construction du graphe de couverture permet de décider si un RdP est
borné : on dit que la propriété de réseau borné est décidable. Dans ce cas, le graphe
sera appelé le graphe des marquages accessibles et noté GAcc(R,M0). A partir de
ce graphe, on peut vérifier toutes les autres propriétés (vivacité, accessibilité d’un
marquage, . . . ). Cependant, pour un RdP non borné, établir l’arbre de couverture
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ne suffit pas pour résoudre le problème d’accessibilité et le problème de vivacité.
Ces deux problèmes sont également décidables, mais par des algorithmes plus
compliqués. Malgré ceci, le graphe de couverture reste le seul outil pour vérifier les
propriétés dynamiques d’un RdP pour un marquage initial donné. Cette approche
d’analyse est générale, elle est applicable à toute classe de réseaux. Mais, ses
limites sont liées à l’explosion combinatoire du nombre d’états. De plus, à partir
de ce graphe on peut savoir s’il existe des fonctionnements spécifiques comme par
exemple l’existence d’un fonctionnement répétitif stationnaire. L’approche qui
est basée sur le graphe de couverture pour étudier les RdP constitue l’analyse
énumérative.

Les graphes de marquages des réseaux de petri de la Fig 2.2.a) et la Fig
2.2.b) sont représentés respectivement sur la Fig 2.3.a) et Fig 2.3.b).

Figure 2.3 – graphe de marquage : a) conflit, b) parallélisme

2.3 Les réseaux de Petri Temporels

Plusieurs extensions ont été apportées aux réseaux de Petri pour pouvoir
représenter implicitement le temps. En associant le temps aux places et/ou tran-
sitions et/ou arcs. Nous considérons ici le cas où le temps est associé à chaque
transition [52] sous la forme d’un intervalle de temps compris entre une valeur
tmin notée :x(t) et une valeur tmax qui représentent respectivement la borne
minimum et la borne maximum du domaine du tir où la transition sensibilisée
peut être tirée ; le modèle est appelé réseau de petri temporel (RdPT ) [52].

2.3.1 Présentation et définition des RdPT

Les réseaux de Petri T-temporels, sont une extension des réseaux de Petri
introduite par Merlin en 1974 [52]. Ils consistent à ajouter du temps au modèle
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classique sous la forme d’un intervalle (statique) : I(t) = [tmin(t), tmax(t)] as-
socié à chaque transition t du réseau. Pour être tirée, une transition t doit non
seulement être sensibilisée mais également l’avoir été continûment pendant une
durée comprise entre tmin(t) et tmax(t). Dans la suite de ce manuscrit, ces
réseaux sont appelés simplement réseaux de Petri temporels ; nous les désignons
par l’acronyme RdPT .

Figure 2.4 – Un réseau de Petri T-temporel

Considérons le réseau de Petri temporel de la Fig 2.4 présenté dans [4]. Les
transitions t1, t2 et t3 sont sensibilisées au sens classique des réseaux de Petri.

Au départ, les horloges associées respectivement à t1, t2 et t3 ont la même
valuation t1= t2 = t3 = 0. Lors du franchissement de t2, le jeton de la place p2

est consommé et un jeton est généré dans la place p5. Les transitions t4 et t5 ne
sont pas encore sensibilisées car les places p4 et p6 ne contiennent toujours pas de
jetons.

Nous allons maintenant définir plus formellement les réseaux de Petri T-
temporels.

Définition 2 Un TPN (Time Petri Net) ou Réseau de Petri T-temporel [52] est
défini par le couple (R, I), où :

– R est un réseau de Petri marqué ;
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– I est l’application de délai I : T −→ Q+ × Q+ ∪ {∞} , où Q+ est l’en-
semble des rationnels non négatifs, écrite I(t) = [tmin(t), tmax(t)] avec
0 ≤ tmin(t) ≤ tmax(t)

Soit RT := (R, I) un RdPT La smantique forte impose dans un réseau de
Petri temporel, lorsque plusieurs transitions sont franchissables, de franchir l’une
de ces transitions avant la fin du domaine de tir des autres transitions. Pour plus
de détail sur le fonctionnement du modèle, la sémantique formelle d’un RdPT
est représentée dans la section suivante conjointement avec celle d’un ITPN .

Pour un RdPT , l’accessibilité de marquages est un probléme indécidable [44],
ce qui implique que la bornitude, l’accessibilité d’états et la vivacité sont également
des problémes indécidables. En revanche, la k-bornitude est décidable et peut être
décidée par le calcul d’une abstraction finie de l’espace d’états telle que le graphe
des classes d’états de [9, 10] (voir chapitre 3).

2.4 Les réseaux de Petri étendus à Chronométres

Les RdPT [52] sont vus comme un modèle large et très répandu pour l’ana-
lyse et la spécification formelle alliant les avantages d’une description graphique
puissante et d’une sémantique formelle. Cependant, un tel modèle ne permet pas
de spécifier les mécanismes de préemption temporelle : mécanisme où une action
peut être stoppée pour être reprise plus tard. Pour ce faire, un certain nombre
d’auteurs ont proposé d’étendre les RdPT afin de prendre en compte ces as-
pects : Les Scheduling-TPN [47, 49], les Preemptive-TPN [19], Inhibitor-TPN
[60] et les Stopwatch-TPN [12]. Les deux premiers ajoutent des ressources et
des priorités aux RdPT , alors que les ITPN introduisent des arcs inhibiteurs
qui contrôlent la progression des horloges des transitions. Dans cette section on
s’interesse au cas des ITPN [60] (Inhibitor Arc Time Petri Nets).

2.4.1 Présentation et Définition d’un ITPN

Considérons le modèle ITPN décrit dans la figure Fig. 2.5 présenté dans [60].
Il y’a un arc inhibiteur (représenté par un arc terminé par un petit disque),
connectant la place p7 à la transition t3. Initialement, la place p3 est marquée
et p7 ne l’est pas. Par conséquent, t3 est sensibilisée mais non inhibée, et son
chronomètre est activé. Il en est de même pour la transition t4 sensibilisée pour le
marquage initial. Cependant, le tir de la transition t4 va consommer le jeton de la
place p4 et produire un jeton dans p2 et un autre dans p7. Il en résulte l’activation
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Figure 2.5 – Un exemple d’ ITPN

de l’arc inhibiteur et la suspension du chronomètre de la transition t3 (t3 est ainsi
inhibée), qui persistera aussi longtemps que la place p7 restera marquée.

Nous allons maintenant définir plus formellement les réseaux de Petri à arcs
inhibiteurs (ITPN)

Définition 3 Un ITPN (Inhibitor arc Time Petri Net) ou réseau de Petri à arcs
inhibiteurs [60] est défini par le couple (RT, IH) où :

– RT est un réseau de Petri temporel ;
– IH : P × T −→ N est la fonction arc inhibiteur ; il y’a un arc inhibiteur

connectant la place p à la transition t, si IH(p, t) 6= 0.

En plus des notions définies plus haut pour la sémantique des réseaux de Petri
temporels classiques, pour un ITPN nous avons :

- Une transition t est dite inhibée pour le marquage M, si elle est sensibilisée et
qu’il existe une place connectée à t par un arc inhibiteur dont le marquage
satisfait la valuation de cet arc (t ∈ Te(M))∧∃p ∈ P, 0 < IH(p, t) ≤M(p).
Nous notons Ti(M) l’ensemble des transitions inhibées pour M .

- Une transition t est dites activée pour le marquage M, si elle est sensibilisée
et non inhibée, (t ∈ Te(M))∧ (t /∈ Ti(M)) ; nous notons par Ta(M)
l’ensemble des transitions activées pour le marquage M .

Nous définissons la sémantique d’un ITPN par un système de transitions
étiquetées [61].

Définition 4 La sémantique d’un ITPN est définie sous la forme d’un système
de transitions ST = (Γ, e0,→), tel que :
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– Γ est l’ensemble des configurations, chaque configuration, notée e, aparte-
nant à Γ un couple (M,V ) où M est un marquage et V est une fonction de
valuation qui associe à chaque transition sensibilisée t de Te(M) la valeur
du chronométre associé à t. Formellement on a : ∀t ∈ Te(M), V (t) :=
[x(t), y(t)]

– e0 = (M0, V 0) est l’état initial, tel que : ∀t ∈ Te(M0), V 0(t) := I(t) :=
[tmin(t), tmax(t)].

– →∈ Γ×(T×Q+)×Γ est la relation de transition, tel que : ((M,V ), (tf , tf ), (M
↑, V ↑)) ∈→

, ssi :

(i) tf ∈ Ta(M).

(ii) x(tf ) ≤ tf ≤ MIN
∀t∈Ta(M)

{y(t)} .

et on a :
∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

∀t ∈ Te(M↑)
si t /∈ New(M↑) :{

[x↑(t), y↑(t)] := [MAX(0, x(t)− tf ), y(t)− tf ] t ∈ Ta(M)
[x↑(t), y↑(t)] := [x(t), y(t)] t ∈ Ti(M)

si t ∈ New(M↑)
[x↑(t), y↑(t)] := I(t) = [tmin(t), tmax(t)]

Seuls les chronométres associés aux transitions activées progressent, alors que
ceux relatives aux transitions inhibées sont suspendues. Par conséquent, une tran-
sition tf peut être tirée à l’instant relatif tf , à partir de l’état accessible e, si (i) tf
est activée pour le marquage M, et si (ii) le temps peut progresser durant l’inter-
valle de tir de tf en satisfaisant les contraintes temporelles des autres transitions
activées. Aprés le tir de tf l’état accessible, noté e↑, est obtenu :

– en consommant un nombre de jetons présents dans chaque place p en entrée
de tf (donné par la valeur Pre(p, tf )), et en produisant un certain nombre de
jetons dans chaque place p en entrée de tf (donné par la valeur Post(p, tf )) ;

– en initialisant la valeur du chronométre de chaque transition nouvellement
sensibilisée à zéro. Cependant, la valeur de chaque chronométre relatif à un
transition persistante reste inchangée.

Remarque 1 En l’absence d’arcs inhibiteurs dans le réseau, la sémantique définie
précédemment est celle d’un RdPT.
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2.5 Exemples et classification des réseaux de Pe-

tri à Chronométres

Propriété 1 Le modèle ITPN étend les RdPT en contrôlant la progression des
transitions. Le franchissement d’une transition peut être interrompu, s’il y a une
place non vide connectée à cette transition par un arc inhibiteur (voir Fig. 2.6).

La Fig 2.6-b- présente le modèle ITPN modélisant la tâche dans la Fig 2.6-a-.
Dans cette figure, les transitions t2 et t4 seront sensibilisées par le franchissement
de t1. Le chronomètre associé à t2 compte la durée effective de l’exécution. Ce
chronomètre devient inactif lorsque p4 est marquée. La sensibilisation de t4 signi-
fie que l’interruption peut arriver à n’importe quel instant pendant l’exécution.
Lorsqu’une interruption se produit par le franchissement de t4 alors t6 sera va-
lidée et son chronomètre décomptera la durée de l’interruption. L’interruption et
la reprise peuvent se produire plusieurs fois pendant l’exécution. Ceci est présenté
par le franchissement successivement de t5 et t6.

Figure 2.6 – a) SwTPN d’une tâche interruptible b) Modélisation de la même
tâche interruptible par ITPN

Propriété 2 (Relation entre SwPN et Sheduling-TPN ou Preemptive-
TPN) Les Scheduling-TPN [47] étendent les RdP en associant aux places deux
nouveaux attributs, les ressources et les priorités. Les preemptive-TPN [19] as-
socient les mêmes attributs aux transitions au lieu des places.
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Les Scheduling-TPN et Preemptive-TPN sont particulièrement bien adaptés
à la modélisation des systèmes préemptifs pour des objectifs d’ordonnancement.
La façon d’ordonnancer des tâches réparties sur différents processeurs est prise
en compte pour une priorité fixe, tandis que le problème de la suspension et
la reprise d’une tâche est plus général. A titre d’exemple, ces modèles ne sont
pas capables de modéliser une relation circulaire de la priorité pouvant arrêter
définitivement l’écoulement de temps des transitions, tandis que les ressources
nécessaires associées aux transitions ou aux places sont disponibles. Donc, un
Scheduling-TPN n’est pas capable de modéliser cette relation de priorité tandis
que le modèle SwPN le peut.

Propriété 3 (Relation entre ITPN et Sheduling-TPN ou Preemptive-
TPN) On peut facilement conclure que les Sheduling-TPN et Preemptive-TPN
sont une stricte sous-classe des ITPN .

On peut aussi conclure qu’un Scheduling-TPN ou un Preemptive-TPN peut
être modélisé par un SwPN mais le contraire n’est pas vrai ; nous n’irons pas plus
loin en ce qui concerne ces derniers car on s’interesse exclusivement aux ITPN .

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des modèles utilisés pour la modélisation
et la vérification formelles des systèmes temps réel et temps réel préemptifs : les
réseaux de Petri temporels et leurs extentions à chronométres. Nous nous sommes
surtout intéressés aux réseaux de Petri à arcs inhibiteurs(ITPN). Après un rap-
pel sur la syntaxe et la sémantique de ce dernier, nous avons présenté une brève
classification entre les differents modèles à chronométres et en exposant certaines
relations intéressantes. La question est à présent : comment déterminer l’éspace
d’état d’un réseau de Petri temporel et d’un réseau de Petri à arc inhibiteur pour
les systèmes temps réel respectivement temps réel préemptifs. Ceci fait l’objet des
deux chapitres qui suivent.
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Chapitre 3

Le calcul de l’espace d’états d’un
RdPT

3.1 Introduction

Pour les modèles formels temporisés tels que les réseaux de Petri T-temporels,
le temps est représenté de façon dense ce qui implique qu’en général, on se trouve
face à un espace d’états infini dont on peut trouver, sous certaines conditions, des
abstractions finies. Dans ce chapitre, nous exposons un panorama des méthodes
d’analyse disponibles pour les (RdPT). Ces méthodes, sont basées essentielle-
ment sur la technique des �classes d’états� initiées par [9] mais d’autres aussi,
basées sur des graphes des �régions et des zones� [67] [37] respectivement. Nous
présentons aussi une méthode alternative basée sur le principe de classes d’états
atomiques avec l’aspect quantitatif du modèle : �le graphe modeC� [21, 20]. Des
méthodes récemment introduites sont présentées visant à traduire un RdPT vers
un AT [24, 48]. Enfin, nous présentons une étude comparative entre les différents
graphes générés afin d’expliquer les raffinements apportés par chaque méthode.
L’exemple discuté dans ce chapitre a été traité avec les outils de l’environnement
Tina [11] et graphC [21, 20] [4] et l’outil Roméo [36].
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3.2 L’Espace d’états : Un tour d’Horizon

Dans la littérature, les abstractions de l’espace d’états des réseaux de Petri
temporels sont principalement basées sur la notion de classe d’états, alors que
celles des automates temporisés sont basées sur les régions et les zones.

Dans le cas des RdPT, plusieurs abstractions de l’espace d’états ont vu le
jour, d’un point de vue chronologique, on peut citer : le graphe des classes d’états
(State Class Graph : SCG) [9, 10], le graphe des régions géométriques (Geometric
Region Graph : GRG) [67], le graphe des classes d’états linéaires fortes (Strong
State Class Graph : SSCG) [8], le graphe des zones (Zone Based Graph : ZBG)
[37, 38, 18], le graphe des classes atomiques (Atomic State Class Graphs : ASCGs)
[67, 8, 14, 15] et le graphe des classes en modeC [21, 20]. Par ailleurs, une
extension de la construction du graphe des classes d’états a été proposée dans le
but de construire, pour un RdPT borné, son automate temporisé équivalent avec
un nombre d’horloges minimal [37, 38].

Ces abstractions différent sur les classes de propriétés qu’elles préservent.
Les graphes des classes fournissent une représentation finie de l’espace d’états
d’un RdPT borné préservant les propriétés LTL [9, 10] ou CTL∗ [67, 8, 14]. Le
graphe des régions géométriques préserve les propriétés CTL et le graphe des
zones préserve l’accessibilité des marquages ou les propriétés LTL en fonction du
critère de convergence utilisé. Pour la vérification de propriétés exprimées avec
la logique temporelle TCTL, les auteurs [39, 18, 40] proposent une méthode à
la volée pour la vérification d’une sous-classe de propriétés TCTL bien définie.
D’autres travaux se basent sur la traduction du RdPT vers un AT vérifiant ces
dernières propriétés [24, 48].

Nous présentons, dans ce chapitre les principales méthodes appliquées sur les
RdPT (y compris celles proposées initialement pour les automates).

3.3 Les méthodes basées sur le graphe des classes

d’états

3.3.1 Etats et classe d’états :

L’ensemble des états d’un réseau temporel peut être infini pour deux raisons :

1. Parce qu’un état peut admettre une infinité de successeurs,

2. Parce qu’un réseau peut admettre des échéanciers de longueurs infinies pas-
sant par des états dont les marquages sont tous différents.

Pour gérer le premier cas, on regroupera certains ensembles d’états en classes
d’états. Plusieurs regroupements sont possibles (voir la suite de cette section).
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Une classe d’états regroupe donc tous les états atteints par une même séquence
de tir réalisable. En particulier, tous les états d’une même classe ont alors le même
marquage.

Figure 3.1 – Etat et classe d’états [10]

3.3.2 Graphe de classes préservant marquages et propriétés
LTL

Le graphe des classes d’états de [9, 10], ou (Stat class Graph : SCG), est
l’ensemble des ensembles d’états accessibles après le tir d’une même séquence
non temporisée. Par conséquent, tous les états d’une même classe ont le même
marquage M ; une classe est définie par le couple (M,D) où M est le marquage
commun à tous ses états ; et D est un système d’inéquations. Chaque variable
présente dans D, notée ti, est associée à une transition sensibilisée ti de même
nom. La classe initiale est la classe d’équivalence de l’ensemble des états constitué
du seul état initial. Plus formellement, une classe est définie comme suit :

Définition 5 Soit ST = (Γ, e0,→) le système de transition associé à un RdPT .
Une classe d’état notée E, est l’ensemble des états de Γ accessibles après le tir
d’une même séquence non temporisée σ = (t1f , .., t

n
f ) à partir de l’état initial e0.

La classe E est définie par (M,D), où M est le marquage accessible après le tir
de σ, et D est le domaine de tir représenté par un système d’inéquations. Nous
avons :

D :=

{ ∧i 6=j (tj − ti ≤ dij)

∧i≤s (di• ≤ ti ≤ d•i)

avec(tj, ti) ∈ Te(M)2 dij ∈ Q ∪ {∞} , d•i ∈ Q+ ∪ {∞} , di• ∈ Q+

Nous notons par l’élément {•} l’instant où la classe E est atteinte. Les coeffi-
cients, d•i, di• et dij sont respectivement, le délai résiduel maximum pour le tir de
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la transition ti, le délai résiduel minimum pour le tir de la transition ti, et l’écart
maximal entre les temps de franchissement de ti vers tj.

Dans le cas d’un RdPT : Les contraintes du système D ont une forme parti-
culière, appelée DBM (Difference Bound Matrix) [34]. Cette forme permet d’ap-
pliquer un algorithme efficace pour le calcul d’une classe, dont la complexité est
estimée à O(m3), où m est le nombre de transitions sensibilisées (nous allons voir
dans le chapitre suivant que cette propriété n’est pas toujours vérifiée pour les
ITPN).

3.3.2.1 Construction du graphe

Le graphe de classes d’un RdPT est calculé par énumération des classes ac-
cessibles à partir de la classe initiale E0 jusqu’à qu’il n y ait plus de classe à
explorer. Formellement, le graphe de classes d’un RdPT est défini comme suit :

Définition 6 Le graphe de classes d’un RdPT [9, 10], noté GR, est un triplet
(CE,E0, 7−→) où :
- CE est l’ensemble des classes accessibles dans GR;
- E0 = (M0, D0) est une classe de CE appelée classe initiale telle que :
D0 =

{
∀ti ∈ Te(M0), tmin(ti) ≤ ti ≤ tmax(ti)

}
- 7−→ est la relation de transition entre classes définie sur CE × T × CE, telle
que
((M,D), tf , (M

↑, D↑)) ∈7−→, si et seulement si :

a) Le système D augmenté par les contraintes de tir de tf que nous écrivons :
(∀t ∈ Te(M), tf ≤ t) admet au moins une solution.

b) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

c) Le système D↑ est calculé à partir de D, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Remplacer chaque variable t (relative à une transition sensibilisée par M),

par : t := tf + t′, exprimant ainsi la progression du temps.

2. Eliminer par substitution dans le système ainsi obtenu, la variable tf , ainsi

que toutes les variables relatives aux transitions désensibilisées suite au tir

de tf , en utilisant par exemple la méthode de Fourier-Motzkin.

3. Rajouter au système ainsi obtenu, les contraintes des transitions nouvelle-

ment sensibilisées dans M↑ : ∀ti ∈ New(M↑), tmin(ti) ≤ ti≤ tmax(ti)

Etant donné une classe E = (M,D). Le calcul de la classe E↑ = (M↑, D↑)
accessible à partir de E en franchissant tf consiste en le calcul du marquage
accessible M↑ de manière usuelle, et du domaine de tir induit par le nouveau
système D↑.
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Une classe E↑ est atteignable depuis E, en franchissant la transition tf si :
a) cette derniére est sensibilisée par le marquage M et franchissable avant toutes
les autres transitions sensibilisées ; b) correspond au calcul standard du nouveau
marquage M↑ ; c) Le système D↑ capturant l’espace des états de E↑ est calculé
à partir du système D augmenté des contraintes de tirs de tf : (1) Le renom-
mage et la substitution des variables permettent de décaler l’origine du temps
vers l’instant où la nouvelle classe E↑ a été atteinte. (2) Un système équivalent
est calculé où les variables des transitions désensibilisées suite au tir de tf sont
éliminées, (3) finalement, les contraintes des transitions nouvellement sensibilisées
sont rajoutées.

Le système de transitions obtenu est potentiellement infini car il n’y a à priori
aucune raison pour que l’on finisse toujours par atteindre des classes sans suc-
cesseurs. Nous allons donc définir un critére de convergence sous la forme d’une
relation d’équivalence entre les classes. Nous notons : eDd l’ensemble de solutions
de D. Nous définissons l’égalité de deux classes d’états comme suit [9] :

Définition 7 Deux classes d’états E = (M,D) et E ′ = (M ′, D′), données dans
leur forme normales sont dites égales, , ssi :

1. elles correspondent au même marquage, M = M ′ ;

2. l’ensemble des solutions est tel que : eDd = eD′d.

La forme canonique (normalisée), du système d’inéquation D est unique, cette
propriété est importante car elle permet de détecter les classes équivalentes en
comparant leur forme normale. Le graphe ainsi obtenu permet de vérifier les
propriétés de logique temporelle linéaire (Linear Temporel Logic) [56].

3.3.2.2 Illustration

En reprenant le réseau de Petri du chapitre.2 représenté sur la figure Fig 3.2a).
Son graphe de classes préservant marquage et propriétées LTL est représenté sur
la figure Fig 3.2b). Ce réseau nous servira comme modèle pour comparer différents
graphes de classes [4]. Le graphe complet contient 13 classes et 21 transitions.

La classe initiale (état initial), est définie par E0 = (M0, D0), où, M0 =
p1, p2, p3 7→ 1 et :

D0 :=


0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t2 ≤ 0
0 ≤ t3 ≤ 3

Dans E0, les transitions t1; t2, t3 sont sensibilisées et franchissables. Selon la
sémantique forte (Une transition sensibilisée doit être tirée avant la fin de tir des
autres : le plus petit tmax(t)), les transitions t1; t2; t3 peuvent être tirées dans un
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intervalle ∈ [0 0]. Si on considère le tir de la transition t2 de la séquence σ =
(t2; t3; t1; t4) à partir de E0 à un instant ∈ [0 0], on obtient la classe E2 = (M2, D2)
définie comme suit :

a) Le système D0 est augmenté par les contraintes de tir de t2 que nous écrivons :
t2 ≤ t1
t2 ≤ t3

b) M2 = p1, p3, p5 7→ 1

c) Le système D2 est calculé à partir de D0, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Les transitions t1 et t3 restent sensibilisées lors du tir de t2, donc pour
exprimer la progression du temps il faut remplacer :
t1 = t2 + t1

′

t3 = t2 + t3
′

2. Eliminer du système obtenu, les variables désensibilisées aprés le tir de
t2 (c-à-d : t1; t2; t3), ce qui conduit à faire les calculs suivants :

0 ≤ t2 + t′1 ≤ 3
0 ≤ t2 + t′3 ≤ 3

0− t′1 ≤ t2 ≤ 3− t′1
0− t′3 ≤ t2 ≤ 3− t′3
Avec : 0 ≤ t2 ≤ 0

On obtient :
0− t′1 ≤ 3− t′3
0− t′3 ≤ 3− t′1

0− t′1 ≤ 0
0 ≤ 3− t′1

0− t′3 ≤ 0
0 ≤ 3− t′3

On obtient :
0 ≤ t′1 ≤ 3
0 ≤ t′3 ≤ 3

3. Aucune transition nouvellement sensibilisée donc, aucune contrainte à
rajouter.
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Pour simplification, on remplace t′1 et t′3 par t1 et t3 respectivement pour la
suite du calcul ; on a :

D2 :=

{
0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t3 ≤ 3

Le tir de t3 à un instant ∈ [0 3] à partir de E2 conduit à la classe E6 = (M6, D6)
obtenue de la même maniére :

a) Le système D2 est augmenté par les contraintes de tir de t3 que nous écrivons :
t3 ≤ t1

b) M6 = p1, p5, p6 7→ 1

c) Le système D6 est calculé à partir de D2, en appliquant l’algorithme suivant :

1. La transitions t1 reste sensibilisée lors du tir de t3, donc pour exprimer
la progression du temps il faut remplacer :
t1 = t3 + t′1

2. Eliminer du système obtenu, les variables désensibilisées aprés le tir de
t3, ce qui conduit à faire les calculs suivant :

0 ≤ t3 + t′1 ≤ 3

0− t′1 ≤ t3 ≤ 3− t′1
Avec : 0 ≤ t3 ≤ 3

On obtient :
0 ≤ t′1 ≤ 3

3. t5 est une nouvelle transition sensibilisée, on ajoute au système obtenu
la contrainte :
0 ≤ t5 ≤ 2

On obtient :

D6 :=

{
0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t5 ≤ 2

Les classes (marquages M et systèmes d’inéquation D), ne sont pas données
explicitement dans cette section (voir ANNEXES).

La séquence de transitions σ = (t2; t3; t1; t4) à partir de la classe initial E0,
représente un chemin de ce graphe, passant par les classes E2, E6, E9 et arrivant
à la classe E11. On verra cependant que cette séquence n’est pas effectivement
franchissable pour tous les états de la classe E11.
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a) Modèle du TPN b) Graphe GR [9]

Figure 3.2 – Le réseau de Petri et son Graphe de classes préservant marquage
et LTL

Remarque 2 Notons que dans le cas où plusieurs transitions sont concurrentes,
des méthodes telle que l’élimination de Fourier-Motzkin ou Floyd-Warshall [28,
65], par exemple, est utile.

3.3.2.3 Limites de la méthode

Lorsque la classe E↑ est le successeur de la classe E par la transition tf , cela
signifie qu’il existe au moins un état de E qui posséde un successeur par tf dans
E↑ ; mais cela n’implique pas forcément que tous les états de E ont un successeur
par tf dans E↑.

Considérons la figure 3.3 qui représente les intervalles pendant lesquels les
transitions de la séquence précédente : σ = (t2; t3; t1; t4), sont sensibilisées ainsi
que l’instant de franchissement de chaque transition (représentée par une flèche).

Au départ, les transitions t1, t2, t3 sont sensibilisées par le marquage initial
M0. Les intervalles de sensibilisation correspondent à leurs intervalles statiques
respectifs ([0 0] pour t2, [0 3] pour t1 et t3). Supposons que t2 soit franchie à
l’instant 0 et que t3 le soit à l’instant 1. Le franchissement de t3 sensibilise la
transition t5, qui peut rester sensibilisée pendant l’intervalle [1 1] + [0 2] = [1 3].

Supposons que t1 soit franchie à l’instant 2, 2 ; elle sensibilise donc t4, qui reste
sensibilisée pendant l’intervalle [2, 2 2, 2] + [1 2] = [3, 2 4, 2]. Mais t4 et t5 ne
sont pas en conflit effectif comme on peut le voir par les rectangles disjoints dans
la figure 3.3. En fait, d’après la sémantique forte, c’est le temps qui commande et
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Figure 3.3 – Franchissement de séquence σ

pour ces dates de tir, t5 doit être franchie avant t4 et la séquence σ =t2; t3; t1; t4
n’est pas effectivement franchissable.

Remarque 3 Le paragraphe précedent fait référence à des valeurs et intervalles
flous [22], pour comprendre la façon de raisonner.

Pour remédier à ce type de problématique, il est nécessaire de considérer des
raffinement du graphe des classes d’états, comme celui proposé par Berthomieu
et al. en graphe des classes d’états atomiques, présentée un peu plus loin, dans
les sections suivantes.

La méthode de construction présenté dans cette section a l’avantage d’avoir
été étendue au cas des réseaux de Petri à chronomètres [12, 13, 60], ce qui fait
l’objet du chapitre.4

Enfin, cette construction permets de vérifier seulement les aspects (qualitatifs)
du modèle et ne permet pas pour autant de vérifier des propriétés temporelles
quantitatives de type TCTL (Timed Computation Tree Logic) car elle ne fournit
pas d’information sur les instants pour lesquels les tirs de transitions se sont
produits. La sous-section suivante décrit cette extension du modèle.

3.3.2.4 Les propriétées TCTL

Pour la vérification de propriétés TCTL sur les RdPT bornés, les auteurs [39]
définissent une sous-classe de cette logique notée : (TCTLTPN), où les proposi-
tions atomiques dépendent des marquages.

Soit RT le modèle du réseau de Petri initial, on lui associe un nouveau RdPT
en parallèle, noté : Alarm-clok représenté par la figure. FIG 3.4. On obtient le
modèle RT ‖Alarm à partir duquel, on doit construire le graphe de classe tout en
vérifiant la valeur de vérité d’une formule (TCTLTPN), la construction s’arrête
une fois la valeur de la formule est définie, cette construction permet de detecter le
temps de réponse ; on peut connaitre la durée de parcours entre deux marquages
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(sous forme d’un intervalle), comme ceci : une fois le premier marquage de la
formule atteint pendant la construction du graphe, on met un jeton dans la place
Pa pour sensibiliser ta détectant le début de l’intevalle, plusieurs cas de figure
peuvent se produire lors de la sensibilisation de tb, le cas le plus simple détecte
la fin de l’intervalle de la formule si tb n’est pas tirée avant (avant d’atteindre le
deuxiéme marquage), pour les autres cas, voir le détail de l’algorithme [39].

Dans ce cas, et pour plus de performances, les auteurs proposent une version
plus relachée du graphe de classes notée, (RSCG : Relaxed Stat Class Graph), qui
représente les classes accessibles par progression du temps, ce graphe est calculé
de la même maniére sauf que pour chaque classe calculée, on met toutes les bornes
inférieures du domaine de tir à zéro y compris pour la classe initiale.

Il est à noter que le choix est porté sur le graphe des classes car les au-
teurs s’intéressaient à l’aspect linéaire du modèle. Ces derniers (SCG et RSCG)
préservent marquage et propriétés LTL, étants plus petits et rapides à calculer
que les autres abstractions (voir la suite du chapitre). En plus, ils répondent à la
propriété de finitude pour les RdPT bornés.

Figure 3.4 – Le RdPT horloge d’alarme [39](Alarm-clok)

Une méthode alternative récemment introduite [40], décrit une construction
du graphe des classes d’état avec inclusion, noté par (I-SCG : Inclusion contrac-
ted SCG). Ce dernier pourrait être obtenu en construisant d’abord le SCG puis
regrouper les classes obtenues dans les classes englobantes par inclusion (tel que
l’ensemble de solutions soit : eD′d ⊆ eDd), jusqu’à ce qu’aucune inclusion ne
soit possible. Il est cependant plus intéressant d’effectuer cette opération lors de
la construction elle-même. Par ce fait, la plupart des classes d’état ne sont pas
calculées, ce qui fait gagner du temps et de l’espace ; Ce graphe préserve les pro-
priétés d’accessibilité. Le graphe de classes par inclusion est fini ssi le RdPT est
borné. Il est à noter que l’égalité permet de préserver principalement le langage
du modèle, alors que l’inclusion préserve les marquages accessibles. Par exemple,
si l’on veut obtenir le graphe compact de [40], avec inclusion, on a : La classe E9

incluse dans E7. Ce qui donne un graphe de 12 classes et 21 transitions.
Enfin, rappelons aussi qu’un RdPT est borné si le marquage de toute place

admet une borne supérieure (voir Chapitre.2). L’ensemble des domaines de tir
d’un réseau temporel étant fini [9], son graphe des classes est fini ssi le réseau est

49



borné. Cette propriété est indécidable, mais des conditions suffisantes peuvent
être établies.

Dans [40], une condition nécessaire et suffisante basée sur (I-SCG) a été définie
pour que le graphe soit un ZENO. Les auteurs ont aussi étendu l’ approche [39],
pour vérifier les propriétés (TCTLTPN) chronométrée pour les RdpT pas force-
ment ZENO : le graphe de classes contient un cycle avec les bornes inférieures
tmin(t) de chaque transition de ce cycle est égal à zéro (a zero lower bound cycle).

3.3.3 Graphe de classes préservant états et propriétés LTL

Pour construire le graphe des classes d’états fortes ou (Strong Stat Class
Grapg : SSCG) [8]il est nécessaire de représenter ces ensembles d’états S de façon
canonique. Une représentation adéquate est fournie par les domaines d’horloges.

Les classes d’états fortes sont représentées par des paires S = (M,Q), où M
est un marquage et Q un domaine d’horloges décrit par un système d’inéquations :
Gγ ≤ g. Chaque variable présente dans Q, notée γi, est associée à une transition
sensibilisée ti. La variable γi associe le temps écoulé depuis la dernière sensibili-
sation de cette transition.

3.3.3.1 Construction du graphe

Définition 8 Le graphe de classes d’états fortes (Strong) d’un RdPT [8], noté
GRs, est un triplet (CS, S0,−→) où :
- CS est l’ensemble des classes accessibles dans GRs;
- S0 = (M0, Q0) est une classe de CS appelée classe initiale telle que :
Q0 =

{
∀ti ∈ Te(M0), 0 ≤ γi ≤ 0

}
- −→ est la relation de transition entre classes définie sur CS×T ×CS, telle que
((M,Q), tf , (M

↑, Q↑)) ∈−→, si et seulement si :

a) Le système Q augmenté par les contraintes :
(0 ≤ θ)∧ (tmin(ti) ≤ θ+ tf ≤ tmax(ti),∀ti ∈ Te(M)), est consistent (θ est
une nouvelle variable).

b) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

c) Le système Q↑ est calculé à partir de Q, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Remplacer chaque variable γi (relative à une transition sensibilisée par M),

par : γi := γ′i − θ,
2. Eliminer par substitution dans le système, les variable γi et θ.

3. Rajouter au système ainsi obtenu, les contraintes des transitions nouvelle-

ment sensibilisées dans M↑ : ∀ti ∈ New(M↑), 0 ≤ γi≤ 0
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La variable θ décrit les dates de tir possibles de t depuis la classe de départ.
Il est à noter que, dans le cas des réseaux de Petri avec intervalle statique borné,
l’ensemble des systèmes d’horloges distincts que l’on peut construire est fini.
Si cette condition n’est pas satisfaite, alors, pour assurer la terminaison de la
construction, on doit ajouter à la Définition.4 une étape (d) de relaxation de la
classe construite, Cette étape est bien décrite en [8]. Intuitivement, elle revient
à noter l’ensemble d’états S par le plus grand ensemble d’horloges décrivant
cet ensemble d’états. Ce plus grand ensemble d’horloge n’est pas en générale
convexe, mais il est toujours constitué d’une réunion finie d’ensembles convexes.
En pratique : la représentation des classes et la relation ≡ sont inchangées, mais
une classe pourra avoir plusieurs classes suivantes par la même transition.

Dans le cas où le nombre des transitions concurrentes est important, une
méthode alternative récemment proposée : Normalisation [41] ; elle permet de
préserver convexité du système d’horloge. Moins coûteuse que la relaxation, elle
permet de calculer le plus grand ensemble d’horloge préservant états des classes et
peut être décrite sous forme de système de différences. Cette étape est appliquée
à toutes les classes générées par la Définition.4 citée ci-dessus.

Nous notons :〈Q〉 l’ensemble de solutions de Q. Nous définissons l’égalité de
deux classes d’états fortes comme suit [8] :

Définition 9 Soient deux classes d’états fortes S = (M,Q) et S ′ = (M ′, Q′), et
une transitions t sensibilisée par M ou M ′ avec un intercalle statique borné, alors
S ≡ S ′, ssi :

1. elles correspondent au même marquage, M = M ′ ;

2. l’ensemble des solutions est tel que : 〈Q〉 = 〈Q′〉.

Une construction alternative du graphe de classes d’états fortes avec inclu-
sion est proposée dans [14, 16], notée (CSCG). Une forme plus compacte de
celui proposé par Berthomieu, calculé en un temps réduit et ne préservant pas
nécessairement les propriétées LTL. Il suffit pour cela de ne pas mémoriser une
classe contenue dans une classe déjà construite par la définition Déf.4.

3.3.3.2 Illustration

Considérons le même réseau de Petri, la construction du graphe des classes
d’états fortes est comme suit. La classe initiale est représentée par l’état initial,
S0 = (M0, Q0) où, M0 = p1, p2, p3 7→ 1 et le système d’horloge initial :

Q0 :=


0 ≤ γ1 ≤ 0
0 ≤ γ2 ≤ 0
0 ≤ γ3 ≤ 0

Le tir de t2 à partir de S0 conduit à la classe S2 = (M2, Q2) définie comme
suit :
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a) Le système Q0 est augmenté par les contraintes suivantes :
0 ≤ θ
0 ≤ γ2 + θ ≤ 0
0 ≤ γ1 + θ ≤ 3
0 ≤ γ3 + θ ≤ 3

b) M2 = p1, p3, p5 7→ 1

c) Le système Q2 est calculé à partir de Q0, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Les transitions t1 et t3 restent sensibilisées lors du tir de t2, donc pour
exprimer la progression du temps il faut remplacer :

γ1 = γ′1 − θ
γ3 = γ′3 − θ

2. Eliminer du système obtenu, les variables : θ, γ1, γ3 et γ2, ce qui conduit
aux calculs suivants :

0 ≤ γ′1 − θ ≤ 3
0 ≤ γ′3 − θ ≤ 3

Avec : 0 ≤ γ2 ≤ 0
Et : 0 ≤ θ

On obtient :
0 ≤ γ′1 ≤ 0
0 ≤ γ′3 ≤ 0

3. Aucune transition nouvellement sensibilisée, donc, aucune contrainte
à rajouter.

On a :

Q2 :=

{
0 ≤ γ1 ≤ 0
0 ≤ γ3 ≤ 0

Le tir de t3partir de S2conduit à la classe S6, si on considére le graphe le plus
compact, (S7 sinon). La classe S6 = (M6, Q6)est obtenue (de la même maniére),
comme suit :

a) Le système Q2 est augmenté par les contraintes suivantes :
0 ≤ θ
0 ≤ γ3 + θ ≤ 3
0 ≤ γ1 + θ ≤ 3
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b) M6 = p1, p5, p6 7→ 1

c) Le système Q6 est calculé à partir de Q2, en appliquant l’algorithme suivant :

1. La transition t1 reste sensibilisée lors du tir de t3 :

γ1 = γ′1 − θ

2. Eliminer du système obtenu, les variables : θ, γ1, γ3 avec :

0 ≤ γ′1 − θ ≤ 3

Avec : 0 ≤ γ3 ≤ 3
Et : 0 ≤ θ

On obtient :

0 ≤ γ′1 ≤ 3

3. t5 est une nouvelle transition sensibilisée, donc, on ajoute son comp-
teur avec la contrainte :
0 ≤ γ5 ≤ 0

On va remplacer : γ′1 par γ1 pour la suite :

Q6 :=

{
0 ≤ γ1 ≤ 3
0 ≤ γ5 ≤ 0

Comme pour le cas du graphe des classes vu dans la section précedente, on
peut mémoriser toutes les classes générées, notées Sli par la définition Déf.4 [8],
ou prendre en considération l’inclusion [14] Sci :

Le graphe des classes d’états fortes des deux stratégies est représenté sur la
figure Fig 3.5a), pour les classes avec inclusion notées Sci de [14, 16] et 3.5b)
pour des classes Sli de [8], respéctivement. Le premier admet seulement 13 classes
et 21 arcs, alors que le second admet 18 classes et 29 arcs (voir ANNEXE pour
détail).

Les correspondances sont les suivantes :
Sc0 = Sl0 ; Sc1 = Sl1 ; Sc2 = Sl2 ; Sc3 = Sl3 ; Sc4 = (Sl4, Sl6) ; Sc8 =

(Sl10, Sl12) ; Sc6 = (Sl7, Sl8) ; Sc7 = (Sl9, Sl11) ; Sc10 = (Sl14, Sl15). Donc les 5
classes qui n’ont pas été mémorisées dans le graphe compact sont :
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a) Préservant états [14] b)Préservant états et LTL [8]

Figure 3.5 – Graphe de classes GRs

Sl4, Sl10, Sl8, Sl11, Sl15. effectivement on à 13+5 = 18 classes.

C’est important de noter que le graphe de classes d’états fortes constitué de
l’ensemble Sci préserve seulement les états, alors que le graphe de classes d’états
fortes constitué de l’ensemble Sli préserve états et propriétées LTL. Dans ce qui
suit, on considére le graphe des classes d’états fortes du modèle large Sli, noté
GRs.

Enfin, comme le graphe de classes d’état GR, le graphe des classe d’états fortes
GRs préserve les propriétés LTL, mais il est moins compact et son calcul est plus
complexe, il permet, de plus de vérifier l’accessibilité d’un état. La construction
du graphe des classes d’états fortes ne présente donc que peu d’intérêt par elle-
même. En fait, elle n’est fournie que parce qu’elle constitue le point de départ de
la construction préservant les propriétés de branchement, décrite dans la section
suivante.
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3.3.4 Graphes de classes préservant états et propriétés
CTL

La premiére construction pour un graphe de classes atomique, ou ( Atomic
Stat Class graph : ASCG) a été proposée par Yoneda et al [67] pour les réseaux
de Petri avec intervalle statique borné supérieurement. Une autre méthode de
construction a été proposée dans [54], mais ne concervant que les propriétés
ACTL. Cette dernière technique a été étendue pour tout type de RdPT dans
[8], que nous rappelons dans cette section.

La bissimulation préserve les propriétés de branchement, le but étant de trou-
ver une abstraction de l’éspace d’état bissimilaire avec le graphe de classe d’un
RdPT . La technique standard de calcul de bissimulation est celle du raffinement
minimal de partition introduite dans [53].

Définition 10 (Bissimulation) Calculer une bissimulation depuis une parti-
tion initiale P d’états [53], est calculer un raffinement stable Q de P
Initialement : Q = P
Tant que : il existe A,B ∈ Q tels que ∅ ⊂ A ∩B−1 ⊂ A
Faire : replacer A par A1 = A ∩B−1 et A2 = A−B−1 dans Q.

Dans [8], le contexte est sensiblement différent de celui supposé ci-dessus,
car les ensembles d’états ne sont pas finis, mais la méthode peut être adaptée.
Suivant [67], nous appelons atomique une classe stable par rapport à toutes ses
classes suivantes, c’est-à-dire dont chaque état a un successeur dans chacune de
ses classes suivantes. Les classes fortes du (GRs) sont adéquates comme partition
initiale (contrairement aux classes du (GR). Toutefois, le fait que cet ensemble
soit un recouvrement plutôt qu’une partition, implique que le résultat final sera
généralement non minimal en nombre de blocs, et non unique.

3.3.4.1 Construction du graphe

Le graphe des classes d’états atomiques, noté (GRa) est obtenu par raffine-
ment du graphe des classes fortes (GRs). La technique de partition des classes est
expliquée en détail dans [8]. Intuitivement, pour chaque transition du graphe cou-
rant, on calcule depuis la classe destination S↑ l’ensemble des (horloges possibles)
des états ayant un successeur dans S↑. L’intersection de cet ensemble avec celui
capturé par la classe source S définit une partition de S. Les classes atomiques
sont considérées modulo l’équivalence ≡, comme les classes fortes.

Le graphe de classes atomiques pour notre exemple est le suivant :

– Avec raffinement du graphe GRs avec inclusion [67, 8, 14, 15] on a : 16
calsses et 28 arcs (voir Fig :3.6a)) ;
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– Avec raffinement du graphe GRs [67, 8] : 21 classes et 37 arcs, (voir
Fig :3.6b)).

a) GRa selon [67, 8, 14, 15] b) GRa selon [67, 8]

Figure 3.6 – Graphe de classes GRa préservant les propriétées CTL∗

Il est à noter que les deux graphes représentés ci-dessus sont bissimilaires, le
graphe avec inclusion est le plus utilisé en pratique.

On s’interesse dans cette partie aux graphes GRa GRs les plus larges dans un
but de comparaison. Les classes non-atomiques dans le graphe GRs (Fig : 3.5b)
sont : Sl6, Sl7, Sl13. Ces dernières vont étre éclatées, on a les correspondances
suivantes :

– Sl6 = (A6;A7).... (1)
– Sl7 = (A8;A9).... (2)
– Sl13 = (A15;A16)....(3)

3.3.4.2 Limites de la méthode

Dans le graphe (GRa), le problème de branchement est résolu. Dans le cas de
la séquence σ=(t2 ; t3 ; t1 ; t4) à partir de M0 dans le réseau de la figure Fig.2.4,
la classe E8 est partitionnée en deux classes A15 et A16. A partir de A15, on
peut tirer soit t4, soit t5 ; et de A16, t4 ne peut pas être franchie. La figure 3.7.a
donne la description textuelle du graphe mode GRa ; la figure 3.7.b présente un
fragment du graphe de classes en mode atomique (voir la Fig : 3.6b) pour le
graphe complet). Les intervalles sur les arcs de la fig. 3.7.b ne sont pas donnés,
mais ont été calculés à la main de façon assez laborieuse. Bien que le problème
de branchement soit résolu, le graphe (GRa) présente deux inconvénients :
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1. L’arc correspondant au tir d’une transition t à partir d’une classe A n’a pas
suffisamment d’informations temporelles entre les différents événements (tir
des transitions précédentes par exemple ;

2. Il ne garde pas des informations dans le passé (une classe peut être atteinte
par plusieurs tirs de transitions).

a) b)

Figure 3.7 – Exemple de partitionnement dans GRs : (2) et (3)

Donc, il serait intéressant d’avoir un graphe des classes pour les RdPTs avec
sémantique forte qui permette d’associer à tout chemin de ce graphe l’ensemble
des séquences de franchissements effectivement franchissables.

Il y a une classe de propriétés d’un grand intérêt pratique, pour laquelle
la construction dédiée n’est pas proposée dans [67, 8, 14], celle des propriétés
quantitatives, comme exprimées dans les logiques temporelles temporisées. Pour
préserver ces propriétés quantitatives, une nouvelle proposition de construction
du graphe de classes pour les réseaux de RdPT a été proposée par Valette et Car-
doso et sera présentée dans la section suivante. Ce graphe permet : d’associer à
tout chemin l’ensemble des séquences de franchissements effectivement franchis-
sables avec les contraintes temporelles minimales que doivent vérifier les dates de
franchissement.
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La représentation des informations temporelles (contraintes et intervalles)
dans les graphes présentés précedément utilise un système d’inequations en hor-
loges. Dans l’approche utilisée dans GraphC, les dates de franchissements de tran-
sitions et les contraintes entre ces franchissements sont exprimées par les réseaux
de contraintes temporelles (STN : Simple Temporal Network), décrits aussi dans
la section qui suit.

3.3.5 Graphe de classes préservant les contraintes quan-
titatives

Dans cette section, nous allons présenter en détail l’ensemble des régles et
définitions permettant d’obtenir à partir d’un RdPT, le graphe modeC préservant
les contraintes quantitatives, noté GRc [21, 20] ainsi que l’ensemble de ses classes
Ci. L’exemple discuté à la fin de cette section, illustre chaque définition préalablement
abordée.

Dans un RdPT, les événements à considérer (et donc les variables temporelles
associées aux dates de ces évenements) sont :

– La sensibilisation d’une transition ;
– Le début de l’intervalle de tir ;
– La fin de l’intervalle de tir ;
– Le franchissement effectif de la transition.
Nous présentons tout d’abord le Réseau de contraintes complet et minimal.

3.3.5.1 Réseau de contraintes complet et minimal

Définition 11 (Réseau de contraintes simple) - Simple Temporal Net-
work (STN)[30] Un réseau de contraintes temporelles simple est formé d’un en-
semble fini V de variables vi et d’un ensemble fini C de contraintes binaires
Cij(vi, vj) définies sous la forme d’intervalles convexes [cmij, cMij] (sans trou)
délimitant la distance possible entre les deux variables vi et vj de V . Nous avons
donc : cmij ≤ vj − vi ≤ cMij. Nous notons CA l’ensemble de tous les réseaux de
contraintes défini sur V .

Définition 12 (Réseau complet) Un réseau de contraintes temporelles simple
est dit complet si une distance (délimitée par un intervalle) est associée à chaque
couple de variables.

Définition 13 (Réseau minimal) Un réseau de contraintes temporelles (V,C)
est minimal, ssi ∀vi, vj ∈ V et ∀cij ∈ Cij, il existe une affectation de valeurs à
toutes les variables de V vérifiant toutes les contraintes et telle que vj − vi = cij.
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Définition 14 (Algorithme de Floyd-Warshall) [35, 65] L’algorithme de Floyd-
Warshall permet de construire un réseau de contraintes temporelles complet et mi-
nimal à partir d’un réseau de contraintes temporelles quelconques ; il commence
par construire un réseau complet en associant une contrainte ]−∞,∞] à chaque
paire de variables pour laquelle aucune contrainte de distance n’a été spécifiée,
ensuite il remplace pour chaque contrainte Cij, dmij par la longueur du plus long
chemin dans le graphe allant de vi vers vj. Ce calcul étant fait aussi bien pour
Cij que pour Cji, la valeur de la borne maximale de Cij est déduite de celle de la
borne minimale de Cij puisque dMij = −dmji.

Par exemple, l’algorithme appliqué au réseau de contraintes de la figure( 3.8.a))
donne le réseau de contraintes complet et minimal de 3.8. d) ; le b) et c) sont les
graphes de coût correspondants, respectivement.

Figure 3.8 – Réseau de contraintes complet et minimal

Définition 15 (Intersection) L’intersection de deux réseaux de contraintes tem-
porelles N = (V,C) et N ′ = (V ′, C ′) est un réseau de contraintes temporelles
Nc” = N

⋂
N ′ = (V ”, C”), où

– V ” = V
⋃
V ′

– ∀vi, vj ∈ V ”, C”ij = Cij
⋂
C ′ij

Les contraintes sont données par l’intersection des intervalles. Lorsqu’une des
intersections est vide, le réseau de contraintes temporelles N sera évidement in-
cohérent.
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Les réseaux de contraintes temporelles simples sont un cadre adéquat pour
analyser les contraintes temporelles générées par RdPT dans une sémantique
d’entrelacement. Par la suite, nous considérons les variables suivantes :

– xki : variable associée à la date du kieme franchissement de la transition ti ;
– yi : variable associée à la borne supérieure de l’intervalle de tir de ti lors-

qu’elle est sensibilisée.

3.3.5.2 Classe d’états

Considérons l’exécution d’une séquence de franchissement de transitions σ = tl ;
· · · ; ti ; tj ; · · · ; tn pour un réseau de RdPT. Une transition peut être franchie plu-
sieurs fois dans une séquence. Supposons que le franchissement de ti que nous
considérons soit le oieme et celui de tj le ojeme. Comme il s’agit de l’exécution
d’une séquence particulière, les variables associées aux dates de franchissement
des transitions soit par exemple xoii pour ti et xojj pour tj ont une valeur précise.

Nous allons regrouper dans une même classe toutes les exécutions de σ cohérentes
avec les contraintes temporelles définies par le RdPT ( sans mémoire des sensibi-
lisations passées et sans hypothèse du serveur unique pour le franchissement des
transitions) [21]. La classe, après le franchissement de ti doit donner suffisamment
d’information pour permettre le choix des dates de franchissement pour toutes
les transitions suivantes, et d’abord pour tj. Elle doit donc donner exactement les
contraintes temporelles que doivent vérifier la variable xojj vis-à-vis des variables
associées aux franchissements passés.

Pour pouvoir avoir un nombre fini de classes, il faut oublier une partie du
passé. Au lieu de conserver les variables associées à tous les franchissements passés
et les contraintes temporelles qui les lient, seulement un fragment de ce réseau
de contraintes temporelles, appelé Nc, est gardé. Cela est l’élément clé de la
définition de la classe mode C.

La procédure de construction du réseau de contraintes temporelles que doit
vérifier la variable xojj (correspondant au franchissement de la transition tj), est
présentée dans la section suivante.

3.3.5.3 Réseau de contraintes Nt délimitant le franchissement de tj

Le réseau de contraintes de la classe reflète la mémoire du passé nécessaire
à la caractérisation des dates des événements futurs. Dans le graphe de classes,
un arc entre deux classes correspond au franchissement d’une transition. Dans ce
cas présent, nous voulons caractériser exactement les contraintes temporelles que
doivent vérifier la date de ce franchissement. Il ne suffit donc pas d’associer à cet
arc le nom de la transition franchie, ni même le seul domaine de franchissement
vis-à-vis de la dernière transition franchie. Nous allons lui associer un réseau de
contraintes Nt complet et minimal comprenant les variables de la classe d’origine
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de l’arc. L’information temporelle représentée par ce réseau dépend du réseau de
contraintes Nc de la classe d’origine.

Soit tj une transition parmi les n transitions franchissables dans la classe C
(atteinte par le franchissement de tj). Soit tl, l 6= j, les autres n − 1 transi-
tions sensibilisées dans la classe C. Soit Ntj,c le réseau de contraintes temporelles
délimitant le franchissement de tj à partir de la classe C pour atteindre la classe
C↑.

3.3.5.4 Construction du graphe

Définition 16 Le graphe de classes modeC d’un RdPT [21, 20], noté GRc, est
un tripplet (CC, C0,�) où :
- CC est l’ensemble des classes accessibles dans GRc;
- C0 = (M0, Nc0) est une classe de CC appelée classe initiale où :

– M0 est le marquage initial du RdPT ;
– Nc0 est le réseau de contraintes temporelles composé par la variable x0

représentant l’origine de temps.
- � est la relation de transition entre classes définie sur CC × (CA, T ) × CC,
telle que :
((M,Nc), (Ntj,c, tj), (M

↑, Nc↑)) ∈�, si et seulement si :
∀p ∈ P,M(p) ≤ Pre(p, tj), et le réseau NFj,c est consistant, tel que NFj,c

est obtenu comme suit :

1. Au départ, NFj,c = Nc, le réseau de contraintes temporelles de la classe
origine C,

2. Ajouter à NFj,c la variable xojj (associée au franchissement de tj) ;

ajouter l’intervalle statique de tj, I(tj), comme contrainte entre xojj et

xosjsj (associée au franchissement de la transition ayant sensibilisé tj),

3. Ajouter à NFj,c les variables yoll (l 6= j) correspondantes aux dates
maximales de franchissement des autres transitions sensibilisées dans
la classe C(tl). Ajouter comme contrainte entre chaque couple (xoslsl , y

ol
l )

l’intervalle (singleton) [dMl, dMl] correspondant à la borne maximale de
l’intervalle statique I(tl),

4. Ajouter la contrainte [0,∞[ entre les variables xoii et xojj pour exprimer
le fait que tj doit être franchie après ti,

5. Ajouter les contraintes [0,∞[ entre les couples de variables xojj et yoll
(l 6= j), pour exprimer le fait que tj doit être franchie avant la borne
maximale de tl,

La classe accessible est obtenue comme suit :

a) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tj) + Post(p, tj).

61



b) Ntj,c est obtenu à partir de NFj,c en effaçant les variables yoll et les contraintes
auxquelles elles sont directement reliées.

c) Nc↑ est un fragment Ntj,c et est le réseau de contraintes temporelles simple
comprenant les variables et les contraintes suivantes :

1. la variable associée à la date du dernier franchissement de la transition
xoii ,

2. pour chaque transition tk sensibilisée par M↑, la variable associée au
franchissement de la transition ayant provoqué cette sensibilisation,
soit xosks(k) (k = 1 . . . n).

3. toutes les contraintes temporelles liant ces variables sous la forme d’un
réseau complet et minimal.

L’origine de temps est l’événement qui a sensibilisé toutes les n0 transitions
sensibilisées dans la classe C0, et d’une certaine façon, est considérée comme le
début du monde.

La première étape correspond au calcul du réseau de contraintes délimitant
le franchissement de tj à partir de la classe origine C : (3) est imposée par la
sémantique d’entrelacement et (4) est imposée par la sémantique forte. Une fois
l’algorithme de Floyd-Warshall appliqué, les variables xosisi et yoll sont redondantes
(étape b) ;

L’étape (a) correspond au calcul usuel du marquage M↑ ;
L’étape (c) implique queNc↑ est un fragment deNtj,c,Nc

↑ ⊆ Ntj,c.

Pour toutes les classes C 6= C0, il existe deux cas particuliers :
– Deux transitions t1 and t2 ayant été sensibilisées par la même transition
ta, les variables correspondantes xos1s1 et xos2s2 sont les mêmes, donc xos1s1 =
xos2s2 = xoaa ;

– Le dernier franchissement (représenté par la date xoii ), est aussi l’événement
qui sensibilise la transition tk dans cette classe (représentée par la variable
xosks(k)), les deux variables sont les mêmes, xoii = xosks(k).

Par exemple, considérons le RdPT de la figure Fig 3.2a), avec le tir de la séquence
t2; t3; t1 à partir de la classe initiale C0 avec le marquage initial M0 :{p1, p2, p3} 7→
1. La classe C atteinte par la franchissement de cette séquence a comme marquage
M0 :{p4, p5, p6} 7→ 1. Les transitions sensibilisées par ce marquage sont t4 et
t5. Les événement suivants doivent être considérés pour construire le réseau de
contraintes Nc (Def. 16) :

– La derniere transition franchie dans cette séquence est ti = t1, et la variable
correspondante est x1.
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Figure 3.9 – Classe restreinte Cr de la classe C

– t4 a été sensibilisée par le tir de t1, donc xos4s4 = x1 ; t5 a été sensibilisée par
le tir de t3, donc xos5s5 = x3 .

Il manque les valeurs des contraintes entre les événements x1 et x3, pour
avoir le réseau de contraintes temporelles Nc (complet et minimal). Nc est un
fragment du réseau de contraintes qui délimite le dernier franchissement (t1 dans
cet exemple).

Remarque 4 Il est à noter que le paragraphe ci-dessus n’est qu’un exemple illus-
tratif déterminant les variables et contraintes qui constituent la classe courante.
Le calcul des classes de la séquence σ et des classes restreintes est expliqué en
détail un peu plus loin.

3.3.5.5 Les classes restreintes

Considérons le fragment de graphe de classes de la figure 3.9. Le réseau des
contraintes temporelles entre les événements d’une classe C est obtenu à partir
de l’ensemble des contraintes délimitant le franchissement de ti (la transition qui
conduit le système vers la classe C). En effet, le réseau de contraintes temporelles
Nc de la classe C est un fragment de Nti,cp , le réseau de contraintes associé à
l’arc entre Cp et C.

Après l’application de l’algorithme de Floyd-Warshall pour Ntj,c, certaines
des contraintes Ck,l entre deux nœuds xk et xl peuvent se trouver modifiées, donc
plus restreintes que leurs valeurs initiales dans le réseau Nc de la classe C. Cela
implique que la transition tj n’est pas franchissable à partir de tous les états
de la classe, mais seulement à partir de certains d’entre eux. Cela définit une
sous-classe d’une classe C, notée Cr, qui est restreinte au franchissement d’une
transition déterminée.

Définition 17 La classe restreinte C ′ = (M ′, Nc′) de la classe C = (M,Nc) est
définie par
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– M ′ = M ,
– Nc′ est le réseau Ntj,c ∩ Nc après l’application de l’algorithme de Floyd-

Warshall.

La classe C ′ caractérise les états à partir desquels la transition tj est franchis-
sable ; ces états ont été obtenus par le franchissement de la transition ti (précédant
tj dans la séquence τ = t1; ...; ti; tj). Cela veut dire que cette date est délimitée
par le réseau Nt′i,cp = Nti,cp ∩Nc′, qui, après une nouvelle application de Floyd-
Warshall, peut être tel que Ntri,cp ∩Ncp 6= Ncp : cela implique que la transition
ti peut elle même induire une restriction de la classe Cp, notée Cpr, à partir de
laquelle ti est franchie et ainsi de suite.

Si Nti,cp est un STN avec des variables qui représentent les différents fran-
chissements de la même transition, alors le Nc′ correspond au derniers franchis-
sements de de cette transition, c’est à dire les variables avec les plus grands
exposants.

On ne peut pas considérer la notion de classes restreintes pour deux classes
C1 et C2 dans le cas ou au moins une n’a pas été créée pendant l’étape 2 du calcul
même si : elles ont le même marquage M1 = M2 et que le STN de l’une est inclus
dans le STN de l’autre : Nc1 ⊂ Nc2 ou Nc2 ⊂ Nc1.

3.3.5.6 Les classes équivalentes

Chaque fois qu’une nouvelle classe est créée, il faut vérifier s’il n’existe pas déjà
une classe équivalente dans le graphe. La définition de deux classes équivalentes
est donnée par la définition 19. Le cas particulier de l’équivalence avec la classe
initiale est donnée par la définition 18.

Définition 18 Une classes C = (M,Nc) est définie équivalente avec la classe
initiale C0 = (M0, x0), si

1. elles correspondent au même marquage, M = M0 ;

2. l’ensemble des variables X de Nc est un singleton, X = {xk}(pas de mémoire
du passé).

La définition 18 montre que le franchissement de la transition tk ramène le
système vers le marquage initial M0 (sensibilise donc toutes les transitions initia-
lement sensibilisées). Cela correspond à l’état du début du monde.

Définition 19 Deux classes C = (M,Nc) et C ′ = (M ′, N ′c), avec C 6= C0, C ′ 6= C0,
Nc = (X, C) et N ′c = (X’, C’), sont définies équivalentes si.

1. elles correspondent au même marquage, M = M’ ;
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2. il existe une bijection τ entre les variables des deux classes X et X ′ telle
que :

– x
′ok
k = τ(xoii ) implique k = i (les variables sont les dates de franchissement

d’une même transition),
– si x′i = τ(xi) et x′j = τ(xj), C ′ij (contrainte temporelle entre x′i et x′j)

est égale (au sens des intervalles) à Cij (contrainte temporelle entre xi et
xj).

Bien évidemment, pour que deux classes restreintes soient équivalentes, il
faut, de plus, que les séquences franchissables définissant les restrictions soient
les mêmes.

3.3.5.7 Illustration

Considérons l’exemple du RdPT dans la figure Fig 3.2a). La représentation
du graphe des classes mode C est donnée par la figure 3.10. Selon ce graphe, on
voit qu’il comporte des exemples de blocage mortel (C19, C21) mais aussi des pos-
sibilités de fonctionnement cyclique et donc de séquences de longueur infinie. Les
classes avec leur marquage et leur réseau de contraintes sous forme textuelle (En
ANNEXE) ; sont représentées dans le tableau B.4.a) et les réseaux de contraintes
temporelles associés aux arcs sont représentés dans le tableau B.4.b).

Figure 3.10 – Graphe de classes GRc préservant CTL∗ [21, 20]
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Considérons la même séquence σ = t2; t3; t1; t4 dans le graphe de la figure 3.10.
Elle aboutit au blocage mortel M19 = p6p7. La classe initiale C0 (voir ANNEXE)
correspondant à l’état initial, est définie par le marquage initial M0 : p1, p2, p3 7→ 1
et un réseau de contraintes (Nc0) formé d’un seul nœud x0 correspondant à un
événement initial de création des jetons du marquage initial. Il représente l’origine
de temps.

Figure 3.11 – Réseau de contraintes Nt2,0 pour franchissement de t2

A partir de cette classe on va appliquer l’algorithme de construction du graphe
GRc et on considère le franchissement de la transition t2 dans la séquence σ à
la date x2. Les contraintes liées à ce franchissement sont définies par le réseau
de contrainte Nt2,0 (voir tableau B.4.b) qui initialement est donné par la fi-
gure 3.11.a, puis après application de l’algorithme de Floyd-Warshall (permettant
d’obtenir un réseau complet minimal) par la figure 3.11.b. À partir de Nt2,0 on
trouve alors la classe C2. Son réseau de contraintes (Nc2) est l’arc en pointillés
gras de la figure 3.11.b.

Figure 3.12 – Réseaux temporels a)Nt3,2, b)Nt1,7, c)Nt4,15 et d)Nt′1,7

Maintenant la poursuite de la séquence σ implique le franchissement de la
transition t3. Les contraintes devant être vérifiées par rapport à la date de fran-
chissement sont données dans la figure 3.12.a. Elles font passer de la classe C2

(contrainte en gras), à la classe C7 (contrainte en pointillés gras).
Ensuite, on considère le franchissement de la transition t1 à partir de C7.

Le réseau de contraintes complet et minimal Nt1,7 délimitant la date x1 de ce
franchissement est donné par la figure 3.12.b. Nous aboutissons à la classe C15

(pointillés gras dans la figure 3.12.b).
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Jusque là aucune restriction n’est définie, la pouruite de la méthode représente
la phase (1) du calcul du graphe modeC, jusqu’a arriver à la classe C20. A partir
de la on va considérer les restrictions trouvées durant cette derniére phase et voir
s’il y a génération de nouvelles classes notées, restreintes, le paragraphe suivant
représente un exemple de calcul des classes restreintes : C24 classe restreinte de
C15.

Le franchissement de la transition t4 à partir de C15, est défini par le réseau
de contraintes Nt4,15(Fig. 3.12.c) délimitant la date x4 de ce franchissement. Le
Nt4,15 initial est formé par les nœuds x1, x3, x4 et y5 et les contraintes C31 = [0 2],
C35 = [2 2], C14 = [1 2] et C45 = [0 ∞]. Le Nt4,15 complet et minimal présente,
pour l’arc (x3, x1), C31 = [0 1] au lieu de [0 2], ce qui représente une restriction
temporelle dans la classe C15. En effet, Nc15 est donné par C31 = [0 2] ou 0 ≤
x1−x3 ≤ 2. Cela veut dire que si l’on veut pouvoir franchir la transition t4 après
la transition t1, il faut restreindre le domaine de tir de t1. L’arc (x3, x1) définit
donc une classe restreinte, la classe C24 a le même marquage que C15.marquage,
et C24.Nt donné par C31 = [0 1]. Cette classe regroupe tous les états obtenus à
partir de l’état initial par le franchissement de la séquence t2 ; t3 ; t1 sachant que
la transition suivante t4 doit pouvoir être franchie.

Une fois la classe restreinte C24 est créee, un nouveau arc entre la classe
précédente C7 et C24 doit être établi avec le réseau de contraintes temporelles
délimitant le franchissement de t1, ce réseau est donné par Nt′1,7 = Nt1,7 ∩Nc24

(Fig. 3.12.d). Comme Nt′1,7 ∩ Nc7 = Nc7, la propagation d’amont s’arrête. Le
chemin en rouge est celui défini par la génération de la classe C24 nouvellement
calculée.

Pour retrouver la classe C0 par le franchissement de la transition t6 à partir
des classes C20 et C22, nous avons confondu l’événement initial x0 avec un fran-
chissement de la transition t6. Sinon il aurait fallu attendre que les classes ne
contiennent plus x0 (comme par exemple C15 et C24) pour retrouver des classes
équivalentes. Cela aurait inutilement augmenté le nombre de classes.

On a les classes restrientes suivantes : C21, C22, C23, C24, C25, C26 et les corres-
pondances suivantes :

– C23 est la classe restreinte de C6 ; avec (x0, x3) = [0 2] au lieu de [0 3];
– C24 est la classe restreinte de C15 ; avec (x3, x1) = [0 1] au lieu de [0 2];
– C25 est la classe restreinte de C17 ; avec (x2, x1) = [0 1] au lieu de [0 2];

3.3.5.8 Caractérisation des séquences

Les contraintes dans la classe (Fig. B.4.a) ne concernent que les contraintes
d’écart entre les événements ayant une influence sur le passé. Si l’on veut glo-
balement les contraintes concernant les dates des franchissements de toutes les
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transitions d’une séquence donnée, il faut concaténer les réseaux Nt correspon-
dants. Ainsi, pour obtenir le graphe des contraintes temporelles de la séquence σ
(Fig. 3.13) il faut concatener Nt2,0, Nt3,2, Nt

′
1,7 et Nt4,24. Les deux arcs entre x3

et x1 illustrent le fait que le réseau Nc24 de la classe C24 est égal à l’intersection de
Nt′1,7 et Nt4,24. On peut souligner qu’en plus des fenêtres de tir des transitions,
il existe des contraintes supplémentaires qui réduisent l’espace des solutions. Par
exemple c’est le cas de la contrainte entre x3 et x4. Par contre, il se trouve que
la contrainte entre x0 et x3 est redondante.

Figure 3.13 – Réseau de contraintes pour la séquence σ

3.3.6 Quelle correspondance entre graphes basés classe
d’états ? : (GR, GRa et GRc)

Nous allons maintenant comparer qualitativement parlant, les différents graphes
obtenus par application des méthodes décrites précédemment (basées graphe de
classe d’états) et voir quelles sont les principales correspondances entre les classes
de graphes : GR figure Fig. 3.2b), GRa figure Fig. 3.6b) et GRc figure Fig. 3.10,
en nous appuyant sur le même réseau de Petri de la figure Fig. 3.2a).

Respectivement on va noter : Ai, Ei et Ci l’ensemble des classes i consti-
tuant les graphes : GRa, GR et GRc. Le graphe GR donne pour chaque classe, le
marquage et le domaine temporel (intervalle de tir pour chaque transition fran-
chissable et certaines contraintes entre les tirs). Le GRa est un raffinement du
GR. Certaines classes de GRa correspondent à des partitions des classes du GR.
Les correspondances sont les suivantes :
E0 = A0;E1 = A1;E2 = A2;E3 = A3;E4 = (A4, A6, A7);E5 = A5;E6 =
(A8, A9, A10);E7 = A11;E8 = (A12, A14);E9 = (A13, A15, A16);E10 = (A17, A18);E11 =
A19;E12 = A20 (nous ne présentons pas ici le détail de ces classes).

Le graphe GRc représente aussi un raffinement du GR, mais les classes Ci ne
correspondent pas nécessairement à une partition des états à cause des classes
restreintes. Nous avons les correspondances suivantes :
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E0 = C0 ; E1 = C1 ; E2 = C2 ; E3 = C3 ; E4 = (C4, C6, C23) ; E5 = (C5, C8) ;
E6 = (C7, C9) ; E7 = (C10, C13) ; E8 = (C11 ; C14) ;E9 = (C12, C15, C17, C24, C25) ;
E10 = (C16, C18) ; E11 = (C19, C21) ; E12 = (C20, C22).

3.3.6.1 Différences dans la prise en compte des évolutions futures

Prenons le cas des classes équivalentes à la classe E9 c’est-à-dire les classes
C12, C15, C17, C24 et C25 dans le GRc et A13, A15 et A16 dans le GRa. La différence
essentielle entre le GRa et le GRc provient du fait que la décomposition des classes
du GR en des classes plus petites n’a pas le même objectif lorsque l’on se focalise
sur le futur.

Prenons le cas des classes C15 et C24. Les états de la classe C15 peuvent tous se
prolonger par le franchissement de la transition t5, indépendamment du fait que t4
est franchissable ou non. Par contre, la classe C24 est une classe restreinte qui a été
définie pour délimiter les états qui peuvent être prolongés par le franchissement
de t4. Bien que t5 soit également franchissable, il n’y a pas d’arc en sortie de C24

étiqueté par t5 car si on se trouve dans cette classe, c’est précisément parce que
l’on veut caractériser les contraintes temporelles d’une séquence qui se poursuit
par t4 et non par t5.

Dans le graphe des classes atomiques, ce que l’on doit conserver, ce sont les
propriétés en logique CTL*. Ce qui compte c’est la différentiation entre les états
pour lesquels il y a un conflit entre deux transitions de ceux pour lesquels seule
l’une des deux transitions est franchissable. Ainsi par exemple, A15 regroupe les
états qui sont tels qu’il y a conflit entre t4 et t5 (les deux sont simultanément
franchissables) alors que A16 regroupe tous les états qui ne peuvent se prolonger
que par t5 (t4 n’est pas franchissable).

Dans le GRa les classes réalisent une partition des états. Un état ne peut
appartenir à la fois à la classe A15 et à la classe A16 car les deux situations sont
en exclusion mutuelle. Ce n’est pas du tout le cas dans le mode GRc puisque, au
contraire, tous les états de la classe C24 sont également des états de la classe C15.

Les états caractérisés par la classe C15 (et donc également ceux de la classe C24)
font partie des états regroupés par les deux classes A15 et A16 car ils résultent du
franchissement de la séquence t2 ; t3 ; t1. Mais les classes A15 et A16 contiennent
également des états résultant de la séquence t3 ; t2 ; t1 ce qui n’est pas le cas de la
classe C15. Ces états sont regroupés dans les classes C17 et C25. Nous voyons donc
que la prise en compte du passé est également différente dans les GRa et GRc.

3.3.6.2 Différences dans la mémorisation du passé

Au vu des considérations concernant la prise en compte du futur, on pourrait
penser que le GRc devrait comporter moins de nœuds que le graphe GRa, or c’est
le contraire qui se produit. Cela vient du fait que la notion d’équivalence entre
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classes est plus restrictive que celle du GRa. En effet, pour permettre la recons-
truction exacte d’un réseau de contraintes temporelles associé à une séquence
de franchissements de transitions, il faut conserver une mémoire du passé suf-
fisante pour assembler correctement les sous-réseaux de contraintes temporelles
associés aux franchissements des transitions. Pour les propriétés CTL*, seul le
futur compte.

Considérons par exemple l’ensemble des états précédant le franchissement de
la transition t6. En GR ils sont tous dans une seule classe, la classe E12, que le
franchissement précédent soit celui de t1 ou de t5. Dans le cas GRc, nous avons
deux classes, C20 et C22. En effet, il est important pour nous de savoir si l’intervalle
[0, 2] délimitant les contraintes temporelles concernant le franchissement de t6, a
pour origine la date du dernier franchissement de t5 (une variable xi5, dans C20)
ou la date du dernier franchissement de t1 (une variable xi1 dans C22).

La mémoire du passé peut remonter au dela du dernier événement. Par exemple,
les classes C10 et C13 sont différentes bien que l’événement entrâınant l’arrivée dans
ces classes soit le même : le franchissement de t3. En effet, dans le cas de C10 c’est
le franchissement préalable de t2 qui a provoqué la sensibilisation de t4, et sa
mémoire doit être conservée. Dans le cas de C13, c’est celui de t1. En conséquence,
les classes C10 et C13 ne peuvent pas être confondues pour nous alors qu’elles le
sont pour le GRa sous la forme de la classe A11 = E7. La différentiation entre les
classes C15 et C17 s’explique de la même manière.

Nous allons présenter dans la suite de ce chapitre, les méthodes basées sur la
notion de régions géométriques.

3.4 Les méthodes basées sur les Régions Géométriques

3.4.1 Graphe des Régions

Le graphe de régions proposé par Yoneda et al [67] pour les RdPT (initiale-
ment proposée pour les TA [6]), se construit en deux étapes : la première génère
un graphe initiale, la deuxième applique itérativement un algorithme permettant
l’éclatement (partitionnement) des classes non atomiques du graphe initiale, le
résultat est un graphe de région préservant l’atomicité et les propriétés CTL.
Les auteurs ont prouvé que si les propriétés linéaires sont préservées et toutes les
classes sont atomiques alors le graphe finale préserve les propriétés CTL∗ aussi.

3.4.1.1 Construction du graphe

Une classe est caractérisée par le coupleR = (M,d) associée à la séquence σ,M
étant le marquage atteint aprés le tir de la séquence σ à partir du marquage initial
M0 et d est un sous-systéme [8] de D défini plus-haut Déf.1. La classe initiale est
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représentée par (M0, ∅) associée à l’ensemble vide de séquences de tir. η étant
l’origine du temps. Chaque transition tf sensibilisée par M a un ’parent’, qui est
la derniére transition t dans la séquence σ. On note : t = parent(tf , (M,d)) ;

La classe (M↑, d↑) obtenue aprés le tir de tf à partir de la classe (M,d) est
calculée par l’algorithme suivant :

Définition 20 Le graphe des régions géométriques, noté GRr d’un RdPT [67],
est un triplet (CR,R0,⇀) où :
- CR est l’ensemble des classes accessibles dans GRr;
- R0 = (M0, ∅) est une classe de CR appelée classe initiale, associée à la séquence
vide.
- ⇀ est la relation de transition entre classes définie sur CR×T ×CR, telle que :
((M,d), tf , (M

↑, d↑)) ∈⇀, si et seulement si :

a) Le système augmenté par les contraintes de tir de tf que nous écrivons :

(∀t ∈ Te(M), d ∪ {parent(tf , (M,d)) + tmin(tf ) ≤ parent(t, (M,d)) +
tmax(t)}) est consistant.

b) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

c) Le système d↑ est calculé à partir de Dsub, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Calculer la valeur V1 tel que : V1 = {tmin(tf ) ≤ tf−paren(tf , (M,d)) ≤
tmax(tf )}. (exprimant les contraintes temporelles pour le tir de tf : tf
doit être tirée entre tmin(tf ) et tmax(tf )).

2. Calculer la valeur V2 tel que : V2 = {tf ≤ parent(ti, (M,d)) + tmax(ti)}
(∀ti ∈ (M), (tf ) doit être tirée avant toutes les autres tranbsitions
sensibilisées par M).

3. Déterminer le nouveau système d↑ :

∀ti ∈ New(M↑), d↑ = d ∪ V1 ∪ V2

a) exprime les contraintes de tirabilité de tf , b) étant le calcul usuel du mar-
quage atteint aprés tir de tf et les valeurs V1 et V2 expriment réspectivement
que tf doit être tirée au plus tôt aprés la date du début de tir de tf et au plus
tard avant la fin de l’interval de tir, que tf doit être tirée avant toutes les autres
transitions concurrentes.

La deuxiéme étape étant le calcul d’un nouveau graphe à partir du graphe
initial en éclatant les classes non atomiques, le résultat est un graphe préservant
les propriétées CTL (ou CTL∗) du graphe.

Intuitivement, dans la deuxiéme étape, toutes les classe non stables, sont par-
titionnées jusqu’ à ce qu’il n’y est plus de classes non atomiques. Les auteurs
montrent que si (M,d) est une classe non atomique, alors il existe forcement une
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a)Le Réseau de Petri [67] b)Graphe de région : étape1

Figure 3.14 – Graphe de région selon [67]

contrainte linéaire ρ, non redondante dans d tel que, pour certains successuers
(M↑, d↑) de (M,d), ρ est necessaire pour que la classe (M,Dsub) ait un successeur
dans (M↑, d↑). Dans ce cas, (M,Dsub) est patitionnée en sous-classes : (M,d∧ ρ)
et (M,d∧¬ρ) (l’algorithme pour le calcul de ρ est détaillé avec exemple dans [67].

3.4.1.2 Principe en deux étapes

Considérons l’exemple de la figure Fig 3.14 .a), présenté auparavant dans [67] :
Le graphe de région de la premiére étape Fig 3.14 .b), admet 8 classes et 7

arcs. Les classes en gras constituent des classes non stables (1, 2), qui doivent être
traitées durant la deuxiéme partie du processus constituant le partitionnement de
ces derniéres.

Aprés partitionnement des classes non atomiques (1) et (2), on obtient un
graphe plus grand avec 15 classes et 14 transitions Fig. 3.15 .b).

3.4.1.3 Illustration

Construisons quelques classes du réseau de Petri précédent (Fig 3.2a)). L’état
initial est défini par R0 = (M0, ∅) associé à la séquence vide, M0 = p1, p2, p3 7→ 1.
Le tir de t2 de la séquence σ conduit à la classe R2 = (M2, d2) associée à la
séquence t2, avec M2 = p1, p3, p5 7→ 1, et d2 défini comme suit :

1. 0 ≤ t2 − η ≤ 0
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a) b)

Figure 3.15 – Graphe de régionGRr : a) partitionnement (2), b) partitionnement
(1)

2. t2 ≤ η + 3
t2 ≤ η + 3

3. d2 :=

(
0 ≤ t2 − η ≤ 0
t2 ≤ η + 3

)
On a alors :

R2 :=


M2 = p1, p3, p5 7→ 1
σ = t2

d2 :=

(
0 ≤ t2 − η ≤ 0
t2 ≤ η + 3

)
Le tir de t3 à partir de cette classe, conduit à la classe R6 = (M6, d6) associée

à la séquence t2, t3, avec : M6 = p1, p5, p6 7→ 1 et d6 obtenu par :

1. 0 ≤ t3 − t2 ≤ 3

2. t3 ≤ η + 3

3. d6 :=


0 ≤ t2 − η ≤ 0
0 ≤ t3 − t2 ≤ 3
t2 ≤ η + 3
t3 ≤ η + 3

 .

On a alors :
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R6 :=



M6 = p1, p5, p6 7→ 1
σ = t2, t3

d6 :=


0 ≤ t2 − η ≤ 0
0 ≤ t3 − t2 ≤ 3
t2 ≤ η + 3
t3 ≤ η + 3

 .

L’inconvénient d’une telle méthode est, comme on le voit : la taille du graphe,
qui est plus grand que necéssaire, ceci est du au fait que : on mémorise à chaque
étape le passé, en plus, la relation d’équivalence est associée à la séquence de
tir plutôt qu’au contenu des classes. Le GRs est un graphe altérnatif ne souf-
frant pas de cet inconvénient. Concernant le partitionnement des classes non-
atomiques, une autre méthode plus éfficace a été proposée basée sur la bissimu-
lation Déf. 10(voir plus-haut).

En pratique, la manipulation directe des graphes de régions est côuteuse, c’est
pour cela que des méthodes plus interessantes basées sur des zones ( :manipulation
d’union convexe de régions), ont été proposées ( voir ci-après). Il est important de
noter qu’un tel graphe n’est pas utilisé pour la vérification des propriétées TCTL
à cause du probléme de l’explosion combinatoire du nombre d’états, pour plus de
détails voir [18].

3.4.2 Graphe des Zones

Nous proposons dans cette section, le graphe des zones [37, 38](défini à l’ori-
gine pour les TA [5]), pour le calcul de l’espace d’etats des RdPT . Cette méthode
est particuliérement efficace et rapide par rapport aux autres abstractions basées
sur les classes d’etats (plus haut).

Nous donnons d’abord quelques définitions classiques.

Définition 21 (Zone) Soit H un ensemble d’horloges. Une zone est un en-
semble convexe de valuations d’horloges représentant un ensemble de contraintes
de la forme : αi − αj ≺ hij, αi ≺ hi0,−αj ≺ h0j ; avec :αi, αj ∈ H ; hij, hi0, h0j ∈
Q ∪ {−∞ ∞} et ≺∈ {<,≤,=, >,≥}.

De même que pour les classes d’états de Berthomieu, une zone peut être
encodée par une DBM (Difference Bound Matrices), en utilisant une horloge
additionnelle α0 toujours égale à 0. Nous associons à cette horloge une transition
t0 toujours sensibilisée mais jamais tirée.
Soit α0 une horloge

Une zone Z représente l’ensemble des contraintes atomiques de la forme :
αi − αj ≺ zij, avec αi, αj ∈ H ∪ {α0}, zij ∈ Q ∪ {∞} et ≺∈ {<,≤,=, >,≥}, on
peut écrire :
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Z =
⋂
αi,αj∈H∪{α0}(αi − αj ≺ zij)

Le futur d’une zone noté
−→
Z est la zone obtenue en mettant Z sous forme

canoniqu e puis de remplacer chaque contrainte de la forme αi − α0 ≺ zi0, où
αi 6= α0, par : αi − α0 <∞

Définition 22 (Etat symbolique) Un état symbolique d’un RdPT est un couple
(M,Z), où : M est un marquage et Z est une zone sur l’ensemble des horloges
associées aux transitions sensibilisées par le marquage M .

Informellement, un état symbolique représente un ensemble de valuations pour
lesquelles un marquage est accessible .

Définition 23 (Successeur Discret) [37, 38] Soit s = (M,Z) un état sym-
bolique. Les successeurs discrets de s obtenus par le tir de la transition t sont :

postt(s) = (M↑, Z↑) :=

{
M↑(p) := M(p)− Pre(p, t) + Post(p, t).

Z↑ = (Z ∩ {αt ≥ tmin(t)}) ∩
⋂
∀tj∈New(M↑){αj = 0}

postt(s) est l’ensemble des états qui sont accessibles à partir de s par le tir de
la transition discréte t. Z ∩ {αt ≥ tmin(t)} représente l’ensemble de valuations
pour lesquelles t est tirable (t est tirable si cet ensemble est non vide). {αj = 0}
est l’ensemble des horloges des transitions nouvellement sensibilisées.

Définition 24 (Successeur Temporel) [37, 38] Soit s = (M,Z) un état sym-
bolique. Les successeurs temporels de s sont les états de l’état symbolique :

−−→
post(s) = (M,Z↑) avec :

Z↑ =
−→
Z
⋂
t∈T (M) {αt ≤ tmax(t)}

−−→
post(M,Z) est l’ensemble des états qui sont accessibles à partir de s en laissant

écouler du temps (jusqu’a ce qu’une horloge atteigne la borne maximale de tir.

Nous pouvons écrire :
−−→
postt(s) =

−−→
post(postt(s)).

3.4.2.1 Construction du graphe

Le principe est de calculer itérativement les états symboliques accessibles à
partir de l’état symbolique initial

−−→
post(M0, Z0), où M0 est le marquage initial et

les horloges de Z0 sont à zéro. L’état successeur symbolique est calculé comme
suit : soit s = (M,Z) un état symbolique accessible, pour chaque transition t
tirable dans s :
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a) Avec Inclusion [38] b) Préservant : LTL [18]

Figure 3.16 – Graphe de zone GRz

Définition 25 Le graphe de zone d’un RdPT [38, 18], noté GRz, est obtenu
par :

a) Calcul des états accessibles par écoulement du temps :

(M,Z↑) =
−−→
post(M,Z) ;

b) Pour chaque transition t tirable dans (M,Z↑), calcul de tous les successeurs
discrets postt(M,Z↑).

Si le réseau comporte des transitions avec une borne de tir maximale infinie,
une étape supplémentaire est nécessaire consistant à appliquer une approximation
assurant la convergence [38, 18]. Dans le cas contraire, aucune approximation n’est
nécessaire et l’algorithme calcule uniquement et exactement les états du RdPT
(notre cas d’étude).

3.4.2.2 illustration

Pour notre exemple (figure Fig 3.2a)), son graphe de zone avec inclusion et
celui conservant les propriétées linéaires (LTL) sont représentés dans Fig. 3.16a)
et 3.16b), respectivement.

L’état initial est définit par s0 = (M0, Z0), où, M0 = p1, p2, p3 7→ 1 et
Z0 = {α1 = α2 = α3 = 0}. Avec le marquage M0, les transitions t1; t2; t3 sont
sensibilisées. La premiére étape étant de calculer les futurs possibles (le temps
maximale) pour lequel M0 peut exister :
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En suivant la définition Déf.25, on peut construire le graphe de zone comme
suit :
La zone maximale (futur possible) est

−→
Z = {α1 = α2 = α3 ∈ [0 ∞[}.

a) Calcul des états accessibles par écoulement du temps :
−−→
post(M0, Z0) = (M0, Z

↑
0), telque :

Z↑0 =
−→
Z ∩ {α1 ≤ 3 ∧ α2 ≤ 0 ∧ α3 ≤ 3}

Z↑0 = {α1 = α2 = α3 ∈ [0 0]}
Si on considére le tir de t2 de la séquence précedente, alors :

b) Pour la transition t2 tirable depuis s0 , on calcule s2 = (M2, Z2) successeur
discret de s0 :

postt(s0) = (M2, Z2) :=

{
M2 = p1, p3, p5 7→ 1.

Z2 = Z↑0 ∩ {α1 ≥ 0 ∧ α3 ≥ 0}) = {α1 = α3 ∈ [0 0]}

(pas de transitions nouvellement sensibilisées)

De la même maniére on a :

a) Calcul des états accessibles par écoulement du temps :
−−→
post(M2, Z2) = (M2, Z

↑
2), telque :

Z↑2 = Z↑0 ∩ {α1 ≤ 3 ∧ α3 ≤ 3}
Z↑2 = {α1 = α3 ∈ [0 ∞]}

b) Pour la transition t3 tirable depuis s2 , on calcule s6 = (M6, Z6) successeur
discret de s2 :

postt(s2) = (M6, Z6) :=


M6 = p1, p5, p6 7→ 1.

Z6 = Z↑2 ∩ {α1 ≥ 0 ∧ α5 = 0} = {α1 = α5 ∈ [0 0]}

avec α5 la variable qui correspond à t5 ; nouvellement sensibilisée ;

Les états accessibles par écoulement du temps :
Z↑6 = {α1 = α5 ∈ [0 ∞[}.

On obtient à la fin, selon les critéres de convergence considérés (égalité ou
inclusion des états symboliques), les graphes de zone de la figure Fig. 3.16a)
préservant marquages [38] et la figure Fig. 3.16b). préservant marquages et traces
(LTL) [18]. On retrouve les correspondances suivantes :

– la classe d’état initiale de [38] inclut les états : initiale et finale de [18] ;
– la classe d’état 7 de [38] inclut les états : 7 et 8 de [18].
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On obtient un graphe correspondant au (SSCG) [8] précedent en prenant en
considération, en plus les états futurs pour le graphe de zones (Dans la littérature
certains auteurs désignent le graphe des classe fortes par le graphe des zones).

3.4.2.3 Les propriétés TCTL

Les auteurs [18], sont allés plus loin en proposant une méthode à la volée basée
sur le graphe de zone pour la vérification de propriétés TPN − TCTLs (une
sous-classe de propriétés TCTL) directement sur le RdPT : (natif). En effet,
augmenter le RdPT avec une horloge additionnelle pour capturer le temps de
parcours d’une séquence de tir du RdPt, est équivalent à l’ajout d’une transition
avec l’intervalle [0 ∞[, qui n’est jamais tirée.

Dans ce cas on se trouve avec des RdPT non bornés, on a besoin de determiner
une valeur (approximée (k) pour obtenir des résultats plus performants, soit Cmin,
Cmax les bornes Min et Max de la formule à vérifier, deux cas de figures peuvent
se produire (voir approximation [18]) :

– Si la formule à vérifier est bornée par une valeur définie, Cmax, l’intervalle
ci-dessus prend comme borne maximale cette dernière, k = Cmax ([o Cmax]) ;
dans ce cas, on peut obtenir le temps exact de parcours de la séquence.
– Si la formule à vérifier est non bornée supérieurement, mais avec une borne

minimale définie, l’intervalle prend comme borne maximale cette valeur et
le résultat étant un temps de parcours de la séquence plus grand que cette
derniére.
Les auteurs de cette méthode prouvent la décidabilité du TPN−TCTLs pour

les modèles bornés et encadrent sa complexité.

3.5 D’autres méthodes

Dans la littérature, alors que la méthode standard pour la vérification des
propriétés temporelles quantitatives, sur un RdPT consistait en l’utilisation des
observateurs, en le traduisant en un probléme d’accessibilité de marquage. Plu-
sieurs méthodes et outils efficaces permettant la vérification de propriétés ex-
primées avec la logique temporelle TCTL ont été définis pour le cas des automates
temporisés : Uppaal et Kronos.

L’une des approches pour vérifier des propriétés TCTL sur des réseaux de
Petri temporels consiste à établir une traduction des réseaux de Petri vers les
automates temporisés. Les méthodes de traduction peuvent être classées en deux
catégories :

– D’une part, les traductions structurelles (telle la traduction proposée dans
[24, 25] d’un réseau de Petri temporel non nécessairement borné à dates de tir
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au plus tard finies ou infinies vers un automate temporisé) ;
– Dautre part les traductions avec calcul de l’espace d’états (à l’instar de la

traduction présentée dans [33, 48] qui consiste à obtenir l’espace d’états d’un
réseau de Petri temporel sous la forme d’un automate temporisé).
La deuxiéme méthode est plus proche de notre objectif. En effet, l’automate

correspondant à notre exemple de travail contient 16 localités différentes et 26
arcs. Par rapport à la méthode basée classe d’états préservant marquage et pro-
priétés LTL (GR), on a 3 classes et 5 arcs en plus. Notons que l’automate est
représenté ci-après en omettant les contraintes temporelles associées aux localités
et aux arcs.

Figure 3.17 – Traduction du TPN précedent en un Automate [33, 48]

Nous restons exclusivement dans le cadre des RdPT , nous n’irons pas plus
loin en ce qui concerne les traductions entre des RdPT vers les AT .

3.6 Comparaison

Rappelons que les graphes notés GR,GRa, GRc, GRr, GRz correspondent aux
graphes : des classes d’états [9, 10], des classes atomiques [67, 8, 14], des classes en
modeC [21, 20], des graphes de régions [67] et des zones [38, 18] respectivement.

Il est à noter que cette section n’est qu’une conclusion de ce qui a été présenté
dans les sections précédentes, on portera certaines comparaisons jugées intéressantes,
les autres seront intuitivement déduites par rapport à ce qui a été développé à
partir des calculs précédents, nous en retenons en l’occurrence que :

Chaque graphe construit, répond à des besoins bien spécifiques préservant
différentes propriétés (accessibilité, LTL,CTL,CTL∗, TCTL). Dans le GR, une
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classe est donnée par son marquage, le domaine temporel des transitions sensibi-
lisées et les contraintes (non-redondantes) existantes entre ces transitions dans le
passé. Dans le GRa, une classe est donnée par son marquage et une horloge pour
chaque transition sensibilisee (si la transition vient d’être sensibilisée, l’horloge
est à zéro, sinon elle prend la valeur précédente). Le graphe des classes atomiques
résoud le problème de branchement du graphe GR, tandis que le graphe en mo-
deC génère des chemins plus déterministes (avec notion de classes restreintes),
avec en plus, les contraintes temporelles devant être vérifiées. De plus, le graphe
GRa permet de différencier les états pour lesquels il y a un conflit entre deux
transitions de ceux pour lesquels une seule transitions est franchissable.

Une autre différence est dans l’utilisation des STN pour le modeC (il suffit
de concatener les Nts du chemin étudié (voir l’exemple du chemin σ) au lieu de
faire des calculs supplémentaires.

Par ailleurs, le graphe en modeC GRc est plus proche de celui du graphe des
zones Yoneda [67], avec cependant des différences. Dans le cas du modeC, quand
une classe restreinte Cr est créee, la classe initiale C est conservée au lieu d’être
remplacée par une classe qui est complémentaire à Cr. Le graphe GRc ne garde
pas toutes les contraintes du passé et surtout il traite les transitions non-bornées.

La notion des contraintes temporelles récemment introduite aux graphes GR
et GRz pour une vérification à la volée des propriétées TCTL (une sous-classe
de propriétées TCTL, notées : TCTLTPN , TPN − TCTLs [39, 18], respecti-
vement sont proposées) génére un graphe pas forcément complet, en effet, une
fois la valeur de la formule déterminée, la construction s’arrête. De plus, pour
ces méthodes, les RdPTs initiaux sont augmentés par l’ajout d’un RdPT ap-
pelé horloge d’alarme pour GR et qui est en fait une horloge supplémentaire de
[0 ∞[ pour le cas du GRz ; elle détermine la contrainte temporelle du parcours
du chemin. Ceci le différencie par rapport au GRc, car on peut voir clairement
que Le graphe de classes en modeC permet d’obtenir les contraintes temporelles
qui doivent être vérifiées par chaque tir de transition dans une séquence de tir
effectivement franchissable (exp : σ). Ce n’est pas le cas pour ceux basées sur une
vérification à la volée.

Une autre différence apparâıt dans la façon dont le passé est mémorisé. Le
GRc permet d’obtenir directement l’ensemble des contraintes temporelles d’une
séquence. Bien que l’obtention des contraintes quantitatives liées à une séquence
de tir ne soit pas nécessaire pour la vérification des propriétés, elle est fondamen-
tale pour aider le concepteur à ajuster les paramétres qui permettent de vérifier
ces propriétés.

Il est à noter que l’accéssibilité d’un marquage permet de répondre à la ques-
tion :(Peut-on accéder à un marquage M à partir de M0 ?), ce qui est le cas
du graphe GR. Alors que l’accessibilité d’un état permet de répondre à la quas-
tion :(Peut-on accéder au marquage M tel que t soit sensibilisée n unités de
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Graphe Accessibilité LTL CTL CTL∗ TCTL

GR [9, 10, 39, 40] [9, 10, 39] (TCTLTPN) [39]
GRs [14] [8]
GRa [67, 8, 14]
GRc [21, 20]
GRr [67]
GRz [37, 38, 18] [18] TPN − TCTLs [18]

Figure 3.18 – Tableau Comparatif.

temps ?) ; le graphe GRs est le mieu adapté pour y répondre.

Le tableau 3.18 synthétise les différences entre les graphes construits plus
haut.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les principales méthodes permettant de
calculer l’espace d’états des réseaux de Petri T-temporels (RdPT ). Ces abstrac-
tions diffèrent sur les classes de propriétés qu’elles préservent. Les graphes des
classes fournissent une représentation finie de l’espace d’états d’un RdPT borné
préservant les propriétés LTL [10] ou CTL∗ [67, 8, 14]. Le graphe des régions
géométriques préserve les propriétés CTL et le graphe des zones préserve l’acces-
sibilité des marquages ou les propriétés LTL en fonction du critère de convergence
utilisé. Le grapheC a été proposée pour la vérification de propriétés temporelles
quantitatives [21, 20]. Afin de bénéficier des outils définis sur les AT, certains
auteurs [24, 25, 33, 48] ont eu l’idée de traduire un RdPT vers un AT et de
verifier ses propriétées directement sur le AT obtenu. Les méthodes basées sur
la notion du graphe des classes ont l’avantage d’être exploitables aux modèles à
chronométre, ceci va constituer le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Le Calcul de l’espace d’état d’un
ITPN

4.1 Introduction

Comme dans le cas des réseaux de Petri temporels, l’espace d’état d’un réseau
de Petri à chronomètres est infini. De ce fait, son calcul nécessite de recou-
rir à des abstractions. Cependant, étant donné que l’accessibilité et la bornitude
sont indécidables pour ces modèles, même ceux bornés, il n’existe pas de garan-
tie pour que le calcul d’abstractions exactes se termine. Le recours à des sur-
approximations de l’espace d’état a permis de calculer des graphes finis lorsque le
calcul exact s’avère infini, préservant ainsi un sous ensemble de propriétés. Nous
passons en revue dans ce chapitre, les différentes techniques pour le calcul exact
et surapproximé de l’espace d’état d’un ITPN .
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4.2 Méthodes exactes pour le calcul de l’espace

d’état d’un ITPN

Nous passons en revue dans cette section les méthodes définies dans la littérature
pour le calcul exact d’abstractions de l’espace d’états d’un ITPN ou tout autre
modèle étendu aux chronomètres.

4.2.1 Construction du graphe de classe d’états (SCG) d’un

ITPN

La première méthode de calcul de l’espace d’état des ITPN a été proposée
par Olivier H. Roux et Didier Lime [47] sous la forme d’une adaptation de la
méthode du graphe des classes d’état. Cette méthode calcule le SCG exact d’un
ITPN préservant principalement les propriétés linéaires du modèle (LTL).

4.2.1.1 Classe d’état

Pour un RdPT , la méthode du graphe de classes [10] permet de calculer un
graphe symbolique préservant principalement les propriétés linéaires du modèle.
De la même manière, cette construction peut être aussi appliquée à un ITPN .
Une classe est définie par le couple (M,D) où M est le marquage commun à
tout les états et D est un système d’inéquations générales (polyédriques). Plus
formellement une classe d’état d’un ITPN est définie comme suit [13] :

Définition 26 Soit ST = (Γ, e0,→) le système de transition associé à un ITPN .
Une classe d’état d’un ITPN , notée E, est l’ensemble des états de Γ acces-
sibles aprés le tir d’une même séquence non temporisée S = (t1f , .., t

n
f ) à partir

de l’état initial e0. La classe E est définie par (M,D), où M est le marquage
accessible aprés le tir de S, et D est le domaine de tir représenté par un système
d’inéquations.

Pour Te(M) = {t1, .., ts}, nous avons : D = D̂ ∧
−→
D

−→
D :=

{ ∧i 6=j (tj − ti ≤ dij)

∧i≤s (di• ≤ ti ≤ d•i)

avec (tj, ti) ∈ Te(M)2 dij ∈ Q ∪ {∞} ,
d•i ∈ Q+ ∪ {∞} , di• ∈ Q+

D̂ :=∧ k=1..p (α1kt1 + ..+ αskts ≤ dk)
avec dk ∈ Q ∪ {∞} , (α1k, .., αsk) ∈ Zs et
∀k, ∃(i, j), (αik, αjk) /∈ {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1,−1)}
où Z définit l’ensemble des entiers relatives.
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Dans les modèles avec chronométres le systeme D n’est plus exprimable sous
forme DBM (Difference Bound Matrix )[34]. En effet, le domaine des valua-
tions des états appartenant à une classe ne peut être encodé seulement par des
contraintes de type DBM . En fait, certaines contraintes générales (dites aussi
polyédriques), non réductibles à une telle forme , sont nécessaires pour capturer

l’espace d’état d’une classe. Ces contraintes formant le sous-système D̂, induisent
une complexité supérieure, pouvant être exponentielle en nombre de variables.

4.2.1.2 Construction du graphe de classes

Le graphe de classes d’un ITPN est calculé (comme pour un RdPT ), par
énumération des classes accessibles à partir de la classe initiale E0, jusqu’à ce
qu’il n y ait plus de de classes à explorer. Cependant, comme le nombre de classes
accessibles peut être non borné, la terminaison de l’algorithme n’est pas garantie.
Formellement, le graphe de classes exact d’un ITPN est défini comme suit [47] :

Définition 27 Le graphe de classes exact d’un ITPN , noté GR, est un triplet
(CE,E0, 7−→) où :
- CE est l’ensemble des classes accessibles dans GR ;
- E0 = (M0, D0) est la classe initiale telle que : D0 =

{
∀ti ∈ Te(M0), tmin(ti) ≤ ti ≤ tmax(ti)

}
;

- 7−→ est la relation de transition entre classes definie sur CE × T × CE, telle
que
((M,D), tf , (M

↑, D↑)) ∈7−→, ssi :

a) tf est activée et le système D augmenté par les contraintes de tir de tf que
nous écrivons Da = D ∧ (∀t ∈ Ta(M), tf ≤ t) est consistant.

b) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

c) Le système D↑ est calculé à partir de D, en appliquant l’algorithme suivant :

1. Remplacer dans Da, chaque variable t (relative à une transition activée pour
M), par : t := tf + t′, exprimant ainsi la progression du temps.

2. Eliminer par subtitution dans le système obtenu, la variable tf ainsi que
toutes les variables relatives aux transitions désensibilisées suite au tir de
tf ;

3. Rajouter au système obtenu, les contraintes des transitions nouvellement
sensibilisées dans M↑ : ∀ti ∈ New(M↑), tmin(ti) ≤ ti≤ tmax(ti)

La définition précédente montre, comme dans le cas des RdPT , comment est
construit le graphe de classes d’un ITPN , nous voyons que pour les ITPN ,
les changements de variables ne sont effectués que pour les variables correspon-
dantes à des transitions actives. Ce sont en effet les seules pour lesquelles le temps
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s’écoule ; le reste est inchangé. La complexité de l’étape 2, dépend de la forme
du système D ; en fait si D contient des contraintes polyédriques non réductibles
en DBM , la complexité de l’algorithme est exponentielle, alors qu’elle est po-
lynomiale dans le cas contraire. Il est à noter que le système initial D0 est en
forme DBM et que les contraintes polyédriques apparaissent dans les systèmes
des classes accessibles en cas de persistance des transitions inhibées [19]. Afin
d’éliminer toutes les contraintes redondantes, les nouveaux systèmes sont cal-
culés dans leur forme minimale (canonique). D’ailleurs, il est prouvé, comme
pour les systèmes DBM [10], que la forme minimale d’un système polyédrique
est unique [7]. Cette propriété est importante car elle permet de détecter les
classes équivalentes, en testant l’égalité de leur forme minimale. Ce test permet
de mettre fin à l’exploration d’un comportement cyclique dans le graphe.

4.2.1.3 Les classes équivalentes

Le graphe de classes d’un ITPN est construit de manière incrémentale par
énumération de toutes les classes accessibles à partir de la classe initiale, telles
que les classes équivalentes sont regroupées dans un même noeud du graphe. La
relation d’équivalence peut être l’égalité : deux classes (M,D) et (M,D′), données
dans leur forme minimale sont égales si D = D′, ou bien l’inclusion ; en d’autres
terme, si eDd désigne l’ensemble des solutions du système D, alors nous avons :
eDd ⊆ eD′d . Il est à noter que l’égalité permet de préserver principalement le
langage du modèle, alors que l’inclusion préserve les marquages accessibles.

4.2.1.4 Problématique

L’algorithme donné précédemment s’applique aussi à un RdPT avec la par-
ticularité que les systèmes D se réduisent toujours à la forme DBM . De plus,
il est prouvé que le nombre de systèmes DBM que l’on peut calculer dans le
graphe de classes d’un RdPT est fini [9]. Cette propriété est importante car elle
implique que le graphe est nécessairement fini si le nombre de marquages acces-
sibles est borné. Malheureusement, ces propriétés ne sont plus vraies en présence
des chronomètres. Par conséquent, le graphe de classes d’un ITPN dont le nombre
de marquages accessibles est borné, peut être infini car le nombre de systèmes
polyédriques différents que l’algorithme génère peut être infini.

Par ailleurs, le facteur coût pénalise fortement la construction exacte. En
effet, un polyèdre nécessite des structures plus complexes pour être représenté
en mémoire qu’une DBM (matrice). De plus le coût de manipulation d’un tel
système est exponentiel au nombre de variables présentes. Un graphe de quelques
centaines de milliers de classes peut ainsi nécessiter plusieurs heures de calcul,
voire induire un crash mémoire.
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a) b)

Figure 4.1 – Exemple 1 : a) ITPN chap 2, b) Son graphe exact

Afin de réduire ce coût, il a été remarqué que le sous-système D̂ est souvent
redondant, voire sans incidence sur la tirabilité des transitions. Celà a permis
d’établir un compromis entre les deux représentations, et une approche hybride a
été proposée par [51]. Cette dernière exploite une condition suffisante permettant

de détecter les cas où le sous-système D̂ devient redondant dans D. A partir de
là, la combinaison des deux représentations permet de construire le graphe de
classes exact, en réduisant sensiblement les temps de calcul et l’espace mémoire
alloué comparativement à l’approche basée sur une représentation exclusivement
polyédrique [47].

4.2.1.5 Exemple

Considérons le réseau de Petri à arcs inhibiteur de la figure FIG 4.1a) du
chapitre 2. Le graphe de classe exact généré aprés application de l’algorithme
de la définition 27 est représenté sur la figure FIG 4.1b). Ce dernier contient 18
classes et 25 arcs. Il es est à noter que la méthode mixte de [51] donne le même
résultat. (voir le détail des classes en ANNEXES)
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4.3 Méthodes approchées pour le calcul de l’es-

pace d’état d’un ITPN

4.3.1 Sur-approximation par DBM du SCG

Pour contourner les problématiques liées à la manipulation des systèmes polyédriques,
la surapproximation par DBM a été proposée comme solution alternative pour
l’analyse des systèmes préemptifs. Cette approche consiste en la suppression du

sous-système D̂ lorsqu’il est généré, ne laissant que le sous-système
−→
D pour

représenter ainsi une surapproximation de l’espace de D. Cette solution permet
de construire un graphe moins riche et souvent grossier, mais néanmoins de coût
sensiblement inférieur en termes de temps de calcul et d’occupation mémoire. De
plus, du fait des propriétés des DBM énoncées précédemment, cette surapproxi-
mation peut produire un graphe fini, alors que le graphe exact est infini.

Pour plus de compréhension, nous appliquons la méthode du graphe de classes
à l’exemple de la figure FIG 4.1a) du chapitre 2. Soit la classe E ′ = (M ′, D′), la
classe accéssible dans le graphe de classes aprés le tir de la séquence S = (t4, t1, t5)
à partir de la classe initiale E0 = (M0, D0).

E 0=


M0 : p1, p3, p4 → 1

D0 :


3 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t4 ≤ 2

E ′=

 M ′ : p1, p4, p6 → 1

D′ :

{
0 ≤ t2 ≤ 4 4≤ t6 ≤4
0 ≤ t3 ≤ 4 1 ≤ t2 + t3 ≤ 6

Nous pouvons facilement remarquer que la transition t6 est non tirable à
partir de E ′ puisque t2 ou t3 doivent être tirées avant. Plus concrètement, le
tir de t6 nécessite que le système D′ ∧ (t6 ≤ t3) ∧ (t6 ≤ t2) admette au moins
une solution ; nous devons vérifier que (t2 = t3 = t6 = 4) ∧ (t2 + t3 ≤ 6) .
Comme cette dernière inéquation est non satisfaite, alors t6 ne peut être tirée.
Le système D′ a une forme polyédrique non réductible à une forme DBM . Son
approximation consiste en la suppression des contraintes polyédriques 1 ≤ t2
+ t3 ≤ 6 ; produisant ainsi un système DBM compact dont la manipulation
requiert une complexité polynomiale en nombre de variables. Cependant, par
cette suppression, t6 devient tirable puisque t6 = 4 est satisfaite. Par conséquent,

le système D̃′ =
−→
D′ dénote une surapproximation du système D′. En d’autres

termes nous rajoutons de nouveaux états dans la classe E ′ qui, au demeurant, ne
sont pas accessibles. Neanmoins, cette construction permet de préserver un sous-
ensemble de propriétés, pouvant être suffisant pour la vérification du système
modélisé.

Différents algorithmes sont utilisés pour le calcul d’une approximation DBM
de la classe E. Citons [60, 19] où chaque classe du graphe est calculée dans sa
forme minimale (canonique). La démarche de telles méthodes est la suivante : le
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calcul du polyèdre, élimination des contraintes non DBM tout en normalisant
celles restantes, enfin calculer le système final dans sa forme minimale.

Toutefois, il a été montré dans [17] que le maintien de toutes les contraintes
DBM , même celles redondantes, pour la représentation du système DBM as-
socié à une classe d’un RdPT , permet de définir un algorithme de calcul d’une
classe de complexité O(m2). Dans le même esprit, dans [3] l’auteur a adapté cette
représentation et proposé un algorithme pour la construction d’une surapproxima-
tion par DBM qu’il prouve être la plus fine possible. Plus concrètement, l’auteur
montre qu’en représentant toutes les contraintes DBM , on arrive à déduire un
algorithme qui permet de calculer directement le système DBM dans sa forme
normale sans passer par le polyèdre intermédiaire. En évitant la manipulation
du polyèdre et les phases de normalisation et de minimisation, on optimise de
manière significative l’implémentation du calcul d’une classe approchée, en évitant
les défauts d’implémentation constatés dans les autres approches.

Nous donnons d’abord quelques définitions nécessaires pour la description de
la méthode :

4.3.1.1 Classe d’état approchée par DBM

La classe Ẽ = (M, D̃) est une surapproximation de la classe E = (M,D)

accéssible dans GR si l’ensemble des états de E sont inclus dans Ẽ ; et nous avons :

eDd ⊆
⌉
D̃
⌈
. Par conséquent, en subtituant Ẽ pour E dans le graphe GR, il en

résulte que la classe Ẽ peut dériver des séquences additives non franchissables
dans GR à partir de E. Nous obtenons ainsi un graphe approché constitué de
classes approchés de GR, que nous pouvons construire comme défini ci-après.
Plus formellement, la classe approchée par DBM d’un ITPN est définie comme
suit :

Définition 28 Une classe approchée par DBM d’un ITPN , notée Ẽ, est le
couple (M, D̃) tel que : M est le marquage et D̃ est le système complet de
contraintes DBM normalisées, impliquant toutes les variables des transitions
sensibilisées pour M .

D̃ =

{ ∧∀(ti,tj)∈Te(M)2 (tj − ti ≤ d̃ij)

∧∀ti∈Te(M) (d̃i• ≤ ti ≤ d̃•i)

avec (tj 6= ti), d̃ij ∈ Q ∪ {∞} , d̃•i ∈ Q+ ∪ {∞} , d̃i• ∈ Q+ :

tel que chaque inéquation est sous sa forme normale :

∀x, y, z ∈ Te(M),
(
d̃xy ≤ d̃xz + d̃zy

)
∧
(
d̃xy ≤ d̃•y − d̃x•

)
.

Le domaine d’une classe approchée d’un ITPN est induit par le système de
contraintes D̃ 4.3.1.2, est donné sous sa forme normale unique.
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4.3.1.2 Représentation matricielle complète d’un système DBM

Soit D̃ un système complet de contraintes DBM normalisées , D̃ peut être
encodé par une matrice carrée où chaque ligne, et colonne correspondante, sont
indexées par un élément de l’ensemble Te(M)∪{•} . Concrétement, nous avons :
∀(ti, tj) ∈ Te(M)2 ∧ (ti 6= tj),

D̃[•, ti] := d̃•i; D̃[ti, •] := −d̃i• ; D̃[ti, tj] := d̃ij; D̃[ti, ti] := 0; D̃[•, •] := 0.
Ces notations matricielles sont utilisées pour dénoter les coefficients du système

D̃.
Par exemple, la matrice présentée dans le tableau 4.1 encode le système

D0=D̃0 associé à la classe initiale du graphe exact de ITPN de la figure FIG. 2.5(chapitre.2).

Nous notons que la classe approchée Ẽ0 = (M0, D̃0) est en forme DBM , et
représente une approximation exacte de la classe initiale E0 = (M0, D0) du

graphe GR. Par contre, la représentation minimale du système D̃0 est donnée
par : (t1 = 3) ∧ (2 ≤ t3 ≤ 4) ∧ (0 ≤ t4 ≤ 2).

D̃0 • t1 t3 t4

• 0 3 4 2

t1 -3 0 1 -1

t3 -2 1 0 0

t4 0 3 4 0

Table 4.1 – La représentation matricielle du système D̃0

4.3.1.3 Construction du graphe de classes approché par DBM [3]

Définition 29 Le graphe de classes approché par DBM d’un ITPN , noté G̃R,

est un triplet (C̃E, Ẽ0, ), tel que :

– C̃E est l’ensemble des classes approchées accessibles dans G̃R ;

– Ẽ0 = (M0, D̃0) ∈ C̃E est la classe initiale, telle que :

D̃0 :=

{
∀ti ∈ Te(M0), tmin(ti) ≤ ti ≤ tmax(ti)
∀ti 6= tj ∈ Te(M0), tj − ti ≤ tmax(tj)− tmin(ti)

–  est une relation de transition entre classes approchées définie sur C̃E×
T × C̃E, telle que((M, D̃), tf , (M

↑, D̃↑)) ∈ , ssi :

– (tf ∈ Ta(M)) ∧ (β̃[tf ] ≥ 0) tel que : ∀x ∈ Te(M)∪{•} , β̃[x] = MIN
∀t∈Ta(M)

{
D̃[x, t]

}
.

– ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

– Les coéfficients des contraintes DBM du système D̃↑ sont calculés à partir
de ceux de D̃ en appliquant l’algorithme suivant :
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∀t ∈ Te(M↑)

D̃↑ [t, t] := 0; D̃↑ [•, •] := 0;
Si t est persistante

Si t ∈ Ti(M) (t est inhibée par M)

D̃↑ [t, •] := MIN

(
D̃[t, •]
D̃[tf , •] + β̃[t]

D̃↑[•, t] := MIN

(
D̃[•, t]

D̃[tf , t] + β̃[•]

Si t /∈ Ti(M) (t est non inhibée par M)

D̃↑[•, t] := D̃[tf , t] ; D̃↑ [t, •] := β̃[t].

Si t est nouvellement sensibilisée.
D̃↑[•, t] := tmax(t) ; D̃↑ [t, •] := −tmin(t).

∀(t1, t2) ∈ (Te(M↑))2 ∧ (t1 6= t2)
Si t1 ou t2 sont nouvellement sensibilisées.

D̃↑[t1, t2] := D̃↑[•, t2] + D̃↑ [t1, •].
Si t1 and t 2 sont persistantes.

Si (t1, t2) /∈ (Ti(M))2 (t1 and t2 sont inhibées pour M)

D̃↑[t1, t2] := MIN(D̃[t1, t2], D̃↑ [•, t2] + D̃↑ [t1, •]).
Si (t1, t2) ∈ (Ti(M))2 (t1t2 sont inhibées par M)

D̃↑[t1, t2] := MIN(D̃[t1, t2], D̃↑ [•, t2] + D̃↑[t1, •]).
Si (t1 ∈ Ti(M)) ∧ (t2 /∈ Ti(M)) (Seule t1 est inhibée par M).

D̃↑[t1, t2] := MIN(D̃[t1, t2] + D̃[tf , •], D̃↑[•, t2] + D̃↑ [t1, •]).
Si (t1 /∈ Ti(M)) ∧ (t2 ∈ Ti(M)) (Seule t2 est inhibée par M)

D̃↑ [t1, t2] :=MIN(D̃[t1, t2] + β̃[•], D̃↑[•, t2] + D̃↑ [t1, •]).

Si t est une transition activée, alors β̃[t] désigne la distance de temps minimale
qui sépare son instant de tir potentiel de n’importe quelle autre transition fran-
chissable. Par ailleurs, β̃[•] désigne le temps de séjour maximal dans la classe Ẽ.

Par conséquent, si β̃[tf ] < 0 alors la transition activée tf est non tirable à partir

de Ẽ et de E. En d’autres termes, il n’existe pas d’état accessible dans Ẽ tel que
la valuation du chronomètre de tf ait surpassé la borne minimale tmin(tf ).

L’algorithme précédent permet de construire la plus fine surapproximation par
DBM en utilisant l’égalité comme condition suffisante pour la relation d’équivalence.

4.3.2 Exemple

Le graphe approché de notre exemple est representé sur la figure 4.2 avec 21
classes et 31 arcs.
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Figure 4.2 – Le graphe de classes approché par DBM de l’ITPN précédent

Les classes en rouges sont celles rajoutées par cette surapproximation, en la
comparant avec la méthode exact, nous avons :

– la classes 14 générée aprés tir de t6 (alors que t6 été non tirable dans le
graphe exact) ;
– les classes 7 et 9 correspondent à la classe 7 du graphe exact ;
– Les classes 11 et 15 correspondent à la classe 11 du graphe exact.
On peut remarquer qu’on a 3 classes et 6 arcs en plus (voir détail des classes

en ANNEXES).

4.3.3 Contraction du graphe de classes approché par DBM

Nous avons présenté dans la section précédente un algorithme calculant la
plus fine surapproximation par DBM du graphe des classes d’un ITPN [3].
Le même auteur a montré dans [1] que les formules de calcul de l’intervalle de

tir [−D̃[t, •], D̃[•, t]] d’une transition inhibée persistante pouvaient être relâchées
dans la majorité des cas sans qu’ il y ait une grande incidence sur l’approximation
calculée. Ce nouvel algorithme permet ainsi de définir une relation d’équivalence
moins restrictive que l’égalité compactant ainsi davantage le graphe approché et
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réduisant son coût de calcul. Formellement, cette construction est définie comme
suit :

Définition 30 Le graphe approché par DBM contracté d’un ITPN , noté G̃RC,
est le tuple

(C̃EC, Ẽ0
c , ↪→), tel que :

– C̃EC est l’ensemble des classes accessible dans G̃RC ;

– Ẽ0
c = (M0, D̃0

c ) ∈ C̃EC est la classe initiale telle que D̃0
c = D̃0 = D0.

– ↪→ est la relation de transition entre classes definie sur C̃EC × T × C̃EC,
telle que ((M, D̃c), tf , (M

↑, D̃↑c )) ∈ , ssi :

– (tf ∈ Ta(M)) ∧ (β̃c[tf ] ≥ 0) telle que : ∀x ∈ Te(M)∪{•} , β̃c[x] = MIN
∀t∈Ta(M)

{
D̃c[x, t]

}
.

– ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tf ) + Post(p, tf ).

– Les coéfficients du système D̃↑c sont calculés à partir de ceux de D̃c en
appliquant l’algorithme suivant :
∀t ∈ Te(M↑)

D̃↑c [t, t] := 0; D̃↑c [•, •] := 0.
Si t est persistante

If t ∈ Ti(M) D̃↑c [t, •] := D̃c[t, •]; D̃↑c [•, t] := D̃c[•, t].
If t /∈ Ti(M) D̃↑c [•, t] := D̃c[tf , t] ; D̃↑c [t, •] := β̃c[t].

Si t est nouvellement sensibilisée.

D̃↑c [•, t] := tmax(t) ; D̃↑c [t, •] := −tmin(t).

∀(t1, t2) ∈ (Te(M↑))2 ∧ (t1 6= t2)

Si t1 ou t2 sont nouvellement sensibilisées. D̃↑c [t1, t2] := D̃↑c [•, t2] +

D̃↑c [t1, •].
Si t1 et t2 sont persistantes.

Si (t1, t2) /∈ (Ti(M))2 ∨(t1, t2) ∈ (Ti(M))2

D̃↑c [t1, t2] := MIN(D̃c[t1, t2], D̃↑c [•, t2] + D̃↑c [t1, •]).
Si (t1, t2) /∈ (Ti(M))2 ∧ (t1 ∈ Ti(M)) ∨ (t2 ∈ Ti(M))

D̃↑c [t1, t2] := D̃↑c [•, t2] + D̃↑c [t1, •].

La construction du graphe G̃RC, s’avère moins coûteuse que celle de G̃R.
Afin de réduire davantage ce coût et contracter le graphe, l’auteur a proposé
une relation d’équivalence moins restrictive que l’égalité qu’il prouve être une
bisimulation. Il a été démontré que certaines contraintes temporelles relatives
à un couple de transitions en conflit, ou conjointement inhibées, voire activées
pouvaient être ignorées lors du test d’équivalence sous certaines conditions ; ces
dernières n’influençant pas le processus d’énumération. Plus formellement, cette
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relation d’équivalence est définie plus bas. Mais avant, nous introduisons quelques
notations :

– Une transition tj est dite inhibitrice pour ti si ∃p ∈ P, 0 < IH(p, ti) ≤
B(p, tj). Ceci signifie que si la transition tj est sensibilisée pour un marquage,
alors ti ne peut être activée pour ce marquage. On note par Inhib la relation
définie sur T 2, telle que (ti, tj) ∈ Inhib, si tj est inhibitrice pour ti. Il est
à noter que la relation Inhib est non symmétrique ; cependant si (ti, tj) et
(tj, ti) ∈ Inhib, cela signifie que ti et tj sont toujours inhibées lorsqu’elles sont
sensibilisées.
– On note AT l’ensemble des transitions de T qui ne sont connectées à aucun

arc inhibiteur : t ∈ AT, si @p ∈ P, IH(p, t) 6= 0.
– Deux transitions ti et tj sont dites jumelles, si ∀p ∈ P, IH(p, ti) =
IH(p, tj). Celà signifie que deux transitions jumelles sont soit inhibées ou ac-
tivées ensemble lorsqu’elles sont senbilisées pour un même marquage. On dénote
par Twin la relation définie sur T 2, telle que (ti,tj) ∈ Twin, si ti et tj sont ju-
melles.

Définition 31 Soit ' la relation définie sur le graphe G̃RC, par ((M, D̃c), (M
′, D̃′c)) ∈'

ssi :
(i) M = M ′

(ii) ∀t ∈ Ti(M) D̃c[•, t] = D̃′c[•, t], D̃c[t, •] = D̃′c[t, •]
(iii) ∀(t, t′) ∈ Twin ∩ Conf(M)

.

{
sg(D̃c[t, t

′]) = sg(D̃′c[t, t
′])

D̃c[t, t
′] = D̃′c[t, t

′] si sg(D̃c[t, t
′]) =<0

(iv) ∀(t, t′) ∈ Te(M)2 − (Twin ∩ Conf(M)) tel que (t′, t), (t, t′) /∈ Inhib,
D̃c[t, t

′] = D̃′c[t, t
′].

Où sg(v) est la fonction qui rend le signe de la valeur de v, sg : Q∪{∞} −→
{≥0, <0} tel que ≥0 (resp, <0), dénote ”positive ou nulle” (resp, strictement
négative).

Concrètement, deux classes (M, D̃c) et (M ′, D̃′c) sont dans la relation ', ssi :
(i) Ils ont le même marquage ; (ii) seuls les temps résiduels maximum et minimum
des transitions inhibées doivent être égaux dans les deux classes ; (iii) pour chaque
couple de transition jumelles en conflit pour M , la distance de franchissement
entre les deux transitions doit être de même signe dans les deux classes, et leurs
valeurs doivent être égales que lorsque elle sont négatives ; (iv) pour les couples de
transitions qui ne sont pas dans la relation Inhib, leur distance de franchissement
doit être la même dans les deux classes.

Le graphe G̃RC construit par la relation' préserve marquages et les séquences

de tirs, alors qu’ il est souvent plus compact que G̃R. La construction de G̃RC
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serait mieux appropriée que G̃R lorsque le nombre de transitions inhibitrices et
en conflit est important.

4.3.3.1 Exemple

(a)

(b) (c)

Figure 4.3 – Un ITPN avec deux transitions jumelles inhibées, et son graphe
d’accessibilité

La contraction précédente appliquée à l’exemple de la FIG 4.4 produit le même
graphe que l’approximation par DBM . Ceci est du que l’ITPN considéré n’est
pas représentatif de ces cas de transitions. Pour illustrer cette contraction, nous
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considérons l’ITPN de la figure FIG 4.3a) peu plus loin, où nous avons Inhib =

{(t4, t3), (t5, t3)} et par conséquent les distances D̃c[t4, t3], D̃c[t3, t4], D̃c[t3, t5] et

D̃c[t5, t3] seront ignorées pendant le calcul de n’importe quelle classe du graphe.
De plus, nous avons AT = {t1, t2, t3, t6} et Twin = AT 2 ∪ {(t4, t5), (t5, t4)}.
Parmi les éléments de Twin, seules les transitions t1 et t2, d’une part, et t4 et
t5, d’autre part , sont en conflit pour le marquage initiale. De là, les distances

D̃0
c [t1, t2], D̃0

c [t2, t1], D̃0
c [t4, t5] et D̃0

c [t5, t4] sont données positives dans D̃0
c , donc

nous n’avons pas besoin de re-calculer ces valeurs ni de les comparer pour le test
d’équivalence aussi longtemps que les transitions concernées restent pérsistantes.

La construction exacte GR, la sur-approximation par DBM G̃R et l’abstrac-

tion G̃RC produisent tous le même graphe de la figure FIG 4.3b). L’application
de la nouvelle relation d’équivalence permet de contracter davantage le graphe

G̃RC comme montré sur la figure FIG 4.3c), où le graphe est réduit tout en res-
tant bisimilaire au graphe exact. Il rassemble des classes qui dérivent les mêmes

séquences de tir 1. Par exemple, tirer t1 (resp, t2), dans G̃RC à partir de la classes

initiale Ẽ0
c mène à la classe 2

Ẽ1
c (resp, Ẽ6

c ). Dans ce cas, les distances D̃c[•, t3], D̃c[t4, t3] et D̃c[t5, t3] empéchant
l’égalité, sont ignorées lorsque t3 est inhibitrice de t4 et t5. Plus encore, les classes

Ẽ2
c et Ẽ8

c deviennent équivalentes lorsque la valeur du temps résiduel minimum

de t4 est ignoré. Finalement, les classes Ẽ10
c et Ẽ9

c peuvent être rassemblées car la

distance D̃c[t1, t2] est positive et peut être igorée ; t1 et t2 sont deux transitions
jumelles en conflit.

On obtient un graphe plus compacte de 8 classes et 16 arcs, alors que les
autres constructions produisent un graphe de 11 classes et 22 arcs.

Ẽ 0
c =



M0 : p1, p2, p3 → 1

D̃0
c • t1 t2 t3 t4 t5
• 0 2 3 2 3 2

t1 0 0 3 2 3 2

t2 -1 1 0 1 2 1

t3 0 2 3 0 3 2

t4 -1 2 2 1 0 1

t5 0 2 3 2 3 0

1. Ces classes ne sont pas égales, mais sont bissimilaires.

2. La classe Ẽi
c correspond au noeud (i) dans le graphe.
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Ẽ 1
c =



M 1 : p2, p3, p4 → 1

D̃1
c • t3 t4 t5
• 0 2 3 2

t3 0 0 3 0

t4 1 1 0 1

t5 0 2 3 0

Ẽ 6
c =



M6 : p2, p3, p4 → 1

D̃6
c • t3 t4 t5
• 0 1 3 2

t3 0 0 3 0

t4 1 0 0 1

t5 0 1 3 0

Ẽ 2
c =



M2 : p4 → 1; p4 → 2

D̃2
c • t4 t5 t6
• 0 3 2 ∞
t4 -1 0 1 ∞
t5 0 3 0 ∞
t6 0 3 2 0

Ẽ 8
c =



M8 : p4 → 1; p4 → 2

D̃8
c • t4 t5 t6
• 0 3 2 ∞
t4 0 0 1 ∞
t5 0 3 0 ∞
t6 0 3 2 0

Ẽ 9
c =


M9 : p1, p4 → 1

D̃9
c • t1 t2
• 0 1 2

t1 0 0 2

t2 0 1 0

Ẽ 10
c =


M10 : p1, p4 → 1

D̃10
c • t1 t2
• 0 2 3

t1 0 0 3

t2 0 1 0

4.3.4 Automate temporisé d’un ITPN.

Dans, [49] les auteurs proposent une méthode pour la traduction d’un ITPN
vers un automate temporisé. Cette traduction est une approximation par DBM .
Elle permet par la suite d’exploiter le AT généré pour l’analyse des propriétés
aussi bien linéaires que de branchement en utilisant des outils tels que UPAAL ou
HyTech. Cette approche est jugée avantageuse par les auteurs car elle permet de
minimiser le nombre d’horloges de l’automate généré, induisant un coût moindre
lors de la phase de vérification.

4.3.5 Exemple

Reprenons le même réseau de Petri à arcs inhibiteurs précédent, son auto-
mate généré est représenté sur la figure FIG 4.4. Ce dernier contient 18 localés
différentes et 27 arcs.

En comparant avec le graphe exact, on remarque que la classe 16 et l’arc
sortant sont en plus par rapport à ce dernier automate, et pour l’automate on a
le tir de t6 qui génére par rapport au graphe exact la localité 12 avec l’arc entrant
et les deux arcs sortants, donc si le graphe exact a une classe différente avec son
arc sortant, l’automate en a une localité et 3 arcs en plus. Ce qui fait qu’ils ont
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le même nombre de localités mais que l’automate a deux arcs en plus induits par
sur-approximation DBM .

Figure 4.4 – L’Automate correspondant à l’ITPN précédent.

4.3.6 Construction du graphe de classes approché par la
K-grille

Dans [12, 13], les auteurs avaient proposé une autre méthode de sur-approximation,
basée sur une quantification des polyèdres représentant l’information temporelle
dans les classes. En ajustant un paramètre, le comportement exact du réseau de
Petri à chronomêtres peut être approché aussi étroitement que souhaité. Nous
ne détaillons pas plus la méthode mais nous allons voir et comparer les résultats
avec les méthodes représentée ci-dessus.
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4.3.6.1 Exemple

Si l’on considére le même réseau de Petri de la figure (FIG 4.1a), les graphes
représentants la méthode de sur-approximation, basée sur une quantification des
polyèdres ci-dessus avec le paramétre K=0 on obtient le graphe exact de la figure
(FIG 4.1b).

Il a été remarqué que le comportement approximé devient non borné quand
la taille de la grille est choisie plus grande que 1. Cette approximation reste
néanmoins plus coûteuse que les approximations par DBM , mais conduit à des
approximations plus précises, et sa précision peut être paramétrée. Enfin, notons
que la technique de quantification est aussi applicable aux RdPT (sans chro-
nomètres), elle permet là de contracter les graphes par approximation.

4.3.7 Le calcul d’une approximation de la réponse du temps
borné d’une séquence de tir

Pour l’analyse des systéms temps réel préemptifs, l’auteur [1], a proposé un
algorithme pour le calcul d’une approximation du temps minimal et maximal
d’une séquence de tir. L’avantage d’une telle méthode, contrairement à d’autres
techniques existantes [13, 62, 19], est que l’algorithme satisfait une complexité
linéaire en coût et améliore la vérification par la construction à la volée sans
étendre le modèle avec des observateurs (voir chapitre 1).

Les résultats montrent que le temps nécessaire pour estimer les valeurs ap-
proximées de la réponse du temps borné (BCRT et WCRT : Best et Worst cases
response times) d’une tâche sont moins importants que ceux nécéssaires pour

calculer les graphes G̃R. Les valeurs BCRT calculés sont les même pour tout le
graphe quelque soit la méthode, alors que les WCRT calculés sont différents. Il
a été remarqué que l’algorithme produit des résultats plus performant en l’appli-
quant sur le GR aulieu de de l’appliquer sur le G̃R.

La limite de cette méthode réside dans le fait que les séquences additionnelles
rajoutées dans certaines méthodes par rapport aux autres produisenst des cas
supplémentaire dans les calcules détruisent ainsi l’estimation de WCRT .

4.4 Discussion

Nous comparons dans cette section les différentes constructions présentées
plus haut, nous constatons que :

La méthode exacte basée sur une représentation exclusivement polyédrique,
induit des temps de calcul prohibitifs, voir des débordement de mémoire, lorsque
le système d’inéquation prend des formes élaborées. Le facteur coût pénalise for-
tement la construction exacte. En effet, un polyèdre nécessite des structures plus
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complexes pour être représenté en mémoire. De plus le coût de manipulation d’un
tel système est exponentiel au nombre des variables.

Pour contourner les problématiques liées à la manipulation des systèmes polyédriques,
la sur-approximation par DBM a été proposée comme solution alternative. Cette
solution permet de construire un graphe moins riche et souvent grossier, mais
néanmoins de coût sensiblement inférieur en termes de temps de calcul et d’occu-
pation mémoire. De plus, les propriétés desDBM permet que cette surapproxima-
tion calcule un graphe fini, alors que le graphe exact est infini. Ces méthodes per-
mettent de déduire un algorithme qui permet de calculer directement le système
DBM dans sa forme normale sans passer par le polyèdre intermédiaire. En évitant
la manipulation du polyèdre et les phases de normalisation et de minimisation,
une optimisation significative pour l’implémentation du calcul d’une classe ap-
prochée, en évitant les défauts d’implémentation constatés pour les autres ap-
proches. La contraction de cette dernière méthode permet de définir une relation
d’équivalence moins restrictive que l’égalité compactant ainsi davantage le graphe
approché et réduisant son coût de calcul.

Il faut néanmoins souligner que si les méthodes de sur-approximation par
DBM sont trop grossières et non paramétrables (car elle peuvent être améliorée
suivant ce point) par rapport à la méthode basées sur la quantification des
polyèdres, elle ne sont pas aussi fines. En effet, si cette dernière est paramétrable
et plus précise, elle est plus coûteuse que les autres méthodes en matière d’espace
mémoire et temps de calcul.

Les résultats expérimentaux [2], montrent que : Le temps de calcul est en

faveur de l’algorithme proposé, spécialement en calculant le G̃RC. La construction
G̃R réduit sensiblement la taille du graphe aussi bien que le calcul de ce dernier.
Cette contraction produit un graphe trés compact qui est souvent plus petit que

le graphe exacte. En effet, ceci ne voudrait pas dire que G̃RC est plus précis dans
que G̃R, mais que certaines classes inégales dans G̃R et GR sont bissimilaire et

sont regroupées dans le G̃RC par application de la relation d’équivalence.
Dans certains cas, le calcul du graphe exact échoue car le nombre de polyédres

inégaux calculés est non borné, alors que les approches basées sur l’approximation
par DBM convergent car le nombre des systèmes DBM obtenu par approxima-
tion est toujours borné.

La méthode [1] présente certains avantages. En effet, cette dernière ne nécessitant
pas d’étendre le modèle avec des observateurs pour la vérification des propriétés
quantitatives du modèle et l’algorithme satisfait une complexité linéaire en coût
par rapport aux autres méthodes existantes. La limite réside dans les cas supplémentaires
générés par les différentes méthodes utilisées réduisant l’estimation de la valeur
WRT calculé.

Les méthodes sus-citées permettent d’avoir des graphes préservant certaines
propriétés telles que les propriétés linéaire LTL, cependant la construction exacte
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ou approchée du graphe de classes atomique n’a pas encore été explorée. La
vérification de propriétés TCTL pour les systèmes avec préemption a été intro-
duite à travers la construction de l’AT approché d’un ITPN .

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes méthodes pour la construc-
tion d’abstractions exactes ou approchées de l’éspace d’état des systémes préemptifs
modélisés au moyen d’un ITPN . Les méthodes exactes présentent des avantages
mais aussi des limites par rapport au coût et l’indécidabilité de la finitude du
graphe pour les modèles bornés. Les approximations par DBM permettent de pal-
lier à ce dernier problème mais ont l’inconvénient de devenir grossiers lorsque les
graphes deviennent volumineux. Pour la vérification des propriétés quantitatives
des systèmes temps réels préemptifs la technique standard était l’utilisation des
observateurs, d’autres méthodes ont été proposées pour le calcul d’une approxi-
mation du temps minimal et maximal d’une séquence de tir. La question qu’on
pourrait se poser est : ”que ce qu’il en ait de la construction du grapheC pour
l’abstraction de l’espace d’etats d’un système préemptif modèlsé au moyen d’un
ITPN en sachant que cette derniére méthode s’interesse aussi à l’aspect quanti-
tative du modèle ? Ceci fait l’object du chapitre 5.
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Chapitre 5

Cas d’Etude : ITPN

5.1 Introduction

La méthode du graphe des classes, initialement appliquée aux RdPT [10](chapitre
4), préservant marquage et propriétés LTL a été étendue au cas des réseaux de
Petri à arcs inhibiteurs [12, 60, 13]. Dans ce chapitre, nous explorons d’autres abs-
tractions, préservant non seulement les propriétés CTL∗ mais aussi, les contraintes
temporelles quantitatives d’un ITPN . Enfin, les différentes méthodes étudiées
dans ce rapport sont comparées en pratique en utilisant les outils : Tina, Romeo
et GraphC.

5.2 Graphe de classes d’états d’un ITPN préservant

les propriétés CTL∗ et contraintes quantita-

tives

L’approche discutée dans cette section est celle proposée initialement dans [21,
20] pour les RdPT , nous justifions notre choix par le fait que cette méthode a
l’avantage, non seulement, d’expliciter les contraintes temporelles quantitatives
du modèle, mais en plus, elle présente un raffinement par rapport aux autres
méthodes basées classes d’états, qualitativement parlant, Nous préservons en plus
des propriétés CTL∗ (voir chapitre 3), l’accessibilité des chemins déterministes
dans le graphe obtenu.

Cependant, la méthode grapheC est basée sur la représentation de l’espace
d’état d’une classe par un réseau de contraintes encodé par des intervalles. Ces
derniers définissent des contraintes DBM qui par conséquent ne peuvent capturer
certaines informations temporelles synthétisée par les contraintes polyhédriques.
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Cette abstraction donc est une approximation par DBM du graphe de classes
atomiques exact. Ce dernier peut être construit de la même manière que pour un
RdPT mais avec un coût d’ordre exponentiel. Son approximation par DBM per-
met de ramener son coût à un ordre polynomial mais en tolérant le franchissement
éventuelle de séquences additionnelles.

Nous allons tout d’abord définir quelques notions de bases, nécessaires pour
explorer la méthode en modeC (C : Contraintes). Nous explorons par la suite, la
méthode en l’appliquant, pas à pas, sur un ITPN (Exemple1). Une solution est
proposée par la suite, par rapport à laquelle les définitions du chapitre 3 ont été
étendues.
Dans un réseau de Petri à arcs inhibiteurs, après le tir d’une transition activée ti,
une transition tk est soit Activée, soit Inhibée, cette derniére peut changer d’état :

– tk Activée → tk Inhibée ;
– tk inhibée → tk Activée : là on a besoin d’étendre la méthode car des

informations manquent pour construire le graphe de classe au complet (voir
l’exemple1 qui montre le besoin d’étendre la méthode).
Ou pas :
– tk Activée → tk Activée ;
– tk inhibée → tk inhibée :
Les événements à considérer (et donc les variables temporelles associées aux

dates de ces événements) sont :
– L’activation d’une transition ;
– Le début de l’intervalle de tir ;
– La fin de l’intervalle de tir ;
– Le franchissement effectif de la transition ;
– Désactivation (Inhibition) d’une transition ;
– Réactivation d’une transition inhibée dans le passé.

En fait, on s’intéresse plus particulièrement, au cas où tk est réactivée (après
avoir été inhibée). En effet, pendant la construction d’un réseau de contraintes
temporelles, à un moment donné, tk devient active et dois être considérée pour
continuer la construction du graphe. L’exemple1 traite un cas générale où, la
transition t1 passe de l’état activée à inhibée et vis-vers-ça. Mais avant d’explorer
la construction d’un graphe de classes pour un ITPN , des notions de bases
nécessaires sont à définir :

5.2.1 Notions de bases

Dans cette section, nous allons présenter briévement des notions nécessaires
pour comprendre le principe de la construction d’un graphe basé sur les STN et
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la théorie des intervalles [22].
La construction du graphe de classes d’un réseau de Petri temporel est basée

sur deux notions : l’intervalle de tir d’une transition, et le domaine temporel des
transitions qui restent sensibilisées aprés le tir d’une transition. Une classe est
caractérisée par un marquage et un domaine temporel ; l’arc reliant deux classes
C et C

′
du graphe est étiqueté par l’intervalle de tir D(ti) de la transition ti

qui provoque le changement d’état. Le domaine temporel de cette nouvelle classe
d’état C

′
est donné par :

– L’intervalle de tir I
′
(tk) de toutes les transitions tk activées par le marquage

de C
′
;

– Les contraintes de temps [tk, ti] entre tous les couples de transitions (tk, ti)
qui restent activées.
Pour que ti puisse être franchie avant tk, cette contrainte doit être un inter-

valle temporel positif. Elle doit prendre en compte aussi les contraintes dans les
classes précédentes (mémoire du passé).

Dans [21, 20], les auteurs ont exprimé le calcul du domaine temporel d’une
classe ainsi que le calcul de l’intervalle de tir en utilisant la théorie des intervalles,
au lieu d’utiliser le graphe de régions comme [8].

Soient :
– I0(ti) = [ai, bi] l’intervalle temporel statique associé à une transition ti ;
– Ij(ti) son intervalle temporel dynamique dans la classe Cj ; et
– [tk, ti]0 = (I0(tk)− (I0(ti)) ∩ [0,∞) = [a

k
− bi, bk − ai] ∩ [0,∞)

la contrainte temporelle dans la classe initiale C0. On considére qu’il n’y a pas
de contrainte avant l’instant 0, [tk, ti]−∞ ⊆ (−∞,∞). La contrainte de temps
entre deux transitions ti et tk dans une classe Cj , j ≥ 0 est donnée par :

[tk, ti]j = (Ij(tk)− (Ij(ti)) ∩ [tk, tj]j−1 ∩ [0,∞) (5.1)

Si [tk, ti]j 6= ∅ alors ti peut être franchie avant tk. Si [tk, tj]j−1 ⊆ Ij(tk)−Ij(ti),
alors la restriction dans le passé est redondante.

Comme on utilise la sémantique forte, une transition ti peut être franchie à
partir de Cj pendant son intervalle de tir, mais avant la plus petite borne supérieur
de toutes les transitions activées dans Cj :

Dj(ti) = [ai, bi]
⋂
k

[0, bk] (5.2)

Si l’on note sUB = mink(bk) la plus petite borne supérieure de toutes les
transitions activées dans la classe Cj , l’équation (5.3) correspond à Dj(ti) =
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Figure 5.1 – Graphe de classes d’un RdPT.

[ai, sUB]. Aprés le tir d’une transition ti à partir d’une classe Cj, l’intervalle de
temps des autres transitions tk doit être mis à jour dans la classe Cj+1 :

Ij+1(tk) = [tk, ti]j ∩ (Ij(tk)−Dj(ti) ∩ [o,∞) (5.3)

Soit par exemple le cas d’un réseau de Petri temporel avec trois transitions
paralléles t1, t2 et t3 activées dans la classe initiale C0, avec comme intervalle
statique I0(t1) = [5, 6], I0(t2) = [7, 8] et I0(t3) = [0, 4]. En appliquant les équations
(5.1), (5.3) et (5.1), (5.4) on calcule la nouvelle classe C1, puis en appliquant les
équations (5.2), (5.3) et (5.4), la classe C2. Le graphe de classes d’état résultant
est représenté figure FIG 5.1.

Les opérations de base de ce calcul sont la différence d’intervalles et l’inter-
section d’intervalles.

Définition 32 (intervalle dynamique) [20] Soient tk une transition activée
suite au tir de la transition ts(k), dans la classe C, son temps d’activation initiale
est son intervalle statique I(tk). Si tk reste activée pendant le tir de ti, les dates
de tir possible pour tk sont exprimées dans son intervalle dynamique donnée dans
la classe accessible, noté Icd(tk). En prenant la même origine du temps xs(k) et
I(tk) : D(ti) = Cs(k),i (avec des valeurs positifs du temps).

Icd(tk) = (I(tk)− Cs(k),i(xs(k), xi)) ∩ [0 ∞[ (5.4)

Dans le cas d’un ITPN , il faut prendre en considération qu’une transition
qui a été inhibée n’a plus la même origine du temps que le système (x0), en
d’autre termes, la date de création des jetons et la date d’activation des transitions
activées n’est pas forcément la même.

5.2.2 Limites de la méthode pour un ITPN

Considérons l’ITPN de la figure Fig. 5.2.a) et le RdPT sous-jacent Fig. 5.2.b),
étudiés avant dans [50]. Les graphes de classes modeC sont représentés par
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Figure 5.2 – Exemple1 : a) ITPN ; b) RdPT sous-jacent

Fig. 5.7 a) et b) respectivement. Dans cet exemple la transition t1 passe de l’état
activée à inhibée, puis réactivée à nouveau par x0, x2 et x3 respectivement.

Les transitions t1, t2 et t4 sont sensibilisées initialement où seule t2 est tirable
pour ce RdPT (sémantique forte). Pour l’ITPN , t1, t2 et t4 sont activées et seule
t2 peut être tirée. Construisons le graphe modeC pour cet ITPN..
Intuitivement, la classe initiale C0 correspond à l’état initial définie par le mar-
quage initiale M0 = p1, p2, p4 et le réseau de contraintes Nc0 formé d’un seul
noeud x0 correspondant à un événement initial de création des jetons du mar-
quage initial, il représente (comme pour un RdPT ) le début du temps.

A partir de la classe initiale C0 on ne peut tirer que t2 délimitée par le réseau de
contraintes Nt2,0 en gras sur la figure FIG 5.3 a). x0 étant le réseau de contraintes
de la classe précédente, la contrainte entre x0 et x2 est l’intervalle statique de t2 :
(x0, x2) = [1 2]. La variable x2 correspond au tir de t2 contrainte par t1 et t4 (t2
ne peut être tirée avant la fin de l’intervalle temporel de t1 et t4 représenté par
les variables y1 et y4), la valeur des arcs sont respectivement (x0, y1) = [6 6] ,
(x0, y4) = [4 4], qui représente les dates maximales possibles de tir de t1 et t4.

Après franchissement de t2 on arrive à la classe C1 avec le marquage M1 :
p1, p3, p4 7−→ 1 et le réseau de contraintes Nc1 défini par le réseau Nc1 représenté
par la contrainte (x0, x2) = [0 1] ; x2 étant la variable qui représente l’instant
du dernier franchissement qui a activé t3 ; x0 l’instant de l’activation de t4. Dans
cette classe on ne considère que les transitions activées t3 et t4, t1 est inhibée et
ne contraint pas le tir des deux autres transitions activées :

– Le tir de t3 avec le réseau de contraintes Nt3,1, est défini par : le réseau
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Figure 5.3 – Construction des réseaux de contraintes : a)Nt2,0 ; b)Nt3,1 ; c)Nt4,1

de contraintes précédent, Nc1 : (x0, x2) = [0 1], la variable x3 qui représente
l’instant de franchissement et y4 la variable qui représente les dates maximales
de tir de t4 : (x0, y4) = [4 4] ; t3 étant activée suite au tir de t2, donc nous
obtenons : (x2, x3) = [1 2] (l’intervalle statique de t3). Après application de
l’algorithme de Floyd-Warschall et suppression de y4 on obtient la classe C2

avec le marquage M2 : p1p4 7−→ 1 et le réseau de contraintes Nc2, en gras sur
la figure FIG 5.3 b).

– Revenons à la classe C1, où t4 est aussi tirable, le réseau de contraintes Nt4,1
FIG 5.3.c), est défini par le réseau de contraintes Nc1 précédent (x0, x2) =
[0 1], la variable x4 qui représente l’instant du dernier franchissement et y3

la variable qui représente les dates maximales de tir de t3, ((x2, y3) = [2 2]),
après application de l’algorithme de Floyd-Warschall, on obtient un réseau
plus restreint, on retient notamment la contraintes (x0, x2) = [1 1] (qui va être
considérée plus tard pour le calcul des classes restreintes). On aboutit à la classe
C3 avec comme marquage M3 : p1, p3 7−→ 1 et le réseau des contraintes Nc3 :
(x0, x2) = [1 1], (x0, x4) = [3 3], (x2, x4) = [2 2]. La variable x4 représente le
dernier franchissement, x2 la variable qui active t3 et x0 la variable qui a activé
t1 dans le passé.
On ne peut tirer que t3 à partir de C3 car t1 est inhibée ; Nt3,3 est défini par
(x2, x4) = [2 2], (x2, x3) = [2 2], (x3, x4) = [0 0] et (x0, x2) = [1 1], (x0, x4) =
[3 3], (x0, x3) = [3 3]. Il est à noter qu’on garde en mémoire d’un passé un
peu loin pour la variable inhibée t1 (voir figure FIG 5.6.f). On obtient la classe
C5 avec le marquage M5 : p1 7−→ 1 et le réseau de contraintes (x0, x3) = [3 3] ;
x3 étant la variable qui représente le temps du dernier franchissement et la
variable x0 l’instant d’activation de t1.
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Figure 5.4 – Inhibition de t1 : a) La séquence σ1 ; b) La séquence σ2

La construction du graphe des classes précédent est confronté aux problématiques
suivantes :

1. On n’a pas assez d’informations temporelles pour le tir de t1 réactivée depuis
les classes C2 et C5,

2. Pour les deux séquences de tir, t1 est inhibée différement.

Soit x0 la date de création des jetons de t1, comme pour le système, et x′0
la date de réactivation de t1. Soit les deux séquences de tir : σ1 = t2; t3; t4 et
σ2 = t2; t4; t3. Pour la premiére séquence, t1 est inhibée durant (x2;x3) = [1 2] et
peut être tirée durant l’intervalle : [6 8] = [5 6] + [1 2] (I(t1) + (x2;x3)), pour
la deuxiéme séquence (x2;x3) = [2 2] et t1 est tirée durant [7 8] = [5 6] + [2 2]
(I(t1) + (x2;x3)) voir la figure 5.4.a) et b).

La transition t1 n’est plus tirée dans son intevalle statique I(t1) mais plutôt
durant son intervalle : I(t1)′ qui est calculé de la maniére suivante :
I(t1)′ = I(t1) + Inc,1 ;

Inc,1 correspond à l’intevalle d’inhibition de t1 dans la classe C, qui n’est rien
d’autre que la distance (la contrainte), entre la variable qui représente l’instant
de tir de la transition qui a inhibé, et celle qui a réactivé t1. Dans notre exemple,
ceci correspond à x2 et x3 est représentée par des fléches particuliéres sur la (FIG
5.5.a) et b).

Une autre limite de cette méthode pourrait apparaitre en l’appliquant à un
ITPN , on peut voir que dans la classe C6, la transition t1 n’a pas la même valeur
Inc,1 pour σ1 et σ2, ceci pourrait être corrigé en éclatant la classe C6 suivant cette
nouvelle donnée (C7) (FIG 5.5.a) et b). Le graphe final est représenté sur la figure
5.7.a) pour l’ITPN et 5.7.b) pour leRdPT sous-jasent.

Les paragraphes précedents illustrent la premiére phase de calcul du graphe
en modeC de l’ITPN de l’exemple1, la deuxiéme phase consiste en le calcul des
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a) Phase (1) b) Phase (2)

Figure 5.5 – Calcul du graphe modeC pour un ITPN : a) Phase 1 b) Phase 2
(classes restreintes)

classes restreintes qui est décrit dans les paragraphes suivants.
Pour rappel, la nouvelle restriction est (x0, x2) = [1 1] au lieu de (x0, x2) =

[0 1] durant le calcul du réseau de contrainte Nt4,1. Ceci se traduit par la création
d’une nouvelle classe restreinte de C1 noté, C ′1 avec le même marquage et ce nouvel
intervalle comme contrainte noté Nc′1 (voir la figure FIG 5.5 b). On crée ensuite
un arc reliant la classe initiale et cette derniére classe, ce dernier est représenté
par le réseau de contraintes Nt2′,0 : (x0, x2) = [1 1] et on supprime l’arc reliant la
classe C1 à C3, celui-ci sera remplacé par l’arc C ′1 à C3.

Nous avons ajouté certaines informations pour une adaptation correcte, abou-
tissant à notre proposition :

5.2.3 Proposition

La construction du graphe des classes d’états modeC pour un ITPN est la
même sauf quelques changements. Si ts(k) est la transition qui a activé la tran-

108



sition t(k), alors th(k) est la transition qui l’a inhibé. Soit xi la variable qui corres-
pond à la transition activée ti et tirable dans l’intervalle I(ti)

′.

Pour toute classe C appartenant au graphe modeC, il existe deux cas parti-
culier :

– La transition activée ti n’a jamais été inhibée (Inc,i = [0 0]) ; elle a la même
origine du temps que le système x0 et ti est tirée dans I(ti) ;
– La transition ti est réactivée et n’a plus le même origine du temps que le

système, dans ce cas, ti est tirée dans I(ti)
′ ; pour un ITPN .

Remarque 5 Si toutes les transitions ont la même origine du temps que le
système, on se trouve dans le cas particulier d’un RdPT .

Le dernier franchissement (représenté par la variable xioi ), peut correspondre
à deux événements différents :

– Activation/ réactivation d’une transition inhibée ou pas (xioi = xosks(k)) ;

– Désactivation d’une transition activée ; (xioi = xohkh(k))

Pour notre exemple, la transition t1 a été inhibée par t2 : xohkh(k) = x2, puis

réactivée par le tir de t3 : xosks(k) = x3.
L’information qu’on doit rajouter et qui est systématique est que le système

a évolué pendant que t1 a été inhibée, donc t1 n’a plus la même origine du temps
que le système (x0), et cette valeur n’est rien d’autre que la distance entre xohkh(k)

et xosks(k).

Remarque 6 La transition inhibée n’influe pas sur le tir des transitions activées.
Celle-ci ne contraint pas le domaine de tir.

On a ajouté les informations suivantes :
– Les transitions activées sont tirées dans l’intervalle I(ti)

′ ;
– On doit différencier les classes par rapport à l’intevalle d’inhibition des

transitions réactivées ;
– Les transitions inhibées ne contraignent pas les dates de tir, mais la variable
xohih(i) doit être considérée dans le calcul des STNs jusqu’à détérmination de la
valeur d’inhibition de cette derniére.
On peut à présent, continuer la construction du graphe précédent.

5.2.4 Illustration

Considérons le résrau de Petri à arcs inhibiteurs précédent, le tir de t3 à partir
de C1, mène à la classe C2 représentée par le marquage M2 : p1, p4 7−→ 1, où t1 et
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Figure 5.6 – Construction des réseaux de contraintes : e)Nt4,2 ; f)Nt3,3 ; g)Nt1,4 ;
h)Nt1,5

t4 sont activées et peuvent être tirées, et le réseau de contraintes Nc2 est défini
par (x0, x3) = [1 3] (x3 à la fois instant du dernier franchissement menant à C2 et
la variable qui représente la transition qui a réactivé t1, x0 variable qui a activé
t1 et t4).

A partir de C2, on peut tirer soit t1 soit t4, le tir de t1 est représenté par le
réseau de contraintes non consistant de la figure FIG 5.6 d)(qui peut exprimer le
fait que t1 n’est pas tirable avant le tir de t4) à préciser que l’intervalle temporel
de t1 ne change pas quand cette dernière est inhibée : I1

d(t1) = I2
d(t1) et que t1

est inhibée par la tir de t2 puis réactivée par le tir de t3. Intuitivement, pour t1
le temps ne s’est pas écoulé et la distance entre t2 et t3 est nulle, d’une autre
maniére, l’instant du tir de t1 est décalé par rapport à l’origine du temps du
système (x0) et la nouvelle distance (x0, x1) (en considérant son inhibition In2,1

à partir de la classe C2 est calculé de la maniére suivante :
(x0, x1) = (x′0, x1) + (x2, x3) = [5 6] + [1 2] = [6 8], où (x2, x3) représente

l’inihition de t1 (distance entre la variable qui à inhibé t1 (x2) et la variable qui
l’a réactivée (x3) : C2,3.

Considérons maintenant le tir de t4 avec le réseau de contraintesNt4,2 (représenté
en gras sur la figure FIG 5.6 e) avec (x0, x3) = [1 3] le réseau de contraintes
précédent (Nc2). x4 représente l’instant du tir de la transition t4 et y1 les dates
maximales de tir de t1 : ([6 8]). La transition t1 est activée par x0 (x0, y1) = [8 8]).
On obtient la classe C4 avec marquage M4 : p1 7−→ 1 et le réseau de contraintes
Nc4 : (x0, x4) = [3 4], où x4 représente le dernier franchissement et x0 la variable
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Figure 5.7 – Graphe de classe modeC de l’exemple1 : a) Pour l’ITPN ; b) Pour
le RdPT sous-jacent

qui correspond à l’activation (décalée) de t1 et (x2, x3) = [1 2]. à partir de là,
seule la transition t1 est tirable avec le réseau de contraintes Nt1.4 en gras sur la
figure FIG 5.6.g).

Le tir de t1 à partir de C5 est représenté par la figure FIG 5.6.h), en prenant
en considération la distance (x2, x3) (In5,1 de t1), qui est égale de C2,3 = [2 2]
et qui n’est en fait que la distance entre l’origine du temps pour le système x0 et
l’origine du temps pour t1 (voir figure FIG 5.4 a) et b)).

5.2.5 Construction du graphe modeC d’un ITPN

Dans cette section nous allons définir une adaptation simple de construction
d’un graphe modeC pour un ITPN , en prenant en considération les transitions
activées, celles-ci peuvent être inhibées dans le passé ou pas. En effet, ces derniéres
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n’ont plus le même origine du temps que le système. Il est à noter que dans le
cas où le système a le même origine du temps que toutes les transitions activées,
la définition ne change pas, dans le cas contraire, il faut prendre en considération
le décalage des transitions réactivées.

Soit la séquence de transition σ = t1, ...ti pour un ITPN . ti la derniére transi-
tion franchie, ts(k) et th(k) les transitions qui ont respéctivement, activé (réactivé)
et inhibé la transition tk. Soit tj la transition parmi les n activées et franchissables
dans la classe C = (M,Nc, Ini,c). Soit Ntj,c le réseau de contraintes temporelle
délimitant le franchissement de tj à partir de C pour atteindre C↑. La construc-
tion du graphe de claasses modeC pour un ITPN est la suivante :

Définition 33 Le graphe de classes modeC d’un ITPN , noté GRC, est un triplet
(CC, C0,�) où :
- CC est l’ensemble des classes accessibles dans GRC;
- C0 = (M0, Nc0, ∅) est une classe de CC appelée classe initiale où :

– M0 est le marquage initial du ITPN .
– Nc0 est le réseau de contraintes temporelles composé par la variable x0

représentant l’origine de temps. Au départ aucune transition n’est encore réactivée.
- � est la relation de transition entre classes définie sur CC × (CA, T )× CC,
telle que
((M,Nc, Inj,c), (Ntj,c, tj), (M

↑, Nc↑, In↑j,c)) ∈�, si et seulement si :
∀p ∈ P,M(p) ≤ Pre(p, tj), et le réseau NFj,c est consistant, tel que NFj,c est
obtenu comme suit :

a) Au départ, NFj,c = Nc.

1. La variable xj (tir de tj) et son intervalle I ′(tj) comme contraintes entre
xosjsj et xojj (associée au franchissement ayant activé tj) ;

2. Les variables activées, yoll (l 6= j), correspondant aux dates maximales de
franchissement des autres transitions activées. Ajouter comme contraintes
entre chaque couple (xoslsl , y

ol
l ) l’intervalle singleton [d′Ml, d

′
Ml] correspondant

à la borne maximale de l’intervalle I ′(tl) ;

3. Ajouter la contrainte [0,∞] entre variables xoii et xojj pour exprimer le fait
que tj doit être franchie aprés ti.

4. Ajouter la contrainte [0,∞] entre les couples de variable xojj et yoll (l 6= j),
pour exprimer le fait que tj doit être franchie âvant la borne maximale de
tl.

La classe accessible est obtenue comme suit :

b) ∀p ∈ P, M↑(p) := M(p)− Pre(p, tj) + Post(p, tj).

c) Ntj,c est obtenu à partir de NFj,c en effaçant les variables yoll et les contraintes
auxquelles elles sont directement liées.
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d) Nc↑ représente un réseau de contraintes temporelles simple comprenant les
variables et les contraintes suivantes :

1. la variable xoii associée au dernier franchissement aprés tir de ti ;

2. pour chaque transition activée / réactivée tk, les variables (xosks(k)), (k : 1...n)
associées aux transitions ts(k).

3. pour chaque transition inhibée tk, les variables (xohkh(k)), (k : 1...n) associées
aux transitions th(k).

4. les contraintes temporelles entre ces derniéres variables(STN minimal et
complet).

5. pour chaque transition réactivée, Ini,c

e) In↑j,c représente un fragment de Ntj,c comprenant les deux variables et la
contrainte suivantes : pour chaque transition réactivée tk dans C, les variables
(xohkh(k)), (x

osk
s(k)) avec (k : 1...n) associées aux transitions th(k) resp.ts(k) et la contrainte

entre ces deux variable.

En plus de considérer les variables nouvelles dans la construstruction des
réseaux de contraintes d).3, on a ajouté un nouveau paramétre e), qui est (comme
Nc), lui même un fragment de Ntj,c qu’il faut déterminer dans toute classe conte-
nant des transitions réactivées pas encore tirées (cette valeur n’est rien d’autre
que la contrainte entre la variable qui a inhibé et celle qui a réactivé tk), dans le
cas contraire l’ensemble est vide.

Les classes avec leur marquage et leur réseau de contraintes sous forme tex-
tuelle sont représentées dans le tableau 5.8.a) et les réseaux de contraintes tem-
porelles associées aux arcs sont représentées dans le tableau 5.9b).

Class Marking Constraints Nc Inc,i

C0 p1p2p4 x0 ∅
C1 p1p3p4 0 ≤ x2 − x0 ≤ 1 ∅
C2 p1p4 1 ≤ x3 − x0 ≤ 3 In1,2 = [1 2]
C3 p1p3 1 ≤ x2 − x0 ≤ 1 ; 3 ≤ x4 − x0 ≤ 3 ; 2 ≤ x4 − x2 ≤ 2 ∅
C4 p1 3 ≤ x0 − x4 ≤ 4 In1,4 = [1 2]
C5 p1 3 ≤ x0 − x3 ≤ 3 In1,5 = [2 2]
C6 ∅ x1 In1,6 = [1 2]
C7 ∅ x1 In1,7 = [2 2]

Figure 5.8 – Classes accessibles
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Réseaux temporels Nti,k de ti à partir de Ck

Nt2,0, (x0, x2)=[0 1]
Nt3,1, (x0, x2)=[0 1],(x0, x3)=[1 3],(x2, x3)=[1 2]
Nt4,1, (x0, x2)=[1 1],(x0, x4)=[3 3],(x2, x4)=[2 2]
Nt4,2, (x0, x3)=[1 3],(x0, x4)=[3 4],(x3, x4)=[0 3]
Nt3,3, (x0, x2)=[1 1],(x0, x4)=[3 3],(x0, x3)=[3 3],
(x2, x3)=[2 2],(x2, x4)=[2 2],(x4, x3)=[0 0],
Nt1,4, (x0, x4)=[3 4],(x0, x1)=[6 8],(x4, x1)=[2 5]
Nt1,5, (x0, x3)=[3 3],(x0, x1)=[7 8],(x3, x1)=[4 5]

Figure 5.9 – Réseaux de contraintes des arcs

5.2.6 Discussion

Considérons le graphe de classes d’états du réseau de Petri temporel à arc
inhibiteur et son RdPT sous-jacent de l’exemple1 illustré sur les figures FIG 5.10
et FIG 5.11 respectivement.

Si nous franchissons la transition t2 à l’instant 0, alors la prochaine transition
qui pourra être franchie sera nécessairement t3 suivie de t4. Par contre, si t2 est
franchie à l’instant 1 la transition t4 peut être franchie avant t3. Ainsi, suivant la
date d’arrivée dans la classe C1, l’évolution du réseau est modifiée. En effet, les
deux intervalles de tir de ces transitions sont disjoints. Cette information n’ap-
parâıt pas dans le graphe des classes de [13] : dans C1 , aucune information ne
nous permet de déterminer quelle transition franchir. Ce pendant cette informa-
tion est présente dans le graphe de classe modeC, en effet, ceci ce traduit par
la création d’une nouvelle classe C ′1 avec un intervalle de tir de t2 plus restreint
[1 1] et à partir de laquelle on est sure de tirer t4 avant t3.

Une autre information apparâıt, mais cette fois-ci, elle concerne uniquement
les réseaux de Petri à arcs inhibiteurs. L’intervalle de tir de t1 à partir des classes
C4 et C5 du TPN sous-jacent, noté : D4(t1) ; D5(t1) sont différents. En modeC,
cet intervalle n’est rien d’autre que la distance entre dernier franchissement arri-
vant à C4, C5 (t4; t3) resp. et la transition t1. FIG 5.7.b) :

– Dernier franchissement arrivant à C4 est t4 représenté par la variable x4 :
(x4, x1) = [1 3] ;
– Dernier franchissement arrivant à C5 est t3 représenté par la variable x3 :

(x3, x1) = [2 3].
On a (pour le RdPT ) :
– D4(t1) = [1 3]
– D5(t1) = [2 3]
Cet intervalle est modifié suite à l’inibition de t1, en effet, pour l’ITPN initial

de l’exemple1, nous avons :
– (x4, x1) = [2 5] et D4(t1)′ = [2 5]
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Figure 5.10 – Graphe de classes préservant les propriétés LTL (ITPN :
Exemple1) [13]

– (x3, x1) = [4 5] et D5(t1)′ = [4 5]
on voit bien ce décalage du temps, mais aucune information n’y est associée, ceci
ce traduit par l’intervalle d’inhibition (l’origine du temps de t1 change par rapport
à l’origine du temps pour le système),qui n’est rien d’autre que la distance entre
les deux transitions qui ont inhibée et réactivé t1, voir proposition plus haut.

– D4(t1)′ = D4(t1) + In1.2 = [13] + [12] = [2 5]/ In1.2 = (x2, x3) ; pour σ1

– D5(t1)′ = D5(t1) + In1.5 = [23] + [22] = [4 5]/ In1.5 = (x2, x3) ; pour σ2

5.2.7 EXEMPLE

Considérons le réseau de Petri à arcs inhibiteurs de la FIG 2.5 du chapitre 2.
Le graphe de classes modeC généré lors de la première phase est représenté sur la
figure FIG 5.14a). Le graphe final aprés calcul des classes restreintes est représenté
sur la figure FIG 5.14b). Les séquences de franchissement σ1 = (t4; t1; t2; t5) et
σ2=(t4; t2; t1; t5) à partir de la classe initial C0, représentent deux chemins du
graphe FIG 5.13, passant par les classes C2, C4, C7 et C26, C5, C9 respectivement,
arrivant à la classe C11. Il est a noter que la transition t3 est inhibée depuis le
tir de t4 et réactivée à partir du tir de t5, ce qui corresepond à la classe C11.
Cette derniére est caractérisée par le marquage M11=p3, p6 7→ 1 et le réseau de
contraintes Nc11 : (x0, x5) = [3 3] et In3,11 = [2 3], ce qui correspond à la
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Figure 5.11 – Graphe de classes préservant les propriétés LTL(RdPT :
Exemple1) [10]

distance (x4, x5).
A partir de C11, on peut tirer soit t3 dans l’intervalle I ′(t3) = I(t3) + In3,11 =

[2 4] + [2 3] = [4 7] avec le réseau de contraintes Nt3.11, on aboutit à C17 FIG
5.12 c). Soit tirer t6 avec le réseau de contraintes Nt6.11 arrivant à C18 FIG 5.12
e), voir le détail des classes leurs marquages et réseaux de contraintes ainsi que
les résaux de contraintes associés aux arcs de la séquence σ1 en ANNEXES.

5.2.8 Etude comparative

Considérons, en premier temps, le graphe de classe modeC calculé pendant la
premiére phase en appliquant l’algorithme proposé plus haut FIG 5.14a).

Si l’on compare avec le graphe exact du chapitre 4 FIG 4.1, on voit clairement
que c’est impossible de distinguer les états dans le passé. Prenons la classe E7,
accéssible aprés tir de t2 ou t1. On ne peut distinguer les étas accessibles depuis
t2 de ceux accessibles aprés tir de t1 dans cette derniére classe ? En modeC, ceci
se traduit par l’éclatement de E7 en C7 (ensembles des états accessible par le tir
de t2 et C9 ensemble des états accessible aprés tir de t1. En suivant ce point, nous
constatons d’autres correspondances que voici :

– E13 correspond à C15 pour distinguer ; les états atteints après tir de t2 et
C17 pour ceux atteints aprés tir de t3.
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Figure 5.12 – Réseaux de contraintes : a) calcul Nt3.11 ; b) décalage t3 c) Nt3.11

d) calcul Nt6.11 ; e) Nt6.11

– E16 correspond à C19 pour distinguer ; les états atteints après tir de t3 et
C20 pour ceux atteints aprés tir de t2.
– E17 correspond à C23 ; C24 ; C25 pour distinguer ; les états atteints après tir

de t6 ; t2 ; t3 resp.
Cependant comme l’adaptation de la méthode de graphe est une approxi-

mation par DBM des contraintes temporelles de’une classe exact. Le tir de la
transition t6 à partir de la séquence t4; t1; t5, est permis alors qu’il ne l’est pas
dans le graphe exact. Comme pour les approximations par DBM illustrées en
chapitre 4, on génére des classes supplémentaires que sont : C14 ; C21 et C22. Le
graphe final comporte 8 classes en modeC rajoutées par rapport au graphe exact,
du à la surraproximation et à l’éclatement de certaines classes.

Par ailleurs, si nous comparons le graphe approximé par DBM du chapitre
4 FIG 4.2, avec le même graphe modeC phase 1 FIG 5.14a), nous avons les
correspondances suivantes :

– Ẽ16 correspond à C15 et C17 ;
– Ẽ17 correspond à C16 et C22 ;
– Ẽ18 correspond à C17 ; et C20 ;
– Ẽ19 correspond à C18 ; et C22 ;
– Ẽ20 correspond à C23 ; C24 et C25.
Le graphe approché par DBM distingue entre les deux classes Ẽ11 et Ẽ15 alors

qu’on modeC ils sont équivalents suite à des restrictions nouvellement calculées.
Le grapheC de la premiére phase contient 26 classes et 32 arcs, distinguant

ainsi les états dans le passé. Nous distinguons maintenant les graphes par la notion
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Figure 5.13 – Les séquences σ1;σ2 de l’ITPN précédent
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a) Phase (1) b) Phase (2)

Figure 5.14 – Le graphe modeC pour le ITPN FIG 2.5 du chapitre 2 : a) Phase
1 b) Phase 2 (classes restreintes)

des chemins déterministes grâce à la notion des classes restreintes. Pour ce faire,
nous considérons le graphe finale, phase 2, représenté sur la figure FIG 5.14b).
Nous constatons les classes restreintes suivantes :

– C26 classe restreinte de C2 avec la restriction (x0, x4) = [0 1] au lieu de
(x0, x4) = [0 2] ;
– C29 classe restreinte de C2 avec la restriction (x0, x4) = [2 2] au lieu de

(x0, x4) = [0 2] ;
– C28 classe restreinte de C4 ;
– C27 classe restreinte de C8 ;
– C30 classe restreinte de C13.
On voit clairement qu’on peut distinguer les états dans le futur, en effet, si on
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Figure 5.15 – Réseau de contraintes pour la séquence σ1

tire t4 durant [0 1] (aprés calcul de la classe restreinte C26 de C2, on est sûr de
franchir t2 avant t1 (voir FIG 5.14b).

Et si l’on tire t4 durant [2 2] (aprés calcul des classes restreintes C29 ; C28 ;
C27, on peut tirer soit t6 ou t3 à partir de la classe 27 classe restreinte de 8, t2 ou
t3 à partir de la classe 8.

Par rapport aux deux séquences étudiées plus haut, on pourrait dire que si on
tire t4 à une date plus restreinte que [0 2] et qui est [0 1], on est sûr de passer
par la séquence σ2 (en rouge).

Remarque 7 Le graphe final (phase 2) comporte 31 classes et 41 arcs permettant
de préserver les proprietés CTL∗.

5.2.9 Aspect quantitative du modèle

Comme pour un RdpT , une fois le graphe construit, si l’on veut obtenir glo-
balement les contraintes concernant les dates des franchissements de toutes les
transitions d’une séquence donnée, il faut concaténer les réseaux Nt correspon-
dants. Ainsi, pour obtenir le graphe des contraintes temporelles de la séquence
précédente : σ1 = (t4; t1; t2; t5) (Fig. 5.14b) il faut concatener Nt4,0, Nt

′
1,2, Nt2,4

et Nt5,7. On peut voir que certaines contraintes sont redondantes : x4 et x2, x4

et x5 (FIG 5.15).

5.3 Outils et Expérimentation

Dans cette section, nous allons présenter quelques outils pour l’analyse des
RdPT et des RdPT étendus à chronométres, avec une étude comparative par
rapport aux classes de propriétées préservées.
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5.3.1 Outils

Tina : (TIme Network Analysis) [11]) est un environment logiciel permettant
l’édition et l’analyse de réseaux de Petri et réseaux de Petri t-temporels, réalisé
dans le groupe OLC du LAAS par B. Berthomieu, P.O. Ribet et F. Vernadat.
Outre les fonctions classiques d’édition et d’analyse énumérative(graphe de mar-
quage, arbre de couverture) ou structurelle(semi-flots), Tina propose la construc-
tion d’espace d’états abstraites permettant la vérification de classes spécifiques de
propriétés. Les classes de propriétés proposées incluent : les propriétés générales
d’accessibilité (absence de blocage, vivacité), les propriétés spécifiques basées sur
la structure linéaire de l’espace d’état concrets (celles exprimables en logique tem-
porelle linéaire(LTL), ou capturées par les équivalences de test) ou sur sa struc-
ture arborescente (celles exprimables en logiques temporelles arborescentes(CTL∗),
ou capturées par la bisimulation). Un outil offrant plus d’avantages que Romeo
dans le sens où il permet d’avoir un (ASCG) pour l’analyse les propriétées CTL∗.

Romeo [36], est à présent étendu pour exporter les RdPT vers des outil
de AT tel que (UPPAAL et KRONOS). La partie de l’outil avec la capacité de
construire différents types de graphes et consacrée à l’analyse des RdPT est notée
par Romeo STD [25].

GraphC [21, 20] décrit le graphe de classes mode C, composé de noeuds et
d’arcs reliant un noeud source à un noeud cible. Un noeud du graphe de classes
représente une classe d’états caractérisée par son marquage et son réseau de
contraintes Nc. Il posséde aussi une étiquette qui est affichée dans les sorties
graphique et textuel (l’entrée textuelle est la même que Tina : .net).

Le tableau suivant est une forme de comparaison entre les outils cités plus-
haut, en terme de classes de propriétées (Accéssibilité, LTL, CTL, CTL∗, TCTL)
préservées. Les outils UPPAAL et KRONOS sont cités dans la partie basée sur
les traductions dans le but d’une vérification de propriétés quantitatives telle que
celle exprimées en logique (TCTL). Dans ce même but et pour les RdPT avec
préemption, tel que les Schedulin-TPN, la méthode est basée sur les traductions
de ces derniers vers des automates à chronométres (SWA) [33], basée sur une
sur-aproximlation DBM , utilise un format de sortie de HYTECH.

5.3.2 Experimentations

Afin d’illustrer les avantages des méthodes implémentées dans les outils sus-
cités, nous présentons dans les lignes qui suivent un tableau comparatif des
résultats obtenus (en termes de temps de calcul et d’utilisation d’espace mémoire)
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Propriétés / Outils Tina Roméo GraphC

Accéssibilité Graphe de Marquage Graphe de Marquage, calcul à la volée
LTL SCG [9, 10] SCG [9, 10]ou ZBG [37, 38]
CTL
CTL∗ ASCG [67, 8, 14] GraphC [21, 20]
TCTL Trad TPN → TA (Uppaal, Kronos)[25, 48]

Figure 5.16 – Graphe de classes d’un TPN selon TINA, ROMEO et GraphC

a) Format graphique b) Format textuel

Figure 5.17 – ”classical level crossing model” avec un train

par les méthodes présentées dans le chapitre 3. Les algorithmes ont été exécutés
sur une large variété d’exemples. Les principaux résultats sont résumés dans le
tableau 5.20 nous donnons le nombre de noeuds et de transitions du graphe des
classes d’états résultant, le temps indiqué est en secondes. Ces calculs ont été
éffectués sur un CoreI5 cadencé à 2.34GHZ et possédant 4G de mémoire vive.
Les exemples sont tirés respéctivement du chapitre 3 et de [8, 18] représentées
en format graphique et textuel sur la figure 5.17 ; 5.18 et 5.19 respectivement,
qui représentent le modéle : classical level crossing ; avec 1 ; 2 et 3 trains. Les
tests affirment bien certaines propriétés et avantages des méthodes décrites dans
le chapitre 3.

Il est à noter que les premières colonnes décrivent des graphes basés classes
d’état, et les deux qui suivent basés regions et que les graphes alternatives définit
par Boucheneb sont marqués :b. Les dernières colonnes décrivent les résultats
du graphe modeC avant et après prise en charge des nouvelles classes générées
(restreintes), noté modeCr. NA fait référence aux résults qui n’ont pas été obtenu
aprés plus de 2H d’attente ou avec des erreurs dues à la taille du graphe généré.
En effet, il est à noter que le grapheC est limité, avec une compléxité élevée due
au nombres de variables et contraintes associées à chaque classe et arc.

122



a) Format graphique b) Format textuel

Figure 5.18 – ”classical level crossing model” avec deux trains

a) Format graphique b) Format textuel

Figure 5.19 – ”classical level crossing model” avec trois trains

TPN SCG SSCGb(I) SSCG(LTL) ASCG ASCGb BZG(I) BZGb(LTL) modeC modeCr

Chap 3 : classes
arcs
CPUs

13 13 18 16 21 12 14 23 26
21 21 29 28 37 19 24 35 38
0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s

train1 : classes
arcs
CPUs

11 10 11 11 12 10 11 15 16
14 13 14 15 16 13 14 17 18
0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s 0.000s

train2 : classes
arcs
CPUs

123 41 141 192 195 30 114 187 NA
218 82 254 844 849 61 234 297 NA
0.000s 0.000s 0.000s 0.031s 0.016s 0.000s 0.000s 1 min NA

train3 : classes
arcs
CPUs

3101 232 5051 6967 6974 94 2817 NA NA
7754 672 13019 49826 49842 269 6944 NA NA
0.047s 0.000s 0.078s 1.404s 1.934ss 0.000s 0.000s NA NA

Figure 5.20 – Tests expérimentaux d’un TPN selon TINA, ROMEO et GraphC
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Enfin, même si la connaissance exacte des contraintes temporelles associées à
une séquence n’est pas nécessaire pour répondre si oui ou non, une propriété est
vérifiée (pour cela la connaissance de la durée totale est suffisante), par contre
elle est absolument nécessaire au concepteur qui souhaiterait ajuster les valeurs
d’un ensemble de paramétres pour que la propriété soit vérifiée.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons définit une abstarction de l’espace d’états d’un
ITPN (modeC étendue à chronométres). Cette dernière permettant la préservation
des propriétés CTL∗, mais également les contraintes quantitatives du modèle. Une
extension de la méthode du grapheC [21, 20] pour les réseaux de Petri à arcs inhi-
biteurs en prenant en considération l’activation (réactivation) et l’inhibition des
transitions, nous avons comparé les résultats des graphes obtenus avec ceux basées
sur la préservation de propriétés LTL de [13], les résultats sont intéressants. Nous
avons aussi fait quelques expérimentations sur l’outil Tina, Roméo et graphC afin
de faire une comparaison sur les résultats obtenus en pratique.
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Chapitre 6

Conclusion Générale

Les réseaux informatiques sont devenus, au cours des trois dernières décennies,
omniprésents dans l’industrie. Leur prolifération a fait de leur bon fonctionnement
un facteur critique : une défaillance peut désormais avoir des conséquences tant
humaines qu’économiques désastreuses. C’est pourquoi il est devenu primordial
de vérifier a priori leur bon fonctionnement. Il convient ainsi de développer des
formalismes permettant de décrire et de valider les interactions entre les activités
des processeurs et les réseaux de communication. Les réseaux de Petri temporels
sont un de ces formalismes. Ils permettent de modéliser la durée de différentes
actions sous la forme d’un intervalle de temps. Ils peuvent par ailleurs être enri-
chis, via un modèle baptisé réseau de Petri à chronomètres, afin de représenter
des tâches susceptibles d’être suspendues puis relancées.

Cependant, cette approche de vérification repose sur la génération de l’espace
d’états, elle est complètement automatique ”Model-Cheking” et elle offre une ana-
lyse fine et exhaustive. Le problème de l’explosion combinatoire de l’espace d’états
est la seule limite de cette approche. En plus, avec la présence des chronomètres
l’espace d’états est plus important. Nous avons présenté dans ce mémoire l’ens-
semble des méthodes qui existent dans la littérature permettant la détermination
de l’espace d’états des systèmes temps réel modélisés par un réseau de Petri et
celles pour la détermination de l’espace détats des systèmes temps réels préemptifs
modélisés par les réseaux de Petri étendus à chronomètre (ITPN). Nous avons en-
suite proposé une adaptation simple pour le calcul de l’espace d’états des systèmes
temps réels préemptifs, préservant une gamme plus importante de propriétés.
Dans notre adaptation, le graphe est plus affiné, avec des chemins déterministes.
Même si la taille est plus importante (car il comporte plus d’informations) il per-
met néanmoins la vérification de propriétés de branchement CTL∗ et temporelles
quantitatives du modèle.

Cependant, même si la connaissance exacte des contraintes temporelles as-
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sociées à une séquence n’est pas nécessaire pour répondre si oui ou non, une
propriété est vérifiée (pour cela la connaissance de la durée totale est suffisante),
par contre elle est absolument nécessaire au concepteur qui souhaiterait ajuster
les valeurs d’un ensemble de paramétres pour que la propriété soit vérifiée.

Ce travail pourrait être complété par une optimisation de l’algorithme, celui-ci
présentant une compléxité élevée due à la taille de la mémoire du passé (STN).
En effet, la taille du graphe est un inconvénient majeur. L’efficacité de la méthode
impose un ensemble de chantiers qui restent à explorer dans un futur proche que
nous résumons à travers les points suivants :

– Réduire le nombre de contraintes sauvegardées dans le réseau. La majorité
d’entre elles sont redondantes dans les classes mères ou filles.
– Remplacer l’algorithme de Floyd Warshall pour le calcul des STN, par un

algorithme récursif, qui éliminerait les calculs redondants et introduirait une
condition de franchissement simplifiée.
– Définir des relations d’équivalences moins restrictives. permettant de concaténer

le graphe (Inclusion).
– Implémenter l’approche dans un environnement optimisé en exploitant des

structures et des algorithmes d’exploration adaptés.
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Annexe A

Logique temporelle

A.1 logique temporelle Qualitative :

Définition 34 (CTL* [56]) Soit {ap1, ..., apn} un ensemble de variables propo-
sitionnelles. Le langage CTL* est l’ensemble des formules d’états ϕs exprimées
par des formules de chemins ϕp défini inductivement par la grammaire :

ϕs := true |ap | ¬ap |ϕs ∧ ϕs | ϕs ∨ ϕs|∀ϕs | ∃ϕs

ϕp := true |ϕp |ϕp ∧ ϕp | ϕp ∨ ϕp| © ϕp | ϕpUϕp

La formule ϕpUψp exprime la propriéte : ψp est vérifiée à partir d’un certain
état et tous les états intermédiaires vérifient la propriété ϕp.
De maniére classique, les notations suivantes sont utilisées pour écrire des formules
CTL courantes :
false= ¬true ; ∃♦ϕ = ∃trueUϕ ; ∀♦ϕ = ∀ true Uϕ ;∃�ϕ = ¬∀♦¬ϕ ; ∀�ϕ =
¬∃♦¬ϕ.

Plusieurs sous-classes de CTL* ont été proposées :
– CTL (Computation Tree Logic) est le fragment de CTL* constitué des

combinaisons booléennes de :∀ϕ Uψ ; ∀ϕ Rψ ; ∀© ϕ ; ∃ϕ Uψ et ∃© ϕ.
– ACTL (Universal Computation Tree Logic) est le fragment de CTL* constitué

des combinaisons booléennes de : ∀ϕ Uψ ; ∀© ϕ.
– ECTL (Existential Computation Tree Logic) est le fragment de CTL* constitué

des combinaisons booléennes de : ∃ϕ Uψ et ∃© ϕ.
– LTL (Linear Time Logic) est le fragment de CTL* constitué des formules

de type ∀ϕ où ϕ ne contient pas de quantificateurs ∀ ou ∃.
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A.2 logique temporelle Quantitative :

Définition 35 (TCTL : Time+ CTL). La logique TCTL est définie par la gram-
maire :

ϕ := ap | ¬ap|ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ|∀ϕUIϕ | ∃ϕUIϕ

Où ap est une proposition atomique et I un intervalle de R+ avec bornes
entiéres de la forme [n,m], [n,m[, ]n,m], ]n,m[, ou[m,∞[ avec n,m ∈ N.

De la même maniére que pour CTL, les notations suivantes sont utilisées
couramment : false= ¬true ; ∃♦Iϕ = ∃trueUIϕ ; ∀♦Iϕ = ∀ true UIϕ ;∃�Iϕ =
¬∀♦I¬ϕ ; ∀�Iϕ = ¬∃♦I¬ϕ.
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Annexe B

Graphes de classes d’un TPN
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E0=


M0 : p1, p2, p3 → 1

D0 :

 0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t2 ≤ 0
0 ≤ t3 ≤ 3

E1=

 M1 : p2, p3, p4 → 1

D1 :

{
0 ≤ t2 ≤ 0
0 ≤ t3 ≤ 3

E2=

 M2 : p1, p3, p5 → 1

D2 :

{
0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t3 ≤ 3

E3=

 M3 : p1, p2, p6 → 1

D3 :

{
0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t2 ≤ 0

E4=

 M4 : p3, p4, p5 → 1

D4 :

{
0 ≤ t3 ≤ 3
1 ≤ t4 ≤ 2

E5=

{
M5 : p2, p4, p6 → 1
D5 :

{
0 ≤ t2 ≤ 0

E6=

 M6 : p1, p5, p6 → 1

D6 :

{
0 ≤ t1 ≤ 3
0 ≤ t5 ≤ 2

E7=

 M7 : p4, p5, p6 → 1

D7 :

{
0 ≤ t4 ≤ 2
0 ≤ t5 ≤ 2

E8=

{
M8 : p3, p7 → 1
D8 :

{
0 ≤ t3 ≤ 2

E9=

 M9 : p4, p5, p6 → 1

D9 :

{
1 ≤ t4 ≤ 2
0 ≤ t5 ≤ 2

E10=

{
M10 : p1, p7 → 1
D10 :

{
0 ≤ t1 ≤ 3

E11=

{
M11 : p6, p7 → 1
D11 :

{
∅

E12=

{
M12 : p4, p7 → 1
D12 :

{
0 ≤ t6 ≤ 2

Figure B.1 – L’ensemble des classes du graphe GR Fig 3.2b)
(Préservant marquage et propriétés LTL)

S0=


M0 : p1, p2, p3 → 1

Q0 :


0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ2 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0

S1=


M1 : p2, p3, p4 → 1

Q1 :

{
0 ≤ γ2 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0
S2=


M2 : p1, p3, p5 → 1

Q2 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0

S3=


M3 : p1, p2, p6 → 1

D3 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ2 ≤ 0
S4=


M4 : p3, p4, p5 → 1

Q4 :

{
0 ≤ γ3 ≤ 0

0 ≤ γ4 ≤ 0
S5=

{
M5 : p2, p4, p6 → 1
Q5 :

{
0 ≤ γ2 ≤ 0

S6=


M6 : p3, p4, p5 → 1

Q6 :

{
0 ≤ γ3 ≤ 3

0 ≤ γ4 ≤ 4
S7=


M7 : p1, p5, p6 → 1

Q7 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 3

0 ≤ γ5 ≤ 0
S8=


M8 : p1, p5, p6 → 1

Q8 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 0

S9=


M9 : p4, p5, p6 → 1

Q9 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 2

0 ≤ γ5 ≤ 0
S10=

{
M10 : p3, p7 → 1
Q10 :

{
1 ≤ γ3 ≤ 2

S11=


M11 : p4, p5, p6 → 1

Q11 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 0

S12=

{
M12 : p3, p7 → 1
Q12 :

{
1 ≤ γ3 ≤ 3

S13=


M13 : p4, p5, p6 → 1

Q13 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 2
S14=

{
M14 : p1, p7 → 1
Q14 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 3

S15=

{
M15 : p1, p7 → 1
Q15 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 2

S16=

{
M16 : p4, p7 → 1
Q16 :

{
∅ S17=

{
M17 : p4, p7 → 1
Q17 :

{
0 ≤ γ6 ≤ 0

Figure B.2 – L’ensemble des classes du graphe GRs Fig 3.5b)
(Préservant états et propriétés LTL)
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A0=


M0 : p1, p2, p3 → 1

Q0 :


0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ2 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0

A1=


M1 : p2, p3, p4 → 1

Q1 :

{
0 ≤ γ2 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0
A2=


M2 : p1, p3, p5 → 1

Q2 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ3 ≤ 0

A3=


M3 : p1, p2, p6 → 1

Q3 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ2 ≤ 0
A4=


M4 : p3, p4, p5 → 1

Q4 :

{
0 ≤ γ3 ≤ 3

0 ≤ γ4 ≤ 0
A5=

{
M5 : p2, p4, p6 → 1
Q5 :

{
0 ≤ γ2 ≤ 0

A6=


M6 : p3, p4, p5 → 1

Q6 :

{
0 ≤ γ3 ≤ 2

0 ≤ γ4 ≤ 0
A7=


M7 : p3, p4, p5 → 1

Q7 :

{
2 ≤ γ3 ≤ 3

0 ≤ γ4 ≤ 0
A8=


M8 : p1, p5, p6 → 1

Q8 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 2

0 ≤ γ5 ≤ 0

A9=


M9 : p1, p5, p6 → 1

Q9 :

{
2 ≤ γ1 ≤ 3

0 ≤ γ5 ≤ 0
A10=


M10 : p1, p5, p6 → 1

Q10 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 0
A11=


M11 : p4, p5, p6 → 1

Q11 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 2

0 ≤ γ5 ≤ 0

A12=

{
M12 : p3, p7 → 1
Q12 :

{
1 ≤ γ1 ≤ 2

A13=


M13 : p4, p5, p6 → 1

Q13 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 0
A14=

{
M14 : p3, p7 → 1
Q14 :

{
1 ≤ γ3 ≤ 3

A15=


M15 : p4, p5, p6 → 1

Q15 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 0

0 ≤ γ5 ≤ 1
A16=


M16 : p4, p5, p6 → 1

Q16 :

{
0 ≤ γ4 ≤ 0

1 ≤ γ5 ≤ 2
A17=

{
M17 : p1, p7 → 1
Q17 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 3

A18=

{
M18 : p1, p7 → 1
Q18 :

{
0 ≤ γ1 ≤ 2

A19=

{
M19 : p6, p7 → 1
Q19 :

{
∅ A20=

{
M20 : p4, p7 → 1
Q20 :

{
0 ≤ γ6 ≤ 0

Figure B.3 – l’ensemble des classes du graphe GRa fig 3.6b)
(Préservant propriétés CTL∗)

Class Marking Constraints Nc

C0 p1p2p3 x0

C1 p2p3p4 0 ≤ x1 − x0 ≤ 0
C2 p1p3p5 0 ≤ x2 − x0 ≤ 0
C3 p1p2p6 0 ≤ x3 − x0 ≤ 0
C4 p3p4p5 0 ≤ x2 − x0 ≤ 0
C5 p2p4p6 0 ≤ x3 − x0 ≤ 0
C6 p3p4p5 0 ≤ x1 − x0 ≤ 3
C7 p1p5p6 0 ≤ x3 − x0 ≤ 3
C8 p2p4p6 0 ≤ x1 − x0 ≤ 0
C9 p1p5p6 0 ≤ x2 − x0 ≤ 0
C10 p4p5p6 0 ≤ x3 − x2 ≤ 2
C11 p3p7 1 ≤ x4 − x0 ≤ 2
C12 p4p5p6 x2

C13 p4p5p6 0 ≤ x3 − x1 ≤ 2
C14 p3p7 1 ≤ x4 − x0 ≤ 3
C15 p4p5p6 0 ≤ x1 − x3 ≤ 2
C16 p1p7 0 ≤ x5 − x0 ≤ 3
C17 p4p5p6 0 ≤ x1 − x2 ≤ 2
C18 p1p7 0 ≤ x5 − x0 ≤ 2
C19 p6p7 x4

C20 p4p7 x5

C21 p6p7 x3

C22 p4p7 x1

C23 p3p4p5 0 ≤ x1 − x0 ≤ 2
C24 p4p5p6 0 ≤ x1 − x3 ≤ 1
C25 p4p5p6 0 ≤ x1 − x2 ≤ 1

Réseaux temporels Nti,k de ti à partir de Ck

Nt1,0, (x0, x1)=[0 0]
Nt2,0, (x0, x2)=[0 0]
Nt3,0, (x0, x3)=[0 0]
Nt2,1, (x0, x1)=(x0, x2)=(x1, x2)=[0 0]
Nt3,1, (x0, x1)=(x0, x3)=(x1, x3)=[0 0]
Nt1,2, (x0, x2)=[0 0],(x0, x1)=(x2, x1)=[0 3]
Nt3,2, (x0, x2)=[0 0],(x0, x3)=(x2, x3)=[0 3]
Nt1,3, (x0, x3)=(x0, x1)=(x3, x1)=[0 0]
Nt2,3, (x0, x3)=(x0, x2)=(x3, x2)=[0 0]
Nt3,4, (x0, x2)=[0 0],(x0, x3)=(x2, x3)=[0 2]
Nt4,4, (x0, x2)=[0 0],(x0, x4)=(x2, x4)=[1 2]
Nt2,5, (x0, x3)=(x0, x2)=(x3, x2)=[0 0]
Nt3,6, (x0, x1)=(x0, x3)=[0 3],(x1, x3)=[0 2]
Nt1,7, (x0, x3)=(x0, x1)=[0 3],(x3, x1)=[0 2]
Nt5,7, (x0, x3)=(x0, x5)=[0 3],(x3, x5)=[0 2]
Nt2,8, (x0, x1)=(x0, x2)=(x1, x2)=[0 0]
Nt1,9, (x0, x2)=[0 0],(x0, x1)= (x2, x1)=[0 2]
Nt5,9, (x0, x2)=[0 0],(x0, x5)=(x2, x5)=[0 2]
Nt4,10, (x2, x3)=(x3, x4)=[0 2],(x2, x4)=[1 2]
Nt5,10, (x2, x3)=(x0, x1)=(x2, x1)=[0 2]
Nt4,12, (x2, x4)=[1 2]
Nt5,12, (x2, x5)=[0 2]
Nt4,13, (x1, x3)=(x3, x4)=[0 2],(x1, x4)=[1 2]
Nt5,13, (x1, x3)=(x1, x5)=(x3, x5)=[0 2]
Nt3,14, (x0, x4)=(x0, x3)=[1 3],(x4, x3)=[0 2]
Nt5,15, (x3, x1)=(x3, x5)=(x1, x5)=[0 2]
Nt1,16, (x0, x5)=(x0, x1)=(x5, x1)=[0 3]
Nt5,17, (x2, x1)=(x2, x5)=(x1, x5)=[0 2]
Nt1,18, (x0, x5)=[0 2],(x0, x1)=(x5, x1)=[0 3]
Nt6,20, (x5, x6)=[0 2]
Nt6,22, (x1, x6)=[0 2]
Nt′1,2, (x0, x2)=[0 0],(x0, x1)=(x2, x1)=[0 2]

Nt4,24, (x3, x1)=[0 1],(x3, x4)=(x1, x4)=[1 2]
Nt′1,7, (x0, x3)=(x0, x1)=[0 3],(x3, x1)=[0 1]

Nt4,25, (x2, x1)=[0 1],(x2, x4)=(x1, x4)=[1 2]
Nt′1,9, (x0, x2)=[0 0],(x0, x1)=(x2, x1)=[0 1]

Nt3,11, (x0, x4)=[1 2],(x0, x3)=[1 3],(x4, x3)=[0 2]
Nt4,23, (x0, x1)=[0 2],(x0, x4)=[1 3],(x1, x4)=[1 2]

Figure B.4 – a)Tableau de classes, b)Réseaux de contraintes des arcs du graphe
GRc,FIG 3.10
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s0=



M0 : p1, p2, p3 → 1

Z0 :



α1 ∈ [0 0]
α2 ∈ [0 0]
α3 ∈ [0 0]
0 ≤ α1 − α2 ≤ 0
0 ≤ α1 − α3 ≤ 0
0 ≤ α3 − α4 ≤ 0

s1=

 M1 : p2, p3, p4 → 1

Z1 :

{
α2 ∈ [0 ∞]
α3 ∈ [0 ∞]

s2=

 M2 : p1, p3, p5 → 1

Z2 :

{
α1 ∈ [0 ∞]
α3 ∈ [0 ∞]

s3=

 M3 : p1, p2, p6 → 1

Z3 :

{
α1 ∈ [0 ∞]
α2 ∈ [0 ∞]

s4=


M4 : p3, p4, p5 → 1

Z4 :

 α3 ∈ [0 ∞]
α4 ∈ [0 ∞]
α4−α3 ≤ 0

s5=

{
M5 : p2, p4, p6 → 1
Z5 :

{
α2 ∈ [0 ∞]

s6=

 M6 : p1, p5, p6 → 1

Z6 :

{
α1 ∈ [0 ∞]
α5 ∈ [0 ∞]

s7=

 M7 : p4, p5, p6 → 1

Z7 :

{
α4 ∈ [0 ∞]
α5 ∈ [0 ∞]

s8=

{
M8 : p3, p7 → 1
Z8 :

{
α3 ∈ [1 ∞]

s9=


M9 : p4, p5, p6 → 1

Z9 :

 α4 ∈ [0 ∞]
α5 ∈ [0 ∞]
α4−α5 ≤ 0

s10=

{
M10 : p1, p7 → 1
Z10 :

{
α1 ∈ [0 ∞]

s11=

{
M11 : p6, p7 → 1
Z11 : {

s12=

{
M12 : p4, p7 → 1
Z12 :

{
α6 ∈ [0 ∞]

s13=


M13 : p1, p2, p3 → 1

Z13 :

 α1 ∈ [0 0]
α2 ∈ [0 0]
α3 ∈ [0 0]

Figure B.5 – l’ensemble des classes du graphe GRz fig 3.16b)
(Préservant propriétés LTL)
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Annexe C

Graphes de classes d’un ITPN
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E0=


M0 : p1, p3, p4 → 1

D0 :

 3 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t4 ≤ 2

E1=

 M1 : p1, p4 → 1

D1 :

{
1 ≤ t1 ≤ 1
0 ≤ t4 ≤ 0

E2=


M2 : p1, p2, p3, p7 → 1

D2 :


1 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10
-1 ≤ t1- t3 ≤ 1

E3=


M3 : p1, p2, p7 → 1

D3 :

 1 ≤ t1 ≤ 1
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10

E4=



M4 : p2, p3, p5, p7 → 1

D4 :


0 ≤ t5 ≤ 0
9 ≤ t3+ t7 ≤ 11
7 ≤ t7 ≤ 9
0 ≤ t2
5 ≤ t7- t2 ≤ 8

E5=


M5 : p1, p3, p7 → 1

D5 :


t7 ≤ 8
−t1+ t7 ≥ 7
9 ≤ −t1+ t3+ t7 ≤ 11
t1 ≥ 0

E6=


M6 : p2, p5, p7 → 1

D6 :

 1 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t5 ≤ 0
9 ≤ t7 ≤ 9

E7=


M7 : p3, p5, p7 → 1

D7 :

 7 ≤ t7 ≤ 8
9 ≤ t3+ t7 ≤ 11
0 ≤ t5 ≤ 0

E8=


M8 : p2, p3, p6 → 1

D8 :


0 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
1 ≤ t2+ t3 ≤ 6

E9=

 M9 : p2, p6 → 1

D9 :

{
1 ≤ t2 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4

E10=

 M10 : p3, p6 → 1

D10 :

{
1 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4

E11=


M11 : p3, p6 → 1

D11 :


t6 ≤ 4
−t3+ t6 ≥ 0
t3 ≥ 0
2 ≤ 2∗t6- t3 ≤ 7

E12=


M12 : p2, p6 → 1

D12 :

 t6 ≤ 4
t2 ≥ 0
2 ≤ 2∗ t6- t2 ≤ 7

E13=

{
M13 : p6 → 1
D13 :

{
0 ≤ t6 ≤ 3

E14=

{
M14 : p2 → 1
D14 :

{
0 ≤ t2 ≤ 0

E15=

{
M15 : p3 → 1
D15 :

{
0 ≤ t3 ≤ 0

E16=

 M16 : p6 → 1

D16 :

{
0 ≤ t6
2∗t6 ≤ 7

E17=

{
M17 :
D17 : {

Figure C.1 – L’ensemble des classes du graphe exact GR Fig 4.1b)
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E0=



M0 : p1, p3, p4 → 1

D0 :



3 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t4 ≤ 2
t1- t3 ≤ 1
t1- t4 ≤ 3
t3- t1 ≤ 1
t3- t4 ≤ 4
t4- t1 ≤ -1
t4- t3 ≤ 0

E1=


M1 : p1, p4 → 1

D1 :


1 ≤ t1 ≤ 1
0 ≤ t4 ≤ 0
t1- t4 ≤ 1
t4- t1 ≤ -1

E2=



M2 : p1, p2, p3, p7 → 1

D2 :



1 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10
0 ≤ t3 ≤ 4
-4 ≤ t1- t2 ≤ 1
-1 ≤ t1- t3 ≤ 1
7 ≤ t7- t1 ≤ 9
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
-2 ≤ t2- t3 ≤ 5
6 ≤ t7- t3 ≤ 10

E3=



M3 : p1, p2, p7 → 1

D3 :



1 ≤ t1 ≤ 1
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10
1 ≤ t2- t1 ≥ 4
5 ≤ t7- t2 ≥ 8
9 ≤ t7- t1 ≥ 9

E4=



M4 : p2, p3, p5, p7 → 1

D4 :


0 ≤ t5 ≤ 0
9 ≤ t3+ t7 ≤ 11
7 ≤ t7 ≤ 9
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
0 ≤ t2

E5=


M5 : p1, p3, p7 → 1

D5 :

 t7 ≤ 8
7 ≤ t7- t1
9 ≤ t3- t1 + t7 ≤11

E6=



M6 : p2, p5, p7 → 1

D6 :



1 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t5 ≤ 0
9 ≤ t7 ≤ 9
1 ≤ t2- t5 ≤ 4
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
9 ≤ t7- t5 ≤ 9

E7=


M7 : p3, p5, p7 → 1

D7 :

 0 ≤ t5 ≤ 0
7 ≤ t7 ≤ 8
9 ≤ t7+ t3 ≤ 11

E8=


M8 : p2, p3, p6 → 1

D8 :


0 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
1 ≤ t3+ t2 ≤ 6

E9=


M9 : p2, p6 → 1

D9 :

 1 ≤ t2 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t2 ≤ 3

E10=


M10 : p3, p6 → 1

D10 :

 1 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t3 ≤ 3

E11=


M11 : p3, p6 → 1

D11 :


0 ≤ t3
t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t3
2 ≤ 2∗ t6- t3 ≤ 7

E12=


M12 : p2, p6 → 1

D12 :


t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t2
0 ≤ t2
2 ≤ 2∗ t6- t2 ≤ 7

E13=

{
M13 : p6 → 1
D13 :

{
0 ≤ t6 ≤ 3

E14=

{
M14 : p2 → 1
D14 :

{
0 ≤ t2 ≤ 0

E15=

{
M15 : p3 → 1
D15 :

{
0 ≤ t3 ≤ 0

E16=

 M16 : p6 → 1

D16 :

{
0 ≤ t6
2∗t6 ≤ 7

E17=

{
M17 :
D17 : {

Figure C.2 – L’ensemble des classes du graphe exact (méthode mixte) Fig 4.1b)
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E0=



M0 : p1, p3, p4 → 1

D0 :



3 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t4 ≤ 2
t1- t3 ≤ 1
t1- t4 ≤ 3
t3- t1 ≤ 1
t3- t4 ≤ 4
t4- t1 ≤ -1
t4- t3 ≤ 0

E1=


M1 : p1, p4 → 1

D1 :


1 ≤ t1 ≤ 1
0 ≤ t4 ≤ 0
t1- t4 ≤ 1
t4- t1 ≤ -1

E2=



M2 : p1, p2, p3, p7 → 1

D2 :



1 ≤ t1 ≤ 3
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10
0 ≤ t3 ≤ 4
-4 ≤ t1- t2 ≤ 1
-1 ≤ t1- t3 ≤ 1
7 ≤ t7- t1 ≤ 9
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
-2 ≤ t2- t3 ≤ 5
6 ≤ t7- t3 ≤ 10

E3=



M3 : p1, p2, p7 → 1

D3 :



1 ≤ t1 ≤ 1
2 ≤ t2 ≤ 5
10 ≤ t7 ≤ 10
1 ≤ t2- t1 ≥ 4
5 ≤ t7- t2 ≥ 8
9 ≤ t7- t1 ≥ 9

E4=



M4 : p2, p3, p5, p7 → 1

D4 :



0 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t5 ≤ 0
7 ≤ t7 ≤ 9
-4 ≤ t2- t3 ≤ 4
0 ≤ t2- t5 ≤ 4
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
0 ≤ t3- t5 ≤ 4
3 ≤ t7- t3 ≤ 9
7 ≤ t7- t5 ≤ 9

E5=



M5 : p1, p3, p7 → 1

D5 :



0 ≤ t1 ≤ 1
1 ≤ t3 ≤ 4
7 ≤ t7 ≤ 8
1 ≤ t3- t1 ≤ 4
7 ≤ t7- t1 ≤ 8
3 ≤ t7- t3 ≤ 7

E6=



M6 : p2, p5, p7 → 1

D6 :



1 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t5 ≤ 0
9 ≤ t7 ≤ 9
1 ≤ t2- t5 ≤ 4
5 ≤ t7- t2 ≤ 8
9 ≤ t7- t5 ≤ 9

E7=



M7 : p3, p5, p7 → 1

D7 :



0 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t5 ≤ 0
7 ≤ t7 ≤ 8
0 ≤ t3- t5 ≤ 4
3 ≤ t7- t3 ≤ 8
7 ≤ t7- t5 ≤ 8

E8=



M8 : p2, p3, p6 → 1

D8 :



0 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t3 ≤ 4
-4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t2 ≤ 4
0 ≤ t6- t3 ≤ 4
-4 ≤ t3- t2 ≤ 4

E9=



M9 : p2, p6, p7 → 1

D9 :



0 ≤ t5 ≤ 0
1 ≤ t3 ≤ 4
7 ≤ t7 ≤ 8
1 ≤ t3- t5 ≤ 4
3 ≤ t7- t3 ≤ 7
7 ≤ t7- t5 ≤ 8

E10=


M10 : p2, p6 → 1

D10 :

 1 ≤ t2 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t2 ≤ 3

E11=


M11 : p3, p6 → 1

D11 :

 0 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t3 ≤ 4

E12=


M12 : p3, p6 → 1

D12 :

 0 ≤ t3 ≤ 4
0 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t3 ≤ 4

E13=


M13 : p2, p6 → 1

D13 :

 0 ≤ t2 ≤ 4
0 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t2 ≤ 4

E14=


M14 : p2, p3 → 1

D14 :

 0 ≤ t2 ≤ 0
0 ≤ t3 ≤ 0
0 ≤ t3- t2 ≤ 0

E15=


M15 : p3, p6 → 1

D15 :

 1 ≤ t3 ≤ 4
4 ≤ t6 ≤ 4
0 ≤ t6- t3 ≤ 3

E16=

{
M16 : p6 → 1
D16 :

{
0 ≤ t6 ≤ 3

E17=

{
M17 : p2 → 1
D17 :

{
0 ≤ t2 ≤ 0

E18=

{
M18 : p6 → 1
D18 :

{
0 ≤ t6 ≤ 4

E19=

{
M19 : p3 → 1
D19 :

{
0 ≤ t3 ≤ 0

E2=

{
M20 :
D20 : {

Figure C.3 – L’ensemble des classes du graphe approximé par DBM G̃R ; Fig 4.2
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Class Marking Constraints Nc Ini,c

C0 p1p3p4 x0 ∅
C1 p1p4 2 ≤ x3 − x0 ≤ 2 ∅
C2 p1p2p3p7 0 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ∅
C3 p1p2p7 2 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ∅
C4 p2p3p5p7 0 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ; 3 ≤ x1 − x0 ≤ 3 ; 1 ≤ x1 − x4 ≤ 3 ∅
C5 p1p3p7 0 ≤ x4 − x0 ≤ 1 ; 2 ≤ x2 − x0 ≤ 3 ; 2 ≤ x2 − x4 ≤ 4 ∅
C6 p2p5p7 1 ≤ x1 − x4 ≤ 1 ∅
C7 p3p5p7 2 ≤ x1 − x4 ≤ 3 ; 2 ≤ x2 − x4 ≤ 3 ; 0 ≤ x2 − x1 ≤ 0 ∅
C8 p2p3p6 0 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ; 1 ≤ x5 − x4 ≤ 3 ; 3 ≤ x5 − x0 ≤ 3 In3,8 = [1 3]
C9 p3p5p7 0 ≤ x4 − x0 ≤ 1 ; 3 ≤ x1 − x0 ≤ 3 ; 2 ≤ x1 − x4 ≤ 3 ∅
C10 p2p6 1 ≤ x5 − x4 ≤ 1 ∅
C11 p3p6 3 ≤ x5 − x0 ≤ 3 In3,11 = [2 3]
C12 p3p6 3 ≤ x5 − x0 ≤ 3 ; 3 ≤ x2 − x0 ≤ 7 ; 0 ≤ x2 − x5 ≤ 4 In3,12 = [1 3]
C13 p2p6 1 ≤ x5 − x4 ≤ 3 ; 1 ≤ x3 − x4 ≤ 5 ; 0 ≤ x3 − x5 ≤ 4 ∅
C14 p2p3 2 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ; 7 ≤ x6 − x0 ≤ 7 ; 5 ≤ x6 − x4 ≤ 5 In3,14 = [1 3]
C15 p6 1 ≤ x2 − x5 ≤ 4 ∅
C16 p2 5 ≤ x6 − x4 ≤ 5 ∅
C17 p6 1 ≤ x3 − x5 ≤ 4 In3,17 = [2 3]
C18 p3 7 ≤ x6 − x0 ≤ 7 In3,18 = [2 3]
C19 p6 0 ≤ x3 − x5 ≤ 4 ∅
C20 p6 0 ≤ x2 − x5 ≤ 4 ∅
C21 p3 7 ≤ x2 − x0 ≤ 7 ∅
C22 p2 5 ≤ x3 − x4 ≤ 7 ∅
C23 ∅ x6 ∅
C24 ∅ x3 ∅
C25 ∅ x2 ∅
C26 p1p2p3p7 0 ≤ x4 − x0 ≤ 1 ∅
C27 p2p3p6 2 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ; 1 ≤ x5 − x4 ≤ 1 ; 3 ≤ x5 − x0 ≤ 3 In3,8 = [1 3]
C28 p2p3p5p7 2 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ; 3 ≤ x1 − x0 ≤ 3 ; 1 ≤ x1 − x4 ≤ 1 ∅
C19 p1p2p3p7 2 ≤ x4 − x0 ≤ 2 ∅
C30 p2p6 1 ≤ x5 − x4 ≤ 1 ; 1 ≤ x3 − x4 ≤ 5 ; 0 ≤ x3 − x5 ≤ 4 ∅

Figure C.4 – GraphC : Proposition de tableau de classes de l’ITPN FIG : 5.14b)
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Réseaux temporels Nti,k de ti à partir de Ck

Nt4,0, (x0, x4)=[0 2]
Nt1,2, (x0, x4)=[0 2],(x0, x1)=[3 3],(x4, x1)=[1 3]
Nt2,4, (x4, x1)=[2 3],(x4, x2)=[2 3],(x1, x2)=[0 0]
Nt5,7, (x4, x1)=[2 3],(x4, x2)=[2 3],(x4, x5)=[2 3], ,(x1, x2)=[0 0],(x1, x5)=[0 0],(x2, x5)=[0 0]
Nt3,11, (x0, x5)=[3 3],(x0, x3)=[4 7],(x5, x3)=[1 4]
Nt6,11, (x0, x5)=[3 3],(x0, x6)=[7 7],(x5, x6)=[4 4]
Nt3,17, (x0, x3)=[4 7],(x0, x6)=[7 7],(x6, x3)=[0 0]
Nt6,18, (x0, x5)=[3 3],(x0, x6)=[7 7],(x5, x6)=[4 4]
Nt′4,0, (x0, x4)=[0 1]

Figure C.5 – GraphC : Proposition de tableau d’arcs associée à la séquence σ1

de l’ITPN FIG : 5.14b)
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