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Introduction

Un probléme d’équations aux dérivées partielles consiste a se donner, en plus des équations
proprement dites, soit des conditions initiales soit des conditions aux limites soit les deux,
a voir si une solution existe, si elle est unique, si elle dépend régulierement des données et a
chercher des algorithmes de calcul. Nous parlons alors, suivant les différentes situations de
Cauchy bien posé ou de probléme bien posé au sens de Hadamard. Dans notre étude, nous
nous intéressons & un probléme de controle qui est la stabilité exponentielle de ’équation des
ondes avec conditions au bord de type Ventcel. Naivement un exemple type est le suivant,
on met un gateau dans un four, on se donne une température initiale et on chauffe durant
un temps 7', au bout de ce temps le giteau sera probablement soit pas assez cuit, soit brulé.
Le probleme de controle consiste & "se débrouiller pour faire ce qu’il faut afin d’obtenir un
"bon gateau"".

Historiquement les problemes de controle sont d’abord apparus dans des systémes
d’équations différentielles ordinaires; il s’agissait par exemple de déterminer des trajectoires
de missiles ou de satellites (Pontryagine (1961)). Mais treés vite d’autres mathématiciens
(J.L.Lions et A.B. Balakrishnan principalement) ont développé une théorie du controle des
équations aux dérivées partielles (paraboliques) et ceci pour plusieurs raisons :

(i)- L’analyse faite par J.L.Lions et G.Stampacchia des inéquations variationnelles four-
nissait un trés bon cadre fonctionnel pour une telle approche.

(ii)- Des exemples pratiques se sont présentés; B.Bardos pense que I'un des premiers
exemples ([2]), se trouve étudié¢ dans le cadre d’un contrat entre L’INRIA(1) et L’IRSID(2);
(il s’agissait de controler la forme de la surface libre séparant les phases liquides et solides
d’un métal dans un haut fourneau).

(iii)- Dés que le nombre de degré de liberté est important (et c’est ce qui se passe dans
le guidage d’un satellite) le traitement numérique du systéme discret ressemble & celui d’un

systéme continu. Ainsi des progrés dans la compréhension et le traitement des systémes
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continus s’aveérent étre utiles pour ’approche des problémes discrets a grand nombre de
degrés de liberté.

Pour des problémes continus nous parlerons de contréle distribué. Tant a cause des outils
mathématiques que des problémes pratiques posés, les premiers exemples continus étaient
avant tout des problémes essentiellement paraboliques ( I’exemple du gateau ). Nous en
trouvons une description assez exhaustive dans le livre de J.L.Lions [19].

Plus récemment sont apparus des problems de nature hyperboliques. Il s’agit d’empécher
par exemple les vibrations dans de grandes structures flexibles des robots ou des antennes
de véhicules spatiaux. Et c’est ce second type de problémes qui est a I'origine des développe-
ments les plus importants de la théorie. La NASA a participé a l'organisation d’un "work-
shop" (Blacksburg 1984) ou ont été définis des problémes mathématiques modeles dont la
compréhension devait aider a résoudre certains problémes pratiques d’utilité courante. Nous

en trouverons une description dans 'article de L.X.Taylor et A.B.Balakrishnan(cf. [30]).

0.1 Note historique sur la notion de stabilisation ex-

ponentielle de I’équation des ondes

Cette section a pour but de rappeler les travaux principaux sur la décroissance exponentielle
de I’énergie d’un systéme gouverné par des équations aux dérivées partielles ( appelé systéme
distribué ).

Cette notion a pris, sous linfluence des travaux de D. L. Russell (cf. [28]) le nom de

stabilisation frontiére ou interne exponentielle.

0.1.1 Stabilisation frontiére d’un exemple modéle

Soit © un domaine borné de R”, n > 2, dont la frontiére est I' = 9 est de classe €>.
On désigne par v le champ unitaire normal a la frontiére I' extérieur a €2, et par 0, ’opérateur
de dérivation dans cette direction.

On appelle stabilisation frontiére de I’équation des ondes dans (), avec une condition de
dirichlet homogéne et une condition de Newmann non homogéne considérées respectivement
sur I'g et 'y, ou (I'g, I'1) est une partition de I, la donnée d’un opérateur (appelé opérateur
de feedback frontieére )

F:VxH—K
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ou V, H, K sont des espaces de fonctions ou de distributions, tels que I’énergie associée a la

solution du probléme

((uy —Au = 0 dans Q2 x R™
u =0 sur ['p x R
o,u = F(u,uy) surT'y x RY
uw(x,0) = u° dans Q

| w(z,0) = ot dans Q

décroisse de maniére exponentielle quand ¢ — 400, et ceci pour tous ug, u; pris dans des

espaces convenables.

Remarque 0.1.1 Le probléme de stabilisation frontiére consiste & exhiber un opérateur de

feedback frontiére de telle sorte que l’énergie E(t) du systéme vérifie
E(t) < Cexp(—pt), vt > 0.
ou C et B sont des constantes positives. [3 est appelé taux de décroissance de ’énergie.

Définition 0.1.1 On définit aussi la notion d’opérateur de feedback interne

(ov V H, K sont des espaces de fonctions ou de distributions), ensuite on s’intéresse au

comportement asymptotique de l’énergie associée au probléme

.

uy — Au = G (u,u) dans Q x RT
u =0 sur 'y x R*
oyu = F(u,us) surTyxR*
u(z,0) = u° dans Q

[ w(z,0) = u dans

Remarque 0.1.2 A vrai dire la notion de stabilisation frontiére n’est pas propre aux con-
ditions de Dirichlet homogéne et Neumann non homogéne, ni méme a [’équation des ondes;
on peut se poser ce genre de probléme pour tout systéeme évolutif, avec conditions aux limites

choisies de sorte que le probléme soit bien posé.
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0.1.2 Note historique

On a vu ci-dessus que les problémes de stabilisation exponentielle, que 'on peut se poser
pour les systémes évolutifs, consiste a trouver un opérateur de feedback frontiére ou in-
terne de sorte que 1’énergie du systéme décroisse en exponentielle. On va rappeller, d’une
maniére breve les différentes phases qu’a connues la notion de stabilisation exponentielle,

sans vraiment rentrer dans les détails, ou prétendre que cet apercu historique soit exhaussif.

Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant ’expression explicite de la solution obtenue par séparation des vari-
ables de I’équation des ondes dans un domaine non borné de R?, C. Wilcox (cf. [32]) a réussi
a montrer que I’énergie, locale, décroit de maniére exponentielle quand le temps tend vers
Iinfini.

Sous les hypothéses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S .Morawetz
(cf.[25]) a montré que I’énergie locale, décroit comme l'inverse du temps.

En combinant leurs méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips (cf. [17])
ont prouvé en 1963, que I'énergie locale associée a la solution de I’équation des ondes dans
un domaine de R?, extérieur & un domaine étoilé, décroit de maniére exponentielle quand le

temps tend vers l'infini.

Les travaux de G. Chen et de J. Lagnese

En se basant sur les travaux de C. S. Morawetz (cf. [25] et [29]) sur I’équation des ondes
dans un domaine extérieur, D. L. Russell a conjecturé, en 1974, un phénomeéne analogue

pour ’équation des ondes dans un domaine borné.

Enoncé de la conjecture (cf. [29])

Soit 2 un domaine borné de R, s’il existe un poit z, € R”, extérieur a Q tel que le bord

de €2, noté I', admette une partition vérifiant la condition géométrique suivante :
m(z).v(z) <0, pour tout = € I'y.

ou :
1. v(x) désigne la normale unitaire extérieur a €.

2. m(x) =x —x9, pour tout z € R",

3.T=ToUrly, TynT; =0.
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alors il existe deux constantes, C' et w positives telles que I’énergie associée au systéeme

évolutif
[ uy — Au = 0 dans Q xRT"
u = 0 surlygxR*
a(zr)du+u = 0 surlp xRT (0.1.1)
u(z,0) = u® dans Q
[ w(z,0) = u! dans Q

ou € L>®(T), et a(z) > g >0, Vz € 'y, vérifie I'inégalité suivante :
E(t) < Cexp (—wt), vt > 0.

En 1977, J. P. Quin et D. L. Russell (cf.[27]) sont parvenus a montrer, sous les hypothéses
de la conjecture de Russel, I'inégalité

C (E(0))

vt > 0. 1.2
1+1¢ - (0.1.2)

E(t) <

J

mais malheuresement, ils n’ont pas réussit & montrer que C' (E(0)) vérifie
C(E(0)) < k.E(0). (0.1.3)

ol k est une constante qui ne dépend ni de F(0) ni de temps.
Il est intéressant de savoir qu’a partir de (0.1.2) et (0.1.3) on peut déduire la décroissance
exponentielle de F(t) par une simple application des propriétés des semi-groupes (cf.[17]).
Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell, a été obtenu en 1979 par
G. Chen (cf.[5]), en partant des hypotheses suivantes :

il existe un point xg € R” tel que :

m(z).v(z) <0, pour tout = € I'y (0.1.4)

m(z).v(x) > v >0, pour tout = € I'y.
1- v(x) désigne le champ unitaire normal extérieur a €.
2- m(x) = = — wo, pour tout z € R".
3-I'=TquUl}.

Ensuite, en adaptant les techniques, en particulier la technique des multiplicateurs,
utilisées par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U.R alston, dans les domaines extérieurs,
G. Chen (cf. [6]) a pu alléger les hypothéses (0.1.4) , ces résultats ont été améliorés par J.
Lagnese (cf. [13]), en 1983, sous 'hypothese :
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il éxiste un champ de vecteur h € (> (ﬁ))n tel que :

h(z).v(x) <0, pour tout z € [y

h(z).v(xz) >~y >0, pour tout = € I'y.

Oh;
817]'

. oh; . , o . =
la matrice < + 3—;> est uniformément définie positive sur 2.

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, 1. Lasiecka et R.
Triggiani (cf.[16]) ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour 'équation des
ondes avec une condition de Dirichlet non homogéne sur tout le bord I'.

Ils font appel & un opérateur de feedback frontiére donnée par :

F(u,u;) == —b% (Guy) sur I'.

oube L*(T), et b(z) > by >0, pourtout z €I, et G est 'inverse de I"isomorphisme
suivant :

(=A): H*(QNH (Q) — L?*(Q)
quon note G = (—A)™".

Dans tous les travaux, dans un domaine borné, cités ci-dessus l'inégalité
) 9

E(t) < Cexp(—wt), vt > 0.

[e.9]

a été obtenue, a partir d’une estimation sur E(t)dt , en utilisant un résultat da a R.
0

Datko (cf. [7]) et A. Pazy (cf.[26]), malheureusement ce théoréme prouve lexistence des

constantes C' et w sans donner des estimations explicites.

On remarquer que lorsque la frontiére I' est réguliére, la condition (0.1.4) exige que
Nl =2 (0.1.5)

donc si I'g # @, les résultats obtenus par Chen, ou Lagnese, ne peuvent étre appliqués aux

domaines ayant un bord connexe.

Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition (0.1.4) de G. Chen en la
remplacant par

m(z).v(x) > 0, pour tout = € I'y.
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donc permettant, en principe, de généraliser les résultats de Chen et Lagnese aux domaines &
bords réguliers et connexes, mais au prix de remplacer la condition aux limites, du probléme
(0.1.1) , sur I’y x RT par

D, u = —m.vV Uy, Iy x RT.

SiT' = 00 satisfait a la condition (0.1.5) , alors pour tout n > 2, la méthode de Komornik
et Zuazua (cf.[11]) donne, d’une maniére simple des estimations explicites pour C' et w en
fonction de la géométrie de €2 et x;.

Leur pprocédé devient inapliccable dans le cas général ou
ToNl #2 (0.1.6)

car dans ce cas la régularité des solutions n’est plus suffisante pour justifier I’application
de la méthode des multiplicateurs.

Cependant, la méme année (1987), P. Grisvard est parvenu a montrer (cf. [8]) que,
au moins pour n < 3, l'identité fondamentale, sur laquelle est basée la thechnique des
multiplicateurs de Komornik et Zuazua, devient une inégalité qui est suffisante pour mener
les calculs & bout et obtenir une décroissance exponentielle de I’énergie, avec des estimations
explicites pour C' et w.

Le cas n > 4, sans 'hypothése (0.1.5) reste ouvert; & moins que 'inégalité de Grisvard
ne puisse étre prouvée dans ce cas; alors le procédé de stabilisation de Komornik et Zuazua

peut étre appliqué avec efficacité.
Remarque 0.1.3 Grdce a la simplicité de opérateur de feedback
F(u,u) = —m.vuy (0.1.7)

la technique des multiplicateurs a pernis d’obtenir des estimations sur C et w, dans le but

d’améliorer le taux de décroissance w, certains auteurs ont proposé l’opérateur
F (u,u;) = —bm.vu, (0.1.8)
ou b est une fonction, définie sur I'y a choisir convenablement.

En effet, dans certais cas, il a été possible d’améliorer légérement le taux de décroissance
w, cepandant, J.Lions a signalé (cf.[21] page 47) que D. H. Wagner a montré (formellement)
que méme lorsque b — +o00, le taux w(b), obtenu & partir du feedback (0.1.8) ne croit pas

indéfiniment.
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Remarque 0.1.4 E.Zuazua a montré (cf.[33]) que lopérateur de feedback F (u,u;) = —m.vuy
ne satisfait pas la propriété de robustesse, c’est a dire que la propriété de stabilisation est

perdue sous certaines perturbation continues du support du feedback; cependant l’opérateur
F (u,uy) = —m.v [uy + ol avec o > 0. (0.1.9)

est robuste grace a la présence du terme am.v X u ; d’autre part le fait que o > 0 exclut

lexistence de solution stationnaire non triviale.

Remarque 0.1.5 (retour & la conjecture de Russel)

En 1978, Russel insista bien (cf.[28]) sur le fait que U'hypothése (0.1.4) suffit a elle
seule pour obtenir la stabilisation du systéme (0.1.1) et que toute autre hypothése sur Q
constitue une restriction géométrique inutile; en effet par exemple la condition (0.1.4) exclut

les domaines a bord connezes.

J.Lagnese a remarqué que |'utilisation d’un feedback de la forme
F (u,u;) = m.vF [uy, u] (0.1.10)

sur le bord permet d’enlever, au moins formellement, ’hypothése (0.1.5) dans certains

problémes de stabilisation de systéme élastodynamiques ou de plaques vibrantes.

Les travaux de J. L. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous les
systémes linéaires réversibles exactement contolables.

Son procédé repose essentiellement sur la théorie du controle optimal et la méthode de
pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode explicite pour construire l'opérateur de
feedback, ni d’estimation sur le taux de décroissance de ’énergie.

Le but de notre travail est de chercher un feedback intérieur ou un feedback frontiére
sur une partie du bord du domaine qui rameéne le systéme a ’équilibre au bout d’'un temps
infini.

Ce travail a eu pour point de départ le travail de Mr Medjden (cf.[22]).

Les problemes de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs tangentiels de
méme ordre que 'opérateur principal.

Ces problémes interviennent dans la modélisation de nombreux phénomeénes :

e Mécanique comme 1’élasticité.

e Physique comme les processus de diffusion.
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Les conditions de Ventcel sont obtenues par des méthodes asymptotiques.
La condition
ou— Aru =g surl}y (0.1.11)

pour I’équation
—Au+u=f dans () (0.1.12)

a été introduite par Ventcel pour des processus de diffusions (c¢f.[31]). Elle fait intervenir
des dérivées tangentielles d’ordre deux. Elle modélise ’échange thermique du corps {2 avec
le milieu ambiant en présence d’une pellicule fine, trés bonne conductrice, sur la surface du
corps.

Soit 2 un ouvert borné de R? de frontiere I' de classe C?; on considére une partition

{T'0,T'1} de T telle que :

IF=ToUl etTyNT; =@, mes; >0 et mes [y > 0. (0.1.13)

Le probleme étudié est ’équation des ondes avec condition au bord de type Ventcel.

(

Uy — Au = f(u,u;) dans Q x Rt
u =0 sur 'y x R™
Ou—Aru = —g(u,uy) sur 'y x RT (0.1.14)
u(z,0) = u° dans Q
[ u(,0) = u! dans Q

Nous traitons le cas linéaire.

Soit V' D’espace défini par :
V={veH (Q),v=0surly, vr, € H' (I'1)} (0.1.15)
muni de la norme suivante :

||v|!2v=/|W|2da:+/|vTv|2dr (0.1.16)
Q I

Une étude spectrale a montré, par une application du théoréeme de Rouché, que le probleme

(0.1.14) n’est pas exponentiellement stable (cf.[9]).
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Nous considérons le probléme avec un feedback frontiére avec mémoire

(

Uy — Au = —auy dans Q x R

U =0 sur 'y x R
¢

Ou—Aru = —buy — /h(t — s)Aqu(s)ds sur I'y x Rt (0.1.17)
0

u(z,0) = u° dans Q

uy(z,0) = ! dans Q

\
avec a,b > 0 et h une fonction décroissante de classe % (RT), et le probléme avec un

feedback intérieur avec mémoire

( t
uy —Au = —auy — /h(t — s)Au(s)ds dans Q x Rt
0
u =0 sur 'y x R™ (0.1.18)
Ou—Aru = 0 sur I'; x R
u(z,0) = u’ dans Q
us(z,0) = ! dans Q

\
avec a > 0 et h est une fonction décroissante de classe C? (R*) nous permet de montrer que
le probleme de Ventcel est exponentiellement stable.

Notre travail se compose de quatre chapitres.

e Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux rappels, de quelques notions
de base d’analyse fonctionnelle.

e Dans le second chapitre, nous reprenons la démonstration de ([9]) pour montrer que le
feedback naturel n’est pas suffisant pour assurer la décroissance exponentielle de I’énergie
associée au probléeme de I’équation des ondes avec condition au bord de type Ventcel .

e Dans le troisiéme chapitre, nous donnons une fonction de Lyaponauv qui permet de
montrer la décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire.

Ce chapitre comporte troix sections :

1- Dans la premiére section, on étudie l'existence, 'unicité et la régularité de la solution.

2- Dans la deuxiéme section, on montre que le probléme de 1’équation des ondes avec
condition de Ventcel est exponentiellement stable par un feedbak frontiére avec mémoire, et
par des dissipations interne et frontiére par le feedback naturel.

3- Dans la troiseme section, on montre que 1’équation des ondes avec condition au bord
de Ventcel est exponentiellement stable par un feedback frontiére avec mémoire, et par une

dissipation frontiére par le feedback naturel.

10



0.1. Note historique sur la notion de stabilisation exponentielle de I’équation des ondes

Cette section est constituée d’une sous-section ot on montre que la dissipation produite
par le feedback frontiére avec mémoire est suffisante pour la décroissance exponentielle de
I’énergie.

e Dans le quatriéme chapitre, nous procédons de la méme fagon que le troisiéme chapitre
par un feedback intérieur avec mémoire et par une dissipation interne par le feedback naturel.

Ce chapitre comporte troix sections :

1- Dans la premiere section, on étudie ’existence, 'unicité et la régularité de la solution.

2- Dans la deuxiéme section, on montre que le probléme de 1’équation des ondes avec
condition de Ventcel homogene est exponentiellement stable par un feedbak intérieur avec
mémoire et par une dissipation interne par le feedback naturel.

3- Dans la troiséme section, on montre que la dissipation produite par le feedback in-

térieur avec mémoire seule est suffisante pour la décroissance exponentielle de 1’énergie.
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1

Rappels généraux et définitions

1.1 Rappels sur les distributions

Définition 1.1.1 L’espace D Nous appellerons ( D ) l’espace vectoriel des fonctions

complezes ¢ de n variables réelles, indéfiniment dérivables et a support compact.

Définition 1.1.2 Les espaces topologiques (Dy) Nous appellerons (Dy) le sous-espace
de (D) formé des fonctions ¢ ayant leur support dans le compact K de R". Nous allons
mettre sur (Dy) une topologie plus fine que la topologie induite par (¢y). On dira que des
fonctions ¢; € (Dy) convergent vers 0 dans (Dy), si les fonction o, convergent vers 0
uniformement sur R™, ainsi que chaqune de leurs dérivées. Autrement dit, pour chaque
systéme fixée d’entiers p1 > 0, py > 0,...p, > 0, les dérivées

op1+p2t..pn

(Ox1)P1(Oxg)P2...(Oxy, )Pr i

X1, T, ...y

convergent vers 0 uniformement par rapport & x1,Ts,...x,.Cette topologie est définie par la

famille des semi-normes N, :

Ny(p) = sup |DP(x)|, oup=(p1,p2,..-Pn)-
xeR”

Définition 1.1.3 Les distributions. Une distribution T est alors une forme linéaire sur

(D), dont la restriction & chaque (Dy), K compact de R™, est continue.
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1.2. Espaces de Sobolev

1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.2.1 On dit qu’une distribution T de D' (Q) est dans LP ()" (1 < p < o)

S’il existe une classe de fonctions u de LP (2), telle que :

(T, @) = /u(m)go(x)dx, pour tout p € D () (1.2.1)
Q

Définition 1.2.2 On appelle espace de Sobolev d’ordre m (m entier ) sur € l’espace
H" () ={vel?Q); 0vel*( ), |a|<m}

On munit H™ () du produit scalaire

(u,0),,.0 :/ Z 0“ud®v | dx (1.2.2)
o

la|<m

et on note

N|=

‘vlm,Q = (U7 U)m,ﬂ

la norme correspondante.

Pour m =1, on a:
Hl(Q):{UEL2(Q); —

muni de la norme suivante :

Comme on peut aussi définir les espaces de Sobolev H™ (£2) (€2 un ouvert borné de R™) pour

m un reel non entier positif

Définition 1.2.3 Soit m > 0 un reel. On note [m] sa partie entiére et s = m — [m] sa
partie fractionnaire.

a) pour 0 < m < 1, on définit ’espace H™ () par :

2m+n

H™(Q) = UEL2(Q);/ |v|<x)_—v(y)|2dxdy<oo
) e =yl

munit de la norme suivante :

N

: olz) = o)
e L et
]
QQ

13



1.2. Espaces de Sobolev

b) pour m > 1, on définit ’espace H™ () par :
H™(Q) ={ve HM™(Q); D% € H*(Q), Va,l|a| = [m] }

munit de la norme suivante :

NI

5 |Dv(z) — D*v(y)|?
V0 = 9§ IVl @ + Z / = — g dxdy
lal=lm] "5, y

Théoréme 1.2.1 L’application trace

Yo: HY(Q) — Hz (I =09)

v — vr

est linéaire continue et surjective.

Proposition 1.2.1 L’espace H 3 (I") est un espace de Hilbert pour la norme

inf v (1.2.3)

ul. .1 ==
||H2(F) veHL(Q), Sov=u

Définition 1.2.4 On suppose que §2 est un ouvert borné de R™ de frontiére 090 = " de

classe €' par morceaux. Alors Hi (Q) est le noyau de &y, application trace sur T de H' (Q)
dans Hz () , i.e., HE (Q) = {v e H' (Q); dgv =0} .

Théoréme 1.2.2 D () est dense dans H; ().

Inégalité de Poincaré
Soit 2 un ouvert borné dans une direction. Il existe une constante ¢ dépendante du

diameétre de 2 telle que :
Vu € Hy () |U|H1(Q) <c ||VU||L2(Q) : (1.2.4)

On note H~'(Q) le dual de H] (), espace de Hilbert pour la norme duale suivante :

(f, U>H*1(Q)><Hé((2)

]f|717Q = sup (1.2.5)

vEH (), v#£0 ‘Ull,ﬂ

Du fait que D (2) est dense dans H} (2). On peut identifier les éléments de H~! (Q2) a

des distributions. On dit alors que H ! (Q) est un espace de distributions.
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1.2. Espaces de Sobolev

Théoréme 1.2.3 Soit U un espace défini par :
U={ue H (Q), Aue L*(Q)}

alors application
v: U — H2(T)
u ou.v

est linéaire continue.

/
avec H™2 (T) = (H% (F)) :
Définition 1.2.5
H?(Q) = {v e H' (Q) ;pour toutes les dérivées d’ordre 2, 9°v € L*(Q)}

On note

1
v]p0 = (M?Q + Z Ha%Hi?(Q)) 2

la norme correspondante.
Théoréme 1.2.4 D (Q) est dense dans H* ().

Théoréme 1.2.5 L’application trace
v : H2(Q) — Hz (I =09)
v — Vou.v

est linéaire continue et surjective.

La formule de Green pour le Laplacien

Vu e H*(Q), Yv € H' (Q), / Auvdr = — / VuVodz + / d,uvdr. (1.2.6)
Q r

ou d,u = 7y,u est la dérivées normale de u sur 92 =T
Théoréme 1.2.6 HZ () ={ve H*(Q); dov =0 et §v = 0}

On désignepar H 2 () le dual de HZ ().

Comme D () est dense dans HZ (Q), H~2(Q) est un espace des distributions.
Inégalité de Poincaré

Soit €2 un ouvert borné dans une direction. Il existe une constante ¢ dépendante du

diameétre de €2 telle que :

Vo € Hy (), |U‘H2(Q) <c ||A“||L2(Q) : (1.2.7)
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1.3. Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

Définition 1.2.6 L’espace
HP (Q)={ue D (Q)/Npe 2(Q), puc H"(Q)} (1.2.8)
est muni de la famille de semi-normes suivante :
Py (u) = |oul g gy » e D). (1.2.9)
Proposition 1.2.2 Les injections suivantes sont a image dense

D(Q) — H™ (Q) — D' (Q) (1.2.10)

1.3 Rappels sur les opérateurs et les semi-groupes

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Banach.
Définition 1.3.1 Un opérateur (linéaire) A dans X est dit dissipatif si on a :
Yu € D(A), YA >0, [[u— Nu| > ||ul|. (1.3.1)

A est dit m-dissipatif si A est dissipatif et pour tout X > 0, l'opérateur I — \A est surjectif,
c’est a dire :

Vie X, YA>0, Jue D(A), I—-XA)u=f (1.3.2)

Dans ce paragraphe, on suppose que X est un espace de Hilbert, dont on note ( ,) le

produit scalaire. Si A est un opérateur linéaire dans X de domaine dense, la formule :
G(A") = {(v, ) € X x X, Y(u, ) € G(A), (v, f) = (p,u)} (1.3.3)
deéfinit un opérateur linéaire A*(I'adjoint de A) de domaine :
D(A*)={ve X, Jc¢>0, |(Au,v)| <cllul|, Vue D(A).} (1.3.4)
et on a:
(A*v,u) = (v, Au), Vv € D(A"), Vue D(A). (1.3.5)
Proposition 1.3.1 A est dissipatif dans X si et seulement si (Au,u) <0, VYu € D(A).

Définition 1.3.2 Soit A : D(A) — X un opérateur linéaire non-borné. On dit que :
1) A est monotone si :
(Au,u)y >0, VYue D(A). (1.3.6)

2) A est mazimal si lapplication :
(I-—A): DA — X

. U (1.3.7)

est surjective.
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1.4. Problémes variationnels abstraits

1.3.1 Semi-groupe engendré par un opérateur m-dissipatif

Soit Z un espace de Hilbert, L(Z) ensemble des applications linéaires et continues sur Z.

Définition 1.3.3 Un semi-groupe continu (fortement) sur Z est une fonction
T: RY — L(Z)
t — T(t)

qui vérifie les propriétés suivantes :

1-T(0) = 1.

2-T(t+s)=T{t)T(s), pour toutt, s> 0.

3- tl—i% |T(t)z — z|| =0, pour tout z € Z.

On dit que {T'(t), t >0} est un semi-groupe de classe €° ou €°—semi-groupe.

Théoréme 1.3.1 Soit {T'(t), >0} un €°—semi-groupe sur un espace de Hilbert Z.
Ona :
1- Il existe (AM > 1) , (Jw > 0) telle que:

IT(t)]] < Mexp(wt), pour toutt > 0.

2- Soit wy = glg (G ||T®)]), ona :

) 1
w =t ()
wy est appelé le type du semi-groupe T(t).

Définition 1.3.4 Le générateur infinitésimal

Soit {T(t), t > 0} un €°—semi-groupe sur un espace de Hilbert Z.

Le générateur infinitésimal de {T'(t), t > 0} est lopérateur non borné en général défini
par :

D(A) = {z € Z; tl_i)n&% ewiste.}

et

Az = lim %, z € D(A)

t—0

1.4 Problémes variationnels abstraits

Soit X un espace de Hilbert sur R, de norme |||/, de dual X’ de norme duale ||.||, :
vreX, Ifl,= swp 12 (1.4.1)
veX, w0 ||V
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

Soit a une forme bilinéaire sur X x X et [ un élément de X’. On pose le probléme :
Chercher u € X tel que :
Vo e X, a(u,v)=1(v). (1.4.2)

Lemme 1.4.1 (Lax Milgram). On suppose que a est continue et coercive sur X x X :

c’est a dire qu’il existe des constantes positives M > 0 et a > 0 telles que :

YVoe XVue X a(uv) < Mlul|lv

) (1.4.3)
Yo e X a(v,v) > alv|”.
Alors le probléme (1.4.2) a une solution unique u et :
1
< — ||l . 1.4.4
lull < =~ 2. (1.4.4)

c’est a dire que Uapplication uw —— | est un isomorphisme de X sur X'.

1.5 Rappels sur la géométrie différentielle pour les sur-

faces

On s’intéresse dans ce paragraphe aux notions fondamentales permettant de calculer la
dérivée d’une fonction, d’'un champ de vecteurs, oti d'un endomorphisme définis sur une

surface.

1.5.1 Paramétrisation

Soit I" une surface plongée dans I’espace R? dans lui-méme rapporté 4 une base orthonormée,

on transforme un ouvert I du plan (O, el 52) en la surface I' par une carte réguliere ¢ =

(1, Pa: P3)-

1.5.2 La normale et le plan tangent

En chaque point m de I'; on définit deux vecteurs tangents a I' par :

0

g () = a—g (¢ (m)) a=1,2 (1.5.1)
Les vecteurs a; (m) et ag (m) sont supposés linéairement indépendants. La normale unitaire
a I en chaque point m est définie par :

ay N a9

(1.5.2)

rom)=1V—-—
(m) a1 A aq|

ol A (respectivement ||.||) désigne le produit vectoriel (respectivement la norme euclidienne).

Le plan tangent & I" en m engendré par les vecteurs a; (m) et ag (m) est noté T,, (T').
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.3 Base duale

En générale, la base {a, (m)} = {a1 (m),az(m)} du plan tangent 7, (I') n’est ni
orthogonale, ni normée. On est donc amené a utiliser la cobase ou base duale notée
{a® (m)} = {a' (m),a®(m)} définie par :

a® (m) .ag (m) = 43 (1.5.3)

ol d3 est le symbole de Kronecker, a, 3 = 1,2.
a® (m), o = 1,2 est une forme linéaire sur le plan tangent, mais on peut l'identifier avec un

vecteur du plan tangent.

1.5.4 Tenseur métrique
On définit le tenseur métrique de la surface I" associé a la carte ¢ par :
9gap = (a0, ap) o, =12 (1.5.4)

ou (,) désigne le produit scalaire dans R3. On note |g| le déterminant de ce tenseur.

1.5.5 Le transposé d’un vecteur

Soit ¢ = q'a; + ¢*as un vecteur arbitraire du plan tangent Tj, (T') ; on lui associé par le

produit scalaire de R?® une forme linéaire (vecteur transposé) :
R | 2
7= qa +qa”. (1.5.5)

Les ¢* sont les composantes contravariantes et les g, sont les composantes covariantes.
On a :

o = 9o1q" + Ja2q’ a=1,2. (1.5.6)

En effet :
On a :

q.a, = q[gaﬂ.aa = q56§ = (q
d’ou :

G = (¢,00)
= gaﬁqﬁ
= ga1q" + Ga2d’ a=1,2.

ou (.,.) désigne le produit scalaire usuel de R3.
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.6 Dérivation sur une surface

Dérivation d’une fonction scalaire
Soit f une fonction définie sur I' et suffisamment réguliere ; sa dérivée est une forme

linéaire sur ’espace tangent définie par :

8f—z2:ﬁa“—22:faa (1.5.7)
" _azlaga _azl " -

Le transposé de 0y, f noté 0,,f est un vecteur appelé gradient tangentiel de f défini par :

2
Onf = ¢"aa=Vrf (1.5.8)
a=1

avec :
a,B af
Zg agﬂ ;g [

ot g*? est le tenseur métrique dual de g,z tel que :
2
> "% gp, = 65 o, pp=1,2 (1.5.9)

1.5.7 Dérivée d’'un champ tangentiel

Soit gr un champ régulier de vecteur tangent a I :
meT — gr (m) =q" (m)ay (m) € Tp, (m).

On définit la dérivée de g sur I" par :

mQT Z aQT a”

c’est un endomorphisme qui applique le plan tangent dans R? et non pas dans le plan tangent

lui méme.

1.5.8 Dérivée d’un champ normal

On note par ¢,v le champ normal ; on a par définition :

am (QVV) = VamQV + qu-amy (1510)
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

1.5.9 Expression de la divergence
Expression de la divergence d’un champ de vecteurs sur une surface I'

La divergence du champ de vecteurs tangents a I :
qr = q'a1 + ¢°as
est un champ scalaire défini sur I" par :
/div (qr) zdm = — / Omzqrdm pour tout z € D (T). (1.5.11)
r r

ou D (I') désigne ’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I' & support compact
(le support d’un fonction est le complémentaire du plus grand ensemble ouvert sur lequel

elle est identiquement nulle).

Expression de la divergence d’un champ d’endomorphisme sur une surface I

Désignons par ¢, un champ d’endomorphismes du plan tangent a la surface I'.

Posons :
(0%
¢, =¢ B.QB Qo
(on a utilisé la convention de sommation par indice répété).

La divergence tangentielle du champ ¢, est un champ de formes linéaire sur 7, (I'), noté

div(, et défini par :
/dz’v(t.qum =— / tra (C,-mOmqr) dm pour tout gr € D (I, T(I"))  (1.5.12)
r r

try désigne la trace d’'un endomorphisme du plan tangent dans lui méme et D (I, T (T'))
désigne l'espace des champs tangents a I' dont les composantes dans la base de T, (I') sont

{an} =12 sont dans D (T').
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1.5. Rappels sur la géométrie diftérentielle pour les surfaces

Définition 1.5.1 feedback La rétroaction (on utilise aussi cour@ment le terme anglais:
feedback), est Uaction en retour d’un effet sur le dispositif qui lui a donné naissance, et
done, ainsi, sur elle-méme. C’est a dire que la valeur de sortie (a4 une date antérieure) fait

partie des éléments de la commande du dispositif.

Remarque 1.5.1 La discipline qui étudie systématiquement les rétroactions est nommée
automatique .

Les rétroactions sont trés importantes dans de nombreuxr domaines car :

° une rétroaction positive amplifie le phénoméne.
° une rétroaction négative le réduit, provoque un amortissement.
° la rétroaction peut avoir un effet variable (la rétroaction est parfois positive, parfois

négative) selon les conditions et notamment selon le délai de transmission (paraméttre im-
portant) et linertie du systéme, ce qui induit des effets trés variés (cycle, comportement

chaotique, etc.).
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2

Insuffisance du feedback naturel

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous montrons dans le cas de ’équation des ondes avec des conditions aux
limites de Ventcel sur une partie I'y du bord et de Dirichlet homogéne sur 'autre partie I'y.

(

Uy — Au =0 dans  x R*
u =0 sur 'y x RT
du—Aru = —up sur 'y x RY (2.1.1)
u(0) = u° dans Q
L u(0) = u'! dans Q

que le feedback naturel (ici(—u,)r,) n’assure pas une dissipation suffisante de 1’énergie pour

permettre sa décroissance exponentielle.

On a:
I'NTy=@; mesT; #0, mesy#0, et Iy ULy =099 (2.1.2)

On désigne par v le champ unitaire normal a la frontiére I' extérieur a €2, et par 9, ’opérateur
de dérivation dans cette direction. On note par Jr la dérivée tengentielle.
On sait que si v est une fonction réguliére, le vecteur transposé de Orv est le gradient

tangentiel de v et sera noté par Vyv. On a :

1) VYv=Vyv+dvrv, surly
2)  Apv=divy Vyu, surIy

Soit V' I'espace définit par :

V= {’UG H! (Q),UPO =0et ur, EHl (Fl)}
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2.1. Introduction

muni de la norme suivante :

Joll?, = /|Vv|2d:p+/|VTv|2dF

Q '

Proposition 2.1.1 La norme ||.|| est équivalente & la norme suivante :

ol = | [ 190 o+ [ (9ol + o) ar

Q I't

posons z = (u, uy) , alors :

Uy Uy 0 I U
dz _ = = = Az
s-()- () - (20)(2) o3

avec

De domaine :
D(A) = {(v,u) € V x V,Av € L* (Q);9,v — Apv =0, sur I'y.}

Proposition 2.1.2 On a v € H* (Q) et Au € L*(Q), alors on peut définir ,v comme
elément de H=2 (T'y) .

On considere A I’opérateur non borné de domaine :
D(A) = (v,u) eV xV, AvelL?(Q);
0,0 —Arv+u=0, surl}y.

défini sur Z =V x L* () par :
A(v,u) = (u, Av)

A est a résolvante compacte; ses valeurs propres sont isolées ayant oo comme seul point

d’accumulation possible.

Proposition 2.1.3 1- A engendre un semi-groupe contractant; ses valeurs propres sont a
partie réelle négative.

2- A engendre un semi-groupe unitaire, ses valeurs propres sont 1maginaires pures.
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2.1. Introduction

Preuve. 1- On sait que si un opérateur B est m-dissipatif, alors :

B est fermé & domaine dense.
B engendre un semi-groupe de contraction.

Montrons que A est m-dissipatif :

On a:

~ <Au, u> <0.
A est m-dissipatif <= N2
([ — A) est surjectif.

1) Montrons que :

<—Zu,u>z >0, YueD (Z)

Soit u = (v,2) € D (/T) :

U ()0

= (—z,v), + (-Av z)LQ(Q)
= /Vszdx— /VTZVTvdF /szdw

= /szdm —/ zdF—i—/zATvdF— /szdw
Q Q
- /zATvdF+/|z| dI‘+/zATvdF

Iy r Iy
= /\Z\er >0

N}

D’ou (—Z) est monotone.
2) Soit u = (v, 2) € D (ﬁ)
Montrons que 'application :
(I—A’) : D(A’) N/
— ([ — Z) U
est surjective.
POUI‘f:<f1,f2)€Z,3UED<g> tel que :

<I—Z)u:f

-(3)-()
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2.1. Introduction

{U—Z:fl :{sz—ﬂ
z2—Av=f, —Av—fi+v=Ffo
Av—v=fomfi=g

/(—U+Av)wdx = /gwdaz.

Donc :

Soit w € V, alors :

Q Q
/(—U—I—Av) wdr = +/vwdm+/Vvadx— %wdf, Yw e V.
Q Q T
= /vwdm+/Vvadx+/VTUVdeF—l—/zwdF
Q ry
= /vwda:—l—/Vvad:c—l—/VTUVdeF+/(v—f1)wdF Yw e V.
Q I T
Donc :
/(vwdzz:—i—Vva) d:z:—l—/(VTvVTw—i—vw) dF:/gwd:E+/f1wdF, Yw € V.
Q I Q
Posons :
/ (vw + VoVw) d:z:—l—/(VTvVTw—i—vw) dl’
Q I
et :

L(w) = / qudz + / frwdl
N}

Q

Montrons que :
e a(.,.) est continue coercive sur V.

e [(.) est continue sur V.

On a:

la (v,w)] = / (vwdz + VoVw) dz + / (VroVerw + vw) dl
Q I

1 1
2 2
< [Ilpay + 190l y|* [0ll ey + 190l 2o

2 2
+ [HUHL2(F1) + HVTU“L?(Fl)] [”me(rl) + HVTw“LQ(Fl)]
< el lvllgg) lwllgg + IVToll g2 IVTwll oy

< lly [lwlly
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2.1. Introduction

D’ot a(.,.) est continue.
On a:
a(w,w) = /(wwdx + VwVw) dx + / (VrwVrw + ww) dl
Q Iy
= HwHi?(Q) + HVU}Hi?(Q) + HM\%%PQ + Hva”i%Fl)

2 2
IVw[[T29) + IVTwl e,

AVARAY)

]l
D’ou la coercivité de a (., .) .
On a:
L(w) = /gwdw + /flwdf
I

Q
< lglzaqay Iy + 12l gy Tl
< e (Il + ollr,)
< ¢l

D’ou L(.) est continue.

D’apres le lemme de Lax Milgram, on a :
Ve Z weV tel que a(v,w)= L(w)
comme v € Vetw eV, alors z € V. D’ou :
u=(v,2) e VxV.

et
—Av+v:f2—|—f1=g€L2(Q)

Donc pour tout f € Z, il existe u = (v, z) € D (ﬁ) tel que :
<I — Z) u=f

Donc A engendre un semi-groupe de contraction.

Soit (A, ¢) élément propre de A , donc (exp(At), ) élément propre de T'(t).

1Tl < IT® el
< el

Posons A = a + i3, donc :

lexp(At)|| = exp(at) < 1= a <0
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2.1. Introduction

D’ou les valeurs propres de A sont & partie réelle négative ou nulle.

2- On sait que :
A engendre un semi-groupe unitaire <= A* = —A et D (A) = D (A")

Montrons que A est anti-adjoint.

W v v m '
D(A*) = <y2>EZ/(Z)»—><A<Z>,<y2>>zestcontmue

sur D(A) pour la topologie de Z.

Soit (y1,y2) € D(A*), 3y = (y1,42) € Z, tel que :

PP R)), veoem
PG - () G,

/Vszldx+/VTzVTy1dF+/Avygdm

Q
/Vnyldx—l—/VTvVTyldF—i—/z
Q

Iy

G - §<><)>

Q

Pour z =0, on a :

En faisant une intégration par partie pour / Avysdx, on trouve :

Q

/AUdeac = /Vnygda: + /VTvVTyng Vo eV,AveL? (), o,v— Arv =0 sur I'y.

— /Vnyldx+/VTUVTy1dF YoeV

Iy

= —/Avyldx+/ATvy1dF—/ATvyldF, YveV

Q Iy I
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2.1. Introduction

Donc :

/Avygdx = —/Avyﬁdm

Q Q
Pour que y = —yq, il suffit que 'application :

A: {veV,Avel*(Q), dv—Arv=0sur 1.} — L*(Q)

v —  Av

soit surjective.
Pour f € L?(Q2), on a :
Av = f , dans.

v = 0 , surly.
ov—Arv = 0 , surl}y.
Donc :
Av e L?(Q)
D’ou :
Y2 =~

Pour z € D (), on obtient :
Ay =g € L*(Q) = Ay € L*(Q)

Ce qui permet de définir 0,y; comme élément de H ~3 (T'1) , pour obtenir 0,y; — Apy; =0,

sur I';.

(2)- () () ) ) ()

Donc :

(41,92) € D(A)

D(A*) C D(A) et —A(yl ) — A ( . ) v(yl ) € D(A%).
Y2 Y2 Y2

Soit y = (y1,42) € D(A), pour u = (v, 2) € D(A) :

D’ou :

I'application w — (Auw,y), est continue pour la topologie de Z sur D(A).
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2.2. Théoréme

en effet :

), = () ),

= <Z7y1>V+<AU>y2>L2(Q)
= /Vszldx+/VTzVTy1dF+/Avygdx

Q T Q
— /Vszldﬁ— /zATyldF— /VUVde:B—l- <8Vv,y2)H,,%(F1)XH%(F1)
Q T Q

= —/szldx—/Vnygdx—/VTvVTyng

Q Q I

L . Y2
z ) Ay s
D’ot la continuité de 'application :

u — (Au,y), pour la topologie de Z sur D(A)

Donc :
(y1,92) € D(A")
D’ou :
A*=—A et D(A") = D(A)
Ce qui prouve que A engendre un semi-groupe unitaire S(t).

Soit A une valeur propre de A, comme A* = —A, alors :
A=A
On pose A = a+ 13, on a :
—a—if = a—1if
= a=0
D’ou les valeurs propres de A sont imaginaires pures.
|

La comparaison des spectres de A et A par le théoreme de Rouché montre que le semi-

groupe engendré par A nest pas exponentiellement stable.

2.2 Théoréme

Théoréme 2.2.1 Le semi-groupe engendré par A surVxL? (Q) n’est pas exponentiellement

stable.
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2.2. Théoréme

Preuve. Soit 7' (t) un semi-gpe continu.
On pose :

_ el _ o WITO)
wo = infy (n[|T(A)]) = lhm =5

(wp est le type de T'(t)).
On pose :
wr = sup (Re|A|, A € 0(A))

tel que A est le générateur infinitésimal de T'(1).
On a wy > wr.
On conclut que si wy > 0, alors wg > 0, et on a {T'(t) ,t > 0} n’est pas exponentiellement

stable.

Démonstration du théoréme

La démonstration sera faite pour un cas voisin c’est a dire qu’on se place dans R? avec :
(0= (0,7)
I'o = ({0} x (0,m)) U ((0,7) x {0})
Iy = ({r} % (0,m) U((0,7) x {r})
| [iNTo # 2.
Soit A une valeur propre de A correspondante & la fonction propre u = (v, z).
On a :

Au = (z,Av) = u= A (v,2)

Alors :
z = AU
Av = z= )\
D’ou
Av = My dans Q
v =0 sur I'y

o,v—Arv = 0 surl’;

On cherche des fonctions propres sous la forme:

v(z,y) = f(x)g(y)

Av = f"(x)g )+ 9" () f(z)
= Nf(z)g(y)
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2.2. Théoréme

et
fé;%@% =0, y=0
f”(%) - Z;(:)) 0. y=m
W hm =0, w=m
ot =0 =0
D’otui l'on tire :
rh g -
% + f’((;r)) - 0
s =
En posant :
O
f(0) 9(0)
On obtient :
N =202, on prend g = f.
LW — o — f'(x)—a?f(z) =0

L’équation caractéristique est :

P —a?=0=r=+a

f(x) = crexp(ax)+ cpexp(—ax), c¢1,c0 € C
£ () 2
g
O 2
FONEE
On obtient :
['(m) aciexp(am) —acyexp (—am)
f(mr) ciexplar)+cyexp(—am)
FO _ ala—c)
f (O) 1+ ca
En posant v = g—j, on aura :
iw
o= —=

dou \ = iu\/ﬁ.
2 __ 2 _ A
N =20¢ = a—iﬁ
alors :
1—v e _
=—a et — =«
1+v e2ar  p
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2.2. Théoréme

donc :
V:(1+a) et ex a7r—y1+a) (L+a)]"
o o et =vi o [
exp (am) = 82;

Equation aux valeurs propres :
~1
exp (%W) = (V2+X) (V2-1)
et en remplagant \ par sa valeur, on trouve :

exp (ipm) = (1+ip) (—ip+1)""

exp (ium) = cos (um) 4 isin (um)
= (1+ip) (—ip+1)~"
= (- L 2in) (> +1)"

- 2+1> +igay

Donc :
2
cos (um) = (;gj:l)

sin (pur) = (M—i_%)

et
sin(um)
cos(um)

= 2u(1—p?)"

On obtient alors une suite (y,), telle que :

tan (ur) =
1

|pt,, — n| — 0, quand n — +o0

En effet :
tan (u,,m) — tan (nm) 1 2,
(,u - n) m - COS2 (@n) = (1 — qu), avec ®n entre W, et nm.
D’ou :
L) 2p,
o =l < P m — 0, quand |n| — 400, car |u,| — +oo.
n

On a encore :

An
/\2)

—inva| < L

1
— 0, |n| — +o0, avec n=\n—r=].
n (10 =5 )

Soit A\ une valeur propre de A correspondant a la fonction propre u = (v, z) .

On a:
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2.2. Théoréme

Av = M\ dans Q x Rt
v =0 sur I'g

ov—Arv+Xv = 0 sur I

Posons v(x,y) = f(x)g(y), et en procédant de la méme fagon comme pour l'opérateur A,

on obtient :

(=) | g0 _ _

%%+g% o y=0

f// x) g/ - . .

”((z )) ]?, ((W)) - 7 B

g Yy s _ _

ﬂ%_f% » T=ET

g"(y [ _

o T =r, 7=0
On pose :

PO g0

f(0) 9(0)
Donc :
A =202 = X = +V2q, on prend g = f.
et
LW = o = f'(x) - a?f(z) =0

L’équation caractéristique est :

P —a?=0=r=+tau

Donc :
f(z) = crexp(ax)+ cpexp(—ax), c¢1,c0 € C
1'(0) 2 _ 2
m A—a”=aVv2—«
J;((:)) = a?—-A=a’—a2
On obtient :
{ ZJFEE(:)\/§ _(a :)_6
C1 €X QT ) —C2 €X] — QT
ci exi(aw)—&-cj exg(—aw) =a- \/5 = ﬁ
On pose v = g—f, alors :
1—
{ﬁ%:—ﬁ
xp(2am)—v
eefp(chr)U - 5
D’ou : )
v = 1+5 et exp (2am) —U1+ﬁ— 1+5
- 1-8 P “ - \i-p5)
Donc :
1+a—v2
exp (Oé’/T) = ﬁ
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2.2. Théoréme

On a:

2 _ 6.2 DY
AN =20" = =7

en remplagant A par sa valeur, on trouve :
-1
exp (M) = (A+v2-2) (V2-A+2)
On va montrer que les valeurs propres de A sont aussi proches que I'on veut de ’axe imag-
inaires, ce qui nous donnera :

1
wo = lim ;ln IT(t)]| >0

t— 400

On a:
A engendre un semi-groupe de contraction, ses valeurs propres sont donc & partie réelle
négative ou nulle.
On pose :
g1(\) = exp \%7? — (A +V2) (\/_—/\)71
g2 (A\) = exp \%ﬂ' — ()\+\/_—2) (\/§—A+2)_1

On fait appel au théoréme de Rouché.

Théoréme 2.2.2 Soit f et g deux fonctions holomorphes non constantes dans un ouvert
connexe U, et soit K un compact a bord régulier inclu dans U.

Supposons qu’on a :
1f(2) = g(2) < [f(2)] + |g(2)]

sur la frontiére de K, alors f et g ont méme nombre de zéros dans K.

On sait que les zéros de g; forment une suite ()\,), de nombres imaginaires pures et :

An —m\/i) — 0, |n|] — 40

Maintenant, on montre que les zéros de g, sont aussi proches que ’on veut de ceux de g¢.
On considére un contour ¢,, ayant en son intérieur un seul )\, et un seul inv2; prend par

exemple :

5n:{zE(C:

z— m\/ﬁ‘ = p}
avec p assez petit et ’)\n —iny2 ‘ < p et n assez grand.

Pour A € §,, on a :

A=Al —p

n—-s-+oo
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2.2. Théoréme

On montre que pour n assez grand on a :

g1 (A) —g2 (M) < |lgr (N[, VA€,

En posant f = g; et g = go, alors g;(\) et g2(\) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur
de d,, et donc go(\) aura des zéros a l'intérieur de d,,; comme on peut prendre p aussi petit

que l'on veut, on aura wyr = 0 et le résultat découle alors du théoréme de Rouché.
On a:

aN) =g = —(A+v2) (\/_—A)_1+ (A+v2-2) (\/_—)\+2)_1
_ 43
 (A=v2)(Va-at2)

On montre alors que :

‘4%5 (\/5—)\)1 <\/§—>\+2>1

<

exp (%w) - (A +v3) (ﬁ—A)l‘, YA €0,
On a :

exp <%7r) — exp (% ) (A= A )\/Eexp (fe 7r> avec 0, = o, + i,

et il existe a € R tel que :
a, > a,Vn € 7

Comme ¢, (A\,) = 0, alors :

exp (37) = (A4 VB (VE- N = e (37) - (4 vE) (VE- )

+O= ) G e (0:75)
= (VD) T (VR - (VD) (V2N
FO-M Fen () ()
; (An+v2) o (Av2) Mt VA V2 —2-Ma+V2A- 22 42
(n=v2) — (vEy) (Cr V2 (V2N)
- 220 M)
(V2—xn)(V2-2)
alors :
# o= 2V2(A =) (M - \/5)71 (V2 - /\)71 + (A= A\y) mV2exp (V20,,7)
Donc

> )(A — ) I exp (en%)
~[2VEO A e = vE) T (VE- )T
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2.2. Théoréme

Pour A € §,,, on a :

A=Al —p

Donc :

‘()\— An) (/\n — \/§>_1 (\/_— )\)_1‘ — 0, quand |n| — +o0

Il existe 5 > 0 tel que :

exp (Qn%) ‘ >3, VneZ

exp( )‘ > 8710 = M)

exp <)\%> _ (>\ + \/§> (\/5 _ )\>_1

Comme d’autre part on a pour A € ¢,

Il existe alors :
‘(/\ An)

Donc :

>y, YAE,,Vn € Z,|n| > ng

91 (A) —g2 (V)| = ‘4\/5 <\/_— )\)_1 (\/_— A+ 2>_1' — 0, quand |n| — 400
Pour |n| assez grand :
1E(va-)  (va-ase)”

< , YA€,

exp(f\/ﬁ) <A+f) (\/_ >_1
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3

Stabilité exponentielle de I’équation
des ondes avec condition de Ventcel
par un feedback frontiére avec

meémoire

3.1 Introduction

Dans cette partie on s’intéresse a 1’étude de la stabilisation exponentielle de ’équation des
ondes avec condition de Ventcel par un feedback frontiére avec mémoire et des dissipations
interne et frontiére par le feedback naturel.

On montre que I’énergie du systéme décroit exponentiellement vers zéro, pourvu que le
noyau h du terme mémoire soit décroissant en exponentielle.

Nous considérons le probléme de 1’équation des ondes avec des dissipations interne et

frontiére par le feedback naturel et un feedback frontiére avec mémoire.

( Uy — Au = —aw dans 2 x R*
u =0 sur 'y x RT
t
Ou—Aru = —buy — /h(t — s)Aqu(s)ds sur I'y x RT (3.1.1)
0
u(z,0) = wuo(x) dans
\ u(z,0) = w(x) dans
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3.2. Existence et unicité de la solution

avec a,b > 0.

Soit €2 est un ouvert borné dans R" de frontiére :
MN=T=T,Uly; ToNT; =2. (3.1.2)

Supposons que le noyau h(t) est décroissant de classe C? (RT) satisfait aux hypothéses
suivantes :
3¢, € des constantes positives telles que :
=&ht) < KW(t) < —£h(t), pour tout t >0,
0 < n'(@t) < £"n(t), pour toutt >0

(3.1.3)

Cette partie comporte trois sections :

Dans la premiére section, on étudie I'existence, I'unicité et la régularité de la solution
du probléme (3.1.1) .

Dans la deuxiéme section, on introduit une fonction de type Lyapounov.

En effet, nous modifierons 1’énergie associée au systéme (3.1.1) en ajoutant un terme conven-
ablement choisi, ce qui nous permet d’éliminer certains termes indésirables, et de montrer
que le probléme (3.1.1) est exponentiellement stable par un feedback frontiere avec mé-
moire et par des dissipations interne et frontiére par le feedback naturel c’est a dire que
nous etudieons le cas a,b > 0 et nous posons a = b = 1.

Dans la troisiéme section, on traite le cas a = 0, b > 0 et on pose b = 1 et on montre que
le probléme de I’équation des ondes avec condition de type Ventcel est exponentiellement
stable par un feedback frontiére avec mémoire et une dissipation frontiére par le feedback
naturel.

Cette section contient une sous-section ot on montre que la dissipation produite par le
feedback frontiére avec mémoire est suffisante pour la décroissance exponentielle de I’énergie

(cas a =b=0).

3.2 Existence et unicité de la solution

Nous posons a = b = 1.

On considére ’espace
V= {?J € Hl (Q)7UF0 =0et U, € Hl (Fl)}

muni de la norme suivante :

folly = [ 190 o+ [ Vol ar
Q IR
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3.2. Existence et unicité de la solution

On suppose que les hypothéses (3.1.3) sont vérifiées, et en procédant comme dans (cf.[3]),

nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1
1) Supposons que (u°,ut) € [V N H?(Q)]* avec

o’ — Apu +ul =0, surly et ATu%l € L*(T).
Alors le probléme (3.1.1) admet une solution (forte) unique
u: RtxQ —R
telle que :
(u, ug, uw) € L (0,00;V x V x L*(Q))

2) Soit (u°,u') € V- x L?(Q), alors le probléme (3.1.1) admet une solution (faible) unique
u: Rt xQ —R

vérifiant
ueC (R*, V) not (R*,L2 (Q))

Preuve. Existence des solutions :
Dans cette section, on montre I’existence et 1'unicité de la solution forte du probléme (3.1.1)
. Premiérement, on considére la solution forte et en utilisant la densité, on prolonge le méme
résultat pour les solutions faibles.

Une intégration par partie formelle nous donne :

/uttwdm — /Auwd:p+/utwdx = (ug, w) +/Vqud:E—|—/VTuVdeF—I—/utwdx

Q Q Q 't Q

Q
¢
—/VTw/h(t—s)VTu(s)dde—i-/utwdF
T 0

'y

= (uy, w) + (Vu, Vw) + (Vyu, Vow) + (ug, w)
t

T () — / h(t — 8) (Vou(s), Vow)ds, Yw € V.
0
On transforme le probléme (3.1.1) en un probléme équivalent avec des conditions initiales
homogeénes.

On fait un changement de fonctions, et on pose :

u(z,t) = v(x,t) + ¢(a,t), ou ¢(x,t) =u’(z)+tu'(z), (t,2) €RT x Q (3.2.1)
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3.2. Existence et unicité de la solution

Uy = vy, Au=Av+Ap, u = v+ ¢, = v +u'(x)
t t t

/h(t — s)Aqu(s)ds = /h(t — s)Aqpv(s)ds + / h(t — s)Arp(s)ds
0 0 0
u=0sur ' = v =0sur Iy

%—ATU: g—Z—ATU—Fg—?:—ATQS
u(z,0) = v(x,0) + ¢(x,0) = v(z,0) + u’(z) = u’(z) = v(z,0) = 0.
ui(z,0) = vy(z,0) + ¢,(z,0) = v(x,0) + u'(x) = u!(x) = v(z,0) = 0.

Donc le probléme équivalent & (3.1.1) s’écrit :

( Utt+(Ut+¢t)—AU = F dans Q x R*
v = 0 surlygxR*
t
v — Apv + (v + ¢y)p, + /h(t —$)Arv(s)ds = G sur ' x RT (3.2.2)
0
v(x,0) = 0 dans
| v(z,0) = 0 dansQ
avec
F = A¢
¢
_9¢

G = + Ar¢p — /h(t — $)Arp(s)ds

0

ov

Si v est solution de (3.2.2) dans [0,77], alors u = v+ ¢ est solution de (3.1.1) dans le méme

intervalle. des estimations que nous allons obtenir ci-dessous, nous pouvons montrer que :
|Av(t)]* + |Voe(t)|* < C(T). pour tout t € [0,7].

On montre que le probléme (3.2.2) a une solution approchée, qui sera donnée par la méthode
de Faedo-Galerkin.
On établit, sur cette solution approchée, des estimations a priori.

On construit une suite wy, wo, ....., w,, de fonctions ayant les propriétés suivantes :

Vw;, € VN H?(RQ).
Ym, wi,ws, ....., w,, sont linéairements indépendants

les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans V N H%(Q).
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3.2. Existence et unicité de la solution

Une telle suite existe car Pespace V N H? () est séparable (ie. admet un ensemble dénom-

brable dense).
Soit (w, ),y une base de V-N H?(Q) orthonormale dans L* ().

Soit V'™ D'espace engendré par wy, ws, ....., Wy, €t soit
m
om0 = 3 (B,
j=1

une solution approchée du probléme suivant de Cauchy :

(v (1), w) + (Vu™(t), Vw) + (Vo™ (8), Vow) + (0" + ¢y, w)

_ / h(t — ) (Vro™(s), Vow) ds + (0 + ¢y, w)y,

0
= (F(t),w) + (G(t),w)p, , pout tout w € V™.

[ v™(0) =v"(0) =0

Par la méthode standard des équations différentielles, on peut prouver I’existence de la solu-

(3.2.3)

tion du probleme (3.2.3) sur [0, t,,], alors cette solution peut étre prolonger a un intervalle
fermeé [0, 7] par la premiére estimation(cf. [3] et [23]).
Premiére estimation :

Nous prenons w = 7 (t)w; dans (3.2.3) , on obtient :

(0 (0), 7 (E)wy) + (Vo™ (8), Vg ()w;) + (Vo™ (t), Vo (w;)

t

- / h(t =) (Vv (s), Vool (Ow;)p, ds + (0 (1) + &4(), 7 (t)w;)

= (F(t): 71 (t)w;) + (G), 7 (Dw;) — (0 (1) + ¢(1), 7 (B)w; ),
Maintenant, nous sommons sur j et notons que v™(0) = 0, on obtient :
F 1@ + 5 Vo OF + 3 Voo™ (O} + (0 (1) + ¢(8), o7 (1) + 6,())r,

+ (0" (1) + @4 (1), 0" (1) + 6,(1))
= (F(t), 0" (£)) + (G(t), vi*(£)) + (0" (t) + &, (£), &, (t)) + (0" (t) + & (£), ¢ (1)),

t

+ / h(t — s) (Vpo™(s), Vru'(t)) ds
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3.2. Existence et unicité de la solution

Donc :
& RPOF + VO + 59 OF ) + [0+ a0 do+ [ 1000 + o0 ar
Q Iy

= (F(t),0{"(1) + g (G(t), v™(1)) = (Gi(t), v™(1)) + (0] () + 4(t), 6,(2))

t

—h(0) | Vo™ (1) — /ht(t — ) (Vou™(s), Voo™ (1)) ds + (0" (t) + ¢4(t), 6, ())r,

0
t
+4 l/ h(t — s) (Vrv™(s), Vro™(t)) ds]
0
L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne :

t

/ht(t —5) (Vrv™(s), Vro™(t)) ds < [Vpo™(t)] / |he(t — 8)| [Vrv™(s)| ds

0
L’inégalité de Holder donne, pour 1 > 0
(1) + B, )] < 7 / () + 6,0 do + 4 [ol )
(1) + 6u(t). 6(D)p.| < / (1) + 6, (D)2 dT + ﬁ it (2)

Ce qui permet d’obtenir :
G OF + 5 Vo @) + 5 [Vrom ()"} + / [0 (8) + (1) [ der + / [0 (t) + ¢, (t)|* T
Q T

< ki (n) + (F(@), 0" (1) + g (G(1), 0™ (t)) = (Gi(t), 0™ (1)) = h(0) [Vro™ (¢)]

t

T / o (t) + ()2 + 1 / [ (t) + oD T + [ Vo™ (1) / he(t — )| |70 (s)] ds

Q I

+5 ! / h(t —s) (Vpu™(s), Vo™ (t)) d;;]

0
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3.2. Existence et unicité de la solution

o ki(n) = & (@) + u! (@)[F, ) > 0.

Considérons 'inégalité de Young et tenant compte de ’hypothese (3.1.3) , on déduit :

Vo () / hat — )| [Vro™(s)|ds < |[Vrum(D) / Eh(t — ) [Vro™ (s)| ds

. 2
<} (/h (t — 5) Vi ( >ds) ¢ (Vo (o)
< ( ) h(t — s) | Voo™ (s)|* ds
+E Vo (1))
t
< bl [ A=) Vrom(s) ds
. 0
+5 (Vo™ (1)
(3.2.4)
Inégalité de Poincaré nous donne :
[v|p, < Co|Vu|, pour tout v € V. (3.2.5)
D’apres les inégalités (3.2.4) et (3.2.5) , on peut écrire :
S OF + 3 Vo OF + 5 Voo (61} + (1 - n) / [0 () + ¢,(1) [ da
0
=) [lor®)+ o0 ar
1
m m C2
< k() + LFOP + 3 ep®F + £ (G0, o)y, + L IGO0, 526)

t
VO + 4 Bl [ Bt 5) (7o) ds + (5 = 5(0)) [From (o)
0

t

/h(t —8) (Vrv™(s), Vou™(t)) ds

0

d
+dt
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3.2. Existence et unicité de la solution

En intégrant (3.2.6) entre (0,¢) et on note v (0) = v;"(¢) = 0, on obtient :

Lo ) + 39O + 4 Ve @F + (- g //\ )+ () dads

+(1-7) / [ 1)+ (o) v

< kaln. ) + / )P + 3V @F + (5 — b)) [Vrom (o) ds

/ (F(s) ds + (G(), ™ (1), + / Bt — ) (Vo™ (s), Voo™ (1)) ds
TEYTAT // s — 1) [V |drds+—/|Gt S, ds

/Ot ki(n)dt < /OT ki(n)ds = ka(n, T)

avec

On a:

t s

t s
LAl 00 / / B(s — 1) (Ve ()P drds < 3 bl / h(s)ds / Vo () dr
0 0

0

IA

0
t
2 o2
- / Vo (s) ds
0

t

/ Bt — 8) (Voo™(s), Voo (£) ds < |[Vavm () / Ih(t — 8)| [Vro(s)| ds
0 0
t t
< |V ) + ﬁ/h(s)ds/ \h(t — 5)| V™ (s)|? ds
0 0
< E Wl llmiooey [ V0o ds
-+ |V o™ (t)[?
D’apres l'inégalité (3.2.5) on a :
(G(t),v™()p, < 4 |G( g, + 0V (). (3.2.7)
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3.2. Existence et unicité de la solution

5o @ + (5 —n) Vo™ @ + (5 —0) [Vre™ (O + (1 —n) // [0 (s) + ¢4(5)| dards

F(1-m) / [ 1)+ 6 dras

t
2 C? 2 2 m 2
< ka(n,T) + % HFHL?(O,oo;LQ(Q)) + 4 |G(t)|rl + % ||h||L1(o,oo) / [Vru™(s)|" ds
0
t

02 m m 2 m
+70 ||Gt||i2(0700;L2(F1)) +/ [% |Ut (3)|2 + % |VU (3)|2 =+ <% — h(O)) |VTU (3)|2i| ds

0
t

o2
2 1l 11 0 1A 0 / Vo (s) ds
0

(3.2.8)

On fait appel au lemme de Gronwall.

Lemme 3.2.1 Soit a une fonction non négative de L' (0, 00) ,et g une fonction de L* (0, 00) .

Soit B une constante positive ou nulle.
t

Sig(t)y < B+ /a(s)g(s)ds, alors :

0

t

9(t) < Boxp / a(s)ds

0

En choisissant 1 > 0 suffisamment petit, et en appliqant le lemme de Gronwall, on déduit

W (1)) + [V (@) + Vo™ (1)) < L.

avec
_ m 2 m 2 m 2 1 Ja 2 002 2
o) = WPOF + 9 OF + 970" OF < ka0 T) + 5 1F s + 22 (GO,
T 1 52
S AR A \|humo,oo>+(5—h<o>>]|vTvm<s>\2ds
0
C T
F NG g + [ [5G+ 51900 ds
0
t
<

6+ / a(s) [[em ()2 + Vo () + [Vrom(s)|?] ds

0
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3.2. Existence et unicité de la solution

Donc
-, N
£ 1
g(t) < Pexp sup ||h||L1(Ooo)+ ||h||L1(Ooo ||h||Lo<>(0c>o)+ 9 — h(0) ) ds
[ 0 T
. ] ]
g 1
< fexp sup ||h||L1(Ooo)+ ||h||L1(Ooo) ||h||Lo<>(000)+ 9 — h(0) 9 ds
[ 0 T
< BC(T)
Ou :
02
B =ke(n,T)+ %HFHizooop( e |G()\§1 S ”GtHLQ(OooL2( o) >0
a zwp[wmwmﬂ—|mmwmnwwmm+(i—m>)ﬂ
et
GO)IF, <G,
Donc :

g(t) < BC(T) <L

ou L, est une constante positive indépendante de m € N.
D’ou :

o (8) 24 [T (1) P Vo™ (¢ |+//wt +@U|mwﬁ//wt ) + éu(s)|? dTds < Ly

0 0Ty
(3.2.9)
avec Lo est une constante positive indépendante de m € N.
On déduit que T'=t,,, Vm et
{ v;" demeure dans un borné de L> (0,7;V). (3.2.10)
v"™ demeure dans un borné de L* (0,7;V).

La seconde estimation :
Premi¢rement, on estime le terme v}7(0) dans la norme de L? ().

Posons w = v}}(0) dans (3.2.3) et notons que v"(0) = v;*(0) =0 :

[ O)F + (Vo™(0), vy (0)) + (Vo™ (0), v (0)) + (v + ¢, v (0))
(0" + ¢, 01 (0))p, = (F(0), v77(0)) + (G(0), v (0))r,

0
ai—ATU +u!' =0 sur Fl et ATUI‘ ELZ(F1>
v
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3.2. Existence et unicité de la solution

alors :
it () + (u', vy (0)), = (Au®, v (0))
Donc :
i ()" = |—u' + Au’| uf}(0)
D’ou :

|l (0)] < Ls (3.2.11)
Ou L3 est une constante positive indépendante de m € N et t € [0,77].
Nous dérivons (3.2.3) , on obtient :

( (ivg}(t) ) + (Vvin(t)a Vw) + (VTUZSn(t% VTw) + (U?t1 + ¢tt7 w)

t

(i + s W)p, — /ht<t —5) (Vpu™(s), Vow) ds — h(0) (Vru™(t), Vrw) (3.2.12)

| = (F(t), w) + (Gy(t), w)p,

Nous multiplions (3.2.12) par ~/,(t), on obtient :

( v (t Z%t ) + (VUZ”(&VZ%@)%) + (VTU?(t%VTZ’Vgt(t)wj)

t

—/ht<t —s) <vTvm(5)’vTZV{t(t)wj> ds + <Utt Z%t >

0

—h(0) (VTUm(t)7 Vr Z 7{t<t>wj> + (Utt Z%t

_ <Ft(t)vzlygt(t)wj> +4 (Gt(t),Z% (t)wj)

Nous faisons la somme par rapport a j, on obtient :

1

\_/ \

(Gtt ) Z ’Vg )
Jj=1 T

1 1

2 {3 lomr@)P + 5 Vo) + 3 \VT% (D)} = 1(0) (Vo™ (s), Vo (1))
—i—/(v{?(t))z dm+/(v{tn(t)) dF—/ht(t—s) (Vro™(s), Vo (t)) ds

Q 'y 0

= (Fy(t), v (1) + 4 (Ge(£), v (1) )p, — (Gue(t), 0" (1)), -
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3.2. Existence et unicité de la solution

En intégrant par partie, on trouve :

4L+ L Vop () + L Vo (8)]2) + h(0) |vTvt<>|2+/<v;?<t>>2dx+/<vr;<t>>2dr
Q

I
t

= (Fi(t), v (1) + 5 (Ge(t), v (), — (Gau(t), 0" (1)), — /htt(t — ) (Vou™(s), Voo (1)) ds

—h(0) (V™ (1), Voo (t)) + 4 (/ he(t — s) (Voo™ (s), Vou(t)) ds)
+1(0) g (Voo™ (t), V(1)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et 1'inégalité de Young, on obtient :

(R(0).0(1)) < S IEWP + o ()
(Gult). v (), < G 1GuOF +n|Vo ()
he(0) (Vv (s), Voo (1)) < 4O |9 0m(0)? + 5 [Vrop (2)

t

/ Bt — ) (Voo™(s), Vo (£) ds < [Vror ()2 / Rt — 5) [Vro(s)| ds

0
t

m ¢) m
<192 OF + S Wl oy [ 1E = 5)[From(s)ds

0

Donc :

& @ F + 3 1Ver ] + 3 Ve (0]} =0 Ve (01 + (h(0) = 20) [Vrop ()
+ [y de+ [y ar

Q T
t
m 5” ’ m
< HIEWOF + ROF + 4 (G0 O, + S 1Al / At = 5) Vo (s)* ds
0
i (/ (t =) vTvm<s>,vTvzﬂ<t>>ds) + G + R [V (o)
0

h di VTU VTUt ( ))

En intégrant de 0 & t, et tenant compte de (3.2.11) , v™(0) = v*(0), et des estimations

suivantes :
t s t
s [ s =0 1wnm P dr < e, [ 90 @) dr
0 0 0

h(0)*

h(0) (Vo™ (t), Voo (1)) Vo™ (O + 0| Vo (1)

IN
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3.2. Existence et unicité de la solution

On obtient :
t t
3 OF + 3 Vo )] + 5 Voo ()] —77/|Vvl”(8)|2d8+(h(0) —277)/|VTUZ"(S)|2d8
0 0
// v (s))? dads + // v (s))? dlds
0 0 I'h
L2 m Cg 2
ST t3 HFtHLQ(OTLz + (Gu(), v ()r, + 2 1Gullz20 7220y
t
[ (B + 0 (9706 ds + M2 1T (O -+ V)
0
t

t

NCORTIT / Vo (s)[2 ds + / ha(t — 5) (Voo™ (s), Vooi(8)) ds

0

Tenant compte de (3.2.5) et (3.1.3) , on a:

/ht(t —5) (Vpu™(s), Vrut(t))ds < %

0

1050 [l 0 | 19707 5)

17 [ Vv (1)

et
(Gl (O, < TGO, + 0|V 0)

D’ou :

3 o @ + (5 =) Vo + (5 — 20) Voo (6)]” + (h(0) — 21) / Vrvp(s)|” ds

// (I d:vds—i—// v (s dFds

2 c? 2 m 2 m 2
< L4 LR oy + D 1Gulaomiaway + 7 / Vor(s)?ds + 1 / o (s)|2 ds
0

t
+/””(°) [Vro™(s)P ds+<42 ||h||L1<oOo>/|VTv ) ds + 555 [Vrom (@) + 5 G0y,

0
N 2
L)

T ||h||Llooo)||h||Looooo) Vv (s)[* ds.
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3.2. Existence et unicité de la solution

Nous appliquons le lemme de Gronwall, tenons compte de la premiére estimation et choi-
sissons 7 suffisamment petite, on trouve :

t

WO + Vo) + Voo (6)2 + / V()2 ds + / / o () dT'ds + / / (o (s))? deds < Ls

0 I't 0 Q

avec Lz une constante positive indépendante de m € N et t € [0,T].

Ou
m 2 m 2 2 Cz 2
g(t) = | @) +[Vm ()" < % + % ||Ft||L2(o,T;L2(Q)) + 4_,(; ||Gtt||L2(o,T; L2(T'1))
T T T
+ [P ds e [ 9P ds+ ) [ el ds+ Sk,
0 0 0
T
2 2
S % + % ||Ft||L2(0,T;L2(Q)) ||Gtt||L2 (0,T;L2(T'1)) ‘|‘ |Gt( )|I’1 + /CleS
0
T T
+n/ (Vo (s)[Pds + 1 / v (s)|? ds
0 o ,
2 c 2 c 2 /
< % + % ||Ft||L2(0,T;L2(Q)) - 4_7(7) ||Gtt||L2(O,T;L2(F1)) - 4_2 |Gt(t)|1“1 + k(T)
T T
+7)/|VU2”(3)|2 ds +%/|v{?(s)|2ds
0 0
¢
< B+ /a(s) ()2 + [V (s)?] ds
0
Donc :

t T
g(t) < Bexp /sup B,n] ds | <p /sup [%,n} ds | <pC(T).
0 0

Ou
2 c? 2 Cc?
B =5+ 5 eora@) T 2 1Gullia@rrawy) + 25 1Q(T )p, +K(T) >0
a =sup|3,7]
w2 " 2
he(0))2 13 2 h(0)?
o - [M RGO (O N T ooo)]
et
GR. < Q)
Donc :

g(t) < BC(T) < Ly



3.2. Existence et unicité de la solution

D’apres (3.2.10) et (3.2.11) on déduit que :
vj} demeure dans un borné de L™ (0,7 L* (Q2)) . (3.2.13)

Passage a la limite :
Des informations (3.2.9) ,(3.2.10) et (3.2.13) on déduit que 'on peut extraire de v™ une

sous suite v" telle que :

v — v dans L* (0,7 V) faible étoile.
vy — vy dans L (0,T; V) faible étoile.
vy, — vy dans L (0,T; L? (Q)) faible étoile.

D’ou Dexistence d’une solution forte.
Unicité :
Soit u; et uy deux solutions du probléme (3.2.3) , alors z = u; — uy satisfait :

0 = (2u,w)+ (Vz,Vw) + (Vrz, Vow) + (ug, w) + (u, w)p
t

— / h(t — s) (Vrz(s), Vrw)ds, pour tout w appartient a V.

0

1

Posons w = z(t), on a :

(216, 2¢(t)) + (V2, V(1)) + (Vrz, Vrz(t)) + (2:(1), 2¢(t)) + (26, 20)p,

t

_ / h(t — 5) (Vg2(s), Vrz(t)) ds = 0

0

=401 l2(t)]* + z V2 (1)) + 3 |Vth(t)|2} — /h(t —5) (Vrz(s), Vrz(t)) ds

+/\Zt(t)|2dx+/\zt(t)|2df‘:0
Q Iy

Comme :
/h(t —5) (Vgz(s), Voz(t)ds = —h(0)|Vez(t)] — /ht(t —5)(Vrz(s), Vrz(t))ds
+% / h(t = s) (Vra(s), Viz(t)) ds
Et
/ht(t—s) (Vra(s), Voz(t)) ds < %||h||L1(07w)/h<t—s)|sz(s)\2ds+§|sz(t)|2
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3.2. Existence et unicité de la solution

Donc :

i 12O + 5 [V2(OF + 5 [Vr2(t)]*}

t
<= [t do = [ OF a0+ 3 Wil [ 1t =) Fr(o) ds + 5 [9rs(o)
Q I 0
t

e ( [ bt 2. Tty

0

Nous avons les estimations suivantes :

t

t
1
/ At = 5) (Vr2(9), Vr=(t)) ds < Vr2(OF + 1 1Bl P00 / Vrz(s)| ds
0

0

En intégrant de 0 a t et en remarquant que :

]ds]h(s—r)|VTz(T)|2dr = ]dr]h(s—r)|VTz(r)|2ds

< Wilguey [ 19220} dr
0

On obtient :

Lig()P + LV + (& —n) [Voz(t)?

t t t t
<~ [ [1arduds = [ [P dvas+ nlEy . [ 190260 ds+§ [ (9220 ds
0 Q 0 0 0

t
2
+ Wellasy Wil | 192205) s
0
t

2 2 2
< 100+ § + 5 Wlise Wellmo] [ V(o) ds.
0

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve :
|2(0)* + [V2()]* + [Vrz(t)]* = 0

Donc :

|2 = |V2(t) = |Vrz(t) =0 = 2 = uy —uy = 0 = uy = uy
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3.2. Existence et unicité de la solution

Existence de la solution faible :
Soit {u®, u'} € V x L?(Q). Comme

D(—A):{UEVHHQ(Q), %—ATu:Osurfl}

est dense dans V et x Hj (Q) N H?(Q) est dense dans L* (), il existe une suite {ug} -
D (=A) et {u)} C Hy () N H? (Q) telle que :

u? — Y fortement dans V'
n (3.2.14)
u, — u' fortement dans L? (1)
et on a:
Ouy 0 1 1. 72
E—ATUW—i—un:Osur [y et Agu, € L (Ty).
alors, pour tout n € N, il existe
Uy : 2 x (0,00) — R
une solution réguliére du probléme (3.1.1) satisfait :
( Ugpy + Uy = Au, dans 2 x R*
Uy =0 sur 'y x RT
t
Oty — Apu,y = —Up, — /h(t — $)Aqu,(s)ds, sur I'y x RT (3.2.15)
0
uy(,0) = u)(z) dans Q
| wq(z, 0) = u,(z) dans Q

En utilisant la premiére estimation, on obtient :

t t
O + [V ay OF 4 [Vrg(OF + [ [ funa(s)Pdods [ [ Juey (o) ards < L (32,10
0 ‘e 0T
et posons 2, = up —u,, 0,1 € N, ol ug et u,, deux solutions régulieres de (3.2.15) corespon-
dant & uy (), u,(x), ug(z) et uz(x), nous suivons les mémes étapes utilisées dans I'unicité
de la solution forte de (3.2.3) et prenons en compte de (3.2.14) , on déduit qu’il existe

u:x(0,00) — R

tel que :
{ u,, — u fortement dans C° ([0,7];V)

ut,, — u; fortement dans C° ([0,77; L* (Q2))
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3.2. Existence et unicité de la solution

Par (3.2.16) on a aussi :

ut,, — u; faiblement dans L? ([0,77; L* (Q2))
ug,, — u; faiblement dans L? ([0,77; L* (T'y))

Par passage a la limite dans la premiére équation de (3.1.1) , on trouve :
Uy +u; — Au =0 dans L* ([0, T]; V") (3.2.17)

Caractérisation des conditions au bord :
On considére le probléme elliptique suivant :

;

—Ap = U dans €

P = 0 sur 'y

% —Arp = 9% — Apu=u(t) — exp (—t) f(f exp (s) u(s)ds sur I'y
+exp (—t) fot k (s)exp (r) dr

avec
r

k(r) = /h(r — s)Aqu(s)ds
0
et u est solution faible de (3.1.1) , tenons compte de la régularité de la frontiére I' de 2, on

a :

p€ L?(0,00; H) (3.2.18)

avec

H={ueV, AueL*(Q)}

Maintenant, nous allons montrer que :

u=—p—p; dans H;, (0,00; H)

2
—Au = —uy —u; dans Lj,,

(0, 00; V")
Donc :

—Au = Ap; + Ap dans D (0,00; V")

Soit 8 € D (0,00), on a :

(—Au,0) = (Ap;,0) + (Ap,0)
= —(Ap,0;) + (Ap,0)  pour tout § € D (0, 00)

)



3.2. Existence et unicité de la solution

En intégrant de 0 & 7', on obtient

/(—A)u(t)@(t) it — /(—A)p(t) 0, (1) dt—/(—A)p(t)@(t) gt dans V.

Par conséquent :

T

/u(t)(‘)(t) dt — /p(t) 6, (t) dt — /p(t)@(t) dt dansV.

0 0
D’ou :

uw=—p—p; dans H_ ' (0,00; H).

loc

On considere les opérateurs traces suivants (cf. [3]et [23]) :

E
S
=
3

=

— H (0, 00; L? (I'))

loc

Sy : H ' (0,00;H) — H ! (07OO;H_%(F1))

loc

w o %—ATU

Donc :

[ci, (p)]t =, (t) + exp (—1) /O exp (5) u(s)ds — u (t) — exp (—t) /0 k (s) exp (r) dr + k(t)

5]+ 50 = w0 —es (=) [ expls)uls)ds +esp (=) [ klshexn(rydr+u ()

+exp (—t) /0 exp (s) u(s)ds — u (t) — exp (—t) /0 k (s)exp (r) dr + k(t)
= () + /h(r — s)Aru(s)ds

Donc :
t

~

Oy (u) + uy + / h(t — s)Apu(s)ds =0, sur I';.
0
Ce qui achéve la démonstration. m

56



3.3. La stabilisation exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoie......

3.3 La stabilisation exponentielle de I’énergie par un
feedback frontiére avec mémoire et par des dissi-

pations interne et frontiére par le feedback naturel

Dans cette section, nous étudierons le cas a > 0, b > 0 et nous posons a = b = 1.

par la suite, nous présentons et nous démontrons nos résultats.

Premiérement nous supposons que le noyau h(t) est une fonction de classe C? (R, R™) qui
satisfait aux hypothéses suivantes :

J€, fl, 5” > 0 tels que :

(h1) —&nt) < R(t) < —£&h(t), pour tout t > 0.
h2 < KW'(t) < &h(t), pourtoutt>0.
) 0 < ¢ o)
- /h(s)ds = [>0.
0
Conséquence :
h'(t) <0 pour tout t € RT.
d a > 0 telle que :
(h4)  e*h(t) € L' (RT), pour 0 < a <&
On multiplie la premiere équation du systéme (3.1.1) et on intégre formellement :
/uttutdx — /utAudx = — / |ut\2 dx
Q Q Q
— %di/|ut|2dx+/VutVud:L‘—/utaudF
I
(3.3.2)

_ %di/]ut| d:c+2dt/]Vu| dx+2dt/]VTu| Jr

T'1

+/ Tut/ (t—s) VTu(s)dde+/|ut|2dF
I
%di/|ut| d:v+2dt/|Vu| dz+2dt/|VTu| dl' = —/|ut|dx—/|ut|2df‘
Q 'y

¢
—/VTut/h(t—s)VTu(s)dde
T 0

(3.3.3)
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3.3. La stabilisation exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoie......

Ensuite, on définit 1’énergie associée au probléme (3.1.1) par :

E(t) = %/(\ut|2+\Vu|2) dx+%/\VTu|2dF. (3.3.4)

Q I8}

Théoréme 3.3.1 Si les hypothéses (hl) — (h4) sont satisfaites, alors l’énergie de (3.1.1)
décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire, il existe deux constantes positives C' et 3

telles que:
E(t) < Cexp(—pft), ¥Vt > 0. (3.3.5)
pour toute solution faible u de (3.1.1) .
On fait la démonstration pour les solutions fortes, la densité de D (—A)x (H! () N H? (Q2))
dans V' x L? () permet d’étendre le résultat aux solutions faibles (cf. existence des solutions

faibles).

Preuve. La différentiation de E(t) par rapport au temps nous donne :

& — /(ututt + VuVu,)dz + /VTUtVTUdF

Q
= /(ut(Au —w)dx + /VuVutdx +/VTutVTudF
Q N1

= /!ut] dx—/VutVudx+/VuVutdx+/VTutVTudF

Q Q Iy
t

—I—/ut ATu—ut—/h(t—s)ATu(s)ds ar
I 0

t
= —/]ut|2dx—/|ut|2dF+/VTut/h(t—s)VTu(s)dde
0 T I 0

On définit une fonction de Lyaponouv par :
t
(WO ) (t) = / / h(t — ) |Vau(t) — Vau(s)[? dsdT
En dérivant (hOVru) (¢), on obtient :

4 (hOVpu)(t) = (WOVpu)(t) + & / h(s)ds / |Vul?dl 3 — h(t) / |V rul® dl

i / ]h(t—s)VTu(s)VTut(t)dde

Ty 0
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3.3. La stabilisation exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoie......

Donc :
t

34 (WOVru) (8) = 5 (WOVru)(t) - /VTUt(t) / h(t — s)Vru(s)dsdl'

r
t
+id { (/ h(s)ds) /|VTu2dF} - %h(t)/!VTude-
0 F1 1_‘1

On a:

[ /\ut| do + 1 /|W| dz + 1 (1/h(s)ds) /|VTu]2dF+§(hDVTu) (t)]

r

/|ut| dx—/|ut| ar — 1ht /|VTu| dr + L (WOV ) (1)

En effet :

t
d [%/thdx—k%/Vqux—ir% (1/h(s)d5) /|VTu|2dF+%(hDVTu) (t)]
Q 0

I

wuydr + 5 (WOVou) (t) — /VTut(t)/h(t — 5)Vru(s)dsdll

{
( )/VTutVTudF——h /|vTu| dT + Lh(t) /|VTu| dr
[

It

+ [ h(s /VTutVTudF+/VutVudx

N} Q

/|ut| d:zc—/VutVudx+/VuVutdx+/VTutVTudF+
Q

/ " (ATU - ]h(t - s)ATu(s)ds) dr — g;(t) / Vuf? dT

I 0
t t

—/VTut(t)/h(t—S)VTu(s)dde—/h(s)ds/VTut(t)VTu(s)dF

Ty 0 0 Iy
t

—i—/h(s)ds/VTut(t)VTu(s)dl" + 3 (WOVru) ()

0 Iy
— _/|ut\2dm—/\utl2dF—%h(t)/|VTu|2dF+%(h’DVTu) (t).
Q I

Iy
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IL s’ensuit qu’en définissant une énergie modifiée par :

t

1 1 1 1
e(t) = §/lut\2dx+5/wu\2dx+§ 1—/h(s)ds /\VTu]QdF+§(hDVTu) (1)
Q Q 0 r

On trouve:

(1) = —/\ut]2dx—/]ut|2dl“—%h(t)/\VTu|2dF+%(h’DVTu) )

Q ' 1N

Remarquons par ’hypothése (h1l) on a :
¢'(t) <0, pour tout t > 0.

De plus, de la définition de e(t), (ROV7u) (t) et de 'hypothése (h2), nous avons la remarque

suivante :

Remarque 3.3.1 Soit (u°, u') € [V N H2(Q)]* avec d,u’—Apud4u' = 0 surTy et Arup, €

L? (1), alors il existe une constante M > 0 telle que :
E(t) < Me(t), pour toutt>0

En effet :

1
e(t) > 5 /|ut|2dx+/|Vu|2dx+l/|VTu|2dF
Q Q I

[ E(t), puisque 0 <[ <1.

v

D’ou :

E(t) <17 'e(t), pour toutt>0

Ensuite, on introduit les deux fonctions suivantes :

o(t) = / wpudz

Q

et
t

ou
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et « est défini comme dans (h4).

En utilisant la premiére équation du probléme (3.1.1) , on obtient :

dy (t
% = /|ut|2da:+/uttudx
Q Q
= /|ut|2dx—/utudm—/|Vu|2dx+/8yuudF
Q
= /|ut|2dx— /|Vu| dx—/utudf‘ /|VTU| dr
Q

Iy 'y

+ / VTu(t)]h(t— 5)Vru(s)dsdD

Nous avons ’éstimation suivate :
2
t

/ VTu(t)]h(t—s)VTu(s)dde <1 / Vruf?dl + 1 / / h(t — 5)Vru(s)ds| dr

/ ds// (t — s) |[Vru(s)|” dsdl
/]V ul?dr

/|VTu| dF+(12/\l // (t — s) [Vru(s)|” dsdl

ry o

IN

IN

avec A > 1.

Par conséquence,

gl < /|ut|2dx—/|Vu|2dx—<p() /utudf‘——/|VTu| dr
Q Q Ty

Iy
t
+%//h(t—s)|wu<s)|2dsdr
'y 0O

En dérivant la fonction ¥(¢), on trouve:

(o) t
g /h(s)easds /\vTu|2dP—//h(t—s)|vTu(s)|2dsdr—mp(t).
0 Iy r; 0

Maintenant, on introduit une nouvelle fonction :

V(1) = e(t) +ep(t) + 0¥ (1)

avec 0 <e <1 etn>0.
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Proposition 3.3.1 Soit (u°,u!) € [V N H2(Q)]* avec ,u® — Apu® +ul = 0 sur Ty et

ATu%l € L?(T'y), alors il existe des constantes positives Cy et 3 telles que :
V(t) < Cyexp(—pft), t>0

Par différentiation de V' (¢), on trouve :

V'(t) )+ e (t) +n¥(t

/|ut| dx—/|ut| dl’ — 2h(t /|VTU| dl' + 3 (WOV7u) ()

+€/\ut] dm—e/]Vu| dx—egp(t)—s/utudf‘ /]VTu| dr

IN

2t l)// (t — s) |Vou(s)]> dsdl +n /h(s)eo‘sds /|VTu|2dF
Fl 0 0 I‘1

—nF/[h(t —5) |[Vru(s)|” dsdl' — na¥(t).

u =0, surl'y, en appliquant I'inégalité de Poincaré sur I'y

/|u!2dF§cp/|Vu|2dx
T Q

Puis 'inégalité de Young, on trouve :

€ /utudl“ < eve

'y

Donc :

o

Vi) < — |2 -7 /h(s)eans /|VTu|2dF—(1— 4;Cp)/|ut|2dr
0

F1 Fl

~e(1=16) [ Vel do = zp ()= (1 =) [ fuf* do — o (e

h(t — 5) [Vyu(s)|? dsdl

0 < a <&, on peut tendre « vers zéro.

On a:

(e o]

1 : as o 7
T3> 1 et ahi?)+ h(s)e*ds = /h(s)ds <1
0 0
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Donc :
o

1
/h(s)e"‘sds < 1 Pour o assez petit.
0

alors, si on choisit 7 tel que :
-1

e(l-=1) € y s
o <N<gy /h(s)e ds
0
et
_1
7_201,

On trouve pour ¢ assez petit :
Viit) < —(1—¢) /]ut\ dx — ( /\ut] dF——/\Vu| dx

2 /h(s)e"‘sds / IVrul® dT — ep (t) — na¥(t)

11) // (t — s) |Vou(s)|” dsdl
< —(1—¢) /|ut\ da:——/|Vu\ de— |2 -1 /h()asds /|VTu] dr

—na¥(t) —ep(t) — h(t — ) |Vru(s)|? dsdD * %)

Par conséquent, les coefficients de

/ Voul2dT et / h(t — ) |Vau(s)[? dsdT
I s 0
sont négatifs (car 1 —1 < 1).
Ajoutons et soustrayons le terme 6(hCOVru)(t) avec 6 > 0 au membre de droite de 'inégalité

(**), ensuite nous utilisons I’estimation suivante :

(hWOVu) () — / / h(t — ) |Vau(t) — Vou(s)[? dsdT

t t
< 2/h(s)ds/|VTu]2dF+2//h(t—s)|VTu(s)]2dsdI‘
0 I' ' 0

2(1—1) / |Vul* dl + 2/]h(t — 5) |[Vru(s)|? dsdl

F]_ 1—‘1 0

IN
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On obtient :

Vi(t) < —(1—5)/|ut|2d:ﬂ— [%n (/h(s)eo‘sds) —26(1—1)
Q 0

/ (V| dz — nal(t) —ep (t) — 6 (WOVu) (t)

Q

/|VTu|2dF

't

£
2

Finalement, on peut choisir ¢ suffisamment petit tel que les coefficients de

t
//h(t—s)]VTu(s)\2dde et /]VTu|2dF
'y 0 1N

soient toujours négatifs.

V() = e(0)+ep(0) = % / ]ut(O)Ide—l—% / \Vu(O)]Qd:U—l—%(hDVTu) (0)

1
+—/|VTu (0) |2dI‘—|—5/ut(0)u(0)d:c

_ /|u (@) da + 2 /yvu ot 5 [19t@[dr 4« [ @@
Q

T

= E(0)+ 5/u1(x)u0(a:)dx =(C >0, pour ¢ assez petit.
Q

Par conséquence, il existe une constante positive 5 > 0 telle que :

V'(t) < —§/|ut|2daj—§/|Vu\2d:L'—§ (1/h(s) ds> /\vm?dr
—5 (hOVru) (1) = Bep(t) — V(1)

< —Bet) +ep(t) +n¥(t))

< -BV(?)
Donc :

V(t) < V(0)exp(—pt)
B < min{ 2(1 —¢),a,26,¢,2 [— —n (/h(S)eo‘st) —26(1— l)] }

On a :

V(t) > %(1—5)/|ut|2dm+%(1—Ecp)/|Vu| dx + = /|VTU| dl’ > Me(t),

Q Q Iy
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pour ¢ assez petit et M =min(1 —¢,1 — ec,, %)

Donc :
E(t) < Me(t) <V (t) < V(0)exp(—pt), t>0.
D’ou :
E(t) < Cexp(—pt), pour tout t >0
avec C' = V/(0).

La preuve est ainsi achevée. m

3.4 La décroissance exponentielle de ’énergie par un
feedback frontiére avec mémoire et par une dissi-

pation frontiére par le feedback naturel

Dans la section précédente, nous avons montré que les solutions décroissent exponentielle-
ment vers zéro si le noyau h (t) était aussi a décroissance exponentielle.

On a supposé que :

=&nt) < KWt < —=&h(t), pour tout t >0,
0 < n'(t) < &h(t), pour tout t >0 (3.4.1)

e“h(t) € L'(0,+00), pour a > 0.

Dans cette section, nous considérons le cas a =0 et b > 0 dans (3.1.1) et nous posons
b =1, c’est a dire que nous montrons que la dissipation produite par le feedback frontiére
avec mémoire et par le feedback naturel est suffisante pour la décroissance exponentielle de
I’énergie.
Pour cela, nous utiliserons une nouvelle fonction W (¢) et des estimations différentes.
On considére le nouveau systéme :

(

Ut = Au dans Q x R™

u =0 sur Iy x RT
t

Ou—Aru = —up — /h (t —s)Aru(s)ds sur 'y x RT (3.4.2)
0

u(0) = u° dans Q

us(0) = u! dans Q
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On suppose que h est une fonction décroissante et de classe C? (RT, R1) qui satisfait :

+oo

hl) /h(t)dtg 1

h2) = ERh(t) < K (1) < —€h(t), et 0<Rh'(t) < €'h(t), pour tout t > 0
h3) e“h (t) € L' (0,400), pour a >0, t > 0.
h4) B (t) + 0k (t) > 0 et e (W (t) + 6k (t)) € L* (0, +00), pour a >0, § >0

(3.4.3)
Nous notons par [, I, ln, l,, et h les expressions suivantes :
I(t) = K (t)+0h(t)
oo
I = / 1(t)dt
120 oo
lo, = /la(s)dS— /l(s)exp(as)ds "
Kl 0 .
h = / h(t) dt
120
he = / h(s)exp(as)ds
0
L’énergie associée au systéme (3.4.2) est donnée par :
E(t) = %/(|ut|2+|Vu|2)dx+%/|VTu|2dF (3.4.5)
Q I

Dans toute la suite la densité de D (—A) x (H*(Q) N H? () dans VxL? () permet
d’étendre les résultats obtenus ci-dessous par les solutions fortes aux solutions faibles (cf.

existence des solutions faibles).
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Par différentiation de E(t), on obtient :

% = /(ututt +VuVut)dx+ /VTUthUdF
Q N1
/utAud$+/VuVutdm+/VTutVTudF
Q Iy
—/VutVudx—l—/VuVutd:U—i—/VTutVTudF
T (3.4.6)
t
+/ut (ATU — U — /h(t - S)ATu(s)ds) ar
T 0
t
—/|ut|2df+/VTut/h(t—S)VTU(S)deF
I'1 I 0
Posons: .
(hOV7u) (1) = / / h(t — s) |Vru(t) — Vou(s)|” dsdD (3.4.7)
En dérivant (hOVyu) (t), on obtient :
Ld (10V0) (1) = L (WOVru) (f) - / Voru(t) / h(t — 8)Vpu(s)dsdl
(3.4.8)

+%%{( [ ) [ 197l dr} h(t) [ 1Vraf*ar

On peut facilement voir que :

t
4 [%/thdx—l—%/Vqux—i—% (1/h(s)ds) /\VTuy2dF+%(hDVTu) (t)]

/|ut\ dr — 1h(t /|VTu| dr + 1 (WOVu) (2)
(3.4.9)

IL s’ensuit qu’en définissant 1’énergie modifiée par :
t
%/\utl2dx+%/]Vu]2d:U+% (1 - /h(s)ds) /\VTu]2dF+%(hDVTu) (t)
Q Q 0 I
(3.4.10)

On trouve :
¢t) = = [lufdr = 3 [ [Vrufdr+ 3 (OVr0) (0 (3.411)

Fl 1—‘1
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Remarquons par ’hypothése (hl) on a :

e'(t) < 0, pour tout t > 0.

(3.4.12)

De plus, de la définition de e(t), (hOVru)(t) et de 'hypotheése (h2), on a la remarque

suivante :

Remarque 3.4.1 Soit (u®,u') € [V N H?(Q)]* avec d,u’—Apu’+u' = 0 surD; et Arub, €

L*(Ty), alors il existe une constante M > 0 telle que :
E(t) < Me(t), pour toutt >0
En effet :

1
e(t) > 3 /]ut|2dac+/\Vu\2dx+l/\VTu|2dF
Q 0 T

[ E(t), puisque0<I[<1.

Y

D’ou :

E(t) <17 'e(t), pour toutt>0

Ensuite, on introduit les deux fonctions suivantes :

o(t) = /utud:v

Q

et

U(t) = / / Lo(t — 8) |Vou (t) — Vou () dsdl = (1,0Vu) (1)

ol
oo

Lo(t) = exp(—&t)/l(s) exp(as)ds

et « est défini comme dans (h3).
De plus, on considére une nouvelle fonction V' (t) telle que :

t

V() = e(t)+ep(t)+n¥(t)—n /la(s)ds /|VTu|2dF

0 I't
t

+2n/VTu/la (t —s)Vru(s)dsdl

It 0

pour certaines constantes 7 et € qui seront déterminées plus tard.
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Proposition 3.4.1 Soit (u°,u!) € [V N H2(Q)]* avec ,u® — Apu® +ul = 0 sur Ty et

Arup, € L* ('), alors il existe des constantes 9,1y, &, et &, telles que :

1

S (HOVru) (1) + € (1) < V (1) < & () + ¥ (1) + (OV7) (1) (3.4.17)
pour tout 0 <e <egy et 0<n<n,.

Preuve. On a :

p(t) = /uutdx

Q
%/|ut|2dx +2 / 'V (t)|? da
0 Q
ol ¢, est la constante de Poincaré.

t
On peut estimer le terme /VTu/la (t —s) Vru(s)dsdl par :

'y 0

IN

/ Vi / (t— ) Vo (s) dsdl’ < / vTu]z (t = ) [V (s) — Vg (£) + Vg (£)] dsdl

< / /|VTUI dl’ + /VTu/ (t —s)[Vru(s) — Vru(t)] dsdl’

(t/za (s) ds) /|VTu|2dF+C1/|VTu|2dF
. (/ ) // (t— ) vTu<>vTu(t)]2dsdP]

s £ /|VTu| dF+ﬁ’g;\P()

IN

Orona:

o s

(] L (5) ds) = é?l(s) exp(as)ds =

0 0
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En effet :
t t o)
/La(s)ds = /exp(—as)/l(r) exp(ar)drds
0 0 t
&) t t o ’
= %QXP(—@S)/Z(T)GXP(QT)OZT +é/exp (—as) /l(r) exp(ar)dr | ds
s 0 0
— iexp(—at)/l(r) exp(ozr)dr%—%/l( )exp(ar)dr — é/l
00 0 0
< é/ r) exp(ar)dr = (car 1>0)
Vi) > eft)— g/\uty dr — / Vul? do + ¥ (1) - gg/mufdr— A0

N}

Q
oy (G + ) / Vrul dr
V() > (%)/mtﬁdﬁ(1‘%)/|vu|2dx+n<1—%%>w() L (hOVru) (t)
+ 1(1— h) —2n¢, = 3n'=| [ [Vruf®dT
[2 UL n ]F/l TU

On choisit : B
G = fa

n <
< min{l,ci}
P

Dong, il existe une constante positive &; > 0 telle que :

V(t) > &E()+ 1 (hOVru)(t)

avec

_ N
¢; < min {(1 —¢e),(l—eq),(1—h) — 1017—}
a
Pour I'autre inégalité on a :
1
1) < §/lut|2daﬁ+%/|vm2dm
Q Q

/VTu/ (t — ) Vou(s)dsdl < (C1 /|vTu| dr + (- (1)

1N}
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alors :

Vi / il do -+ (M5 / Valdo - (14 5

@Is?\

)@ () + L (OV) (1)

+ [+ 2n¢, + znﬂ / |Vpuf? dT

Iy

On choisit ¢; = %, alors :
V(i) < (%)/\utﬁdﬁ(l*%)/\vu|2dx+n(1+%)xp() L (hOVpu) (1)
Q Q
+[%+n+2n%} /|VTu|2dF

Donc il existe une constante positive £, > 0 telle que :

V(1) < & (E() + (1) + (hDV7u) (1))

£ < min{(l—i—e),(l—i—ecp),l+277—|—477%}
D’ou :
§E(t) + % (hOVru) (t) < V(t) < & (E(t) + ¥(t) + (hOV7u) (1))
[

On introduit une nouvelle fonction W(#) telle que :

W(t) =V(t)+ AL'(t) + uO(t)

//H (t — ) |Vpu(s)|? dsdT

o0

H,(t) = exp(—at)/h(s)exp(as)ds

t

/ / exp (—a (t — 5)) |u(s)|? dsda

Proposition 3.4.2 Soit (u°,u!) € [V N H2(Q)]* avec ,u° — Apu® +u! = 0 sur Ty et

ATuI{1 € L?(T'y), alors il existe des constantes positives 9,1y, &5 et €, telles que :

avec

et

EE() + (hOVru) (1) < W(t) < &[EQR) + (@) + (hOVru) () + T (t) + © (¢)]
(3.4.18)
pour tout 0 <e <egg et 0<n<n,.
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Preuve. On a d’aprés la proposition 3.4.1 :

V(t)+ AT (t) + pO (1) < & (E(t) + Y (t) + (ROVru) (t) + AL (t) + O (t)
Il existe une constante positive £, > 0 telle que :
W(t) < & [E(t) +Y(t) + (hOVru) () + T (1) + © (1)]
Pour 'autre inégalité on a :

V() + AT (1) + pO (1) > &B() + L (hOVru) () + AT () + p0 (1)

> :
> &E() + 5 (HOVru) (1)
Il existe une constante positive {5 > 0 telle que :

W(t) = &E(t) + (hOVru) (£)
D’ou :

EE(t) + (hDOVru) (1) < W(t) < &§EQR) +¥(t)+ (hOVru) (t) +T(t) + O ()]

Théoréme 3.4.1 Supposons que les hypothéses (hl) et (h2) sont satisfaites et que les don-
nées initiales (u®,u') € [V 0 H?(Q))* avee ,u® — Apu® +ul = 0 sur Ty et Apub, € L2 (T)
vérifient l'inégalité FE(0) > 0.

Supposons de plus que les quantitées l, et h, sont suffisamment petites, alors Uénergie clas-
sique E(t) du probléeme (3.4.2) décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire, il existe

deux constantes positives C' > 0, [ > 0 telles que :
E(t) < Cexp(—pt), t>0 (3.4.19)
pour toute solution faible u de (3.4.2) .

Preuve. On a :

) = /|ut\ dl’ — 1h(t) /]VTu\2dF+l(h’DVTu) (t)

t

O(t) = /|ut| dm—/|Vu| dm—/|VTu| dl’ — /utudl"—l—/VTu/h(t—S)VTu(s)dde
I

0
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I't) = —al(t // (t — 8) |Vou(s)]” dsdl + hq /|VTu] dr’

ry Iy

o) — —/\utIde—a@(t)

Q

V() = —/\ut| dl — Lh(t /|VTu] dl' + 3 (WOVqpu) (¢ +€/]ut| dx
Fl 1
—5/|Vu\ dx—a/\VTu| dF—e/utudF—n(lDVTu) (t) — an¥(t)
Q IN] I

+6/VTU/ (t — s)Vru(s)dsdl + 2nl, (o /|VTu| dl' — nl, ( /|VTu| ar

Iy

¢
—277@/VTU/ (t — s)Vru(s)dsdl' — ZU/VTu/l(t— s)Vru(s)dsdl
T 0

W'(t) < —/|ut|2dF—(5—2nla(0))/\VTu|2dF—€/|Vu|2dx+€/|ut]2dm
N} 'y Q Q

+2 (WOV7u) (t) + ¢ / Vru / h(t — s)Vru(s)dsdl' — anW¥(t)

'y 0

—€ / wudl —n (IOVu) (1) — aA[(t) — ,u/ |ug|” da — o (t)

It Q

¢ ¢
—ZUQ/VTu/la(t—S)VTU(S)deF—27]/VTu/l(t—s)VTu(s)dde
Iy 0 1N} 0

t
—)\//h(t—s)]VTu(s)\2dde+)\h_a/|VTu]2dF
I' 0 Iy

Donc :

Wit) < —(u—-c¢ /|ut| dz — (£ — 2nla(0) — Ahy) /|VTu| dI‘—E/|Vu| dx
/|ut| dl' — an¥(t) — aAl'(t) — auO(t) // (t — s) |Vou(s)|? dsdl

£ / Vru / h(t — s)Vru(s)dsdl' — e / wudl —n (I0Vru) (t)

I
t

t
—QHQ/VTU/la(t—S)VTU(S)deF—ZU/VTU/Z(t—S)VTU(S)deF
r 0 N

0
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On a:

On a les estimations suivantes :

/ wudl’ < eve,

Iy

t
/VTu/h(t—s)VTu(s)dde§C2/|VTU|2CZF—|—4C // (t — s) |Vou(s)|? dsdl
2
I 0 'y

I't 0

/vTu/ (t —8)Vyu(s)dsdl < (gl la /|VTu| dr' + 5 Ly (t)

/ Vi / L(t— 8)Vou(s)dsdD < |yt / I(s)ds / Vraf? dT + 1= (10V7u) (1)

I'1 0 0 I't

(1 >0,0,>0,{3>0etv>0

qui seront choisies plus loin.

W'ty < —(e—2nla(o) - Mg — €Cy — 20, — —2n(5 — 277[ /|VTu| dr
1N
—(p—e) [ |w|*dx — (e —evey) [ |Vu|* do — (1 — Tey ) [ |u?dT
/ é |
—an ( _ ﬁ%) T(t) — aAD(t) — aud(t) — n (1 - %) (IO0Vu) (t)

- &) / / Bt - s) [Vru(s)|? dsdT

On choisit : B
G o= %
G = 3
G = l
;o=
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3.4. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire....

W(t) < —(5— Nia— 101, /|VTu| dr — (4 /|ut| dx——/|Vu| dz
~= ) [ Pl — adT () - aplt) — ) ~ § (OVr) (1)

_ g) /]h(t— s) | Vru(s))* dsdl (*)

Ajoutons et soustrayons le terme v (hOV7u) (t) au membre droit de (*), ensuite on utilise

l'estimation suivante :

(WOVpu) () = / / h(t — ) |Vau(t) — Vau(s)[? dsdT

1t t
< 2/h(s)ds/|VTu]2dF+2//h(t—s)\VTu(s)]2dde
< /|VTU| dF+2// (t — s) [Vru(s)|” dsdl

I't O
Donc :
Wi < —[g—m_a—mnz_—zﬂ/|vTu\2dr—( —8)/\ut|2dx
Q
—g/|vu| d — ( /|ut| dT — aAT(t) — ap6(t)
3 (O ) () — )~ (B ) (1)
t
_[)\—%—27}//h(t—s)]VTu(s)|2dde
't O
Pour
0 < e <1
EE £
5 < A< ﬁi
e—2Mhq
0 < n < T
po=1

et nous choisissons vy suffisamment petite telle que les coefficients entre crochet soient positifs.

Par conséquent, il existe une constante C; > 0 telle que :
/|ut| d — /|VTu| ir— G /|w dz — aCyAT(t) — CrapO(t)
_%‘M ) — Crvy (hDVTU) (t)

W'(t) < —=Ci[E(t)+ aAl(t) + auO(t) + SLU(t) + v (hOVru) ()]
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

avec

C7 < min {2(1 —£),2 (g — Mg — 1001, — 27) JE, QU QU %,7}

D’apres la proposition 3.4.2 on a :

On a
V() = e(0)+ep(0)=F0)+ e/ul(x)uo(:n)dx = V(0) > 0, pour un ¢ assez petit
Q
Donc :
W(0)=V(0)>0
D’ou :

W(t) < W(0)exp (—Bt), t>t5>0

D’apreés la proposition 3.4.2 , on a :

E(t) < W;O) exp(—=pt), t>ty>0
3

D’ou :
E(t) < Cexp(—pt), pour tout t >0
w(0)
€3

La preuve est ainsi achevée. m

avec C' =

3.5 La décroissance exponentielle de ’énergie par un

feedback frontiére avec mémoire

Dans cette sous-section, nous considérons le cas b = 0 dans (3.4.2) , c’est & dire, que nous
montrons que la dissipation produite par le feedback frontiére avec mémoire est suffisante
pour la décroissance exponentielle de 1’énergie.

La différence entre ce travail (a = 0,b = 0) et le travail précédent est que les termes :

/]ut\zdf‘ et /utudF (3.5.1)

I IR
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

n’existent plus. Pour cela, nous utiliserons les mémes fonctions et les mémes estimations.
On considére le nouveau systéme :

¢

Uy = Au dans Q x R™
u =0 sur ['j x R
t
{ Ou—Aru = — / h(t—s)Aru(s)ds sur 'y x RT (3.5.2)
0
u(0) = 2’ dans
uy(0) = u! dans Q

\
On suppose que h une fonction décroissante et de classe C? (R*,RT) qui satisfait :

“+o00

h1) h(t)dt <1
[
h2) = &h(t) <N (1) < —€h(t), et 0<R'(t) <E"h(t), pour tout t >0

h3) e“h (t) € L' (0,4+00), pour a > 0, ¢t > 0.
h4) B (t) + 6h(t) > 0 et e (B (t) 4+ 0h (t)) € L* (0,400), pour a >0, § >0

(3.5.3)
Nous notons par I, I, l,, l., et h les expressions suivantes :
I(t)y = h'(t)+h(t)
+00
TR / 1(t)dt
120 oo
lo = /la(s)ds: /l(s)exp(as)ds -
K8 0 o
h = / h(t)dt
2
he = / h(s)exp(as)ds
0
L’énergie associée a ce systeme est donnée par :
El) = %/ (o + Vul?) do + / Vruf? dT (3.5.5)
Q I'h

La densité de D (—A) x (H* (Q) N H?(Q2)) dans V xL? (Q) permet d’étendre les résultats

au dessous aux solutions faibles (cf. existence des solutions faibles).
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

Par différentiation, on obtient :

Cil_? = /(UtUtt + VUVUt)d«I + /vTuthUdF

Q Iy

= /utAuam—l—/VuVutdx—I—/VTutVTudF

/VutVudx+/VuVutd:B+/VTutVTudF

A / (3.5.6)
t
—I—/ut ATU—/h(t—s)ATu(s)ds dr
T 0
t
+/VTut/h(t—s)VTu(s)dde
T 0
On pose :
t
(hOVu) (t) = / / h(t — s) |Vru(t) — Vou(s)|” dsdl
En dérivant (hOVru) (¢), on obtient :
t
4 WOV (1) = —Lh(t) / Vruldr + 14 / h(s)ds / Veuldr S (357)
Fl 0 1—‘1

On peut facilement voir que :

t

%/|ut|2dx+%/|Vu|2dm+% 1—/h(s)ds /|VTU|2dF+%(hDVTu) (t)
0 Q

0 I

~Ln(t) / \Vrul?dl + 3 (ROV7u) (t)

(3.5.8)
IL s’ensuit qu’en définissant 1’énergie modifiée par :
t
o) = ;/\utmx+§/yvu|2dx+§ 1—/h(s)ds /|vTqudr+§(hDvTu) )

Q Q 0 I

(3.5.9)

On trouve :
() = —4ht) [ [Vruldr+ 5 (OVr) (0 (3.5.10)

Iy

Remarquons par ’hypothése (hl) on a :

e'(t) < 0, pour tout ¢ > 0.
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

De plus, de la définition de e(t), (hOVru) (t) et de 'hypotheése (h2), on a la proposition

suivante :

Remarque 3.5.1 Soit (u®,u') € [V N H?(Q)]* avec 8,u’—Aru’+u' = 0 surTy et Arub, €

L%(T'y), alors il existe une constante M > 0 telle que :
E(t) < Me(t), pour toutt >0
Ensuite, on introduit les deux fonctionnelles suivantes :

o(t) = /utud:v (3.5.11)

et
U(t) = Lo(t — 5) |Vou (t) — Vou (s)[ dsdl = (1,OVu) (1) (3.5.12)
é[
Lo (t) = exp(—at)/l(s) exp(as)ds (3.5.13)

t
et « est défini comme dans (h2).

De plus, on considére une nouvelle fonctionnelle V' (¢) :

V() = e(t)+ep(t)+n¥(t)—n /la(s)ds /|VTu|2d1"

. 0 Fl (3.5.14)
+27]/VTu/la (t —s) Voyu(s) dsdl’
I 0

pour certaines constantes 1 et € qui seront déterminées plus tard.

Proposition 3.5.1 Soit (u°,u!) € [V N H2(Q)] avec d,u® — Aru + u' = 0 sur Iy et

ATu%l € L2 (Ty), alors il existe des constantes positives €y, 1y, &, et &, telles que :

1

5 (hOV7) () + 6B (1) < V(1) < € (B (1) + ¥ (1) + (hOVru) (1) (3.5.15)
pour tout 0 <e <egy et 0<n<n,.

Proposition 3.5.2 Soit (u°,u!) € [V N H2(Q) avec d,u® — Aru® + u' = 0 sur Iy et

Agqup, € L?(T'y), alors il existe des constantes positives g, 1y, & et &4 telles que :

E[E() + (hOVru) ()] < W(t) < &[EQR) + (@) + (ROVru) (1) + T (1) + © (¢)]
(3.5.16)
pour tout 0 <e <egy et 0<n<n,.
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

Théoréme 3.5.1 Supposons que les hypothéses (hl) et (h2) sont satisfaites et que les don-
nées initiales (u®,u') € [V 0 H?(Q))* avec ,u® — Apu® +ul = 0 sur Ty et Apub, € L2 (T)
vérifient l'inégalité FE(0) > 0.

Supposons de plus que les quantitées l, et h,, sont suffisamment petites, alors Uénergie clas-
sique E(t) du probleme (3.5.2) décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire, il existe

deux constantes positives C > 0, [ > 0 telles que :
E(t) < Cexp(—pt), t=>0
pour toute solution faible de (3.5.2) .

Preuve. On a :

et) = —1ih(t) / IVrul?dl + 3 (ROV ) (t)
Iy
t
O(t) = /|ut|2dx—/|Vu|2dx—/|VTu|2dF—/utudl—‘—i—/VTu/h(t—S)VTu(s)dde
Q Q T T T 0

o) = —aI‘(t)—//h(t—s)|VTu(s)]2dsdI‘+h_a/|VTu]2dF

r, 0 ry

o) = /|ut|2dx—a@(t)

Q
V'(t) = —%h(t)/|VTu|2dF+%(h’DVTu) (t)+8/|ut]2dx—e/]Vu]2dx

IR Q Q
t
—n (IOVru) (t) — an¥(t) —Qn/VTu/l(t—S)VTu(s)dde—5/|VTu|2dF
Iy 0 Iy

t

—i—e/VTu/h(t—S)VTu(s)dsdI’—l—ina(o)/|VTu|2dF—nla (t)/|VTu\2dF

Fl Fl

T 0
t
—Qna/VTu/la(t—S)VTu(s)dde
0

Iy

80
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W'(t) < — 2l ( /|VTu| dF—5/|Vu| dx+5/|ut| dx

+3 (WOVqu) (t) + / Vru / h(t — s)Vpu(s)dsdl — an¥(t)
—n (I8OVru) (t) — aAl(t /|ut| dz — ap®(t) + Mhg /|VTU| ar

It
t

t
—277a/VTu/la(t—S)VTu(s)dde—Zn/VTu/l(t—s)VTu(s)dde+
T, 0

A / t/ h(t — s) |Vou(s)|* dsdl

re O

< - —s/lut\ dz — (g — 2nla(0) — Ahy) /]VTu| dF—e/\Vu\ dx
—an¥(t) — aAI'(t) — apO(t) // (t — s) |[Vou(s)|]* dsdl+
T 0
t
6/VTu/h(t—S)VTu(S)dde—QnQ/VTu/la(t—S)VTu(s)dde
T 0 T 0

t

—n (IOV7u) (t) — ZU/VTu/l(t — $)Vru(s)dsdll
Ty 0
Nous avons les estimations suivantes :

t

/VTU/ (t —s) Vyu(s)dsdl' = /VTu/la (t—s)[Vru(s) — Vru(t) + Vyu(t)] dsdl’

< (6 +5) [ 1Vratar+ LEv

Iy

t
/VTU/h(t—S)VTU(S)deFSCZ/’VTU|2dF+4< // (t — s) |Vou(s)|? dsdl
2
1N 0 Iy

t

/ VTu]l(t—s) Vou(s)dsdl < (<3+ / Z(S)ds) / Vrul® dT + 3= (I0Vru) (1)

0
pour

(1 >0,{,>0et (3>0
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qui seront choisies plus loin.

W'(t) < —(g=2nla(0) — Ao — €Cy — 200, — — 2nCs — 2nl) / |Vrul® dl

Iy

e /|ut| da:—g/\Vu\ da:—om( — ) () — aAT(r) — g ()

1 (1 )(zmvTu)( // (t — s) [Vru(s)| dsdD
On choisit : B
G = ZED‘
G = %
G =1
W(t) < —(§— Aho — 101l /\VTu] dl' — (p—¢ /]ut\ dx—e/\Vu\ dx — aAl'(t)
ry
—apO(t) — FU(t) — 2 (IOVu) (¢ // (t — ) |[Vu(s)]> dsdl *

Ajoutons et soustrayons le terme v (hOV7u) (t) au membre droit de (*), ensuite on utilise

I'estimation suivante :

(hOVqu) (1) = / / h(t — s) |Vou(t) — Vou(s)|” dsdl

< / /|VTU| dI‘—I—Q// (t — s) |Vou(s)|* dsdl

I't 0
< 2/|VTu|2dF+2//h(t—s)\VTu(s)|2dde
l—‘1 Fl 0

Donc :

W(t)

IN

5= Voo — 100l — 23] [ IVrufdr = (=) [ ufds

T Q
—5/ \Vu|? dz — a AT (t) — apO(t)

~2(I0V7u) (1) = S () — p (hOV ) (1)

-2 /]h(t — 8) [Vru(s)|? dsdl

Iy
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3.5. La décroissance exponentielle de I’énergie par un feedback frontiére avec mémoire

Pour
0 < e < 1
ch £
y < A< g
e—2M\hqo
0 < n < o
po=1

et nous choisissons 7 suffisamment petite telle que les coefficients entre crochet soient positifs.

Par conséquent, il existe une constante C; > 0 telle que :

W (#)

IA

- [lufdo =% [19rufar =G [19ufds - acir() - Cane(
Q IRt Q

— Gy () — Cyy (ROVru) (2)
W'(t) < —Ci[B(t) + ol (t) + auO(t) + SU(t) + v (hOVu) ()]

C1 < min {2(1 —€),2 (g — Mg — 1001, — 27) JE, QN Qufd, ?,7}

D’apres la proposition 3.5.2 on a :

Wi(t) < LW(t) = —BW(Y)

V() = e(0)+ep(0)=EQ0)+ &?/ul(x)uo(x)dx =V(0) >0, pour ¢ assez petit..

W(t) < W(0)exp (—Bt), t>to>0
EE(t) + (hOVru) () < W(E) < W(0)exp (—5t), t>to >0

D’apres la proposition 3.5.2 , on a :

E(t) < VV;O) exp (—=pt), t>ty>0
3

D’ou :

E(t) < Cexp(—pt), pour toutt >0
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4

Stabilité exponentielle de I’équation
des ondes avec condition de Ventcel
par un feedback intérieur avec

meémoire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la stabilisation exponentielle de ’équation des
ondes avec condition au bord de type Ventcel par un feedback intérieur avec mémoire et
une dissipation interne par le feedback naturel.

On montrera que I’énergie du systéme décroit exponentiellement vers zéro, pourvu que
le noyau h dans le terme mémoire soit décroissant en exponentielle.

Nous considérons le probléme de ’équation des ondes avec condition de Ventcel avec un

feedback intérieur avec mémoire et une diissipation interne par le feedback naturel.

( t
uy — Au = —auy — /h(t — s)Au(s)ds, dans Q x RT
0
U =0 sur ['p x Rt (4.1.1)
ou—Aru = 0 sur I'y x RT
u(z,0) = wug(x) dans Q
u(z,0) = wu(x) dans Q
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4.2. Existence et unicité de la solution

ou ) est un ouvert borné dans R" de frontiére
MN=T=Tyul';;ToNT; =2. (4.1.2)

et a > 0.
Supposons que le noyau h(t) est une fonction décroissante de classe C? (R, RT) satisfait

aux hypothéses suivantes : 3 &,¢&,¢” > 0 tels que :

=&n(t) < W) < —¢&h(t), pour tout t >0,
0 < A'(t) < &'h(t), pourtoutt>0

(4.1.3)

Cette partie comporte deux sections.
Dans la premiére section, on étudie I'existence, 'unicité et la régularité de la solution u du
probléme (4.1.1) .
Dans la deuxiéme section, on introduit une fonction de type Lyapounov. En effet, nous
modifierons ’énergie associée au systéme (4.1.1) en ajoutant un terme convenablement
choisi, ce qui nous permet d’éliminer certains termes indésirables, et de montrer que le
probléme (4.1.1) est exponentiellement stable par un feedback intérieur avec mémoire et
par une dissipation interne par le feedback naturel c’est a dire que nous étudierons le cas
a > 0 et nous posons a = 1.

Dans la troisiéme section, on traite le cas a = 0 et on montre que le probléme de
I’équation des ondes avec condition Ventcel homogene est exponentiellement stable par un

feedback intérieur avec mémoire.

4.2 Existence et unicité de la solution
On considére 'espace
V= {U € Hl (Q),UFO =0et Uy c Hl (Fl)}
muni de la norme suivante :
Joll?, = /|Vv|2d:15 + / |Vo|? dT
Q I
Nous posons a = 1.

On suppose que les hypothéses (4.1.3) sont vérifiées, et en procédant comme dans (cf.[3]),

nous montrons le théoréme suivant :
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

Théoréme 4.2.1
1) Supposons que Uhypothése (4.1.8) est satisfaite et que (u°,u') € [V N H2(Q)]* avec

o’ — Aru® =0, surly et ATU%‘l c L?(I).
Alors le probléme (4.1.1) admet une solution (forte) unique
u: R xQ —R

telle que :
(u, g, uw) € L (0,00;V x V x L*(Q))

2) Soit (u®,ut) € V- x L*(Q), alors le probléeme (4.1.1) admet une solution (faible) unique
u: Rt xQ —R

vérifiant
ue C(RY,V)nC' (RY, L* ()

Preuve. La démonstration est similaire a celle de la section 2 :Existance et unicité de

la solution du chapitre 3 (cf.[3]). =

4.3 La dissipation de I’énergie par un feedback intérieur
avec mémoire et par une dissipation interne par le

feedback naturel

Dans cette section, nous étudierons le cas a > 0 et nous posons a = 1.

par la suite, nous présentons et nous démontrons nos résultats.

Premiérement nous supposons que le noyau h(t) est une fonction de classe C? (R, R™) qui
satisfait aux hypothéses suivantes:

d¢&, 5/, 5// > 0 tels que :

(h1) —&nt) < W) < —€&h(t), pour tout t >0,
(h2) . 0 < n'(t) < &"h(t), pourtoutt >0 (43.1)
(h3) 1— [ h(s)ds = 1>0

/
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

Conséquence :
R'(t) <0 pour tout t € RT.
d a > 0 telle que :

(h4)  e*n(t) € L* (RT), pour 0 < a < €.
Ensuite, on définit 1’énergie associée au probléme (4.1.1) par :

E(t) = %/(\ut|2+\VU|2) dx+%/\VTu|2dF. (4.3.2)

Q N1
Théoréme 4.3.1 Si les hypothéses (hl) — (h4) sont satisfaites, alors ’énergie de (4.1.1)
décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire, il existe deux constantes positives C' et f3
telles que:
E(t) < Cexp(—pft), YVt >0. (4.3.3)
pour toute solution forte du probléeme (4.1.1) .

Preuve. La différentiation de E(t) par rapport au temps nous donne :

% = /ututt+VuVut)dx+/VTutVTudF
Q I
t
= /ut (Au — uy — /h(t—S)Au(s)ds)d:z;—i—/VuVutdx—l—/VTutVTudF.
Q 0 Q I
= /|ut| dx—/VutVudm—i-/VuVutdx+/VTutVTudF+/ut (Aru)dl’
Q INT N}
t t
= —/|ut|2 da:+/VTut/h(t—S)VTu(s)dde—i-/Vut/h(t—S)Vu(s)dsdx
Q I 0 Q 0
Posons:

(hOVu) (t) = //h(t — 5) |Vu(t) — Vu(s)|* dsdz

(hOVru) (t) = //h(t — ) |Vru(t) — Vou(s)|? dsdl
T 0
En dérivant (hOV7u) (t), on obtient :

33 (hOVru) (t) = 5 (WOVru) (1) / Vot / h(t — s)Vou(s)dsdl
I 0
—3h ()/IVTul dr + 34 s)ds |VTu|2dF

1N
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

En dérivant (hOV7u) (t), on obtient :

14 (hOVu) (t) = 3 (WOVu)( /Vut /h (t — s)Vu(s)dsdx

0

/\Vu\ de + 14 /h(s)ds /\Vu|2d:1:
0 0

On peut facilement voir que:

t

413 [luaes s (1= [aes ) | 190 [ 19uf i

Q 0 I Q

% (hOVru) (t) + 5 (hOVu) (t)]
/|ut| dr — —h /|VTu| dal’ — h(t) / |Vul|* dl" + % (W'OV7u) (t) + % (W'OV7u) (1))
Q
IL s’ensuit qu’en définissant une énergie modifiée par :

e(t) = ; / g e + (hDVTu)() %(hDVu) )
Q

t
1
+5 1—/h(s)ds /\vTuy2dr+/yvqudx
0 I Q

On trouve :

¢(t) = — / ju? drt-5, (WO ) (t)+% (WD) (t)—%h(t) / \VTuIQdF—%h(t) / Vul? dT

Remarquons par I’hypothése (hl) on a :
¢'(t) < 0, pour tout ¢ > 0.

De plus, de la définition de e(t), (hOVru) (t) et,(hOVu) (t) de 'hypothese (h2), on a la

remarque suivante

Remarque 4.3.1 Soit (u®,u') € [V N H?(Q)]” avec d,u’ — Apu® =0 sur Ty et Aqub, €

L? (1), alors il existe une constante M > 0 telle que :

E(t) < Me(t), pour tout t > 0
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

En effet :

1
o) > 3 /|ut|2dx+/|Vu|2dx+l/|VTu|2dF
Q Q I

> [ E(t), puisque 0 <[ < 1.

D’ou :
E(t) <l 'e(t), pour toutt>0

Ensuite, on introduit les deux fonctions suivantes :

o(t) = /utudx

Q

:/t/Ha(t—s)\Vu(s)]2dsd:c+/t/Ha(t—s)|VTu(s)|2dde

et

ou
o

H,(t) = exp(—at)/h(s)exp(as)ds
t
et a est défini comme dans (h3).

En utilisant I’équation (1) de notre probléme, on obtient :

dfl—ff) = /|ut\2dx+/uttudx
Q
= /|ut\ dx—/utuda:—/]Vu] d:U—i—/@ uudl

_ / ol dz — / Vul? do + / Vorult )]h(t—s)VTu(s)dde
+ / Vau(t) / h(t — s)Vau(s)dsdz — / Vpuf? dT.
Q 0 Iy

Nous avons les estimations suivantes

/ Vu(t)]h(t—s)Vu(s)dsdx <1 / Vuf?dl + 1 / [t/h(ts)Vu(S)dS ’ i
(s

A
>
—
<
&
QL
_|_
{o\
o —u
D‘
@‘.
|
@
<
ﬁ
&.
)
QL
5]
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

t 2

/ VTu(t)]h(t—s)VTu(s)dde <1 / Vruf?dr + 1 / / h(t — $)Vpu(s)ds| dr

0

< / ds// (t — s) [Vru(s)|” dsdl
T 0
+%/’VTU‘2CZF
IN]
<

g/|vTu| dr + &0 // (t — s) |[Vru(s)|” dsdl
I

Ty 0

Par conséquence,

/\ut| dx——/|Vu| dx — ¢ //ht—s |Vru(s)|* dsdl

I

—§/|vTuy2dr+ Lo ”// (t — s) |Vu(s)|* dsdx

ry

En dérivant la fonctionn ¥(t), on trouve :

/h Je**ds /\VTu| dF+/|Vu| dr | — aW¥(t).
—//ht—s Vu(s)[? dsdx—// (t — ) |Vau(s)[ dsdT
ry

Maintenant, on introduit une nouvelle fonction :
V(t) = e(t) + ep(t) + n¥(t)
avec 0 <e<1 etn>0

Proposition 4.3.1 Soit (u°,u') € [V N H?(Q))? avec ,u’~Aru® =0 surTy et Arub, €

L? (1), alors il existe des constantes positives Cy et 3 telles que :

V(t) < Crexp(—0ft), t>0
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

Par différentiation de V'(¢), on trouve :

VI(t) = e(t) +ep(t) +n¥'(t)
< /]ut\ dx — h(t /]VTu\ dl' + 1 (ROVru) () + 5 (WOVu) (¢)
+6/|ut|2da:—%/|Vu\2da:—ggo (t)—%/|VTu]2dF—%h(t)/|Vu|2dF
a(l —1) 1 l)
h(t — s) |Vru(s)|? dsdl + = h(t — s) |[Vu(s)| dsdx
—na¥(t) +n /h Je**ds /|VTu|2dF+/|Vu|2dx
0 N1
—n// (t — ) |Vu(s)]> dsdz — 7 // (t — s) |Vou(s)|? dsdl
On pose
h_a:/h(s)easds etﬁz/h(s)ds
0 0
Donc :

V() < nT/WTu\ dl' — [ —nhg /|vu\ dx
—(1—8)/\ut| dz — 0 (£) — o (b).

h(t — s) |[Vru(s)| dsdl

(-2 [ - wutPasts ()

Si on choisit « trés petit tel que :

o0

1
as <
/h(s)e ds < T3

0

alors, on peut prendre 7 tel que :

E(;l) < n < 5 /h(s)eo‘sds
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

Par conséquent, les coefficients de

/|vTu| dr/yvu| dr, // (t — s) |Vou(s)|” dsdl et //ht—s \Vu(s)|* dsda
IR 0

I Q

sont négatifs pour un ¢ assez petit.
Ajoutons et soustrayons les termes 6(hOVru)(t) et (hOVu)(t) (6,0 > 0) au membre de

droite de I'inégalité (**), ensuite nous utilisons les estimations suivantes:

(WO () = / / h(t — ) |Vau(t) — Vaou(s)[? dsdT

t t
< Q/h(s)ds/|vTuy2dr+2//h(t—s)|vTu(s)y2dsdr
0 Iy F 0

< (1—z)/|vTu| dF+2// (t — 5) [Vu(s)|? dsdl

F1 1

(hOV) () = / / h(t — 8) [Vau(t) — Vu(s)| dsda

Q 0
< 2/h(s)ds/|Vu]2da:+2// (t — s) |Vu(s)|]® dsdz
0 Q Q
t
< 2(1—l)/]Vu]2dx—|—2//ht—s \Vu(s)|* dsda
Q Q 0

V() < —[% —nhe—25(1—1)] /\vTuFdr — [2 — nha —20(1 = 1)] /yvu|2dx

(19 / P de — e (£) — na(t) — S(HOV ) (2)

(A0 u) (1) — [ — 00 - // (t — ) |Vu(s)* dsdz

—[n—s(ll— // (t — s) |Vou(s)|” dsdr.

Finalement, on peut choisir § et A suffisamment petites telles que les coefficients entre

crochet soient toujours positifs.
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4.3. La dissipation de I’énergir par un feedback intérieur avec mémoire.....

Par conséquence, il existe une constante positive 5 > 0 telle que :

/|ut] e (1/h(s)d5> /\vTu|2dP+/|vu|2dx

Iy Q

—§ (hOV ) (1) 5 (HOIVu) (1) — feg(t) — (1)

Donc :
Vi) < —Blelt) +ep(t) + mE(D) < AV ()

On a

V() = e(0) +2p(0) = 5 / e (0) da + / Vu(O) dr + 3 (HOVru) (0)

+3 [1Vru)Par += [uou(o)ds

_ %/Tul(x)fdg:—;—%/’éuo(x)Fdij%/|VTu0(x)}2dF+€/Ul(x)uo(x)dx

= E0)+ 5/u1(a:)u0(a:)da: =C >0, pour e assez petit.
Q

D’ou :
V(t) < V(0)exp(—pt)

avec

f <min{2(1 —¢),na, 25,¢,20}
Donc :

V(t) <exp(=pt), t=>0

Donc :

V(t) <V(0)exp(—pt), t>0
On a

1 1
V()2 5(1~¢) /|ut| do + 5 (1-ec) /|vuy dr + = /|VTu| dl > Me(t),

I

pour ¢ assez petit et M =min(1 —¢,1 — ec,, %)
Donc :
E(t) < Me(t) < V(t) <V(0)exp(—p£t), t=>0.
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

D’ou :

E(t) < Cexp(—pft), pour tout t >0

avec :

O =V(0)

La preuve est ainsi achevée. m

4.4 Ladissipation de I’énergie par un feedback intérieur

avec mémoire

Dans la section précédente, nous avons montré que les solutions décroissent exponentielle-
ment vers zéro si le noyau h (t) était aussi a décroissance exponentielle vers zéro.

On a supposé que :

—¢'h(t)
0

IN
IN

R (t) —&h(t), pour tout t > 0,
'ty < &"h(t), pour toutt >0 (4.4.1)

e“h(t) € L'(0,+00), pour a > 0.

IA

Dans cette section, nous considérons le cas a = 0, c’est a dire que nous montrerons que la
dissipation produite par le feedback intérieur est suffisante pour la décroissance exponentielle
de I’énergie.

Pour cela, nous utiliserons une nouvelle fonction W(#) et des estimations différentes.

On considére le probléme suivant :

( t
uy — Au = — / h(t — s)Aru(s)ds dans Q x RT
0
_ +
U =0 sur 'y x R (4.4.2)
ou—Aru = 0 sur I'; x R™
u(z,0) = wu(x) dans €
| u(z,0) = wu(x) dans
ou €2 est un ouvert borné dans R™ de frontiére
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

On suppose que h est une fonction décroissante et de classe C? (RT, R1) qui satisfait :

+oo

hl) /h(t)dtg 1

h2) = ERh(t) < K (1) < —€h(t), et 0<Rh'(t) < €'h(t), pour tout t > 0
h3) e“h (t) € L' (0,400), pour a >0, t > 0.
h4) B (t) + 0k (t) > 0 et e (W (t) + 6k (t)) € L* (0, +00), pour a >0, § >0

(4.4.4)
Nous notons par [, I, ln, l,, et h les expressions suivantes :
I(t) = K (t)+0h(t)
+oo
I = / 1(t)dt
e +
_ r r (4.4.5)
lo = / lo (s)ds = / I(s)exp (as)ds
0 0
+oo
h = / h(t) dt
0
Ensuite, on définit I’énergie classique associée au probléme (4.4.2) par :
Q I
La différentiation de E(t) par rapport au temps nous donne:
% = /(ututt + VuVu,)dr + /VTutVTudF
Q '
t
= /(ut(Au— /h(t—s)Au(s)ds)dx—l—/VuVutdw—l—/VTutVTudF.
“ 0 ¢ 2 (4.4.7)
= /VutVudx—i—/VuVutdx—i—/VTutVTudF—l—/ut (Apu)dl’
I T
t
= +/VTut/h(t—s)VTu(s)dde—l—/Vut/h(t—s)Vu(s)dsda:
I 0 Q 0
Posons :
(hOVu) ( //h (t — s) |[Vu(t) — Vu(s)|* dsdzx (4.4.8)
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

(hOVu) (t) = / / h(t — s) |Vou(t) — Vou(s)|? dsdD (4.4.9)

On sait que :

0

(o) [ 1Vral dr+2dt{( h(s )/vTu dr}

1N

%i (ROVru) (t) = %(h’DVTu) (t) — /VTUt /h (t — s)Vpu(s)dsdl’
1N

et

14 (hOVu) (t) = 12(WOVu)(t) — /Vut /h (t — s)Vu(s)dsdx
0 (4.4.10)

/|Vu| de + 34 { (/ h(s)ds) /Vuzdx}
0 Q
On peut facilement voir que :
t
4 [%/uﬁdw%—% (1/h(s)ds) (/VTu2dF+/Vu2dx)]
0

Q T Q
3 (hOVzu) () + 3 (hOVu) (¢)]
/]ut\ dx — sh(t /|VTu\ dl’ — 1h(t) / |Vu|* dl + : (WOVyu) (t) + 5 (WOVyu) (t)

t

(4.4.11)

IL s’ensuit qu’en définissant une énergie modifiée par :

e(t) = %/ | dz + % (hOVru) (t) + % (hOVu) (t)
+% (1/h(3)ds) (/VTUQdF—i—/Vqux) (4.4.12)

e’(t):—k% (WOVgu) () + (h OVa) (¢ )——h /|VTu| dF——h /|Vu| 4 (4.4.13)

'

On trouve :

Remarquons par ’hypothése (hl) on a :
¢'(t) <0, pour tout ¢ > 0. (4.4.14)

De plus, de la définition de e(t), (hOVru) (t), (ROVu) (t) et de 'hypothese (h2)
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

Remarque 4.4.1 Soit (u°,u!) € [V N H2 ()] avec O,u° — Apu® = 0 sur Ty et Arup, €

L? (1), alors il existe une constante M > 0 telle que :
E(t) < Me(t),  pour toutt >0

Ensuite, on introduit les deux fonctionnelles suivantes :

o(t) = /utudx (4.4.15)

Q

U(t) = // s)|Vu(t) — Vu (s |dsdx+//Lat—s ) [Vru (t) — Vou (s)]* dsdl

_ ( LoUOVu) (t) + (LaDOV7u) (1)
(4.4.16)

ou
o0

Lo (t) = exp(—at)/l(s) exp(as)ds (4.4.17)
¢
et a est défini comme dans (h3).

De plus, on considére une nouvelle fonction V' (¢) . :

V(t) = e(t)+ep(t)+n¥(t)—7q /la(s)ds /|VTu|2dF—I—/|Vu|2dx
0 T Q

+27]/VTU/ (t— 8) Vi (s )dde+277/Vu/ (t— $)Vu(s)dsdr, (%)
’ (4.4.18)

pour certaines constantes 7 et € qui seront déterminées plus tard.

Proposition 4.4.1 Soit (u°,u') € [V N H?(Q))? avec ,u’—Aru® =0 surTy et Apub, €

L2 (1), alors il existe des constantes g, 1, &, et &, telles que :

3 (hOVzu) (t) + 5 (ROVY) (1) + & E (1) <V (1) < & (B () + ¥ () (hOVru) (t) + (hOV) (1))
(4.4.19)
pour tout 0 <e<egg et 0<n<n

Preuve. On a :

o(t) = /uutdx

Q
< %/|ut|2dx+%’/|Vu(t)|2dx

Q Q
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

ol ¢, est la constante de Poincaré.
t

On peut estimer le terme /VTu/la (t —s) Vyu(s)dsdl par :
0
t t
/Vu/la (t—s)Vu(s)dsdr < /Vu/la (t—s)[Vu(s) — Vu(t) + Vu(t)] dsdx

Q 0 Q

(o

IA
R[&7] =

)/|Vu| d:p+4—cl—(L OV (1)

et
t

/ Vi / I (t— ) Vau (s) dsdl. < / VTu]la (t = ) [V (s) — Vo (£) + Vo (£)] dsdl

I 0 '

< o

t t

2n / VTu/la (t —s) Vru(s)dsdl' +2n / Vu / lo (t —s)Vu(s)dsdx

QI:TI

)/vau\ dx+4—CIZ(L OV ) (#)

1N 0 Q 0
<2 <g1 n %) / Vul? dz + 29 (Q n %) / [Vrul?dT + 257 2w (1)
I

V() > e(t)—%/]ut|2dx “”/|Vu| dzx +n¥ (t) — 21, /vau| dr —gz/\vuﬁda:

Q

—2n C1 la /|VTu| dl’ — 27 C1 la /Wul dx—%%\p()
- 17/'“'5| d"H s (1=h) =5 - 277@“1—377"’ /quI dm+77< —ﬁ%)\p(t)

+ [% (1 — ) —2nC¢y — 377% /|VTU| dl' + 3 L(hOVru) (t) + %(hDVU) (1)
Iy
On choisit : B
G = la

no< S

Donc, il existe une constante positive £; > 0 telle que :

(59 =23
2( h) Ecp 57712 > %1
e E)—5n* > &



4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

o <mnfa-a, (-7 - 02) 2 (L7 - 5

D’ou :

t
/VTu/la (t — ) Vou(s)dsdl < (cl + %)/yvmpdnr Ll
Iy

0 't

R

Vi) < () / Jug|* dz + <% + 52 420G, + 277%) / \Vul|* dz + 1 (1 + i
@ Q
+ [% +2n0C; + 27;%] / Vrul* dT + 3 (hOV7u) () + § (hOVu) ()
Iy

) v )

On choisit ¢; = 3.
Vi) < (gi)/\utﬁdw(%+%+n(1+2l§))/yvu|2dx+n(1+%)xp(t)
Q Q

n [% g (1 + 2%) +] / IVrul?dl + L (hOV ) (1) + 1 (hOVw) (1)

Donc il existe une constante positive £, > 0 telle que :

(%) < %
%+%+n<1+2%> < %2
L4 (1+258) < &

1 I 1 I
522max{(1+6),—,(1+2n<1+2—a)),2<—+€&+7}<1+2—a))}
2 a 2 2 a

Donc :

V(t) <& (E(t)+Y(t) + (hOV7u) (t) + (ROVu) (t))
D’ou :
3 (hOVzu) (8) + 3 (hOVu) (1) + & E () <V (1) < & (B () + ¥ (1) (hOVru) (1) + (hOVa) (1))
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On introduit une nouvelle fonction W(t) telle que :

W(t) = V(t) + AL(t) + 1O(t)

://Ha (t— 5) [Vau(s)? dsdx+//H (t — 8) [Vzu(s)[? dsdT

i o
avec

et

O(t) = /ut / h(t — s) (u(s) — u(t)) dsdx

Q 0

Proposition 4.4.2 Soit (u®,u') € [V N H? ()] avec d,u’—Aru® =0 surly et Apub, €

L2 (1), alors il existe des constantes positives g, 1y, &5 et &4 telles que :

EE (t) + (hOVru) (t) + (hOVu) (t) < W (1) < (B )+ () +T (1) + 6 (1))
+&4 ((hOV7u) (t) + (ROVu) (1))
(4.4.20)

pour tout 0 <e<egy et 0<n<n,

Preuve. L’inégalité de Young nous donne :

o) — / utt/h(t—s) (u(s) — u(t)) dsda
/|ut| dx—l—c”h// (t — ) |Vu(s) — Vu(t)|? dsdz

c/]ut| de + 2" (hOVu) (¢)

AN

IN

ou c est une constante positive.

D’apreés la proposition4.4.1 on a :

V() +AD(t) +u@(t) > &E()— pc veh (RO (t) + AT(1)

+1 (hOVw) (t) + 1 (hOVru) ()

%1—uc)/|ut\2d:c+%/wu|2dx+%/|VTU\2dF
Q Q

N}

+ (3= 1) (nOVw) () + § (AOV7w) (1)

4c

v
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

Pour
- &1
c = uc,h et u? < —
uep % 2eh

Il existe une constante positive {5 > 0 telle que :
W (t) = &E(t) + (hOVyu) (t) + (ROVu) (t)
Pour 'autre inégalité on a :
W) < & (E)+ () + (hOVru) (1) + (hOVa) (1)) + / | da
ek (RO ) (£) + AL (1) '
Il existe une constante positive £, telle que :
W(t) <& ER) +Y(t) + (hOVruw) (t) + (hROVau) (t) + I ()]
D’ou :

& (£ (1) + (hOVru) (t) + (hVu) () < W(t) < &(E({)+ V(1) +T (1))
+64 ((hOV7u) (1) + (hOVw) (1))

Théoréme 4.4.1 Supposons que les hypothéses (hl) et (h2) sont satisfaites et que les don-
nées initiales (u®,u') € [V N H?(Q))* avec d,u® — Apu® =0 sur Ty et Apub, € L ()
vérifient 'inégalité E(0) > 0.

Supposons de plus que les quantitées l, et h, sont suffisamment petites, alors l’énergie clas-
sique E(t) du probléeme (4.4.2) décroit exponentiellement vers zéro, c’est a dire, il existe

deux constantes positives C' > 0 et § > 0 telle que :
E(t) < Cexp(—pt), t=>0

pour toute solution forte u de (4.4.2) .
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Preuve. On a :

et) = —%h(t)/]VTu|2dF+%(h’DVTu) (t)

= /\u ]2d3:—/]Vu]2d:c—/]VTU\2dF+/VTu/h $)Vru(s)dsdl

Iy 0

/Vu/ s)dsdzx
—al'(t // s) [V ru(s)|* dsdl — /]h(t—s)|Vu(s)|2dsdx

Q 0
e /\vuy dz + fy /]VTu\ dr
Q I

/utt]h(t _ 8) (uls) — u(t)) dsda + /ut]h’(t — 8) (u(s) — u(t)) dsdz

Q(/h e Y

/VTu/h VTU VTU ))deF

Iy

+ / ( / h(t — 5)Vu(s )d) (]h( )(VTU(S)VTu(t))ds) dr

0 0

h ) ( h(t — s) (Vu(s) — Vu(t ))ds) dx

o
/htds)/u m/ /
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Wr(#)

IN

t
—s/|vTu|2dF—e/|vu|2dx+a/\uty2da:+e/vTu/h(t—s)vTu(s)dsdr
1—‘1 Q Q Fl 0

+2 (WOVru) (t) + 3 (WOVu) (¢) — an¥(t) + ¢ / Vu/h(t — 5)Vu(s)dsdz

) (IO ) (1) — aAT(H) / g2 dr — 2l / Yl dz — 7 (IO0V) (1)

—277a/Vu/ (t —s)Vu(s dsdx—Qn/Vu/ (t — s)Vu(s)dsdx

Q
t

—)\// (t — s) |Vou(s)|” dsdl — )\//ht—s|Vu )|? dsdx

oo
+Aho /|Vu| d:E+)\ha/|VTu| dl’ — 2nl,(0 )/|VTu| ar

Fl 1_‘1
t

—277a/VTu/ (t — s)Vyu(s)dsdl’ — 2n/VTu/l(t—s)VTu( )dsdl’

Fl 0
t
+)\h_a/|VTu]2dF—)\/Vu/h(t—s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdzx
I Q 0
t

—,u/VTu/h(t —8) (Vru(s) — Vru(t)) dsdl

I 0

—I—u/ (] h(t — S)Vu(s)ds) (t/ h(t —s) (Vu(s) — Vu(t)) ds) dx
+u/ (] h(t — S)VTu(s)ds) (] h(t —s) ( (

Vru(s) — Vyu(t)) ds) dr

t

i ( / h(s)ds) [l dssn [u [ 16 =9 (0(s) - u(e) dsds

0 Q 0
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Donc :

wW'(t) < —(uﬁ—a)/\utIQd:U— (e—ina(o)—)\h_a)/|VTu\2dF
—aAI(t +5/Vu/ (t — s)Vu(s)dsdz — (e — 2nla(0) — Ahy) /|Vu| dx
/VTu/ (t —s)Vru(s )dde+,tL/ut/h' (t —s) (u(s) —u(t)) dsdx

—2na/VTu/l (t — s)Vru(s)dsdl' — ZT]/VTU/ (t — s)Vou(s)dsdl
'

—27704/Vu]la(t — 5)Vu(s)dsdx — Qn/Vu/l(t — 5)Vu(s)dsdx

—,u/Vu/h (t —s)(Vu(s) — Vu(t)) dsdx — an¥(t)

—l—,u/ (/h(t — s)Vu(s )ds) (t/ h(t —s) (Vu(s) — Vu(t)) ds) dx

Q 0 0

—l—,u/ (]h(t — s5)Vru(s )ds) (] h(t — s) (Vru(s) — Vyu(t)) ds) dr

I't 0

+1 (WOVru) (t) + 5 (WOVu) (¢ // (t — s) |[Vou(s)|® dsdl
—/\// (t — ) |Vu(s)[2 dsdz — n (I0Vu) (£) — 5 ((OV) (£)

—,u/VTu/ (t —s) (Vru(s) — Vru(t)) dsdl
/l ds < /l )Yexp(as)ds = .
0 0
On a les estimations suivantes :

/VTU/ t—sVTu()dde<C2/]VTu| dF+4< // (t — s) |Vou(s)|” dsdl
2

t

/Vu/h(t—s)Vu(s)dsdm§§25|VU\2dJC+4C2// (t — s) |Vu(s)|* dsdx

Q 0

104
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t

/VTu/la (t — 5) Vou (s) dsdT < <<1+%)/\vm|2dr+—§(z OVru) (1)

It 0

/ VTu]l(t—s) Vru(s)dsdl < (C3+]l(s)ds) / Vruf® dT + 7= (1I0V7u) (1)

I 0

/w]z (t— ) Vu(s)dsde < (¢ +15) /|Vu| dz + 1B (1,0V) (1)

/ Vu/ (t— 5) Vau(s) dsdz < (g, / ds) £|Vu|2dm+4l?3(lDVu) 0
/ (t/ h(t — S)Vu(s)ds) (] h(t — s) (Vu(s) — Vu(t)) ds) dx

Q 0 0

< kih / / h(t — s) |Vru(s)|” dsdl + = (hOVu) (t)

't O

/ (] h(t — s)Vu(s )ds) (] h(t — s) (Vru(s) — Vru(t)) ds) AT

// (t = 5) [Vu(s) [ dsdz + £ (hOV7u) (¢)

Vu/ (t —s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdx < (4/ |Vul|? dr + - (hDVu)( )

VTu/h (t —s) (Vru(s) — Vyu(t)) dsdl' < (4/ |V rul® dT + = (hDVTu) (1)
0 I'h
pour

(1>0,0,>0,{3>0,,>0et ky >0
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

qui seront choisies plus loin.
W'(t) < —(g=2nla(0) — Ao — €Cy — 200, — —2nCs — 20l — pCy) / |V ul* dl
— (& = 2la(0) — Mg — €y — 200y — 20l — 205 — 201 — pd,) / V| dz
— (uh—¢ /]ut\ dr —an (1— %1) —aAl(t) — 1 (1 - %) (IOV7u) (t)
——n(1- —> (zmw) () + 4 (& + ) (ROVw) (1) + 4 (& + &) (AOVru) (1)

()\— — ukih / / (t — 8) |[Vru(s) P dsdl + L (WOVu) () + 1 (WOV7u) ()

L 0
—(A—Eﬁ—ukl // (t — s) |Vu(s)| dsdx

i / ” / Bt — s) (u(s) — u(t)) dsdz.

Q 0
En prenant :
G = %
G = %
(3 = l
G4 = ﬁ
ki = i

et en remplacant 2/'(t) par [(t) — 0h(t), nous trouvons :

W/(t) < — (& = Aha — 1071, /|VTU| dl' — (£ — Ahq — 1011, /|Vu| dx

I

~ (b =) [ Juf* da = 3= 1) (Or) () - § (7= 1) (D) (1)

2 2

—aA'(t) 3Eh // (t — s) |Vu(s)|” dsdl

— 21 (t) — lﬂ(é 7h” ) (hDVTU)( )~ 3 <5 T ) (hOVTu) (¢)

+u/ut ] [t —s) (u(s) —u(t)) dsdz — /M/Ut / h(t — s) (u(s) — u(t)) dsdx

_ %) /]h(t—s) Vu(s)|? dsda
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

Onapourt >ty >0

et les estimations suivantes :

/ut/l(t—s) (u(s) — u(t)) dsdz < %/\utﬁdﬁi—hl(zmv ) (8)

/ " / ht — 5) (u(s) — u(t)) dsda < % / |2 da + ?’j}c:)h (hOVw) (1)

Q 0

W't < —(§5— Ao — 1001, / \Vrul”dl = (§ — Aha — 10nl,) / \Vul? dz

— (4o /\ut| dr — 5 (n—1) (IOV7u) (t) — 5 (77 —1- H30pl> (IOVu) (1)

_ang(p) - ( sy (HVru) (1) - L(o- T2 - el (h0Vw) (1

2ho
—aAl'(t) 35h // (t — s) |Vou(s)|* dsdl
35h //ht—s \Vu(s)|® dsda
0
En posant :
_ A s 13
po= lemin{f g &}
h
e = B
n o= 2+ %
—  pho 2
A o=l <9ha+1>
Il apparait que si on suppose :
T < Lot I =
o - €llg = —
3 60n

nous aboutissons au résultat suivant :

W'(t) < —=C1 (E(t) + (hOVru) (t) + (hOVu) (t) + U(t) + T'(t))

telle que est une constante positive.

D’aprés le membre droit de la proposition 4.4.2 on a :

W'(t) < —%W( )= —BW(t), t>t,>0.
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4.4. La dissipation de ’énergie par un feedback intérieur avec mémoire

on a :

W(t) = V(0) >0, pour un ¢ assez petit.

Donc :

W(t) < W(0)exp(—8t), t>1t3>0

Le membre gauche de la proposition 4.4.2 nous donne :

E(t) < I/Vg(()) exp(—pft), t >ty > 0.
3

D’ou :

E(t) < Cexp(—pt), pour toutt >0
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié la stabilité exponentielle de I’équation des ondes avec
condition au bord de type Ventcel. Nous avons introduit, comme dans [22] des feedbacks
avec mémoire.

Un feedback interne, avec mémoire et une dissipation interne par le feedback naturel
nous ont permis de montrer la stabilité exponentielle de I’équation des ondes avec condition
de Ventcel homogene.

Un feedback frontiére, avec mémoire et des dissipations interne et frontiére par le feed-
back naturel nous ont permis de montrer la stabilité exponentielle de I’équation des ondes
avec condition de Ventcel.

La stabilisation de ’équation des ondes avec condition de Ventcel par un feedback in-
térieur avec mémoire et par des dissipations interne et frontiére par le feedback naturel est
un probléme qui nous semble technique, et qui peut se résoudre en définissant une bonne

énergie modifiée.
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