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Résumé

Dans cette these, nous considérons ’estimation des parametres des équations différentielles
stochastiques utilisant deux modeles d’évaluation d’options qui sont le modele de Black-

Scholes et le modele a sauts de Merton.

Pour ces deux modeles, nous présentons une nouvelle méthode basée sur les temps
de passage par une borne donnée. Nous comparons notre méthode aux autres méthodes
d’estimation. Nous illustrons cette méthode par I'application sur des données réelles de

cours de laction de 'or de Londres.

Mots clés
Parametres, équations différentielles stochastiques, modele de Black-Scholes, modele a

sauts de Merton, temps de passage, volatilité stochastique.



Abstract

In this thesis we consider the parameter estimated relative to differential stochastic
equations using two models of options evaluation that is the Black-Scholes model and the

Merton jump model.

For these two models we present a new method based on the passage times by a given
bound. We compare our method to the other methods. We illustrate these by an application

with real data relative to gold action given by the London stock exchange.

Keywords
Parameters, differential stochastic equations,Black-Scholes model, Merton jump model,

passage times, stochastic volatility.
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Introduction

Les modeles mathématiques constituent un pilier incontournable de la finance de marché
moderne. Dans un monde complexe, ¢’est un moyen privilégié d’appréhender le compor-
tement des marchés. Louis Bachelier en 1900, dans sa these remarquable, soutenue a la
Sorbonne sur la “théorie de la spéculation”, est le premier a avoir montré la nécessité
de posséder des outils mathématiques appropriés, et “crée” le mouvement Brownien pour

répondre aux questions qu’il se pose sur le prix des produits dérivés.

Samuelson (1965) améliore la procédure en considérant un processus Brownien géométrique,
la formule proposée étant en grande partie arbitraire. Elle n’offre pas les moyens aux ache-
teurs et vendeurs, parce qu’ils ont de degrés d’aversion au risque différent, pour étre d’ac-

cord sur un prix.

Pour remédier & ce probleme, Black et Scholes, en collaboration avec Merton (1973),
développent une formule pour I’évaluation des options sur actions. Le modele de Black-
Scholes est sans aucun doute le premier modele théorique d’évaluation a étre utilisé de
maniere aussi intensive par les professionnels a des fins d’évaluation, de spéculation ou
simplement de couverture, Ce modele permet d’évaluer le prix d'une option dans le cas
de non arbitrage en se basant sur 'hypothese que I’évolution d’un titre suit un mouve-
ment Brownien géométrique, taux d’intérét sans risque constant quelle que soit 1’échéance,
titres parfaitement divisibles, transactions continues sans impots ni cotits de transaction
(marchés parfaits), ne détachant aucun dividende, options devant étre européennes, rende-

ment normal et volatilité constante.

Bien que le modele de Black-Scholes apporte une solution théorique et empirique aux
problemes d’évaluation des contrats d’options, il demeure toute fois tributaire d’un cer-
tain nombre d’hypotheses qui ne sont pas en accord avec les conditions concretes du
négoce des options. Des auteurs comme Mandelbrot (1963) ou Fama (1965) ont proposé
des représentations non-gaussiennes des rendements d’actifs. Plusieurs études empiriques

comme celle de Cont (2001) (voir aussi celles rappelées par Jondeau, Poon et Rockinger
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(2007)) ont en effet remis en cause I'hypothese de normalité des rendements. Il est aussi
admis que la plupart des lois de rendement sont leptokurtiques et exhibent des asymétries
avec des queues épaisses. Cela signifié plus de rendements extrémes, en particulier négatifs,

que ne laisse prévoir une loi gaussienne.

Ce phénomene peut par exemple étre modélisé par des dynamiques a volatilité stochas-
tique ; plusieurs chercheurs, comme Wiggins (1987), Hull et White (1987,1988), Stein et
Stein (1991), Heston (1993), Bates (1997), ont conclut que la volatilité des rendements d'un
actif pourrait étre elle-méme une variable aléatoire qui évoluerait dans le temps suivant
un processus spécifique. Ces auteurs supposent que les variations non-anticipées du prix
d’un call sont expliquées par les variations aléatoires du prix de 'actif support et par les

variations de la volatilité.

De plus, les études empiriques montrent que les trajectoires prises par les cours d’ac-
tifs financiers présentent des discontinuités, pour tenir compte des sauts qui peuvent se
produire, des modeles a sauts ont été introduits, en décrivant l'arrivée des sauts par le
processus de Poisson (Merton (1976)), ou par des processus mixtes Brownien Poisson (Bel-

lamy (1999)), ou encore des martingales discontinues (Dritschel, Protter (1999)).

Dans la présente these, nous nous intéressons aux méthodes d’estimation des parametres
des EDS. Nous présentons notre nouvelle méthode d’estimation et nous comparons avec
d’autres méthodes d’estimations, pour deux modeles d’évaluations d’options : modele de

Black-Scholes et modele a sauts de Merton.
Les chapitres sont présentés de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous exposerons quelques concepts sur la théorie des marchés
financiers. Nous présentons le modele d’évaluation d’option, modele de Black-Scholes ; nous
tirons en suite la formule de ce modele. Pour la simplicité, nous limitons notre attention

au cas d'une option d’achat européenne.

Le deuxieme chapitre est consacré aux modélisations des actions financieres, modélisation
de la volatilité stochastique et méthodes d’estimations des parametres des EDS. Pour la
modélisation des actions financieres, nous présentons deux modeles : modele de Black-

Scholes et modele & sauts de Merton.

Ensuite, nous traitons de maniere détaillée les diverses techniques d’estimation des pa-
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rametres. Nous commencons, d’abord, par le modele de Black-Scholes. Nous estimons les
parametres avec trois méthodes, la premiere est la méthode via le temps du premier passage
par une borne constante (PTP) dont nous proposons une amélioration en généralisant tous
les temps de passage (GTP). Cette méthode permet d’estimer les parametres a partir de
tous les points de passage. La troisieme méthodes considere la volatilité comme équation
différentielle stochastique (EDS). Le deuxieme modele traité est le modele a sauts de Mer-
ton. Nous proposons l'estimation des parametres de ce modele en utilisant deux méthodes
d’estimation : la méthode des moments et la généralisation de la méthode des temps de

passage.

Au cours de troisieme chapitre, nous présentons deux applications numériques sur des
données réelles de 'action de 'or). La premiere traite du modele de Black-Scholes dont
nous présentons des résultats empirique issus de trois méthodes différentes (PTP, GTP et
volatilité EDS). Ensuite, nous présentons la deuxieme application sur le modele & sauts de

Merton, Les résultats empiriques sont issus de deux méthodes d’estimations (moments et

GTP).

La conclusion donne un rappel des résultats obtenue dans I'estimation des parametres,
qui sont testés a 'aide de technique de simulation et de prévision. Nous donnons aussi les

perspectives possibles pour le modele a sauts.

Une annexe est consacré aux rappelles sur la loi de rendement pour le modele a saut.
Cette loi nous permet de déterminer les lois du rendement a conditionnement sur le nombre

de sauts et par conséquent la densité de probabilité de ce rendement.

La bibliographie, sans étre exhaustive, donne un état assez consistant sur les travaux

de recherches concernant ce domaine.



Chapitre 1

Modeles stochastiques des marchés

financiers

1.1 Introduction

Le développement de l'activité financiere requiert de nombreux instruments basés sur
des parametres (taux d’intérét, taux de change ...). L’instabilité de ces parametres induit

la demande de transferts des risques de la part de certains intervenants du marché.

Des 1900, Bachelier était le précurseur a établir, dans sa theése, un lien entre le prix
des instruments financiers et les calculs probabilistes relatifs a certains processus stochas-

tiques. Plus tard, en 1973, Black- Scholes ont résolu la question de la couverture des risques.

Dans ce chapitre, nous commencons par la présentation de quelques généralités fi-
nancieres, ensuite l'identification des instruments financiers et les produits dérivés et enfin,

la notion d’arbitrage.

Nous présentons, ensuite, le modele mathématique d’évaluation du prix d’une option
d’achat européenne, qui est le modele de Black-Scholes, ainsi que les différentes méthodes

de calcul des volatilités implicite et historique.
L’objectif principal de ce chapitre est ’évaluation théorique de prix de cette option

dont I'obtention passe par la formule de Black-Scholes (1973). Cette formule est le résultat
de deux méthodes : 'approche EDP et ’approche martingale.

10



Chapitre 1.Modéles stochastiques des marchés financiers

1.2 Instruments financiers

1.2.1 Produits primaires

Un produit primaire désigne un titre avec une rémunération indépendante de tout autre
titre. Il existe deux types de produits primaires : les actions et les obligations ([17], [44],
[55], [61], [83]).

Actions

Une action se définit par un titre de propriété représentant une part du capital d’une
société, cotée en bourse et a une liquidité normalement assurée. En achetant une action,
nous devenons actionnaire et donc propriétaire en partie de ’entreprise dans laquelle nous
avons investi. Une action donne droit a un vote au sein de l'assemblée générale des action-
naires. La gestion de I'entreprise se discute au cours de cette assemblée, pour laquelle les

actionnaires sont responsables.

L’analyse financiére des actions : le ratio le plus utilisé est le PER (price earning
ratio) le PER (price earning ratio), ou coefficient de capitalisation des résultats, est le ratio
le plus utilisé qui est le rapport entre le bénéfice net par action et le cours de cette action.
C’est plus le PER est faible, moins 'action est chere. Le PER demeure I'indicateur le plus

couramment utilisé sur le marché des actions.

L’analyse technique des actions : cette analyse basée sur 1’évolution historique du
cours de 'action et le volume des transactions. Ceci permet de détecter si un mouvement

haussier ou baissier est durable ou non.

Les deux analyses sont complémentaires : I’analyse financiere propose une étude en
amont des causes de variation des cours, alors que l'analyse technique étudie ces causes.

La premiere permet de deviner une occasion favorable, la seconde donne un signal.

Obligations

Les obligations sont définies par des titres de dette pour les entreprises et de créances
pour les souscripteurs. Elles sont émises sur un marché primaire a un taux fixe généralement
et négociées sur un marché secondaire avec un prix variable en fonction des taux émis sur
le marché primaire. Une obligation est déterminée par : une durée et un taux d’intéréet qui

est choisi en fonction du risque de faillite de I'institution. Le prix d’une obligation dépend

11
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du montant nominal, de la date d’échéance, et des coupons.

Le nominal : c’est la division du capital de départ emprunté par I’émetteur de 1’obli-

gation par le nombre de titres.

Coupons : ce sont des montants versés par 'emprunteur aux dates fixées a ’avance et

qui correspondent a des intéréts sur le nominal.

Obligation zéro-coupon : c’est une obligation qui ne verse pas des coupons, donc a

I’échéance, le détenteur est remboursé juste le nominal.

Nous peuvons construire la courbe des taux de rentabilité annuelle en fonction des
échéances, lorsque nous avons suffisamment de zéro-coupons.
Lorsque cette courbe est décroissante, cela signifie que le marché anticipe une baisse des
taux. Au contraire, le risque de taux est important lorsque cette courbe est croissante. Une
courbe plate n’existe jamais en pratique mais signifierait qu’un taux d’intérét constant

dans le temps.

1.2.2 Produits dérivés

Un produit dérivé représente un instrument financier qui s’achete ou se vend et dont

la valeur dépend d’un autre titre, appelé I'actif sous-jacent.

Les actifs sous-jacents classiques sont négociés dans différents marchés :

° marchés des actions

. marché des changes : achat/vente de devises

. marché des matieres premieres : pétrole, métaux ...
° marché de 'énergie : électricité, gaz ...

° marché des taux d’intérét

Ces produits dérivés permettent de se protéger contre un risque déterminé : baisse
du cours des actions, risque de taux d’intéret .... Parmi les produits dérivés les plus

couramment négociés sont les contrats a terme et les options.

Les contrats a terme

Un contrat a terme est un contrat pour une opération différée dans le temps entre

I’acheteur et le vendeur, qui se mettent d’accord pour I'achat ou la vente d’'un actif a

une certaine date future (échéance) et a un prix fixé a 'avance. L’intérét des contrats a

12
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terme pour les intervenants est de figer des cours dans le futur : il s’agit dans ce cas d’une

opération de couverture.

Exemple

Un industriel européen sait qu’il doit recevoir en dollars une forte somme d’argent, dans
quatre mois. Afin de figer la quantité dont il peut disposer, il achete un contrat a terme,
d’échéance trois mois sur le dollar, en Euros. Il s’agit donc d’une forme de couverture du
risque de change, qui toutefois peut ne pas lui étre favorable, si dans quatre mois le contrat

cOte moins que le taux de change.

Un contrat a terme peut aussi étre mis en place a des fins de spéculation lorsque
l'opérateur anticipe (contre le marché) un certain type de mouvement et achete ou vend
un contrat en espérant réaliser un gain. En France, il existe un marché organisé, le MATIF
ou Marché a Terme International de France, crée en 1986, dans lequel sont négociés les

contrats a terme.

Les options

Une option est un contrat donnant le droit, et non 'obligation, d’acheter ou de vendre
une certaine quantité spécifiée d'un actif a ou jusqu’ a une date fixée, (échéance ou ma-
turité) et a un prix déterminé d’avance, appelé prix d’exercice. Le MONEP (Marché des

options négociables de Paris) crée en 1987, est un marché organisé d’options tres actif.

Nous avons deux catégories d’options : les options européennes sont les options qui
peuvent étre exercées seulement le jour de 1’échéance, et les options américaines sont celles

pouvant etre exercées a tout instant avant leur échéance.

Les deux formes d’options

Il existe deus types d’options : les options d’achat (call) et les options de vente (put).
Les options d’achat (call) : nous appellons option d’achat (call) le contrat qui confere
a son détenteur le droit d’acheter 'actif sous jacent a un prix fixé d’avance durant une
période de temps donné.

Les options de vente (put) : nous appellons option de vente le contrat qui donne a son
détenteur le droit, mais non ’obligation, de vendre un titre a un prix d’exercice déterminé

a l'avance, pendant une période de temps déterminée.

13
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L’acheteur d’une option américaine peut exercer a tout moment son droit, alors que
I’acheteur d’une option européenne doit attendre I’échéance pour décider de ce fait, donc

ce dernier bénéfice de moins de droit que le second.

Les parametres des options

La durée d’exercice (’échéance ou maturité) : indique la date a laquelle une
opération doit étre réalisée. Il existe trois échéances dans les marchés organisés sont cotées
simultanément : 3, 6 et 9 mois, Toutefois, sur le CAC 40 I’échéance des options est men-

suelle.

Le prix d’exercice : représente le prix auquel se fait la transaction en cas d’exercice de
I'option. Ce prix est fixé a 'avance et n’est pas modifiable pendant toute la durée de vie de
I'option. Nous disons que 'option est a la monnaie lorsque le prix d’exercice est voisin du
cours actuel de I'action sous-jacente. Les options dans la monnaie lorsque le prix d’exercice
est inférieur au prix actuel de 'actif sous-jacent (pour un call) ou supérieur au prix de son
actif sous-jacent (pour un put). Les autres sont dites en dehors de la monnaie dans le cas

contraire.

Remarque

Le prix de I'option est décomposé en valeur intrinseque et valeur temps.

e La valeur intrinseque : représente la différence positive ou nulle entre le cours coté
du titre support et le prix d’exercice.

e La valeur temps : se mesure par la différence entre le cours de 'option et sa valeur

intrinseque, cette valeur est nulle a I’échéance pour une option européenne.

La prime : la prime est le prix de 'option payé par l'acheteur au vendeur. Pour un
contrat portant typiquement sur 100 actions support sur les marchés organisés, I’acheteur
doit payer 100 fois la prime. Elle fait 'objet de cotations et peut étre négociée : nous
pouvons acheter une option pour essayer de la revendre plus chere, ou 'inverse. Le prix de

I'option évolue tout au long de sa durée de vie.

Exemple

Option (call) de change sur un dollar dans 6 mois pour K euros. Si le dollar monte, nous
exercons 'option et nous achetons le dollar & K euros. Si le dollar baisse, nous n’exercons

pas l'option et nous achetons au prix du dollar. La prime est perdue.

14
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Considérons le cas d'une option d’achat européen sur une action dont le cours a la date
t est S; de maturité T et de prix d’exercice K. Si St > K, le détenteur de 'option va
exercer son droit puisqu’il lui permet de réaliser un profit égal a Sy — K correspondant a
I’achat au cout K de I’action valant S;. Par contre, si S7 < K, le détenteur du call n’a pas
intérét a exercer son droit. La valeur intrinseque a la maturité de 1'option (payoff) du call

est donc égale a :

(St — K), =max (S7 — K,0) (1.1)

J’_

De maniere similaire, le prix théorique d’une option de vente, de payoff

(K — Sr), = max (K — S7,0) (1.2)

1.2.3 La notion Arbitrage

Cette notion destinée a assurer un gain positif ou nul. Il consiste essentiellement :

e Soit a vendre un actif financier et acheter un autre, correspondant mieux au prix
actuel du marché;

e Soit a vendre et a acheter un méme actif financier, mais sur deux marchés différents,
entre lesquels une différence de prix susceptible de dégager un gain monétaire est

constatée.

Le role des arbitragistes, est de détecter les produits financiers dont le prix est décalé
par rapport a ce qu’il devrait étre, compte tenu des autres prix de marché et faire des
profits sans risque. Leur intervention est statique au sens ou ils prennent seulement des

positions aujourd’hui, qu’ils liquideront sans les renégocier a une date future.

1.2.4 Prix d’un contrat a terme

Notons par ¥ (t,T), le prix fixé par contrat & la date ¢ auquel sera négocié le titre S
a la date T'. C’est le prix a terme de S a I'instant 7. Un raisonnement d’arbitrage statique
permet de comparer le prix de ce contrat au cours de prix du titre sous-jacent a la date ¢.
Il y a en effet deux stratégies possibles pour obtenir le titre S en 7" : Pour obtenir le titre
S en T, il existe deux stratégies possibles :

e La premiere consiste a acheter le titre S aujourd’hui, et a le garder jusqu’'en T.

e La deuxieme consiste a acheter le contrat a terme.
Pour pouvoir le payer en T, il faut placer a la banque un montant qui nous garantit
F3(t,T) en T. L’instrument financier adapté a ce genre de situation est, par définition, le

zéro-coupon de maturité 7', dont le prix B (¢,T) est celui qu'il faut payer pour recevoir a
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coup stir 1 Euro en T'. 1l faut donc placer & la banque F¥ (t,T) B (¢, T) Euros pour garantir

le paiement du contrat.

Par absence d’arbitrage, nous avons donc :

FS(,T) = (1.3)

B(t.T)

1.2.5 Parité call-put

Notons par C; et P, les prix respectifs en ¢ du call et du put européen de prix d’exercice
K et de maturité T sur un sous-jacent S. En achetant le call et en vendant le put en ¢,
au prix Cy — P, , on est garantit d’obtenir a 'échéance le flux (Sr — K), — (K —Sr), =
St — K. D’autre part, ce flux en T peut aussi étre obtenu en achetant le titre S et vendant
K zéro coupons en t, au prix S; — KB (t,T) . L’absence d’arbitrage montre donc la relation

dite de parité call-put :

1.3 Modélisation stochastique de la dynamique du sous-
jacent : Modele de Black-Scholes

Nous nous intéressons maintenant a la dynamique du cours de l'actif S dans le cadre
de modele de diffusion Brownien géométrique, qui est certainement 1'un des modeles
d’évaluation les plus répandus en finance, les hypotheses de modele de Black-Scholes sont :
taux d’intérét sans risque constant quelle que soit ’échéance, absence d’opportunité d’ar-
bitrage, titres parfaitement divisibles, transactions continues sans impots ni cotits de tran-
saction (marchés parfaits), cours de l'actif sous jacent suivant un mouvement Brownien
géométrique, ne détachant aucun dividende (bénéfices distribués aux détenteurs d’actions),

options devant étre européennes, rendement normal et volatilité constante.

1.3.1 Description du modele

Le modele proposé par Black-Scholes décrivant 1’évolution du cours d’un actif sous
jacent. c’est un modele a temps continu avec un actif risqué (une action de prix S; a
Iinstant ¢) et un actif sans risque (de prix S? a l'instant ¢). L’évolution de S est supposée
régie par I’équation différentielle ordinaire ([34], [43], [44], [77], [85]) :

ds° = rs%dr, S =1
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de sorte que SY = e pour t > 0. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des

placements sans risque est constant égale a 7.

Les actifs S = (SO, St ...Sd) représentent usuellement les prix des actifs risqués comme
les actions, obligations ... Notre modélisation de référence sera donnée par le modele de

Black-Scholes pour d = 1 actif risqué :

ol u et o sont deux constantes et B; un mouvement Brownien standard.

Pour résoudre cette équation, nous posons Y; = log(S;) et (u — 0?/2) et en appliquant
le lemme d’It6. La solution est donnée par I'expression suivante :

S (t) = Spexp [aBt + (u — ?) t} (1.6)

Ce processus est un Brownien géométrique. Il est aussi dit processus ”log- normal”. Il
résulte que Y = (Y (¢),t > 0) est un processus de Wiener généralisé de drift m et de

variance o2, verifiant

Vs,0 < s <t,By(t)— By(s) ~ N(m(t—s),0%(t —s)), donc Y (t) — Y(0) = log((S(t)/S(0)).

1.3.2 Portefeuille autofinancant

Dans cette section, nous modélisons le concept de gestion dynamique de portefeuille
[61], [79]. Une stratégie de portefeuille est définit par un processus adapté a la filtration
naturelle (F;) du mouvement Brownien ¢ = (¢°, ¢) ou ¢° et o = (¢!, ..., %) représente
a l'istant t, les quantités d’actif sans risque S° et d’actif risqué S = (5’1, e Sd), et dont
la valeur est déterminée sur la base des informations disponibles juste avant t. ¢9 et ¢!
peuvent prendre des valeurs positives ou négatives correspondent a un achat ou une vente.

La valeur de ce portefeuille a la date ¢ est définie par

d
Vi (0) = ¢ Xe = 6080 + > iS;

i=1
Dans les modeles discrets ou l'investisseur ne peut négocier les titres qu’aux dates

to=0,--- 1, la condition d’autofinancement s’écrit :

qbthtk = ¢tk+1 th

ou encore de maniere équivalente en mettant en évidence la variation des actifs entre deux

dates :

Vtk+1 <¢> = ¢%+1th+1 = ¢thtk + ¢tk+1 (th+1 - th) = Vtk (¢) + ¢tk+1 (th+1 - th) (1'7)
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Ceci traduit 1'idée suivante : a I'instant ¢, apres avoir pris connaissances des cours Xy,
'investisseur réajuste son portefeuille pour le faire passer de la composition ¢z, a ¢y, ., le
réajustement se faisant au cours de la date t; sans apport ni retrait de fonds extérieur.
Autrement dit, les variations de la valeur d’un portefeuille autofinancant sont exclusivement
dues aux variations du prix des actifs. En notant AX,, = X;  —X,, , onremarque d’apres

(1.7) que la valeur d'un portefeuille autofinangant s’écrit :

k
Vi, (8) = Vo (9) + )0 AX,, .

=1
Dans un modele en temps continu, une stratégie de portefeuille autofinangant (dans les
actifs X = (Sl, e ,Sd) est la donnée d’un processus adapté ¢ = (¢°, ) tel que I'intégrale

stochastique [ ¢dX existe et dont la valeur de portefeuille est caractérisée par :

wmz@&z%w+4¢@&

Nous écrivons aussi la dynamique de la valeur d’un portefeuille autofinancant sous

forme différentielle :
AV, (¢) = ¢PdS) + @udS, = (Vi () — @uSi) rdt + 0 dSy = Vi (¢) dit + ¢y (—1Sydt 4 dS;) (1.8)

Actualisation par le cash

Nous examinons la condition d’autofinancement lorsqu’on actualise par le cash. Nous
notons 5! = 5¢/8% = ¢S i =1,--- ,d, le prix actualisé (par rapport au cash) des actifs
risqués, et V; (¢) = V; (¢) / SY = eV, (¢) la richesse actualisée. Alors par la formule d’'Tt6

et (1.8), la dynamique de la valeur d’un portefeuille autofinangant est :
AV, () = —re "'V, (¢) di-+e "t dV; (¢) = e "t [—rV; (¢) dt + dV; (¢)] = e "t [—rS,dt + dS] = ¢dS,

Ce qui s’écrit encore :
t
V(o) = Vo @)t + [ 0.dS, 19)
0

Exemple

Dans le cadre du modele de Black-Scholes, la dynamique de la richesse V' d’un porte-

feuille autofinancant de stratégie ¢ dans l'actif S est :
AV, = rVidt + ¢Sy [(u — r) dt + 0dBy]
et celle de la richesse actualisée est donc :

ﬁ/t = thgt [(/L — 7") dt"‘ UdBt] .
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La dynamique de la richesse autofinancant associée a un montant 8; = ¢.5; dans 'actif

risqué S s’écrit :

AV, = (V, — 6,) rdt + et%st = rVidt + 0, [(n — ) di + 0dBy] .

t

1.3.3 Probabilité risque-neutre

Les hypotheses d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) et de marché complet as-
surent ’existence et 1'unicité d’une mesure de probabilité () sous laquelle le processus de
prix actualisé est une martingale. Cette probabilité est appelée probabilité risque-neutre.
C’est ce qu’exprime le théoreme de Girsanov, que nous pouvons énoncer de la maniere

suivante :

Théoréeme 1.3.1. (Théoréme de Girsanov ) [33][44][63]

Soient B un mouvement Brownien pour un espae filtré (0, F,F, P) et 0 un processus

adapté vérifiant £ [exp < fo 62 (u du)] < 400. On définit le processus B et la mesure Q

par :
- t 1 t
Bt—Bt—l—/ 0(s)dBs et ——exp{ /8 B, —5/ 92(u)du}
0 0

alors B est un (Q-mouvement Brownien.

En appliquant ce résultat avec 0;= (u — 7) /o et en appliquant le lemme d’It6 au pro-
cessus de prix actualisé S (t) = S (¢) e, nous obtenons que S est une martingale sous Q.

De méme C (t) = C (t) e " est une Q-martingale, ce qui permet de conclure que :
exp (—rt) x C (t) = E9 [exp (—rT) x (Sr — K) " |F}]

Nous avons ainsi ramené le probleme de la valorisation de I'option a un calcul d’espérance,
a priori plus simple que la résolution de 'EDP issue du raisonnement d’arbitrage direct.
En effet, la variable S (t) est log-normale sous @, ce qui conduit aisément & la formule de
Black-Scholes [29] :

C(0) =Sy x N (dy) — Ke™ "D x N (dy)

Avec

In (So/K) + (r+ (c2/2))T In(So/K) + (r — (02/2))T
dy = et dy =
ovT oVT
N désignant la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Les deux ap-
proches sont liées par le théoreme de représentation de Feyman-Kac qui permet d’expri-
mer la solution de certaines équations différentielles stochastiques sous la forme d’un calcul

d’espérance.
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Théoréme 1.3.2. (Théoréme de Feynman-Kac) [65]
Soit f une fonction de classe C?, si p(x,t), 0 (x,t), r(x,t) sont des fonctions lipschit-

ziennes, bornées sur R x [0,T]. Considérons ’EDP :

1, af af ~of B
57 (Iat)@JFM(I,t)%ﬂL%‘Fr(xat)f—o
avec la condition limite :
f(z,t) = (z)
en supposant que,
t af 2
vt < T,/ E (O’(XS,S)—(XS,S)) ] ds < o0
0 ox

alors :

Pt =8 o (060 ] 0

ot X suit UEDS dXr = pu (z,t)+0 (x,t) dB et est un mowvement Brownien pour la mesure

N.

1.3.4 Formule de Black-Scholes

Ce paragraphe est consacré a la dérivation originale du prix d’arbitrage selon Black-

Scholes. Nous supposons que nous avons un marché financier tel que :
1. Un actif sans risque dont le prix Sy vérifie dSy (t) = Sp (t) udt out p est une constante.

2. Un actif risqué dont le prix vérifie ’equation (1.5) ou B est un mouvement Brownien

standard, i et o sont des constantes.

L’EDP d’évaluation

Le prix d’un call de maturité T et de prix d’exercice K est une fonction C' (¢, S (t)). Nous
constituons un portefeuille composé d'un call et de ; parts de I'actif risqué ([33], [65], [83]).
La valeur de ce portefeuille est V; = C (¢, 5;) + ,S;. Nous supposons que cette condition
est une condition d’autofinancement et ne doit étre, aucun cas, confondue avec une formule

d’Tto. En utilisant la formule d’It6 généralisée :
d¢ (t) =a(t)dt + b(t)dB;

1
~V' | dt + V/bdB,

dV, = Vt'—l—V$’a+2 i

donc

dg (t) = dSt = MStdt + UStdBt
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oc ., aC e
Vit,z) =C(tx) + G et W:§7%:%+ﬁta‘/ﬂcw:w

~[(oC | [oC LOC 5 oc
dV, = (E (% + ﬁt> 1S + §WJ St> dt + (E + ﬁt> 0 S;dB;

Nous trouvons

aC oC  19°C , aC
d‘/t = (%Stﬂ + E + 5@0‘ St) dt + ﬁtSt,udt + (%05} + ﬁtO'St) dBt

Le portefeuille est sans risque si %US} + oSy = 0, soit §; = —% et de rendement r si

dV, = rVdt, soit dCy + (,dS; = r (Cy + [3,S;) dt d’ou, en remplagant /3 par sa valeur

oCc  10°C
ah = (E 2 0z2 !

+ ——0252) dt = rV,dt

2
(8—0 + 16—00253) dt =r (C — a—CSt> dt

ot 2 0x? ox
d’ou
aC (t,S;)  0C (t,8;) 5. ,10°C(t,S;) B
T’St or + ot +o0 StéT_To(t7St) =0 (110)
avec
C(T,S,) = h(Sr) (1.11)

Soit Sy une variable aléatoire avec une densité strictement positive définie sur R et a

valeur dans R*, alors

le. oC , ,10°C
Txa—x(t,x)—}-g(t,x)—l-ax 5%

avec C (T, x) = h(x).

C’est I’équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-Scholes. C’est I’équation aux dérivées

(t,x) —rC(t,x) =0 ,Vt >0 (1.12)

partielles (EDP) de Black-Scholes que nous résolons par étape :
e Transformation de I’équation initiale en une équation de la chaleur.
e Résolution de I’équation de la chaleur.

e Retour aux variables initiales.

Etape 1 : de 'EDP a I’ équation de la chaleur.

On fait le changement de variable

C(S,t) = e Ty (x,7) (1.13)
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ot 7 le temps résiduel normé est donné par : 7 = (2M/o?) (T —t), avec M = r — 02 /2

r = 20—]\24 (log (S/K)+ M (T —1t))

Nous trouvons 'équation en u, z et 7 :

O®u _ Ou

C’est I’équation de la chaleur et la condition au bord :
C(5,T)=(5S-K),
Le passage aux variables (z,7) donne

(S,T) — (x,0)

e (2) (2 s

S = Kexp [(z0°/2M)]

et done :

Par conséquent, la condition au bord devient :

0 0 sixz <0
u(z,0) =¢(x)= 2 .

(2,0) = ¢ () K(exp(xz"—M)—l) si x>0
La solution de I’équation de la chaleur est donnée par

1 oo
U(JT,T) _ 90(3) 6—(:(:—5)2/4Td8

) VT

dite intégrale de Poisson pour 1’équation de la chaleur.

Etape 2 : résolution de I’équation de la chaleur.

La solution de I’équation est :

u(e,7) = KO () exp (— (27 — 2?) /47) — K (%)

avec :
. N T0?
=+ —
M
uw 2
@(u):/ e zdv
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Etape 3 : retour aux variables initiales
u(x,7) — C(S,t)
La formule de Black-Scholes ([33], [43], [56], [61]) :
C(5,t) = 5® (dy) — Ke "9 (dy) (1.15)

avec ® (z) la fonction cumulative de la loi normale centrée réduite, S I'actif sous jacent, K

le prix d’exercice, T' la date d’échéance et

_ (log (S/K)+ (r+02/2) (T —t) ~ (log (S/K)+ (r—o?/2) (T —t)
dl‘( T 1 )d2‘< T =1 )

Formule du put : parité put-call

P(S,t)+S=C(S,t)+e T VK
P(St) = Ke "9 (—dy) — SO (—d,) (1.16)

La valeur C est donnée en fonction de cinq parametres : la valeur actuelle de I’actif sous
jacent, le temps qui reste a ’option avant son échéance, le prix d’exercice fixé par 'option,
le taux d’intéréet taux sans risque, la volatilité du prix de I'action qui est non directement

observable sur le marché.

La formule de Black-Scholes repose sur ’hypothese que les rendements de 'actif sous
jacent sont gaussiens, d’une maniere équivalente, la valeur de l'actif suit une diffusion
Brownien géométrique. Cette formule dépend de deux parametres du modele Black-Scholes

qui sont des parametres a estimer.

Approche martingale

Nous allons nous placer dans le monde risque neutre ([40], [60], [61], [68]) c’est-a-dire
sous @, dans lequel les espérances de rentabilité instantanées de tous les actifs (risqués ou
non) sont égales au taux sans risque r. En particulier, le prix de I'actif sous-jacent n’est

plus régi par (1.5) mais par I’équation différentielle stochastique suivante :

d —
% — rdt + 0dB; (1.17)

t

23



Chapitre 1.Modéles stochastiques des marchés financiers

ol (Bt> représente un mouvement Brownien standard sous Q.
>0

Nous calculons sous @), 'espérance du payoff actualisé au taux sans risque pour un call

européen sachant que les prix actualisés sont des martingales.

Nous rappelons la solution intégrée entre les dates ¢ et T' de 'équation (1.17) régissant

I’évolution du prix de I’action sous la probabilité @) :
St = S;exp ((7’—02/2) (T—t)+0<Ep—E>> (1.18)

Nous savons par ailleurs que 'accroissement du mouvement Brownien By — B; suit une
loi normale centrée et de variance T — t. Nous noterons U une variable normale centrée
réduite et nous écrirons : By — B, = /1T —tU ; d'ou :

St = Spexp <(r—02/2) (T—t)+0\/T—tU) (1.19)

Considérons d’abord le cas du call de maturité T', de prix d’exercice K et donc de payoff
\I’T = HlaX<ST - K, 0) :

C(t,S;) = E [max (Sp — K,0) e @70 |,]
En utilisant (1.19), nous obtenons :

Sp = S, exp <(r—02/2) (T—t)—i—a(E;—AB;)) (1.20)

+oo
Ct = / max <Ste((r_%‘72)(T—t)+0\/ﬂU) . K, 0> e_r(T_t) 1 €_u2/2du,
- \ 2T

Notons que le maximum intervenant dans cette expression est nul lorsque :

Ste<(7‘—a'2/2)(T—t)—‘rO'\/T—tu) K < 07

c’est-a-dire lorsque, en date T, I'option est en-dehors de la monnaie et expire sans valeur.
Cette inégalité prévaut si et seulement si : In (Sy) +(r — 10%) (T — t)+0v/T — tu < In (K),

soit : u < —dg, ot dy = [In (S7/K) + (r —0?/2) (T —t)] Jo/T —t.

Les bornes d’intégration en u peuvent donc étre ramenées de |—o00, 00| & [—ds, 00[ . Nous

devons alors calculer :

oo 2 1 2
C, = / (Ste((r—o /2)(T—t)+0\/T—tu) _ K> e—r(T—t)e—u /Zdu,
—ds vV 2w

qui peut se décomposer en deux termes :
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e Lo?)(T—t)+oyT—tu) L =u® (7 T ewen L
C, = / Ste((rfia )(T—t)1+ovT—tu) ez e "Iy — K/ e (=) e 2 du.
—da V2T —d2

Posons :

“+o0o 1 9 1 2 “+o00 1 Cu
Il _ / Ste((r—50 )(T—t)—i—U\/T—tu) _eTefr(Tft)du , [2 _ K/ efr(Tft) er'LL,
—da V21 —ds

Calculons d’abord le deuxieme terme, I, plus simple que I;. Nous pouvons sortir de
r(T—t)

I'intégrale le termee™ , qui est déterministe, et écrire :

too 2
I, = Ke_’"(T_t)/ ——e 2 qu.
—dy V 2

En remarquant que la densité de probabilité ® (u) du = [(e‘“z/ 2) /V 27r] du est une fonc-

tion symétrique, nous obtenons (par changement des bornes d’intégration) :

2 2
I, = KeT(Tt)/ —e " 2.

oo V21
Cette intégrale est égale a la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite prise

en dsy, que 1'on note N(ds). Donc :
L =Ke " TON(d,)

Etudions maintenant le premier terme, I, intervenant dans ’expression de C; :

+o0
Il — Ste((r—%(ﬂ)(T—t)—i-U\/T—tu) 1

—da V 27T

En remarquant que les termes en "7~ et 7"~ se compensent, que S; peut sortir de

—u? Tt
ez e TNy,

I, et en regroupant les exponentielles, nous trouvons :

I, =S, /+oo 1 e%(7u2720\/T7tu+02(T7t))du.
—dy V2w

Un carré parfait apparait dans I'’exponentielle :(u —oVT — t)2 . En procédant au change-
ment de variable v = u — o+/T" — t, on obtient :

=S / - L g
1 = Ot € v,
—do—o/T—T V2T

Par le méme raisonnement de symétrie que précédemment (changement des bornes d’intégration),

R R
I, =S, / Nor " dv,
— 00 vis

nous avons donc :
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ou dy = dy + ov/T — t. Cette derniere expression fait apparaitre la fonction de répartition
de la loi normale centrée réduite, prise en dy, notée N(d;). Le premier terme d; de la prime

du call est donc égal a :
Il = StN(dl)

Comme C; = I; — I, la démonstration de la formule de Black-Scholes par un calcul direct

de l'espérance du payoff actualisé de 'option.

Ct = StN (dl) — Keir(T?t)N (dg)

et N(u) dénote la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La formule de
Black-Scholes relative au put peut étre démontrée a 1’aide d'un calcul semblable, ou plus

simplement, déduite de celle du call et de la relation de parité call-put [7], [55].
P(t,5) =Ke " TYN (—dy) — SN (—d;)

1.3.5 Les grecques

Les grecques sont définit comme les dérivées d’une valeur d’option par rapport a
différents parametres [83]. Elles permettent de mesurer la sensibilité d’une option a ses
différents parametres et sont utilisés dans les stratégies de couverture d’options ou de por-

tefeuilles d’options. Elles sont appelés grecques en relation avec I’alphabet correspondant.

Delta : mesure la variation du prix de l'option par rapport aux variations du sous-

jacent est positif et donne le nombre de parts que 'investisseur doit donc acheter pour se

couvrir. 50
A=—
0S
Dans le cas de 'option d’achat européenne, nous avons
oC
A=—=N(d) >0

Le Delta d’une option d’achat varie entre 0 et 1 tandis que celui de 'option de vente varie
entre 0 et —1. Ainsi Delta tendra vers 0 lorsque 'option sera hors de la monnaie et tendra

versl lorsque 1'option sera dans la monnaie.

Gamma : mesure la sesibilité du prix de 'option par rapport a celle d'une unité du

delta; c’est donc la dérivée seconde par rapport a l’actif sous-jacent, i.e

_oc
- 05?
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Dans le cas de I'option d’achat européenne,
B 02C B 1
082 SoT —t

ou N est la densité de la normale centrée réduite. Les plus grandes valeurs de gamma se

r N'(dy) >0

trouvent lorsque le prix du sous-jacent est proche du prix d’exercice de 'option.

Théta : exprime la variabilité de I'option par rapport au temps. Il fournit une indication

sur la vitesse a laquelle le prix de 'option décroit plus la date d’échéance approche.

oC
0=—
ot
Dans le cas de 'option européenne d’achat, nous avons
oC S
0=""= 27 _N'(d))+ SN (d) — rKe "IN (dy) > 0

ot 2T -1

Véga : représente la sensibilité de 'option par rapport a la variation de la volatilité
du sous-jacent et indique donc que plus le sous-jacent est risqué, plus le prix du 'option

est élevé.

oC
v=—
do
Dans le cas de 'option européenne d’achat, nous avons
oC
v = R = SVT —tN"(dy) >0
o

Bien que la volatilité soit supposée constante dans la formule de Black-Scholes, elle est tres

souvent variable dans la réalité.

La valeur de l'option est de fait affectée par la variation de la volatilité de I'actif sous-
jacent. En partant de la formule de Black-Scholes pour une option d’achat européenne,

nous faisons le lien entre la variance du prix de I'option et la volatilité de I’actif sous-jacent.

Pour une meilleure estimation du prix de 'option il est nécessaire de tenir compte de
la variation par rapport a la volatilité du sous-jacent sur toute la durée de vie de 'option.
Ainsi Vega est une fonction croissante du prix de 'option d’achat puisque qu'une augmen-
tation de la volatilité implique une hausse de la probabilité d’exercice et produit 'effet

contraire dans le cas d’une option de vente.

Rho : mesure la variabilité d’'une option par rapport aux taux d’intérét sans risque,

_oc
p_é?r
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Dans le cas de 'option d’achat européenne, nous avons

aC
P= = K(T —t)e " T"YN (dy)

Un changement dans les taux d’intérét va entrainer une variation du facteur d’actualisation
et ainsi de la valeur de I'option. Cependant, il’a un impact relativement faible sur la valeur

de l'option comparé aux autres dérivées partielles.

1.3.6 Volatilité

La volatilité est définie comme un parametre qui mesure le risque associé au rende-
ment de l'actif sous-jacent. L’estimation de la volatilité est le point plus délicat dans
I’établissement d’un prix, d’autant plus, que la valeur d’une option est tres sensible aux
variations de la volatilité. Pour avoir un bon modele d’évaluation d’une option, il faut
également avoir une estimation la plus précise possible de la volatilité. Les principaux

estimateurs de la volatilité sont la volatilité historique et la volatilité implicite.

La volatilité historique :

Nous déterminons la volatilité historique a partir des variations passées du sous ja-
cent les quelles peuvent etre un outil d’aide a la décision pour déterminer une variation
future. L’estimation de cette volatilité, a été utilisée par plusieurs chercheurs tels que Black-
Scholes, Galai (1977)[21] et Finnerty (1978)[19]. La volatilité historique est mesurée par
I’écart type du rendement R; du sous-jacent durant la période qui précede 1’émission des

options.

Le rendement instantané du sous-jacent est supposé suivre un mouvement Brownien
géométrique. Il est équivalent d’affirmer que R; suit une loi log normale. Dans le modele
Black-Scholes la valeur ¢ du rendement instantané est supposée constante. La meilleure
estimation de la volatilité est la racine carrée de la variance empirique sans biais (02),

donnée par la formules suivantes :

1 S; ?
~2 7 o~
0" =—— E_l (ln (Si—1> ,u) (1.21)

ou

P R Si
M_Ei:m(&q) (1.22)

avec n est le nombre d’observations a considérer pour le calcul de la volatilité.
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La volatilité implicite :

Etant donné les critiques adressées a la méthode de la volatilité historique, une méthode
alternative consiste a utiliser les prix observés sur les marchés pour en extraire une volati-

lité implicite.

Le modele Black et Scholes (1973) a été utilisé pour estimer la volatilité implicite d’une
option donnée. Comme nous 'avons déja vu, les auteurs de ce modele supposent que cette
variable est constante durant la vie de I'option, ce qui n’est pas vrai dans la réalité. L uti-
lisation d’un modele d’évaluation d’option pour estimer la volatilité implicite suppose le
modele connu et bien spécifique, c’est-a-dire que le prix que dégage le modele est le prix

de l'option sur le marché.

Donc la mesure de la volatilité implicite est extremement tributaire du choix du modele
d’évaluation d’options que nous choisissons pour 'estimer. Afin de minimiser I'erreur de
I’estimation, il faudrait donc choisi un modele qui reflete la réalité de notre actif sous

—jacent.

Calcul de la volatilité implicite : dans le modele Black-Scholes, la valeur d’une op-
tion call européenne est donnée par I’équation (1.15). Cette valeur est donnée en fonction
de six parametres. Si nous connaissons ¢ nous pouvons calculer le prix de l'option. In-

versement si nous connaissons la valeur de l'option, nous pouvons déduire la valeur de
ac
Jdo
max (S — Ke(T=1), 0) et S, alors il existe une et une seule valeur de o telle que la valeur

o, car > 0. Etant donnée que la valeur de l'option a l'instant ¢ est comprise entre
théorique de l'option soit égale a la valeur réelle sur le marché de cette méme option. La

valeur trouvée est ce qu’on appelle la volatilité implicite.

Techniques d’estimation de la volatilité implicite : Il existe plusieurs méthodes
d’estimer la volatilité implicite : selon le modele d’évaluation, les type et les séries d’op-
tions disponibles. Cela pose un probléeme car intuitivement, il devrait exister une seule
mesure de la variabilité par actif financier sous jacent a l'option [73]. Pour résoudre le
probleme de la structure de la volatilité implicite, plusieurs auteurs ont suggéré différentes
techniques de calcul afin de trouver un seul chiffre qui pouvait caractériser un actif finan-
cier en particulier. Mayhew (1995)[53] explique trois fagons d’estimer celle mesure de la
variabilité unique. toutes ces méthodes ont ceci ont commun : elles utilisent une moyenne

pondérée de la volatilité implicite des option se transigeant sur un méme actif financier.

La premiere, qui a été suggérée par Trippi (1977) [82] est par la suite par Schmalensee et
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Trippi (1978)[75], calcule la volatilité implicite (o) pour les options d'une méme classes

et de la, calcule une simple moyenne arithmétique de 0;,,,; comme ceci :

1 N
Oimpl = N E O impl
=1

L’idée de ce raisonnement consiste a dire que si le modele évalue correctement le prix
d’une option sur le marché, alors les déviations de la prévision du modele par rapport au
marché s’expliquent par une forme de bruit dans le marché, une distorsion qu’il est possible
de réduire en augmentant le nombre d’observations dans le calcul du o;,,,. Certaines op-
tions sont plus sensibles a la volatilité que d’autres en raison de différents facteurs comme
I’asynchronisme dans les prix, ce qui baisse encore plus I’évaluation de la prime. Latané et

Rendleman (1976)[45] suggerent 1’équation suivante pour tenir compte de ce phénomene :

1 N

~ 2 2

Oimpl = SN Z Wi Oimpl

D i1 Wi i

ol w; est le vega de l'option calculée avec la formule de Black-Scholes. cette methode
possede l'avantage de pondérer les options selon leur degré de sensibilité a la volatilité.
Cependant, elle n’alloue malheureusement pas une somme des poids égale a un. Pour
résoudre ce probleme, Beckers (1981) [5]et Whaley (1982)[86] ont utilisé une autre forme
pondérée afin de réduire la distorsion causée par ’écart entre le prix prévu par le modele

et le prix réel de 'option :
N
Gimpl = Y _w; [C; — BS; (5)]°
i=1

ou C; est la prime au marché de l'option et BS est la prime évaluée par le modele Black-
Scholes.
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Chapitre 2

Modeles et méthodes d’estimations

des parametres

2.1 Introduction

De nombreux modeles ont été proposés pour modéliser 1’évolution du cours des ac-
tions. Le modele de référence est proposé par Black-Scholes (1973), qui considere que les
cours peuvent étre représentés par un mouvement Brownien géométrique ; ces auteurs ob-
tiennent une formule donnant explicitement les prix et les stratégies de couverture des
options européennes. Les hypotheses de ce modele sont tres restrictives : continuité des
trajectoires, constance de la volatilité, log-normalité des rendements, etc. Il a I’avantage

d’étre un modele simple, facile a estimer.

Plusieurs autres modeles ont été développés pour mieux rendre compte de la réalité
du marché, les prix sautent soudainement, les études empiriques montrent que la vola-
tilité n’est pas constante et les queues de distribution sont plus épaisses que celle d’une
loi log-normale, donc ’hypothese gaussienne pour le rendement des actifs financiers n’a
qu'un champ de validité réduit (Mandelbrot (1962), (1963))[49], [50] et Fama (1965)[18].
Le lecteur trouvera des exemples dans l'article de Jorion (1988)[37] ainsi que dans le livre
de Jondeau, Poon et Rockinger (2007)[36].

Ces courants de recherche aboutissent en premier lieu a deux voies d’extension du
modele de Black-Scholes : Les modeles a sauts : ils se basent sur le fait que le prix du
I’actif sous jacent change généralement d’une facon continue, mais ils permettent a ce prix
de faire un brusque saut important. Merton (1976) [54] est le premier auteur a avoir intro-

duit un modele non gaussien. C’est seulement dans les années quatre vingt dix que se sont
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développées un tres grand nombre de modélisations alternatives a ces travaux précurseurs.
Merton considere un processus mixte avec une composante gaussienne et une composante
de type poisson composé avec sauts gaussiens. Les modeles a volatilité stochastique : ces
modeles introduisent, en complément de 1’aléa caractérisant le processus de prix du sous-
jacent, un deuxieme aléa relatif a I’évolution de la volatilité au cours du temps. Ceci revient
a injecter un processus stochastique (celui de la volatilité) dans un autre processus sto-

chastique (celui des prix du support).

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques modeles d’évaluations des actions fi-

nancieres et les méthodes d’estimation. Ce chapitre est partagé en trois sections.

Dans la premiere section, apres avoir présenté le modele de Black-Scholes, ainsi que
les séries de rendement avec ses propriétés, nous étudions en profondeur, les méthodes
d’estimations : la méthode historique, la méthode via le temps du premier passage et nous

présenterons une généralisation de la méthode des temps de passage.

La modélisation de la volatilité stochastique (volatilité comme EDS ainsi que la méthode

d’estimation de la volatilité, font ’objet de la deuxieme section.

Nous présentons dans la troisieme section, le modele a sauts, modele de Merton (1976)[54],
ainsi que deux méthodes d’estimation, la méthode des moments et la généralisation de la

méthode des temps de passage.

2.2 Modéele de Black-Scholes

Nous supposons que le comportement du prix de I'action est déterminé par 'EDS :
dSt = /Lstdt + O'StdBt

B = (B(t),t > 0) un mouvement Brownien standard, u et o sont des parametres réels

(voir chapitre 1).

2.2.1 Série de rendement

Du point de vue d’un investisseur, le rendement de l'investissement est beaucoup
plus intéressant. Principalement a cause qu'un investisseur insiste plus sur le gain rela-
tif réalisable, plutot que sur le prix nominal de l'investissement, mais aussi parce que le

rendement comme indice de changement du prix relatif permet des comparaisons entre
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compagnies, titres boursiers et monnaies. Le rendement d’un titre varie donc en fonction
du cours du titre, c’est une valeur financiere, a la différence de la rentabilité financiere, qui
est une valeur comptable se calcule différemment selon le type de placement.

Le taux de rendement géométrique est le plus utilisé dans les diverses recherches, il permet
de relier les modeles en temps discret et ceux en temps continu (][9], [60], [47]). Soit le prix

d’un titre au temps t. Le rendement a l'instant t peut étre défini par :

R(h) =In (Sgh)

Loi jointe des rendements

le rendement de Dactif entre ¢ et t + h vaut :

Stth _ So X exp ((u — 0®/2) x (t + h) + 0 Byyn)
S So X exp ((u — 02/2)t + 0 By)

De plus, comme By, et B; sont des mouvements Browniens standards, la différence By, ), —
B, est de méme loi que By,. Ceci nous amene a (Sy4,/S:) = exp ((n— 0%/2) h+ o By),
el 2

variable aléatoire log normale indépendante de ¢, de moyenne u — 72 et de variance o°.

Nous poserons par la suite R (h) = In (S;11/S;) = (u — 0?/2) h+ o By,.

Propriétés statistiques des séries de rendement

Les séries de rendement possedent un certain nombre de caractéristiques différentes
de celles du bruit blanc gaussien. Les caractéristiques les plus marquantes des séries de

rendement sont :
1. Exces du coefficient d’aplatissement : les séries de rendement possedent un coefficient
d’aplatissement plus important que celle de bruit blanc gaussien [73].
Etant données K observations uy, k = 1,..., K d’une certaine variable, le coefficient
d’asymétrie (skewness) est calculé par :

E(U-EW)"] &3 (=0

Blo-2)" (125, w-p?) "

De la méme maniere on calcule le coefficient d’aplatissement (Kurtosis) par :
1K ~\2
7 2ot (U — 1)

(58, - a)?)

R CERACH N
Yo = ) =
E[(U~EU))

[N

1 K
O I = 3o Dy Uk-
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2. Hetéroscédasticité : Elle représente le caractere non constant de la variance d’une

série dans le temps.

3. Autocorrelation : Les rendements ne démontrent qu’une faible autocorrelation, mais

les carrés des rendements sont autocorrélés a un niveau significatif.

2.2.2 Tests statistiques des séries de rendement :
Autocorrélations

Il existe des tests statistiques afin de vérifier si les rendements, supposés de meéme loi,

forment un bruit blanc.

Test de Box et Pierce [10] : Le test de Box-Pierce permet d’identifier les processus de

bruit blanc. Cette statistique permet de tester cov (e4,&;_1) pour tout k. Ce test s’écrit :

H, =il existe i tel que p (i) #0

Pour effectuer ce test, on utilise la statistique de Box et Pierce (1970) ), donnée par

k=1
olt h est le nombre de retards, T est le nombre d’observations et p; 'autocorrélation
empirique. Nous rejetons I'hypothese de bruit blanc au seuil h si ) est supérieure au

quantile d’ordre (1 — a) de la loi du x? & h degrés de liberté.

Test de Box Ljung [10] : Une statistique ayant de meilleures propriétés asymptotiques

peut étre utilisée

i
Q=T(T+2)) 7"

k=1

qui suit asymptotiquement, sous Hy une loi du x? a h degrés de liberté. Si Q < x7_;
alors on accepte Hy, avec r est le nombre de parametres estimés.
Test de Normalité

Nous povons aussi tester I’hypothese de loi gaussienne, si les rendements sont indépendants,
Il existe plusieurs tests de normalité, le test le plus classique de Jarque et Bera [32] est

fondé sur la notion de Skewness (asymétrie) et du Kurtosis (aplatissement).
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Les tests de Skewness et de Kurtosis : soit u = .1, (z; — T)" le moment centré
d’ordre k, le coefficient de Skewness (ﬂll/2> est égal a : ﬂi/Q = ug/,ug/Q et le coefficient de
Kurtosis 3 = (p4/p3) —3. Pour une distribution normale et pour un nombre d’observations

asSsSeZ grand; nous avons :

11/2 — N (0, 6/71) et By — N <3, 24/n>

Nous construisons alors les statistiques :

V1=<11/2—0>/\/6/_n ot = (0—3)/\v24/n

Si les hypotheses Hy : v; = 0 (symétrie) et v, = 0 (aplatissement normal) sont vérifiées
alors |v1| < 1.96 et || < 1.96. (au seuil 5%) Dans le cas contraire ’hypothese de normalité
est rejetée.

Test de Jarque-Bera : il s’agit d’un test qui regroupe les résultats précédents. Si 511/ 2

et 5 obéissent a des lois normales alors la quantité S :
S=<hi+ oo (=37 suit wn® (2)

Donc si S > x3_,, (2) nous rejettons 'hypothese de normalité Hy des résidus au seuil a.

2.2.3 Meéthodes d’estimation des parametres des EDS : Modele
de Black-Scholes

Cette partie est exclusivement consacrée aux méthodes d’estimation. Nous commengons
par un bref apergu d’une méthode courante (la méthode historique), et nous illustrons,

ensuite, deux méthodes d’estimation basées sur les temps de passage.

Méthode historique

La méthode historique [24],[81] est une méthode statistique qui utilise la propriété
d’indépendance des rendements logarithmiques. Les rendements forment un bruit blanc
(i.e. des observations indépendantes de méme loi gaussien).

Pour un échantillon rq,...,r, i.i.d de rendements, la vraisemblance du rendement de
ce modele s’écrit :

2\ 2
n o a?
L(Tl,...,Tn,,u,0'2> :H L exp —(TZ il 2)

L oV2m 202
i=1
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Le log vraisemblance est donc :

2
2
Lo (mes)
InL(ry,....,7, 1 0%) =nln +§ —

(1 /'L ) |:O' /27T:| — 20-2

Les équations de vraisemblance sont :

Oln(L(rp) oln(L(ro?))
o =0et —5 =0

s (—2x(ri+o?/2)+2u) 0

=1 202

@%Z?ﬂ (ri—pu+02/2)=0
Sy ri—nu+no?/2=0
<:>Z?=1Ti_n,u+naz/2:0
S p=g 2 it o?)2

Donc

0.2

/LZF—F? (2.1)

g = 3 [ AT i 0/ + AT, -+ 0%/2)] =0
o =3 = g | i (= p 022 I (- o+ 0?/2)] = 0
Gnt |—H L (-t 0}/2)’ + XL, (=t 02/2)] = 0

L(ri—p+02/2)° = 550 (i — )+ 0, (1 — p) +no?/4

Donc
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net | = b S (= 022+ S (- e+ 0?/2)] =0
& n+ —LZ(n—,u)Q—kmﬂ/él]:O
02 4

Par ailleurs,

o? = wvar (r) (2.2)

Il est bien connu que les lois des variables aléatoires des estimateurs ci-dessus sont
respectivement N (u — 02/2,0%/n) et (62/n) x2_;.

L’interprétation de p et o est la suivante en utilisant les propriétés de I'intégrale d’Ito6 :

E(J%)zut et Var(fé%)zaf

Nous interpretons p comme le taux d’intérét espéré par unité de temps : il mesure la
tendance du marché et est souvent comparé au taux sans risque r. La constante ¢ mesure

I’aléa de D'actif risqué et est appelée volatilité.

Méthode via le temps de premier passage

Cette méthode propose I'estimation des parametres du processus de diffusion log nor-
male X (t), via 'observation de l'instant de premier passage du processus a travers une
borne constante notée S (Janssen et les autres (1996) [31]). Pour ce faire, nous considerons
k trajectoires indépendantes ayant chacune n; observations (i = 1,...,k). Nous suppo-
sons qu'elles partent toutes du méme point initial c¢’est-a-dire que P{X; (to) = zo} =

1,(i=1,---,k). Les variables aléatoires T' sont les instants du premier passage par la
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borne S dans les k trajectoires (figure (2.1)), avec les valeurs observées t; : i =1,--- | k, et
on définit
r
X{t)
I [T — Sarie
X o e — N
3 C— Serie 2
LT e —
xe LT sl e o series

F1G. 2.1 — Temps du premier passage

e 1, : nombre d’observations dans la trajectoire i, avec ) ., n; = n.

e 1;; : jeme observation de la ieme trajectoire de la variable aléatoire (i =1,...,k;j =
1, Ceey nz)

e t;; : l'instant de la jeme observation de la ieme trajectoire, (i = 1,....k;j =
1, ceey TLI)

Proposition 2.2.1. (Chhikara et Folks (1988))[12]
Soit Y = (Y (t),t > 0) le processus de Wiener généralisé de drift m > 0 et de variance 2.
Considérons maintenant T le premier temps de passage de Y (t) par le point a > yo, défini

comme suit :
T=inf{t|Y(t)=a},t>0

alors pour m > 0, T suit une loi gaussienne inverse de parameétres ¢ et A noté par :

T — IG (¢, )

ol ¢ et X sont des parameétres strictement positifs représentant respectivement la moyenne

de la distribution et un paramétre d’échelle dont les expressions s’écrivent :

et
m o2

¢:a—3/0 )\:(@—yo)2
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Conséquences

D’une maniere équivalente, T' est le premier temps de passage du processus X (t) =
exp(Y(t)) du modele (1.5) par le point S = exp(a). En reformulant la propriété ci —dessus

nous avons :
=inf{t| X(t)=S5},t>0

Les parametres ¢ et A de sa distribution gaussienne inverse s’écrivent respectivement :

o (5) - fee ()]

=—5= ¢
¢ w—1o? o2

Sa fonction de densité, étant donné X (tg) = xo, s’écrit donc sous la forme :

oG | o ()~ o n)] s

exp
270 (t — o)/ 202(t — to)

L’espérance et la variance de T" sont données par les formules suivantes [12] :

IOg (S/JT()) a2 log(S/xo)
B = o VI =Tany
Estimation : Pour la simplicité de notation, nous supposons ty = 0, soient 77,75, - - - , T}

les variables aléatoires des instants du premier temps de passage a travers la borne constante
S dans les k trajectoire (figure 1), de valeurs observées t; : i =1,--+ ,k,(t; > 0 et t; > 00).

La fonction de vraisemblance s’écrit :

k
L(S:tty, tolwg) = J]F(S:tilwo)
=1

llog (S/0)]* { Z log (S/a0) — (1 —02/2>t@-12}

)P T 7 P 20%t;
k k
elog L (S :ty, - ,tolxg) = klog [log (S/xo)] — §log (2m) — §loga2
llog (/) — (u — 0%/2) t;]
i=1

=0

,9log (S : t]z) zk:tz log S/:UO) (n—a2/2)t,]
O — o?t;
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Donc :
[ = w +62/2 (24)

,Slog (50; tlwo) 2_712 zf; [log (S/x0) — Q(Clii(s/xw Htl” .
_ 2—712 ;i [log (/o) — (2125 (/o) /D) ] _ 0
— g o5/ (1 - D)
L loa (/o) Ekj 1 —tz-/f)%
_ ;T"ZJrg[log (S/z0)] 2;(%— (t:/Tt:) +t2/tt>
_ 2__"" — [log (S/z0)] 22’?(1# —2/t+t/t>
- %+ﬁ[log(5/xo)2g (1/t:) é (2/%) + Kt/
= 27’2 + 2%4 [log (S/o))” Zk; (1/t:) = 2K/t + k[
= 55+ 51 log (S/xm)]’ X: (1/t:) = (k/T)
— 27’2 T %‘4 log (S/xo)]QZf; ((1/t:) = 1/7)

Donc, _

52 _ log S/xo § i ((1/t;) —1/7) (2.5)

NIy k
Out=q,>/ 1t

=1

Etant des estimateurs de maximum de vraisemblance. Ces derniers sont, sous les conditions

générales, asymptotiquement normaux, consistants et asymptotiquement efficaces.
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Proposition 2.2.2. (( Raj S. Chhikara et Folks J (1988))

Soit t;, la moyenne harmonique de ’échantillon tel que :

1)
P B N

Alors mous pouvons réécrire le terme Y v, ((1/t;) — 1/t) de Ueapression (2.5) comme la

différence (1/t, — 1/t). Comme t > 1y, Uestimateur 62 est non négatif.

Lois et intervalle de confiance : Notons a = log (S/z¢), (m = u—0%/2),V = Zle ((1/t;) —

ont=130 ¢
Théoréme 2.2.1. ((Raj S. Chhikara et Folks J (1988))

Soient T1, Ty, - -+, T}, les variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
telles que les valeurs de l'espérance de T, T* 1T et 1/ T; existent et sont non nulles.
Alors la condition nécessaire et suffisante pour que T, --- , Ty soient distribuées selon une

gaussienne inverse est que Ty et ST, ' —k (Z T[l) soient indépendamment distribués.
Il en résulte que T et V sont indépendamment distribués tels que :
T — IG (a/m,ka*/o?) et (a®/o®)V — x;_4

L’indépendance des deux statistiques T et V' découle de la propriété de reproductivité de

la famille exponentielle de la distribution gaussienne inverse.

Propriété

Si T — IG (4, ), alors 'espérance de la variable aléatoire W = T~! existe et est donnée

par la formule suivante :
E(W)=1/¢p+ 1/
Grace a la propriété ci-dessus, nous pouvons mettre les estimateurs sans biais de u et o2

~ log (S/mo) = (1 1
e P (5 ) 0

sous la forme :

llo S/x N2 &
5 = g YN (1)~ 1/7) (2.7)
i=1
Nous s’intéressons maintenant a la région de confiance pour le couple de parametres
(m, 0?) de niveau (1 —«), fondée sur la fonction pivotale bidimensionnelle de composantes :
VE (mT — a)

H = = et (a®/o®) V
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En effet, la région critique uniformément sans biais, u; < T < wus, correspond A
|H| > t1_q/2 OU t1_q/2 est, soit le quantile de pourcentage 100 (1 — a/2) de loi normale
standard, soit celui de loi de Student a (k — 1) degré de liberté. La variable H établit une
relation de base entre les distributions gaussienne inverse et Normale. Elle représente, en

quelque sorte, I’équivalent de la variable centrée réduite de loi Normale.

La région de confiance de niveau 1 — « pour le couple de parametres (m, 0?) est définie

par :
~2 ~2
(k—1)—— < o®<(k—1)= (2.8)
Zl—o/2 20/2’
a a
max (07 7 [1- §t1_(a1/z)}> < m< 7 [1+ &ti—(a1/2)] (2.9)
ol
3 52%\/%, a=aoa)+a— iy, Q= ah+al
® 21 4 et 24y sont les quantiles de loi X2 & (k — 1) degré de liberté.
o ) o est le quantile de loi N (0, 1).
Remarque
A partir de la région de confiance (2.9), on en déduit celle de u, a savoir :
I8 g a 6 a
, +=(1-— <u< +=(1+ 2.10
max (ot} <nx Lot 2.10)

ou

1
1 5 o ((k—-1)t\?

azag
Dans notre travail, nous étudions, dans la premiere étape, la qualité des estimations.
Nous résolvons ce probléme en adoptant un algorithme (a partir de la simulation de la loi
uniforme sur les intervalles [a, b] de variation des S) pour déterminer les estimateurs i et
02, en se basant sur certains critéres d’optimisation pour choisir de meilleur estimateur,
notamment le critere qui minimise les RMSE (root mean squared error loss function
) WRMSE (relative root mean squard error loss function) et l'erreur moyenne relative

(ERM).

1 & 1 <X (e (0))2 1 <X Je; (O)]

i=1 =1

ou les e; = x; — x; (0) sont les termes d’erreur.
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Généralisation de la méthode des temps de passage

Dans la deuxieme étape, nous généralisons la méthode PTP [39]. La figure (2.2) montre
plusieurs temps du passage pour chaque trajectoire.

Dans cette méthode (G.T.P), nous utilisons tous les temps de passages traversés par

X(t)
e T T - Seriesi
S o E \h_""';-—__ Serics 2
X, b T '/ _mT s Series 1
e e e T :
— ' t
f ot oo t;

F1c. 2.2 — Tous les temps de passage

la valeur S de sorte que cette valeur est atteinte par toutes les trajectoires possibles. Le
principe de cette méthode est similaire a celle de la premiere méthode. La variable T’
suit une loi gaussienne inverse, sa fonction de densité, s’écrit donc sous la forme (2.3). La
résolution des équations de vraisemblance de I’equation (2.3) nous donnons les estimateurs

suivants :

no= M%?/z (2.11)

~2 [log S/l’o 2 S l
5 = > (/- 1)) (2.12)
=1

ot =1/m Zfﬂ >t
Avec :
e m= Zle my, le nombre totale des temps de passage.
e my : Le nombre des temps de passage dans la [ trajectoire.

o tl:Lel°™ temps de passage dans la trajectoire 4,(i=1,..., k; 1= 1,..., my).

2.3 Modele a volatilité stochastique

2.3.1 Introduction

Le probleme de la volatilité stochastique a été examiné par plusieurs chercheurs dont
Gesk (1979)[23], Johnson et Shanno (1987)[35], Wiggins (1987)[87], ont conclut que la vo-
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latilité des rendements de I’actif sous jacent pourrait étre elle-méme une variable aléatoire
qui évoluerait dans le temps suivant un processus spécifique. Hull et White (1987)[27] ont
utilisé un certain nombre d’hypotheses, la valeur de I'option donnée par le modele a vo-
latilité stochastique [30], est solution d’une équation différentielle & dérivées partielles du
second ordre, qui n’est autre qu’'un cas particulier de I’équation de Garman (1976)[22], avec
seulement deux variables d’état, qui sont le prix de 'actif sous jacent et la volatilité. Ils ont
par ailleurs examiné la corrélation de la volatilité avec les prix de l'option. Stein et Stein
(1991)[78] et Heston (1993)[25] ont réussi a trouver, analytiquement, une solution exacte
de 'équation différentielle (closed form solution). Le premier est basé sur une technique
relative a ’équation de la chaleur et le second sur l'inversion de Fourier. La plupart des
autres chercheurs qui ont traité le sujet ont en recours a une ré solution numérique de
cette équation. Nous pouvons citer, a cet effet, Hull-White (1987)[27], Scott (1987)[76] et
Wiggins (1987)[87].

Nous considerons dans cette section, un processus de la volatilité stochastique, volatilité

comme équation différentielle stochastique (EDS).

2.3.2 La volatilité comme équation différentielle stochastique(EDS) :
Présentation du modele

Dans le modele de volatilité stochastique comme EDS [34], la volatilité sera elle-méme
un processus stochastique, dépendant du temps et du hasard. Ceci revient en fait, a in-
jecter un processus stochastique qui est celui de la volatilité dans un autre processus de
diffusion géométrique des prix de 'actif sous jacent. Le coefficient de corrélation, entre les
mouvements du rendement instantané du sous jacent et les mouvements de la volatilité,
est constant. Le prix du sous jacent S et la volatilité de son rendement instantané sont

les deux variables d’états du modele. Elles suivent des processus décrits par les équations

suivantes :
ds,
S
doy, = Ddt+ qtde ,d(B ,B')t = pdt (2.14)

O, les parametres u; et o, sont, respectivement, le drift réel et la volatilité instantanée du
rendement instantané du sous jacent. Les quantités D; et ¢; sont, respectivement drift et
la volatilité de la volatilité, qui sont des fonctions du prix du sous jacent de la volatilité et

du temps. Les processus dB; et dBj sont des processus de Winer-Lévy que nous pouvons

44



Chapitre 2.Modéles et méthodes d’estimations des parameétres

écrire sous la forme

dB; = us\/ﬂ et dB; = u(,\/%

avec, ug et u, sont des variables aléatoires suivant chacune une loi normale centrée réduite.
Le coefficient de corrélation entre ces deux variables aléatoires est égale a p. Ainsi, les
équations de diffusion du prix du sous jacent et de la volatilité peuvent s’écrire donc, sous

la formule :

dS = pSdt+ oSVdtug
do = D(S,o,t)dt+q(S, o,t)Vdtu,

p = p(uS7u0>

Equations de valorisation (pricing) et de couverture

D’apres les équations (2.13) et (2.14), ou, D; = D (t,04,5;) et ¢4 = q(t,04,5;). En
présence de deux sources de risque nous aurons besoin de deux actifs risqués pour la

couverture ([79], [8]). Nous supposerons donc qu’il existe un actif liquide coté au prix :
C,? = CO (t, Oy, St)

ol la fonction déterministe C° (¢,0,S) est connue et satisfait 6C° (¢,0,5) /do > 0 pour
tout ¢,0,5 (dans ce cas on dit que Pactif C° complete le marché). De plus nous aurons
besoin de I’hypothese —1 < p <1 et de toutes les hypotheses techniques sur l'existence
et régularité des solutions des EDS (2.13) — (2.14), qui sont détaillées dans [70]. Soit V;
la valeur du portefeuille autofinancant contenant §t actions et w; unités de C°. Par la

condition d’autofinancement et la formule d’Ito,

d‘/t = (V;g — (StSt — wtCtO) rdt + (StdSt + wtdC?

. oo aCo .
= (Vi = 68, — w,CP) rdt + & + wi—ner | dS; + S—doy + w, L,COdt  (2.15)
0S oo
avee o 1 2 1,0 5?2
_ - 2 2_ - 2_ v
L= gp + 3500 5g5 + 30 505 + S0 g

Essayons de trouver une stratégie autofinancante qui réplique une fonction déterministe
C' (qui donnera le prix de 'option a couvrir par la suite) : V; = C (¢, 0y, S;). En appliquant
la formule d’Ito, nous trouvons :
oC oC
AV, = L;,Cdt —dS; + —doy,
t t (95 t ao_ t
et pour ’égalité entre cette expression et (2.15), les ratios de couverture et la fonction C

doivent satisfaire
oC /0o

309 /50 (2.16)
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aC  aCo
- Z_w 2.1
0 as ~ ""as (2.17)
L,C° — rC° + 18,257
LtC—rC’+rSt% _ L re ooy (2.18)

08 do 0C° /0o

Le deuxieme facteur a droite dépend de 'actif que nous avons choisi initialement pour

la couverture. Soit .
LtCO — TCO + TSt oC

0C°/do
Nous avons démontré par réplication que le prix d’une option européenne de payoff
h(St) satisfait :

A(t,0,5) =

oC

oC
avec a 82 82 82
2 2
L=t St TiggE tgliggs TS0 Ggs,

C’est la généralisation de 1’équation de Black-Scholes aux modeles de la volatilité stochas-
tique. La couverture avec des actions et des actifs risqués d’un autre type avec des ratios
(2.16) — (2.17) s’appelle la couverture en delta-vega (risque de vega égale risque de volati-
lité).

Evaluation risque-neutre : les résolutions de L’ EDP de valorisation (2.19) n’est pas
toujours facile. Il serait plus satisfaisant d’exprimer le prix d’une option européenne dans
un modele de volatilité stochastique comme espérance, pour le calcul par exemple, avec
une méthode de Monte Carlo. Les prix des actifs cotés sont des espérances actualisés de

leurs flux terminaux sous la probabilité risque-neutre, sous laquelle toute option satisfait
dC; = rCiydt + martingale.

Or, en utilisant la formule d'It6 et (2.16) — (2.18), nous trouvons

gg (dSt — TStdt) + 8_0 (dO’t — )\tdt) ,

C T’Ctdt + 80'

donc, sous la probabilité risque-neutre (), nous aurons

s
t

do, = M\dt+ qdB,

= rdt+ atd/B:
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olt By et E sont des ()-mouvements Browniens avec <d/th, Eﬁ> = pdt. La fonction uni-
verselle \, que nous avons rencontré pour la premiere fois dans I’équation de valorisation
(2.19) joue donc le role de la dérive de volatilité sous la probabilité risque-neutre.

Sous @, le prix d'une option européenne de payoff h satisfait
C(t,0,8)=E[e" T h(Sr)|oy = 0,5, = 5]

Sous la condition oy > 0 et ¢; > 0, le modele (2.13)-(2.14) peut étre réécrit
dS;
St
dO't = ()\t + ¢tqt) dt + qtdBé

= (T’ + Bto-t> dt + O'tdBt

Le coefficient 3; qui permet de passer de la probabilité risque-neutre a la probabilité his-
torique est appelé la prime de risque. Par analogie, nous appellons souvent ¢, la prime de

risque de volatilité.

Remarque

Le parametre 3, est facile a estimer comme (u; — 1) /oy alors que pour estimer ¢; nous
devrions estimer \; a partir de données historiques, ce qui n’est en général pas possible,
c’est la différence fondamentale entre 3, et ¢;. Une solution consiste a spécifier une forme
paramétrique pour \; qui sera estimée directement sous la probabilité risque-neutre, aux

prix d’options cotés sur le marché.

Estimation de volatilité

La volatilité n’est pas directement observable sur le marché, et comme nous avons vu
dans la section précédente, dans un modele a volatilité stochastique avec deux facteurs de
risque, toute option est répliquée par un portefeuille contenant des actions et un actif risqué
additionnel. Les deux parametres D et g sont estimés a partir des données historiques de

la volatilité, en considérant la volatilité historique ou implicite (voir Jerbi (2006)).

Estimation du drift risque neutre de la volatilité (D) : nous considérons que ce
drift est constant, a l'instar du drift risque neutre du prix du sous jacent, il est calculé
comme étant la moyenne de la dérivée de la volatilité par rapport au temps. Nous avons,
ainsi :

D = E (do}) = Ddt

D’ou, 'expression du drift risque neutre de la volatilité
dO't
D=F|—
(%)
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Ainsi, pour une série temporelle de la volatilité (¢;, o;) de taille n, tirée suivant le temps ¢;,
nous pouvons déduire la série (At;, Ao;). L’estimation du D est la moyenne empirique des

variations de la volatilité rapportées aux intervalles de temps correspondants. Soit :

=~ 1 " AO’Z‘
D== 2.20

1=

At; est I'intervalle de temps séparant de cotations.

Estimation de la volatilité de la volatilité (¢) : Etant donné que la volatilité de
la volatilité ¢ est supposée constante [34], elle peut étre calculée comme 'écart type de
la variable do/ Vdt; en effet , Comme nous avons do / Vdt = Ddt + Uy ; et que U est une

variable aléatoire normale centrée réduite, nous peuvons écrire :

\C/i% — N (D@,q) et V (%) = ¢

Par conséquent, si nous considerons la série (¢;,0;,1 < i < n), la volatilité de la volatilité

peut étre estimée par la quantité :

)
I

1 - dO'Z' 2
— > (dti - D\/dti) (2.21)

=

Les formules sont plus exactes pour la base journaliere, puisque le temps n’est pas
stochastique. Par contre ces formules ne donnent qu’une approximation des valeurs de la
volatilité de la volatilité ¢ dans le cas ou le temps est stochastique. Dans ce cas nous

pouvons considérer un intervalle de temps moyen dt pour estimer la volatilité g.

2.4 Modele a sauts : modele de Merton

2.4.1 Introduction

Compte tenu de la place privilégiée du mouvement Brownien géométrique, nous nous
intéressons ici aux modeles généralisant cette approche et incluant le mouvement Brownien
géométrique comme cas particulier. Le modele proposé par Merton (1976)[54] est donc le
modele que nous retiendrons dans cette section. Merton (1976) introduit des discontinuités
modélisées par un processus de Poisson composée avec sauts gaussiens capable de capter

les événements rares et les chocs abrupts.
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2.4.2 Présentation du modele de Merton

Nous considérons que le prix de l'actif S; présente des sauts relatifs Uy, - ,U;
a des instants aléatoires 7q,...,7; qui sont les instants de saut d’un processus de Pois-
son ([3],[36], [37], [41], [51], [62], [68]). Entre deux instants de saut nous supposons que la
dynamique du cours respecte le modele de Black-Scholes. Cela conduit apres quelques

manipulations a 'expression suivante du cours ( voire [44] pour la démonstration) :

2

St + 0B+ Z U;) (2.22)

i=1

S = So x exp((p —

ou :
e B=(By) (t>0) €st un mouvement Brownien.
o N =(N) (t>0) €st un processus de Poisson homogene d’intensité A.
o U = (Ui)(z‘zl) est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi normale N (0, 6?).

Les processus B, N et U sont mutuellement indépendants.

Pour obtenir un modele du méme niveau de simplicité que celui de Black-Scholes,
nous supposons que les sauts sont symétriques et en moyenne nulle; des modeles plus
élaborés a sauts dissymétriques peuvent également étre proposés, comme dans Ramezani

et Zeng (1998)[67]. Nous ne les considérerons pas ici.

Notons F; la tribu engendrée par les variables aléatoires B, Ng(pour s <t) et
Ui x 1n,>; pour ¢ > 1. B est un mouvement Brownien standard par rapport a la fil-
tration (Ft)(t>0), N est un processus adapté a cette filtration. De plus V¢ > s, N; — N est

indépendant de la tribu F ;. La loi de S; est connue explicitement dans ce modele [62] :

Proposition 2.4.1. Pour tout z > 0,

> Ina—(u—2)t| _,(A)"
PIS@Osa=2 @ [ i 107 ]6 il
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Démonstration

Nt
P[St)<z] = P ZUi+(u—02/2)t+aBt§1nx] (2.23)
i=1
00 [ Ny
= ZP ZUi—l—(u—az/Q)t—{—aBtSlnx,Nt:n] (2.24)
n=0 i=1

P[N, =n], (2.25)

= ZP ZUi+ (n—0®/2)t+0B; <Ilnz
n=0 Li=1

puisque les processus B, N et U sont mutuellement indépendants. Par ailleurs, les processus
Yo Ui et 0B, étant indépendants et gaussiens, leur somme est également gaussienne :
Sor Ui+ 0By ~ N (0;n6? + to?) . Enfin comme N est un processus de Poisson d’intensité
A, pour tout t > 0, la variable aléatoire N, est distribuée selon une loi de Poisson de
parametre A\t et donc .
P[N;=n] = e_’\t%.
Lorsque A = 0, (cas de 'absence de sauts) nous retrouvons la loi log-normale usuelle du
Brownien géométrique. Dans le cas général, I’expression de la proposition ci-dessus permet
d’approcher numériquement la distribution de I’actif en ne conservant qu’'un nombre fini

de termes dans la somme.

Proposition 2.4.2. Pour tout p € R nous avons :
202
E (S (t)") = exp {p(p —o?/2)t + A [exp (p?6°/2) — 1] } (2.26)

Démonstration

Soit p € R nous avons :

E(S@)?)=F

Nt
exp {p(,u — 0?2t + po B, + pz Ul}

=1

Les termes aléatoires de 'exponentielle sont indépendants ce qui ramene le calcul au
produit de F [exp {poB;}] et E [exp {P S UZH :

Pour tout ¢ > 0, B, est une v.a. de loi N (0;¢) donc

o2
E [exp {poB;}] = exp {p2?t} ,
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Par ailleurs nous avons vu (la démonstration de la proposition 2.3.1) que

exp{pZU} MZ%E exp{pZUZ}

n=0
Comme les sauts sont gaussiens et centrés,

E |exp {PiUZ}
i=1

E O (2] oo () )

n=0

(2.27)

252
= exp {np25 } , (2.28)

et donc

exp {pZU}

ce qui permet d’obtenir le résultat.

2.4.3 Loi jointe des rendements

On s’intére maintenant au rendement logarithmique R; = In (S;/S;—1) de cet actif sur
[t,t + h], pour h > 1.

Seen  exp((p— ) (t+h) + 0Beyn + >0 e U;)
St exp((u— G)t+ 0B+ 30 Uy)
2 N,
— Stin exp((p — %)h +0Bin + 32" Us)
Sy exp(oB; + Zivztl U;)
S 0_2 Nt+h N
t+h
<— Sj; = exp (#—7)h+03t+h—03t+;Ui—ZUi
S h 0’2 t+h
t
< 5::; = €xXp (/J,— 7)h+U(Bt+h—Bt Z U
St+h 0_2 Nt+h
= S, = exp (ﬂ—g)h_‘_o—Bh_‘_'; Ui
=Ny

Nous constatons dans cette derniere expression que la loi du rendement entre ¢t et ¢t + h ne
dépend pas de t mais seulement de h, 'amplitude de I'intervalle. Par la suite et par souci
de simplification, nous noterons r(h) le rendement entre ¢ et ¢t + h.

Nous déduisons que, si I'on dispose de n observations des cours équiréparties aux ins-
tants t; = j7/n sur un intervalle [0,77] , les variables x; = z (tj) = In (S (¢;) /S (t;-1))

sont telles que :

el [5(0) (U0 S0 e
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Cela prouve que les variables aléatoires xy,...,z, sont indépendantes et identique-
ment distribuées. En d’autres termes les rendements sur des intervalles disjoints sont
indépendants, et la distribution du rendement dépend de la longueur de l'intervalle mais
pas de sa position. Au prix d’'un changement d’échelle, nous pouvons donc toujours sup-
poser que le pas de la subdivision est égal a un (% = 1) ; nous sommes ainsi ramené a
déterminer la loi de R; = In (S;/S;—1), qui est indépendante de t.

L’expression de la densité du rendement R sur une période d’amplitude h s’écrit (An-

nexe) :

fr(z) = =p(-)) i al - <x T %2>2 (2.31)

exp 2 (0% +nd?)

V2r = | nlVo? + né?

2.4.4 Estimation des parametres

Une fois le modele d’évaluation établi, il convient d’estimer ses parametres. Ainsi,
nous proposons dans un premier lieu d’exposer les différentes méthodes d’estimation rete-
nues a savoir : la méthode des moments et la méthode des temps de passage, puis nous

présentons un algorithme stochastique pour les applications numériques.

Méthode des moments

Notre modele est décrit par quatre parametres p, o, A, d, nous allons calculer les
estimateurs par la méthode des moments. L’idée repose sur l'égalisation de quatre mo-
ments empiriques avec les moments théoriques correspondants conduit un a systeme de
quatre équations a quatre inconnues qui va nous permettre d’en déterminer des estimateurs
[1], [11]. Compte tenu de la forme de la loi du rendement, nous intéressons aux moments
a?
2
pour une raison de symétrie des variables aléatoires contenus dans I’expression de R, les

centrés, si m = E(R) = pu — nous allons donc calculer my, = E [(R - m)k} . Aussi

moments centrés d’ordre impair de R sont nuls. Il ne nous reste plus qu’a déterminer ces

moments centrés d’ordre pair soit E [(R — m)zk] pour tout k entier.

(02 +no%)* (2.32)

o] (2k)! o= A"exp (—A)
m) } = kLl nl

n=0

E[(R—
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Pour paramétrer le modele nous utilisons donc le systeme d’équations suivant :

E(R) = p-~
E[(R-E(R)?] = o>+ )&

E[(R—E(R)"] = 3¢ i 2 (0% 4 ne?) =3 (02 +28%)" + 26"
E(R-B®)"] = 153 (02 +n8%)" = 15 (02 +A5)" + 30" (o2 + 26 +67))

Méthode 2 : Généralisation des temps de passage

C’est la méthode qui a été exposé dans la premiere section ([31], [40], [42], [69]). Mais
dans cette section, nous utilisons cette méthode pour estimer les deux parametres y et o2
pour le modele de Merton (formules (2.11),(2.12)).

2.4.5 La condition de risque-neutre

Nous supposons que le processus des prix suit le modele de Merton sous la probabilité

risque-neutre (). La condition de risque neutre ([57], [65]) réduit de
EgS (t) =S (0)e™

ou r est le taux d’intérét sans risque. Selon le modele Merton

S(t) = S(0)xexp((p—02/2)t + B (t +ZU

N,

= 9 (O) e(ﬂ_0'2/2)t X GUB(t) X 621‘:1&1 Ui
Comme les trois facteurs sont indépendants,

EgS (t) = SOEQe(,LLfUQ/Q)tEQeoB(t)EQezﬁ\;ﬁl U

Le premier facteur est déterministe :

Le deuxieme facteur est 1'espérance d’un variable aléatoire log-normale, comme dans le
modele BS :

EQeaB(t) — 6(02/2)15
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Chapitre 2.Modéles et méthodes d’estimations des parameétres

Le troisiéme terme :

Ny o)
Eqexp (Z Uz’) = ) FEq [1{N(t):n}ez?:1 Ui] (2.33)

= S Q(N(t) =n)Ey [eZ?:l Uz} (2.34)
QN (1) =m) =L

Maintenant, nous calculons chaque terme de la somme séparément :
EQe(U1+...+Un) — EQ (6U1 L €Un) + EQeUl . EQeU".

Mais Uy, - -+ U, sont des variables aléatoires normales avec des parameétres (o, d?), donc

eVt ... eY» sont log-normales avec les mémes parametres, et

2
EQ@Ul — 604—}—5 /2

Nous obtenons

Y

EQe i=1Ui _ e(a+52/2)n

Nous concluons que

SN X (arer/2)n (AD)" exp (=AY)
Ege = Ze( ) o

n=0
oo

- Y {e(a+62/2><2_ﬂ '

= oxp i (A2 )] Zexp i (3 (e - 1))].

Avec tous ces calculs, la condition neutre au risque est

2 2
exp (rt) = exp {t (u - %) i ‘77 A <6a+62/2 B 1)}

2 .
at0®/2 _ 1 ce qui donne

apres la prise de logarithmes, en divisant par t, et en notant k = e
w=r—>Ak

Nous remarquons que, si A = 0, ce qui signifie que nous n’avons pas de sauts, nous retrou-

vons la condition de risque neutre de Black-Scholes : r = p.
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Chapitre 2.Modéles et méthodes d’estimations des parameétres

2.4.6 Prix d’option pour diffusion avec sauts

Nous allons nous placer dans le monde risque neutre ; le modele avec sauts de Merton
[57], est

S (t) = S (0) ><exp((r—Ak;—7 )t +oB(t +ZU (2.35)

e 1 est le taux d’intérét sans risque,
e ) est le nombre moyen de sauts dans une année,
e o représente I'écart type de la composante gaussienne
e DB (t) est un processus de Wiener
e N (t) est un processus de Poisson de parametre A,
e U est le saut du prix .
o L — ot%/2 1
Avec la technique de conditionnement, Merton obtient le prix d’une option d’achat
européen dans le cadre du modele de diffusion de saut de maturité T" et de prix d’exercice

K. Nous considérons le prix en fonction du nombre de sauts dans [0, 7.

Si nous avons n sauts dans [0, 7], sous la condition neutre au risque (c’est a dire avec

(v =1 — Ak)), le prix est donnée par

Sy (T 2

(T) = exp {(7’—)\/{—%)T#—JB(T)—I-Ul,---Un
Comme B (T') et les sauts U; sont indépendant, nous avons
oB(T)+ Uy, Uy~ N (na,oT +nb?).

Le calcul du prix de I'option sous (), est

C; = ¢"Ey(S,(T) - K)* (2.36)
= ie AT AT) B (8. (T) — K)* (2.37)

Merton propose la relation entre ce prix et le prix du modele de Black-Scholes (BS), il
définit

ol = 024—%52 (2.38)
52
AN .

et, apres quelques transformations, nous obtenons que
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Chapitre 2.Modéles et méthodes d’estimations des parameétres

= o \NT)"
C;= § e ”TBS (S, K, T,rn,00)
n=0

ol 7, et o, sont donnés ci-dessus, et N = \ (1 + k) = e*+0°/2
Le prix d'une option d’achat dans le modele de diffusion de saut est un mélange de

prix de BS d’options d’achat, chacun avec taux et volatilité différente, et le coefficient de

mélange est lié a la probabilité d’avoir n sauts.
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Chapitre 3

Algorithmes stochastiques et
Application sur des données réelles

de l'or

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter des applications numériques sur des données
réelles du cours de l'action de l'or, pour deux modeles d’évaluations, modele de Black-
Scholes et modele a sauts de Merton.

D’autre part dans ce chapitre, nous avons proposé des algorithmes stochastiques pour

chaque méthode d’estimation. Ce chapitre comporte deux applications.

La premiere est consacrée au modele de Black-Scholes; nous présentons, dans un pre-
mier temps, les propriétés des séries de rendement logarithmique de I'action de l'or, avec
la vérification de la normalité et 'indépendance. Nous présentons, dans un second temps,
les résultats empiriques aux différentes méthodes d’estimations des parametres de proces-
sus Brownien géométrique (PTP, GTP et Volatilité comme EDS), les simulations et les

prévisions pour chaque méthode.
La deuxieme application de ce chapitre est consacrée au modele a sauts de Merton. Pour

la partie de I'estimation, nous présentons deux méthodes d’estimation, nous commencgons

par la méthode des moments, en suite la généralisation de la méthode des temps de passage.
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Chapitre 3.Algorithmes stochastiques et application sur des données réelles de I’or

3.2 Modele de Black-Scholes

3.2.1 Observations

Pour les applications numériques, nous disposons de 189 observations journalieres de

cours de 'action de 'or pour la période du 02 avril 2007 au 31 décembre 2007 (US$ by once

in London Bullion Market), dont I’évolution du cours est représentée sur la figure (3.1).

aa0

800

Cours del'or
el
4]
=

~
o
=1

650 |

BDD 1 1 1 1 1 L 1 1 L
0 20 40 &0 a0 100 120 140 160 180 200

Date

F1G. 3.1 — Evolution de cours de ’action de I’or pour modele de Black-Scholes.

A partir de ces données, nous calculons les rendements R; = In (S;/S;_1) pouri=1,---

Le rendement journaliere évolue de la maniere suivante :

0.04

003 - bl

Rendement

003 bl

_DDA 1 1 1 1 1 L 1 1 L
0 20 40 G0 a0 100 120 140 160 180 200

Date

Fi1c. 3.2 — Evolution de rendement journaliere pour modele Black-Scholes.

M.

En se basant sur certains criteres pour choisir la meilleure méthode, notamment le critere

qui minimise les RMSE, %RMSE et ERM.
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3.2.2 Statistiques descriptives

Le cours moyen du titre précédent est de 712.1557 $, pour un écart-type de 59.3030
$. Le rendement moyen du titre est de 0.001323, pour un écart-type de 0.009885 pour la

période étudiée.

3.2.3 Tests statistiques des séries de rendement :

Une contrainte tres importante du modele de Black-Scholes est que les rendements,

sont indépendants et de méme loi gaussienne. Nous pouvons tester ces hypotheses.

1. Indépendance : D’apres les corrélogrammes, tous les pics sont a l'intérieur de la
bande de confiance, donc les rendements sont indépendants.

Test de Box Ljung
|Q| = 24.552 < x24 = 36.4, on accepte 'hypothese d’independance du rendement.

2. La normalité :
Test Jarque Bera
Pour a = 5%, nous avons JB = 5.5975 < x3 = 5.99, nous acceptons I'hypothese de

normalité du rendement du titre.

Les estimations de p et o par la méthode historique, dépendent seulement de n obser-

vations des rendements (rq,--- ,7,), et sont données par :
_ 1, 1 _ 1.
m = [H—=0"==Y r,=F= =7+ -0°=0.001371
2 n 4 2

3.2.4 Estimation des parametres : Modeles de Black-Scholes

Comme nous I’avons mentionné dans le chapitre 2, les deux méthodes d’estimation
(PTP et GTP) considerent plusieurs trajectoires. Or en finance, la trajectoire considérée
est unique. La premiere étape du procédé d’adaptation consiste donc a construire plusieurs

trajectoires a partir d’une seule.
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Méthode 1 : Méthode via le temps de premier passage

Algorithme 1 : Méthode via le temps de premier passage
1. Nous testons les hypotheses de rendement logarithmique, la normalité et I'indépendance.

2. Nous consideérons k trajectoires indépendantes ayant chacune n; observations (i = 1,..., k).
Nous supposons qu’elles partent toutes du méme point initial zg c’est-a-dire que zg = =, , =
e — xi,l .

3. Nous estimons le taux de rendement instantané m = (u — %02) a partir des données
historiques (formules (2.1) et (2.2)) pour donner une idée sur la posstion de la borne S.
e lorsque m > 0, nous prenons dans ce cas, une barriere S au dessus de zg, (S > xg).

e lorsque m < 0, nous choisissons S au dessous de xq (S < zg).

4. Nous choisissons une borne constante S d’une maniere aléatoire par simulation de la loi uni-
forme sur l'intervalle [maxi<j<k mini<j<p, ij; Mini<i<k Maxi<j<n, Ti;j] (0 = 1,...,k;j =
1, v ,ni).

5. Nous vérifions, par le choix de la valeur de .S, que cette borne est bien atteinte par toutes

les trajectoires éventuelles. En d’autres termes, les premiers temps de passage par S de

chacune de ces trajectoires doivent étre finis.
6. Nous estimons les parametres i et 5> par les deux formules (2.4) et (2.5) .
7. Nous simulons le processus de diffusion Brownien géométrique.

8. Nous étudions les erreurs de la simulation avec les vraies valeurs de cours de 'action. Pour
choisir le meilleur résultat, nous utilisons le critére qui minimise les valeurs des RMSE,
%RMSE et ERM.

9. Si nous n’avons pas trouvé de bons résultats (I’écart entre les erreurs de la simulation et
les vrais valeurs est élevé), nous retournons a la 4éme étape pour choisir un autre S et nous

appliquons la méme procédure.

Résultats empiriques
Dans notre série, la valeur initiale xy = 663.30 qui partage la série de l'or en trois
trajectoires (k = 3), aléatoirement nous avons trouvé une borne constante S = 680, tel

que toutes les trajectoires sont atteintes par cette borne. Les estimateurs sont

[ =3.9152 x 107* et 5% = 1.60871 x 107°

Méthode 2 : Généralisation de la méthode des temps de passage

Algorithme 2 :Généralisation de la méthode des temps de passage
Pour la généralisation de la méthode des temps de passage, nous appliquons les meémes

étapes de l'algorithme 1 sauf la 5éme étape. Afin d’estimer les parametres i et 62, nous
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prenons tous les temps de passage par la borne constante S, nous utilisons les formules
(2.11) et (2.12).

Résultats empiriques
o = 663.30, la borne constante S = 683.49 , tel que toutes les trajectoires sont atteintes

par cette borne. Nous prenons tous les points des temps de passage, nous trouvons :

Il =6.8873 x 107* et 0% = 1.7967 x 1077

Méthode 3 : volatilité stochastique comme EDS

Algorithme 3 :volatilité stochastique comme EDS

1. Nous estimons les deux parametres /i et 62 par la méthode historique, nous utilisons les
formules (2.1),(2.2).

2. Nous estimons maintenant les deux parametres de la volatilité stochastique D et ¢, en
utilisant les formules (2.20), (2.21).

3. Nous simulons un vecteur de valeurs de la volatilité stochastique EDS.

4. Nous injectons la volatilité stochastique comme E DS dans le processus de diffusion Brow-

nien géométrique pour simuler le prix de ’action S; et pour déterminer les prévisions.

5. Nous comparons les vraies valeurs de I'action avec les valeurs simulées avec la volatilité
EDS, par le calcul des RMSE, %RMSE et ERM.

Résultats empiriques

Les résultats de 'estimation :

D =9.0190 x 10~ et ¢ = 0.0059.

3.2.5 Simulation

Nous prenons les parametres /i et 02 estimés par les quatre méthodes pour faire la
simulation du modele de Black-Scholes. Le graphe des simulations et vraies valeurs pour

le cours de 'action de 'or est représenté dans la figure suivante :
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Wraies valeurs

— — —Simulation (Z.T.F)
Sirnulation (P.T.F)
Sirnulation (ol EDS)

750

L'ar
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Dates

F1a. 3.3 — Comparaison des simulations pour les trois méthodes avec les vraies valeurs.

Les résultats numériques des quatre méthodes sont illustrés dans le tableau suivant :

RMSE | %RMSE | ERM(%)
Méthode 1 | 17.7905 | 0.0242 1.9550
Méthode 2 | 16.768 | 0.0237 1.9473
Méthode 3 | 25.4408 | 0.0350 3.0157

Tableau 3.1 : Les valeurs des erreurs de la simulation pour les 3 méthodes.

D’apres les résultats obtenus, nous constatons que la méthode 2 donne de meilleurs
résultats par rapport aux autres méthodes (1 et 3), ceci au vu des valeurs du RMSE,
%RMSE et ERM.

3.2.6 Prévision

La période de prévision est de 15 jours. L’analyse des prévisions de la deuxieme méthode,
nous indique, des résultats meilleurs que les autres méthodes (voir le graphe des erreurs de

la prévision pour chaque méthode).
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Prévision (ol EDS)
—& — Prévision (P.T.F)
—+ —Prévision (G.T.P)

)
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F1a. 3.4 — Erreur de prévision en fonction du temps pour les trois méthodes.

Nous considerons les valeurs des erreurs de la prévision pour chacune des 3 méthodes.

Ces valeurs sont résumées dans le tableau 3.

ERM (%) | Errors max(%)
Méthode 1 | 8.3488 12

Méthode 2 | 6.4887 10.5

Méthode 3 | 9.5426 13

Tableau 3.2 : Les valeurs des erreurs de la prévision pour les 4 méthodes.

L’analyse des prévisions de chacune des 3 méthodes nous indique, a premiere vue que
I'erreur moyenne relative (FRM) est égale a 8.3488% dans la méthode 1 et (ERM) est
égale & 9.5426% dans la méthode 3. Les graphes des erreurs relatives de la prévision nous
révelent que cette erreur ne dépasse pas 12% et la méthode 2 donne la valeur de 'erreur
relative, la plus faible (ERM = 6.4887%) et Emax ne dépasse pas 10.5%. Donc la méthode

2 donne de meilleurs résultats.
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3.3 Modeles de Merton

3.3.1 Observations

Pour les applications numériques, nous utilisons des observations journalieres de cours
de I'action de I'or. Nous disposons 212 d’observations journalieres des cours pour la période
du 02 janvier 2007 au 31 octobre 2007 (US$ by once in London Bullion Market), dont

I'évolution du cours est représentée sur la figure (3.5).

Cours de l'or

250

F1c. 3.5 — Evolution de cours de l'action de I'or pour modele & sauts de Merton

Nous recalculons le rendement journaliere de la maniere suivante :R; = In (S;/S;_1)

pour ¢ = 1,--- . n. Le rendement journaliere évolue de la maniere suivante :

0.03

002k B

Rendement

0.03F B

-0.04 L 1 1 |
0 50 100 150 200 250

Date

F1G. 3.6 — Evolution des rendements pour modele de Merton
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Vérifions, avant de continuer notre analyse, que les données ne sont pas gaussiennes. En
effet, si tel est le cas, le modele a sauts n’aurait pas lieu d’étre, le modele de Black -Scholes
serait suffisamment robuste. Le test de normalité de Jarque Bera donne une P-valeur égale
a JB = 46.0063 > x3 = 5.99 pour a = 5%. Cela conduit & rejeter 'hypothese nulle

c’est-a-dire la loi du rendement ne peut étre une loi normale.

3.3.2 Statistiques descriptives

Le cours moyen du titre précédent est de 675.1233 $ , pour un écart-type de 35.6991
$. Le rendement moyen du titre est de 0.000999, pour un écart-type de 0.0088443 pour la

période étudiée.

Les estimations de p et o par la méthode historique, dépendent seulement de n obser-

vations des rendements (rq,--- ,7,), et sont données par :
n=7+ 152 00010387 ot 5= li (ri —7)° = s> =0.7822 x 107*
5 ) pa s : .

3.3.3 Estimation des parametres
Méthode des moments

Algorithme 4 : Méthode des moments

1. Représenter graphiquement la série réelle de cours de I’action et vérifier que nous pouvons

voir des sauts.
2. Tester les hypotheses de rendement logarithmique, de la normalité et de I'indépendance.

3. Calculer les valeurs de la moyenne, de la variance et des moments centrées d’ordre 4 et 6

de rendement logarithmique pour trouver les résultats empiriques.

4. Estimer les quatre parametres de modele a sauts de Merton par ’égalisation de quatre mo-
ments empiriques avec les moments théoriques correspondants qui conduisent a un systeme
de quatre équations a quatre inconnues qui va nous permettre d’en déterminer des estima-
teurs (1, EQ,A,@).

5.  Simuler maintenant le processus de diffusion a sauts de Merton, avec les estimateurs

trouvés. Ensuite nous utilisons ces estimateurs pour faire des prévisions.

6. Calculer les erreurs de la simulation (respectivement de la prévision) avec les vraies valeurs

de cours de l'action.

Résultats empiriques

La paramétrisation selon le modele de Merton, résolvant le systeme d’équations précédent
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par la méthode des moments, donne les résultats suivants :

71=1.0288 x 107,52 = 4.8731 x 1075, ) = 0.244 , 62 = 1.2361 x 10~%.

Généralisation de la méthode des temps de passage

Algorithme 5 : Généralisation de la méthode des temps de passage
1. Nous appliquons les méme étapes de l'algorithme 1, 'étape 1, 2, 3 et 4.
2. Nous estimons les deux parametres A et § par la méthode des moments.
3. Nous estimons les parametres u et o2 par les deux formules (2.11) et (2.12).
4. Nous simulons maintenant le processus de diffusion a sauts de Merton.
5

Nous étudions les erreurs de la simulation (ou de prevision) avec les vraies valeurs du
cours de ’action. Pour choisir les meilleurs résultats, nous utilisons le critére qui minimise
les valeurs de RMSE, %RMSE et ERM.

6. Sinous n’avons pas trouvé de bons résultats (I’écart entre les erreurs de la simulation et
les vrais valeurs est élevé) nous retournons a la 4éme étape de 'algorithme 1 pour choisir

une autre borne S et nous appliquons la méme procédure.

Résultats empiriques

A partir de la trajectoire unique de cours de ’action de I’or, nous construisons plusieurs
petites trajectoires successives. Nous choisisson un point initial z, = 608.4, commun a
toutes les trajectoires. Il partage la série de 'or en deux trajectoires (k = 2) et aléatoirement
nous avons trouv é une borne constante S = 640.75, telle que toutes les trajectoires sont
atteintes par cette borne. Nous prendrons tous les points des temps de passage. nous avons

quatre (n = 4), nous trouvons :

7 = 0.0021 et 02=6.5117x 1074

3.3.4 Simulation

Nous prenons les parametres fi et o2 estimées par les deux méthodes pour faire la
simulation de modele de Merton. En ce qui concerne les autres parametres A et §, Nous
prenons les valeurs estimées par la premiere méthode. Les graphes des simulations et vraies

valeurs de 'or sont représenté dans la figure suivante :
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F1G. 3.7 — Simulations pour les deux méthodes avec les vraies valeurs.

Les résultats numériques des deux méthodes sont illustrés dans le tableau suivant :

RMSE | % RMSE | ERM(%)
Méthode des moments 22.891 | 0.0327 2.743
Méthode généralisation des temps de passage. 17.959 | 0.0271 2.171

Tableau 3.3 : Les valeurs des erreurs de la simulation pour les 2 méthodes.

D’apres les résultats obtenus, nous constatons que 1'utilisation des parametres [ et o2
estimés par la méthode de généralisation des temps de passage donnent des bons résultats

2

par rapport a l'utilisation i et 0° estimés par la méthode des moments en comparaison

des valeurs des RMSE, %RMSE et ERM.

3.3.5 Prévision

La période de prévision est de 10 jours, ’analyse des prévisions de la deuxieme méthode,
nous indique des résultats meilleurs que la méthode des moments. Les graphes des er-
reurs relatives de la prévision nous révelent que cette erreur ne dépasse pas 7% et l'erreur
moyenne relatives (ERM) égale & 2.751% dans la méthode 2 et I'erreur moyenne relative
dans la premiere méthode égale a 10.836% (fig 3.8).
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F1G. 3.8 — Erreur de prévision en fonction du temps pour modele de Merton.

La conclusion porte sur la comparaison des résultats obtenus par les deux méthodes pour
I’estimation des parametres de modele de Merton. Nous remarquons que les estimations
avec la méthode de généralisation des temps de passage donnent de meilleurs résultats que

la méthode des moments.
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Conclusion

Cette these présente une nouvelle méthode d’estimation des parametres pour les modeles

d’évaluation d’options que sont le modele de Black-Scholes et le modele a sauts de Merton.

Tout d’abord, nous avons présenté quelques concepts de la théorie des marchés financiers
et la formule d’évaluation de 'option d’achat européenne de Black-Scholes. Puis nous nous
sommes intéressés au probleme d’estimation des parametres des équations différentielles
stochastiques (EDS). Dans un premier temps, nous avons considéré le modele d’évaluation
de Black-Scholes qui est largement utilisé par les professionnels. Toutefois I’estimation des
parametres nous a permis de considérer d’autres techniques plus adaptées a ce probleme.
Dans ce cadre, la détermination de la volatilité est essentielle. C’est-a-dire ’estimation la
plus précise possible de ce parametre, nous permet d’obtenir un meilleur modele d’évaluation
d’une option. Dans le modele de Black-Scholes la volatilité du sous jacent est supposée
constante alors que les études empiriques montrent que celle-ci est variable donc stochas-
tique. Ceci nous incite donc a utiliser un processus pour la volatilité : la volatilité comme
EDS.

Dans un second temps, nous avons considéré le cas ou I’évolution des actifs financiers est

décrite par des modeles a sauts. Nous considérons dans notre travail le modele de Merton.

Cette these comporte deux applications empiriques indépendantes : la premiere est
consacrée au modele de Black-Scholes. Nous considérons l'estimation par trois méthodes
différentes. La premiere méthode considere le temps du premier passage par une borne
donnée (PTP); que nous améliorons en généralisant a tous les temps de passage par cette
borne (GTP). Dans ces deux méthodes, la volatilité est considérée comme constante. Dans
la troisieme méthode nous considerons la volatilité comme étant un parametre stochas-
tique. Pour les applications (estimation, simulation et prévisions), nous avons formulé des
algorithmes stochastiques pour chaque méthode sur les données journalieres de cours de
I’action de I'or du 02 avril 2007 au 31 décembre 2007. Nous avons montré a travers cette
application, que la méthode de généralisation des temps de passage donne de meilleurs

résultats par rapport aux autres méthodes. Ce résultat fait 'objet de la premiere publica-
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tion intitulée : First Passage Time Method Generalization for the Estimation of Stochastic

Differential Equation Parameters.

La deuxieme application concerne le modele a sauts de Merton dans lequel les séries
de rendement financier sont distribuées selon une loi non normale et les trajectoires de ce
processus sont discontinues. D’apres les résultats de la premiere application, la méthode
de généralisation des temps de passage (GTP) donne de meilleurs résultats par rapport a
la méthode PTP. Alors, nous préférons ’appliquer sur le modele de Merton. Nous avons
appliqué donc deux méthodes d’estimation pour ce modele. La premiere méthode est la
méthode de généralisation des temps de passage et la deuxieme méthode c’est la méthode
des moments. Comme premiere application, nous avons formulé des algorithmes stochas-
tiques pour chaque méthode en passant par I’estimation des parametre, les simulations et
les prévisions sur des données journalieres de cours de 'action de l'or du 02 janvier 2007
au 31 octobre 2007. Les résultats obtenus montrent que la méthode de généralisation des
temps de passage offre de meilleurs résultats par rapport a la méthode des moments. Ce
résultat fait 'objet de la deuxieme publication intitulée : Comparison of Jump-Diffusion

Parameters Using Passage Times Estimation.

Notre travail a montré que la méthode GTP donne de meilleur résultat dans les deux
modeles d’évaluation des options. Toutefois dans ces deux cas, le modele de Black-Scholes et
le modéle de Merton la distribution des sauts est symétriques. Une extension de notre tra-
vail est le peut étre orienté vers la distribution de sauts asymétrique. Plus particulierement
le cas de la distribution double exponentielle pourrait donne des résultats conclus sur ce

modele de Kou.
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Annexe

Loi du rendement du modele a sauts
D’apres le théoreme des probabilités totales :

P(R=xz)=)» P(R=au|(N,=n))

Deux cas se présentent alors :
P(R=2)=P(R=z|Ns=0)x P(Ny=0)+ P(R=2|Ns > 1) x P(Ng > 1)

Nous notons : A = P (R = z|Ns =0) x P(N; =0) le cas ou il n’y a pas de saut entre

tett+s.

B =P(R=x|Ng>1)xP(Ns; > 1) le cas ou il se produit au moins un saut (a la hausse
ou & la baisse) sur la période [t,t + s]. Donc B=3% ", P(R =x|N; =n) x P(N; =n)
Ainsi, grace aux densités conditionnelles, on trouve la loi de R(s) :

fr(z) = frpo () X P(Ny = 0)+3_77, frn (2) x P(Ns =n)

Nous allons maintenant déterminer les lois conditionnelles du rendement connaissant

le nombre de sauts afin d’en expliciter la loi.

Cas1:n=0
Ry(t,t+s) = (p—0°/2)s+0B(s) = N ((n—0°/2)s,0%s)
1 1
= fro(z) = oVors X exp (—2025 X (z— (,u—sa?/Q))Q)
Cas2:n>1

Ry (t,t+5) = (u— 02/2) s + 0B (s) Y, U

Ui — N (0,52> = 22:1 U,L — N (O,TL52)
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RS — N ((n—0%/2) s,0%s + nd?)

= n\Lr) = X ex —
Fhin (%) V21o2s + no? P [ 2 (02s + nd?)

Pour écrire la densité de r(s), il faut aussi détailler les parametres de Poisson. Ny est
de parametre A d'ou P (Ns =n) = exp (—A) %

Finalement sur une période :

Jr(z) = exp(=A) X frpo(x +ZGXP A) X frn ()

~exp(—A) — A (x = p+(0?/2)5)°
RV S [ﬁ o (‘ 2(0% + ) )]
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