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Introduction

L�histoire de l�univers nous fascine, c�est une aventure qui se poursuit plus de quinze

milliards d�années et qui unit l�univers à la connaissance humaine et aux magistrales avancées

de la science. Il y a plus de 2500 ans, les anciens grecs imaginaient que le monde est formé

de quatre éléments essentiels, à savoir, la terre, l�eau, l�air et le feu. Depuis, les théories

scienti�ques se sont succédées et l�on sait que les trois premiers éléments correspondent à

nos états, solide, liquide et gazeux. Mais l�état physique correspondant au feu n�est apparu

que récemment. C�est en 1928 que les deux physiciens Langmuir et Tonks ont introduit

pour la première fois le terme plasma pour désigner un gaz ionisé contenu dans un tube à

décharge.

La majeure partie de l�univers est remplie d�une substance diluée, ce n�est ni un liquide,

ni un solide, ni un gaz, c�est un plasma, le quatrième état de la matière, formé d�atomes

neutres, d�ions et d�électrons. Ces quatre phases sont caractéristiques de la nature des

liaisons assurant la cohésion des éléments de la matière. La foudre et les aurores polaires

sont les seules manifestations naturelles du plasma sur la Terre, où cet état de la matière

est rarement rencontré, alors que c�est le plasma qui constitue les étoiles et la majeure

partie de l�univers. Nous vivons sur une planète protégée de toutes agressions externes,

non seulement par le champ magnétique terrestre, mais aussi grâce à l�océan de plasma qui

entoure la Terre. En e¤et grâce aux avancées de la science, les plasmas créés arti�ciellement

sont largement utilisés dans de nombreuses applications. La maîtrise des plasmas a d�abord

donné lieu aux tubes à néon, plus récemment, aux écrans à plasma (des téléviseurs extra-

grands et ultra-plats), au découpage des métaux par chalumeau à plasma..etc. Par ailleurs,

ils sont à la base de ce qui constituera certainement l�énergie de demain à travers la fusion

thermonucléaire contrôlée.

Tout comme les plasmas, l�environnement est peuplé de matière sous forme de poussière.

Par terme "poussière" nous décrivons toute particule micrométrique ou sub- micrométrique

hautement massive et fortement chargée. Les plasmas et les grains de poussière ont de

1



Table des matières

nombreuses occasions de se rencontrer dans la nature et de donner naissance aux plasmas

poussiéreux ou plasmas complexes [1]. Ces derniers sont alors dé�nis comme des gaz ionisés

comprenant en plus des ions et des électrons, des grains de poussière électriquement chargés.

Ces impuretés ont été observées pour la première fois, dans les années 1920 par Langmuir

dans une décharge �lamentaire [2]. Les plasmas poussiéreux n�ont commencé à être réelle-

ment étudiés que depuis la �n des années quatre- vingt à cause des problèmes à caractère

industriel que pouvaient engendrer les grains de poussière. Par ailleurs, les plasmas pous-

siéreux sont utilisés dans la formation des nano- cristaux [3] dont on peut tirer pro�t pour les

futures générations de transistors [4] et de cartes de mémoire [5]. Ces milieux se rencontrent

aussi à l�état naturel dans l�espace, à titre d�exemples, dans les nuages interstellaires, les

anneaux et atmosphères planétaires et les queues des comètes. À cause de leur rôle, parfois

prééminent, dans certaines applications technologiques, spatiales et astrophysiques, les plas-

mas poussiéreux ont suscité un profond regain d�intérêt. Ces grains massifs et hautement

chargés introduisent et font intervenir de nouveaux phénomènes dans les plasmas, tels que

la �uctuation de la charge électrique, l�appauvrissement électronique et la dissipation anor-

male de l�énergie. Comme ils peuvent aussi a¤ecter et modi�er les propriétés dispersives, non

linéaires et dissipatives du plasma traditionnel à deux composantes. De nouveaux modes et

de nouvelles instabilités peuvent alors se développer. La physique des plasmas poussiéreux a

connu son épanouissement grâce à la dynamique des grains de poussière qui a permis la mise

en évidence d�un nouveau mode acoustique de très basse fréquence baptisé onde acoustique

poussiéreuse (un nouveau mode électrostatique dont l�existence a été prédite théoriquement

par Rao et al. [6] et mis en évidence expérimentalement par Barkan et al. [7]). Par ailleurs,

la présence de grains immobiles et chargés négativement modi�e le mode acoustique ionique

habituel qui devient alors mode acoustique ionique poussiéreux [8]. Le comportement des

grains de poussière dans un plasma est déterminé par leur charge via leurs interactions avec

les ions et les électrons du milieu. Un grain de poussière acquiert une charge électrique

qui peut aller jusqu�à des milliers de fois la charge élémentaire. Di¤érents mécanismes con-

tribuent aux processus de charge de ces grains, à savoir, la collection des électrons et des

ions du plasma de base (est le mécanisme le plus dominant dans les plasmas de laboratoire),

l�émission photo- électronique dans les milieux radiatifs, l�émission électronique secondaire,

l�émission par ions énergétiques. . . etc. Récemment une panoplie de travaux théoriques et

expérimentaux a été menée notamment dans le but d�étudier les ondes, les instabilités et les

processus de charge dans les plasmas poussiéreux. La plupart de ces études ont été limitées

à la statistique standard de Boltzmann Gibbs et Shannon (BGS). Le but principal de la

2
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présente thèse est d�étudier, au moyen d�une approche analytique et numérique, certaines

structures non linéaires associées aux di¤érents modèles de plasmas (à charge variable) dans

le contexte de la nouvelle statistique non extensive de Tsallis, dé�nie comme une générali-

sation non extensive de l�entropie de BGS. Cette idée vient d�un constat que la statistique

BGS ne décrit pas correctement les systèmes dotés d�interactions de longue portée, tel que

les plasmas.

C�est pourquoi après avoir dé�ni quelques éléments de base nécessaires à la compréhen-

sion des études réalisées dans ce travail, le deuxième chapitre de la présente thèse sera

consacré à l�étude de l�in�uence de la non extensivité des électrons sur les ondes acoustiques

poussiéreuses dans un plasma complexe à charge variable. Pour cela, les courants de charge

seront calculés dans le cadre de la théorie de la sonde électrostatique. L�équation de la charge

du grain de poussière, en présence d�électrons non extensifs, sera établie de manière self-

consistante. On considérera (selon les temps caractéristiques de notre modèle de plasma)

deux cas, à savoir, le cas adiabatique (Ie + Ii = 0) et le cas non adiabatique (Ie + Ii 6= 0).
Le troisième chapitre portera sur l�étude de l�amortissement de l�onde acoustique ionique

poussiéreuse dans un plasma complexe non extensif où les grains de poussière exhibent des

variations de charge self- consistantes. La méthode des perturbations réductives, utilisée

dans le cas des faibles amplitudes, sera exploitée. Nous proposerons au cours du quatrième

chapitre d�étendre l�investigation aux propriétés non linéaires des ondes acoustiques ion-

iques poussiéreuses en présence de paires électrons-positrons non extensifs. Nous mettrons

alors l�accent sur les modi�cations introduites par les e¤ets non extensifs des électrons et

des positrons. Une géométrie plane in�nie ne peut pas être une situation réaliste dans les

appareils de laboratoire et l�espace, donc une grande attention a été accordée à la com-

préhension des phénomènes non linéaires dans la géométrie non plane et les e¤ets que cette

dernière peut apporter sur les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses. C�est pourquoi

l�objet du cinquième chapitre consistera à étudier les ondes acoustiques ioniques non planes

(cylindriques ou sphériques) dans un plasma (électron- positron- ion) dans le contexte du

formalisme non extensif. Dans le sixième chapitre nous allons aborder le problème des on-

des scélérates (rogue waves) dans un plasma à deux composantes, composé d�ions �uides

chargés positivement et d�électrons non extensifs. Une analyse faiblement non linéaire sera

réalisée pour établir une équation de type Korteweg de Vries (K-dV). Celle-ci sera trans-

formée en une équation non linéaire de Schrödinger (NLS), à condition que la fréquence de

l�onde porteuse soit beaucoup plus petite que la fréquence plasma. Nous étendrons par la

suite, cette étude pour tenir compte de l�existence d�un faible champ magnétique externe.
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L�équation non linéaire de Shrödinger (NLS) sera obtenue à partir des équations �uides qui

gouvernent la dynamique des oscillations acoustiques ioniques de notre modèle de plasma.

Dans le dernier chapitre, nous étudierons l�onde acoustique poussiéreuse dans un plasma

électronégatif magnétisé avec appliquerons notre modèle à la comète de Halley. Cette étude

est motivée par le fait que la présence des particules suprathermiques a été con�rmée par de

nombreuses observations spatiales. Nous établirons alors une équation de type Korteweg- de

Vries Burger qui nous servira de socle pour l�analyse des structures dissipatives inhérentes

à notre modèle de plasma (cas de la comète de Halley).

En�n, nous terminerons ce manuscrit par une conclusion et une brève présentation de

nos perspectives.
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1

Généralités sur les plasmas complexes

1.1 Introduction aux Plasmas

Un plasma est un gaz partiellement voire totalement ionisé, constitué d�un ensemble de

particules chargées (électrons, ions) et neutres (atomes, molécules) qui répond collectivement

aux forces électromagnétiques. La di¤érence principale entre un gaz et un plasma réside

dans la nature des interactions entre les particules de ces deux milieux respectifs. Dans

un gaz classique, les collisions entre particules neutres qui régissent la dynamique globale

du �uide sont régies par des forces à courte portée (en 1=r7, force de Van Der Waals).

Par contre, dans un plasma, les interactions qui interviennent entre les particules sont

électromagnétiques et à longue portée. Le champ créé par une charge électrique décroît

en 1=r2 (force de Coulomb) et chaque particule chargée interagit, à chaque instant, avec un

très grand nombre d�autres particules chargées. En e¤et, dans un plasma, les e¤ets dus à

l�interaction électromagnétique doivent dominer sur les collisions binaires entre particules

chargées et neutres. Autrement dit, une particule est soumise principalement au champ

moyen créé par toutes les autres particules. Ces champs peuvent parfois être imposés de

l�extérieur, comme par exemple au voisinage d�une planète magnétisée. Dans un gaz neutre,

les forces dues à l�action des champs sur la matière q(E + v � B) sont nulles, du fait que
les sources matérielles du champ (� et j) sont nulles. Dans un plasma, la propagation

implique à la fois des perturbations mécaniques (dues aux collisions) et électromagnétiques.

Un plasma est donc un milieu macroscopiquement neutre et à comportement collectif. Trois

paramètres fondamentaux le caractérisent [9]: la densité électronique ne (pouvant varier

de 1 à 1021cm�3), la température électronique kbTe (pouvant varier de 0:1 à 106 eV) et

le champ magnétique B appliqué (pouvant atteindre quelques Teslas) ou self-consistent
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1.2. Plasmas poussiéreux

(généré au sein même du plasma). Les autres quantités (la longueur de Debye, le rayon

de Larmor, la fréquence plasma, la fréquence de giration, la vitesse thermique...) peuvent

être établies à partir de ces trois paramètres fondamentaux. Pour les plasmas partiellement

ionisés, le degré d�ionisation et la section e¢ cace de collision des particules chargées avec

les particules neutres sont aussi importants. De manière générale, nous distinguons deux

types de plasmas: Les plasmas froids dont l�énergie des électrons (E = kbTe) est très grande

par rapport à celle des ions (les électrons sont alors dits réactifs) et les plasmas chauds dont

l�énergie des ions est proche de celle des électrons (les ions sont alors dits réactifs). Dans

un plasma, autour de chaque ion se forme un nuage électronique dont la densité décroît de

manière exponentielle à mesure que l�on s�approche de la périphérie de ce nuage. La plus

petite distance au-delà de laquelle le champ électrique créé par l�ion est atténué (on parle

alors de l�écrantage de Debye) par le nuage électronique s�appelle la longueur de Debye �D.

Pour un plasma de densité n0 et de température kbTe, cette distance vaut

�D =

r
"0kbTe
n0e2

(1.1)

Une première condition d�existence de l�état plasma est que ses dimensions spatiales soient

grandes devant la longueur de Debye.

1.2 Plasmas poussiéreux

Un plasma poussiéreux (plasma complexe) est un plasma qui contient, en plus des électrons

et des ions, des grains de poussière hautement chargés et fortement massifs. Ces derniers

peuvent être constitués de divers matériaux (silicium, carbones, glace...). La présence de

cette espèce supplémentaire rend le système plus complexe et implique de nouveaux com-

portements dans le plasma. Ils se trouvent dans les environnements astrophysiques mais

jouent également un rôle important dans les plasmas de laboratoire. Leur distribution spa-

tiale est in�uencée par le plasma et leur présence a¤ecte également les propriétés du plasma.

Les interactions de ces grains de poussière entre eux et avec le plasma dépendent de beau-

coup de paramètres, parmi lesquels, la taille du grain de poussière et sa charge électrique.

Un tel mélange de plasma et de poussière possède trois échelles de longueur caractéristiques.

Ce sont le rayon du grain de poussière rd; la longueur de Debye poussiéreuse �D et la dis-

tance moyenne inter- granulaire d: Cette dernière est reliée à la densité numérique nd des

grains par la relation nd � d3 � 1: A�n d�étudier un plasma poussiéreux en laboratoire, il
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1.2. Plasmas poussiéreux

faut d�abord le créer avec l�injection arti�cielle des grains de poussière directement dans le

plasma [10]- [12].

1.2.1 Quasi- neutralité de la charge électrique

Pour l�analyse de l�écrantage de Debye ci-dessus, on a supposé que le plasma était ini-

tialement (en l�absence de toute perturbation) neutre, c�est à dire que les densités initiales

électronique et ionique étaient égales. La tendance à la quasi-neutralité se produit car un

plasma conventionnel n�a pas d�énergie interne su¢ sante pour devenir non neutre sur des

distances plus grandes qu�une longueur de Debye. La condition de quasi- neutralité de la

charge électrique dans un plasma poussiéreux dont les grains portent une charge négative

s�écrit sous la forme

ni0 = ne0 + Zd0nd0 (1.2)

nj0 est la densité numérique des particules d�espèce j et Zd0 le nombre de charges non

perturbées résidant sur la surface du grain. La condition de quasi- neutralité précédente

(1.2) peut être réécrite sous la forme ni0 t Zd0nd0, lorsque la plupart des électrons du

plasma ambiant sont collectés par les grains de poussière. On parle alors d�appauvrissement

ou déplétion électronique [13]. D�un autre côté, dans les plasmas poussiéreux irradiés à

l�aide de rayons ultraviolets, les grains émettent (par e¤et photo-électrique) des électrons,

et par conséquent, peuvent acquérir une charge positive. Dans ce cas, l�écrantage des grains

positifs sera assuré par les électrons et à l�équilibre nous aurons ne0 t Zd0nd0.

1.2.2 Paramètres caractéristiques d�un plasma complexe

Paramètres fréquentiels

- La fréquence plasma, dans ce cas,est donnée par

!pd =

�
4�nj0q

2

mj

�1=2
(1.3)

avec !pd � !pi � !pe. Cette propriété est très importante pour étudier les phénomènes qui

évoluent dans le temps en présence des grains de poussière. Le temps caractéristique des

grains est très grand par rapport à celui des autres espèces du plasma.

- La gyrofréquence: cette fréquence paraît à priori être une caractéristique du mouve-

ment individuel des particules puisque c�est celle de leur rotation autour du champ magné-

tique: 
j = jqjjB0=mj, avec B0 = jBj. De façon plus générale, c�est l�échelle qui caractérise
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1.2. Plasmas poussiéreux

le mouvement lorsque la force de Lorentz est la force dominante. Elle apparaît aussi comme

une fréquence caractéristique du mouvement collectif de chaque espèce de particules.

Paramètres spatiaux

- La longueur de Debye

La longueur de Debye est un paramètre physique important dans un plasma, c�est la

plus petite distance au-delà de laquelle le champ de Coulomb d�une particule chargée est

atténué (écranté) par le nuage électronique à l�intérieur du plasma. Les particules chargées

se réarrangent a�n d�écranter tous les champs électrostatiques sur cette distance de Debye.

Dans les plasmas poussiéreux, la longueur de Debye peut être dé�nie par

�D =
�De�Dip
�2De + �2Di

(1.4)

�De et �Di sont respectivement la longueur de Debye associée aux électrons et aux ions,

comme dé�ni dans les équations (1.5) et (1.6). Te, ne, Ti et ni sont les températures et les

densités des électrons et des ions.

�De =

r
"0kBTe
nee2

(1.5)

�Di =

r
"0kBTi
nie2

: (1.6)

Les grains de poussière sont chargés

-négativement si �De >> �Di donc �D � �Di.

-positivement si �Di >> �De donc �D � �De.

Les grains de poussière de rayon rd, séparés par une distance donnée d; peuvent être

traités par l�étude de la dynamique de la particule. Dans ce cas, nous parlons de plasma

poussiéreux contenant des grains de poussière isolés lorsque rd � �D � d. Par ailleurs,

les e¤ets collectifs entre grains chargés deviennent importants et signi�catifs lorsque rd �
d � �D. Dans ce cas, les particules de poussière chargées peuvent être assimilées à des

particules ponctuelles massives semblables à des ions à charge multiple dans un plasma à

plusieurs espèces.

- Rayon de Larmor: c�est le rayon de giration de la particule chargée autour du

champ magnétique. Son expression est �j = Vthj=
j, où Vthj est la vitesse thermique et 
j

la gyrofréquence de la particule d�espèce j.
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1.3. La charge du grain de poussière

1.3 La charge du grain de poussière

La di¤érence principale entre les plasmas poussiéreux se situe dans la charge de ses grains de

poussière, c�est pourquoi il est très important, dans la physique des plasmas poussiéreux, de

comprendre le processus de charge des grains de poussière plongés dans un plasma ambiant.

Cette dernière est une variable dynamique qui varie de zéro jusqu�à des milliers de fois la

charge élémentaire de l�électron. Une variété de processus est à l�origine de la charge des

grains de poussière, à savoir, le bombardement de la surface du grain à l�aide des électrons

et des ions du plasma de base, l�émission photo- électronique sous l�e¤et d�un rayonnement

ultraviolet, l�émission d�ions, la production d�électrons secondaires. . . etc. Parmi ces proces-

sus, la collecte des électrons et des ions par la surface du grain de poussière est le processus

le plus dominant dans les plasmas de laboratoire de basses températures. Par conséquent,

la charge du grain de poussière devient principalement négative. Ce processus de charge

dépend de sections e¢ caces de collision. Celles- ci sont déterminées à partir du paramètre

d�impact d�une particule approchant la surface d�un grain à une distance plus petite que les

dimensions de cette particule. Leurs expressions, pour les électrons et les ions, sont données

respectivement par[1]

�dj (qd; v) = �r2d

�
1� 2qj�d

mjv2j

�
(1.7)

où la charge moyenne du grain de poussière qd est reliée à son potentiel de surface �d par la

relation qd = C�d, où C représente la capacité du grain qui, dans le cas d�un grain sphérique

de rayon rd, est donnée par C = 4�"0rd. Soit f(vj) la fonction de distribution des vitesses

des particules d�espèce j (= e; i pour les électrons et les ions, respectivement), le courant de

charge Ij de la particule d�espèce j est dé�ni par

Ij = qj

Z 1

V minj

vj�
d
j (qd; v)fj(v)dvj (1.8)

où V min
j est la vitesse minimale que doit acquérir la particule d�espèce j pour atteindre

la surface du grain. Nous considérons deux cas pour V min
j , pour qj�d < 0 et qj�d > 0.

Quand qj�d < 0, les particules d�espèce j du plasma et le grain de poussière s�attirent et

l�intégration (1.8) doit être e¤ectuée sur tout le domaine des vitesses vj. D�autre part, pour

qj�d > 0 les particules d�espèce j du plasma et les grains de poussière se repoussent les uns

les autres à l�exception de celles qui ont une vitesse supérieure ou égale à la vitesse minimale

V min
j =

p
2qj�d=mj a�n de vaincre la barrière de potentiel du grain de poussière pour qu�elles

puissent atteindre la surface de ce dernier. Dans ce cas, l�intégration (1.8) doit être e¤ectuée

sur l�intervalle des vitesses [V min
j ; 1[. Il faut bien noter que la prédiction des courants de
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1.4. Modes acoustiques

charge électronique et ionique est basée sur la théorie de la sonde électrostatique où le rayon

de la particule rd est très inférieur à la longueur de Debye �D. L�évolution temporelle de la

charge du grain de poussière immergée dans un plasma est déterminée par l�équation de la

charge suivante
dqd
dt
=
X
j=e;i

Ij: (1.9)

À l�équilibre les courants de charge satisfont la relation Ie0+ Ii0 = 0 et le grain de poussière

acquiert un potentiel �d négatif qui repoussera les électrons et accentuera la collection

des ions. La charge électrostatique semble être l�un des paramètres les plus essentiels qui

contrôle la dynamique des grains de poussière à la fois dans les plasmas de laboratoire et

de l�espace sous l�action de diverses forces. Ces forces dépendent soit directement du rayon

du grain de poussière, soit par l�intermédiaire de la charge qd. Donc parmi ces forces, on

distingue celles qui dépendent de la charge du grain, telles que la force électrostatique, la

force d�entrainement ionique et la force d�interaction entre grains de poussière, et celles qui

sont indépendantes de la charge, à savoir, la force de gravitation, la force de friction et la

force thermophorèse. Dans la majorité des cas, en comparant les ordres de grandeur de ces

forces, la force la plus dominante que subit le grain de poussière est la force électrostatique

due à la charge que porte le grain.

1.4 Modes acoustiques

Dans un plasma, les particules chargées se meuvent aléatoirement et interagissent entre elles

via leurs propres forces électromagnétiques. Elles peuvent aussi réagir à des perturbations

externes. Par conséquent, une grande variété de phénomènes ondulatoires se génère en

raison des mouvements de l�ensemble des particules du plasma. La présence de grains de

poussière chargés dans un plasma à deux composantes (électrons et ions) peut modi�er et

altérer la propagation, l�instabilité, la di¤usion ...etc des ondes susceptibles de se propager

dans un tel plasma. Ces modi�cations peuvent être attribuées à la distribution aléatoire

et non homogène des grains de poussière dans le plasma et à la déviation par rapport à

la condition de quasi-neutralité conventionnelle d�un plasma à deux composantes. D�un

autre côté, de nouveaux modes associés uniquement à la dynamique des grains de poussière

peuvent apparaître. Dans ce cas, deux modes d�oscillations peuvent être mis évidence.

- Des oscillations résultant du mouvement de l�ensemble des particules du plasma (élec-

trons, ions) a¤ectées par les grains de poussière.
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- Des oscillations dues au mouvement collectif des grains de poussière au sein du plasma.

1.4.1 Onde acoustique poussiéreuse (DAW)

Les ondes acoustiques poussiéreuses ont été prédites théoriquement par Rao et al. (1990)

[6]. Ces ondes proviennent du mouvement collectif des grains de poussière. La vitesse de

phase (vp = !=k) de l�onde acoustique poussiéreuse est beaucoup plus petite que la vitesse

thermique des ions et des électrons. Les forces de rappel proviennent des pressions électron-

ique et ionique alors que la masse des grains fournit l�inertie pour maintenir et entretenir ces

ondes acoustiques poussiéreuses. Ces ondes ont été mises en évidence expérimentalement

par Barkan et al. (1995) [14], et leurs fréquences sont de l�ordre de 10- 20 Hz.

1.4.2 Onde acoustique ionique Poussiéreuse (DIAW)

Les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses proviennent du mouvement collectif des ions

a¤ectés par la présence des grains de poussière. Ces ondes ont été prédites théoriquement

par Shukla et Silin [8]. Leur vitesse de phase est bien plus grande (plus petite) que la

vitesse thermique des ions (des électrons). Pour ce mode, le domaine des fréquences est

donné par kvtd; kvti; !pd << ! << kvte; !pi , où !pd et !pi représentent, respectivement,

la fréquence plasma poussiéreuse et la fréquence plasma ionique. Sur de telles échelles

temporelles, les électrons suivent une distribution de Boltzmann alors que les ions et les

grains de poussière sont, respectivement, inertiels et immobiles. Barkan et al. [14] ont

mené une série d�expériences dans le but d�étudier la propagation et l�amortissement des

ondes acoustiques ioniques poussiéreuses. Ils ont alors trouvé que la vitesse de phase de ces

dernières augmente avec la concentration relative des grains de poussière. Les valeurs des

fréquences mesurées varient de 3 à 5 kHz.

1.5 Structures non- linéaires

Le soliton est dé�ni comme une onde spatialement localisée, qui se propage en conservant sa

forme et sa vitesse. Fasciné par l�observation du soliton, l�ingénieur hydrodynamicien John

Scott a consacré dix années pour l�étude du phénomène, tandis que des théories (des ap-

proches linéarisées) montraient l�inexistence de ce soliton. Ce n�est qu�en 1895 que Korteweg

et de Vries ont prédit théoriquement son existence grâce à la célèbre équation qui porte leur
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1.5. Structures non- linéaires

nom et qui est de la forme
@Y

@t
+ AY

@Y

@x
+B

@3Y

@x3
= 0 (1.10)

Dans la physique des plasmas, cette dernière équation décrit la propagation non linéaire

d�une onde dans un plasma dispersif, où le paramètre A représente le coe¢ cient de la non

linéarité et B est le coe¢ cient dispersif. Elle admet comme solution un soliton se propageant

sans déformation et dont l�expression est donnée par

Y = Y0 sech
2

�
x� vt

�

�
(1.11)

où Y0 = 3v=A et � =
p
4B=v sont l�amplitude et la largeur du soliton. Ce dernier est

le résultat d�un équilibre entre les e¤ets non linéaires et dispersifs du milieu considéré.

Toutefois, lorsque l�e¤et de la dissipation est comparable ou plus dominant que l�e¤et de

dispersion (le plasma devient un milieu dissipatif), on aura un terme en plus dans l�équation

K-dV (1.10) précédente. La propagation des ondes dans un tel milieu est alors régie par

l�équation dite de Korteweg-de Vries Burger (K-dVB) suivante

@Y

@t
+ AY

@Y

@x
+B

@3Y

@x3
= C

@2Y

@x2
(1.12)

où C traduit la dissipation. Il faut bien noter que cette équation n�a pas de solution ana-

lytique. Résoudre numériquement cette équation revient à choisir un repère lié à l�onde de

choc en procédant au changement de variable suivant � = x+Vf t dans le but d�obtenir une

équation di¤érentielle de deuxième ordre, équivalente à celle d�un oscillateur anharmonique.

Cette équation peut admettre deux types de solutions

- Une solution en onde de choc à pro�l monotone dans le cas C2 � 4VfB > 0.

- Une solution en onde de choc à pro�l oscillatoire dans le cas C2 � 4VfB < 0.

Une onde se propageant dans un milieu non linéaire et dispersif subissant une faible

perturbation extérieure peut manifester une auto- modulation en amplitude qui se traduit

par une instabilité modulationnelle (IM). L�évolution de cette dernière dans un plasma est

décrite par l�équation non linéaire de Schrödinger (NLS) donnée par

i
@Y

@t
+ P

@2Y

@x2
+QY j Y j2= 0 (1.13)

Les solutions de cette équation peuvent parfois décrire des ondes dites scélérates (rogue

waves), ayant la forme de pulses décrivant une onde qui " n�apparait de nulle part et qui

disparaît sans laisser de trace " [15]. C�est souvent ainsi que sont décrites les ondes scélérates.
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1.6 Statistique non extensive

Pendant plus d�un siècle, les physiciens ont principalement étudié les systèmes dont les

interactions sont de courte portée et donc la forme entropique qui répond à l�exigence ther-

modynamique est la forme standard de Boltzmann Gibbs (BG). Le concept d�entropie peut

être dé�ni pour n�importe quel système, mécanique ou non, qui admet un ensemble de

probabilité pour les con�gurations possibles (nombre d�états) de ce système. En thermody-

namique l�entropie a été d�abord dé�nie par Clausius dans le cadre du deuxième principe de

la thermodynamique. En physique statistique, sa forme la plus élémentaire est une fonction

logarithmique introduite par Boltzmann et développée par la suite par Gibbs, Shannon et

les autres. Pour un ensemble �ni de probabilité fpig, l�entropie standard SBG de Boltzmann,
Gibbs et donnée par [16]

SBG = �kB
nX
i=1

pi ln pi, avec
nX
i=1

pi = 1: (1.14)

où kB est la constante de Boltzmann et n est le nombre total d�états microscopiques. Au

cours des deux dernières décennies, il a été admis que la statistique de BG ne décrit pas

correctement les systèmes dotés d�interactions de longue portée. De nombreuses formes

entropiques ont été introduites depuis celle de Boltzmann- Gibbs. En 1988, Tsallis a proposé

une généralisation de cette statistique. Toute la théorie de Tsallis est basée sur un concept

unique, à savoir l�entropie noté Sq nommée q�entropie qui, pour un indice entropique q
égale à l�unité, reproduit l�entropie SBG standard de BG. La forme générale de l�entropie de

Tsallis est donnée par [17]

Sq = kB

1�
nX
i=1

pqi

1� q
, avec q 2 < et S1 = SBG: (1.15)

La fonctionnelle traditionnelle BG est dite additive ou extensive. En e¤et, pour un système

composé de deux sous- systèmes A et B indépendants, l�entropie BG de la somme des deux

systèmes coïncide avec la somme des entropies

SBG(A+B) = SBG(A) + SBG(B): (1.16)

Cependant, la q�entropie généralisée Sq (q di¤érent de 1) viole cette propriété, et est donc
non additive. Autrement, la q�entropie des deux sous- systèmes A et B indépendants est

donnée par

Sq(A+B) = Sq(A) + Sq(B)�
1

kB
(1� q)Sq(A)Sq(B) tel que q 6= 1: (1.17)
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Cette dernière est l�une des propriétés les plus importantes de cette q�entropie de Tsallis.
Le terme (1 � q)Sq(A)Sq(B) représente la corrélation entre les deux sous- systèmes A et

B. Pour un nombre N signi�catif de sous- systèmes, la mesure de la q-entropie du système

total n�est plus proportionnelle au nombre N des sous- systèmes, une propriété véri�ée dans

le cas des systèmes dotés d�interactions de longue portée tels que les plasmas.

Tenant compte des corrélations entre les di¤érentes composantes du système physique

et en utilisant le formalisme non extensif, Tsallis avait optimisé la forme entropique Sq en

remplaçant la probabilité Gaussienne (fonction de distribution Maxwellienne) par une loi

de puissance en fonction du paramètre non extensif q donnée par

f(vj) = Aq

�
1� (q � 1)

mv2j
2kBT

� 1
q�1

; (1.18)

où Aq est la constante de normalisation dont l�expression (pour q > 1) est donnée par

Aq =
(3q � 1)
2

�
�

1
q�1 +

3
2

�
�
�

1
q�1

� �
m(q � 1)
2�kBT

�3=2
: (1.19)

Pour les valeurs de q > 1, le caractère positif de l�argument de la puissance (1.18) ex-

hibe une coupure thermique dans les vitesses maximales permises donnée par vmax =p
2kBT=m(q � 1). Plusieurs travaux ont exploré les liens possibles entre la statistique non

extensive avec les systèmes physiques et les phénomènes astrophysiques. Plastino [18] a

fourni une issue pour une vieille di¢ culté gravitationnelle. Tsallis a con�rmé que cette

contribution de Plastino en fait un point de repère historique dans la mécanique statistique

non extensive. En e¤et, c�était la première connexion de la théorie non extensive avec un

système physique concret. Beaucoup d�autres travaux, dans le cadre du formalisme non

extensif peuvent être trouvés dans la littérature [19]- [24] concernant les trous noirs, les

galaxies et la cosmologie. Cette théorie est aussi appliquée avec succès dans la physique des

plasmas [25]- [34].
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2

In�uence des électrons non extensifs

sur les ondes acoustiques

poussiéreuses dans un plasma

complexe à charge variable

2.1 Introduction

Rappelons que les plasmas poussiéreux sont présents dans di¤érentes parties de notre

système solaire, à savoir, le milieu interplanétaire, les nuages interstellaires, la mésosphère et

la magnétosphère terrestre [1], [35],... etc. Par ailleurs, il a été démontré que la dynamique

des grains de poussière introduit de nouveaux modes à l�instar du mode acoustique pous-

siéreux (DA) [6], du mode BGK (Bernstein, Greene et Kruskal) poussiéreux,...etc. [36]. La

charge du grain de poussière est tributaire de la variation des courants locaux du plasma

et, par conséquent, peut varier. Cette variation provient généralement d�un concours d�une

variété de processus de charge telles que la collection des particules chargées du plasma

ambiant, la photo- ionisation, l�émission secondaire des électrons,... etc. La charge devient

alors une nouvelle variable dynamique que l�on doit déterminer de manière self-consistante.

Récemment, de nombreux travaux sur les plasmas poussiéreux ont porté sur la variation

de la charge des grains de poussière et les modi�cations que ce phénomène peut apporter

[37]- [45]. Toutes ces études ont été limitées dans le cadre de la statistique standard BG

(additivité des entropies). Il est, cependant, maintenant admis que cette dernière ne décrit

pas correctement les systèmes dotés d�interactions de longue portée, tels que les plasmas
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[46]- [51]. C�est pourquoi, ce chapitre sera consacré à étendre l�analyse des ondes acoustiques

poussiéreuses dans le contexte de la nouvelle statistique non extensive de Tsallis qui est une

généralisation de la statistique de BG. Par conséquent, nous nous proposons, dans le présent

chapitre, d�étudier les e¤ets de la �uctuation de la charge sur l�onde acoustique poussiéreuse

dans un plasma complexe dans le contexte de la mécanique statistique non extensive.

2.2 Modèle théorique et équations de base

Considérons un plasma non collisionel et non magnétisé, composé d�électrons non extensifs,

d�ions positifs et de grains de poussière négatifs de densités, respectives, ne, ni et nd. Les

grains de poussière sont supposés être de forme sphérique, de rayon rd, de masse md et de

charge qd = �Zde. Dans une échelle de temps liée à la dynamique des grains de poussière,
les ions peuvent être supposés en équilibre thermodynamique et leur densité obéissant à la

loi de Maxwell- Boltzmann

ni(�) = ni0 exp(�
e�

Ti
); (2.1)

où � représente le potentiel électrostatique et Ti la température des ions. L�indice "0" désigne

des quantités non perturbées. A l�équilibre (� = 0), la condition de la quasi- neutralité

requiert f = ni0=ne0 = 1+nd0Zd0=ne0. Nous supposons que les grains de poussières forment

un faisceau de particules froides, toutes les particules ayant la même vitesse en une position

donnée. Leur fonction de distribution des vitesses est alors donnée par [52], [53]

fd(x; vd) = nd0vd0
�(vd � evd)evd ; (2.2)

où

evd = vd0

241� 2

mdv2d0

�Z
0

qdd�

351=2 (2.3)

représente la vitesse perturbée du grain. En intégrant la fonction de distribution (2.2) sur

tout l�espace des vitesses, nous obtenons

nd(x) = nd0
vd0evd = nd0

0@1� 2

mdv2d0

�Z
0

qdd�

1A�1=2

(2.4)

Pour modéliser la distribution des électrons non extensifs, nous nous référons à la fonction

de distribution des vitesses suivante [54]

fe(ve) = Cq

�
1� (q � 1)

�
mev

2
e

2Te
� e�

Te

�� 1
q�1

(2.5)
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Cq est la constante de normalisation qu�on déterminera par la suite, q est le paramètre

entropique désignant le degré de non extensivité et � est la fonction gamma standard. Il

est utile de noter que pour q < �1, cette fonction de distribution est non normalisable.
Dans le cas de la limite extensive (q ! 1), la distribution (2.5) se réduit à la distribu-

tion des vitesses, bien connue, de Maxwell- Boltzmann. Il est aisé de véri�er qu�en raison

de
n
1� (q � 1)

h
mev2e
2Te

� e�
Te

io
� 0, la distribution (2.5) exhibe (pour q > 1) une coupure

thermique sur la valeur maximale de la vitesse des électrons, donnée par

vemax =

s
2Te
me

�
e�

Te
+

1

q � 1

�
(2.6)

La constante Cq est déterminée en moyennant la fonction de distribution sur tout l�espace

des vitesses. Celle ci est alors donnée par

Cq =

8><>:
ne0

�( 1
1�q )

�( 1
1�q�

3
2
)

h
me(1�q)
2�Te

i3=2
, pour � 1 < q < 1

ne0
(3q�1)
2

�( 1
q�1+

3
2
)

�( 1
q�1 )

h
me(q�1)
2�Te

i3=2
, pour q > 1

(2.7)

En intégrant la distribution (2.5) sur tout l�espace des vitesses, nous obtenons l�expression

de la densité des électrons non extensifs

ne(�) =

8>>>>>><>>>>>>:
4�

+1Z
�1

v2efe(ve)dve, pour � 1 < q < 1

4�

+vmaxZ
�vmax

v2efe(ve)dve , pour q > 1

= ne0

�
1 + (q � 1)e�

Te

� 1
q�1+

3
2

(2.8)

Le potentiel électrostatique 	, la variable d�espace X, la charge du grain de poussière Qd

et la densité Nd sont normalisées, respectivement, par Te=e, �D = (Te=4�e2ne0)1=2, rdTe=e

et nd0. L�équation de Poisson normalisée peut alors s�écrire sous la forme

d2	

dX2
= Ne � f Ni + (f � 1)

Qd
Qd0

Nd (2.9)

Les densités numériques des particules peuvent être réécrites sous la forme

Ne =
ne
ne0

= [1 + (q � 1)	]
1

q�1+
3
2 (2.10)

Ni =
ni
ni0

= exp

�
�	
�

�
(2.11)

Nd =
nd
nd0

= [1� 
�]�1=2 (2.12)
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2.3. Equation de charge du grain de poussière

où

� =

	Z
0

Qd d	 (2.13)

représente l�énergie potentielle électrostatique d�un grain de poussière à charge variable, avec

� = Ti=Te, f = ni0=ne0 et 
 = 2rdT 2e =(e
2mdv

2
d0).

2.3 Equation de charge du grain de poussière

Dans la théorie standard de la sonde électrostatique [55], le grain de poussière est assimilé

à une sonde électrostatique immergée dans un plasma et sa charge provient de la collecte

des électrons et des ions, présents dans le plasma, qui viennent se gre¤er sur la surface du

grain. La charge du grain de poussière est déterminée de manière self-consistante par

dqd
dt
= evd@qd

@x
= Ie + Ii (2.14)

où Ie et Ii représentent les courants de charge microscopiques électronique et ionique. Le

courant de charge des ions thermiques est donné par [1]

Ii = �r2deni0

�
8Ti
�mi

�1=2�
1� Qd

�

�
exp

�
�	
�

�
: (2.15)

Pour une distribution non- isothermique des électrons, le courant électronique est obtenu en

moyennant la section e¢ cace de collision des particules �e(ve; qd) = �r2d(1 + 2eqd=merdv
2
e)

sur la fonction de distribution des vitesses (2.5)

Ie = �e
Z Z Z

fe�eved
3ve =

(
�4�e

R1
vmin

v3e�efe dve; pour � 1 < q < 1;

�4�e
R vmax
vmin

v3e�efe dve; pour q > 1:
(2.16)

où vmin est la vitesse minimale que les électrons doivent acquérir pour qu�ils puissent attein-

dre la surface du grain de poussière. Après avoir e¤ectué l�intégrale précédente, l�expression

du courant de charge électronique est donnée par [56], [57]

Ie = ��r2qene0
r
8Te
�me

Bq

�
1 + (q � 1)

�
eqd
Terd

+
e�

Te

�� 1
q�1+2

(2.17)

avec

Bq =

8><>:
(1�q)3=2
q(2q�1)

�( 1
1�q )

�( 1
1�q�

3
2
)
; pour � 1 < q < 1

(3q�1)
2

(q�1)3=2
q(2q�1)

�( 1
q�1+

3
2
)

�( 1
q�1)

; pour q > 1:
(2.18)
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2.3. Equation de charge du grain de poussière

Pour q ! 1, nous trouverons

Ie = ��r2dene0
�
8Te
�me

�1=2
exp(	) exp(Qd) (2.19)

une expression bien connue du courant de charge électronique dans le cas des électrons

distribués selon la loi de Maxwell- Boltzmann. En réarrangeant les termes de l�équation

(2.14), nous obtenons l�équation de la charge du grain adimensionnelle suivante

dQd
dX

= KNd

�
f

�
1� Qd

�

�
exp

�
�	
�

�
� Bqp

��
[1 + (q � 1)(Qd +	)]

1
q�1+2

�
(2.20)

avec

K =

s
2e2r2d�ne0
v2d0mi

(2.21)

et � = me=mi. A l�équilibre (	 = 0; Qd = Qd0), l�équation (2.20) requiert

f = Bq
�
p
��

[1 + (q � 1)Qd0]
1

q�1+2

(� �Qd0)
(2.22)

où Qd0 est la charge du grain de poussière à l�équilibre. La charge du grain de poussière de-

vient alors une nouvelle variable dynamique couplée de manière self-consistante aux autres

variables dynamiques du plasma telles la densité numérique des particules et le potentiel élec-

trostatique. Avant d�aller plus loin, nous avons e¤ectué une étude numérique systématique

sur un large éventail des paramètres du plasma (q, �, Qd0), en utilisant l�équation (2.22).

Nos résultats (voir �gure 1) montrent que les seules valeurs admissibles de q qui satisfont à

la condition f > 1 (la neutralité de la charge requiert f = ni0=ne0 = 1 + nd0Zd0=ne0 > 1)

sont soit au voisinage de 0, soit au voisinage de 0:5. Ce résultat quelque peu inattendu

peut être attribué à la forme fonctionnelle du courant de charge des électrons non extensifs.

L�équation de la charge du grain dqd=dt = Ie + Ii peut être réécrite comme

!pd
�ch

dqd
d(!pdt)

=
Ie + Ii
�ch

; (2.23)

où �ch représente la fréquence de charge du grain et est donnée par

�ch = �
e

rdTe

�
@(Ie + Ii)

@Qd

�
	=0;Qd=Qd0

=

�
8�r2d�

2n2i0e
4

miTi

�1=2 �
1

�
+
Bq(2q � 1)
f
p
��

[1 + (q � 1)Qd0]
1

q�1+1

�
: (2.24)

La fréquence plasma du grain !pd est donnée par

!pd =

�
4�nd0q

2
d0

md

�1=2
=

�
r2dT

2
e

e2
4�nd0Q

2
d0

md

�1=2
(2.25)
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2.4. Résultats numériques

Dans la théorie de la variation adiabatique de la charge du grain, le rapport !pd=�ch est

très petit, i.e., !pd=�ch � 0, alors que dans la théorie de la variation non adiabatique de la
charge du grain [39], [58], le rapport !pd=�ch est petit mais �ni, i.e., !pd=�ch 6= 0. A partir
des équations (2.24) et (2.25), nous déduisons

!pd
�ch

=

�
T 3i
�4

mi

md

nd0
n2i0

Q2d0
2e6

�1=2 �
1

�
+
Bq(2q � 1)
f
p
��

[1 + (q � 1)Qd0]
1

q�1+1

��1
(2.26)

En introduisant la relation (2.22) dans la dernière expression (2.26) nous obtenons

!pd
�ch

=

�
T 3i
�4

mi

md

nd0
n2i0

Q2d0
2e6

�1=2 �
1 +

(� �Qd0)(2q � 1)
1 + (q � 1)Qd0

��1
(2.27)
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Figure 1: Pro�l de la fonction f = ni0=ne0 (Eq. 2.22) en fonction du paramètre non

extensif des électrons q, avec � = 0:1 et Qd0 = �0:22.

2.4 Résultats numériques

Nous allons maintenant procéder à la présentation de nos résultats numériques. Le système

d�équations (2.9), (2.13) et (2.20) est résolu numériquement en faisant appel à un schéma

d�intégration numérique adéquat pour les problèmes hautement non linéaires. Pour amorcer

le processus de l�intégration numérique, les conditions initiales suivantes 	0 = 	(� = 0) = 0

et E0 = � (d	=dX) (X = 0) = 10�10 ont été choisies. Pour étudier l�in�uence de la variation

de la charge électrique du grain de poussière, nous considérons d�abord le cas où la charge du

grain de poussière reste constante et discutons plus tard le cas où la variation de la charge

est incluse de manière self- consistante. Le potentiel électrostatique, donné dans la �gure

20



2.4. Résultats numériques

2, exhibe le pro�l d�un soliton localisé dans l�espace. Les paramètres suivants Qd0 = �0:22,
� = 0:1, ni0 = 8 � 10+12 cm�3, Te = 1:3 eV, vd0 = 5 cm�s�1, rd = 3:2 �m et q = 0:504 ont

été choisis. La �gure 2 montre que quand la charge du grain est variable, l�amplitude du

pulse de la structure localisée augmente tandis que sa largeur se rétrécit. Par conséquent,

la �uctuation de la charge rend la structure solitaire très pointue.

­2 ­1 0 1 2
­0.02

­0.016

­0.012

­0.008

­0.004

0

X

Ψ

Figure 2: Potentiel solitaire électrostatique 	 dans le cas de la charge constante (trait

pointillé) et variable (trait plein), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 8� 10+12cm�3;

rd = 3:2�m et q = 0:504.

2.4.1 Variation adiabatique de la charge

Considérons maintenant la situation où !pd=�ch � 0. Dans le but de voir l�e¤et des électrons
non extensifs sur le comportement des ondes acoustiques poussiéreuses qui se propagent dans

notre modèle de plasma, nous avons tracé le potentiel électrostatique 	 (Figs. 3 et 4). Ces

deux �gures exhibent le pro�l d�un soliton localisé dans l�espace, pour di¤érentes valeurs

du paramètre non extensif q comme l�atteste d�ailleurs la structure en forme de puits du

potentiel de Sagdeev qui lui est associé (Figs. 5 et 6). Les résultats révèlent que les e¤ets

non extensifs a¤ectent de manière signi�cative le pro�l de l�onde acoustique poussiéreuse à

charge variable. A mesure que le paramètre non extensif q augmente (q ! 1), l�amplitude

du potentiel solitaire augmente tandis que sa largeur diminue. On peut donc conclure que

les solitons acoustiques poussiéreux peuvent devenir moins lisses à mesure que les électrons

évoluent vers leur équilibre thermodynamique (q ! 1). La charge du grain de poussière Qd

(Fig. 7) adopte le même pro�l localisé et reste négative. Cette dernière �gure révèle que

21



2.4. Résultats numériques

quand le paramètre q augmente (de 0:503 à 0:504) la charge négative nette portée par la

surface du grain de poussière diminue (Qd passe de �0:19 à �0:17). Ayant à l�esprit que
dans notre présent modèle de plasma, la variation de la charge du grain n�est due qu�au

phénomène de collection des particules du plasma de base, nous pouvons donc conclure

que la surface du grain collecte plus d�ions positifs ou moins d�électrons négatifs, à mesure

que q augmente. Les grains de poussière (Fig. 8) paraissent hautement localisés. Cette

localisation (accumulation) causée par un équilibre des forces électrostatiques agissant sur

les grains, est d�autant plus importante pour des valeurs élevées du paramètre q, i. e., quand

les électrons évoluent vers leur équilibre Maxwellien.

­3 ­1.5 0 1.5 3
­0.02

­0.016

­0.012

­0.008

­0.004

0

q=0.504
q=0.5035
q=0.503

X

Ψ

Figure 3: Potentiel solitaire électrostatique 	 associé à l�onde acoustique poussiéreuse

pour di¤érentes valeurs du paramètre q (0:504; 0:5035; 0:503), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1;
ni0 = 8� 10+12 cm�3 et Te = 1:3 eV:
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Figure 4: Potentiel solitaire électrostatique 	 associé à l�onde acoustique poussiéreuse

pour di¤érentes valeurs du paramètre q (0:006; 0:0055; 0:005), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1;
ni0 = 8� 10+12 cm�3 et Te = 1:3 eV:
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Ψ

V(Ψ)

Figure 5: Potentiel de Sagdeev associé au soliton de la �gure 3 pour di¤érentes valeurs

du paramètre q (0:504; 0:5035; 0:503), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 8� 10+12 cm�3 et

Te = 1:3 eV:

23



2.4. Résultats numériques
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Figure 6: Potentiel de Sagdeev associé à la structure localisée de la �gure 4 pour

di¤érentes valeurs du paramètre q (0:006; 0:0055; 0:005), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1;
ni0 = 8� 10+12 cm�3 et Te = 1:3 eV:
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Figure 7: Pro�l spatial de la charge des grains de poussière pour di¤érentes valeurs du

paramètre q, avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 8� 10+12 cm�3 et Te = 1:3 eV:
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Figure 8: Pro�l spatial de la densité des grains Nd pour di¤érentes valeurs du paramètre

non extensif q, avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 8� 10+12 cm�3 et Te = 1:3 eV:

2.4.2 Variation non adiabatique de la charge

Considérons maintenant le cas où le rapport !pd=�ch est petit mais �ni. Les équations

(2.9), (2.13) et (2.20) forment un système d�équations di¤érentielles couplées. A priori,

il n�est pas facile, voire impossible, de trouver analytiquement les conditions d�existence

de solutions physiquement acceptables. Ce dernier système d�équations est alors intégrées

numériquement. Les paramètres suivants Qd0 = �0:22, Te = 1:1 eV, � = 0:1, ni0 = 5�10+5

cm�3, vd0 = 40 cm�s�1 et rd = 2:5 �m ont été choisis de telle manière à ce que la condition

!pd=�ch 6= 0 soit satisfaite. Les �gures 9 et 10 montrent que sous certaines conditions, la
variation de la charge du grain induit une atténuation non linéaire de l�onde qui donne lieu au

développement d�une onde de choc acoustique poussiéreuse [59]. C�est une onde de choc non

collisionnelle dans la mesure où elle ne requiert ni amortissement Landau (interaction onde-

particule), ni viscosité (collision particule-particule) résultant de collisions entre les grains

et le reste des particules [60]. Rappelons que l�onde de choc joue un rôle prépondérant

dans la compréhension de la formation des étoiles, et l�accélération des particules dans les

chocs. Ces ondes dont les propriétés ont été largement mises en évidence ces dernières

années sont, en réalité, le résultat d�un équilibre entre les phénomènes non linéaires associés

à notre plasma et la dissipation anormale de l�énergie induite par la �uctuation de la charge

du grain de poussière. L�in�uence des électrons non extensifs sur la structure de l�onde de

choc est illustrée sur les �gures 9 et 10 dans lesquelles nous avons tracé le potentiel 	

pour di¤érentes valeurs de l�indice non extensif q. Notons que le phénomène de séparation
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2.4. Résultats numériques

de charge se manifeste par l�apparition d�oscillations dans le pro�l de l�onde de choc. Cet

e¤et diminue quand la valeur du paramètre non extensif q diminue. L�e¤et de la dissipation

anormale peut donc prévaloir sur l�e¤et de la dispersion quand les électrons évoluent loin

de leur équilibre Maxwellien. Une transition de l�onde de choc oscillatoire vers une onde de

choc monotone est observée pour une diminution du paramètre q.
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Figure 9: Potentiel électrostatique 	 de l�onde de choc pour di¤érentes valeurs du

paramètre q (0:006; 0:005; 0:004), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 5� 10+4 cm�3;

Te = 1:1 eV, vd0 = 40 cm.s�1 et rd = 2:5 �m.
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Figure 10: Potentiel électrostatique 	 de l�onde de choc pour di¤érentes valeurs du

paramètre q (0:504; 0:5035; 0:503), avec Qd0 = �0:22; � = 0:1; ni0 = 5� 10+4 cm�3;

Te = 1:1 eV, vd0 = 35 cm.s�1 et rd = 1:5 �m.
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3

Ondes acoustiques ioniques

poussiéreuses dans un plasma

complexe à charge variable en

présence d�électrons non extensifs

3.1 Introduction

Les plasmas peuvent entretenir une variété de modes d�oscillations [7]. L�onde acous-

tique ionique (IAW), dont les ingrédients sont la force de rappel due à la pression thermique

des électrons et l�inertie des ions, a été abondement étudiée. Depuis les travaux pionniers de

Sagdeev [61], un vaste corpus de littérature a vu le jour et la nature des ondes acoustiques

ioniques non linéaires a été étudiée aussi bien théoriquement qu�expérimentalement [62],

[63]. L�étude théorique des propriétés intrinsèques d�une onde acoustique ionique repose

sur l�analyse du pseudo-potentiel de Sagdeev ou sur la théorie des perturbations réduc-

tives conduisant à des systèmes dynamiques décrits par des équations non linéaires de type

Kortweg-de Vries (K dV), Schrödinger (NLS) [64], [65] ... etc. La présence des grains de

poussière peut a¤ecter de manière signi�cative le comportement du plasma dans lequel ils

sont immergés ainsi que les caractéristiques des modes d�ondes habituels du plasma. Parmi

ces modes poussiéreux modi�és discutés dans la littérature, l�onde acoustique ionique pous-

siéreuse (DIAW) [8] qui a fait l�objet d�un grand intérêt. L�existence de celle- ci a été

con�rmée expérimentalement par Merlino et al. [66]. Contrairement aux ondes acoustiques

poussiéreuses (DAW), la fréquence des oscillations acoustiques ioniques poussiéreuses est
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3.2. Equations de base

beaucoup plus grande (plus petite) que la fréquence plasma du grain de poussière (ion),

tandis que leur vitesse de phase est beaucoup plus grande (plus petite) que la vitesse ther-

mique ionique et celle du grain de poussière (électronique). L�objet du présent chapitre

consistera à étudier l�onde acoustique ionique poussiéreuse dans un plasma contenant des

électrons non extensif et des grains de poussière à charge variable.

3.2 Equations de base

Considérons un plasma poussiéreux non collisionnel composé d�électrons non extensifs, d�ions

inertiels positifs et de grains de poussière immobiles chargés négativement, de densités ne, ni

et nd, respectivement. Nous supposerons que les grains sont de forme sphérique, de rayon rd

et de charge qd = �eZd, Zd étant le nombre de charges résidant sur la surface du grain. Pour
modéliser la distribution des électrons non extensifs, nous nous référons à la q�fonction de
distribution [54] que nous avons utilisée dans le chapitre précédent

fe(v) = Cq

�
1� (q � 1)

�
mev

2

2Te
� e�

Te

��1=(q�1)
: (3.1)

La constante de normalisation est donnée par

Cq =

8><>:
ne0

�( 1
1�q )

�( 1
1�q�

1
2
)

q
me(1�q)
2�Te

; pour � 1 < q < 1

ne0
�
1+q
2

� �( 1
q�1+

1
2
)

�( 1
q�1 )

q
me(q�1)
2�Te

; pour q > 1;
(3.2)

q est le paramètre entropique désignant le degré de la non extensivité et � est la fonction

gamma standard. Il est utile de rappeler que pour q < �1, la fonction de distribution
(3.1) est non normalisable. Dans le cas de la limite extensive (q = 1), cette distribution se

réduit à la distribution des vitesses, bien connue, de Maxwell- Boltzmann. En intégrant la

distribution fe(v) sur tout l�espace des vitesses et en notant que pour q > 1, cette dernière

exhibe une coupure thermique sur la valeur maximale permise pour la vitesse des électrons

qui est donnée par

vmax =

s
2Te

me(q � 1)
+
2e�

me

; (3.3)

nous obtenons l�expression de la densité des électrons non extensifs suivante

ne(�) =

( R +1
�1 fe(v)dv, pour � 1 < q < 1R +vmax
�vmax fe (v) dv , pour q > 1

= ne0

�
1 + (q � 1)e�

Te

� 1
q�1+

1
2

: (3.4)
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Les équations de base à une dimension des oscillations acoustiques ioniques poussiéreuses

peuvent être exprimées en termes de variables normalisées

@Ni

@T
+
@(NiVi)

@X
= 0; (3.5)

@Vi
@T

+ Vi
@Vi
@X

= � @	
@X

; (3.6)

@2	

@X2
= (1� �Zd)Ne �Ni + �Zd; (3.7)

où � = nd0=ni0. L�indice "0" désigne des quantités non perturbées. Le potentiel électro-

statique 	, la vitesse �uide des ions Vi, les densités électronique Ne et ionique Ni sont

normalisés par Te=e, Ci = (Te=mi)
1=2, ne0 et ni0, respectivement. Le temps T et la variable

spatiale X sont exprimées en unités de la fréquence plasma ionique !�1pi = (mi=4�ni0e
2)1=2

et de la longueur de Debye �i = (Te=4�ni0e
2)1=2, respectivement. qj=e;i = �e représente

la charge, mj la masse et Tj la température des particules de l�espèce j. La neutralité de

la charge à l�équilibre requiert �Zd = 1 � ne0=ni0, où �Zd représente la fraction de charge

négative qui réside sur les grains de poussière du plasma. Dans le but d�analyser les on-

des acoustiques ioniques solitaires d�amplitude arbitraire indépendantes du temps qui sont

susceptibles de se propager dans notre modèle de plasma, nous supposons que toutes les

variables dynamiques dans les équations (3.5)-(3.7) dépendent seulement d�une seule vari-

able � = X �MT (� est normalisée par �i et M = la vitesse du soliton =Ci). En imposant

des conditions aux limites propres aux solutions localisées (	! 0, Vi ! 0 et Ni ! 1 lorsque

� ! �1), nous obtenons à partir des équations (3.5)-(3.6), la densité normalisée des ions
donnée par l�expression suivante

Ni =
1

(1� 2	=M2)1=2
: (3.8)

En substituant l�expression de Ni dans l�équation de Poisson (3.7), en multipliant l�équation

résultante par d	=d�, en intégrant une fois et en imposant les conditions aux limites pro-

pres aux solutions localisées (	 ! 0 et d	=d� ! 0 lorsque � ! �1), nous obtenons la
quadrature suivante

1

2

�
d	

d�

�2
+ V (	) = 0; (3.9)

où

V (	) =
2(1� �Zd)

3q � 1

n
1� [1 + (q � 1)	]

3q�1
2(q�1)

o
+M2

(
1�

�
1� 2	

M2

�1=2)
� �Zd	; (3.10)
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représente le pseudo- potentiel ou potentiel de Sagdeev [61]. L�équation (3.9) peut être

perçue comme étant l�énergie totale d�une pseudo- particule de masse unité, de position 	

et de vitesse d	=d�, oscillant dans un potentiel V (	). Il est utile de discuter les conditions

d�existence des solutions solitaires de (3.9) au moyen du pseudo- potentiel de Sagdeev (3.10).

Il est évident que V (	) = 0 et dV (	)=d	 = 0 à 	 = 0. La solution en onde solitaire existe

si (i) (d2V=d	2)	=0 < 0, on dit alors que le point �xe à l�origine est instable; (ii) 	 admet

un extremum non nul 	m tel que V (	m) = 0, cette deuxième condition signi�e que la

quasi- particule d�énergie totale nulle sera ré�échie à la position 	 = 	m; (iii) V (	) < 0

lorsque 	 varie de 0 à 	m. Cette troisième condition indique que V (	) doit être un puits de

potentiel dans lequel la quasi- particule est piégée. Pour l�existence d�une structure localisée,

la première condition impose au nombre de Mach de satisfaire

M2 >
2

(1� �Zd)(q + 1)
: (3.11)

Il est claire que pour q > 1 (�1 < q < 1) la limite inférieureMmin =
h

2
(1��Zd)(q+1)

i1=2
est plus

petite (plus grande) que sa limite Boltzmanienne (q = 1) donnée par Mmin =
1

(1��Zd)1=2
. En

guise de comparaison, nous avons tracé sur la �gure 11 la variation de la limite inférieure

Mmin en fonction du paramètre non extensif q pour di¤érentes valeurs de �Zd (0:1; 0:4;

0:7). Le résultat montre qu�à mesure que q augmente, la limite inférieure Mmin diminue et

devient inférieure à l�unité au delà de q = 1+�Zd
1��Zd . Par ailleurs, l�augmentation de la fraction

de charge négative �Zd résidant sur les grains de poussière décale la limite inférieure Mmin

vers des valeurs plus élevées. Le phénomène de l�appauvrissement électronique (en raison

de l�attachement des électrons sur la surface des grains de poussière) ne favorise donc pas la

propagation des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses. Notons que la limite supérieure

de M , Mmax peut être trouvée à partir de la condition V (	c) � 0, où 	c = M2
max=2 est la

valeur maximale de 	 pour laquelle la densité des ions froids est réelle. Nous obtenons

2(1� �Zd)

3q � 1

(
1�

�
1 + (q � 1)M

2
max

2

� 3q�1
2(q�1)

)
+M2

max

�
1� �Zd

2

�
� 0: (3.12)

En �xant la valeur de �Zd égale à 0:5, la nature de ces ondes solitaires est étudiée à partir

de l�analyse du potentiel de Sagdeev (3.10). Nous avons constaté qu�en raison de la non

extensivité des électrons, notre modèle de plasma peut admettre des ondes acoustiques

ioniques poussiéreuses solitaires de compression (Fig. 12) ainsi que de raréfaction (Fig.

13). Notons que les grandes valeurs de q favorisent le développement des ondes solitaires de

compression, alors que les ondes solitaires de raréfaction requièrent les petites valeurs de q.
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Figure 11: Variation de la limite inférieure Mmin en fonction du paramètre non extensif q

pour di¤érentes valeurs de �Zd = 0:1 (trait plein), 0:4 (trait discontinu), et 0:7 (pointillé).
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Figure 12: Potentiel de Sagdeev V (	) associé à l�onde acoustique ionique poussiéreuse

pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q (4; 6; 8), avec �Zd = 0:5 et M = 1.
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­5 ­4 ­3 ­2 ­1 0
­0 .0 8

­0 .0 7

­0 .0 6

­0 .0 5

­0 .0 4

­0 .0 3

­0 .0 2

­0 .0 1

0

0 .0 1

0 .0 2

Ψ

V(
Ψ

)

q=0 .6
q=0 .5
q=0 .4

Figure 13: Potentiel de Sagdeev V (	) associé à l�onde acoustique ionique poussiéreuse

pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q (0:4; 0:5; 0:6), avec �Zd = 0:5 et

M = 1:85.

3.3 Cas des grains de poussière à charge variable

Nous allons maintenant étendre notre analyse au cas où les grains de poussière exhibent une

variation de la charge self- consistante. Pour une fonction de distribution des électrons non

isothermiques telle que (3.1), nous avons établi l�expression du courant électronique en util-

isant la théorie de la sonde électrostatique. L�expression du courant de charge électronique

obtenue est donnée par [56], [57]

Ie = ��r2qene0
r
8Te
�me

Bq

�
1 + (q � 1)

�
eqd
Terd

+
e�

Te

�� 1
q�1+2

; (3.13)

où

Bq =

8><>:
(1�q)3=2
q(2q�1)

�( 1
1�q )

�( 1
1�q�

3
2
)
; pour � 1 < q < 1

(3q�1)
2

(q�1)3=2
q(2q�1)

�( 1
q�1+

3
2
)

�( 1
q�1)

; pour q > 1:
(3.14)

L�expression (3.13) reproduit l�expression du courant de charge bien connu [1] dans la lim-

ite q ! 1 (cas Maxwellien). La dynamique non linéaire des ondes acoustiques ioniques

poussiéreuses est alors gouvernée par les équations �uides

@Ni

@T
+

@

@X
(NiUi) = 0 (3.15)

@Ui
@t

+ Ui
@Ui
@X

= � @	
@X

(3.16)
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

couplées avec l�équation de Poisson suivante

@2	

@X2
= � [1 + (q � 1)	]

1
q�1+

3
2 �Ni + (1� �)Zd; (3.17)

où � = ne0=ni0. Ni est le nombre de densité ionique normalisé par sa valeur d�équilibre

ni0, Ui est la vitesse �uide des ions normalisée par Ci = (Te=mi)
1=2, 	 est le potentiel

électrostatique normalisé par Te=e, et Zd est le nombre des électrons résidant sur la surface

du grain normalisé par sa valeur d�équilibre Zd0. Le temps T et la variable d�espace X sont

normalisés, respectivement, par la fréquence ionique du plasma !�1pi = (mi=4�ni0e
2)1=2 et

la longueur de Debye �D = (Te=4�ni0e2)1=2. Notons que Zd varie dans l�espace et le temps.

Ainsi, l�équation normalisée de la charge du grain est donnée par

�
@Zd
@T

= ��Bq [1 + (q � 1)(	� �Zd)]
1

q�1+2

� �iNiUi

�
1 +

2�Zd
U2i

�
: (3.18)

avec � =
p
�me(1� �)=2mi; � = (rd=a)

3=2; �i = �
p
�me=8mi; � = Zd0e

2=Terd et a = n
�1=3
d0 .

Notons qu�à l�équilibre, nous avons ��Bq [1� (q � 1)�] = �iU0(1 + 2�=U
2
0 ), où U0 est la

vitesse d�écoulement ionique normalisée par Ci:

3.3.1 Existence des solitons

Pour étudier l�onde acoustique ionique poussiéreuse faiblement non linéaire (d�amplitude

petite mais �nie), nous utilisons la technique des perturbations réductives, en introduisant

les changements de variables suivants � = "1=2(X � V0T ), � = "3=2T , où V0 est la vitesse

de phase normalisée de l�onde acoustique ionique poussiéreuse et " est un petit paramètre

mesurant la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion de l�onde. Les variables dynamiques

sont développées en séries de puissances de " autour de leur valeur d�équilibre

Ni = 1 + "N
(1)
i + "2N

(2)
i + :::; (3.19)

Ui = 1 + "U
(1)
i + "2U

(2)
i + :::; (3.20)

	 = "	(1) + "2	(2) + :::; (3.21)

Zd = 1 + "Z
(1)
d + "2Z

(2)
d + :::: (3.22)

En introduisant les développements précédents (3.19)-(3.22) dans les équations (3.15)-(3.18),

nous obtenons, à l�ordre le plus petit en ", les relations entres les termes de premier ordre

suivantes

!0N
(1)
i = U

(1)
i ; (3.23)
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

!0U
(1)
i = 	(1); (3.24)

(3q � 1)�
2

	(1) �N
(1)
i + (1� �)Z

(1)
d = 0; (3.25)

�e	
(1) � �u�Z

(1)
d � �iu1U

(1)
i � U0�iu2N

(1)
i = 0; (3.26)

où !0 = V0 � U0; u1 = 1 � 2�=U20 ; u2 = 1 + 2�=U20 ; u� = �e + 2�i=U0 et �e = 2��Bq(q �
1=2)(1��q). Maintenant, en substituant N (1)

i ; U
(1)
i et Z(1)d dans les expressions (3.23)-(3.26)

nous obtenons la relation de dispersion

a!20 � b!0 � c = 0; (3.27)

où

a =
(3q � 1)�

2
+
�e(1� �)

�u�
; (3.28)

b =
u1�i(1� �)

�u�
; (3.29)

c = 1 +
u2�iU0(1� �)

�u�
: (3.30)

Aux ordres les plus élevés en ", nous aurons les équations suivantes

1

!20

@	(1)

@�
� !0

@N
(2)
i

@�
+
@U

(2)
i

@�
+
2

!30
	(1)

@	(1)

@�
= 0 (3.31)

1

!0

@	(1)

@�
� !0

@U
(2)
i

@�
+
1

!20
	(1)

@	(1)

@�
= �@	

(2)

@�
(3.32)

@2	(1)

@�2
=
(3q � 1)�

2
	(2) +

(3q � 1)(q + 1)�
8

[	(1)]2 �N
(2)
i + (1� �)Z

(2)
d (3.33)

�e	
(2) � �u�Z

(2)
d � �iu1U

(2)
i � U0�iu2N

(2)
i + �1[	

(1)]2 = 0 (3.34)

où

�1 =
�e

2(1� �q)
[1 + ��0(��0 � 2)]�

2�i
!30

�
1 +

!�
U30

�
; (3.35)

�0 =
1� (3q�1)

2
!20�

!20(1� �)
; (3.36)

et !� = �!0!1(1 � !0�0=!1); !1 = 1 � U0=!0. À partir de ces dernières équations, il est

aisé de déduire l�équation de Korteweg�de Vries

@	(1)

@�
+ A	(1)

@	(1)

@�
+B

@3	(1)

@�3
= 0; (3.37)

où

A =
b!0 + 3c� �2!

4
0

!0(2c+ b!0)
(3.38)
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

B =
!30

2c+ b!0
(3.39)

et

�2 =
(3q � 1)(q + 1)

4
�+ 2�1

(1� �)

�u�
: (3.40)

Avant d�aller plus loin, il convient de discuter les solutions solitaires de l�équation (3.37).

A ce propos, nous introduisons le changement de variable � = � � W0� où W0 est une

vitesse constante normalisée par Ci, ainsi que les conditions aux limites suivantes 	(1) ! 0;

d	(1)=d� et d2	(1)=d�2 ! 0 lorsque � ! �1. La solution en onde solitaire stationnaire de
l�équation (3.37) est donnée par

	(1) = 	m sech
2

�
� �W0�

�

�
; (3.41)

où 	m = 3W0=A et� =
p
4B=W0 représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur du

soliton. Cette solution (3.41) indique clairement l�existence des ondes solitaires compressives

(si A > 0) et raréfactives (si A < 0).

3.3.2 Résultats numériques

Nous avons analysé numériquement 	m sur un large éventail du degré de non extensivité des

électrons et cela pour des paramètres correspondant aux situations d�un plasma poussiéreux

spatial. Les paramètres suivant � = 0:0288; � = 3 � 10�10 et U0 = 1 (correspondant aux
paramètres du plasma poussiéreux spatial avec Te = 50 eV; nd0 = 10�7 cm�3; rd = 1 �m

et Zd = 103 [1], [67], [68]) ont été choisis. La variation de 	m en fonction du rapport de

densité � = ne0=ni0 pour di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q des électrons est

présentée sur la �gure 14. Dans le cas limite, q ! 1 (distribution électronique de Maxwell-

Boltzmann), un résultat semblable à celui de Mamun et shukla [68] est obtenu. La �gure

14 indique qu�à mesure que le paramètre non extensif q augmente (q > 1), l�amplitude

du pulse diminue et reste positive. Cependant et pour q < 1, la �gure 15 montre qu�une

augmentation du paramètre q donne un résultat di¤érent (opposé) du cas q > 1. L�in�uence

de la non extensivité des électrons est plus apparente pour les grandes (petites) valeurs de

� dans le cas q > 1 (q < 1). Les �gures 16 et 17 montrent la dépendance de la largeur

� du paramètre � pour des valeurs données du paramètre non extensif q. Nous constatons

que pour q > 1 (q < 1) la structure se rétrécit (s�élargit) à mesure que la non extensivité

augmente.

35



3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

µ

Ψ
m

q=1.01
q=3
q=6

Figure 14: Variation de l�amplitude 	m du soliton en fonction de � pour di¤érentes

valeurs de q, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10 et U0 = 1.
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Figure 15: Variation de l�amplitude 	m du soliton en fonction de � pour di¤érentes

valeurs de q = 0:4; 0:6; 0:8, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10 et U0 = 1.
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Figure 16: Variation de la largeur � du soliton en fonction de � pour di¤érentes valeurs

de q = 1:01; 3 et 6, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10 et U0 = 1.
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Figure 17: Variation de la largeur � du soliton en fonction de � pour di¤érentes valeurs

de q = 0:35; 0:4 et 0:8, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10 et U0 = 1.

3.3.3 Existence des ondes de choc

Dans la section précédente, le paramètre � ne joue aucun rôle en raison de son échelon-

nage (scaling). Supposons maintenant que ce paramètre s�écrive sous la forme � = "1=2�0.

L�équation (3.34) peut alors être réécrite comme

��0V0
@Z

(1)
d

@�
= �e	

(2) � �u�Z
(2)
d � �iu1U

(2)
i � U0�iu2N

(2)
i + �1[	

(1)]2: (3.42)
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

En remplaçant la relation (3.34) par (3.42) et en exécutant les mêmes étapes mathématiques

que précédemment, nous obtenons l�équation de type Korteweg- de Vries Burger (KDVB)

suivante
@	(1)

@�
+ A	(1)

@	(1)

@�
+B

@3	(1)

@�3
= C

@2	(1)

@�2
(3.43)

où

C =
BV0�0�0(1� �)

�
�
�e +

2�i
U0

� : (3.44)

Comme il n�est pas possible d�obtenir une solution analytique exacte pour l�équation (3.43),

nous avons fait appel au changement de variable � = � �W0� qui transforme l�équation

(3.43) en une équation di¤érentielle de deuxième ordre

B
d2'

d�2
� C

d'

d�
+
A

2
'2 �W0' = 0 (3.45)

où la nouvelle variable ' = 	(1) a été utilisée pour des raisons évidentes d�écriture. Nous

avons imposé les conditions aux limites suivantes '! 0, d'=d� ! 0, d2'=d�2 ! 0 lorsque

� ! �1. En multipliant chaque membre de l�équation (3.45) par d'=d� et en intégrant
une fois, nous obtenons la quadrature

B

2

�
d'

d�

�2
+ V (') = 0; (3.46)

où

V (') =
A

6
'3 � W0

2
'2 � C

Z �
d'

d�

�2
d�: (3.47)

L�équation (3.46) peut être perçue comme étant "l�intégral d�énergie" d�une pseudo- partic-

ule de masse unité, de vitesse d'=d� et de position ' oscillant dans un puits de potentiel

V ('). La pseudo- particule subit une force de friction avec le coe¢ cient C conduisant au

développement d�une onde de choc non collisionnelle [60], [69]- [72] en ce sens qu�elle ne

requiert, ni fait intervenir les collisions entre les grains et les particules du plasma [73], [74].

Comme il a été démontré dans [68] et ailleurs [75], la solution décrit une onde de choc dont la

vitesse W0 est liée aux valeurs limites par ' (� = �1)�' (� = +1) = 2W0=A. La nature

de ces structures de choc dépend de l�importance de la dissipation et des valeurs relatives

des termes dispersif B et dissipatif C. L�étude de la solution asymptotique de l�équation

(3.45) pour � ! �1 nous permet de déterminer les conditions d�existence d�une onde de

choc monotone et oscillatoire. Pour cela, nous substituons d�abord '(�) = '0 +  (�), où

 << '0, dans l�équation (3.45) puis en la linéarisant par rapport à  , nous aurons, au lieu

de (3.45), l�équation suivante

B
d2 

d�2
� C

d 

d�
+W0 = 0: (3.48)
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable

La solution de (3.48) est proportionnelle à exp(p�), où

p =
C �

p
C2 � 4BW0

2B
: (3.49)

L�onde de choc a alors un pro�l monotone pour Sc = C=2
p
BW0 > 1, et un pro�l oscillatoire

pour Sc < 1. Nous avons analysé numériquement Sc pour les paramètres d�un plasma

poussiéreux spatial. La variation de Sc en fonction de � = ne0=ni0 pour di¤érentes valeurs

du paramètre non extensif q est montrée sur la �gure 18 (q > 1) et la �gure 19 (q < 1).

Ces dernières montrent que Sc >> 1 pour 0 < � < 1. Ceci indique que ne sont admises que

les ondes de choc acoustiques ioniques poussiéreuses monotones. Considérons maintenant

la situation où nous pouvons négliger le terme dispersif B. Dans ce cas, l�équation (3.45)

peut être réécrite sous la forme �
'� W0

A

�
d'

d�
=
C

A

d2'

d�2
: (3.50)

L�intégration de cette dernière équation (en faisant appel aux conditions aux limites � !
�1) donne

	(1) = 	sh

�
1� tanh

�
� �W0�

�sh

��
; (3.51)

où 	sh = W0=A et �sh = 2C=W0. L�équation (3.51) représente une solution en onde de choc

monotone, avec une vitesse W0, une amplitude 	sh et une largeur �sh. Les �gures 20 et 21

montrent la variation de �sh en fonction du rapport de densités �, pour des valeurs données

du paramètre non extensif q. Il s�avère que pour q > 1 (q < 1), la structure dissipative se

rétrécit (s�élargit) avec l�augmentation de la non extensivité électronique.
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Figure 18: Variation de Sc en fonction de � pour di¤érentes valeurs de q = 1:01; 3 et 6,

avec � = 0:0288; � = 3� 10�10; U0 = 1 et " = 10�2.
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Figure 19: Variation de Sc en fonction de � pour di¤érentes valeurs de q = 0:35; 0:4; et

0:8, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10; U0 = 1 et " = 10�2.
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3.3. Cas des grains de poussière à charge variable
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Figure 20: Variation de la largeur de l�onde de choc �sh en fonction de � pour di¤érentes

valeurs de q = 1:01; 3 et 6, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10; U0 = 1 et " = 10�2.
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Figure 21: Variation de la largeur de l�onde de choc �sh en fonction de � pour di¤érentes

valeurs de q = 0:6; 0:7 et 0:8, avec � = 0:0288; � = 3� 10�10; U0 = 1 et " = 10�2.
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4

Onde acoustique ionique poussiéreuse

dans un plasma contenant des

électrons et des positrons non

extensifs

4.1 Introduction

Les paires électrons positrons (e� p) apparaissent lors d�expériences de laboratoires de
hautes énergies, au cours de certains processus radioactifs et dans certains environnements

astrophysiques tels que les étoiles à neutrons, les noyaux actifs des galaxies et la chromo-

sphère solaire [76]- [80]. Un tel état de plasma a des propriétés thermodynamiques di¤érentes

de celles du plasma habituel à deux composantes (électrons et ions). En plus des électrons

et des positrons, une petite fraction d�ions et de grains de poussière peut être présente dans

ce type de plasma. Plusieurs études ont porté sur la propagation des ondes linéaires et

non linéaires dans les plasmas d�électrons- positrons- ions (e � p � i) au cours de ces deux

dernières décennies [81]- [86]. Ces travaux ont été réalisés dans le contexte du formalisme de

la statistique de Boltzmann- Gibbs. Ceci nous amène à penser à l�étude de la propagation

non linéaire de l�onde acoustique ionique poussiéreuse (DIAW) dans un plasma constitué

d�ions �uides, d�électrons et de positrons non extensifs obéissant à la statistique de Tsallis,

et d�une fraction de grains de poussière immobiles [87]. Rappelons qu�une telle mixture de

plasma (e� p� i� d) est appelé plasma paire- ions- grains de poussière .
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4.2. Modèle théorique

4.2 Modèle théorique

Nous considérons un plasma non collisionnel et non magnétisé composé d�ions froids, d�électrons

et positrons non extensifs et d�une fraction de grains de poussière immobiles de densités,

respectives, ni, ne, np et nd. La dynamique non linéaire des oscillations acoustiques ioniques

poussiéreuses de faible vitesse de phase vph (vti << vph << vt(e;p) où vti, vte et vtp représen-

tent les vitesses thermiques des ions, des électrons et des positrons), est gouvernée par les

équations normalisées suivantes

@Ni

@T
+

@

@X
(NiVi) = 0 (4.1)

@Vi
@T

+ Vi
@Vi
@X

+
@	

@X
+ 3�iNi

@Ni

@X
= 0 (4.2)

@2	

@X2
= Ne �Np �Ni + � (4.3)

où les densités des électronique et positronique sont données par [50]

Ne = �[1 + (qe � 1)	]
1

qe�1+
1
2 ; (4.4)

Np = �[1� (qp � 1)�p	]
1

qp�1+
1
2 : (4.5)

L�indice j = i; e; p et d désigne, respectivement, les ions, les électrons, les positrons et

les grains de poussière. Les paramètres qe et qp représentent le degré de non extensivité

des électrons et des positrons. Notons que mj désigne la masse, Tj la température, �i =

Ti=Te, �p = Te=Tp, � = ne0=ni0, � = np0=ni0 et � = Zdnd0=ni0, où Zd est le nombre de

charges résidant sur la surface du grain et nj0 est la densité non perturbée des particules

d�espèce j. Les densités Nj, la vitesse �uide des ions Vi et le potentiel électrostatique sont

normalisés, respectivement, par ni0, la vitesse ionique acoustique Csi = (kBTe=mi)
1=2 et

kBTe=e. Les variables d�espaceX et du temps T sont en unités de la longueur de Debye �Di =

(kBTe=4�e
2ni0)

1=2 et la période plasma ionique !�1pi = (mi=4�e
2ni0)

1=2, respectivement. kB

est la constante de Boltzmann et e est la magnitude de la charge élémentaire. A l�équilibre,

la condition de la quasi- neutralité requiert �+ � = 1 + �.

Dans le but d�analyser les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses faiblement non

linéaires, nous utilisons la technique de la perturbation réductive de Washimi et Taniuti

[64] en introduisant les changements de variable suivants � = "(X � �T ) et � = "3T , où "

est un petit paramètre mesurant le degré de la non linéarité et � est la vitesse de phase de

l�onde linéaire normalisée par Csi. Par ailleurs, les variables dynamiques sont développées
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4.2. Modèle théorique

en séries de puissances de " autour de leur valeur d�équilibre

F = F (0) +
1X
m=1

"mF (m); (4.6)

où F = (Ni; Vi;	) et F (0) = (1; 0; 0). En introduisant les nouvelles variables précédentes

et en substituant le développement (4.6) dans les équations (4.1)-(4.5), nous obtenons, à

l�ordre le plus petit en ", les relations suivantes

N
(1)
i =

1

(�2 � 3�i)
	(1) et V

(1)
i =

�

(�2 � 3�i)
	(1); (4.7)

L�équation de Poisson donne la condition de compatibilité

�
(qe + 1)

2
+ �

�p(qp + 1)

2
� 1

(�2 � 3�i)
= 0: (4.8)

A l�ordre le plus élevé en ", nous obtenons

V
(2)
i =

�(�2 + 9�i)

2(�2 � 3�i)3
[	(1)]2 +

�

(�2 � 3�i)
	(2); (4.9)

N
(2)
i =

3(�2 + �i)

2(�2 � 3�i)
[	(1)]2 +

1

(�2 � 3�i)
	(2); (4.10)

et l�équation de Poisson donne�
�
(qe + 1)

2
+ �

�p(qp + 1)

2
� 1

(�2 � 3�i)

�
	(2) =

�
��
4
(qe + 1)(3� qe) +

�

4
�2p(qp + 1)(3� qp) +

3(�2 + �i)

2(�2 � 3�i)3

�
[	(1)]2: (4.11)

D�après la condition de compatibilité (4.8), le coe¢ cient de 	(2) dans l�équation précédente

est nul, tandis que 	(1) 6= 0. Le coe¢ cient de
�
	(1)

�2
devrait être au moins de l�ordre de

" et par conséquent, l�équation (4.11) est de l�ordre de "3, et devrait donc être inclus dans

l�ordre "3 de l�équation de Poisson. Le prochain ordre en " donne un système d�équations,

et en faisant usage des solutions du premier et du second ordre en " avec l�équation (4.11),

nous obtenons �nalement l�équation modi�ée de Korteweg�de Vries (mKdV) suivante

@�

@�
+ (AB� + AC�2)

@�

@�
+
1

2
A
@3�

@�3
= 0; (4.12)

avec

A =

�
�

(�2 � 3�i)2

��1
; (4.13)

B = ��
2
(qe + 1)(3� qe) +

��2p
2
(qp + 1)(3� qp) +

3(�2 + �i)

(�2 � 3�i)3
; (4.14)
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4.2. Modèle théorique

C =
3

4

�
5�4 + 30�2�i + 9�

2
i

(�2 � 3�i)5
� �

24
(qe + 1)(3� qe)(5� 3qe)

+
��3p
24
(qp + 1)(3� qp)(5� 3qp)

�
: (4.15)

Pour des raisons évidentes de simplicité, la nouvelle variable � = 	(1) a été utilisée. Pour

obtenir la solution stationnaire de (4.12), nous introduisons la transformation � = � � U� ,

où U est une vitesse normalisée par Csi. En utilisant les conditions aux limites appropriées

suivantes �! 0 et d�=d� ! 0 lorsque j � j! 1, l�équation (4.12) peut être intégrée pour
donner la quadrature suivante

1

2

�
d�

d�

�2
+ V (�) = 0; (4.16)

où

V (�) = �U
A
�2 +

1

3
B�3 +

1

6
C�4: (4.17)

représente le pseudo- potentiel de Sagdeev [61].

4.2.1 Solution en onde solitaire

Nous nous intéressons d�abord à la solution en onde solitaire. Nous intégrons (4.16) en

imposant les conditions aux limites adéquates pour des perturbations localisées (� ! 0 et

d�=d� ! 0 lorsque j � j! 1). Nous obtenons la solution en onde solitaire suivante

� =
6U

AB

"
1 +

p
�cosh

 r
2U

A
�

!#�1
: (4.18)

où

� =

�
1 +

6UC

AB2

�
: (4.19)

L�amplitude maximale �max de l�onde solitaire est donnée par

�max =
6U

AB

�
1 +

p
�
��1

: (4.20)

4.2.2 Solution en double-couches

Les solutions en double-couches de l�équation (4.16) existent si les conditions suivantes

sont satisfaites i) V (0) = V (�m) = 0; ii) (dV=d�)�=0 = (dV=d�)�=�m = 0 et iii)

(d2V=d�2)�=0;�m < 0, où 0 et �m sont les deux points extrêmes du potentiel de Sagdeev

V (�). En appliquant ces conditions, nous obtenons

U = �AC
6
�2mDL et �m = �

B

C
: (4.21)
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La substitution de l�équation (4.21) dans l�équation (4.17) donne

V (�) =
C

6
(�m � �)2�2: (4.22)

La solution en double-couches de l�équation (4.16) est donnée par

� =
1

2
�m

�
1� tanh

�
�

WDL

��
; (4.23)

où

WDL =
p
�12=C= j �m j (4.24)

représente sa largeur.

4.3 Résultats numériques

Avant d�aller plus loin, notons que la propagation des ondes solitaires ou des double-couches

est sujette à certaines conditions qui sont imposées, respectivement, par (4.19) et (4.24).

La positivité de � (la positivité du coe¢ cient C) assure la propagation de l�onde soli-

taire, tandis que le coe¢ cient de non linéarité C devrait être négatif pour la propagation

des double-couches. La relation (4.19) est alors analysée numériquement pour délimiter

les régions d�existence des ondes solitaires et/ ou des double-couches et pour déterminer

leur dépendance paramétrique. Les régions d�existence des solitons ou des double-couches

sont données sur les �gures 22 et 23. On constate que la non extensivité des électrons

et des positrons (Fig. 22), les concentrations des grains de poussière � et des positrons

� (Fig. 23) peuvent a¤ecter rigoureusement les conditions d�existence des solitons et des

doubles couches. Nous avons e¤ectué une investigation numérique sur un large éventail des

paramètres du plasma et avons constaté que le coe¢ cient B (Eq. 4.14) peut être positif

(structures de compression) ou négatif (structures de raréfaction). Les �gures 24 et 25

montrent l�existence de pulses de nature compressive (B > 0) et raréfactive (B < 0). Nos

résultats montrent clairement que la non extensivité des particules (électrons et positrons),

la concentration � des grains de poussière et la concentration � des positrons et le rapport �p

des températures électron/positron peuvent jouer un rôle principal pour dé�nir la polarité

des pulses solitaires localisés.

En accord avec nos résultats précédents et en nous servant des expressions (4.18) et

(4.23), on peut voir qu�à cause de la non extensivité des particules, notre modèle de plasma

peut admettre des solitons de raréfaction et de compression (Fig. 26) ainsi que des double-

couches (Fig. 27). A mesure que le paramètre non extensif qe des électrons augmente,
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4.3. Résultats numériques

l�amplitude de la double- couches de raréfaction augmente donnant lieu (au delà d�une cer-

taine valeur critique de qe) au développement de double-couches compréssives. Ces dernières

(contrairement aux double-couches raréfactives) rétrécissent à mesure que le paramètre qe

augmente, i.e., pendant que les électrons évoluent loin de leur équilibre Maxwellien.
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Figure 22: Domaine d�existence (dans le plan qe � qp) des solitons et des double-couches

correspondant aux conditions C > 0 et C < 0 respectivement, avec �i = 0:8; �p = 0:5;

� = 0:01 et � = 0:98.
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Figure 23: Domaine d�existence (dans le plan �� �) des solitons (C > 0) et des

double-couches (C < 0), avec qe = 5; qp = 1:1; �i = 0:1 et �p = 0:1.
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Figure 24: Polarité des pulses non linéaires correspondant au signe de B (Eq. 4.14) dans

le plan qe � qp: B > 0 pour les pulses positifs et B < 0 pour les pulses négatifs, avec

�i = 0:8; �p = 0:5; � = 0:01 et � = 0:98.

48



4.3. Résultats numériques

B 0

B 0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35
B

Figure 25: Polarité des pulses non linéaires correspondant au signe de B (Eq. 4.14) dans

le plan �� �: B > 0 pour les pulses positifs et B < 0 pour les pulses négatifs, avec

qe = 1:5; qp = 1:1; �i = 0:1 et �p = 0:1.
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Figure 26: Pro�l du potentiel solitaire � en fonction de � pour di¤érentes valeurs du

paramètre qe, avec qp = 1:1; �i = 0:6; �p = 0:8; � = 0:11; � = 0:55 et U = 1:1.
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Figure 27: Pro�l du potentiel � en double-couches en fonction de � pour di¤érentes

valeurs du paramètre qe, avec qp = 1:1; �i = 0:3; �p = 0:03; � = 0:015 et � = 0:95.
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5

Soliton acoustique ionique de

Gardner dans un plasma non extensif

dans une géométrie non plane

5.1 Introduction

Des expériences de laboratoire ont montré la possibilité de créer un plasma électron-

positron (e � p) non relativiste [88]- [90]. A quelques dizaines de MeV , les paires (e � p)

peuvent être créées à partir de collisions entre les électrons et les ions du plasma. Les plasmas

(e � p) se produisent aussi dans de nombreux environnements astrophysiques tels que les

étoiles à neutrons [76], les pulsars [91] et dans l�atmosphère solaire [92] avec un petit nombre

d�ions. En e¤et les plasmas (e�p) ont des propriétés physiques très di¤érentes de celles des
plasmas ion-électron habituels. Il est évident que les propriétés des ondes dans un plasma

électron-positron-ion (e � p � i) sont di¤érentes de celles dans un plasma (e � p) à deux

composants. Une grande attention a été accordée à l�étude des plasmas e�p�i au cours des
trois dernières décennies [93]- [97]. Cependant, ces études ont été restreintes à une géométrie

plane in�nie. Cette dernière peut ne pas décrire correctement des situations de plasma de

laboratoire où la géométrie peut ne pas être plane et est �nie. Récemment, des études

théoriques [98]- [101] ont montré que les propriétés des ondes solitaires dans une géométrie

non plane (cylindrique/ sphérique) et �nie sont tout à fait di¤érentes de celles de la géométrie

plane in�nie et donc une grande attention à été accordée à la compréhension des phénomènes

non linéaires tels que les solitons, les ondes de choc,...etc dans la géométrie non plane.

Néanmoins, la plupart de ces études se limitent à l�équation de Korteweg -de Vries (K- dV),
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5.2. Equations de base

soit dans une géométrie plane ou non plane, pour le cas des ondes dans les plasmas électron-

positron-ion (e� p� i). Cependant, un régime paramétrique (un concours de paramètres)

peut créer une situation pour laquelle le terme non linéaire, noté A, de l�équation K-dV est

extrêmement faible, c�est-à-dire A~0. Dans ce cas, le terme non linéaire peut donner lieu à

des structures de grande amplitude, brisant ainsi la validité de la théorie des perturbations

réductives dont découle l�équation K-dV [64]. Pour palier à ce problème, c�est-à-dire, pour

pouvoir étudier l�onde acoustique ionique de faible amplitude au-delà de la limite K- dV,

il est possible d�établir un autre type d�équation dynamique non linéaire valable pour A~0.

Récemment, une certaine attention a été accordée par de nombreux chercheurs à l�équation

de Gardner ou à sa version modi�ée [102]- [108]. Mannan et Mamun [109] ont étudié la

propagation non linéaire des solitons de Gardner dans une géométrie non plane, associés à un

plasma poussiéreux à quatre composantes à partir de la résolution numérique de l�équation

de Gardner modi�ée. Ils ont constaté que les caractéristiques de la propagation des ondes

acoustiques poussiéreuses non planes di¤èrent signi�cativement de leurs homologues dans

la géométrie plane. Cependant, ces études citées ci-dessus supposent que les électrons et les

ions sont répartis selon la distribution de Maxwell. Il est bien connu que cette dernière est

considérée comme valide pour l�état d�équilibre ergodique macroscopique. Cette distribution

peut être insu¢ sante pour décrire les oscillations dans les systèmes dont les interactions

sont de longue portée, tels les plasmas. Rappelons que les observations spatiales indiquent

clairement la présence dans les plasmas de populations d�ions et d�électrons qui sont loin de

leur équilibre thermodynamique [110]- [113]. Les ondes acoustiques ioniques dans un plasma

(e�p� i) dans le contexte du formalisme non extensif (identi�é par Renyi [114] et proposée
par Tsallis [17]) sont étudiées dans ce chapitre. Cette étude nous permettra de chercher

dans quelle mesure et sous quelles conditions la présence des électrons et des positrons non

extensifs peut-elle a¤ecter et modi�er les structures localisées dans un plasma (e � p � i)

dans une géométrie non plane [115].

5.2 Equations de base

Nous considérons la propagation non linéaire d�une onde acoustique ionique non plane (cylin-

drique ou sphérique) d�amplitude �nie dans un plasma non collisionnel, non magnétisé, com-

posé d�électrons non extensifs, de positrons non extensifs et d�ions inertiels. A l�équilibre,

nous avons ni0 + np0 = ne0, où ni0, ne0 et np0 sont, respectivement, les densités non pertur-

bées des ions, des électrons et des positrons. La dynamique de l�onde ionique acoustique,
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5.2. Equations de base

dans un tel modèle de plasma (e � p � i), peut être décrite par les équations normalisées

suivantes
@ni
@t

+
1

r�
@

@r
(r�niui) = 0; (5.1)

@ui
@t
+ ui

@ui
@r

= �@�
@r
; (5.2)

1

r�
@

@r

�
r�
@�

@r

�
= �; (5.3)

� = ne � np � ni: (5.4)

où � est un paramètre caractéristique de géométrie: � = 0 pour une géométrie plane à une

dimension (1D) et � = 1 (2) pour une géométrie cylindrique (sphérique) non plane. La

densité ni et la vitesse �uide des ions ui sont normalisées, respectivement, par la densité des

ions à l�équilibre ni0 et la vitesse ionique acoustique Ci =
p
kBTe=mi, où mi est la masse

de l�ion, kB la constante de Boltzmann et Te la température des électrons. Le potentiel

électrostatique � est normalisé par kBTe=e, où e est la magnitude de la charge élémentaire.

Les variables de l�espace x et du temps t sont exprimées en unités du rayon de Debye �D =

(kBTi=4�ni0e
2)1=2 et de la fréquence plasma ionique !�1pi = (mi=4�ni0e

2)1=2, respectivement.

Nous utilisons la fonction de distribution non extensive pour décrire les électrons et les

positrons [54], [116]

fe;p(v) = C

�
1� (qe;p � 1)

�
me;pv

2

2Te;p
� e 

kBTe;p

��1=(qe;p�1)
; (5.5)

où  représente le potentiel électrostatique dimensionnel. La constante de normalisation C

est donnée par

C =

8><>:
ne;p0

�( 1
1�qe;p )

�( 1
1�qe;p�

1
2
)

q
me;p(1�qe;p)

2�Te;p
pour � 1 < qe;p < 1

ne;p0

�
1+qe;p
2

�
�( 1

qe;p�1+
1
2
)

�( 1
qe;p�1 )

q
me;p(qe;p�1)

2�Te;p
pour qe;p > 1:

(5.6)

où qe;p est le paramètre entropique désignant le degré de non extensivité des électrons

(positrons) et � est la fonction gamma standard. Notons que pour qe;p < �1, la q� distribu-
tion (5.5) n�est pas normalisable. Dans le cas de la limite extensive (qe;p ! 1), la distribution

précédente se réduit à la distribution des vitesses bien connue de Maxwell- Boltzmann. Pour

qe;p > 1 la distribution (5.5) exhibe une coupure thermique sur les valeurs des vitesse des

électrons et des positrons donnée par

vmax =

s
2kBTe;p
me(q � 1)

� 2e 

me;p

(5.7)
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En intégrant la fonction fe;p sur tout l�espace des vitesses, nous obtenons les expressions de

la densité des électrons et des positrons non extensifs suivantes

ne =
1

(1� p)
[1 + (qe � 1)�]

qe+1
2(qe�1) ; (5.8)

et

np =
p

(1� p)
[1� (qp � 1)��]

qp+1

2(qp�1) ; (5.9)

où p = np0=ne0 = 1�ni0=ne0, � = Te=Tp et Tp représente la température des positrons. Dans

ce qui suit et pour des raisons de simplicité, nous assumons que qe = qp = q, du fait que

l�électron et le positron ont la même masse (mais une charge opposée) et ont donc la même

échelle temporelle d�oscillation [117]. Pour étudier l�onde acoustique ionique dans le cadre

théorique de l�équation de Gardner dans un plasma e � p � i, nous utilisons la technique

des perturbations réductives. Pour cela, nous introduisons le changement de variables de

Washimi et Taniuti suivant � = "(r� vpt) et � = "3t, où vp est la vitesse de phase du mode

de perturbation, ainsi que le développement en séries de puissances suivant

ni = 1 + "n
(1)
i + "2n

(2)
i + "3n

(3)
i + ::: (5.10)

ui = 0 + "u
(1)
i + "2u

(2)
i + "3u

(3)
i + ::: (5.11)

� = 0 + "�(1) + "2�(2) + "3�(3) + ::: (5.12)

� = 0 + "�(1) + "2�(2) + "3�(3) + ::: (5.13)

En réécrivant (5.1)-(5.4) en termes de � et � , et en substituant (5.10)-(5.13) dans les équa-

tions résultantes [(5.1)-(5.4) exprimées en fonction de � et � ], nous obtenons à l�ordre le plus

petit en "

u
(1)
i =

�

vp
; n

(1)
i =

�

v2p
; �(1) = 0; (5.14)

vp =

s
2(1� p)

(1 + p�)(q + 1)
; (5.15)

où � = �(1). L�expression (5.15) représente la relation de dispersion linéaire de la propagation

de l�onde acoustique ionique dans le modèle de plasma considéré. Pour le prochain ordre en

" et en utilisant les équations précédentes, nous obtenons

u
(2)
i =

�2

2v3p
+
�(2)

vp
; n

(2)
i =

3�2

2v4p
+
�(2)

v2p
; (5.16)

�(2) = �1
2
A�2 = 0; A =

3

v4p
� (1� p�2)(q + 1)(3� q)

4(1� p)
: (5.17)
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A partir de l�expression précédente, il est évident que A = 0 (car � 6= 0). L�équation A = 0
donne la valeur critique qc du paramètre q suivante

qc = 1 +
2(1� p)(1� p�2)� 6(1 + p�)2

(1� p)(1� p�2) + 3(1 + p�)2
: (5.18)

Les valeurs du paramètre q qui sont dans le voisinage de qc satisfont l�expression (5.17).

Pour ce dernier cas, j q � qc j= " correspond à A = A0, où A0 est exprimé comme

A0 ' s

�
@A

@q

�
q=qc

j q � qc j= sAq" (5.19)

avec Aq = 1
2(1�p)

h
3(q+1)(1+p�)2

(1�p) � (1� q)(1� p�2)
i
et s = 1 pour q > qc et s = �1 pour

q < qc. Aussi pour q 6= qc, nous pouvons exprimer �(2) comme

�(2) ' �1
2
s"Aq�

2: (5.20)

Ceci signi�e que pour q 6= qc, �(2) doit être inclus dans le troisième ordre de l�équation de

Poisson. Pour le prochain ordre de puissance en ", nous obtenons le système d�équations

suivant
@n

(1)
i

@�
� vp

@n
(3)
i

@�
+
@u

(3)
i

@�
+
@Fn
@�

+
�

vp�
u
(1)
i = 0; (5.21)

@u
(1)
i

@�
� vp

@u
(3)
i

@�
+
@Fu
@�

+
@�(3)

@�
= 0; (5.22)

@2�

@�2
+
1

2
sAq�

2 + n
(3)
i � 1

(1� p)

�
(q + 1)

2
�(3) +

(q + 1)(3� q)

4
��(2)

+
(q + 1)(3� q)(5� 3q)

48
�3
�
+

p

(1� p)

�
�(q + 1)�

2
�(3)+ (5.23)

�2
(q + 1)(3� q)

4
��(2) � �3

(q + 1)(3� q)(5� 3q)
48

�3
�
= 0

où Fn = n
(1)
i u

(2)
i + n

(2)
i u

(1)
i et Fu = u

(1)
i u

(2)
i . Maintenant, en substituant (5.16)-(5.17) dans

(5.21)-(5.23), nous obtenons �nalement l�équation dynamique non linéaire de la forme

@�

@�
+

�

2�
�+ �1�

@�

@�
+ �2�

2@�

@�
+ �3

@3�

@�3
= 0; (5.24)

où

�1 =
sAqv

3
p

2
; (5.25)

�2 =
v3p
2

�
15

2v6p
� (1 + p�

3)(q + 1)(3� q)(5� 3q)
16(1� p)

�
; (5.26)
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�3 =
v3p
2
: (5.27)

L�équation (5.24) est une équation de type Gardner modi�ée (GM). La modi�cation est

due au terme supplémentaire, (�=2�)�, qui apparait en raison de l�e¤et de la géométrie

non plane (comme n peut le constater, ce terme est nul dans le cas d�une géométrie plane,

i.e, � = 0). L�équation K-dV non plane peut être obtenue en négligeant le 4i�eme terme de

l�équation (5.24), i.e., lorsque �2 @�
@�
tend vers 0. L�équation K-dV modi�ée peut être trouvée

en utilisant le changement de variables � = "1=2(r � vp�) et � = "3=2t.

5.3 Résultats numériques et discussion

Avant de procéder à la résolution numérique de l�équation GM (5.24), nous allons d�abord

analyser sa solution stationnaire (pour � = 0). Pour ce faire, nous introduisons la transfor-

mation � = � � U0� pour réécrire (5.24) sous la forme

1

2

�
d�

d�

�2
+ V (�) = 0 (5.28)

où V (�) est le pseudo- potentiel donné par

V (�) = � U0
2�3

�2 +
�1
6�3

�3 +
�2
12�3

�4: (5.29)

De cette dernière expression, il est évident que

V (�)j�=0 =
dV (�)

d�

����
�=0

= 0 et
d2V (�)

d�2

����
�=0

< 0 (5.30)

La solution en onde solitaire de (5.28) existe si

V (�)j�=�m = 0: (5.31)

Cette condition nous donne

U0 =
�1
3
�m1;2 +

�2
6
�2m1;2; (5.32)

�m1;2 = �m

"
1�

r
1 +

U0
V0

#
; (5.33)

où �m = ��1
�2
et V0 =

�21
6�2
. Maintenant, en substituant (5.32) dans (5.28) nous obtenons�

d�

d�

�2
+ 
�2(�� �m1)(�� �m2) = 0; (5.34)
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où 
 = �2=6�3. La solution en onde solitaire de l�équation (5.34) est donnée par

� =

�
1

�m2
�
�
1

�m2
� 1

�m1

�
cosh2

�
�

�

���1
: (5.35)

A cause du terme (�=2�)�, il est impossible de trouver une solution analytique à l�équation

(5.24). Nous l�avons alors résolu numériquement pour pouvoir discuter l�e¤et de la géométrie

cylindrique et sphérique sur l�onde acoustique ionique. Les résultats numériques sont donnés

par les �gures 28- 35. La condition initiale que nous avons choisie pour notre intégration

numérique est la solution stationnaire de l�équation (5.24) sans le terme (�=2�)�. La réso-

lution numérique de (5.24) montre que pour les grandes valeurs de � , les ondes solitaires

cylindriques et sphériques sont similaires aux ondes planes (� = 0). Ce comportement as-

ymptotique est normal dans la mesure où pour les grandes de � , le terme (�=2�)� inhérent

aux e¤ets de la géométrie (cylindrique ou sphérique) n�est plus dominant. Cependant, pour

les faibles valeurs de � , l�e¤et du terme (�=2�)� devient plus e¤ectif et les structures soli-

taires cylindriques et sphériques di¤èrent de celles dans un plan. Nos résultats révèlent

qu�à mesure que le paramètre non extensif q augmente, l�amplitude des structures solitaires

cylindriques ou sphériques (pour des solitons de Gardner positifs ou négatifs) diminue. Dans

les �gures 28 et 29 (�gures 30 et 31), il est clair que l�amplitude de l�onde acoustique ion-

ique cylindrique (sphérique) compressive décroit à mesure que le paramètre non extensif q

augmente (pour une gamme de valeurs de l�indice entropique q allant de �0:3 à 0:4 ). Il
est intéressant de noter que le pro�l du potentiel de l�onde acoustique ionique compressive

dans la géométrie sphérique est plus sensible à l�e¤et non extensif que son analogue dans

la géométrie cylindrique quand le temps évolue de � = 10 à � = 20. Les �gures 32 et 33

représentent, respectivement, le pro�l de la structure solitaire de Gardner cylindrique et

sphérique. Le pro�l du potentiel raréfactif de l�onde acoustique ionique sphérique est plus

sensible à l�e¤et non extensif que son analogue dans la géométrie cylindrique pour l�intervalle

de temps allant de � = 10 à � = 20. Par ailleurs, la valeur de � (rapport des températures

électronique et positronique) a¤ecte l�amplitude de l�onde acoustique ionique compressive

dans les deux géométries cylindrique et sphérique. En comparant les �gures 28 et 34 (30

et 35), il est clair que l�augmentation de la valeur � (0:1; 0:5) s�accompagne d�une légère

diminution de l�amplitude de l�onde compressive cylindrique (sphérique).
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Figure 28: E¤et de la géométrie cylindrique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = �0:3; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:

Figure 29: E¤et de la géométrie cylindrique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = 0:4; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:

Figure 30: E¤et de la géométrie sphérique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = �0:3; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:
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Figure 31: E¤et de la géométrie sphérique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = 0:4; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:

Figure 32: E¤et de la géométrie cylindrique sur l�onde acoustique ionique raréfactive de

Gardner pour q = �0:1; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:

Figure 33: E¤et de la géométrie sphérique sur l�onde acoustique ionique raréfactive de

Gardner pour q = �0:1; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:1:
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Figure 34: E¤et de la géométrie cylindrique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = �0:3; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:5:

Figure 35: E¤et de la géométrie sphérique sur l�onde acoustique ionique compressive de

Gardner pour q = �0:3; U0 = 0:1; p = 0:1 et � = 0:5:
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6

Ondes scélérates dans un plasma en

présence d�électrons non extensifs

6.1 Introduction

Au cours de ces dernières années les ondes scélérates (rogue ou freak waves) ont été

parmi les phénomènes naturels les plus étudiés [118]. Ce sont des phénomènes violents, de

courte durée, qui surviennent spontanément. Ces ondes ont été observées dans les océans

[119]. Les ondes scélérates sont assez puissantes pour être fatales pour les navires et ex-

trêmement dangereuses pour diverses constructions hydrotechniques. Leur existence a été

prouvée scienti�quement et, récemment, des phénomènes similaires ont été observés dans

di¤érents domaines de la physique. En particulier, il a été constaté expérimentalement que

ces ondes peuvent se développer dans les systèmes optiques [120], [121]. Dans la théorie non

linéaire, l�instabilité de modulation (MI) a été proposée comme un mécanisme possible pour

la génération de ce type d�ondes. Ce processus peut être étudié dans le cadre des modèles

faiblement non linéaires tel que l�équation non linéaire de Shrödinger (NLS). Compte tenu

de l�importance cruciale des ondes scélérates dans les plasmas [122], l�objectif de ce travail

est donc d�aborder le problème des vagues scélérates et les instabilités modulationnelles qui

en sont une probable origine, dans un plasma composé d�ions �uides chargés positivement

et d�électrons non extensifs [123]. A ce propos et au moyen d�une analyse faiblement non

linéaire, nous établirons une équation de type K- dV qui sera à son tour transformée en

équation (NLS) non linéaire de Schrödinger, à condition que la fréquence de l�onde porteuse

soit beaucoup plus petite que la fréquence plasma.
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6.2. Equations de base

6.2 Equations de base

Considérons un plasma non magnétisé et non collisionnel, à deux composantes, composé

d�ions �uides chargés positivement et d�électrons non extensifs. Dans un tel modèle de

plasma, la dynamique, à une dimension, des oscillations acoustiques ioniques est gouvernée

par les équations de continuité, de mouvement et de Poisson suivantes

@ni
@t

+
@(nivi)

@x
= 0 (6.1)

@vi
@t
+ vi

@vi
@x

= �@�
@x

(6.2)

@2�

@x2
= ne � ni: (6.3)

Le potentiel électrostatique �, les densités ni;e, la vitesse ionique vi, le temps t, et la co-

ordonnée de l�espace x sont normalisés, respectivement, par Te=e, ni0;e0, Cs = (Te=mi)
1=2,

!�1pi = (mi=4�e
2ni0)

�1=2 et �De. qi;e = �e, mi;e, et Ti;e représentent, respectivement, les

charges électriques, les masses et les températures ionique (i) et électronique (e). L�indice

"0" représente les quantités non perturbées. La densité des électrons non extensifs est

donnée par

ne = [1 + (q � 1)�]
q+1

2(q�1) (6.4)

où q est le paramètre non extensif supérieur.

6.2.1 Equation K-dV

Pour étudier la propagation non linéaire de l�onde acoustique ionique de faible amplitude,

nous établissons l�équation de Korteweg-de Vries (K- dV) à partir des équations (6.1)- (6.3),

en employant la technique des perturbations réductives de Washimi et Taniuti. Pour cela,

nous introduisons les changements de variables suivants

� = "1=2(x� v0t), � = "3=2t (6.5)

où " est un petit paramètre mesurant la faiblesse de la dispersion de l�onde et v0 est la vitesse

du soliton normalisée par Cs = (Te=mi)
1=2. Les variables dynamiques sont développées en

séries de puissances de " autour de leurs valeurs d�équilibre

F = F (0) +

1X
m=1

"mF (m); (6.6)
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où la variable F � �; vi et ni, et à l�équilibre F (0) est donnée par �
(0) = v

(0)
i = 0 et

n
(0)
i = 1. Pour alléger nos écritures, nous notons �(1) = �. En appliquant le développement

en séries de Taylor pour l�expression (6.4) et en substituant les nouvelles variables (6.5)

et le développement (6.6) dans les équations (6.1)-(6.3) pour di¤érents ordres en ", nous

obtenons l�équation K-dV suivante [124]

@�

@�
+ A�

@�

@�
+
1

2
B
@3�

@�3
= 0: (6.7)

où les coe¢ cients non linéaire et dispersif sont donnés, respectivement, par

A =
3

2v0
� v30
2

�
1� (q � 1)

2

4

�
; (6.8)

et

B = v30; (6.9)

avec

v20 =
2

q + 1
: (6.10)

L�équation (6.7) admet la solution stationnaire suivante

�(1) = �m sech
2

�
� � u0�

�

�
; (6.11)

où l�amplitude maximale et la largeur de la solution solitaire sont données, respectivement,

par �m = 3u0=A et � = (4B=u0)
1=2, où u0 est la vitesse du soliton.

6.2.2 Equation non linéaire de Schrödinger (NLS)

Nous allons maintenant étudier les instabilités modulationnelles du paquet d�ondes faible-

ment non linéaire décrit par l�équation K-dV (6.7). Pour cela, nous développons le potentiel

électrostatique � comme suit [125]- [127]

� =

1X
m=1

"m
+1X
l=�1

�
(m)
l (�; �) exp il(k� � !�); (6.12)

où k et ! sont le vecteur d�onde et la pulsation de l�onde plane. Nous introduisons les

nouvelles variables suivantes

� = "(� + Vg�) et � = "2� ; (6.13)
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où Vg est la vitesse de groupe qui sera déterminée par la suite. �
(m)
l satisfait la condition

suivante �(m)�l = �
(m)�
l et l�astérisque dénote le complexe conjugué. En substituant les Eqs.

(6.12)-(6.13) dans l�équation (6.7), nous obtenons"
(�i!l � ik3l3B=2)�

(m)
l + (Vg � 3k2l2B=2)

@�
(m�1)
l

@�
+
@�

(m�2)
l

@�
+
3

2
iklB

@2�
(m�2)
l

@�2

+
B

2

@3�
(m�3)
l

@�3
+ A

1X
m0=1

1X
l0=�1

 
ik(l � l0)�

(m0)
l0 �

(m�m0)
l�l0 + �

(m0)
l0

@�
(m�m0�1)
l�l0

@�

!#
= 0: (6.14)

A partir de cette dernière équation (6.14), l�approximation de premier ordre (m = 1) pour

la première harmonique (l = 1) nous donne la relation de dispersion linéaire suivante

! = �B
2
k3: (6.15)

Pour l�approximation de deuxième ordre (m = 2) et pour (l = 1), l�expression de la vitesse

du groupe est donnée par

Vg =
3

2
k2B (6.16)

Au moyen de la deuxième harmonique (l = 2), nous avons

�
(2)
2 =

A

3k2B
�
(1)
1
2; (6.17)

A partir de l�harmonique zéro (l = 0), nous obtenons

�
(2)
0 = �A

Vg
j �(1)1 j2 : (6.18)

Finalement, l�approximation d�ordre trois (m = 3) et l = 1 donnent la condition de com-

patibilité explicite à partir de laquelle nous pouvons établir l�équation suivante

i
@	

@�
+
1

2
P
@2	

@�2
+Q	 j 	 j2= 0; (6.19)

que l�on appelle équation Non Linéaire de Schrödinger (NLS) qui décrit les instabilités

modulationnelles de l�onde acoustique ionique. Pour des raisons de simplicité d�écriture,

nous avons posé 	 � �(1)1 . Notons que P = 3kB et Q = A2=P représentent, respectivement,

les coe¢ cients de dispersion et non linéarité. L�équation NLS (6.19) possède une solution

localisée en onde plane sous forme de 	 = 	0e
i(k��
�). Si on remplace cette dernière

dans l�équation NLS, nous constatons que la pulsation 
 véri�e la relation de dispersion


 = Pk2 � Q j 	0 j2. Cette relation représente la relation de dispersion non linéaire de
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l�onde plane qui montre que sa pulsation dépend non seulement de sont vecteur d�onde mais

aussi de son amplitude 	0. Cette solution qui existe, quelque soit le signe du produit PQ,

est instable pour PQ > 0 : dans ce cas, l�énergie tend à se localiser spontanément dans le

système grâce au phénomène d�instabilité modulationnelle. La solution rationnelle localisée

[128] dans la direction de � et �, de l�équation (6.19) est donnée par

	 =
1p
Q

"
4(1 + 2i�)

1 + 4�2 + 4
P
�2
� 1
#
exp i�: (6.20)

Avant d�aller plus loin, il est utile de noter que cette solution prédit la concentration de

l�énergie de l�onde acoustique ionique dans une petite région de l�espace, un fait qui peut

servir de base pour l�explication des ondes scélérates.

6.3 Résultats numériques

Nous allons maintenant analyser numériquement la solution de l�enveloppe de l�onde 	 et

voir comment la non extensivité des électrons peut changer et in�uencer le pro�l de l�onde

acoustique ionique scélérate. Nos résultats sont représentés sur les �gures 36- 41. Les

�gures 36- 38 montrent le cas de la non extensivité négative (q < 0). On peut voir que

pour q < 0, l�amplitude de l�onde acoustique ionique scélérate augmente fortement avec une

augmentation du paramètre non extensif q, tandis que sa largeur diminue. Cette tendance

est inversée dans le cas q > 0. L�augmentation du caractère non extensif (0 < q < 1) entraine

un rétrécissement à la fois de l�amplitude et de la largeur de l�onde (Fig. 39- 41). Les ondes

scélérates s�amortissent dans le voisinage de q = 1, c�est à dire, quand les électrons évoluent

vers leur équilibre thermodynamique. Par ailleurs et comme on peut le constater, il est clair

que la largeur des ondes scélérates est plus a¤ectée dans le cas de la non extensivité négative

(q < 0) que dans le cas de la non extensivité positive (0 < q < 1). En e¤et, nos résultats

numériques montrent que les e¤ets non extensifs sont beaucoup plus perceptibles pour les

valeurs négatives de q. Ces résultats nous conduisent à penser que les ondes scélérates

peuvent être a¤ectées par la non extensivité des électrons selon le signe (positif ou négatif)

du paramètre q. Il peut être utile de noter que la valeur de q = 0 (où le comportement de nos

résultats change radicalement) n�est pas une valeur particulière ni dans la statistique non

extensive, ni dans l�approche kappa-distribution. Un tel comportement peut être attribué

à la forme inhérente de l�entropie généralisée Sq = kB(1 �
X
i

P qi )=(1 � q) dans la quelle

l�indice entropique q apparaît dans la puissance de la probabilité Pi du i�eme micro-état.
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Figure 36: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = �0:9,
avec k = 0:9.
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Figure 37: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = �0:5,
avec k = 0:9.
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Figure 38: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = �0:1,
avec k = 0:9.
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Figure 39: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = 0:9,
avec k = 0:9.
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Figure 40: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = 0:5,
avec k = 0:9.
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Figure 41: Pro�l du module de l�onde scélérate j 	 j en fonction de � et � pour q = 0:1,
avec k = 0:9.
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6.4. Extension du modèle dans le cas d�un plasma magnétisé

6.4 Extension du modèle dans le cas d�un plasma mag-

nétisé

L�existence du vent solaire a été prédite par Ludwing Biermann en 1951 en étudiant la forme

des queues cométaires. En 1960, ses observations ont été rapportées par les sondes spatiales

soviétiques Lunik 2 et Lunik 3. Il est maintenant connu que les électrons et les ions sont les

constituants principaux du vent solaire. Compte tenu de l�importance cruciale des ondes

scélérates dans les plasmas spatiaux, on se propose de ce qui suit d�étendre l�étude précédente

[123] aux ondes acoustiques ioniques scélérates dans un plasma à deux composantes pour

tenir compte de la présence d�un faible champ magnétique externe, correspondant, dans la

nature, au vent solaire modélisé par les équations du modèle de Parks [129].

6.4.1 Equations de base du modèle physique

Pour cela, nous considérons un plasma composé d�ions �uides et d�électrons non extensifs de

densités respectives ni et ne. Ce plasma est soumis à l�action d�un faible champ magnétique

externe B porté sur le plan x � z, faisant un angle � avec l�axe des x, et à une force

gravitationnelle dirigée le long de l�axe z. Le vecteur de propagation de l�onde k est suivant

l�axe des x et � = 2�=k représente la longueur d�onde qui est supposée très petite devant

le rayon de giration �j de la particule j. Le champ magnétique B et la vitesse �uide des

ions Vi sont donnés, respectivement, par B = B0 cos � x + B0 sin � z et Vi = Vix x + Viy

y + Viz z. La dynamique non linéaire de l�onde acoustique ionique dont la vitesse de phase

est beaucoup plus petite (plus grande) que la vitesse thermique des électrons (ions), associée

à un tel modèle de plasma est alors décrite par les équations �uides suivantes

@Ni

@T
+

@

@X
(NiVix) = 0 (6.21)

@Vix
@T

+ Vix
@Vix
@X

= �5
3
�N

�1=3
i

@Ni

@X
+ !ciViy sin � �

@�

@X
(6.22)

@Viy
@T

+ Vix
@Viy
@X

= �!ci [Vix sin � � Viz cos �] (6.23)

@Viz
@T

+ Vix
@Viz
@X

= �!ciViy cos � � � (6.24)

@2�

@X2
= Ne �Ni (6.25)

où

Ne = [1 + (q � 1)�]
1

q�1+
3
2 (6.26)
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� = Ti=Te, � = g�Di=Csi, où g représente l�accélération gravitationnelle, kB est la constante

de Boltzmann, !ci = 
i=!pi est le rapport de la fréquence de giration 
i = eB0=mi des

ions sur la fréquence ionique du plasma !pi. Notons que ce rapport de fréquences est

proportionnel au module B0 du champ magnétique. Les densités Ni;e, la vitesse �uide

des ions Vi et le potentiel électrostatique �, le temps T et la variable d�espace X sont

normalisées, respectivement, par ni0, la vitesse ionique acoustique Csi = (kBTe=mi)
1=2,

kBTe=e, �Di = (kBTe=�e2ni0)1=2 et !�1pi = (mi=4�e
2ni0)

1=2.

6.4.2 Equation non linéaire de Schrödinger

Pour examiner les modulations de l�onde acoustique ionique qui se propage dans un tel

plasma, nous employons la technique des perturbations réductives, et les changements de

variables suivants

� = "(X � VgT ) et � = "2T , (6.27)

F (X;T ) = F (0) +
1X
m=1

"m
1X

L=�1
F
(m)
L (�; �) exp iL(kX � !T ); (6.28)

où " est un petit paramètre. En employant ce développement en séries de puissances en " et

les nouvelles variables dans les équations �uides (6.21)- (6.25), nous avons au premier ordre

(m = 1) et pour la première harmonique (L = 1) les expressions suivantes

N
(1)
i1 =

3k2

(3!2 � 5k2�)�
(1)
1 ; (6.29)

V
(1)
ix1 =

3k!

(3!2 � 5k2�)�
(1)
1 ; (6.30)

V
(1)
iy1 = �i

3k!2

(3!2 � 5k2�)(!2 � !2ci cos
2 �)

�
(1)
1 +

!ci cos �

(!2 � !2ci cos
2 �)

�
(1)
1 ; (6.31)

V
(1)
iz1 = �i

!

(!2 � !2ci cos
2 �)

�
(1)
1 ; (6.32)

et la relation de dispersion suivante

D(!; k) � (3q � 1)
�
3!2 � 5k2�

�
+ 2k2

�
3(!2 � 1)� 5k2�

�
= 0: (6.33)

Au deuxième ordre m = 2, L = 1, obtenons

N
(2)
i1 =

3k2

(3!2 � 5k2�)�
(2)
1 � 2ik@�

(1)
1

@�
; (6.34)

V
(2)
ix1 =

3k!

(3!2 � 5k2�)�
(2)
1 + i

3(! � kVg)� 2!(3!2 � 5k2�)
(3!2 � 5k2�)

@�
(1)
1

@�
; (6.35)
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V
(2)
iy1 =

!!ci sin �

(3!2 � 5k2�)(!2 � !2ci cos
2 �)

"�
3!2(! + kVg(k � 1))� 2!2(3!2 � 5k2�)

� @�(1)1
@�

�3ik!�(2)1
i
+

!ci cos �

(!2 � !2ci cos
2 �)

"
i

2!Vg
(!2 � !2ci cos

2 �)

@�
(1)
1

@�
+ (!2 � !2ci)�

(2)
1

#
; (6.36)

V
(2)
iz1 =

1

(!2 � !2ci cos
2 �)

"�
Vg +

2Vg!
2
ci

(!2 � !2ci cos
2 �)

�
@�

(1)
1

@�

+

�
i

!
(!2ci + !2) + i!2ci(!

2
ci + !)

�
�
(2)
1

�
: (6.37)

Ces dernières équations conduisent à la condition de compatibilité suivante

Vg =
@!

@k
=

1

9k!

�
9!2 � (3!2 � 5k2�)2

�
: (6.38)

Le deuxième mode harmonique (m = 2; L = 2) donne

�
(2)
2 = �1(�

(1)
1 )

2; (6.39)

N
(2)
i2 = �2(�

(1)
1 )

2; (6.40)

V
(2)
ix2 = �3(�

(1)
1 )

2; (6.41)

V
(2)
iy2 =

!ci cos �

(4!2 � !2ci cos
2 �)

�
9k2!2

(3!2 � 5k2�i)(!2 � !2ci cos
2 �)

�
(1)
1 �

(1)
1 + �

(2)
1

�
(6.42)

V
(2)
iz2 = �i

!

(4!2 � !2ci cos
2 �)

�
3k2(2!2 + !2ci cos

2 �)

(3!2 � 5k2�)(!2 � !2ci cos
2 �)

�
(1)
1 �

(1)
1 + 2�

(2)
1

�
(6.43)

où �1, �2 et �3 sont donnés en annexe. En outre, l�auto- interaction non linéaire de l�onde

porteuse conduit à l�apparition de l�harmonique d�ordre zéro. Elle est déterminée à partir du

troisième ordre (m = 3, L = 0) de l�équation de continuité et de l�équation du mouvement.

En ces deux ordres avec le second ordre (m = 2, L = 0) de l�équation de Poisson, le résultat

peut être est exprimé sous la forme

V
(2)
ix0 = A j �(1)1 j2; (6.44)

N
(2)
i0 = B j �(1)1 j2; (6.45)

�
(2)
0 = C j �(1)1 j2; (6.46)

V
(2)
iy0 = 0; (6.47)

V
(2)
iz0 = i

3k2!

(3!2 � 5k2�)(!2 � !2ci cos
2 �)

h
�
�(1)
1 �

(1)
1 � �(1)1 �

�(1)
1

i
; (6.48)
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6.4. Extension du modèle dans le cas d�un plasma magnétisé

où A, B et C sont donnés en annexe.

Au troisième ordre (m = 3), les équations des premières harmoniques (L = 1), en util-

isant les équations (6.29)- (6.48), permettent d�établir l�équation non linéaire de Schrödinger

(NLS) suivante

i
@�

@�
+
P

2

@2�

@�2
+Q j � j2 � = 0 (6.49)

Pour des raisons évidentes d�écriture, nous avons noté �(1)1 = �. Les coe¢ cients de la

dispersion P et de la non linéarité Q sont donnés par

P =
[(3!2 � 5k2�)(!2 + 5k2� � 4k!Vg)� 3(! � kVg)

2]

3k2!
; (6.50)

Q = �(3!
2 � 5k2�)
18k2!

�
(q + 1)(3q � 1)

8
(3!2 � 5k2�)(C +�1)

18k3!

(3!2 � 5k2�)(A+�3)�
(9k2!2 � 5k4�i)
(3!2 � 5k2�) (B +�2)

�
: (6.51)

Il est utile de noter que l�équation (6.49) décrit les instabilités modulationnelles de l�onde

acoustique ionique et elle possède une solution rationnelle localisée dans la direction de � et

� [128] qui est donnée par

� =

s
P

Q

�
4(1 + 2iP�)

1 + 4P 2� 2 + 4�2
� 1
�
exp(iP�): (6.52)

Dans la partie précédente, nous avons mentionné que cette solution de l�équation NLS prédit

la concentration de l�énergie de l�onde dans une petite région dans l�espace, un fait de base

qui peut servir pour l�explication des vagues scélérates.

6.4.3 Résultats Numériques et discussion

Pour les besoins de notre simulation numérique, des paramètres typiques du vent solaire

(modèle de Parks, 1984) [129] sont utilisés. Les paramètres physiques inhérents au vent

solaire à une distance r ' 150�109 m du soleil (au voisinage de l�atmosphère terrestre) sont
ni0 = 7�103 m�3, Te = 4 eV et B0 = 5�10�9 Tesla. Pour situer la région où les instabilités
de modulation apparaissent, nous avons étudié le signe du produit des coe¢ cients PQ pour

di¤érentes valeurs des paramètres du plasma. Les �gures 42- 44 montrent les régions de

stabilité (PQ < 0) et d�instabilité (PQ > 0) de l�onde dans un plan q � k (paramètre non

extensif q- vecteur d�onde k) pour di¤érentes valeurs du rapport de températures � = Ti=Te

et du rapport de fréquences !ci qui est proportionnel au module B0 du champ magnétique.
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Nos résultats indiquent que la région d�instabilité (PQ > 0) est plus large pour le rapport des

températures � = 1 (�gure 42) que pour � = 0:1 (�gure 43). Par ailleurs, nous avons remar-

qué l�existence d�une nouvelle région d�instabilités modulationnelles dans le plan (q�k) pour
les faibles valeurs du rapport de températures �. Autrement dit, la région de l�instabilité

est plus large pour les faibles valeurs du rapport de températures � (�gure 44). Les ondes

acoustiques ioniques scélérates peuvent se propager dans les zones instables (région colorée

sur les �gures 42- 44) et leur pro�l est représenté sur les �gures 45 et 46 pour deux valeurs

du paramètre non extensif q (�0:3 et 1:1). Nos résultats révèlent que la non extensivité
des électrons a¤ecte da manière signi�cative le pro�l de l�onde scélérate. L�amplitude et la

largeur de ces ondes diminuent avec l�augmentation des valeurs du paramètre non exten-

sif q. Nous pouvons donc conclure que les ondes acoustiques ioniques scélérates peuvent

s�atténuer lorsque les électrons évoluent vers (loin de) leur équilibre thermodynamique pour

le cas �1 < q < 1 (q > 1). L�in�uence de la non extensivité q des électrons et du rapport

de températures � sur l�onde scélérate acoustique ionique est clairement représentée par les

�gures 47- 49. A des �ns de comparaison, nous avons tracé le pro�l de l�onde scélérate en

fonction de la variable spatiale � pour � = 0:005 et pour di¤érentes valeurs des paramètres

physiques précédents. Nos résultats révèlent que ces derniers a¤ectent le pro�l de l�onde

scélérate. Les �gures 47- 48 con�rment le résultat des �gures 45 et 46, où l�augmentation

du paramètre non extensif q, pour les deux domaines �1 < q < 1 et q > 1, entraîne une

diminution de l�amplitude et de la largeur de l�onde scélérate. Par conséquent, l�amplitude

et la largeur de l�onde scélérate diminuent à mesure que les électrons évoluent vers leur

équilibre thermodynamique pour �1 < q < 1. Cette tendance est inversée dans le cas de

q > 1. La �gure 49 atteste que le rapport des températures � a¤ecte sensiblement l�onde

acoustique ionique scélérate: la diminution du paramètre � conduit à l�augmentation, à la

fois, de l�amplitude et de la largeur de l�onde.
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Figure 42: Région de stabilité PQ < 0 et d�instabilité PQ > 0 de l�onde acoustique

ionique en fonction de q et k pour � = 1, avec !ci = 0:0043.
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Figure 43: Région de stabilité PQ < 0 et d�instabilité PQ > 0 de l�onde acoustique

ionique en fonction de q et k pour � = 0:1, avec !ci = 0:0043.
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Figure 44: Région de stabilité PQ < 0 et d�instabilité PQ > 0 de l�onde acoustique

ionique en fonction de q et k pour !ci = 0:43, avec � = 1.

2

1

0

1

2
1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

0.0
0.2
0.4

0.6
0.8

Figure 45: Pro�l de l�onde scélérate en fonction de � et � pour q = �0:3, avec � = 1;
k = 1:5; � = 2� et !ci (� B0) = 0:0043.
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Figure 46: Pro�l de l�onde scélérate en fonction de � et � pour q = 1:1, avec � = 1;

k = 2:2; � = 2� et !ci (� B0) = 0:0043.
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Figure 47: Pro�l spatial de l�onde scélérate en fonction de � (pour � = 0:005) pour

di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q, avec � = 1, k = 1:5, � = 2� et !ci = 0:0043.
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Figure 48: Pro�l spatial de l�onde scélérate en fonction de � (pour � = 0:005) pour

di¤érentes valeurs du paramètre non extensif q, avec � = 1, k = 2:2, � = 2� et !ci = 0:0043.
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Figure 49: Pro�l spatial de l�onde scélérate en fonction de � (pour � = 0:005) pour

di¤érentes valeurs du rapport des températures �, avec q = �0:3, k = 1:5, � = 2� et
!ci = 0:0043.
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Annexe

�1 =
(q + 1)(3q � 1)(3!2 � 5k2�)3 + 24k4(5k2� � 9!2)
4(3!2 � 5k2�)2 [(8k2 + (3q � 1))(3!2 � 5k2�) + 6k2] ; (6.53)

�2 =
3k2

(3!2 � 5k2�)3
�
(3!2 � 5k2�)2�1 � k2(5k2� � 9!2)

�
; (6.54)

�3 =
3k!

(3!2 � 5k2�)3 [(3!
2 � 5k2�)2�1 � 2k2(3!2 + 5k2�)]; (6.55)

A = � 18!2k3

(!2 � !2ci cos
2 �)(3!2 � 5k2�)2 ; (6.56)

B =
18!k3

Vg(3!2 � 5k2�)2

�
1� !

(!2 � !2ci cos
2 �)

�
; (6.57)

C =

�
(q + 1)

2
+B

�
: (6.58)
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7

Onde acoustique poussiéreuse de choc

dans un plasma complexe magnétisé

en présence d�électrons

suprathermiques: Application à la

Comète de Halley.

7.1 Introduction

Dans l�une de nos précédentes études [130], nous avons analysé l�in�uence de la suprather-

malité électronique sur les ondes acoustiques poussiéreuses dans un plasma poussiéreux à

charge variable. Rappelons que de nombreuses observations spatiales indiquent clairement

la présence d�électrons et d�ions suprathermiques dans une variété de plasmas astrophysiques

[131]- [134] et les mesures e¤ectuées sur leur fonction de distribution ont mis en évidence

leur caractère hautement non isothermique [135]. Au lieu d�une distribution Maxwellienne,

il est en fait à la fois plus réaliste et plus commode, pour décrire la cinétique d�un plasma

hors-équilibre thermique, d�utiliser une distribution non- Maxwellienne de type kappa (ou

�- distribution). Les fonctions de distribution des vitesses observées ne sont pas bien repro-

duites par des Maxwelliennes car possédant des queues dites suprathermiques. Lorsque les

collisions coulombiennes dominent, cette fonction de distribution tend vers une Maxwelli-

enne (équilibre thermodynamique). Cependant, elles peuvent être bien reproduites grâce aux

fonctions Lorentziennes. De nombreux travaux théoriques ont porté sur l�in�uence des par-
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7.2. Présentation physique et équations de base du modèle

ticules suprathermiques sur di¤érents types de processus collectifs linéaires et non-linéaires

dans les plasmas [137]- [162] à deux ou plusieurs composantes. Cependant, la majeure partie

des plasmas de l�espace sont magnétisés, et les grains de poussière immergés dans un tel

plasma peuvent avoir une variation de charge causée par les variations des courants locaux

du plasma. Cette variation de la charge provoque des e¤ets dissipatifs anormales donnant

lieu à la formation d�ondes de choc non collisionnelles. C�est pourquoi, on se propose dans ce

chapitre de revisiter le problème de l�onde acoustique poussiéreuse en incorporant les e¤ets

suprathermiques des électrons, dont la distribution des vitesses sera modélisée par une fonc-

tion de distribution dite de type kappa. Nous nous intéresserons aux e¤ets qui peuvent en

découler en présence d�un faible champ magnétique. Nous tiendrons aussi compte de la �uc-

tuation de la charge des grains de poussière. Ces e¤ets combinés (suprathérmalité, champ

magnétique oblique, électronégativité, variation de la charge) seront appliqués au plasma

de la comète de Halley. Le courant de charge suprathermique des électrons sera établi dans

le cadre de la théorie standard de la sonde électrostatique (théorie OML). Une analyse

faiblement non- linéaire sera alors e¤ectuée pour établir une équation de type Korteweg-de

Vries-Burger.

7.2 Présentation physique et équations de base du mod-

èle

Pour cela, considérons un plasma non collisionnel et faiblement magnétisé, constitué de

grains de poussière (d) négativement chargés, d�ions négatifs (�), d�ions positifs (+) et
d�électrons supra- thermiques (e), de densités, respectivement, nd; n�; n+ et ne. Ce plasma

est immergé dans un faible champ magnétique externe B de module constant, porté par

le plan (x; z) et faisant un angle � avec l�axe des x. La charge du grain de poussière est

variable et �uctue au cours du temps. Le vecteur de propagation de l�onde est suivant l�axe

des x, et � = 2�=k représente la longueur d�onde. A l�équilibre � = 0, ne = ne0, n+ = n+0,

n� = n�0 et qd = �Zde et la relation de quasi- neutralité de la charge électrique est donnée
par

ne0 + zdnd0 + n�0 = n+0 (7.1)

Le rayon du grain de poussière rd est supposé être très petit devant le rayon de giration de

l�électron �e = Vte=
e, où Vte est la vitesse thermique électronique et 
e sa gyrofréquence.

De plus, la vitesse �uide du grain de poussière est supposée être très petite devant la vitesse
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thermique Vtj =
p
Tj=mj de la particule d�espèce j (e;+;�). Les ions (positifs ou négatifs)

sont distribués selon la loi de Maxwell- Boltzmann et leurs densités sont données par

n+ = n+0 exp

�
� �
�+

�
(7.2)

n� = n�0 exp

�
�

��

�
(7.3)

où �+ = T+=Te et �� = T�=Te. Tj=e;+;� représente la température des particules d�espèce j

et � = e�=Te le potentiel électrostatique adimensionnel. L�indice "0" désigne des quantités

à l�équilibre. Le champ magnétique externe et la vitesse �uide des grains de poussière sont

donnés, respectivement, par B = B0 cos � x + B0 sin � z et Vd = Vdx x + Vdy y + Vdz z.

La dynamique non linéaire de l�onde acoustique poussiéreuse de faible vitesse de phase vp,

associée à un tel modèle de plasma, est alors régie par les équations �uides adimensionnelles

suivantes
@Nd

@T
+
@(NdVdx)

@X
= 0 (7.4)

@Vdx
@T

+ Vdx
@Vdx
@X

= ��d
�d

dN


d�2
d

@Nd

@X
+ (Qd � 1)

�
!cdVdy sin � �

1

�d

@�

@X

�
(7.5)

@Vdy
@T

+ Vdx
@Vdy
@X

= (Qd � 1)!cd(Vdz cos � � Vdx sin �) (7.6)

@Vdz
@T

+ Vdx
@Vdz
@X

= �(Qd � 1)!cdVdy cos � (7.7)



@2�

@X2
= �� exp

�
�

��

�
� exp

�
� �
�+

�
+�+

�
1� �

�� 3=2

���+ 1
2

� (Qd � 1)�Nd (7.8)

où � représente l�indice spectral ou paramètre suprathermique. La densité Nd, la vitesse

�uide Vd, le potentiel électrostatique �, le temps T et la variable d�espace X sont normal-

isées, respectivement, par nd0, (ZdTe�d=md)
1=2, Te=e, ("0md=Z

2
de
2nd0)

1=2 et ("0Te=e2
n+0)
1=2.

Qd = �qd=Zde représente la variation de la charge du grain de poussière normalisée par

Zde. De plus, � = 1� �+ � ��, �+ = ne0=n+0, �� = n�0=n+0, �d = Zdnd0=
n+0, 
 =

�+ + 1=�+ + ��=��, 
d désigne l�indice adiabatique et !cd = 
d=!pd avec 
d = ZdeB0=md.

Notons que pour modéliser la distribution des vitesses des électrons suprathermiques, nous

avons utilisé la distribution des vitesses (dite distribution kappa) suivante

Fe(vx; vy; vz) =
ne0

�3=2�3the

�(�+ 1)

�3=2�(�� 1
2
)

�
1 +

v2e
��2the

� 2e�

�me�
2
the

��1��
(7.9)
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l�indice spectral � > 3=2 confère à la queue suprathermique de la distribution sa forme

principale. La quantité � représente la fonction gamma standard et �the est donnée par

�the =

�
�� 3=2
�=2

Te
me

�1=2
(7.10)

En intégrant la distribution (7.9) sur tout l�espace des vitesses, nous obtenons l�expression

de la densité des électrons suprathermiques suivante

ne(�) =

Z
Fe(v)d

3v = ne0

�
1� e�

me�
2
the

���+1=2
: (7.11)

7.2.1 Equation de la charge du grain de poussière

Le grain de poussière est assimilé à une sonde immergée dans un plasma (théorie standard de

la sonde électrostatique). Sa charge provient de la collecte des électrons et des ions présents

dans le plasma de base qui viennent alors se gre¤er sur la surface du grain. La charge du

grain de poussière est donnée par l�équation d�évolution suivante

dqd
dt
=

�
@

@t
+Vd � O

�
qd =

X
j=+;�;e

Ij (7.12)

Le processus de charge dépend de la section e¢ cace �dj (vj; qd) = �r2d
�
1� 2qj�d=mjv

2
j

�
où

�d = qd=4�"0rd = qd=C et C représente la capacité du grain. En supposant que les vitesses

de dérive des électrons et des ions sont plus petites que leurs vitesses thermiques respectives

et rd << �e;i, les courants de charge électronique et ionique peuvent être modélisés par leurs

analogues du cas non magnétisé. Les courants de charge électronique Ie et ioniques I�, I+

sont alors dé�nis par

Ij = qj

Z
Rj

Fj(vj)vj �
d
j (vj; qd) d

3vj (7.13)

où Rj est le domaine d�intégration sur l�espace des vitesses de la particule d�espèce j. Après

avoir e¤ectué les intégrales de l�équation (7.13), nous obtenons les expressions des courants

de charge ioniques suivantes

I+ = 4�e

Z 1

0

�d+(qd; v)F+(v)v
3dv

= �r2de

�
8T+
�m+

�1=2
n+0

�
1� Z(Qd � 1)

�+

�
exp

�
� �
�+

�
(7.14)

I� = �4�e
Z 1

vmin;�

�d�(qd; v)F�(v)v
3dv

= ��r2de
�
8T�
�m�

�1=2
n�0 exp

�
� + Z(Qd � 1)

��

�
; (7.15)
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Le courant de charge électronique suprathermiques est donné par [163], [130]

Ie = �4�e
Z 1

vmin;e

�e(qd; v)Fe(v)v
3
edve

= ��r2dene0
�
8Te
�me

�1=2(r
�� 3=2

�

�

�� 1
�(�+ 1)

�3=2�(�� 1=2)

�
�
1� Z(Qd � 1)

�� 3=2 � �

�� 3=2

�1��)
: (7.16)

Notons que les intégrales précédentes ont été e¤ectuées en coordonnées sphériques et que

vmin;e(�) =
p
�2eqd=me(�)rd représente la vitesse minimale que devra acquérir un électron

(ion négatif) pour pouvoir parvenir à la surface du grain et ainsi vaincre la barrière de

potentiel. F+;�(v) est la fonction de distribution des vitesses des ions positifs (+) ou négatifs

(�)

F+;�(v) = n+;�

�
m+;�

2�KBT+;�

�
exp

�
� m+;�v

2

2KBT+;�

�
: (7.17)

L�équation d�évolution de la charge du grain de poussière est alors donnée par

!ch
dQd
dT

=
�+�ch

(1 + �+ + 
�2 )

��
1� ZQd

Z + �+

�
exp

�
� �
�+

�
�A� exp

�
� + ZQd

��

�
� A+ exp(Z)

r
�� 3=2

�

�

�� 1
�(�+ 1)

�3=2�(�� 1=2)

�
1� Qd

�� 3=2 �
�

�� 3=2

�1��#
(7.18)

où

!ch = !pd=�ch et !pd =

s
Z2de

2nd0
"0md

�ch =
rdp
2�

!2p+
Vt+

�
(Z + �+)(1 + �+ + 
�2 )

Z�+�ch

�
�
"

�+
(1 + �+ + 
�2 )

A+

 
exp(Z)

r
�� 3=2

�

�

�� 1
�(�+ 1)

�3=2�(�� 1=2) � 1
!#

(7.19)

�ch =
(Z + �+)(1 + �+ + 
�2 )

Z�+(1 + Z + �+ + 
�1 )
(7.20)

!p+ =

s
4�e2n+0
m+

A� =
�� exp(�Z=��)
(Z + �+)

r
�+��
m�

A+ =
�+ exp(�Z)
(Z + �+)

r
�+m+

me

(7.21)
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�1 = (Z + �+)

�
�1 + A�

��
+ A+ exp(Z)f(�)

�
1� �Z

�� 3=2

��
(7.22)


�2 = ��+ +
A��+
��

+ A+�+ exp(Z)f(�)

�
1� �Z

�� 3=2

�
; (7.23)

et

f(�) =
�� 1p
(�� 3=2)5

�(�+ 1)

�(�� 1=2) : (7.24)

A l�équilibre électrostatique (Ie0 + I+0 + I�0 = 0), nous avons

1� A� � A+ exp(Z)

r
�� 3=2

�

�

�� 1
�(�+ 1)

�3=2�(�� 1=2)

�
1 +

(1� �) Z

�� 3=2 � Z2 � (1� �)

2(�� 3=2)2

�
= 0:

(7.25)

7.2.2 Analyse faiblement non linéaire

Pour étudier l�onde acoustique poussiéreuse faiblement non linéaire (d�amplitude petite mais

�nie), nous utilisons la technique de la perturbation réductive en introduisant les change-

ments de variable suivants [64] � = "(X � VphT ), � = "2T , où Vph est la vitesse de phase

normalisée de l�onde acoustique poussiéreuse linéaire et " un petit paramètre mesurant

la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion de l�onde. Les variables dynamiques sont

développées en séries de puissances de " autour de leur valeur d�équilibre

Nd = 1 + "N
(1)
d + "2N

(2)
d + ::: (7.26)

Vdx = V0 + "V
(1)
dx + "2V

(2)
dx + ::: (7.27)

Vdy = 0 + "3=2V
(1)
dy + "5=2V

(2)
dy + ::: (7.28)

Vdz = 0 + "V
(1)
dz + "2V

(2)
dz + ::: (7.29)

� = 0 + "�(1) + "2�(2) + ::: (7.30)

Qd = 0 + "Q
(1)
d + "2Q

(2)
d + ::: (7.31)

A l�ordre le plus petit en ", les équations (7.4)- (7.8) et (7.18) donnent les égalités suivantes

V
(1)
dx = �� N

(1)
d (7.32)

V
(1)
dz = �� tan � N

(1)
d (7.33)

V
(1)
dy = ��

2 sin � sec2 �

!cd

@N
(1)
d

@�
(7.34)

�(1) = ��d
�
�2 sec2 � � 
d�d

�d

�
N
(1)
d (7.35)
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Q
(1)
d = �d�ch

�
�2 sec2 � � 
d�d

�d

�
N
(1)
d (7.36)

où

� = Vph � V0 = cos �

 

d�d
�d

+
1

1 + �d�ch +
�+


(��3=2)

!1=2
: (7.37)

Aux ordres les plus élevés, nous obtenons les équations suivantes

@N
(1)
d

@�
+
@(N

(1)
d V

(1)
dx )

@�
= �@(�N

(2)
d + V

(2)
dx )

@�
(7.38)

@V
(1)
dx

@�
+ V

(1)
dx

@V
(1)
dx

@�
= � 1

�d

 
Q
(1)
d

@�(1)

@�
+ 
d(
d � 2)�dN

(1)
d

@N
(1)
d

@�

!

��@V
(2)
dx

@�
+ !cd(Q

(1)
d V

(1)
dy � V

(2)
dy ) sin �

+
1

�d

@(�(2) � 
d�dN
(2)
d )

@�
(7.39)

�
@V

(1)
dy

@�
+ !cdQ

(1)
d (V

(1)
dx sin � � V

(1)
dz cos �) = !cd(V

(2)
dx sin � � V

(2)
dz cos �) (7.40)

@V
(1)
dz

@�
+ V

(1)
dx

@V
(1)
dz

@�
= ��@V

(2)
dz

@�
� !cd(Q

(1)
d V

(1)
dy � V

(2)
dy ) cos � (7.41)

�(2) +
1

2


�
�+ +

��
�2�

� 1

�2+
+

�+
�� 3=2

�
�(1)

2 � �d(Q
(2)
d �N

(2)
d +Q

(1)
d N

(1)
d ) = 0 (7.42)

!ch�
@Q

(1)
d

@�
+ �ch�

(2) +Q
(2)
d � �+�ch

2 (1 + �+ + 
�2 )

h
Z2(1 +B�)Q

(1)2

d

�
1� �2+(1 +B�)

�2+
�(1)

2 � 2Z(1� �+(Z + �+)(1 +B�))

�+(Z + �+)
Q
(1)
d �

(1)

�
= 0 (7.43)

où

B� = 1�
A�
��

� �(1� �)

(�� 3=2)2A+ exp(Z)f(�) (7.44)

A partir des équations (7.32)- (7.37) et en utilisant les équations (7.38)- (7.43), nous étab-

lissons l�équation de Korteweg- de Vries Burger (KdVB) suivante

@N
(1)
d

@�
� �N

(1)
d

@N
(1)
d

@�
� �

@3N
(1)
d

@�3
= �ch

@2N
(1)
d

@�2
(7.45)
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Les coe¢ cients de non linéarité �, de dispersion � ainsi que le terme de Burger (de dissipa-

tion) �ch sont donnés, respectivement, par

� =
cos2 �

2�

(

d�d
�d

(
d + 1) +

3+�d�ch
1+�d�ch

1 + �d�ch +
�+


(��3=2)

+
1�

1 + �d�ch +
�+


(��3=2)

�2
"

�d
1+�d�ch

(�+ + ��=�
2
� � 1=�2+ + �+=(�� 3=2))� 
�d�ch




+
�+�

2
d�chC

(1 + �d�ch)(1 + �+ + 
�2 )

��
(7.46)

� =
sin2 � cos �

2!2cd

 

d�d
�d

+
1

1 + �d�ch +
�+


(��3=2)

!3=2
(7.47)

�ch =
!ch�d cos

2(�)

2(1 + �d�ch)
�
1 + �d�ch +

�+

(��3=2)

� (7.48)

où

C = (1 +B�)(Z�ch � 1)2 +
2Z�ch

�+(Z + �+)
� 1

�2+
: (7.49)

L�expression de � indique que le coe¢ cient de la non linéarité est proportionnel à l�e¤et

introduit par le champ magnétique. Le terme dispersif � est inversement proportionnel à

l�amplitude de ce dernier. Le terme dissipatif n�est du qu�au phénomène de la �uctuation

de la charge du grain de poussière. Dans le cas d�une propagation parallèle au champ

magnétique (� = 0�), le terme dispersif � s�annule et la dynamique non linéaire de l�onde

acoustique poussiéreuse est alors gouvernée par l�équation, dite de Burger, suivante

@N
(1)
d

@�
� �N

(1)
d

@N
(1)
d

@�
= �ch

@2N
(1)
d

@�2
(7.50)

Le terme dissipatif �ch qui est proportionnel à !ch = !pd=�ch (où !pd et �ch représentent,

respectivement, la fréquence plasma du grain et la fréquence du phénomène de charge)

s�annule dans le cas où � = 1 � �+ � �� = Zdnd0=n+0 = 0 (absence de la �uctuation

de la charge du grain). Par conséquent, le terme de Burger peut être responsable de la

génération d�une onde de choc. Le terme de Burger est aussi proportionnel à la direction

du champ magnétique à travers le terme cos2 �. Il est intéressant de noter que pour une

variation adiabatique de la charge du grain [164], [11], [165] !ch � 0 (pour un plasma

poussiéreux typique de laboratoire, la fréquence d�oscillation !pd � 102s�1 et la fréquence

de charge �ch � 108s�1 [6], nous avons !ch � 10�6 � 0), le phénomène de la �uctuation de
la charge ne joue aucun rôle dissipatif. Dans ce cas, le terme de Burger �ch s�annule et la
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dynamique non linéaire de l�onde acoustique poussiéreuse est gouvernée par une équation

de type Kortewege- de Vries (K- dV) qui n�admet pour solution, qu�une onde solitaire.

7.2.3 Solution en onde de choc

Il est bien connu que l�équation KdV- Burger décrit l�évolution du pro�l d�une onde de choc.

Le critère de formation de cette onde de choc est que le coe¢ cient du terme de Burger �ch
doit être positif (�ch > 0), sinon il ne serait pas possible d�obtenir une solution stable. Une

solution particulière de l�équation (7.45) est donnée par [166]

N
(1)
d (�; �) = �

3�2ch
25��

�
1 + tanh

�ch
10�

�
6�2ch
25�

� � �

��2
: (7.51)

Dans le cas d�une propagation parallèle (� = 0�) et en procédant au changement de variable

suivant

� = Vf� + � (7.52)

l�équation de Burger (7.50) admet comme solution analytique

N
(1)
d (�; �) = N

�
1 + tanh(

�

Lw
)

�
(7.53)

Celle ci est sujette aux conditions aux limites suivantes N (1)
d , dN

(1)
d =d� ! 0 quand � ! �1,

et représente une onde de choc à pro�l monotone d�amplitude N = Vf=�, de largeur Lw =

2�ch=Vf et de vitesse Vf . Pour une variation de charge nulle (�ch = 0), cas de dissipation

nulle, l�équation (7.45) devient équation de Korteweg- de Vries

@N
(1)
d

@�
� �N

(1)
d

@N
(1)
d

@�
� �

@3N
(1)
d

@�3
= 0 (7.54)

et admet comme solution solitaire

N
(1)
d (�; �) = N sech2(�=�) (7.55)

où N = 3Vf=� et � =
p
4�=Vf représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur du

soliton. Par ailleurs et moyennant le changement de variable suivant � = Vf� +�, l�équation

(7.45) peut être réécrite sous la forme

d2 

d�2
=

�
Vf
�

�
 �

�
�

2�

�
 2 �

�
�ch
�

�
d 

d�
(7.56)

où la nouvelle variable  = N
(1)
d a été utilisée pour des raisons évidentes d�écriture. Cette

dernière équation (7.56), par analogie, décrit l�équation d�un oscillateur anharmonique où
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 joue le rôle de la coordonnée généralisée et � celui du temps. Dans le plan ( , d =d�),

celle ci admet deux points singuliers, à savoir, (0,0) et (2Vf=�,0). Notons qu�en l�absence

de dissipation (�ch = 0) et pour les conditions aux limites suivantes  (� = �1) = d =d�

(� = �1) = 0, la solution est à pro�l solitaire pour V0 = 0. En présence d�une vitesse

V0 6= 0, les conditions aux limites donnent naissance à des ondes périodiques autres que les
solutions en onde solitaire. Nous dé�nissons les quantités suivantes

Va = Vph � (V0 � "Vf ) = � + "Vf (7.57)

où Va est la vitesse de l�onde acoustique poussiéreuse. Le nombre de mach est alors dé�ni

par

M =
Va
�
: (7.58)

7.3 Résultats numériques et discussion

Horanyi et Mendis [167]- [168] ont calculé les trajectoires des grains de poussière de taille

micrométrique et sub-micrométrique susceptibles d�être libérés par les noyaux cométaires.

Ils ont alors montré que les forces électromagnétiques associées au mouvement des grains

jouent un rôle crucial dans la dynamique de ces derniers. Di¤érentes observations spatiales

(Giotto, Vega 1 et Vega 2) ont révélé que la comète de Halley contient des électrons, des

grains de poussière sous forme de glace et des ions positifs et négatifs tels que (H+, H�), (O+,

O�), (Si+, Si�), (OH+, OH�)... etc [169]. Pour les besoins de notre investigation numérique,

nous considérons des grains de poussière de densité volumique � = 9 � 102 kg�m�3 immergés

dans un plasma (H+, H�). Les paramètres physiques inhérents à la comète de Halley (à

environ 104 km du noyau) sont [169]- [173] n+0 � 2 � 108 m�3, nd0 � 1 m�3, T e � 100 eV,
m+ = m� � 1:6726 � 10�27 kg, B0 � 7:5 � 10�3 Tesla, rd � 5 �m et 
d � 5=3. Rappelons

qu�à partir de l�équation d�équilibre des courants (Ie0 + I+0 + I�0 = 0) et la condition de

quasi-neutralité de la charge, il est possible de déduire le rapport de la densités des ions

négatifs sur celle des ions positifs �� = n�0=n+0, en fonction du paramètre adimensionnel

Z. Nous obtenons

�� =
(1��)f(�)

�
1 + Z

��3=2

�1��
� (Z + �+)

q
me

�+m+

f(�)
�
1 + Z

��3=2

�1��
� exp(�Z=��)

q
��me

m�

, � = ZP (7.59)

avec P = 4�rdnd0("0Te=n+0e
2). La �gure 50 représente les variations du terme dissipatif

�ch en fonction du rapport de densités �� pour di¤érentes valeurs du paramètre suprather-

mique �. On peut voir (pour �� = 0:8) qu�à mesure que les électrons s�écartent de leur
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équilibre thermodynamique (la valeur de �! 3=2), les valeurs du coe¢ cient de Burger �ch
diminuent et deviennent moins importantes. Par conséquent, la supra-thermalité électron-

ique contribue à rendre moins e¤ective la dissipation anormale causée par la �uctuation de

la charge électrique des grains de poussière. Le cas �� = 0:01 donne qualitativement les

mêmes résultats mais avec un net décalage des valeurs de �ch vers des valeurs plus petites.

L�équation (7.56) est alors intégrée numériquement en tant que problème aux valeurs ini-

tiales (par souci de simplicité et du fait que seules les variations de la solution à l�intérieur

du domaine d�intégration nous intéressent), avec les conditions  = 0 et d =d� = �10�8

en � = 0 . Des grains de poussière de densité 9 � 102 Kg.m�3 sont supposés immergés dans

un plasma d�Hydrogène. Les paramètres physiques utilisés sont ceux inhérents à la comète

de Halley et d�autres paramètres physiques sont donnés par Z = 2:5, �� = �+ = 0:8,

Vt+(Vt�) � 9:8 � 104 m.s�1, � = 2� et �e � 3:2 � 10�3 m: Les valeurs des rapports rd=�e
et rd=�+ sont donnés, respectivement, par 1:6 � 10�3 << 1 et 3:6 � 10�5 << 1 justi�ant

l�utilisation des courants de charge relatifs au cas d�un plasma non magnétisé. Nos résultats

indiquent que des ondes de chocs compressives peuvent se développer dans notre modèle

de plasma. Ceci signi�e que la variation de la charge du grain de poussière peut jouer le

rôle d�un mécanisme de dissipation alternative qui donne naissance à une onde de choc non

collisionnelle. L�in�uence de la supra-thermalité des électrons sur le front de l�onde de choc

est montrée dans la �gure 51. Pour une propagation oblique (� = 2�) nous avons tracé

 = N
(1)
d pour di¤érentes valeurs de l�indice spectral � = 1:7 (!pd=�ch = 1:643; trait plein),

1:9 (!pd=�ch = 1:640, tirets), 2:2 (!pd=�ch = 1:638, pointillés). Notons l�e¤et de séparation de

la charge qui se manifeste par l�apparition de quelques oscillations dans le pro�l de l�onde de

choc. Cet e¤et diminue à mesure que la valeur de l�indice spectral � augmente. Autrement

dit, une augmentation du paramètre suprathermique � (une tendance vers l�équilibre ther-

modynamique) donne lieu à une réduction du nombre d�oscillations et le pro�l de l�onde

tend à devenir monotone (cas d�une dissipation anormale dominante). Par conséquent, le

caractère suprathermique du plasma agit de telle manière à limiter ou inhiber la dissipation

anormale du plasma générée par le processus de charge du grain de poussière. Ce résul-

tat con�rme d�ailleurs ceux obtenus précédemment (voir Fig. 50 ainsi que la discussion

associée). Dans le cas d�une propagation parallèle (� = 0� ! � = 0), la �gure 52 montre

qu�une augmentation de l�indice suprathermique s�accompagne d�une légère diminution de

l�amplitude du front de l�onde de choc. Nous avons alors tenté de voir dans quelle mesure

le champ magnétique peut-il a¤ecter nos structures non linéaires dissipatives. Pour cela, en

maintenant constante la valeur de l�indice spectral à � = 1:6, l�e¤et d�obliquité (�gure 53)
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et du module (�gure 54) du champ magnétique sur le pro�l de l�onde de choc a été examiné.

Nos résultats révèlent qu�une augmentation de � ou une diminution de B0 (via !cd) peut

rendre la structure de choc plus dispersive.
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Figure 50: Coe¢ cient de Burger (ou de dissipation) en fonction du rapport de densités

�� pour di¤érentes valeurs de l�indice spectral � = 1:7; 1:9 et 2:2:
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Figure 51: Onde de choc non collisionnelle pour di¤érentes valeurs de l�indice

supra-thermique � = 1:7 (!ch = 1:643; Vf = 0:43); 1:9 (!ch = 1:640; Vf = 0:46); 2:2

(!ch = 1:638; Vf = 0:48), avec Z = 2:5; �� = 0:8 et � = 2�:
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Figure 52: Onde de choc à pro�l monotone pour di¤érentes valeurs de l�indice spectral

� = 1:6; 1:7 et 2, avec Z = 2:49 et �� = 0:8:
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Figure 53: Pro�l spatial de l�onde de choc oscillatoire pour di¤érentes valeurs de l�angle

de propagation � = 2�, 10� et 20�, avec Z = 2:5; �� = 0:8; !cd = 0:34 et � = 1:6.
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Figure 54: Pro�l spatial de l�onde de choc oscillatoire pour deux valeurs di¤érentes de

!cd (� B0) = 0:2 et 0:34, avec Z = 2:5; �� = 0:8; � = 10� et � = 1:6.
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Conclusion

Le travail présenté dans cette thèse a porté essentiellement sur l�étude de certaines

oscillations non linéaires et localisées dans un plasma non Maxwellien (à deux composantes

ou complexe à charge variable) dans le contexte de la statistique non extensive de Tsallis.

Pour cela, nous avons utilisé les équations de base du modèle �uide, fait appel à quelques

résultats de la théorie cinétique et adopté des approches analytiques et numériques.

Le premier chapitre a été consacré à quelques notions de base que nous avons jugées

nécessaires d�introduire et de dé�nir.

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié l�in�uence de la non extensivité électron-

ique sur l�onde acoustique poussiéreuse dans un plasma complexe à charge variable. En

faisant appel à la théorie de la sonde électrostatique, les courants de charge ont été calculés

de manière self-consistante. Nos résultats ont alors révélé que la �uctuation de la charge

rend la structure solitaire très pointue. Dans le cas d�une variation de charge adiabatique,

les e¤ets non extensifs a¤ectent de manière signi�cative le pro�l de l�onde acoustique pous-

siéreuse à charge variable. La charge du grain de poussière Qd adopte le même pro�l localisé

et reste négative. Cette dernière (la charge négative nette portée par la surface du grain de

poussière) diminue à mesure que le paramètre q augmente. Pa conséquent, nous pouvons

conclure que la surface du grain collecte plus d�ions positifs ou moins d�électrons négatifs, à

mesure que q augmente. Les grains de poussière sont hautement localisés. Cette localisation

(accumulation) causée par un équilibre des forces électrostatiques agissant sur les grains, est

plus importante pour des valeurs élevées du paramètre q. Dans le cas !pd=�ch 6= 0 (variation
non adiabatique de la charge), nos résultats ont montré que sous certaines conditions, la

variation de la charge du grain induit un amortissement non linéaire de l�onde, qui donne

lieu au développement d�une onde de choc acoustique poussiéreuse non collisionnelle. Une
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transition de l�onde de choc oscillatoire vers une onde de choc monotone est observée pour

une diminution du paramètre q.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié l�amortissement de l�onde acoustique ion-

ique poussiéreuse dans un plasma complexe non extensif où les grains de poussière exhibent

des variations de charge self- consistantes. La méthode des perturbations réductives, util-

isée dans le cas des faibles amplitudes, a été exploitée. Nos résultats ont montré l�existence

de solitons de compression et de raréfaction. Pour des valeurs du paramètre non extensif

q > 1 (q < 1), la structure solitaire se rétrécit (s�élargit) à mesure que la non extensivité

augmente.

Au cours du quatrième chapitre, nous avons étendu notre étude aux propriétés non

linéaires des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses dans un plasma contenant des élec-

trons et des positrons non extensifs. Nous avons constaté l�existence d�ondes solitaires

et/ou de double-couches de natures compressive et raréfactive. La concentration des grains

de poussière, la concentration des positrons et le rapport des températures jouent un rôle

important dans la polarité des pulses solitaires localisés. Nous avons alors constaté qu�à

cause de la non extensivité des particules (électrons et positrons), notre modèle de plasma

admet des solitons et des double-couches de compression et de raréfaction.

Dans le cinquième chapitre nous avons étudié les ondes acoustiques ioniques non planes

(cylindriques et sphériques) dans un plasma contenant des paires (électron- positron) dans le

contexte du formalisme non extensif. Nous avons constaté que pour de grandes valeurs de � ,

le terme additionnel (�=2�)�, du aux e¤ets de la géométrie non plane, n�est plus dominant.

A mesure que le paramètre non extensif q augmente, l�amplitude des structures solitaires

cylindrique ou sphérique (pour des solitons de Gardner positifs ou négatifs) diminue. Le

rapport de températures a¤ecte l�amplitude de l�onde acoustique ionique compressive dans

les deux géométries (cylindrique et sphérique). Le pro�l du potentiel de l�onde acoustique

ionique (de compression ou de raréfaction) dans la géométrie sphérique est plus sensible aux

e¤ets non extensifs que son analogue dans la géométrie cylindrique.

Dans le sixième chapitre nous avons abordé le problème des ondes scélérates dans un

plasma composé d�ions �uides et d�électrons non extensifs. Nous avons, par la suite, étendu

cette étude à un plasma magnétisé. Dans la première partie de ce chapitre, l�équation de

type Korteweg- de Vries (K-dV) a été établie puis transformée en une équation non linéaire

de Schrödinger (NLS). La solution de cette dernière prédit la concentration de l�énergie

de l�onde acoustique ionique dans une petite région de l�espace. Nos résultats ont montré

que cette solution est une onde scélérate, et que pour q < 0, l�amplitude de cette onde
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augmente fortement avec une augmentation du paramètre non extensif q, tandis que sa

largeur diminue. Cette tendance est inversée dans le cas q > 0. Les ondes scélérates peu-

vent s�amortir au voisinage de q = 1, c�est à dire, quand les électrons évoluent vers leur

équilibre thermodynamique. Par ailleurs, la largeur des ondes scélérates est plus a¤ectée

dans le cas de la non extensivité négative (q < 0) que dans le cas de la non extensivité

positive (0 < q < 1). Par conséquent, les e¤ets non extensifs sont beaucoup plus percep-

tibles pour les valeurs négatives du paramètre non extensif q. Dans la deuxième partie

de ce chapitre, nous avons étudié les ondes acoustiques ioniques scélérates dans un plasma

magnétisé composé d�ions �uides et d�électrons non extensifs. L�équation NLS a été établie

(avec une méthode di¤érente de celle utilisée dans la première partie). Cette dernière admet

des ondes scélérates en guise de solution. Nos résultats ont montré que la non extensivité

des électrons a¤ecte de manière signi�cative le pro�l de ces solutions, et que ces dernières

peuvent s�atténuer lorsque les électrons évoluent loin de leur équilibre thermodynamique

(pour q > 1). Les régions d�existence de ces ondes scélérates (ou régions d�instabilité des

solutions correspondant aux régions où le produit des coe¢ cients non linéaire et dispersif

PQ est positif) ont été identi�ées en fonction des di¤érents paramètres du plasma. Nos ré-

sultats ont montré que ces régions sont a¤ectées par le paramètre non extensif q, le rapport

des températures � et l�amplitude B0 du champ magnétique.

Au cours du septième et dernier chapitre, nous avons mené une étude sur l�onde acous-

tique poussiéreuse dans un plasma électronégatif et magnétisé en présence d�électrons suprather-

miques. Les paramètres du plasma de la Comète de Halley ont été utilisés. Nos résultats

ont alors montré qu�à mesure que les électrons s�écartent de leur équilibre thermodynamique

(la valeur de �! 3=2), les valeurs du coe¢ cient de Burger diminuent et deviennent moins

importantes. Par conséquent, la suprathermalité électronique contribue à rendre moins ef-

fective la dissipation anormale causée par la �uctuation de la charge électrique des grains de

poussière. De plus, une augmentation du paramètre suprathermique � (une tendance vers

l�équilibre thermodynamique) donne lieu à une réduction du nombre d�oscillations de l�onde

de choc et son pro�l tend à devenir monotone (cas de dissipation anormal dominante). Par

conséquent, le caractère suprathermique du plasma agit de telle manière à limiter ou inhiber

la dissipation anormale du plasma générée par le processus de charge du grain de poussière.

Nous estimons atteints les objectifs qu�on s�est �xés au début de ce travail de recherche.

Les perspectives de la présente thèse sont nombreuses. Nous nous proposons à l�avenir de

tenir compte du poids du grain de poussière, d�étendre notre étude aux cas d�un plasma
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quantique, relativiste et collisionnel et de prendre en compte les autre processus de charge

du grain de poussière.
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