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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties dans lesquelles nous abordons deux thémes différents
sur des phénomenes de propagations d’ondes en domaine non borné.

Dans la premiére partie, nous considérons un probléme de diffraction d’ondes en régime
harmonique par un obstacle revétu d’une ou éventuellement plusieurs couches minces con-
trastées. Nous écrivons et nous justifions des conditions aux limites approchées ou condi-
tions d’impédance généralisée (GIBC) qui modélisent l'effet de ces couches minces sur le
champ diffracté, quand I’épaisseur tend vers zéro. En se basant sur ’analyse asymptotique
a deux échelles et sur un principe de superposition simple, nous déduisons les coefficients
homogénéisés pour les couches minces périodiques par rapport a la direction tangentielle,
lorsque la période et I'épaisseur sont du méme ordre. Nous utilisons ensuite cette technique
pour traiter une rugosité périodique comme une couche mince périodique, et nous obtenons
des résultats d’homogénéisation avec des estimations d’erreurs optimales. Nous nous sommes
concentrés sur le cas de la condition aux limites de Neumann qui présente souvent plus de dif-
ficultés par rapport a la condition aux limites de Dirichlet. Nous renvoyons le lecteur intéressé
par les développements récents sur les GIBC a la référence [19].

Dans la deuxiéme partie, nous construisons et analysons un nouveau modele de couches
absorbantes parfaitement adaptées (PML) au systéme linéarisé d’eau peu profonde (shal-
low water) avec force de Coriolis et en écoulement oblique. La construction est basée sur
une formulation second ordre qui permet de découpler les ondes d’inertie-gravité des ondes
géostrophiques. Par leur nature, les ondes de gravité sont les seules qui peuvent se diffracter
en présence d’obstacles. D’ot, le nouveau modele PML consiste & absorber uniquement ce
type d’ondes, afin de laisser le systéme atteindre son état d’équilibre naturel qui est I’équilibre
géostrophique. Cette stratégie a été utilisée par Nataf [21] dans le cas des équations d’Euler
linéarisées, en se basant sur la factorisation de Smith. De cette maniére, nous renforcons la
stabilité des PML dans le cas d’un écoulement oblique, ot tous les modéles de PML classiques
conduisaient a des instabilités spectaculaires en absorbant ce qui ne doit pas étre absorbé.
Des résultats numériques confirment la performance de notre modeéle et attestent la stabilité
"numérique" de la solution en temps long.

Les deux parties traitent des problémes différents et peuvent étre lues indépendamment.
Cependant, notre motivation pour ces problémes est commune et nous a menés au-dela de ces
préoccupations particulieres. Actuellement, nous pouvons considérer que les conditions aux
limites absorbantes (CLA) sont des conditions d’impédance généralisée (GIBC), lorsqu’on les
associe & des PML minces avec un parameétre d’absorption infini (inversement proportionnel
a D’épaisseur de la PML). On peut noter aussi que le systéme d’eau peu profonde est un
exemple de GIBC associé a une couche mince, et dont la dérivation est basée sur ’analyse
asymptotique (cf. [25]). C’est un autre aspect de notre travail qui fait le lien entre les deux
thémes, apparemment tres différents.
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Partie 1

Les couches minces



Chapitre 1

Introduction

Nous cherchons a approcher le champ acoustique ou électromagnétique diffracté par un obsta-
cle recouvert d’'une ou éventuellement plusieurs couches minces contrastées non absorbantes.
Une couche mince est une fine pellicule d’'un matériau déposée sur un autre matériau. Dans
le monde de l'industrie, on trouve une large variété de matériaux qui sont recouverts ou con-
nectés par des couches minces. Par exemple, dans le domaine de 1’engineering : composants
électroniques, antennes diélectriques, peintures radar absorbantes, auto-focalisation laser, etc.,
les recouvrements ou les jonctions ont une dimension petite qui caractérise soit une propriété
physique ou géométrique du matériau. Lorsque cette dimension est suffisamment large com-
parée a la longueur d’onde du champ incident, le probléme de diffraction peut étre résolu par
les méthodes directes telles que les méthodes volumiques ou encore les méthodes surfaciques
(cf. [40], [12], [15]). En pratique, ces approches présentent des inconvénients majeurs (ver-
rouillage et instabilités numériques, cf. [43], [11], [12]), lorsque I’épaisseur devient trop petite
devant la longueur d’onde et en particulier lorsque la couche mince est hétérogene (épaisseur
variable, contraste variable le long de la direction tangentielle, surface rugueuse, etc.). La
méthode des conditions aux limites approchées permet d’accélérer ou de rendre possible les
calculs numériques du champ a l'extérieur de la couche mince. Elle consiste a remplacer
effet de cette derniére par une condition d’impédance généralisée (GIBC : acronyme anglais
de Generalized Impedance Boundary Condition) qui est bien connue par son efficacité a traiter
les situations compliquées telles que : les couches minces hétérogenes (cf. [1], [3], [4], [5], [6],
[31], [53], [24]), les surfaces rugueuses ([42], [48]), les obstacles non parfaitement conducteurs
(cf. [9], [10]), cavités (cf. [54], [55]), les conditions de radiation d’ordre élévé (cf. [14]), les
conditions aux limites non réfléchissantes (cf. [33]), les conditions de transmission dans une
méthode de décomposition de domaine (cf. [30]). Le terme "généralisée" veut dire que ces
conditions sont exprimées a ’aide d’opérateurs ou d’inverses d’opérateurs différentiels. L’idée
a été introduite dans les années quarante par Shukin-Léontovitch [37], pour étudier la diffrac-
tion par des objets diélectriques a fort indice et a perte. Depuis, en se basant sur I'analyse
asymptotique pour la dérivation et la justification rigoureuse des GIBC, un cadre théorique
complet pour les couches minces a été développé par Bendali, Lemrabet, Joly, Haddar et
leurs co-auteurs (cf. [16], [17], [18], [31], [34]). Une sélection de travaux récents sur I'analyse
asymptotique pour les problémes de propagation d’ondes peut étre trouvée dans [26]. Nous
citons aussi les travaux récents de Bendali et Lemrabet [19] sur le systéme complet de Maxwell
tridimensionnel, présentés dans la conférence internationale WAVES’2009 et qui sont basés



sur les approches de type approximation de Padé, pour obtenir des GIBC d’ordre élevé sta-
bles et robustes. Dans ce contexte, notre travail consiste a écrire et justifier en 2D des GIBC
jusqu’a l'ordre 2 pour les couches minces hétérogénes en régime harmonique. Trois types
d’hétérogénéités sont considérés : le cas général d’une épaisseur variable dont les variations
sont supposées lentes comparées a I’épaisseur moyenne de la couche mince, le cas d’une couche
mince périodique par rapport a la direction tangentielle et dont la période et 1’épaisseur ten-
dent vers zéro a la méme vitesse, et finalement le cas d’une surface rugueuse dont la rugosité
est supposée périodique par rapport a la direction tangentielle. Notre approche est basée sur
l’analyse asymptotique multi-échelles pour 'écriture des GIBC (cf. [4], [20], [24], [39], [42],
[53]). A cause du caractére non coércif des formulations variationnelles, les développements
asymptotiques sont justifiés a ’aide de 'argument de stabilité de Bendali-Lemrabet [16] dont
la démonstration est basée sur la régularité de la solution d’un probléme aux limites elliptique
associé, soulignant le fait que les hypothéses de régularité imposées sur 1’obstacle constituent
une part essentielle du cadre mathématique du probléme. Le plan de cette premiére partie de
la these est organisé comme suit :

Dans ce chapitre, nous présentons une description générale du probléme physique, y com-
pris les motivations du probléme de diffraction par des couches minces et aussi le cadre
mathématique retenu pour ’analyse et la construction des GIBC. Dans le deuxiéme chapitre,
nous discutons quelques méthodes de résolutions du probléme, en ne citant qu'un nombre
réduit de références et de travaux liés au sujet. Nous introduisons la notion de condition
d’impédance généralisée qui, comme la notion des conditions aux limites absorbantes, releve
de la méme problématique de 'approximation de 'opérateur de Steklov-Poincaré. Ces deux
notions nous permettent alors d’obtenir une formulation en domaine borné et de se placer
dans les bonnes conditions d’utilisation des arguments de compacité dans ’alternative de
Fredholm. Dans le troisiéme chapitre, nous appliquons le formalisme de Bendali-Lemrabet
[16] au cas d’une couche mince non uniforme et non homogeéne, en montrant les différentes
étapes de analyse asymptotique classique (& une échelle) pour obtenir les GIBC, ainsi que les
estimations de convergence optimales. Dans le quatriéme chapitre, nous écrivons et justifions
des GIBC pour les couches minces périodiques, lorsque la taille de la période et du méme ordre
que I’épaisseur, en se basant sur un principe de superposition simple qui permet de séparer
les variables rapides. Nous soulignons alors 'insuffisance de I’analyse asymptotique classique
devant ’analyse a double échelle, pour obtenir les coefficients homogénéisés ainsi que les esti-
mations de convergence optimales. Dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous proposons une
approche qui permet de traiter les surfaces rugueuses comme des couches minces périodiques.
Pour faire de ’analyse asymptotique & deux échelles, nous reprenons alors la justification de
Pargument de stabilité de Bendali-Lemrabet [16] en tenant compte d’un nouveau terme qui
apparait dans la dérivée covariante. Nous écrivons et justifions des GIBC pour le probléme
de Neumann qui présente souvent plus de difficultés par rapport au probléme de Dirichlet.

1.1 Description géométrique

Soit 0 un petit parametre positif décrivant I’épaisseur de la couche mince et destiné & tendre
vers zéro. Un obstacle métallique occupe le domaine €y de R? de frontiére I's, supposée étre
une variété compacte de classe C°°. On notera {25 o, le domaine extérieur défini par la réunion
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Figure 1.1: Diffraction d’un obstacle parfaitement conducteur recouvert d’une couche mince
diélectrique

de la couche mince constituée d’un diélectrique d’épaisseur
Qf = {2z eR*— Qg : d(z,Ts) < 6}

et du milieu infini de propagation
O = {2 € R? — Oy : d(2,T5) > 6}

ou d(x,T's) représente la distance du point = au bord T's. La frontiére séparant QF et Qo est
notée I', et on a

F={zeR—Qy:d(z,Ts)=6}.

La courbe I' est parallele a I's comme l'indique la figure 1.1. On convient de noter n la
normale unitaire & une courbe donnée orientée toujours vers ’obstacle 2.

1.2 Description physique

On se limite & des modeles bidimensionnels linéaires en régime harmonique. Dans le milieu
de propagation (2., une onde harmonique est caractérisée par sa pulsation w qui traduit sa
dépendance sinusoidale en fonction du temps au travers du facteur multiplicatif e =™, facteur
que 'on supprime par linéarité dans les équations. On rappelle que la vitesse de propagation
¢ d’une onde électromagnétique dans le vide est donnée par la relation

1
VEolo

CcC =



ou g et pu, sont des constantes représentant la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique de ’air. La longueur d’onde

\_ 2
w

est une grandeur caractéristique des dimensions des objets diffractants en fonction de la
fréquence considérée. Le nombre d’onde est I’analogue d’une fréquence spatiale et est associé
a l'inverse de A par la relation

2T
P 1.1
- (11)
Enfin 'impédance du vide est définie par
ZO = @
€0

Les deux constantes caractéristiques de la couche mince € et p sont définies relativement a
celles du milieu de propagation. Le milieu diélectrique est supposé homogéne et isotrope. On
peut caractériser de fagon équivalente ses propriétés a ’aide de son impédance

m

Z=4/=
€

et de son indice de réfraction

n = /el

Pour un milieu sans contraste avec le domaine de propagation, on an =1 et Z = 1.

1.3 Description mathématique d’un modéle 2d

Une onde électromagnétique est décrite par un champ électrique E et un champ magnétique
H en tout point de I’espace. Si v est le vecteur unitaire donnant le sens de propagation alors
le vecteur d’onde k est défini par

k =kv

o k est défini par (1.1). On se raméne & un probléme bidimensionnel en supposant que les
ondes sont polarisées. Supposons que I'axe d’invariance est ’axe Oz et le plan de propagation
contenant le vecteur d’onde k est le plan (Ox,0y). Alors, la polarisation est dite transverse
électrique (TF) si le champ électrique E appartient au plan de propagation et par conséquent
le champ magnétique H est colinéaire a ’axe d’invariance. Si par contre E est perpendiculaire
au plan de propagation alors la polarisation est dite transverse magnétique (7'M) et le champ
magnétique est dans le plan (Ox,QOy).

En régime harmonique, une onde incidente (E;,.,H,,.) est solution des équations de

Maxwell dans un voisinage de l'obstacle. Un exemple simple peut étre donné par une onde
plane qui est décrite en dimension deux par son angle d’incidence # et le nombre d’onde k par

uznc(x, y) _ e—z(kar cos 0+ky sin 0) e—zkx



ol k est le vecteur d’onde et x le vecteur position.
L’onde totale (E, H) est une superposition de 1'onde incidente (E;,.,H,,.) et de 'onde

wmec
diffractée (Edi £ Haiy f) par l'obstacle, et vérifie en outre les équations de Maxwell en régime

harmonique

rot E—ikZyH = 0 (1.2a)
rot H+ikZy' E = 0 (1.2b)

dans le milieu de propagation )., et

rot E—iknZyZ H = 0 (1.3a)
rot H+iknZ,'Z ' E = 0 (1.3b)

dans la couche mince diélectrique Q.
Si la polarisation est choisie (TF), alors on a

E, 0
E: Ey H: O
0 U

Par conséquent, les équations de Maxwell-Faraday (1.2a) et (1.3a) deviennent scalaires dans
chacun des deux milieux

rot E—ikZyu = 0 dans Qy (1.4a)
rot B —iknZoZ v = 0 dans Qf (1.4b)

ou rot E = 0,E — 0,E, alors que celles de Maxwell-Ampere (1.2b) et (1.3b) demeurent vec-
torielles dans chacun des deux milieux

rot u+1kZy E = 0 dans (1.5a)
rot u+iknZy'Z'E = 0 dans Qf (1.5b)

ou le rotationnel vecteur d’une fonction scalaire v(x,y) est par définition

_ Oyv
rot v = [ _0v }

Aux équations (1.4a) et (1.5b), s’ajoutent les conditions aux limites suivantes :
e Une condition de conducteur parfait est imposée sur la surface métallique I's

EAn=0 (1.6)

e Une condition de transmission a la traversée de la frontiére I' impose le raccord des
composantes tangentielles du champ électromagnétique

[EAn), = .
HAnl, = 0 (1.8)



ou le crochet [v]. désigne le saut de la trace d'une distribution v & travers I'interface I

(V] = UlJIC — U

et la notation v™ (respectivement v~) désigne la restriction de v & Qf (respectivement
Qoo)-

e Une condition de radiation & 'infini de type Sommerfeld vérifiée par E—E;,,. et H—H;,,.
et qui, en dimension deux, s’écrit sous la forme

lim 72 (9,0 — ikv) = 0 (1.9)

r—00

uniformément par rapport a la direction radiale r ou r = |x| est le module du vecteur
position x de I'espace. Cette condition (comme plusieurs autres conditions de radiation)
est équivalente a celle de Silver-Miiller en 2D.

Il est classique d’éliminer le champ qui est vectoriel en dimension deux et d’obtenir sim-
plement 1’équation d’Helmholtz scalaire pour I'inconnue v dans chacun des deux milieux :

Au+Kk*u = 0 dans Q (1.10a)
Au+ k*n*u = 0 dans Qf (1.10b)

En adoptant la notation u™ (respectivement u~) dans Q2 (respectivement §2,) pour désigner
le champ magnétique dans chacun des deux milieux, les conditions aux limites (1.6),(1.7),(1.8)
se mettent sous la forme

Oput =0 sur T's (1.11)

e toput =0hu”, ut=u surT (1.12)

Ainsi, pour la polarisation considérée (TFE), le probléeme de transmission associé a 1’équation
d’Helmholtz consiste & trouver le champ total u* a valeurs complexes, tel que

( Trouwver u* € H' (f) N H}. (Qx)

Au~ + k?u” =0 dans D' (o)

Au't + E*n?ut =0 dans D’ (QF)

e 10put = dyu~ dans Hz (I) (1.13)
ut =~ dans Hz (D)

Oaut = 0 dans H—2 (T)

lim, oo 72 (0, (U™ — u™) — ik (u™ — ui™®)) = 0

\

Finalement, et en vertu de la forme de la condition de radiation, il est justifiable de travailler
avec le champ diffracté plutot qu’avec le champ total. En effet, le champ incident est créé
par des sources placées a l'infini et le champ total peut ne pas satisfaire la condition de
radiation. En conservant la méme notation u® pour le champ diffracté et en tenant compte
du fait que le champ incident est lui aussi solution de ’équation d’Helmholtz (1.10a) dans un



voisinage de I'obstacle, quitte a faire un relévement des traces sur les frontiéres, le probléme
de transmission (1.13) peut étre reformulé comme suit

[ Trouwver u* € H! Q) N HE, ()

Au~ + k*u” = —f dans D' ()

Aut + k*n*ut =0 dans D' ()

e 1o,ut = 0,u~ dans H2 (T) (1.14)
ut = u~ dans Hz (I)

Oaut = 0 dans H—2 ()

lim, rs (Ou™ —iku™) =0

\

ot le second membre, noté f, est supposé dans l'espace L? (€0s,) & support compact dans Qg
et dépend de 'onde incidente.

Remarque 1.1 Pour la polarisation (TE), on a obtenu une condition de Neumann sur Ts.
De maniére similaire, on peut reprendre cette formulation pour le cas de la polarisation (TM ).
Dans ce cas, u représentera la composante verticale du champ électrique diffracté et ainsi le
probléme obtenu pour cette polarisation est un probléme avec condition de Dirichlet sur I's et
un contraste p~! au lieu de e entre les deux milieuz. Plus précisément,

( Trouwver u* € H' (f) N H}, (Qx)

Au~ +k?u™ = —f dans D' ()

Aut + E*n?ut =0 dans D' ()

1 0gut = Bau~ dans H™2 () (1.15)
ut =" dans Hz (I

ut =0 dans H™2 (Ts)

lim, oo 72 (Opu™ — iku™) =0

\

Pour tout s € R, on note :
Hy, (0) € {0 € D' (00) V6 €D (R : v € H* ()}

Théoréme 1.1 Les probléme de Neumann (1.14) ou de Dirichlet (1.15) admettent chacun
une solution unique qui dépend continiment du second membre f. En outre, si I' est réguliére
(de classe C*®), alors : pour tout s > 0, si f € H*(Qs) a support compact dans Q, alors

we HP2(QF) N H 2 Q).

Preuve: Basé essentiellement sur la condition de radiation qui permet de sélectionner les
ondes sortantes, I'unicité de la solution est une conséquence directe du lemme de Rellich [44].
L’existence est obtenue soit par des arguments standards basés sur I'alternative de Fredholm
en utilisant par exemple la méthode de Lax et Phillips (cf. [49],[52]), soit encore avec le
principe d’absorption limite proposé par Wilcox [56]. La régularité découle des résultats
généraux sur les systémes elliptiques d’Agmon-Douglis-Nirenberg [7]. =
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Chapitre 2

Méthodes de résolution du probléme
de diffraction par des couches minces

2.1 Survol des méthodes directes

Il existe deux grandes familles de méthodes pour résoudre de maniére directe le probléme de
diffraction par des couches minces en régime harmonique.

Les méthodes volumiques

Le calcul se fait dans tout le volume intérieur et extérieur des objets. Elles permettent une
bonne prise en compte des caractéristiques physiques du milieu, en particulier des hétérogénéités
et des effets d’anisotropie. Néanmoins, elles nécessitent un grand nombre d’inconnues et une
réalisation explicite des conditions aux limites. Parmi les méthodes numériques utilisées,
citons la méthode des éléments finis (FEM) dans la couche mince couplée avec une autre
méthode qui prend en charge le caractére non borné du milieu infini de propagation telle que
la méthode des éléments finis de frontiere (BEM), les éléments infinis, des conditions aux
limites absorbantes (CLA), (cf. [33]), des couches parfaitement adaptées (PML), (cf. [21]),
etc.

Les méthodes surfaciques

Les inconnues sont placées sur le bord des objets considérés et elles prennent en compte de
maniére implicite les conditions aux limites. Ce sont des méthodes intégrales qui raménent
le probleme sur les deux frontieres I' et I'y et il s’agit alors de déterminer trois courants
équivalents : un courant électrique sur I'y, un courant électrique et un courant magnétique
sur I'. Cependant, elles ne s’appliquent que pour des couches minces homogénes et uniformes.
Leur caractére non local donne lieu a des systémes linéaires de matrices pleines difficiles a
inverser par une méthode multipole (cf. [11]).

En pratique, les deux approches ci dessus présentent des inconvénients majeurs (verrouil-
lage et instabilités numériques, cf. [43], [11]), lorsque I’épaisseur devient trop petite par rap-
port & la longueur d’onde et en particulier lorsque la couche mince est hétérogéne (épaisseur
variable, contraste variable le long de la direction tangentielle, surface rugueuse, etc.).
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Figure 2.1: Modeéle du probléme de diffraction posé uniquement dans le milieu de propagation.

2.2 L’approche par condition d’impédance

Une autre alternative, utilisée pour traiter de maniere plus générale et plus stable le probleme
de diffraction par des couches minces, consiste & approcher les trois courants sur les frontiéres
I' et I's par un seul courant équivalent sur I'. Historiquement, cette idée fut utilisée pour la
premiére fois par Leontovich (1948) [37] sous la forme d’une relation qui lie les composantes
tangentielles des champs électrique et magnétique sur la frontiére I' comme suit

EAn=—-0Z;(HAnN) sur I

ou Z.¢s est un nombre représentant I'impédance équivalente de la couche mince et qui dépend
a la fois de la fréquence d’excitation et de 'angle d’incidence de ’onde plane. Achdou (1989)
2], utilisa I’homogénéisation pour calculer Z. ;s lorsque la couche mince n’est pas homogene
mais possede une structure périodique par rapport a la direction tangentielle. Ce n’est qu’en
(1993), que Engquist et Nédélec [32] établirent la formule correcte représentant Z, fr comme un
opérateur aux dérivés partielles. La condition obtenue est alors une approximation, lorsque
0 tend vers zéro, de l'opérateur d’impédance exact Z appelé aussi opérateur de Steklov-
Poincaré ou encore de Dirichlet-to-Neumann (DtN). Cette condition a un double avantage
: d’une part, couplée a I’équation d’Helmholtz posée dans la couche mince, elle permet de
ramener la résolution du probléme de transmission & un probléme posé uniquement dans le
milieu de propagation (cf. figure 2.1), et d’autre part, couplée a I’équation d’Helmholtz posée
dans ce milieu infini, elle permet de ramener la résolution a un probléme posé dans un domaine
borné. C’est un outil emprunté aux techniques de décomposition de domaine pour construire
les conditions aux limites approchées et qui se préte particulierement bien au traitement des
problémes de couches minces.
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2.2.1 L’opérateur d’impédance exact relatif a la couche mince

On définit 'opérateur de Steklov-Poincaré ou encore d’impédance exact relatif a 1’équation
d’Helmholtz posée dans la couche mince comme étant 'opérateur qui fait passer d’une donnée
de Cauchy a l'autre donnée de Cauchy du probléme sur la frontiére I'.  On obtient une
condition aux limites, appelée encore condition d’impédance. En électromagnétisme, elle lie
les composantes tangentielles du champ électrique et du champ magnétique et, a un facteur
multiplicatif prés, elle est souvent donnée sous la forme suivante :

EAn=7Z;HAn)

ou Zs est appelé dans le jargon des électriciens “opérateur d’impédance” et Zgl est alors un
opérateur d’admittance.

Soit ¢ une fonction suffisamment réguliere, définie sur I'. Alors, le probléme intérieur
associé a 1’équation d’Helmholtz

Aut + k*n*ut =0 dans D' (QF ),

Oaut = 0 dans H—2 (T') en polarisation (TE),
u™ =0 dans Hz (T's) en polarisation (TM),
ut = ¢ dans Hz (T'),

(2.1)

admet, au moins lorsque k?n? n’est pas valeur propre du probléme homogéne, une solution
ut € H' (Qf). L'opérateur Z; est défini, par :

Zs : H°(I)— H 2 ()

ou a = ¢! dans le cas de la polarisation (TE) et a = p~! dans le cas de la polarisation
(TM). Ainsi, le probléme extérieur devient

Au~ + k*u” = 0 dans D’ (Quo)
Ont™ 4+ Zsu~ =0 sur I’ (2.2)
lim,_. 73 (Opu~ —iku™) =0

Remarque 2.1 Selon la polarisation, l'opérateur Zs posséde des propriétés physiques bien
distinctes et qui se traduisent mathématiquement par les différences qui existent entre un prob-
léme de Neumann et un probléme de Dirichlet. Le premier étant plus technique a approcher
que le second, on retiendra alors la polarisation (TE) pour analyse détaillée. Les résultats
pour la polarisation (TM) seront présentés trés brievement, en insistant sur les modifications
dues au changement de polarisation.

L’opérateur Zs présente deux difficultés principales car il est non-local et non explicite.
Cependant, la difficulté majeure vient de son caractére non explicite, si on sort du cadre de
quelques géométries canoniques telles que le plan, le cercle ou 'ellipse. La premiére difficulté
n’est pas tres génante si on choisit une résolution par équations intégrales. En revanche,
pour faire face au caractére non-explicite dans le cas de géométries quelconques, différentes
approches ont été utilisées pour approcher Zs lorsque 1’épaisseur de la couche mince tend
vers zéro. Pour le cas de couches minces homogénes, les différentes approches peuvent étre
hiérarchisées comme suit :
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Approche de Engquist et Nédélec (1993) [32]

Leur approche consiste & utiliser ’équation aux dérivées partielles dans la couche mince en
coordonnées curvilignes. Les premiéres conditions d’impédance sont dérivées en approchant
la solution par un "polyndéme" par rapport & la variable normale. Pour justifier que 'ordre
correspondait bien au degré du polynéome, ils utilisent des fonctions test dans la formulation
variationnelle de méme nature que la solution et obtiennent des résultats de convergence.

L’approche de Bendali et Lemrabet (1994) [16], [17]

Pour traiter les problemes de diffraction en haute fréquence, les auteurs font une analyse
asymptotique relativement & I’épaisseur de la couche mince et obtiennent des conditions aux
limites approchées locales (différentielles). Par leur approche, ils retrouvent les conditions
d’impédance classiques jusqu’a ’ordre 2 et proposent une condition d’ordre 3. Malheureuse-
ment, & cause d’'un "mauvais" signe, cette condition est instable. En outre, elle contient un
opérateur différentiel d’ordre 4 sur le bord qui rend la discrétisation difficile. En revanche,
dans leur analyse ils développent un outil basé sur la stabilité de la solution d’un probléme
associé pour justifier théoriquement la convergence.

L’approche de Sénior et Volakis (1995) [48]

Leur approche, un peu différente des précédentes, consiste a approcher le coefficient de réflex-
ion, explicité de maniére exacte dans des géométries canoniques tels que le plan et le cylindre.
Ils retrouvent ainsi les premiéres conditions d’impédance classiques.

L’approche de Bendali et Bartoli (1999) [11]

En suivant le méme principe que Sénior et Volakis dans le cas d’une géométrie plane, leur
approche consiste a expliciter 'opérateur de Steklov-Poincaré exactement a travers son sym-
bole dans le cas d’une géométrie circulaire, modéle qui est canonique mais qui a ’avantage
de tenir compte des termes de courbure dans I’expression exacte de Zs. Pour construire une
condition d’impédance d’ordre 3 stable, le symbole de Zs est approché par une fraction ra-
tionnelle de type Padé, procédé similaire & celui utilisé dans la construction des conditions
aux limites absorbantes. On diminue ainsi ’ordre de I'opérateur au bord & condition de ra-
jouter un jeu d’inconnues auxiliaires pour l'inversion. Pour étendre les conditions obtenues &
des géométries plus générales, ils utilisent le procédé heuristique de Kriegsmann, Taflov, et
Umashankar [35]. La justification théorique de la convergence est alors obtenue a I’aide de
Pargument de stabilité de Bendali-Lemrabet [16].

2.2.2 L’opérateur d’impédance exact relatif au milieu extérieur

En vue de formuler le probléme (2.2) dans le cadre d’une alternative de Fredholm, on limite
le milieu extérieur de propagation par une frontiere artificielle notée X, et qui doit englober
lobstacle ainsi que le support de f. On impose alors sur ¥ une condition aux limites (non
locale) qui remplace la condition de radiation a l'infini. On dit que sur ¥, la condition aux
limites est transparente (C.L.T). Pour la discrétisation, des techniques tres utilisées consistent
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Figure 2.2: Modéle du probléme de diffraction posé dans un milieu borné.

a ne prendre qu'une approximation de la C.L.T : il s’agit alors d’une condition aux limites
absorbante (C.L.A), (cf. [33], [14]). Ainsi, on ne rencontre pas les difficultés numériques dues
a la non-localité de la C.L.T. Cependant, on n’évite pas les réflexions artificielles créées par
une C.L.A sur la frontiére 3. D’autres alternatives consistent & approcher la C.L.T en intro-
duisant une couche absorbante parfaitement adaptée (P.M.L : acronyme anglais de Perfectly
Matched Layer) qui a avantage d’étre locale, simple a implémenter numériquement, et qui
absorbe parfaitement (cf. [21]).La fagon la plus simple de construire la C.L.T, appelée aussi
condition DtN (Dirichlet-to-Neumann) ou encore condition d’impédance exacte relative au
milieu extérieur, consiste & choisir une géométrie canonique pour tronquer le domaine ex-
térieur. Soit alors ¥ un cercle de rayon R (assez grand) et de centre O (un centre géométrique
de l'obstacle). Soit Q. = {x:|z| > R} le domaine extérieur a ¥, (cf. figure 2.2). Alors,
lopérateur DtN S, est défini par 'application suivante

S, : Hz(X)— H z(%)
@ — Spp= (f‘),ﬂu_}E
onu~ € H, (Q;o) est 1'unique solution du probleme de diffraction suivant :
Au~ + k*u” =0 dans D’ (Q,)
u™ = ¢ dans Hz () (2.3)
lim, o, 72 (Opu~ —iku™) =0
et r = x/ |z| désigne la direction radiale relative au centre O.

Remarque 2.2 Le choix de la condition & imposer sur la frontiére artificielle > est trés
important car elle détermine la distance a laquelle ¥ peut étre placée. En effet, plus la C.L.A
est efficace, plus Y peut étre proche du support de f sans que cela affecte la qualité de la
solution.
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2.3 Formulation équivalente en domaine borné

Notons ut ( resp. u~ ) la restriction a Qf ( resp. Q4 ) d’une distribution u définie sur
25,00. La formule de Green montre que la solution us des problémes (1.14) ou (1.15) satisfait
I’équation variationnelle suivante :

/ a (Vuf Vot — B n’ufot) de + / (Vu; Vo~ — Kujv™) do = / fordz  (24)
Qf Qoo Qoo

pour toute fonction test v réguliére et & support compact dans 5 »,. On rappelle que o = ¢*

dans le cas de la polarisation TE (probléme de Neumann (1.14)) et o = p~! dans le cas TM
(probléme de Dirichlet (1.15)). On désigne par Q = Q4 — Q. le domaine borné contenant le
support de f et qui est délimité par les deux frontiéres I" et 3. Alors, par construction méme
de l'opérateur d’impédance exacte Sy, la formulation variationnelle équivalente en domaine
borné des problémes (1.14) (respectivement (1.15)) s’ecrit

Trouver us € Xs; Vv € X5
fQ; o (Vuf Vot — E*nufv™) do (2.5)
+ [ (Vuy Voo — Kusv™) do + <Sku5_,v*>_l7l72 = [ fvd,

(D))

ou Xs =X § ) (respectivement X ) selon la polarisation considérée, ot

X(gN) = {v=("v) e H(Q}) x H(Q) : v =v sur '}
xP = {v=(v"v")€eX] 10" =0sur Iy}

sont des espaces de Hilbert munis de la norme naturelle suivante

ol = (11 g + [

Finalement, en utilisant ’opérateur d’impédance exacte Zs, on peut obtenir une formulation
équivalente en domaine borné indépendamment de la couche mince, comme suit

{ Trowver uy € H'(Q);Vv~ € HY(Q)

Jo (Vus Vo~ = Brugv™) do + (Zsug ,v7) oy p+ (Skug ,07) 4 o= o forde, (26)

L4 L4,
Remarque 2.3 Cette formulation variationnelle correspond au modéle exact qui consiste a
résoudre le probléme de diffraction dans le domaine effectif de calcul €2, et qui tient compte
de maniére exacte de l'effet du champ lointain au travers de 'impédance du milieu extérieur
Q;O, donnée par Sy, et aussi de [’effet du champ proche via ["impédance de la couche mince

T .
Qs , donnée par Zs.
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Chapitre 3

Condition d’impédance approchée
pour une couche mince hétérogéne
non uniforme

3.1 Introduction

Dans les travaux cités au chapitre précédent, la construction explicite des opérateurs Zs (resp.
Sk) n’est possible que dans des cas particuliers de géométries canoniques pour I' (resp. ).
De maniére générale, 'approximation de I'un ou l'autre de ces deux opérateurs releve de
I’analyse asymptotique relativement a un petit paramétre. On va présenter dans ce chapitre
une étude asymptotique de Zs pour les couches minces hétérogénes non uniformes. On reprend
alors la formulation de Bendali-Lemrabet [16] qui rentre dans le cadre de l'alternative de
Fredholm, pour construire et justifier les termes du développement asymptotique de Zgs, donné
formellement par I’Anstaz :

Zs =20 + 5720 1 276 ... 4 570 ...

L’étude de la convergence repose sur l'argument de stabilité établi pour les couches minces
homogenes dans [16] et qui reste encore valable dans ce cas, si on suppose que les coefficients
de contraste et d’indice de réfraction vérifient des estimations uniformes en § assurant la
coercivité et la continuité des formes bilinéaires qui apparaissent dans les différentes formu-
lations variationnelles. On suppose alors que ces coefficients sont décrits par deux fonctions
af.) et B(.) régulieres de classe C* () et qu'il existe deux constantes positives ¢; et ¢ (
0 < ¢1 < ¢9), telles que pour tout & > 0 assez petit, on a les deux estimations suivantes :

a < a@) <o (3.1a)
0 < B(x)<e (3.1b)

presque partout en z € Q;r. Pour considérer aussi le cas non uniforme, on a choisi de
représenter 1’épaisseur par une fonction dh(.) ol h est assez réguliére, dépendant uniquement
de la variable tangentielle m sur I' et telle que :

0< hy < h(m)<h (3.2)
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presque partout en m € I'; h, et h* sont deux constantes qui ne dépendent pas de §. En
conservant les mémes notations que le chapitre précédent et en considérant la forme générale
de I’équation aux dérivées partielles posée dans la couche mince :

div (aVuf) + k*Buf =0 dans D' (QF ),

qui représente le comportement du champ d’onde dans la couche hétérogéne ou a varie, la
formulation variationnelle du probléme de diffraction s’écrit alors, dans un espace qui dépend
du parametre J, comme suit :

Trouver us € Xs; Vv € X5
fQ; (onu;V?ﬁ — k25u;v+) dx (3.3)
+ Jo (Vuy Voo — kKugv™) do + (Spuy, v ) 1 1o = [o foda.

2727

Le cadre fonctionnel retenu pour ’analyse asymptotique relativement au petit parameétre ¢§
est celui de 'alternative de Fredholm dans un espace fixe. Pour cela, un changement d’échelle
est effectué dans la couche mince en introduisant les coordonnées tangentielle et normale qui
permettent de récrire Popérateur div (aV.) d’une maniére explicite relativement a 1’épaisseur
et d’extraire ainsi le terme de perturbation singuliére dans la formulation. La stabilité de
la solution us par rapport au petit parameétre d est obtenue & l'aide d’une prise en compte
correcte de la convergence de ce terme dans un cadre fonctionnel convenable, soulignant aussi
le fait que la régularité de la frontiere I' est essentielle pour établir les estimations a prior:
nécessaires.

3.2 Changement d’échelle et formulation variationnelle
dans un domaine fixe

Soit s € [0, L] une abscisse curviligne locale du point m(s) de arc I' (supposé de longueur
L > 0). On définit le vecteur tangent T et le rayon de courbure scalaire R par :

T = 0sm, osn = ——

ol n est le vecteur normal unitaire défini par :

*m
n=—_——
|02m|

[T,n] représente ainsi la base directe locale de Frénet attachée a la courbe I'. Soit Q1 =
I' x (0,1) et n la paramétrisation

ot L of
(m,t) — x = m+ tdhn(m)

On sait que pour ¢ suffisamment petit, 'application 7 réalise un C'*° difféomorphisme de
variétés entre O et QF (cf. [29]). Dans toute la suite, on aura tendance a confondre le point
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m € I avec son abscisse curviligne s € [0, L]. Ainsi, & toute fonction v définie sur 2, on
associe la fonction © définie sur le domaine fixe Q1 grace a la relation

On obtient alors les régles de dérivation suivantes :
Ox = O0hn
toh
8sx = <1 + ?> T+ to (8sh) n

et par conséquent, le gradient de v dans la base locale |7, n] s’écrit comme suit :

-1
Vo — (1 + t%h) <88 — E)that> o+ 0 th oo

Notons que (1 + téh/ R)_1 existe bien lorsque ¢ est suffisamment petit. D’autre part, I’élément
de surface dQf est donné de maniére intrinséque par la relation

toh
de{ = oh <1 + §> dsdt

Pour simplifier I’écriture, les notations v et © seront confondues. Alors la formulation varia-
tionnelle (3.3) peut étre récrite de maniére équivalente dans un espace fixe par rapport a d,
comme suit :

{ Trouver us € X;Vv € X, (3.4)

da™ (8, uf,v) 4+ 0b% (6, uf,v") +a; (uy,v7) = [, fvdz,

ou les formes bilinéaires a™ (9, .,.), b* (9, .,.) et a; (9, .,.) sont définies sur l'espace de Hilbert
X = XW (respectivement X (P/) selon la polarisation, tel que :

X = {(vF,07) e H' (T x (0,1)) x H' (Q) : v* (.,0) = v~ sw T'}
X0 = dv=(v"v)e XN 0T (,1) =0}

et elles sont données par les expressions suivantes :

-1
at (§,u,v) = / ah (1 + @) (85 — ashtﬁt) u <85 — 88ht8t) vdsdt
T'x(0,1) R h h

+5_2/ % (1 + t(%h) Oyudyvdsdt (3.5)

I'x(0,1)

bt (6, u,v) = —k2/ Bh (1 + 15(5_h> uvdsdt (3.6)
' (0,1) R

ap (u,v) = /QVUVUd:U - k:Q/qudx + (Sku, U>—%,%,z (3.7)
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3.3 L’argument de stabilité de Bendali-Lemrabet

Le poids ¢ portant sur la forme a*(9,.,.) dans la formulation (3.4), il se comporte, pour
un second membre plus général, comme une perturbation singuliére de la solution us qui
s’exprime par le fait que les dérivées tangentielles d;uf ne sont pas bornées dans L? (2T)
quand § tend vers 0. En fait, pour 0§ fixé, la forme bilinéaire da™(0,.,.) participe dans la
partie coércive de la formulation (3.4) et permet de controler la norme de la solution méme
dans le milieu extérieur €2. Malheureusement, ce n’est plus le cas lorsque 0 tend vers 0. En
outre, la non controélabilité du signe du membre de gauche dans (3.4) pour v = us conduit a
une dépendance singuliére de ugs par rapport & 6 méme dans le domaine 2. Heureusement, par
la suite, les seconds membres qui apparaissent dans I’analyse asymptotique de ce probléme se
comportent de maniére & compenser cette singularité. Pour traiter le terme da™ (J,.,.) on a
trouvé pratique d’introduire 'opérateur différentiel qui dépend de h

Osh

h o,

dé
Dy < 0, -

Notons que si la couche mince est homogéne et uniforme alors h est une constante normalisée
a 1. Par conséquent D) se réduit simplement a 0,. Ainsi, la forme bilinéaire a™ (4, .,.) se
récrit de maniere similaire a celle utilisée dans la formulation de Bendali-Lemrabet [16] :

-1
t
at (6,u,v) = / a (1 + —5) Osudsvdsdt
Tx(0,1) R

t
+5_2/ o (1 + —6) Oyudyvdsdt
T'x(0,1) R

On rappelle alors que le théoreme de stabilité est basé sur un passage a la limite correct dans
I'alternative de Fredholm reposant sur I'injection compacte de 1'espace H' (0,1, L?(T')) dans
H' (Q") ou H' (0,1, L2 (T)) est I'espace des fonctions v+ qui sont H' (0,1) par rapport a ¢
et L? (I') par rapport & s. Il constitue un outil principal pour les estimations de convergence
dans I'analyse asymptotique et qui ont lieu par rapport & une topologie plus faible que celle
de X, a savoir dans un espace de Hilbert plus grand Y = Y/ (respectivement Y (") selon la,
polarisation considérée, avec :

YW = {(vF,v7) e H' (0,1, L*(T)) x H' (Q) : v" (,0) = v~ swr I'}
YO = Ly =(vt0) e XNV 0t (1) =0}

A noter que la topologie de Y posséde 'avantage de ne pas affecter la norme H! dans le
milieu effectif de calcul Q. Tel qu’il a été énoncé dans Bendali-Lemrabet [16], le théoréme de
stabilité nous dit que la norme dans Y de la solution de (3.4) est du méme ordre en § que la
perturbation du second membre dans le sens suivant :

Théoréme 3.1 (de stabilité) Soit {Ls};., une famille de formes linéaires sur X telles que
pour tout 6 >0 et v € X on ait :

Liv] < 10) {8% 00" g s + 672 00 g0 + 07| f -
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Alors, il existe une constante c indépendante de 6 > 0, telle que la solution du probléeme
variationnel suivant :

Trouwver us € X , Yve X,
dat(0,uf,v") + bt (0, uf,v") +a, (uy,v") = Lsv.

satisfait [’estimation :
luslly < el (0). (3-8)
ot 1 (0) est une constante qui dépend de 0.

Ainsi, grace aux estimations (3.1a), (3.1b) et (3.2) qui sont uniformes en §, ce méme
argument de stabilité sera encore valable pour les couches minces hétérogénes et non uniformes
si on montre que la semi-norme |.|, , définie par :

ulp0r = HD(h)UHmm + [[Oullg o+
est équivalente & la semi-norme naturelle dans I'espace de Hilbert H! (%) qui est définie par
|U|1,Q+ = ||8su||o,§z+ + ||atu||o,§2+

En effet, il est d’abord aisé de vérifier que ||, o+ est bien une semi-norme sur H* (Q1). Ensuite,
on a d’'une part :

Osh
’“|h,9+ dsu — A tOpu +||(9tu||079+
0,0+
Osh
< N0y + |00+ loalyq.
0,0+

d’otl, puisque h est réguliere sur I' compacte, alors d,h est borné et par conséquent il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € H* (QF) :

’u‘h,sﬁ < Hasu”o,QJr + (02 + 1) ||atuHo,Q+

D’autre part, on a

|U|1,Q+ = ||((98u||079+ + ||atu||o7(2+
Osh Osh
= ||0,u — —1t0u + toyu + Hat“Ho Q+
]’L h 0’Q+ ’
Osh Osh
< ||0su — tou ' towu + HatuHo Q+
0,Q+ h 0,0+ ,

s ||D(h)“Ho,Q+ + (¢ + 1) |10ully o

On conclut alors que pour tout u € H* (QF) :

1
— |u < |u < (A +1)|u

(02+ 1) | |1,Q+ = ‘ ’h,Q‘*’ — ( ) ‘ ’1,9""
Par conséquent, la semi-norme |.|, o+ est bien équivalente a |.|, o+ dans I'espace de Hilbert
H' (Q7F). Ainsi, la stabilité de la solution par rapport au petit parameétre J est encore vraie
dans le cas des couches minces hétérogeénes et non uniformes.
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Remarque 3.1 Notons que la constante ¢ dans [’estimation précédente est affectée surtout
par les variations de h relativement & la variable tangentielle, supposées ici lentes. On conclut
alors que st on considére que h varie rapidement par rapport a s, comme par exemple dans le
cas d’une rugosité, alors l'argument de stabilité doit étre revu de plus preés.

3.4 Analyse asymptotique

3.4.1 Introduction

L’analyse asymptotique consiste & déterminer une suite d’éléments ug,uq,... dans X de
maniére récursive telle que pour tout entier j, la solution us du probléme (3.4) s’écrit, d’abord
formellement, comme suit :

uy () = ug (z) + ouy () + -+ + (5juj’ (x) + 5j+1u;j(,r) (3.9)

uf (s,t) =ug (s,t) + duy (s,t) +---+ (5ju;r (s,t) + 5j+1u;{j (s,t) (3.10)

Ensuite, grace aux estimations de convergence, on montre que us; est un reste dans X tel
que sa norme dans Y soit uniformément bornée en 9. Plus le second membre est régulier, plus
on peut déterminer de termes u;. On se contente, ici, d’expliciter les calculs jusqu’a I'ordre 2
seulement, la condition d’ordre 3 n’est pas décrite car comme dans Bendali-Lemrabet [16], elle
n’est pas stable. Les deux types de conditions aux limites seront alors considérées séparément
en soulignant le fait que la condition de type Neumann (polarisation TE) est celle qui présente
le plus de difficulté et par conséquent nécessite plus d’attention dans ’analyse de convergence.
Plus précisément, les termes u; seront déterminés de la maniére suivante :

On remplace dans a™ (4, .,.) Uinverse de (1 + t%h) a aide de son développement exact
suivant :

5\ " th (th\ (=B
<1+?> =l—0p+- 40 (_E) +1f—@, (3.11)
R

et on injecte (3.9) et (3.10) dans la formulation (3.4). On obtient alors, en identifiant les
puissances de 4, des équations variationnelles dont la résolution fait appel constamment a un
lemme pour résoudre une équation différentielle ordinaire sous forme variationnelle et qui est
spécifique & la condition aux limites considérée. Dans toute la suite, le crochet (-), désignera
la moyenne arithmétique en la variable n € (0, 1) d’une certaine fonction, i.e.

= [ in

Par la suite, on utilisera constamment la propriété de régularité classique de la solution du
probléme extérieur de Neumann (respectivement Dirichlet) homogeéne, suivante : pour tout
réel s > 0,si f € H* () alors ua}r € H*"5 (I) (respectivement Onua}r e H*+z (I)).
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3.4.2 Analyse asymptotique du probléme avec condition aux lim-
ites de type Neumann

On utilisera fréquemment le lemme suivant, spécifique a la condition de Neumann, et dont la
vérification est directe.

Lemme 3.1 Soient p,g € L*(T' x (0,1)) tel que ;g € L* (T x (0,1)). Alors la solution | de
[’équation variationnelle suivante :

{ RATANS H(%,F<F x (0,1))
Josony L0t dsdt = — [1 o, (90sv™ + pot) dsdt,

Hg (T x (0,1)) Y {ve HY(I x (0,1)) : v"(.,0) = Osur T'}

est donnée explicitement par

I(s,t) = /t (0sg(s,t") — p(s,t") dt’ (3.12)

Si en outre, on a v*(.,0) # 0, alors

/ (1ow™ + gdsv™ + pv™) dsdt = — / I(s,0)v*(s,0)ds. (3.13)
I'x(0,1) r

Termes en 0"V : Pour tout v+ € H' (I x (0,1)),

/ 2 Qo Byt dsdt = 0. (3.14)
rx(0,1) 1

Le lemme 3.1 implique donc, en choisissant

o«

h&%}pZQZO

le premier résultat attendu :
g =0 (3.15)
On conclut alors, que
ug (s,.) =ug (s):Vs €T, (3.16)
Cette propriété sera utilisée systématiquement dans 'identification de degré O :
Termes en 0% : Pour tout (v, v7) € XV,

/ gﬁtufath’dsdt +a;, (ug,v7) = / fvdx (3.17)
I'x(0,1) h Q
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D’ot, avec le choix de fonctions test telles que v~ = 0, on obtient :
/ %8tuf8tv+dsdt =0,Vot € H&F(F x (0,1)) (3.18)
I'x(0,1)

On obtient alors a 'aide du lemme 3.1 et en choisissant :

«

[
h

ouf, p=g=0
le résultat :
Ol =0 (3.19)

Par conséquent, I’équation variationnelle (3.17) montre que u, est 'unique solution du
probléme de diffraction suivant :

uy € H. (Qc)
Aug + kuy = —f
Opug =0

lim, oo ra (&ua — iku(}) =0

(3.20)

On observe donc qu’a 'ordre 0, I'effet de la couche mince est complétement négligé. De
la régularité elliptique de la solution de ce probléme, on déduit que si f € L? () alors
ug € H2 (I) et en vertu de (3.16), on obtient uy € X ™.

Termes en 6 En se servant des résultats précédents sur ug et u], on obtient que pour tout

(vF,v7) e X
/ o [%@u?&gﬁ + ahdsuy Dpyv™ — k26huav+} dsdt + a;; (uy,v™) =0 (3.21)
(0,1
De méme, le choix v~ = 0 conduit & équation, pour tout v* € Hj (' x (0,1)) :
/ o [%@u;d‘/?ﬁ + ahdsug OsvT — k%’hugv*} dsdt =0 (3.22)
(0,1

D’ot, le lemme 3.1 avec le choix

[ = %&u; —at (0h) Osuy, p = —k*Bhuy, g = ahdsuy (3.23)
conduit a
1
I(s,t) = / (05 (hdsug ) + k*Bhug ) dt’ (3.24)
¢
1(5,0) = 05 (awhdsug ) + k*Bohug (3.25)
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ou ag = (a), et B, = (), sont les moyennes arithmétiques (moments d’ordre 0) par
rapport a la variable ¢ dans (0,1). Lorsque v*(.,0) # 0, équation (3.21) montre donc
que u; est 'unique solution du probleme de diffraction suivant :

’U/I S Hlloc (QOO>

Auy +k?uy =0

Opuy + ZWuy =0

lim, rs (&uf — ikzul_) =0

(3.26)

ott ZM) est un opérateur différentiel tangentiel d’ordre 2, défini pour tout ¢ € H? (I')
par :

206 = 0, (aohdss) — K2Boh (3.27)

Par conséquent, si f € Hz (Q) alors ug € H2(T), i.e. d,u; € L2(I) et a laide de la
régularité des coefficients a et /3, on obtient u; € X/,

Termes en 6 En se servant toujours des résultats précédents sur ugy et uy, on obtient que
pour tout (vF,v7) € XV,

o th th
— |Owud + —=0ug —th (Bsu_ - —&u‘) Oshg } Ot dsdt
/I‘X(O’l) h |: t43 R (A 1 R 0 ( ) t

th
+/ ah (85101 — —(98u0> O,vtdsdt
' (0,1) R
) L th O\ ., P
—k Bh | uy + Rl | v dsdt + a;; (uy,v™) =0 (3.28)
I'x(0,1)

En appliquant le lemme 3.1 avec

| = % (&u}f + %&u; —th <88u1_ - %(Zu&) (8shs)) (3.29)
th
p = —k*Bh (ul + Euo)

th
g = ah <35u1 — Easu0>

on obtient :
1 B ) B at/h2 B 2Bt/h2 B ,
I(s,t) = s (ahdguy) + k*Bhuy — 0, 7 Osug | +k 7t | dt (3.30)
t
h? h?
I(s,0) = 0 (Ozoh@suf) + l{:?BOhul— — O (alﬁasua) + k’%lEu(}

ou a; = (Pa), et B; = (t3), sont les moments arithmétiques d’ordre j par rapport a la
variable ¢ dans (0,1). Lorsque v™(.,0) # 0, ’équation (3.28) montre que u; est I'unique
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solution du probléme de diffraction suivant :

uy, € HY, (Qoo)

Auy + k*uy =0

Oy + ZVuy + ZPuy =0
lim, o, 72 (&u; — iku;) =0

(3.31)

ott Z? est un opérateur différentiel tangentiel d’ordre 2, défini pour tout ¢ € H?(T)
par :

h? h?
Z®¢p =9, <a1§ S¢) — k%’lﬁqb (3.32)

Si f e H2(Q) alors ug € H3(I), i.e. dyu; € HY(T) et a Paide de la régularité des
coefficients o et (3, on obtient uy € X,

Remarque 3.2 On peut poursuivre cette méthode récursive et construire ainsi tous les termes
u; du développement asymptotique mais avec une difficulté croissante. Ceci est di surtout au
caractére hétérogéne de la couche mince et non a la non uniformité de l’épaisseur, puisque cette
derniére varie par rapport & la variable tangentielle seulement, alors que le premier dépend
fonciérement de la variable normale. Cette dépendance entraine [’apparition des termes de
mémoire associés aur coefficientsac et B a partir de l'ordre j = 3. FEn outre, la condition
dtmpédance approchée de Neumann associée a cette ordre n’est pas stable comme cela a été
mentionné par Bendali-Lemrabet [16] méme dans le cas homogéne et uniforme.

3.4.3 Analyse asymptotique du probléme avec condition aux lim-
ites de type Dirichlet

En suivant, étape par étape, ’analyse précédente faite dans le cas d’une condition de type
Neumann, on obtient une hiérarchie d’équations variationnelles qui peuvent étre résolues par
un lemme similaire que nous énoncons ici :

Lemme 3.2 Soit g € L? (T x (0,1)) vérifiant les hypothéses générales du lemme 3.1. Soient
p, q, v respectivement dans H' (0,1; L?(T")), L*(T x (0,1)), L*(T). Alors la solution [ de
[’équation variationnelle suivante :

ot € Hip (T x (0,1))
frx(o,l) L0 Opvtdsdt = — fFX(O,l) [90svT + powT + qut]dsdt — [rvT ds

ol
Hip (Tx (0,1) Y {ve HY(T' x (0,1)) : v*(,,1) = Osur T'},
est donnée explicitement par les relations suivantes :

oo =2 (4 Bg) &t +p(0) ~ 5l (333)

(0%
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1(.,0) =—(0), — ﬁ(7"—;49(.,0)) (3.34)

) /9ﬁ+h(/ m)( ) (3.35)

ol pi(s) = (a™? >t_ est la moyenne harmonique (moment d’ordre 0) de o par rapport at sur

(0,1).

Termes en 50" : Pour tout v* € Hip (T x (0,1)),
/ —8tu0 Owtdsdt = 0. (3.36)
T'x(0,1)

Donc, le lemme 3.2 implique, en choisissant :
l=uj, p=g=q=0,r=0
que 0 = 0 et par conséquent, le résultat attendu pour ug, a savoir :
l=uj =0:Tx(0,1) (3.37)

On conclut alors en utilisant la condition de transmission sur I' que :

ug | =0 (3.38)
Termes en 0 : Pour tout (v*,v7) € X/
/ g(?tu Ot dsdt + ay, (ug,v / fo dx (3.39)
I'x(0,1) h
Donc, pour des fonctions test telles que v = 0, on obtient :
ay (ug,v”) = / fv~dx Vv~ € Hy () (3.40)
Q

Par conséquent, v, est I'unique solution du probléme de diffraction suivant :

ug € Hlloc (Qs0)
Aug + kKuy = —f

3.41
Uy ‘F O ( )
lim, o 72 (8 Uy — ikug) =0

A Tordre 0, I'effet de la couche mince est donc complétement négligé. De la régularité
elliptique de la solution de ce probléme et en vertu de (3.37), on déduit que si f € L* (Q)
alors J,u, € H 2 (I') et aussi uy € XP). La formule de Green appliquée a I’équation
(3.40) donne maintenant :

(ug,v /fv dx +/8nuov ar : Yo~ € H (Q) (3.42)
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et par conséquent, I’équation (3.39) devient :

/ g&uf@w*dsdt + / Onugv~ds =0:Vo' € Hjp (I x (0,1)) (3.43)
rx(0,1) 1 r o

Ainsi, en appliquant le lemme (3.2) avec
l=uf, g=p= q=0, =0y,

on obtient # = 0 et par conséquent

_ h _
uy | = uf (,0) = ——.0auy (3.44)
Ho

‘1
uf (b)) =uy|.+h (/0 adt') Onlly (3.45)

Termes en 6V : En se servant du fait que ug = 0, pour tout (v, v7) € X ona:

t
/ <gﬁtu§r + O‘—atuf) dvtdsdt + a;; (uy,v7) =0 (3.46)
rx(01) \ R

D’ow, en posant v = 0, on obtient :
a, (uy,v")=0: Yo~ € Hyr () (3.47)

et par conséquent, u; est l'unique solution du probléme de diffraction suivant :

uy € HE, (Q)

Auy +Kk*u; =0

ur|, =~ g (3.48)

Lir Mo n=0o

lim, o 72 (&,uf — ikuf) =0

Si f e H %(Q), la régularité elliptique de la solution du probléme (3.41) implique
Onug |, € HY(T), ie. uj|, € HYT) et d’aprés la relation (3.45), u; est compléte-
ment déterminé comme élément de X P/, Ainsi Oyu; }F € L3(T) et la formule de Green
appliquée a I’équation (3.40) donne :

ay (uy,v7) = /8nulvds : Yoo € H'(Q) (3.49)
r
Ensuite, d’aprés la relation (3.45) on a dyui = (h/a)dzu, et en remplagant dans (3.46),
on obtient pour tout v* € Hyp (I' x (0,1)) :
Q. Lo th, _ . o o
—0Oyuy Opv " dsdt + —Onlg Opv " dsdt + | Opu;v ds =0 (3.50)
rx(0,1) 1 rx(0,1) B r
D’ou, le lemme (3.2) implique, si on prend

th
l:u;,pzﬁﬁnua, g= q=0, r=0zuj
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que :

th?
9:—%&1%
h? /t h
ug (., 0 :—<—> Oty — —OnU7 3.51
560 =5 (5 ) Gatis = odns (3:51)

2 t t t
uy (1) =ug (.,0) + ];% (/0 adt> Onltig + h (/0 édt’) Oy (3.52)

Si on note p, = (ta‘1>t_1 le moment harmonique d’ordre 1 de « par rapport a ¢ sur
(0,1), alors a ’aide de (3.51) et de la continuité de la trace au travers de I'; on déduit
la condition vérifiée par u, sur I":

h h* 1

Uy = ——Opt; + ——=0nUy 3.53
2 o 1 o R 0 ( )

Termes en 6% : En utilisant les résultats précédents pour ug, u; et ug, on obtient, pour

tout (vt,v7) e X/

/ —atu3 Oyvtdsdt
rx(0,1) P

2
- ((%) Outiy + 0 — ot (2.1) asur) O dsit
I'x(0,1)

+/ (—ahdsuf dv™ — K*Bhufv™) dsdt + ai (uy,v”)
I'x(0,1)
— 0 (3.54)
et par conséquent, si on choisit v = 0, il vient :
a; (ugy,v") =0; Yo~ € Hy () (3.55)
D’ow, u, est 'unique solution du probléme de diffraction suivant :

uy € HY, Qo )

Auy + k? u2 =
uy |, = - (s ) iy — LOuus (3.56)
lim, o 72 ((9 Uy — 2ku2) =0

Ensuite si f € H 3 (), la régularité elliptique de la solution du probléme (3.41) implique
0nua|r € H*(), ie. U1_|p € H*(T') donc 8nu1_‘r € H'(T') et d’apres la relation (3.52)
uy est complétement déterminé comme élément de X (P
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Remarque 3.3 Notons qu’a ce niveau la, le contraste 3 n’est pas encore intervenu dans
le développement asymptotique; c’est pourquoi il sera nécessaire de continuer jusqu’a [’ordre
Jj > 3 si on veut recouwvrir cette propriété dans l'approximation. Ceci n’est pas notre souci
dans cette thése et peut se faire en suivant le schéma précédent. Par exemple, pour j = 3,
la formule de Green appliquée a léquation (3.55) puis le lemme (3.2) appliqué o [’équation
variationnelle (3.54), permettent de déterminer la condition vérifiée par le terme ug . En fait,
a cause de la dépendance de uj en t, les calculs deviennent assez lourds et conduisent & des
moments harmoniques en t avec des termes de mémoire pour les coefficients o et 3.

3.4.4 Justification de la convergence du développement asympto-
tique vers la solution exacte : Cas de la condition aux limites
de type Neumann

Le cas de la polarisation (TF) ou de la condition aux limites de type Neumann est considéré

d’abord en raison des difficultés supplémentaires qu’il présente par rapport a ’autre polari-

sation (TM) ou la condition aux limites de type Dirichlet. Les résultats de convergence sont

alors valables pour 1'une ou l'autre des deux polarisations. On tronque 1’Ansatz (3.9), (3.10)

jusqu’aux termes du second ordre, i.e. on approche la solution exacte us par la fonction
¢} € X(= XV ou XP)) j=0,1,2, telle que :

&t (s,t) = Yol (1) (3.57)
=0

¢ (@) = ) o (x) (3.58)

=0

Nous sommes alors en position de montrer, dans un premier temps, le théoréme de convergence
non optimal suivant.

Théoréme 3.2 Pour chaque j = 0,1,2, il existe une constante ¢ indépendante de 0 et du
terme source f, telle que :

. . l
s = @5lly < "2 1 Il (3.59)
ot s=0pourj=0ets=j—1/2 pourj=1 ou?2.
Preuve: Notons qu’on utilise une méme lettre ¢ pour désigner différentes constantes. On

commence d’abord par le cas j = 0. En vertu des propriétés de uy obtenues précédemment,
on a ¢) = uy. Posons, pour tout v € X (= X)) :

da™ (6, uf —uf,v") +6b" (6,uf —uf,v") +ay (uy —ug,v7) = L((;O)v

Alors, on obtient, en se servant des équations vérifiées par us et ug, que :
ton\ " toh
LV = —5/ [ah (1 + f) dsug Diyv™ — k*Bh <1 + ?> uav+] dsdt (3.60)
O+
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Rappelons que si f € L? () alors ug € X . Donc, en utilisant les estimations uniformes en §
sur «, 3 et h, on montre aisément qu’il existe une constante ¢ indépendante de ¢ (assez petit)
et de f € L*(Q), telle que :

L (3120 lore + 10 lyrv) (3.61)

Ensuite, en explicitant 'opérateur D(;) et en utilisant des arguments standards basés sur
I’estimation classique suivante :

[t o < e (00" lo s + 117 l,) (3.62)

on obtient directement ’estimation attendue :
L] < cllflono? (5% 100" loge + 07 [0 loqr + 107 [l,g) (3.63)

Finalement, la preuve de (3.59) pour j = 0 est achevée grace au théoréme de stabilité (3.1).
De méme, pour le cas j = 1 on définit pour tout v € X :

Lgl)v = dat (6, uf —uf — ouf,vt) + b (6, uf — uf — duf,v")
—i—ak ( —uy — duy,v")
= 0y — day, (U1 , U ) — 6%t (5, ul, v+) — 5%t (6, uf,er)

Il est aisé de vérifier grace a (3.60) et (3.21) et le développement exact d’ordre zéro suivant :

toh\ toh
(%)
1+f

(0)

que la quantité Ly v — da; (uy,v™) se réduit &

téh

0 EatU/Z 8tv+d5dt - 52/

—1th th?
ah—==0suy, D h)v kB —u | dsdt,
Q+ O+ 1+ =2

et ainsi permet de compenser le poids d’ordre § portant sur les dérivées tangentielles d,v.
En se servant ensuite du fait que d,u] = 0, on peut écrire :

i toh\ toh
o = = [ o (1 " 7) Osu Doyv* — KBh (1 n ?> u] dsdi
. th thQ
& /QJr Ckhl 4 toh t6h dsug D(h)U - k2ﬂfuav+ dsdt
o o+ %8'5“3 OpvTdsdt (3.64)

Si maintenant f € H2 (Q) alors uy € H3 (Q) et u; € X. En outre, grace aux relations (3.23)
et (3.24), on conclut que dyug € L? (27). Donc, en utilisant les estimations uniformes en § sur
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a,f et h, et en explicitant D), on montre aisément qu’il existe une constante ¢ indépendante
de & (assez petit) et de f € Hz (Q), telle que :

00| < ey (7 0% e + 8100 e + 8% )
Ensuite, Iestimation standard (3.62) permet d’obtenir :

‘Lgl)v

< clfllya (8 100" logr + 3100 e +6 07 ,)

On a (pour ¢ assez petit) 'estimation attendue :
200] < el (500 s +57% [0+ I 1) (365

Ainsi, la preuve de (3.59) pour j = 1 est achevée grace au théoréme de stabilité (3.1).
Finalement, le cas j = 2 est similaire au cas précédent et il suffit donc d’estimer la forme
linéaire, définie pour tout v € X, par

LYy = da* (6, uf —ug — duf — 0%ug ,vt) +6b* (6, uf —uf — duf — 6*uf, ")
+a;, (uy —uy — duy — 6%y, v)
= v — 8% (uz,v7) = &a™ (6,uf,vt) — 6°b" (0,us,v")
L’étape suivante est de vérifier que Lgl)v—(F?a,: (u; , v*) permet de compenser le poids d’ordre

6% portant sur les dérivées tangentielles d,0. En effet, ceci est une conséquence directe de
I’équation variationnelle (3.28) et le développement exact d’ordre 1 suivant :

-1 &2
<1+t5—h> =1 1t‘s—th(R)

- tSh
R R L+

Ensuite, si f € H2 (Q) alors uy € H*(Q), u; € H2(Q) et uy € X. La relation (3.29)
et le résultat (3.30) assurent alors que dyu € L? (27) et par conséquent, en utilisant les
estimations uniformes en J sur o, et h, on montre aisément qu’il existe une constante ¢ > 0
indépendante de & (assez petit) et de f € H? (Q), telle que :

0] < el (510 e+ 0 e+ 8 )
Puis, Pestimation standard (3.62) permet d’obtenir :

‘L((f)v

< cllfllya (800 oge + 8 007 g +8° 07 ll10-)
On obtient (pour § assez petit) Iestimation attendue :

20| < el (5 [0+ 74 [0 e + 7 ) (366
La preuve de (3.59) pour j = 2 est donc achevée grace au théoréme de stabilité (3.1). m
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Remarque 3.4 Comme il a été remarqué par Bendali-Lemrabet [18] dans le cas uniforme
avec le systéme de Mazwell, ce résultat de convergence n’est pas optimal. Leur argument était
basé sur lidée astucieuse et intelligente introduite par Tordeux [50] et qui consiste o utiliser
le développement asymptotique d’ordre suivant (ce qui nécessite bien sir plus de régqularité sur
le terme source f) et de montrer que l'ordre de convergence dans l’estimation (3.59) est en
fait j +1 au lieu de j + 1/2.

Par conséquent, moyennant plus de régularité sur le terme f, on a le théoréme de conver-
gence optimal suivant :

Théoréme 3.3 (de convergence optimal) Pour chaque j = 0,1, 2, il existe une constante
c indépendante de & et du terme source f € HITY2(Q), telle que :

[us — &3]y < e 1 fll 210 (3.67)

Preuve: En tenant compte de la remarque 3.2, le résultat de convergence non optimal
(3.59) est en fait vrai méme pour j > 3 et pour cela il suffit juste de développer un peu
plus les calculs. Si on considére alors que f € Hi*1/?2 (Q), on s’apercoit, grace a l'analyse
asymptotique précédente que le terme u,;,; existe comme élément de I'espace X (=X (V)Y et
dépend contintiement du second membre f. Il existe donc une constante ¢; indépendante de
0 et de f telle que :

[ujally < llujally < allflljzi0

. . , . 1 ] ] . , 1. e . .
Ainsi, en écrivant ¢%+ = ¢} + 0’ "u;14, la preuve est immédiate en utilisant estimation non
optimale (3.59) a lordre suivant (avec une constante notée c;) et l'estimation précédente,
comme suit :

lus = &3lly = [lus = 657 = & Muga
lus = 37 [y + 07 gy
< a2 |0+ ad il

(025% + Cl> &t ‘|f|‘]+%,ﬂ

IN

IN

d’ot, pour 9 suffisamment petit, co0 2 + ¢ est majoré par ¢ = co+ ¢y, et par conséquent ’ordre
de convergence optimal en d est j +1. m

3.5 Conditions aux limites approchées d’Engquist et
Nédélec

D’un point de vue numérique, il sera intéressant de résoudre un seul probléme de diffrac-

tion dans lequel I'équation aux dérivées partielles dans la couche mince sera remplacée par

une condition aux limites approchée via une localisation de 'opérateur Dirichlet-Neumann
ou opérateur d’impédance. En utilisant ’analyse asymptotique précédente, les conditions
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d’impédances approchées peuvent étre obtenues en remplacant dans I’Ansatz tronqué a ’ordre
j chaque terme u; par ¢/ _lqu . On obtient, par exemple, pour la polarisation (TFE) un seul
probléme de diffraction pour 'inconnue quN :
Trowver uf™N € Hy,, (Qs0)
AufN + BPufN = — f dans D' (Qy)
Opuf™ + Z(gj%quN =0 dans D' (T)
lim, o, 72 (O ulfN — zku]EN) =0

(3.68)

ou
29 =720 4670 4 622@ ... 4 51 Z0)

est 'approximation d’ordre j de 'opérateur Dirichlet-Neumann, tel que pour j =0,1,2 :

ZO0 = 0

ZW = —0, (ahds.) — K*Byh.
h? h?

Z(z) = 85 (&1E85.) — k261§'

Pour 'autre polarisation (7M), on obtient les conditions aux limites approchées de Dirichlet,
suivantes :

ufN =0

EN EN __
’g—gul + 8nu171 =0 (369)
ko (1 — %Z—g) ut™N + 0guEN =0

qui s’écrivent encore & ’aide 'opérateur d’admittance Y tronqué a 'ordre j =0,1,2 :
y(s(j) —vO L 5yD 4 52y@) L. 4 5y 0E)

sous la forme adaptée a cette polarisation :
Y(;(j)anqu +ufN =0:D' ()

et ou, cette fois-ci, on a :

1 2
Moy LN (3.70)

Yy — 0, y®) — —
Ho Ry

Remarque 3.5 En fait, sous la forme (3.69), ces conditions aux limites approchées appa-
raissent comme une perturbation de la condition de Neumann par un terme de Dirichlet. 11
s’agit, alors, d’une approximation du probléme de Dirichlet par une méthode de pénalité et
par conséquent les difficultés d’analyse de convergence sont traités surtout et rigoureusement
dans le cas de la polarisation (TE), l'autre cas de polarisation étant généralement plus simple
a traiter. D’ailleurs et d’aprés (3.70) on voit bien qu’aucune dérivée tangentielle n’est encore
apparuve jusqu’a l'ordre j = 2. En fait, ces conditions d’impédance ou d’admittance approchée
peuvent étre retrouvées en travaillant directement sur l’analyse asymptotique de l’opérateur
Dirichlet-Neumann.
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L’utilisation d’un tel modele est justifiée, par exemple pour la polarisation (TFE), par le
fait que I’Anstaz tronqué ¢} satisfait le probléme suivant, pour j = 0,1,2 :

Trouver gbf;_ € Hi, (D)
A¢L + k*¢f = —f dans D' (Qw)

. 9 S 3.71
Onts + IZ(gj)gbf;_‘ = 5]+1pf5 dans D' (T) (3.71)
lim, o0 72 ((f“)rgbf; — ik(b%_) =0
ol le membre de droite sur I' est un reste d’ordre supérieur, donné par :
p3 =0, ps=—=2Wur, pi = =ZWuy — Z® (uy + duy) (3.72)

Les conditions aux limites approchées d’ordre j sont alors obtenues en négligeant les termes
dominés par une puissance de  égale & j + 1 ou plus.
Pour étudier la convergence, on introduit 'espace de Hilbert V(™ | défini comme suit :

Ve — Ly e H'(Q); v|p€ H"(T)} :m=0,1 (3.73)

de telle sorte que la formulation variationnelle du probléme (3.68) rentre dans le cadre de
I’alternative de Fredholm, suivante :

Trouver quN e Vi vy e Vm

J 3.74
a; (ufN,v) + ;)(51 (a(rl) (ufN,v) + b(Fl) (qu,v)> = [ fodx (3.74)

oum = 0,1, 1 correspond respectivement & j = 0,1, 2 et a(rj ), b(rj ) sont deux formes bilinéaires

continues sur V™ définies par a(FO) = b(ro) =0et:

alg) (u,v) = /aohasuasvds (3.75)
r
b (u,v) = —k? / Bohuvds (3.76)
2 ) h?
a(F) (u,v) = — / o1 —0su0svds (3.77)
r R
2) _ g
bp’ (u,v) = —k* [ B, —=uvds (3.78)
r R

Les techniques standards utilisant le lemme de Rellich et ’alternative de Fredholm, conduisent
pour § assez petit, a I'existence et 'unicité de la solution du ce type de probléeme. On cite
maintenant le deuxiéme argument de stabilité de Bendali-Lemrabet (cf. [16]).

Théoréme 3.4 [l existe une constante c¢ telle que pour toute famille de formes linéaires
{Ls}seq sur Uespace V™) satisfaisant a :

Lsvl < 18) (m? flell,, e+ ol ) (3.79)
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pour tout v € V™ la norme dans H' (Q) de la solution us du probléme variationnel :

Trouver us € V. vy e Vim

_ 3.80
ay (us,v) + Z o (ar (us,v) + b(rl) (us, v)) = Lsv (3.80)

est du méme ordre que la fonction [ (0), i.e.
luslly o < el (9) (3.81)

oum = 0,1,1 correspond respectivement a j = 0,1,2.

Comme conséquence du théoréme de convergence de ¢} vers la solution exacte u; et de

ce dernier théoréme de stabilité, on obtient la convergence de la solution approchée uEN vers

la solution exacte uy; du probleme de diffraction dans le milieu sans couche mince (2.
Théoréme 3.5 Pour tout j = 0,1, 2, il existe une constante ¢ indépendante de 0 et du terme
source f, telle que la solution us du probleme variationnel (3.4) et la solution approchée uEN
de (3.74) vérifient lestimation d’erreur suivante :
_ 1 .
Jug —ui ™|, g S 2 (|fllq:=0,1,2 (3.82)
ot s =0pour j=0ets=j—1/2 pourj=1 ou?2.

Preuve: En utilisant les estimations obtenues au théoréme 3.2, il sera suffisant d’estimer la

différence wj = ¢~ — ufN. Pour j = 0, comme

_ EN —
s =uy =ug

on awy = 0. Ainsi, pour j = 0 (3.82) est une conséquence directe de (3.59). Soit, maintenant,
j=1ou2. Dapres (3.74) et (3.71), on a :

)+ Zé’( af (wh,v) + 0 (whv)) = RY (3.83)
ou
%gj) = 5j+1/pgvds
r
et par définition méme de pg on a:

Eﬁgl)v = —52/2(1)u1_vd8
r

§R((52)v = —53/ [Z(l)ug +Z® (ul_ + 5u2_)] vds
r
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Rappelons, maintenant, que si f € Hi 2 (Q2) alors u; € H'(T'); j = 1,2. Donc, une intégra-
tion par parties sur I' peut étre réalisée et elle donne :

%gl)v =’ [a(rl) (uy,v) + b(rl) (ur, U)]

3%((52)11 =3 {ag) (uy,v) + bg) (uy,v) + a%l) (uy + duy ,v) + bl(}) (uy + 6uy, v)}

Donc, puisque les formes bilinéaires a(rl) et bg) sont continues sur V™), il existe une constante
¢ indépendante de 0 (assez petit), telle que :

RY| < e a0 0l g = 1,2
D’o, l'estimation (3.79) a lieu avec la fonction [ (§) suivante :

L) =62 |1 £ll; 10 (3.84)
et comme conséquence du théoréme de stabilité 3.4, wg satisfait ’estimation :

lwilly o < e 2 1£1l;- 3.0 (3.85)

Finalement, la preuve est achevée grace au théoréme de convergence 3.2, et a la décomposition
suivante :

ug —ufN =uy — ¢f +wi, (3.86)

suivie de 'estimation (3.85). m

Remarque 3.6 Contrairement au théoréme 3.2, ce résultat de convergence est optimal et
par conséquent le théoréme de convergence optimal 3.3 du développement asymptotique vers
la solution exacte n’a aucun avantage sur l’amélioration de la vitesse de convergence de la
solution approchée d’Engquist et Nédélec vers cette solution exacte du probleme. Nous verrons
dans les chapitres suivants que cela ne sera pas le cas lorsque U’hétérogénéité (physique ou
géométrique) présente des oscillations rapides et du méme ordre que l’épaisseur.
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Chapitre 4

Analyse double échelle de la
diffraction d’une onde harmonique par
des couches minces périodiques

4.1 Introduction

[’analyse asymptotique utilisée dans le chapitre précédent est insuffisante dans le cas de
couches minces hétérogenes périodiques dans la direction tangentielle, les périodes sont sup-
posées du méme ordre que ’épaisseur et tendent toutes vers zéro. C’est pourquoi une analyse
asymptotique a deux échelles (cf. [4], [20], [24], [39], [42], [53]) a été effectuée sur un cas 2D
dans le but de montrer comment les contributions de 1’épaisseur et de la périodicité peuvent
étre superposées et, par conséquent, mémorisées dans une hiérarchie de conditions aux lim-
ites approchées conduisant effectivement a des résultats de convergence basés sur le critére
essentiel de stabilité établi dans [16]. Des conditions aux limites approchées sont obtenues
en tronquant un Ansatz périodique convenable aux termes importants pour lesquels la dif-
férence avec le cas homogene (cf. [16]) ou laminaire (cf. [51]) commence & étre évidente. Il
est important de noter que ces résultats ne peuvent pas étre obtenus en faisant simplement
une homogénéisation pour une épaisseur ¢ fixée et ensuite une analyse asymptotique & une
échelle pour 0 petit, ou vice-versa. Il est montré que ni I'une ni 'autre de ces deux approches
n’est capable de donner une réponse au cas ou ’épaisseur et la période sont supposées tendre
vers zéro simultanément & la méme vitesse. Inspiré de la technique de convergence a double
échelle (cf. [8], [38], [39]) qui profite d’avantage de l'information de périodicité, une superpo-
sition convenable de fonctions test oscillantes au méme ordre que d est utilisée pour extraire
des termes de variance-covariance entre les deux échelles. L’idée est similaire a celle utilisée
dans [42] pour les surfaces rugueuses lorsqu’une procédure standard d’homogénéisation est
incapable de capturer les petits détails. En outre, il est montré que I’Ansatz tronqué souffre
de la perte d’une demi puissance de § dans le taux de convergence qui est due essentiellement
a une régle de compensation qui conserve les traces de termes d’ordre inférieur dans la preuve
du théoreme de convergence (cf. [4]). Néanmoins, grace a une propriété de convergence faible
d’une fonction oscillante vers sa valeur moyenne (cf. [20]), ces termes tendent, fort heureuse-
ment, vers zéro avec 1’épaisseur §. Les estimations d’erreur non optimales peuvent alors étre
optimisées en utilisant 1’astuce de Tordeux [50] qui permet d’obtenir des estimations opti-
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males & partir de celles non optimales et de la simple existence de I’Ansatz & I'ordre suivant
seulement.

4.2 Position du probléme de diffraction par des couches
minces périodiques

En reprenant les mémes notations qu’au chapitre précédent et en supposant que 1’épaisseur
est uniforme (h = 1), le probléme que nous considérons est celui de la polarisation (TFE). Il
consiste a chercher une distribution & valeurs complexes us telle que :

(uy € H (Qf) N HL, (Q)
Au; + K*uy = —f dans D' (Qy)
div(a;Vuyl) + k*Bsuf = 0 dans D' (QF)
5Opuy = Opuy dans Hz (D)
uf = u; dans Hz (I)

[ lim, 72 (arug — ik‘ug) =0

(4.1)

Les fonctions «; et 5 sont deux fonctions régulieres liées aux propriétés de contraste et
d’indice de réfraction de la structure mince périodique, et sont supposées e-périodiques dans
la direction tangentielle avec € = dd. Sans perte de généralité, on peut d’ailleurs supposer
d = 1 car nous supposons que € et 0 sont du méme ordre. On supposera dans toute la suite
les estimations uniformes suivantes :

0 < WBsllim(ar) S (4.3)

GRS HaéHLoo(Qg)g@ (4.2)

ou 0 < ¢; < ¢o sont deux constantes positives indépendantes de 9.

Les techniques standards, utilisant le lemme de Rellich et ’alternative de Fredholm, mon-
trent D'existence et I'unicité d'une solution H7, (Qs00) (cf. [16], [41], [56]). Pour mieux
comprendre la notion de périodicité tangentielle, il est utile d’introduire les définitions en
coordonnées locales (s,t) dans la variété Qf, comme suit.

Soit m(s) la paramétrisation naturelle du contour I' avec sa longueur d’arc s, telle que

I’application :

I x (0,1) 5 Qf
{ (s,) > m(s) + tom (m(s)). (4.4)

réalise un C* difféomorphisme de variétés pour § positif assez petit. Alors, a chaque fonction
v définie sur F, on a associe la fonction 9 définie par :

{ x=n(s,t)
0 (s,t) =v(x)

La notion de périodicité tangentielle peut alors étre introduite comme suit (cf. [1]).
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Définition 4.1 Soit (s,t) dans (0,L) x (0,1) les coordonnées locales du point x € Qf, ou L
est la longueur de la courbe T', et soit y € R la variable microscopique liée & s par la relation
de congruence suivante :

s = 0y mod(L) (4.5)

On dit alors qu’une fonction ps définie sur la couche mince QU est d-périodique dans la
direction tangentielle s’il existe une fonction p définie dans la bande R x (0,1) qui est 1-
périodique par rapport & la premiére variable y et telle que pour tout (s,t) € (0,L) x (0,1),
on ait :

Ds (5>t> = p<yut)

ot y est la variable microscopique associée a s par la relation (4.5). On dira aussi que la
couche mince QF est 6-périodique dans la direction tangentielle si ses propriétés caractéris-
tiques décrites par les paramétres as et S5 sont d-périodiques au sens ci-dessus.

. . . L. S . . . .
Pour simplifier les notations, on écrira y = 5 pour la variable microscopique et on utilisera

la méme écriture pour toute fonction v et son image 0, ainsi que pour tout point m(s) de I'
et son abscisse curviligne s dans (0, L).

4.3 Cadre fonctionnel et alternative de Fredholm

Le cadre fonctionnel retenu est celui de Bendali-Lemrabet [16]. Afin d’appliquer I’alternative
de Fredholm et obtenir ainsi ’argument de stabilité par rapport au petit parameétre ¢, on utilise
la méme méthode de décomposition de domaine basée sur l'opérateur de Steklov-Poincaré,
introduit au chapitre précédent. Ainsi, une formulation équivalente en domaine borné du
probléme (4.1) s’écrit :

[ Aujy + k*uy = —f dans H' (Q)
div (as;Vuy) + k*Bsuf = 0 dans H' ()
{ asOhui = Opu; dans H> (T (4.6)
uf =uy dans Hz (T)
anug|2 + Spuy; = 0 dans H™2 (%)

\

La formulation en domaine fixe par rapport a § peut étre obtenue ainsi de la méme maniére
qu’au chapitre précédent, comme suit :
Soient les formes bilinéaires définies sur ’espace de Hilbert X, suivantes :

N t6\ " 1 6
a” (d,u,v) = as |1+ —= Osulsv + — | 1+ — | Quudv | dsdt (4.7)
O+ R J R
+ 2 to
b™ (§,u,v) = —k Bs |1+ — ) uvdsdt (4.8)
o+ R
a” (u,v) = / VuVudz + (Su,v) 11 (4.9)
Q 2727
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b]; (u, U) = —k? /Q uvdx + <Rku, U>—%,%,Z (410)

_déf
a, = a + b,
Alors, le probleme Neumann (4.6) s’écrit de maniére équivalente sous la forme variationnelle
suivante :

{ Trouver us € X;Vv € X,

da* (5, u;,qﬁ) + bt ((57 u},v*) +ay (ug,v*) = [ fo-dr, (4.11)

Pour assurer des résultats d’homogénéisation (cf. [20]), les coefficients as et S5 sont supposés
dépendre des variables macroscopique et microscopique, comme suit :

as (s, t) = a(s,t,§>

Bi(s,t) = B(st.3)

s
ol « et 3 sont deux fonctions 1-périodiques par rapport a la troisiéme variable y = 5 selon

la définition 4.1. 1l est aisé de vérifier que la formulation (4.11) rentre dans le cadre de
lalternative de Fredholm. Puisque les estimations (1.2a) et (1.2b) sont uniformes en 4 alors
largument de stabilité de Bendali-Lemrabet [16] reste valable dans ce cas. En effet, il n’y a pas
de nouveaux termes qui dépendent de ¢ dans les constantes de coercivité et de continuité dans
les parties coercive et compacte de la formulation (4.11). Pour plus de détails, on renverra le
lecteur a la these de magistére [52] ou encore a l'article original de Bendali-Lemrabet [16].

4.4 Analyse asymptotique a deux échelles

Comme dans [20], [16], [53] et [3], on peut écrire formellement le développement asymptotique
suivant :

us () = ugy (z) + ouy () + -+ 5juj_ (x) + 6j+1u;j(x) (4.12)
)

us ; est un reste dans X, les termes u; appartiennent a 'espace H' (Q+, Hj, (0, 1)), i.e., sont

uy (s,t) =ug (3, t, g) + du (s,t, g) +- 4 6ju;r <s, t, > + 5j+1u5+,j (s,1) (4.13)

s
1-périodiques par rapport a la troisiéme variable y = —. De plus, afin d’assurer la continuité

de la solution a la traversée de I', ces termes vérifient la condition de transmission moyenne
sur I':

/o uy (.,0,y)dy = uj (.) (4.14)

La construction de I’Ansatz périodique est basée en fait sur un principe de superposition
simple. On supposera alors que chaque terme uj peut s’écrire comme la somme de deux
termes dans lesquels les variables rapides t et y sont séparées, comme suit :

+ _ ot -
uj (s, t,y) = af (s,t) + 45 (s,9) (4.15)
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Ainsi, toute dérivée croisée par rapport a ces deux variables sera simplement nulle, i.e.
Oyu; =0 (4.16)
Une telle construction nous conduit alors au choix de fonctions test suivant :
vy (5,8) = vt (s,2) + 0v; (s, g), (4.17)
avec

vt e X et e L2 (P,H;E (0,1)/R) :

et H#l# (0,1) /r désigne l'espace des fonctions 1-périodiques ¢ dans H 1(0,1) & moyenne nulle
en y, i.e. (¢) , = 0. Par conséquent, on obtient les régles de dérivation suivantes :

Osvy = 00,01 + (00" + Oyv) (4.18)

Oy = v’ (4.19)

Comme conséquence du principe de superposition (4.15), on obtient les formules suivantes,
utiles par la suite :

(00r), = (9),0 (4.20)
(90y), = (), 9y (4.21)

pour tout ¢ vérifiant 9,0,¢ = 0. Ces deux formules seront utilisées de maniére implicite dans
I’analyse asymptotique. On aura besoin d’un lemme d’homogénéisation qui vient compléter
le lemme 3.1 du chapitre précédent :

Lemme 4.1 Soient pi,q, € L? (F,L%é (0, 1)) tel que O,g1 € L? (F, Li (0, 1)) Alors la solu-
tion 11 de l’équation variationnelle suivante :

/ 110,07 dsdy = — / (1007 +p1o])dsdy, Vo € H! (F, H (0,1) /R) (4.22)
I'x(0,1) I'x(0,1)
est donnée explicitement par :
y
l1(57 y) = ll(sv 0) + / <p1(87 g) - asgl(‘s? 5)) dé— -y <p1(87 ) - 8891(57 >>y (423)
0
etly € L* (I, H, (0,1)).

Preuve: FEn intégrant par parties par rapport & y le membre de gauche de I’équation (4.22),
on obtient & I'aide de la périodicité des fonctions test :

/ 10,07 dsdy = — / 0,liptdsdy, VoI € H (r, HL (0,1) /R)
I'x(0,1) I'x(0,1)
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La deuxiéme intégration par parties est faite par rapport & s sur le terme qui contient d,¢;
et on a par densité de D (T') dans H' (T) :

[ wdstdsay=— [ ogordsdy. ver € B (L1} (0.1),5)
I'x(0,1) I'x(0,1)
Donc, ’équation variationnelle (4.22) s’écrit :

[ anstasty= [ n-agetdsty, voi € B (1 HLO.1))
'x(0,1) I'x(0,1)
Par conséquent, on a :

Oy = pr = Ougy — ( p1 — Osgr),, dans L* (T, L3 (0,1) ;)

et en intégrant par rapport & ¥, on obtient [, € L? (F, H# (0, 1)) avec :

li(s,y) = (s, 0) + /Oy (p1(8,€) = 0501(5,€)) d€ — y (pa(s,.) — Dsqn(s, ),

ce qui acheve la démonstration. =

4.4.1 Hiérarchie des équations variationnelle

Comme au chapitre précédent, le but de cette section est de montrer que chaque terme u;
est solution du probléme de diffraction suivant :

u; € HlloC (QOO)

Auj + kuy = —f;

Onu; + ]\ij (uj_,uj__l, .. ) =0
lim, o 72 (&uj_ — zk’u]_) =0

(4.24)

ou f; = fsij=0et0sinon, et N; est un opérateur qui contient éventuellement des dérivées
tangentielles. Pour cela, I’Ansatz (4.12), (4.13) est injecté dans I’équation (4.11) dans laquelle
les fonctions test sont définies par (4.17 ). Ensuite, en prenant la moyenne par rapport a la
variable y dans (0,1), comme il est d’usage en techniques d’homogénéisation, on obtient a
I’aide du principe de superposition (4.20) et (4.21) des équations variationnelles résultant de
lidentification des termes en ¢/ pour j > —1, comme suit.

Détermination de ug

En identifiant les termes en § ', on obtient pour tout v+ € H*(I' x (0,1)) :
/ (), Ovug Ot dsdt = 0. (4.25)
' (0,1)

Comme dans le cas homogene (cf. [16]), le lemme 3.1 montre en choisissant

l=(a),dug, p=g=0
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que ug ne dépend pas de t, i.e.
Oug =0 (4.26)

Ensuite, I'identification des termes en ¢6° donne pour tout (vt,v~) € Xy et tout vy €
Jig (r,H;7E (0,1)/R) :

1
/ / o [0 O™ + Oyud (00t + Oy | dydsdt + a;; (ug,v7) = / fv~dx (4.27)
r'x(0,1) Jo Q
Si vt =wv~ =0, on obtient alors :

/1“/1 (@), Oyug Oyvf dyds = 0 (4.28)
0
Maintenant, le lemme d’homogénéisation 4.1 implique, si on choisit
I = (), Oyug, p1=g1 =0
que (), dyug ne dépend pas de y, i.e.
Ay ({@), Oyug) =0 (4.29)
et en utilisant la périodicité de [; par rapport & y, on obtient le deuxiéme résultat attendu :
dyug =0 (4.30)
Par conséquent, (4.30) et (4.28) montrent que
ug (s,.,.)=ug (s), VseTl (4.31)

Si on choisit maintenant v* = v = 0 dans 1’équation (4.27) alors on obtient, pour tout
v™ € HY(Q) :

a; (ug,v”) —/va_daz

Ainsi, ug est 'unique solution du probléme (4.24) pour j = 0 avec la condition aux limites
de type Neumann sur I'

Ontg =0 (4.32)

Comme conséquence, 'effet de la couche mince est complétement négligé a l'ordre 0. En
suite, en se basant sur les résultats de régularité des systémes elliptiques, si f € L2 (Q) alors
uy € H2 (T) et a I'aide de (4.31) on obtient uf € H' (T x (0,1), H (0,1)).
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Détermination de wu,

En appliquant le lemme 3.1 & (4.27), on obtient & I’aide de (4.30) l'identité (a), O =0 Jie.
dut =0 (4.33)
Ainsi, I'identification des termes en 6" donne :
1
/ / a [Oug 0w + (Osug + Oyuf) (950 + 9yv])] dydsdt
% (0,1) Jo

1
—k2/F o 1)/0 Bugvdydsdt + a;; (uy,v™) =0, (4.34)
XU,

pour tout (v, v7) € Xy et tout v € H* (F, Hj (0, 1)/R>. Donc, si v~ = vt = 0, il vient

1
/ / (a), (Osug + Oyui) Oyvidyds =0 (4.35)
rJo
De méme, le lemme 4.1 montre qu’avec le choix
lh = <a>t (asu(; + ayu_l'_) ,p1=91=0

li(s,.) = l1(s,0). Ensuite, en utilisant la périodicité de u] par rapport & y et en prenant la
moyenne sur ¥, on obtient

(), (Osug + Oyui) = ag (s) Bsug (4.36)

Le premier moment harmonique en y de la moyenne arithmétique en ¢ du contraste o est noté

1 -1
Qo = <<a_>t>y .

Par conséquent, si v;” = 0 dans I'équation (4.34) alors on obtient :

/ <a)y Oyug Opvtdsdt + / i> gOsug OsvT dsdt

I'x(0,1) I'x(0,1) <04>t y

—k? / (B), ugv*dsdt + ay, (uy,v7) =0 (4.37)
I'x(0,1)

D’ow, si vt € Hyp (T'x (0,1)) et v~ =0

/ (a), 8tu;8tv+dsdt+/ <i> oOsug OsvT dsdt

I'x(0,1) I'x(0,1) <a>t Y

—k? / (B), ugv*dsdt =0 (4.38)
T'x(0,1)

Le lemme 3.1 dit alors qu’avec



on obtient :

1
s = [ (as<<%>t>yaoasuo+k2<5>yuo> dé (4.39)
1(5,0) = 0Os000suy + k*Byug (4.40)

ol, aq est récupéré grace a l'identité <ﬁ> = 1. Le coefficient 3, = (6>yt est le premier
t b

t
moment arithmétique de § par rapport aux deux échelles y et t. Siv™(.,0) # 0, alors ’équation

(4.34) montre que u; est 'unique solution du probléme (4.24) pour j = 1 avec la condition
aux limites de type Neumann sur I

Opuy = DsapOsug + k*Boug (4.41)

Ensuite, grace a la régularité elliptique, si f € Hz (Q) alors uy € H2(T), i.e. d,u; € L*(I)
et par conséquent u; € H' (). La régularité H' de u; par rapport a la variable y est ainsi
assurée par 1’équation (4.36) qui permet d’écrire :

o,uf = (<Z—‘>’t - 1> dyug (4.42)

D’on, a laide de (4.33), on déduit que uy € H* (I' x (0,1), H} (0,1)).

Remarque 4.1 Comme il se fait en techniques d’homogénéisation (cf. [20]), on peut évaluer
ul en termes de Osuy ( tout en respectant (4.14) et (4.15)) grace a la relation de découplage

uii- =U; +wy (87 y) asUH

ot wy € H! (F, H;ﬁ (0, 1)/R) est une variable auxiliaire. wyest ['unique solution de [’équation
de la cellule de base a l’ordre 1 dans l’analyse asymptotique, suivante :

9y [{a), (1 + Oyun)] =0 (4.43)

En fait, cette variable auxiliaire est déterminée par le lemme d’homogénéisation 4.1 qui nous
donne d’ailleurs la relation de découplage a l'aide de l'équation (4.36).

Détermination de u,

En identifiant les termes en 6% et en utilisant les propriétés précédentes établies pour ug et
uy, en particulier la relation (4.36) qui permet d’écrire :

(Baug + Oyud) = ——d.ug,

(),
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on obtient, pour tout (v, v7) € Xy et tout vy € H* <F,H;7£ (0, 1)/R> :

/ (a), ( Opuy + 8tu3> Ot dsdt
I'x(0,1)
ot 040 + + +
(9 sug + (Osuf + 0yuy) | OsvT dydsdt
I'x(0,1)
—k:2/ <<6ui’> + = (B), u(}) vtdsdt + a;; (uy,v7)
I'x(0,1)
// ( sug + (@), (Osui + 8yu§L)) o, v dyds
1
+ / / agﬁsuaasvfdyds — K / / (B), ug v dyds = 0 (4.44)
rJo rJo
De méme, si on pose v~ = v = 0, alors on obtient :
1
(7)) <ta> _
/F/o <—E<a—>ttasu0 + (a), (Osui + 8yu§“)) o, vy dyds
1 1
+ // a0sug Osv) dyds — k? // (B), ug v dyds = 0 (4.45)
rJo rJo

et a 'aide du lemme 4.1 en choisissant

_ (ta)t
h= R <a>t

on obtient Iy € L* (T', H} (0,1)) et [y vérifie :

g+ (a), (Bsuf +8yu3 ), g1 = aodsug, pr = =k (B), uy

h(s,0) = his,y) [ / " (01(5,€) — 0.91(5,€)) dE — y (pa(5..) — g (s, '>>y]

ag (ta) _ v B
= (a), (Osuf + 0yuf) — 70 <a>: g + k2 (/0 (BY, dy —yBy | ug  (4.46)
Noter que les termes en 0,g; se simplifient car g; ne dépend pas de y.
Ensuite, on a (du; > = Osuy, grace a la condition de transmission moyenne (4.14). A

l'aide de (4.33), et en prenant la moyenne en y de l1(.,0),/ (c),, on obtient aisément & I’aide
de la périodicité de u; par rapport & y, I'identité suivante :

W0 g e - ROEZ) <<ti>;> 83u0+k2<f0 ( i _yﬂ°> uy (4.47)

(a); ),

Ensuite, a 'aide de (4.46) et (4.47) on obtient directement :

« Qa ~
(Osuf + Oyu3) = ﬁ (8Su1_ + masug - k2ﬁu5) (4.48)
t
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ou les coefficients & et [ sont donnés par :

{ta), [ {te,

@, 0< () >y (4.49)
= L BGa ) dy —yBy ) J) (B (s ) dy — yBo
’= Qo < <O‘>t >y

Le terme <6uf>y est déterminé comme suit. En intégrant (4.42) on obtient la relation de
découplage

(4.50)

uii_ = ul_ + Wy (87 y) aSUO_

et par conséquent :

(Buf), = (B), ur + (Buwr), Osug (4.51)

ou

Maintenant, si v; = 0 dans I’équation (4.44) on obtient alors, pour tout v = (vF,v7) € Xy :
1

t
o) | —Oud +0 u+> Ot dsdt
/Fx(o,1)< >y (R s) v o '

(

n /1 o (a Tl 2 PP Y —)a *dydsdt

a— | dsu —Ouy, — U v dyds
I'x(0,1) J0 (a}t ' R(s) ‘ ‘

t
2 _ _
—k /Fx(o,l) ((@y uy + <6w1>y Dsug + m

Cette derniére équation est résolue pour v~ = 0 en appliquant le lemme 3.1 pour

<B>yu5> vdsdt + a;; (uy,v7) =0 (4.52)

I = (a), (%&u;—i—@u;{)
p = = |00, (5 + o6 ) + (G, g

- ) ) v ()

1l vient

(5,0 = — / (95, ) — Dug(s,€)) de

= 0,0005u; + k*Byu; + O, (—%) Osuy + k? (%) Uy

+k* (Bu0sug — 05 (Cap ug)) (4.53)
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ot les coefficients a14, 31, By et C,p sont donnés respectivement par :

Bi(s) = (B, |
Buls) = (Bun),,

Cas(s) = g <gé_i>

et & et 3 sont définis par (4.49) et (4.50). Si v~ # 0 alors Péquation (4.52) montre que u;
est I'unique solution du probléme (4.24) pour j = 2 avec la condition aux limites de type
Neumann sur I', suivante :

8

R

Oy = OsapOsuy + k*Bouy + O (—%) Osug + k? K

— 850a5> + (5# — Cag) Os. Uy
(4.54)

Finalement, si f € H2 () alorsuy € H3 ('), i.e. u; € H?(I), ce qui conduit & d,u; € L2 (I),
donc u; € H' (Q) et a l'aide de (4.48) et de la régularité des coefficients o et 3, on obtient
ug dans H' (I x (0,1), H}, (0,1)).

Remarque 4.2 Il est aisé de vérifier que dans le cas de couches minces homogénes (cf. [16]),
les coefficients Cyp et 5# sont nuls alors que a4 et 3, sont réduits respectivement aux premiers
moments arithmétiques ent de o et 5. En fait, la condition d’ordre 2 souligne une différence
mageure si on la compare avec celle obtenue dans le cas laminaire (cf. [31], [51]) ou la taille
de la période est négligeable devant l’épaisseur, i.e. € = 0(9). Plus précisément, cette condi-
tion met en évidence l’apparition de nouveaur termes de mémoire (voir effet d’aimantation
dans le cas de [’électromagnétisme par exemple). De plus, si on considére le cas d’un domaine
multicouches mince, chacune étant périodique par rapport o la direction tangentielle, alors
pendant que 3, capture U'effet de mémoire a lintérieur de chaque couche, a1y est un coeffi-
cient de variance dans la périodicité entre les différentes couches. Finalement, le coefficient
Cop représente un terme de covariance qui n’ existe que lorsque o et B sont tous les deux
périodiques.

Remarque 4.3 Comme dans la remarque 4.1, on pourrait introduire une variable auziliaire
au second ordre (en respectant le principe de superposition et la condition de transmission
moyenne) wy € H? (F,H;é (0, 1)/R) telle que uy = wedsuy + (1 —t)uy et wy est solution
d’une équation différentielle ordinaire du second ordre non homogéne, qu’on appellera équation

de la cellule de base a lordre 2 dans [’analyse asymptotique. En fait, ces équations sont
implicitement résolues par le lemme d’homogénéisation 4.1.

4.4.2 Analyse de convergence pour la condition de Neumann

De maniere similaire au chapitre précédent, & cause de la présence de dérivées tangentielles
non bornées, les résultats de convergence pour I’Ansatz tronqué
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seront établis dans l'espace plus large, a savoir :
Yy ={(v",v7) e H'(0,1,L*(I)) x H' (Q) : v" (.,0) =v" I'}

En outre, ces résultats sont basés essentiellement sur le méme argument de stabilité de
Bendali-Lemrabet [16]. On a le théoréme de convergence suivant :

Théoréme 4.1 Pour j = 0,1,2, il existe une constante c¢ indépendante de § et du terme
source f, telle que :

[Jus — ¢2HY < c§? £ 100 (4.56)

Hué - (beHY < o’ “fHJ_%,Q =12 (4.57)

Preuve: Notons tout d’abord que la méme lettre ¢ sera utilisée pour désigner une constante
générique dans les différentes estimations qui vont suivre. Clairement, ’estimation (4.56) est

la plus simple a établir. En effet, il est suffisant d’estimer la forme linéaire L((;O), définie sur
Xy par :

L((SO)U =da* (5, uf —ug, U+) +0b" (5, uj — uar,er) + ap (ug — ua,v’)

Les équations vérifiées par us et ug conduisent directement a :

o\, 5\ _
L((So)v = —5/ﬂ+ Qs (1 + m) Osug Osv™ dsdt + k> /Q+ Bs (1 + m) ugvtdsdt (4.58)

On rappelle que si f € L?(Q) alors ug € Xy. D’ot, et a aide des estimations uniformes (4.2)
et (4.3), il existe une constante ¢ indépendante de § (assez petit) et de f € L? (Q) telle que :

<cllfllog (5 HaSUJrHo,rx(o,l) +0 ||U+H0,F><(O,1)> (4.59)

Ensuite, a l'aide de 'estimation (3.62) dans le chapitre précédent, on obtient l’estimation
désirée pour j =0 :

< cllfload® (65 10 e 02 100 oo + 107 110) (4.60)

‘L((;O)v

‘L((;O)v

Par conséquent, la preuve (4.56) est achevée grace au théoréme de stabilité 3.1 donné au
chapitre précédent.

De méme, I'inégalité (4.57) pour j = 1 a lieu si on estime la forme linéaire Lgl) , définie sur
Xy par :

Yy = dat (6,uf —ug — ouf,vh) +0b% (6, uf —ug — ouf,vh)
+a;, (uy —ug — dui,v7)
= Lgo)v —6%a" (5, uf,zﬁr) — 5%t ((5, uf, v+) — day (ul_,v_)
En se basant sur la regle de dérivation
1

8S—>85—|—5
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et sur les équations satisfaites par us, ug et u; (essentiellement la relation de découplage (4.42)),
on obtient :

— fQ+ Qg (1 — % + - ) (8sua + dyuf (s, t, §)) Osvtdsdt

Ly = 5
s 2 to — .+ - - =
+k? [o4 Bs (1 + R(s)> ugvtdsdt — a;; (uy,v7)

— Jor as <1 — % + - ) Osuf (s,t, %) OsvTdsdt

+0° 2 t
+k2 [o4 Bs (1 + m) uf (s,t, %) vtdsdt

(4.61)

Rappelons que dans le cas de couches minces homogénes par rapport a la direction tangentielle
(voir chapitre précédent), la quantité L((;O)v —da; (ul_, v*) permettait de compenser le poids
d’ordre ¢ portant sur les dérivées tangentielles d;v" parce que dsu, n’était pas couplé a d,u; .
Néanmoins, et méme si on peut la controler par une propriété de convergence faible d’une
fonction oscillante vers sa moyenne (cf. [3]), cette quantité sera malheureusement responsables
de la perte d’'une demi puissance de ¢ dans la vitesse de convergence.

Notons les termes d’ordre inférieur a4 2 en ¢ dans Lgl)v par Bél)v, alors on a :

By = <—/ as <(’95u5 + dyui (S, t, g)) Ovtdsdt + k* | Byugvtdsdt — ay (ug, v))
o+ o+

(4.62)
A Taide de l'identité :
oo (:1.5)) = oy, Leah (0 + a (s.1.5))
S 7t7 - S 7t7 Y
Qs ((9 uy + Oyug (5 5 ) (as), (Osug + Oyuy (s 5
la relation de découplage (4.42) devient :
Oy +0uf (5,8,3)) = o-aoduy
o ( Uy + Oyuy | s,1, 5 <a6>ta0 U
Par conséquent, on obtient :
BMy =4 (— / iaoasuaﬁsfrdsdt + k| Bsugvtdsdt —ay (uy, v_)) (4.63)
O+ <&5>t Q+
Ensuite, a 'aide de I’équation (4.37), on obtient la régle de compensation suivante :
By = ¢ (), Ovuy Ot dsdt 40 <i> -2 pOsug v dsdt
Q+ Q+ {a), y (),
2 _ Nouzot
k 5/9+ [<5>y 3 (s,t,é)} ug vt dsdt (4.64)

s
Maintenant, grace a la convergence faible de 85 = (3 (s,t, —) vers sa moyenne () et de

S v
as/ (as), vers (o (a),), dans L2 () et aussi grace a Phypothése de régularité f € H2 (Q)
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qui conduit & u; dans H' () et (@), duy dans L? (Q2F) (voir la relation (4.39)), on obtient
les résultats de compensation suivants :

/m [<<((j> > — (j;) ] 05ty Osv T dsdt ﬁ(()) (4.65)
/m (8), = Ba] wdsat 22 0 (4.66)

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v € H' (QT), pour tout
e > 0, estimation suivante a lieu pour tout § (assez petit) :

’Bgl)v

§c||f||%’95Hatv +€d (4.67)

|
0,0+

En prenant alors € = c|| f||1 o ||[v"]|y o+ Strictement positif, on obtient :
2) b

‘Bgl)v

< |1flya (100 o + 1" o0 (4.68)

En utilisant en suite la propriété (3.62), on obtient 1’estimation suivante :
L] < el flly g (82 100" |y + 31100 g + 307, o) (4.69)

A ce niveau de la démonstration, on peut voir clairement pourquoi l'ordre de convergence
est seulement en 0. En effet, (4.69) ne peut pas produire mieux que 'estimation d’ordre 1
suivante :

L] < cllf a0 (82100 [l g + 073 00 g qn + 07 ]l10) (4.70)

et qui, par conséquent, achéve la preuve de (4.57) pour j = 1 grace au théoréme de stabilité
3.1.

Le reste de la preuve pour j = 2 étant similaire, on en donnera une esquisse seulement.
Comme ci-dessus, on devra estimer la forme linéaire L((f) définie sur Xy par :

L((52)v = da* (6,uf —uf —ouf — 52u;,v+) + 00" (6, uf —ud — ouf — 52u;,v+)
+a;, (uy —uy — duy — 6%y v7)
= LMy —%at (6,ug, ") = &°" (8, uf,v") —ay (uy,v7)
Alors, en plus des résultats obtenus pour j = 1, on combine les propriétés et les équations

faisant intervenir us, on utilise la regle de dérivation d; — J; 4+ <9, sur les termes dépendants

J

S
de — et on obtient :

J

2 1 to 1
Lg by = L((S by — 53 /m ag (1 an +-- ) (asu; + gﬁyug) O,vTdsdt

to
-4 . as (1 + w) Oyug Opv T dsdt

to
w42 [0 (1 ) st = o (,0)
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Encore une fois, les termes en 6" avec k < 3 (essentiellement ceux contenant les dérivées
tangentielles) deviennent les mauvais termes dans le cas des couches minces périodiques.
Heureusement, ils sont compensés comme pour l'ordre j = 1 par la méme propriété de
convergence faible mais, encore une fois, au prix d’une demi-puissance de  dans la vitesse
de convergence. Néanmoins, on se contente d’utiliser cette propriété de convergence faible
jointe aux propriétés de u; et uy (essentiellement (4.52) et (4.53)) et I'hypothése de régularité
feH 3 (), afin de vérifier que le poids portant sur HUJFHOQJr est au pire du méme ordre que

6%, Ainsi, et a I’'aide de (3.62), on obtient I'estimation suivante :

P (100" lloge + 8 [0 g +8° 07|10 (471)

qui donne en retour ’estimation espérée :
L70] < clflly 007 (6% 07 |y + 7% 00 e + 17l ) (4.72)

Finalement, la preuve est une conséquence directe du théoréme de stabilité 3.1. m

4.5 Les conditions aux limites approchées de Neumann

De maniére similaire au cas non périodique, dans I’Ansatz tronqué a l'ordre j donné par
(4.55) on remplace chaque terme wu; par ¢’ *lqu et on obtient pour le cas de la condition de
Neumann, par exemple, le probléme de diffraction suivant :

ubN e H' (Q)
AulN + BPufN = —f dans D' (Q)

Oy uEN - Z(Jg EN = () dans D' () (4.73)
hrnr_>Oo s (5) uEN zku] ) 0
ou
est 'opérateur d’'impédance approché qui peut étre décrit pour j = 0, 1,2, par :
70— ¢ (4.75)
ZW = — (05000s. + k*By.) (4.76)
7@ — g, (‘%ﬁ) 0. — k? K% -~ agcag) -+ (B4 — Cag) 0s. (4.77)

et ap, By, a1y, B1 et B, sont les coefficients homogénéisés liés a la structure mince.

De méme, si on introduit I’Anstaz tronqué a 'ordre j, alors gbg_ vérifie le méme probléme
(4.73) dans lequel la condition aux limites sur I' est simplement perturbée par un terme
d’ordre j 41, i.e.

Ol + ZI ¢~ = 671yl dans D' (T) (4.78)
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et ol le second membre peut étre donné pour 7 =0, 1, 2, par :
R =0, ph= 207, 2 =~ 205 - 2 (ug + du5) (4.79)
La formulation variationnelle de (4.73) s’écrit alors :

qu e V. vy e Vm

- J 4.80
a, (UJEN,U) - ;)51 (ak: (UJEN,U) + bk, (UJEN,U)) = [, fodzx (4.80)
ou V(™ est Iespace de Hilbert introduit au chapitre précédent :

vim ={ve H' (Q); v e H"(D)} :m=0,1 (4.81)
tel que m = 0,1,1 correspond dans l'ordre & 7 = 0,1,2 et ou ag), b(Fj) sont des formes
bilinéaires continues sur V™ et définies par :

a(FO) (u,v) = b(FO) (u,v) =0 (4.82)

a(Fl) (u,v) = /agﬁsuasvds (4.83)

r
b (u,v) = —kz/ﬁ uvds (4.84)
r = 0 .
r
al(?) (u,v) = — / 214 9, udyvds (4.85)
r R
b(FZ) (u,v) = —k2/ <B_R1 - GSCQB) uvds — kQ/ (Bu — Cap) (Osu) vds (4.86)
r r

Il est clair que, sous cette forme, les techniques standards utilisant le lemme de Rellich [44]
et lalternative de Fredholm (cf. [16], [41], [56]) conduisent, pour § assez petit, a 'existence
et 'unicité de la solution du probléme (4.80). En effet, le seul terme nouveau par rapport
a la formulation dans [16] dans le cas d’une couche mince homogeéne ou aussi par rapport a
celle du chapitre précédent, est le terme non symétrique qui se trouve dans la forme bilinéaire
bg). Comme ¢ est destiné & tendre vers 0, ce terme sera compensé, fort heureusement, par
une puissance dominante de ¢ dans 'alternative de Fredholm. L’argument de stabilité de
Bendali-Lemrabet [16] est donc encore valable et s’énonce comme suit.

Théoréme 4.2 il existe une constante c telle que pour toute famille de formes linéaires
{Ls}seo sur V™ vérifiant

[Lsv] < U(6) (6% ol + loll1g)
la solution du probléeme variationnel
{ us € ym). Yo e Vm),
ay, (us, v) + 37_ 0" (ak(us, v) + bh(us, v)) = Lsv,
satisfait [’estimation
[0l 0 < ¢l(9).

o, pour j = 0,1,2 les valeurs respectives de m sont 0,1,1, et I(J) est une constante qui
dépend de §.

o4



Preuve: Les termes dont le signe ne peut étre controlé sont multipliés par une puissance
dominante de 6. Comme ce parameétre est destiné a tendre vers 0, alors on a ’estimation de
coércivité suivante :

Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de > 0 assez petit, telle que :

J
@ (v,0) + D dab(w,0) 2 ¢ (ol g +ma ol ). VoV (4.87)
=0

Comme dans ([16]), I’étape suivante est d’estimer ||ps — pol|; o, OU ps et po sont les solutions
respectives des problémes dont les seconds membres dépendent d’un élément fixe u € H' (),
suivants :

{ ps eV, Woevim | (4.88)
a™ (ps, v) + 21— 8'ap(ps, v) = by, (u,0) + 320 0'b(u, 0) '
po € H' (Q); Vv e H' (Q),
_ 4.89
{ a”(po,v) = by (u,v). (4.89)
Les arguments de régularité elliptique impliquent
||p0||3,Q <c ||u||1Q7 (4.90)

et en particulier py € V™. En posant v = ps — py dans l'estimation de coércivité (4.87) et
en tenant compte de (4.88) et (4.89), on obtient :

1 1
Ips — w0l +md llps — poll, - < 6 1l (115 — poll 0+ m0% 15— poll )
ce qui entraine, pour ¢ petit :

1
Ips = polly 0 < €0 flufl, -

Ainsi, la suite de la démonstration est similaire a celle dans ([16]). =
A partir de cette propriété de stabilité de la solution par rapport au petit paramétre 0, on
obtient alors le théoréme de convergence non optimal suivant :

Théoréme 4.3 I existe une constante c indépendante de § et du terme source f telle que la
solution us du probléme variationnel (4.11) et la solution uf™ de (4.80) vérifient :

HUE - UOENHLQ <2 110 (4.91)

[us —uf™| o < e Ifl,1 g0 =1,2 (4.92)
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Preuve: La preuve est similaire a celle du théoréme 3.5 du chapitre précédent. Pour j = 0
elle est évidente. Pour j = 1 ou 2, et a I'aide de (4.57), il est suffisant d’estimer la différence
wi = ¢5 —ufN. Don, en partant des équations (4.80) et (4.78), on obtient :

a, (wg,v) + zj:(Sl (a(Fl) (w‘g,v) + bg) (wg,v)) = %gj)v (4.93)
1=0
ou le second membre est donné par :
%gl)v = - /1“ ZWyvdx
3?552)7) = —(53/ [Z(l)ug + 7 (uy + ouy )] vda
r

On rappelle aussi que si f € HY -3 (Q) alors u; € H (). D’ow, en intégrant par parties sur
I', on obtient :

w0 = 8 [af! (ur.0) +0f (7 0)|

3?((52)7) =5 [a(Fl) (u;, v) + bg) (uz_, v) +a? (U1_ + duy , v) + b (ul_ + du, , v)]
Ainsi, puisque les formes bilinéaires a(rj et b(rj ) sont continues sur V™) alors il existe une
constante ¢ indépendante de § (assez petit) telle que :

‘?jo)v

< ISl s g 0l
On conclut a l'aide de 'argument de stabilité 4.2 que wg satisfait ’estimation
wsl] . < e 21 fll;o1 0 (4.94)

La preuve est alors achevée par le théoreme de convergence 3.2 et la décomposition suivante :

uy —utN = uy — ¢l + Wl (4.95)

Il est important de noter que 'estimation d’erreur (4.94) entre la solution approchée qu
et I’Ansatz tronqué ngg_ est optimale par rapport a celle obtenue dans le théoreme 4.1 ou
une perte d’une demi puissance de 0 a été observée dans la vitesse de convergence. Ceci
est actuellement un avantage pour optimiser l’estimation d’erreur obtenue dans le théoréme
précédent, en demandant bien stir plus de régularité au terme source afin que le développement
asymptotique existe a l'ordre suivant (cf. [50]).

Par exemple, pour j = 1 on écrit :

Jus — (ug +0ur) ||, = |lus — (ug +duy +8%uy) +0%uz ||,
< ug = (ug + up +6%uy) ||, o + 6 [Juz ||, 4
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Si f € Hz (Q) alors u; existe dans H* (). D’on, Destimation (3.59) et le fait que Hu;Hl 0
ne dépend pas de § conduisent a I’inégalité optimale suivante :

[us = (ug +dup) ||, o < c0® [ fllsq

Il en découle alors, grace a (4.92) et (4.95), que pour f € H2 (Q), on a l'estimation optimale
suivante :

s —uf™|| g < 82 [I£]l5 0

ou la demi puissance de 0 perdue dans la vitesse de convergence dans le théoreme 4.1-
estimation (4.57), vient d’étre récupérée.

4.6 Conclusion

On vient d’illustrer dans ce chapitre, par un cas simple 2D, 'efficacité de ’analyse asymp-
totique & deux échelles lorsqu’il s’agit d’une double perturbation singuliére. Cette derniére
affecte la vitesse de convergence par la perte d’une demi-puissance de 6. En outre, des termes
effectifs tels que les effets de mémoire et de variance-covariance sont mis en évidence dans le
cas de couches minces périodiques, alors que cela ne pouvait pas étre obtenu en faisant sim-
plement une homogénéisation suivie d’une analyse asymptotique ou vice versa comme dans
le cas laminaire ou la période tangentielle est négligeable devant 1’épaisseur. Nous estimons
que le fait de considérer des coefficients variables par rapport & la direction normale permet
de traiter le cas d’'un nombre infini de couches minces périodiques par la méme technique.
Par contre, les problémes de couches minces périodiques fortement contrastées (par exemple
a = 0(07")) ou encore ceux de systémes 3D comme le systéme complet de Maxwell ne sont pas
évidents et par conséquent ils nécessitent des justifications rigoureuses afin de leur adapter la
méthode multi-échelle.
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Chapitre 5

Application de ’analyse double échelle
au probléme de la diffraction d’une
onde harmonique par une surface
rugueuse

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre que I’analyse asymptotique double échelle peut étre aussi efficace
dans le cas des problémes de diffraction par une surface rugueuse. Notre méthode est simi-
laire & celle utilisée dans [42], dans le sens ou la solution est décomposée en deux parties dont
I'une dépend de I’échelle lente et I’autre dépend de 1’échelle rapide. Plus précisément, notre
approche est basée sur une décomposition du domaine de telle sorte que le probléme posé fait
intervenir une couche mince et rugueuse. Nous supposons que la rugosité est périodique et
que I'épaisseur est du méme ordre que la période. En fait, il s’agit de ramener le probléme de
diffraction par une frontiére rugueuse a celui de la diffraction par une couche mince homogéne
d’épaisseur variable et périodique par rapport a la direction tangentielle. Ainsi, les techniques
utilisées dans les deux chapitres précédents peuvent étre adoptées, afin de construire et ap-
procher 'opérateur de Steklov-Poincaré sur une frontiére artificielle qui ne présente plus les
oscillations rapides de la surface rugueuse. Les conditions aux limites approchées d’Engquist
et Nédélec [33] peuvent étre construites et analysées de maniére simple. En plagant ces condi-
tions sur une frontiére artificielle dont les variations dépendent uniquement de 1’échelle lente,
on parvient en particulier a traiter le cas de la polarisation (TF) qui fait intervenir une dérivée
normale oscillante et qui a présenté souvent le plus de difficulté relativement a 1’autre polari-
sation. En plus de la condition de transmission moyenne utilisée dans le chapitre précédent,
une nouvelle condition, appelée condition aux limites moyenne, est imposée sur les termes du
développement asymptotique sur la surface moyenne de la surface rugueuse. Cette condition
aux limites représente les oscillations rapides de la dérivée normale sur la surface rugueuse.
Des conditions aux limites approchées sont obtenues, soulignant le fait qu’a partir de 'ordre
2, des effets de mémoire sont mis en évidence. Les résultats de convergence sont similaires
a ceux obtenus au chapitre précédent, en raison de la similitude de la double perturbation
singuliere produite par les deux échelles, et ils reposent sur le méme argument de stabilité
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de Bendali-Lemrabet [16] qui reste valide sous I’hypothése que les dérivées tangentielles de la
rugosité restent bornées uniformément par rapport a I’échelle rapide.

5.2 Description d’un modéle bidimensionnel

Une surface rugueuse dans R? est décrite par une fonction 4 deux échelles
x
y =5(2) = 0v(x, %) = 09(@, Y)jy=ass, (5.1)

x — y(x,y) est périodique de période L et y — v(x,y) est périodique de période d (sans
perte de généralité, d est normalisé a 1). Ceci exprime le fait que la surface admet des variations
lentes de l'ordre de la longueur d’onde en z et des variations rapides comparées a la longueur
d’onde décrites par la variable y. Le petit parameétre § caractérise a la fois la petite amplitude
et les oscillations rapides de la surface.

Dans notre étude, on suppose que la surface rugueuse est un contour simple et fermé
['s dans R?, qui peut étre décrit localement par une fonction a deux échelles du type (5.1).
On note alors Qs ., le domaine extérieur au contour I's dans R? (le milieu de propagation),
Q50 = R? — Q5 ., désigne l'obstacle rugueux diffractant. Ainsi, le probléme de Neumann
associé a l’'obstacle rugueux consiste a trouver le champ diffracté us solution du systéme
suivant :

us € H, (Qg7oo>

Aus + k*us = —f dans D' (Qs.00)
Onts = 0 dans Hs (Ts)

lim, ., 73 (Orus — ikus) =0

(5.2)

ou f € L*(Qs.00) désigne le terme source, a support compact dans s .. Les mémes arguments
standards, comme le lemme de Rellich et I'alternative de Fredholm, permettent de conclure
4 Dexistence et I'unicité de la solution us dans H 1200 (Q(g,oo).

5.3 Décomposition du domaine et mise a 1’échelle

On convient de noter n la normale unitaire & une courbe donnée orientée toujours vers
I'obstacle €259. On supposera alors que le support de f est suffisamment loin de la fron-
tiere I's de Q50, afin de pouvoir les séparer a 1’aide d’une interface I' (contour fermé régulier)
et de telle sorte que le domaine Q2 délimité par I et I's soit un domaine connexe (cf. figure
5.1). On a alors :

Qs.oo = QT UT U Qy

ou {2, représente le milieu de propagation dans lequel nous allons approcher la solution du
probléme de diffraction. Ainsi, on vient d’introduire une couche mince rugueuse artificielle
Q0 qui a les mémes propriétés physiques que le milieu extérieur Q.. Afin d’obtenir une
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Figure 5.1: Une portion de la frontiére rugueuse. La période tangentielle est du méme or-
dre que I'amplitude des oscillations, ainsi que la distance a laquelle est placée la frontiere
artificielle. (I's) désigne la courbe moyenne a T's.

formulation dans un domaine fixe, 0} est paramétrisé par le domaine tubulaire Q* =T x (0, 1)
a ’aide de I'application a deux échelles 7 suivante :

{m:rx(o,mlﬁg

(s,t) — x=s+toh (S, g) n(s) =n(s,t)

ol h est une fonction & deux échelles décrivant I'épaisseur de QF. Si m(s) est la projection
s

orthogonale du point = € I's sur la courbe I, alors dh (s, 5) est la distance euclidienne de x

am(s). Si L est la longueur de I', alors 'application s — & (s, y) est vue comme une fonction

périodique de période L et y — h(s,y) comme une fonction périodique de période 1. h est
supposée assez réguliére, et telle que :

0 < he<h(s,y) <h" (5.3)
0 < he<0yh(s,y) <h (5.4)

presque partout en s € (0,L) et y € (0,1); h, et h* sont deux constantes qui ne dépendent
pas de 4. De cette fagon, la couche mince rugueuse (2} devient —périodique par rapport a la
direction tangentielle, en un sens similaire & celui de la définition (4.1) du chapitre précédent.
Rappelons que, pour § suffisamment petit, 7 réalise un C'*° difféomorphisme de variétés entre
Q" et QFf. Comme dans le chapitre précédent, a une fonction v définie sur 2} on associe la
fonction © définie sur le domaine fixe Q1 grace au changement de variables :

{ = 1(s, 1)

(s, t) = v(x)
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En adoptant ensuite la régle de dérivation standard en technique d’homogénéisation :
1
)

on obtient les relations différentielles locales suivantes :
Ox = O0hn

toh 1
8SZE = <1 + ?> T+ to ((Ih + gayh> n

05 — 05 + <0y,

Le gradient de v dans la base locale de Frénet [7, n] (attachée a la courbe I') s’écrit alors

—1 1
d.h + 10,k
Vv:(1+%?) (&—H—Q%ii%@>67+64h4@ﬁn

et 1’élément de surface d€)f s’obtient de maniére intrinséque par la relation suivante :

dQyS = oh <1 + 155_h> dsdt
R
Par abus de notations, on confondra v et ©. Ainsi, v* (respectivement v~), désignera la
restriction d’une fonction v définie sur Q5. & Qf (respectivement Q,), et Q désignera le
domaine extérieur €1, tronqué par un cercle ¥ de rayon p assez grand pour contenir le support
de la source f (cf. figure 5.1). La solution du probléme (5.2) vérifie alors les conditions de
transmission sur I’

UHF - “ﬂr’ anuzﬂr - nué—‘r
Comme dans le chapitre 3, on note S), 'opérateur de Steklov-Poincaré sur 3, et D3y 'opérateur
différentiel :
Osh

Alors, la formulation variationnelle (5.2) peut étre écrite de maniére équivalente dans un
espace fixe par rapport a ¢, comme suit :

Dy = 05 —

{méX;VvEX, (5.6)

dat (8, uf,v) 4+ 0b* (6, uf,v") +ay (uy,v7) = [, fvdz,

ou les formes bilinéaires a™ (6, .,.), b* (6, .,.) et a; (,.,.) =a~ (J,.,.)+0b; (9, .,.) sont définies
sur l'espace de Hilbert X, comme suit :

X={(v",v) e H' (Q7) x H' () :v" (.,0) =v" sur '},

toh\ ™ 0, h 0, h
at (§,u,v) = /m h <1 + ?> (D(h) - ;_htat) u <D(h) - ;_htat) vdsdt

1 toh
+672 — 1+ ton Oyudyvdsdt, (5.7)
o T R
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bt (6, u,v) = —k:2/

h (1 + t(S_h) uvdsdt, (5.8)
T (0,1) R

= (5.9)

11
2727

a” (u,v) = / VuVodz + (Su,v)
0

by, (u,v) = —k2/ﬂuvdx — (Rku,vﬁééz, (5.10)
ou S et Ry sont les opérateurs au bord X introduits au chapitre précédent.

Remarque 5.1 Si h ne dépend pas de y, i.e., h dépend uniquement de la variable lente s,
alors on retrouve une formulation similaire au cas des couches minces non uniformes. A
présent, il est clair que le terme oscillant Oyh est affecté d’une puissance négative de 9§, et
que par conséquent l’argument de stabilité de la solution nécessite d’étre revu de plus prés afin
d’établir les résultats de convergence lors de [’analyse asymptotique.

5.4 Etude de la stabilité

Le poids ¢ portant sur la forme a* (9, .,.) dans la formulation (5.6) conduit, pour un second
membre plus général, & une solution u; telle que les dérivées tangentielles dsuj ne sont pas
bornées quand § tend vers 0. C’est un terme de perturbation singuliére par rapport a la
variable lente s. En outre, la non contrélabilité du signe du membre de gauche dans (5.6)
pour v = us conduit & une dépendance singuliére de us par rapport & 6 méme dans le domaine
Q. En fait, les termes du développement asymptotique de la solution sont des fonctions de
la variable rapide y, et par conséquent le terme oscillant 9,h affecte les variations de us par
rapport & la variable rapide. On aboutit alors & un deuxiéme type de perturbation singuliere
qui se traduit par des dérivées par rapport & y non bornées. Heureusement, par la suite, les
seconds membres qui apparaissent dans ’analyse asymptotique de ce probléme se comportent
de maniére a compenser ces singularités.

5.4.1 Alternative de Fredholm pour J fixé

On montre que, pour des seconds membres convenables, la solution us du probléme (5.6) sera
bornée par rapport a une topologie plus faible que celle de X, a savoir dans ’espace de Hilbert

Y ={v=(v"v") € H(0,1,L*T)) x H(Q); v (,,0) = v sur I'}

Il est clair que pour ¢ fixé, la forme bilinéaire da™(9,.,.) + a™(.,.) est coercive dans X. Le
lemme de Lax-Milgram permet donc de définir 'opérateur de perturbation singuliére Ts de
Y dans X, en posant pour tout u € Y : Tsu = ps, ol ps est 'unique solution du probléme
variationnel et coercif suivant :

{paEX, Vv e X,

Sa* (8, pF ) +a(py,v7) = 6bT (6, ut, vt + by (u™, v). (5.11)

Il découle des mémes arguments de compacité locale de ’espace H! dans L? et H 3 dans
1
H™2 que Ts est un opérateur compact de Y dans X (et par conséquent de Y dans Y).
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Ainsi, (I + Tj) us = w;s est solution d’un probléme variationnel et coércif et par conséquent,
la stabilité s’obtient via une estimation a gauche de 'opérateur I + T5 qui permet alors de
contodler la norme de us dans ’espace Y. Pour cela, nous avons besoin des estimations a priori
suivantes :

proposition 5.1 Il existe une constante positive c, telle que

1028 |y e < 0% llully, ()

1
10095 [ g0 < €02 [|ully . (i) (5.12)
125 |0 < cllully - (i)

pour tout u €'Y et tout o > 0 assez petit.

Preuve: La lettre générique c indique différentes constantes ( indépendantes de 4 ) qui inter-
viennent dans les différentes estimations qui vont suivre. Commencgons d’abord par expliciter
les estimations de coércivité de la forme bilinéaire da™ (4, .,.) par rapport & 6. On a

) toh\ ,h Oh, .\ -
sat (6,p5,0F) = (5/Q+ h (1 + ?> (D(h) — ;—htat) 2 (D(h) — ;—htat) Py dsdt
1 toh
+51/ — | 1+ — | Oupi Opy dsdt (5.13)
o+ h R
D’ou, pour 0 petit, et a 1’aide de 'estimation (5.3), on obtient
d,h 2 2
dat (0,pf,pf) >c|d H (D(h) - Ltat) Py +671 H@pynom (5.14)
oh 0,Q+ '
Donc, en posant v = ps; dans ’équation (5.11), on a
0™ (6,p5 Py ) +a” (p5 D5 ) = 0™ (0,u”, py) + by (u™, 5 ) (5.15)

et par conséquent, il existe ¢ > 0, indépendante de 9, telle que :

o, h
1) H (D(h) — ;—ht&) pg_

2
e 0 o i L < el (3195 Do + 175 ])

(5.16)

En utilisant, ensuite, I’estimation standard :
12 Nl < e (10055 o + l1p7 10 (5-17)

on déduit, pour ¢ petit, que
ayh 2 -1 +112 —112
oll{ Dy — Etat Ds +0 Hatpé HO,Q+ + ”pé ||1Q
+
1 8yh + _1 + —
< cllully (| (P - D)ot v 5 Ant g+ Imilhe)  539)
0,0+ ' ’
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Ceci acheéve la démonstration pour les deux estimations (5.12-(ii)) et (5.12-(iii)). En outre,
I'inégalité (5.18) implique que :

(o 0)s

Pour montrer (5.12-(i)), on part de la définition

< o2 ully (5.19)

0,0+

Osh
Dy = 05 — Ttat
ce qui entraine
dsh dsh
Hasp}”o,sw = (as - Ttat> pj;r + Ttatp;-i— o
Osh
= ||Dwps + 105+
0,0+
o,h O,h 4 2l
— (D(h) — ;—htat) p}' - 5 tat]??
0,0+
o, h O.h + Oyh
0.4+ 0,0+

et puisque dsh/h et 9,h/h sont bornées, la démonstration de (5.12-(i)) est achevée en tenant
compte de (5.19) et (5.12-(ii)). m
5.4.2 Passage a la limite dans ’alternative de Fredholm

Les estimations a priori précédentes permettent de conclure que la suite (ps)sso est bornée
dans 'espace de Hilbert Y, i.e.

Ipslly < cllully

ol ¢ est une constante indépendante de u dans Y, pour tout o > 0 assez petit. Il existe alors
une sous-suite ( notée toujours ps ) et un élément py € Y, telles que

ps — po  faiblement dans Y.
La limite pg est caractérisée par la proposition suivante :

proposition 5.2 p, est ['unique solution du probléme variationnel suivant :
{paeﬂ%m, Voo € HY(9),
a”(pg,v™) = by (u™,v7).

En outre, p§ est la fonction constante en t sur Q7 telle que po = (pg,py) soit dans 'Y, i.e.,

(5.20)

pg (., t) =p, sur T; te(0,1), (5.21)

et par conséquent py est un élément de X.
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Preuve: A l'aide de (5.12-(ii)) on montre que d;pg = 0. On obtient alors directement (5.21)
a ’aide de la condition de transmission qui définit ’espace Y.

Soit, maintenant, v~ une fonction test réguliere dans H'(Q) qui peut étre prolongée par
une fonction v+ dans Q1 de telle sorte que v = (v, v7) € X a les mémes propriétés que pg
(pour la condition de Dirichlet, il aurait suffi de prendre simplement v™ = 0). Dans notre cas
(condition de Neumann), on choisit v* tel que

@er = 0,
lim 62 9,0™ = 0.
6—0
Alors, 'estimation (5.12-(ii)) permet d’obtenir

(lsirrééaJr((S,p;, v =0.
Ainsi, en passant a la limite dans (5.11-(ii)), on s’apergoit que p, satisfait le probléme (5.20)
pour des fonctions test v~ régulieres. Par densité, on conclut que p,est solution forte du
probléeme (5.20), i.e.

po € H'(Q),

Apy = k*u dans D'(Q),

Onpy =0 dans H2(),

Oupy + Spg = Ripy dans H™3 (%),

Les résultats de régularité standards pour I’équation de Laplace avec une condition de Neu-
mann sur le bord impliquent que p, est H® au voisinage de I'. Actuellement, les résultats
sur les systemes elliptiques (cf. [7]) donnent une régularité globale pour py, & savoir H3((2).
Cependant cette extra-régularité ne sera pas utile dans ce travail. Comme conséquence, p,
est dans H'(T"), ce qui donne py dans X. =

Puisque po est déterminé d’une maniére unique, alors c’est toute la suite {ps}s., qui
converge vers pg. On note Ty 'opérateur défini de Y dans X par

Tou = po; Yu eY.

La stabilité nécessite alors une prise en compte correcte de la convergence de {ps} ., vers po.
On utilise, pour cela, la régularité de p, au voisinage de I'.

proposition 5.3 Il existe une constante ¢ > 0 telle que

1
lps = polly < o2 [Jully (5.22)

pour tout & > 0 assez petit et pour tout u € Y.

Preuve: Nous avons a l'aide de (5.11) et (5.20)

6a+(57p§r o Parﬂﬁ) + af(pai — Do Uﬁ) = 5b+(57 U+, 'U+) - 5a+(5,p3,’u+). (523)
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En utilisant le fait que d;py = 0, on obtient I'estimation uniforme en § suivante :

oyh

La clé, maintenant, est d’utiliser la définition de pg et la régularité d’ordre supérieur de p,
(qui est une conséquence de la régularité imposée sur la frontiére I' du diffracteur) pour obtenir
les estimations

|a* (8,75, 01| < c||0upg || 0

0,0+

10po llo - < cllpallies lpollie = ellullig

On obtient ainsi, par coércivité et continuité des formes bilinéaires dans (5.23), l'estimation :

0 H (D( tat) ( — Do )HQQ +o7! ||at(p; _pa_)||(2J,Q+ + szS_ _paHiQ <

. 5.24)
& Jlully (H (Do = %2t0r) (wf = w5, + 9utwE = 2 + Il —paHm) .

Pour § petit, le second membre de (5.24) est borné par

1 1 Oyh
o2 |ully (52 (D<h> — E@) (py —pg)

et par conséquent, on a les trois inégalités suivantes :

5100 8+ s 1)
0,0+

H( ——t3t>( —pg) < clully (5.25)
0,0+

10:p5 =P |[g0r < cOllully (5.26)

s =5 lla < 02 [lully (5.27)

D’ou, (5.22) découle directement de (5.26), (5.27) et de I’estimation standard :

| wF = 2 llr < e (100 0F = 2y + lIps = v ],

]

A partir de 14, les arguments de stabilité deviennent similaires a ceux dans Bendali-
Lemrabet [16], & savoir I'estimation & gauche (uniforme en 0 > 0 assez petit) de 'opérateur
I + Ty, et qui est donnée par le lemme suivant :

Lemme 5.1 (de stabilité) Il existe une constante v > 0 telle que
lu+ Tsully =5 flully,  Vuey, (5.28)

pour tout § > 0 assez petit.
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Preuve: On note I l'opérateur identité de Y. Montrons d’abord (5.28) pour 6 = 0. Par
des techniques standards, on vérifie que T} est compact de Y dans X et par conséquent de Y
dans Y (cf. [16]). D’ou, l'alternative de Fredholm permet de conclure que 'estimation (5.28)
aura lieu pour 0 = 0 si on arrive & montrer que l'opérateur I + Ty est injectif sur Y. Soit,
alors, w € Y tel que (I + Tp) w = 0. Puisque Tow est dans X, alors w € X. En partant de la
définition de T}, on voit que w~ est solution du probléme de diffraction suivant :

w™ € HY(Q),

Aw™ + k*w™ =0 dans D'(Q),

Baw™ =0 dans H2 (D),

daw™ 4+ Sw™ = Ryw~ dans H™2(X).

En vertu de 'unicité de la solution de ce type de probléme, on conclut que w~ = 0. Puisque
wt = — (Tyw)", on déduit que w = 0 car (Tyw)" (.,t) = w(.) ne dépend pas de t dans QF
(voir proposition 5.2). Donc (I + Tp) est injectif. L’alternative de Fredholm permet donc de
conclure qu'il existe une constante v, > 0 indépendante de J telle que :

Yo llully < flu+ Toully

Partant, maintenant, de I'estimation (5.22) et de I'inégalité suivante :
Ju+Toully < llu+Tsully + |Tsu — Toully

on obtient
Yo llully < llu+ Trully + % |luly .

ce qui entraine, pour d petit, 'estimation de stabilité (5.28). m

Finalement, c’est cette derniére estimation qui conduit a ’argument de stabilité de Bendali-
Lemrabet [16] et qui, avec les nouvelles expressions des formes bilinéaires (5.7)...(5.7), s’énonce
de la méme maniere que le théoréme de stabilité 3.1 du chapitre 3, comme suit.

Théoréme 5.1 (de stabilité) Soit {Ls};., une famille de formes linéaires sur X telles que
pour tout 6 >0 et v € X on ait :

(D(h) — %tﬁt) 'U+

Lsv| <1 2
|Lsv| < (5){5 h

5 o g + Hv-nm} e
0,0+

Alors, il existe une constante ¢ indépendante de 6 > 0, telle que la solution du probléeme
variationnel suivant :

Trouwver us € X , Yve X,
dat(0,uf,v") + bt (0, uf,v") + ay (uy,v") = Lsv.

satisfait l’estimation :
[uslly < cl(9). (5.30)

ot 1 (0) est une constante qui dépend de 0.
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Preuve: On définit ws = (I + Ts)us. Alors ws est solution du probléme variationnel et
coércif suivant

ws € X ; YveX,
{ dat (0, wi,vT) +a  (wy,v7) = Lsv. (5-31)
D’oti, on obtient par coércivité :
2
6 ||(Don — Stt0) | +67 o [ + [l 1o <
c1(5) (6% (Do = %ttan) w07 0]y + Hw;Hm) ,
Ce qui donne les trois inégalités suivantes :
o,h )
‘ (D(h) — Ltat) wgr < ¢d 2] ((5) , (5.32)
oh 0,0+
|owwf ||y qr < c621(0), (5.33)
[wi llg < cl(9). (5.34)

D’apres (5.33) et (5.34), on conclut que ||ws|ly < ¢l(d). D’ou la démonstration est achevée
par le lemme de stabilité 5.1. =

Remarque 5.2 I est important de noter que, pour obtenir l’estimation (5.30), on a besoin
de controler le second membre de (5.29) uniquement pourdes fonctions test particuliéres ws =
(I + T5>U5.

5.5 Analyse asymptotique & deux échelles

De fagon similaire au chapitre précédent sur les couches minces périodiques, on part du méme
développement formel de la solution us en se basant sur le principe de superposition, et
nous adoptons les mémes notations. On fera aussi souvent appel aux deux lemmes liés a la
condition de Neumann; le lemme 3.1 (respectivement le lemme 4.1) qui résout une équation
différentielle ordinaire en t (respectivement en y). Ici encore, les fonctions test choisies ont la
forme

vl (s,t) = v (s,t) 4 dvf (s, g)

ouvt € X et vf € L? (F,H#(O,l)/ﬂo.

Remarque 5.3 On rappelle que (I's) représente la surface moyenne & de la surface rugueuse
Ls (cf. figure 5.1). Pour simplifier les calculs et toutes fois sans restriction aucune, on choisit
[ paralléle a (T's) de telle sorte que la fonction & deux échelles (s,y) — h(s,y) ne dépend que
de la variable rapide. Par ce choix, la dérivée O;h s’annule et les calculs deviennent plus
légers. En particulier, la forme bilinéaire a™ se réduit o :

toh\ ! o, h O, h
+ — h _ 2y _ ¥
a” (0,u,v) /Q+ h (1 + 7 ) <88 5h t@t) U (85 5h t@t) vdsdt

et lopérateur D,y devient alors O, dans le théoréme précédent.
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On suppose alors I" paralléle a (I's) en vertu de la remarque précédente. On injecte I’ Ansatz
dans les équations (5.6) et en prenant la moyenne sur la variable y dans (0, 1), on obtient par
identification des puissances croissantes de d une hiérarchie d’équations variationnelles qui va
servir a la détermination des différents termes du développement asymptotique. Rappelons
que dans le cas des couches minces périodiques, on avait imposé une condition de transmission
moyenne sur les termes du développement du type,

1
/ u;r (,0,y)dy = uj (.) (5.35)

0
En plus de cette condition et pour traiter le cas de la rugosité périodique, on impose sur la
frontiére moyenne I's une nouvelle condition appelée condition aux limites moyenne sur I's et

qui s’écrit :

/1 wt (ot )dt = ut (1) (5.36)

pour tout j > 0. C’est ce type de condition qui permettra de retrouver la condition aux
limites d’ordre 0 et qui, de maniere classique, consiste & négliger completement les petits
détails comme I’épaisseur, ou la période, ou la rugosité. Une conséquence directe de ce type
de condition se traduit par le résultat, utile par la suite, suivant :

A Taide d’une intégration par parties, on a

1 1
/tatuj(.,t,.)dt:—/ uy (,t,.)dt+u (,1,.)=0 (5.37)
0 0

Détermination de v

En identifiant les termes en §~*, on obtient pour tout v* € H* (I' x (0,1)) :
tO,h Dyuy
/ <— (ayuf{ — Tyﬁtua’) toyh + tTuO> T dsdt =0 (5.38)
I'x(0,1) y

Ensuite, 'identification des termes en §° donne en choisissant v = v~ = 0 et pour tout
v € H (r,H;ﬁ (0,1)/R> :

to,h
/ h <8yug - a—y(?tug> dyvfdsdy =0
T (0,1) h ;

Comme 9d,ug et d,h/h ne dépendent pas de ¢, on obtient :
4 Oyh + +
h{ Oyuy — T (topug ), | Oyvi dsdy =0
I'x(0,1)
et d’apres (5.37), on a <t8tu3L>t =0, d’ou
/ hdyug d,vi dsdy = 0 (5.39)
I'x(0,1)
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On utilise alors le lemme d’homogénéisation 4.1 avec
ll = hﬁyuar, g1 = p1 = 0,

et on obtient que [; € L? (I‘, H;E (0, 1)) et [; ne dépend pas de y, i.e., [1(s,y) = l;(s,0) pour
presque tout s € I'. Ainsi, on a

lLi(.,0)
h

et faisant la moyenne sur y, on obtient :

(D), = <%>yz1<.,o>

Grace a la périodicité en y de ug , on conclut que /1(.,0) = 0, et on obtient le premier résultat
attendu, a savoir

d,ud = 0. (5.40)

+
Oyug =

On revient, ensuite, a ’équation (5.38) et on utilise le lemme 3.1, avec

+
- <(taghatu§) tayh+at;j°> ,
Yy

p = g=0

On obtient alors [ = 0, et puisque d;ug ne dépend pas de y, on a

_ << ; 8tu0)t6h X >y
2
_ <(t8yh;)l +1> ot
Yy

= 0

Comme ((tﬁyh)2 + 1) /h est strictement positif et par conséquent sa moyenne par rapport a
y ne peut étre nulle, alors :

Par conséquent, (5.40) et (5.41) montrent que pour presque tout s € I, on a
ug (s,.,.) = ug () (5.42)

Si on choisit v = v;” = 0 dans I’équation variationnelle obtenue par identification des termes
homogenes a 6°, alors on obtient, pour tout v~ € H(Q) :

(ug,v /fv dx (5.43)
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Ainsi, ugy est I'unique solution du probléme de diffraction dans le domaine 2 avec une condition
aux limites de type Neumann sur I,

ug € H'(Q),

Aug + k*uy = —f dans D'(Q),
Onuy =0 dans H2(D),

Ontty + Spuy = 0 dans H2(%).

(5.44)

Ceci justifie encore que 'effet de la couche mince est complétement négligé a 'ordre 0. Ensuite,
en se basant sur les résultats de régularité des systémes elliptiques, si f € L?(Q) alors u, €
Hz (T) et a laide de (5.42) on obtient uj € H* (T'x (0,1), HL (0,1)).

Détermination de wu;

En tenant compte de (5.42) et (5.43) dans l'identification de la puissance §°, on obtient pour
tout (vF,v7) € X et tout v € H' (T, Hy, (0, 1)/R>

+
/ <— (85ua + dyuf — ta}i’h@tuf> toyh + atsl > Owtdsdt =0 (5.45)
I'x(0,1) y

Ainsi, le lemme 3.1 avec

to,h Oyuy
| = <_ (85% + dyuf — ;L’ atu1+> tOyh + t;jl > ; g=p=0,
Y

conduit & [ = 0, ce qui entraine

to,h Opuy
<— (asuo + dyui — Tyﬁtuf> tOyh + t;jl > =0. (5.46)
y
Ensuite, en prenant vt = v~ = 0, et en identifiant la puissance §', on obtient pour tout

v € H (r,H;é (0, 1)/R>

to,h
/ h <8Su0_ + dui — Tyﬁtuf> o,vfdsdy =0
I'x(0,1) t

Comme 0,h/h ne dépend pas de t et comme d’apres (5.37), <t8tuf> , = 0, cette derniere
équation devient :

/ h (Osug + Oyui) Oyvi dsdy =0
I'x(0,1)

Nous pouvons alors utiliser le lemme d’homogénéisation 4.1, avec

I = h (Osuy +dyuf), g1 =p1 =0,
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et on obtient que Iy € L? (T, H} (0,1)) et l; ne dépend pas de y, i.e.li(s,y) = l1(s,0) pour
presque tout s € I'. Ainsi, en faisant la moyenne sur y et en tenant compte de la périodicité
de u], on obtient :

Osuy = <%>yl1(.,0)

et par conséquent
h (Osug + Oyui) = 11(.,0) = h(_1)0suqg (5.47)

ou h_y = (h_1>_1 est le premier moment harmonique de h par rapport a la variable y.

v
A Taide de cette derniere relation, on peut conclure que ((dsuy + dyuy) ayh>y =0. En

effet,

((Osug + Oyut) Gyh>y = <h (Osug + Oyui) %>
Yy

h
O,h
= h(_1)85u5L>
(revoui )

Oyh
= h(_l)asua <L>
h Yy

h(-1)0suq (9 In(h)),
=0

car In(h) est périodique par rapport & y. Ainsi, puisque d;u] ne dépend pas de y, ’équation
(5.46) devient :

2
<(t8yhf)L + 1> St = 0.
Y

Par conséquent, u{ ne dépend pas de t, i.e.

Bt =0, (5.48)

(to,h)* +1
() o

En tenant compte maintenant des propriétés de ug dans l'identification de la puissance §', on
obtient : pour tout (vt,v7) € X

/ (h(,1)85u5650+ —(h), k2uav+> dsdt + ay (uy,v")
I'x(0,1)

to,h 5
+ <— (asuf + Oyuy — aTyatu;) t0,h + at;‘2
I'x(0,1)

= 0. (5.49)

car

> Ot dsdt
Yy
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Alors, si on pose v~ = 0, le lemme 3.1 dans lequel

| = <— (asuf +Ouf — ta;;h atu;> to,h + atZ2+> ,
p = —{(h),kuy, g=hcyduy, y
donne
I(s,8) = (1—1) (h(,l)agug + K2 <h>yug) (5.50)
1(5,0) = hydiuy + kK (h), ug (5.51)

Si on choisit v+ = 0 dans I'équation (5.49), alors on obtient, pour tout v~ € Hg(€2) :

a; (uy,v7) =0 (5.52)
et par suite, si v~ € H'(Q), alors le lemme 3.1 permet de conclure que

Onuy = h103ug +E* (h), ug (5.53)

Ensuite, grace a la régularité elliptique, si f € Hz (Q) alors ug € H2(I'), i.e. dpu; € L2 () et
comme d’apres (5.52), uy vérifie 'équation d’Helmholtz homogene dans 2, alors u; € H' (Q).
En ce qui concerne la régularité de u], on a, d’aprés la relation (5.49), le découplage suivant
habituel en techniques d’homogénéisation :

he
O,uy = (% - 1) dyug (5.54)

et comme u, € H?(T), alors d,uf € H'(T) et a l'aide de (5.48), on conclut que u] est
bien un élément de H* (I x (0,1), H}, (0,1)). En vertu de cette derniére relation, comme u;
ne dépend pas de ¢, et comme la condition aux limites moyenne (5.37) est vérifice, u; est

complétement déterminé par :

/O ! ( Z((’yl,)) - 1) dy — < /O ’ ( }’3((;)) _ 1) dy’>y] Oy  (5.55)

en notant bien stir que le terme entre crochets s’annule lorsque h ne dépend pas de y, et que
uy est bien périodique par rapport a y, i.e.

ui (s,,y) =uy (s) +

ub (., 0) =uf (., 1),

Détermination de uy

Afin de simplifier I'identification de la puissance §2, nous utilisons systématiquement les pro-
priétés acquises par ug et u; (en particulier les relations (5.47) et la condition aux limites
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moyenne (5.37)) ainsi que la périodicité de ug,u; et h en y. Si on choisit v© = v~ = 0, nous
obtenons pour tout v} € H! <F, H, (0, 1)/R>:

t
/ h <(38u;r +0yuy) — —h(_1)85u5> o, vy dsdy
' (0,1) R :

+/ h(-1)0sug Osvi dsdy — k* / hug vy dsdy
I'x(0,1) I'x(0,1)
— (5.56)
Alors le lemme d’homogénéisation 4.1, dans lequel
t _
ll = h <(85U1’— + ayu;) - Eh(,l)ﬁsuo >

g = h(—l)asua7 P11 = _thUa7

t

nous permet de conclure que Iy € H' (T, H}, (0,1)) et [, vérifie :
v
nGs.9) = 10,0+ [ [ (05,9 = 0105, = (51 = s ),
= 0 -1 ([ nerde -0, ) g
0

Noter qu’ici, les termes en d,g; se simplifient parce que g; ne dépend pas de y. Ainsi, on a :

t B h-1) _
<(asu1+ o) — Sh D > = (Oai), + 05— 0.,
I

no), (RhOd -y n),) -

h h

En prenant ensuite la moyenne sur y dans cette derniére relation, et en tenant compte de la
périodicité en y de uj, de h, on obtient :

h_ l
+ _ DDy - = (1
(Osuy Y sy <h>y

1O < (3 1)~y (), ) > . 5.57)

I h o

Ensuite, grace a la condition de transmission moyenne (5.35), et comme u; ne dépend pas de
t,on a:

<85uf>y = Osuy,
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et par conséquent, la relation (5.57) donne :

2 Y h(&)dé — y (h
(., 0) = h_ydsur — 0 e 4 k2 < (fo (§)d€ —y >y> > o

2R h

Ainsi, on a :

2

h .
Iy = h_1)0su; — Q(;R”asug + k2hug (5.58)

ou

B < (fo h(f)di— Yy <h>y> > By — (/Oy hEVE — (h>y> (5.50)

désigne un nouveau terme de mémoire qui est généré par la rugosité de la surface. Il est aisé
de vérifier que ce terme s’annule lorsque h ne dépend pas de y. En utilisant la définition de
[y, on peut écrire alors le découplage suivant non standard en technique d’homogénéisation :

h_ h h
Dyug = (% - 1) ((‘Luf — g Oy ) + kg (5.60)

On procéde maintenant & lidentification de la puissance 6%, dans laquelle on choisit v) =0,
et on obtient en se basant sur les propriétés établies pour ug, uq, la périodicité en y de h et
découplage (5.60) : pour tout (vF,v7) € X

B + +
/ Oug | 1oy | dud + dyud — 10, Oz | toyh )y OwTdsdt
I'x(0,1) h R h Y

h) — hy — 2t
+/ (h(l)asul_ + << )y 2;% Y ) h(_1)0sug + kgho#u[{) O,vtdsdt
I'x(0,1)

2 + L, N L — (= o
—k (huj >y Uy v dsdt + a;; (uy,v7)
I'x(0,1)
. (5.61)

ou

h étant le terme de mémoire obtenu en (5.59). Comme u; dépend de y, on .génére alors le
deuxiéme terme de mémoire, qui est obtenu en utilisant (5.55) :

<huf>y = (h), uy + hig0Osuqy (5.62)

oGl G ) ([ G)w)), o

[0)

ou




Ainsi, en posant v~ = 0 dans (5.61), on obtient

+ t + to,h
I'x(0,1) h R h Y

By, — hiy) — 2t
+ / (h(_l)Gsul_ + << )y 2;2 2 ) h_1)Osuy + tho#u5> Dot dsdt
I'x(0,1)

k? h), uy + h140suqy t<h2>y o | vTdsd
— . ( >yu1 + hix0suq + ug | v dsdt
XU,

=0 (5.64)

Le lemme 3.1, avec

+ +
L = <% + %"f‘ (asug_ + ayug— - tayhatu:—’:> tayh>
Yy

h R h

h), — hy) — 2t
g = mlﬁWI+(<% 2%” h(-1)0sug + k*hogug
t (h?
p = —k2 <(h)yu1—+h1#0sug+ <R>yua)

permet de conclure que :

I(s,1) = / (Bug(s, ') — pls, ) dt

1+t + h_1y — (h)
= U—ﬂ(M4ﬁ@1—Mm&< &; y@%>+k%w%>
1+t)(h?
+(1—1t)k? <<h>y uy + hipOsug + %u(d

1
_ 2 — _
I(5,0) = hpdPul +h 1 (1 +hey — <h>y) ) (—ﬁasuo)
g _n, . _
+k <h>y U + ﬁuo + h1#83u0 + hoguy
Ainsi, si on choisit v* = 0 dans 'équation (5.61), on obtient, pour tout v~ € Hg () :

a; (uy,v7) =0 (5.65)

et par suite, si v~ € H*(R), le lemme 3.1 permet de conclure que

1
Oy = m4ﬁ@1+HUMW1+m4w1+m4Y‘mMV%C§§@%)

2 [(P7), _ .
+l€ oR Ug + hl#asuo + ho#uo (566)
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Ensuite, si f € H2 (Q) alors uy € H3(T), i.e. u; € H2(T), et par conséquent d,u, €
L*(T"). L’équation variationnelle (5.65) montre que ug est solution de I'équation d’Helmholtz
homogene dans Q. Ainsi, grace a la régularité des systémes elliptiques, u, € H'(Q). Le
découplage (5.60) permet donc de conclure que u, € H* (F x (0,1), H# (0, 1)) On peut
noter que si i ne dépend pas de y, alors hy_;) = (h)y = h et hiy = hog = 0, et par conséquent
on retrouve la condition homogeéne d’ordre 2 classique (cf. [16]).

5.6 Analyse de la convergence

De maniére similaire au chapitre précédent, on considére I’Ansatz tronqué :

s s , s
— - +---+53u»(s,t,—>
) 5) J )
FEn se basant sur 'argument de stabilité 5.1 et la remarque 5.2 concernant le choix particulier
de fonctions test, on obtient le méme résultat de convergence, pour j = 0,1, 2, que celui du
chapitre précédent concernant les couches minces périodiques.

gzﬁg (s,t) = ug (s,t, ) + duyq (s,t,

Théoréme 5.2 Pour tout j = 0,1, 2, il existe une constante ¢ indépendante de 0 et du terme
source f, telle que :

s = 631l < 0% 1 £llg0 (5.67)

Hué - ¢?SHY < cd’ “fH]—%Q rj =12 (5.68)

Preuve: Rappelons que la méme lettre ¢ est utilisée pour désigner une constante générique
pour les différentes estimations qui vont suivre. En fait, 'estimation (5.67) est trés simple a

)

établir. En effet, il est suffisant d’estimer la forme linéaire L((S0 , définie sur X par :

L((;O)v =da™ ((5,uj{ - ug,vJ“) + ob* (5,U§L — USF7U+> +ay (Ua_ - ua,v_)

Or, les équations vérifiées par us et ug conduisent directement & :

O, _ _ _t0h Y p (o, — %P ot
Li’v = —=§ mh(l R(s)+ )(9qu (5’3 5h 1oy | v dsdt

toh
+6k? / h (1 - %) ug vt dsdt
Q+ S

et si f € L?(Q) alors, il existe une constante ¢ indépendante de § (assez petit) et de f € L? ()
telle que :

‘Lf{”v) <c|flloa |0 H (83 — %tat> vt +6 ||vt||,q (5.69)
’ oh 0.0, Al
Ensuite, a I'aide de I'estimation standard
[ o, < e (00 lyge + 17 [l1) (5.70)
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on obtient

‘L((;O)v

(o)

ce qui donne, pour ¢ petit, 'estimation désirée pour j = 0, & savoir :

Oyh
(5. %hia) o

La preuve de (5.67) est alors achevée par le théoréeme de stabilité (5.1).
Comme g ne dépend pas de ¢, on conclut de (5.67) que

callawl,, +9 Hv—um) ,

0,04

20| < el 0* <6

o ot + Hvum) )

0,04

10w o, < 02 1 Fllo0 (5.72)

De méme, 'inégalité (5.68) pour j = 1 aura lieu si on arrive a controler la forme linéaire Lgl),

définie sur X par :
Ly = sa* (6,uf —ug — ouf,vh) +0b% (6, uf —ud — ouf,v")
+ay, (uy —ug — duy,v7)
= Ly — %t (6,uf,v") = &°" (6,uf,v") — da; (uy,v7)

1
Alors, en se basant sur la régle de dérivation d, — 0, + gay, et sur les équations satisfaites

par ugs, ug et u(essentiellement la relation de découplage (5.54) et le fait que ug et uj ne
dépendent pas de t ), on obtient :

— fou b (1 — ) (Osug + Oyuf (s,%)) (85 — %f‘tat) vtdsdt

n,, _
Li’v = ¢ ) T -
+k2 [ b <1+m) ugvtdsdt — a;; (uy,v7)
dyh
182 — Jor ( gzg) +- > Osuy ( ) 5) (as - Lt@t) vtdsdt (5.73)

R fou b (1 4225 ) b (s,3) v* dsdt

A Paide de l'identité (5.47) et des équations vérifiées par uq, le terme en 0 dans expression
de Lgl)v, noté Bgl)v, peut s’écrire :

Bél)v = 0 </ (—h(_l)asugaszﬁ + kZhungr) dsdt — a;, (uf, U))
O+
+/ h-1) to ha Uy vt dsdl
O+
= 4 </ (—h(_l)(?suaas?ﬁ + k? (h), “8U+> dsdt — a;; (uy, v))
O+

+6 / 2 (h— (h)y) ugvtdsdt + / h_ 1“9 oz O+ dsdt
Q+ Qt
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En utilisant, ensuite, I’équation (5.49) et la relation (5.50), on a :

ay (uy,v7) = / (—h(_l)asuaayﬁ +(h), k2u5v+> dsdt
O+
- /Q - (h(_l)agug + K (h), ug) Dt dsdt
On déduit alors que :

BYy = 5[ (1-¢) (h(,1)8§u5+k2 <h>yug) D™ dsdt

O+
+6 / B (= (h), ) g v* dsdt + / h(_l)taTyhﬁsugathrdsdt
Q+ Q+

Maintenant, grace a la propriété de convergence faible dans L? (21) des fonctions périodiques,
de h vers sa moyenne (h), et de dyh/h vers (Oyh/h), qui d’ailleurs est nulle & cause de la
périodicité en y de In(h) , on obtient :

2 (1 _ —+
/Q L (h (h>y) ugvtdsdt — 0 (5.74)
to,h
/ h-1) }? Dsug Opv T dsdt = 00 (5.75)
ot -

Comme f € Hz (Q) alors uy € H?(T), et par conséquent h_y)d2uy + k> (h),uy € L*(D).
On conclut alors qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v+ € H' (QT), pour tout
e > 0 et tout &’ > 0, il existe dg > 0 tel que pour tout & € ]0,do], 'estimation suivante a lieu.

]Bg%( < el fllsqb]|0wt o +ed+¢ (5.76)

En prenant alors € = c||f]l1 o [t |loo+ €t € = c||fll1 g 0w |lgqr strictement positifs, on
2 ) 27 )
obtient, pour ¢ petit :

1
B0 < clfllya (31100 oq: +811v lonr + 00 g0 ) (5.77)
et comme vT vérifie Pestimation standard (5.70), alors I'inégalité (5.77) entraine :

20| < elfllyq (190 s + 607 1lg) - (5.78)

A partir de cette derniére inégalité, on voit que le second membre est surestimé a cause du
terme ||0,v" ||, o+ qui est affecté seulement par une puissance nulle de 0. Ceci est di au fait
que la relation de compensation (5.75) n’est pas suffisante a cause du terme d’ordre 0 dans
Bél)v :

to,h
/ h(,l)a—yasuaatv+dsdt,
ot h

qui résulte des oscillations rapides de h par rapport a la direction tangentielle.
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Ainsi, et d’aprés la remarque 5.2, il est suffisant de controler le second membre de (5.78)
uniquement pour les fonctions test particuliéres de la forme

vy = (I 4+ T5) (usg — ug — duy) .

Or, d’aprés les estimations a priori (3.11), (5.72) et le fait que dyug = duf = 0, on déduit
que

1
—19.+

est bornée dans L? (Q1), et par conséquent la relation de compensation (5.75) devient :

N =

to,h
0~ / h-1) 8 ——0suyg 8tv6 dsdt > O
O+

Ainsi, pour v = vg, l'estimation (5.75) est améliorée par

< cllfllyo (6% 90 [loqi + 6 o7 1,0

ce qui, pour § petit, induit I'inégalité attendue :

< el fll 0 0% (6 (0. o) s

La preuve de (5.68), pour j = l,est ainsi achevée, grace au théoréme de stabilité 5.1 et la
remarque 5.2 sur le choix des fonctions test.
Une esquisse de la preuve pour j = 2 peut étre donnée comme suit. On devra estimer la

forme linéaire LgQ)v définie sur X par :

‘Lgl)vg

‘Lgl)vg

5o o + Hva—um) 57)
O,QJr

L((f)v = da* (0,uf —uf —ouf — 6%ug, v") 4+ 00" (6, uf —uf — ouf — 6%ug,v™)
+ay, (uy —ug — duy — 6%uy,v7)
— Lgl)v —8%at (5, u;,v“L) — 5%t (5, uy, v+) —ay (ug_, v_)
Alors, en plus des résultats obtenus pour j = 1, on combine les propriétés et les équations

—0, sur les termes dépendants

J

faisant intervenir u,, on utilise la régle de dérivation d;, — 0, +

s
de—= et on obtient :

J

toh
L((f)v = Lgl)v - (5/ h (1 + —) Oyug O tdsdt — 6%ay, (uy,v7)
o+ R (s)

O+

toh
+6°K? / h <1 + m) ug v dsdt
QO+

Les termes en 0" avec k < 3 (essentiellement ceux contenant les dérivées tangentielles) sont
les mauvais termes lorsque h dépend de y. Heureusement, ils sont compensés de maniére
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similaire au cas j = 1 par la méme propriété de convergence faible, mais, encore une fois,
au prix d’une demi-puissance de § dans la vitesse de convergence. Grace a cette propriété
de convergence faible, combinée aux propriétés de ug, ui, et uq, et a I'aide de ’hypothése de
régularité f € H3 (Q) et Iestimation standard (5.70), on obtient :

<clfllyo (63 (0~ Bhear) or

oh
Comme dans le cas précédent, le poids 0 portant sur ||0;v™" ||, o+ dans cette derniére estimation
n’est pas suffisant pour obtenir (5.68), pour j = 2. D’aprés la remarque 5.2, on a besoin de
controler le second membre seulement pour les fonctions test v telles que :

vs = (I +Ty) (U5 —ug — Oup — (52u2) )

Or, d’apres le résultat de convergence (5.68) pour j = 1, et comme uy est borné dans X pour

’L((f)v

ol g 481 la ) 50

0,0+

feH 3 (Q), on conclut que 57%@@; est bornée dans L? (21), ce qui permet d’obtenir une
inégalité meilleure que (5.80) pour v = v; :

LPvs| < el Fllg 0 (8 10507 s + 32 1005 e + 0% (105 1.0 (5.81)
et qui entraine, pour ¢ petit, I'estimation voulue :
20| < cllflly00 (5% 1008 g 07 05 e +Iles 1) (582)

La preuve de (5.68), pour j = 2, est donc achevée, grace au théoréme de stabilité 5.1 et la
remarque 5.2.

5.7 Conditions aux limites approchées de Neumann

Comme dans le cas non rugueux, dans ’Ansatz tronqué a l'ordre j, on remplace chaque
terme u; par & *lqu et on obtient, pour le cas de la condition de Neumann, le probléme de
diffraction suivant :

ubN e H'(Q)

AuPN + 2yPN = — f dans D' (Q2)

J .
Onuf™ + nggqu =0 dans D' (I) (5.83)
lim, o, 72 (&uij — zkuJEN) =0
ou
est 'opérateur d’'impédance approché, donné pour j = 0,1,2, par :
z0 = 0 (5.85)
70— _ (h(_l)ag + R <h>y) (5.86)
1
7@ = —hi (1 by = (),) 0, (—ﬁ08u0>
o [ (1?)
—k 5 Ry ug + hig0sug + hogug (5.87)
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et h_1y, (h) " (h?) y» Pogs hag, sont les coefficients homogénéisés définis en section précédente.

De méme, si on introduit I’Ansatz tronqué a 'ordre j, alors ¢f§7 vérifie le méme probléme
(5.83) dans lequel la condition aux limites sur I" est simplement perturbée par un terme
d’ordre j 41, i.e.

Oy + 2505 =6 py: D) (5.88)
et ou le second membre peut étre donné pour j = 0,1, 2, par :
Py =0, pj=—ZWur, pi=—-2uy; — Z® (uy + duy) (5.89)
La formulation variationnelle de (5.83) s’écrit :
ufN e Vim; vy e vm

J 5.90
a, (ufN,v) + l;)él (af (uFN,0) + b (uFN,0)) = [, fode (5.90)
ot V™ est I’espace de Hilbert introduit au chapitre précédent, tel que m = 0,1, 1 correspond
dans l'ordre & j = 0,1,2, et ou a(rj ), b(rj ) sont des formes bilinéaires continues sur V™ et
définies par :

a%o) (u,v) = b(FO) (u,v) =0 (5.91)

a%l) (u,v) = /Fh(l)(‘ﬂsuasvds (5.92)

b (u,0) = —K /F (), uvds (5.93)
hiy (14 hyy — (h)

ag) (u,v) = — /1“ ( SR y> Osudsvds (5.94)

h2
b(FQ) (u,v) = —k?2/F <<2};y + hg#) uvds — k2/rh1# (Osu) vds (5.95)

Comme au chapitre précédent en section 4.5, le seul terme nouveau par rapport a la
formulation dans [16] (dans le cas d’une couche mince homogene) est le terme non symétrique
qui se trouve dans la forme bilinéaire bg). Alors, les mémes arguments standards basés sur
le lemme de Rellich et I’alternative de Fredholm conduisent, pour d petit, & I'existence et &
I'unicité de la solution du probléme (5.90). A partir de 1a, il est clair que les résultats de
convergence, obtenus au chapitre précédent pour les couches minces périodiques, s’appliquent
encore pour les couches minces rugueuses. Ceci étant vrai, il existe alors, d’apreés les théorémes
4.3 et 4.2 du chapitre précédent, une constante ¢ indépendante de ¢ et du terme source f telle
que :

luz =™, < €02 fllog (5.96)
Juz —ui™| g S e Iflli10:=1,2 (5.97)

Finalement, et comme il a été remarqué au chapitre précédent, section 4.5, si f € Hﬂ%(ﬂ)
.1 .
alors I’estimation (5.97) devient optimale avec une puissance &*2 au lieu de §’.
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5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité uniquement le cas de la condition aux limites de Neu-
mann. Pour 'autre polarisation (condition aux limites de Dirichlet), ’analyse est plus simple
a cause du décalage entre les deux développements asymptotiques. Par un cas simple 2D, on
vient de montrer (en régime harmonique) qu’une surface rugueuse peut étre traitée a l’aide
d’une décomposition de domaine adéquate comme une couche mince rugueuse, I’épaisseur de
celle-ci étant proportionnelle & 'amplitude des oscillations tangentielles et du méme ordre que
la période de rugosité. Le choix d’une interface paralléle a la surface moyenne de la surface
rugueuse est purement technique car il simplifie considérablement le calcul des coefficients
homogénéisés. L’analyse asymptotique & deux échelles, lorsqu’il s’agit d’'une perturbation
singuliere di a la rugosité de 'obstacle diffracteur, s’applique de maniére efficace et donne
des conditions aux limites approchées de Neumann de maniére simple. Comme dans le cas de
couches minces périodiques, cette perturbation singuliére affecte la vitesse de convergence par
la perte d’'une demi puissance de 9, par rapport aux résultats obtenus dans le cas homogéne
et sans rugosité (cf. [16]). On peut noter qu’a partir de I'ordre 2, ’homogénéisation classique
ne produit pas le méme découplage (5.60) obtenu wvia I'analyse asymptotique & deux échelles.
Ainsi, des termes correcteurs tels que les effets de mémoire sont mis en évidence, alors que
cela ne pouvait pas étre obtenu en faisant simplement de I’homogénéisation classique suivie
d’une analyse asymptotique ou vice versa. Nous estimons que le fait de considérer une surface
rugueuse non bornée introduit une difficulté supplémentaire, puisque les arguments classiques
de compacité ne peuvent pas étre utilisés. Finalement, on peut noter que I'analyse asympto-
tique & deux (ou éventuellement plusieurs) échelles permet de retrouver des termes correcteurs
qui conduisent aux estimations de convergence optimales. Récemment, dans le cas homogéne
et uniforme, Bendali et al, (cf. [19]), ont donné la version optimale de 'estimation (5.97) avec
une puissance ¢’ au lieu de &/ +%, ce qui correspond exactement a I’ordre du développement
asymptotique pour j = 0, 1, 2. Cette correction s’applique, notamment et sans difficultés, au
cas abordé dans le chapitre 3. Cependant, son extension au cas de couches minces périodiques
ou de surfaces rugueuses n’est pas évidente et nécessite une analyse de stabilité plus précise
par rapport aux termes de compensation dans la procédure d’homogénéisation.
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Partie 11

Couches absorbantes parfaitement
adaptées stables pour les ondes
courtes en eau peu profonde.
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Chapitre 6

Introduction

Pour des raisons numériques, la résolution des équations aux dérivées partielles (EDPs) dans
un domaine non borné nécessite de limiter le domaine de calcul par une frontiére artificielle
(cf. [13], [26], et les références en citation). La question naturelle est donc : quelle condition
aux limites doit-on imposer sur cette frontiére, afin de ne pas modifier significativement la
solution qui correspond au milieu infini. Lorsque la solution décroit rapidement dans ’espace
ou si elle varie trés lentement a grande distance, ce choix n’est pas fonciérement génant
puisque les aspects majeurs du phénomeéne sont confinés dans un milieu de taille réduite.
Par contre, lorsqu’il s’agit de phénomeénes de propagation d’ondes, alors il est bien connu
que la solution décroit avec la distance 7 seulement comme 7(*=%/2 ou d est la dimension
d’espace. La difficulté majeure se pose alors avec ’aspect ondulatoire qui fait que toute
troncature du milieu & distance finie produira des réflexions artificielles. Par exemple, dans les
problémes de diffraction en régime harmonique, 'approche la plus commune consiste & définir
des conditions aux limites sur le bord artificiel qui sont destinées & remplacer la condition
de radiation de Sommerfeld (CRS). En théorie, I'idéal est d’utiliser une condition aux limites
transparente (CLT) via 'opérateur de Steklov-Poincaré qui assure une parfaite adaptation du
milieu intérieur avec le milieu extérieur. Cependant, le caractére non local des CLT constitue
un inconvénient majeur si on approche la solution par une méthode volumique comme la
méthode des éléments finis ou les différences finies. L’idée de localiser les CLT a donné lieu &
une multitude de travaux dans lesquels les auteurs cherchent, en quelque sorte, & remplacer
de maniére approchée la condition de radiation de Sommerfeld, tout en gardant le caracteére
bien posé du probléme (cf. [4] et les réferences en citation). Il y a, actuellement, deux grandes
familles de méthodes pour répondre a cette question.

La premiére méthode consiste & imposer une condition aux limites absorbante (CLA) sur
une frontiére artificielle ¥ autour du domaine de calcul. Par exemple, I'idée la plus simple
consiste a imposer la condition O,u = iku sur X, qui a la méme forme que la CRS. Les
CLA ont attiré 'attention de nombreux chercheurs de la communauté d’analyse numérique
qui utilisent la méthode des éléments finis (FEM). Ceci est justifié par le fait qu’elles sont
définies par des opérateurs différentiels qui, en outre, préservent la structure creuse de la
matrice de masse. En général, une CLA peut étre représentée, en régime harmonique, sous
la forme 0,u = Bu sur Y, ou B est un opérateur différentiel & coefficients variables qui
peuvent dépendre de la fréquence, de 'angle d’incidence et aussi de la géométrie de X (cf.
[4]). La dérivation et 'analyse du caractére bien posé des premiéres familles de CLA sont
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dues a B. Engquist et A. Majda [12], dans le domaine de 'acoustique en régime transitoire.
Depuis, des travaux ont été réalisés dans plusieurs directions : développement de CLA d’ordre

arbitrairement élevé et stables, traitement des coins, CLA pour les milieux plus complexes
(cf. [14]), etc.

Domaine
d'intérét :

Sources de
radiation,

Condition aux limites absorbante: le milieu infini est tronqué par une frontiére artificielle
qui absorbe les ondes sortantes.

La deuxiéme technique pour limiter le domaine de calcul, consiste & ’entourer d’une
couche artificielle qui absorbe parfaitement les ondes. Avant 1994, I'idée principale était
d’introduire un milieu absorbant contenant un terme d’amortissement. Cependant, la rupture
d’impédance entre le milieu physique et la couche absorbante induit des réflexions parasites
assez importantes pour polluer la solution recherchée. Ce n’est qu’en 1994 que Bérenger [8] a
introduit pour les équations de Maxwell un nouveau concept de couches absorbantes qui ont
la magnifique propriété d’étre parfaitement adaptées : il n’y a pas de réflexions entre le milieu
physique et le milieu absorbant ! On les appelle dans le jargon anglo-saxon Perfectly Matched
Layers ou (PML). Depuis, et a cause de leur implémentation particuliérement simple aux coins,
cette méthode a connu un grand succés en améliorant considérablement les performances des
méthodes classiques. En revanche, ’analyse mathématique des PML a suscité et continue a
suscité des débats (cf. [6]), voire des difficultés lorsqu’il s’agit d’extension & des modeles plus
complexes.

Domaine
d'intérét:

Sources de
radiation,

Couche absorbante parfaitement adaptée : le milieu infini est tronqué par une couche
artificielle qui absorbe les ondes sortantes et qui est parfaitement adaptée.
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La construction de modéles PML a fait ’objet de plusieurs travaux et pour une large variété
d’applications. Notre objectif dans ce contexte est de contribuer par la construction d’un
nouveau modele PML pour le systéme linéarisé d’ondes en eau peu profonde (shallow water)
avec force de Coriolis. Abarbanel et al. [3] ont dérivé des PML non splitées pour ce systéme en
faisant de I’analyse asymptotique par rapport au paramétre de Coriolis qu’il supposent petit
et par conséquent : la dispersion n’est pas prise en compte correctement dans leur modéle.
Navon et al. [20] ont récemment développé un modeéle splitté pour le systéme linéarisé qu'’ils
discrétisent a Paide d’un schéma aux différences finies (FDTD) explicite. Cependant, ils
utilisent dans leur schéma un filtre & 9 points afin d’éviter les instabilités numériques dues a
I’explosion de la solution pour certaines fréquences. Ce probléme a été autrefois considéré pour
les équations d’Euler linéarisées dans [17] et ensuite dans [16] pour des systémes hyperboliques
de maniere plus générale. Dans leurs travaux, la PML est obtenue via un changement de
variable complexe qui s’applique a la direction normale & l'interface entre le domaine de calcul
et le milieu absorbant. Ceci revient & remplacer toutes les dérivées spatiales (normales & ces
interfaces) dans le systéme d’Euler par un opérateur qui reste différentiel dans la direction
d’absorption mais qui est pseudodifférentiel par rapport aux autres directions. Cependant,
et méme si ces modeles (splités ou non splités) conduisent a des problémes bien posés (au
moins faiblement bien posés en transitoire), il peuvent étre instables pour certains systémes
(eau peu profonde, aéroacoustique, élastodynamique, anisotropie...) dans le sens ou ils ne
peuvent pas empécher certains modes de croitre exponentiellement en temps. Dans [5], on
montre qu’il existe une condition nécessaire de stabilité en hautes fréquences liée a la notion
de consistance entre la vitesse de groupe et la vitesse de phase, et dans [7] on montre que
cette condition peut étre utilisée pour stabiliser les modéles PML pour I’équation d’Helmholtz
convective en écoulement parallele. En fait, les changements de variable dans [1], [17], [16],
2], etc., reviennent tous et tout simplement a respecter cette condition nécessaire de stabilité
utilisée dans [5] ou [7], et permettent ainsi de stabiliser les PML de 'acoustique en écoulement
parallele. Une analyse en 2D d’un type similaire de PML, et des estimations d’erreurs en
transitoire, ont été présentés dans [11], voire moins justifiés dans le cas d’un écoulement oblique
et uniforme dans les PML aux coins. A notre connaissance, il n’existe pas de changement
de variable spécifique aux systémes hyperboliques de maniére générale comme c’est le cas
de I'aéroacoustique, eau peu profonde, etc..., et particulierement en écoulement oblique. La
difficulté essentielle avec ces systémes est que ce changement de variable ne peut pas supprimer
les inconsistances en écoulement oblique et, lorque la propagation est couplée & un phénomeéne
de transport, ou siégent des ondes qui ne se diffractent pas (comme les ondes de vorticité et
d’entropie, ondes géostrophiques, ...). Dans [21], une nouvelle formulation des PML pour
les équations d’Euler linéarisées en écoulement oblique est proposée, ou 'auteur utilise une
factorisation de Smith pour découpler les ondes de vorticité et d’entropie des autres ondes
acoustiques et de telle sorte que seules ses derniéres sont absorbées par son modéle PML
en ne modifiant ainsi que les dérivées spatiales qui se trouvent dans 'opérateur des ondes
acoustiques. Si bien que, dans sa stratégie (cf. [21]), I'idée du découplage est intéressante
en permettant effectivement de stabiliser la PML, la question d’utiliser la factorisation de
Smith pour étendre le modeéle au cas non linéaire reste a voir. Givoli et al. [14] ont développé
des CLA d’ordre arbitrairement élevé pour les équations d’eau peu profonde en se basant
uniquement sur 1’équation d’ondes dispersives qu’il dérivent du systéme. En partant alors
de la seule idée de découpler la solution propagative de la partie transport, nous arrivons
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a écrire un nouveau modeéle PML stable pour le systéme linéarisé d’eau peu profonde avec
force de Coriolis (cf. [15]). Plus précisémment, et dans le méme esprit que [21], notre modeéle
consiste a absorber uniquement les ondes d’inertie-gravité qui sont solutions d’une équation
d’ondes dispersives : équation de Klein-Gordon advective. De cette maniére, nous laissons la
dynamique d’eau peu profonde atteindre son état d’équilibre naturel (équilibre géostrophique)
ou elle est dominée par les ondes de vorticité et d’entropie, et les ondes d’inertie (limite ondes
longues) dues a la rotation de la terre (cf. [24]). Ces ondes ne sont pas absorbées par notre
modele et des résultats numériques, basées sur une premiére formulation premier ordre du
systéme PML, montrent D'efficacité et attestent “numériquement” la stabilité en temps long
de la solution.

Dans le chapitre suivant, nous présentons la méthodologie générale des PML avec quelques
inconvénients et critiques qui peuvent limiter leur utilisation. Dans le dernier chapitre, nous
présentons les différentes étapes de I’approche que nous avons adoptée pour la construction
du nouveau modele PML pour le systéme d’eau peu profonde en écoulement oblique. Nous
montrons qu’il est parfaitement adapté, et qu’il est stable au sens ot il ne crée pas de modes
exponentiellement croissants en temps. Nous construisons une PML coin plus ou moins jus-
tifiée par son caractére symétrique que nous avons pu obtenir grace a une superposition non
conventionnelle des PML horizontales et verticales et qui fait intervenir un terme typique
aux coins et en écoulement oblique seulement. Des résultats numériques sont présentés pour
confirmer l'adaptation parfaite et attester numériquement la stabilité en temps long de la
solution.
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Chapitre 7
Meéthodologie générale des (PML)

7.1 Couches parfaitement adaptées en 1d

7.1.1 Adaptation d’impédance

Considérons 1’équation des ondes scalaire & coefficients variables en 1d dans un milieu non
dissipatif :

p(2)0fu — 0, (a(z) Opu) =0: x €R, >0 (7.1)

avec p et o deux fonctions réelles, strictement positives, et qui sont éventuellement discontin-
ues en z = 0. On peut supposer que p et a sont constantes par morceau :

_Jpia<0 a2 <0
p(x)—{er: x>0 ’Oé(x)_{oﬁ: x>0

On définit la vitesse de phase et 'impédance du milieu de propagation respectivement par :

a {c‘: z <0
c = @

N p lct:ax>0

Z-:x<0
7 = Vo‘p_{z+; z >0

On s’intéresse alors aux solutions ondes planes qui vérifient les conditions de transmission en
r=0:

w(07) = (0 (7.2)
a”0,u(07) = atd,u(0") (7.3)

La discontinuité de Z permet d’écrire une onde plane solution de ’équation (7.1) comme
superposition d’une onde incidente et d’une onde réfléchie, dans le milieu = < 0 :

u(x,t) _ ei(wtka) + R(w) ei(thrk:z:)’
et comme une onde transmise dans le milieu z > 0 :

u(z,t) = T(w)ei(w’f_’“),
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ol k = w/c est le nombre d’onde et w > 0 est la fréquence en temps. R (w) et T'(w) désignent
respectivement les coefficients de réflexion et de transmission en x = 0. Gréace aux conditions
de transmission (7.2) et (7.2), on trouve :

Z- =7 27~

-Z = 7 - =
R@ =2 T@=

Ainsi, il est évident que R (w) = 0 lorsqu’il n’y a pas rupture d’impédance.

Nous avons donc besoin d’adapter 'impédance afin que 'onde réfléchie soit nulle. Si on
suppose que la PML va étre construite du coté =z > 0 et que, pour les raisons de calcul
numérique, celle-ci doit étre limité a distance finie x = L > 0, alors nous avons besoin aussi
que l'onde transmise soit absorbée dans le direction des x croissants (Az > 0) afin que les
réflexions créées en © = L soient suffisamment atténuées pour ne pas modifier significativement
la solution dans le milieu de calcul = < 0. Pour cela, I'idée commune est de passer en régime
fréquentiel en faisant une transformée de Fourier' en temps dans ’équation (7.1). Si on note
w la variable duale du temps t, i.e.0; — —iw, et la transformée de Fourier d’une fonction ¢
par @, alors on aboutit a ’équation d’Helmholtz :

plo, W)t + 0, (& (r,w)0,4) =0: v €R,  p,a>0 (7.4)

Voulant modifier uniquement 1’équation (7.1) dans la région = > 0, on choisit alors d(w) €
C — {0} et on introduit de nouveaux coefficients p et & tels que :

~— —

p = p, & =
P = o & (W) =dw)e
ce qui induit les deux points importants suivants :
e [’adaptation parfaite d’impédance entre les deux milieux :
t=7" = pa~
e La nouvelle impédance 7 n'a pas changé le milieu physique (z < 0) et a rendu le milieu
fictif (x > 0) dissipatif :
& =c eR,, ¢=c .dw)eC

Ainsi, en régime fréquentiel, ’équation (7.4) n’a pas changé dans le milieu = < 0, alors
que de l'autre coté (x > 0) elle devient :

p—wzﬁ o dw)oyi) =0: x .
iy it 0 (a7 d(w)0:2) =0: @ >0 (7.5)

'En analyse modale, on fait une transformée de Laplace en t.
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Sous cette forme, la choix de d(w) n’est pas trop restrictif si ce n’est que la condition de ren-
dre le milieu dissipatif. Par contre, en régime transitoire et pour des raisons d’implémentation
numérique, nous avons besoin de construire ’équation (7.5) de telle sorte qu’en faisant une
transformée de Fourier inverse en ¢, il sera possible de retrouver un opérateur différentiel (lo-
cal) ou a la limite quasi-local en t. La condition cruciale est donc que d(w) soit une fonction
rationnelle par rapport & la variable iw & coefficients réels. Ainsi, en écrivant d(w) = (a+ib)~!,
on obtient des solutions ondes planes qui ont une décroissance exponentielle en se propageant
dans le sens (Az > 0) :

u(z,t) = ei(w“%gcﬁ%bz, wb < 0,

avec une vitesse de phase ¢/a et un taux d’absorption wb/c. Le choix commun qui ne modifie
pas la vitesse de phase entre les deux milieux, et qui laisse le taux d’absorption indépendant
de la fréquence, est donc :

ou o > 0 est appelé coefficient d’absorption. Ainsi,

W

d(w) = iw+o’

et par conséquent, I’équation d’ondes en régime fréquentiel devient dans le milieu PML :

p~ Wi+ iw(iw 4+ 0) 710, (o iw(iw + 0)T1d,0) =0 (7.6)
Rappelons que dans le milieu physique (z < 0) nous avons :

W+ 0, (a‘@xﬁ) =0

Nous déduisons que, par similitude de ces deux derniéres équations, pour obtenir une PML
(en harmonique) il suffit alors de remplacer la dérivée spatiale 0, par une dérivée-pml qui
dépend de w et de o :

0y — ™ = iw(iw + o)1,
ce qui correspond en transitoire & :
896 — 8£m1 = at(at + 0)_1395, (77)

ou l'inversion de l'opérateur (0; + o) peut étre implémentée a 1’aide d’une inconnue auxiliaire
comme suit. Si & = (9; + o) '¢ alors £ est déterminée de maniére simple comme solution
unique du probléme de Cauchy suivant :

(@4—0)52@5: t>0
g (t=0)=0

Ainsi, nous avons construit le modele PML standard 1d (formulation second ordre) :

p~02u — 0, (™ 0pu) =0 cx <0
pO2u — ™ (e P™u) =0 : 0<z <L (78)
uw(07) = u(0") '

O, u(07) = opmly(0T),
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Milieu PML

physique
. Milieu®omplexe .

X<0 X=0 X=L X>0

Figure 7.1: Couche PML 1d a droite, de largeur L. Dans le milieu complexe, I’axe réel est
déformé en un contour dans C.

Le choix de la condition aux limites & imposer en x = L n’est pas important, que ce soit sur le
plan analytique ou numérique. Actuellement, une condition de Dirichlet ou de Neumann suffit
pour obtenir des résultat numériques satisfaisant. Par contre, la largeur L de la couche PML
doit étre suffisament grande afin d’atténuer significativement I’amplitude de ’onde réfléchie
depuis cette distance.

Remarque 7.1 Nous avons construit le modéle standard en se basant sur ’adaptation par-
faite d’impédance. Le méme modéle peut étre obtenu grice a un prolongement analytique de la
solution dans le milieu physique, en remplacant l’axe réel (x > 0) par un contour dans le plan
compleze le long duquel, son amplitude sera atténuée par un coefficient d’absorption o > 0.
C’est ce qui correspond a l’idée alternative du changement de variables complexe :

1 X
pol(y) = — d 7.9
P (z) = x + w ), o(s)ds, (7.9)

ot o(x) est un profile d’absorption éventuellement variable, tel que :

a(x) =0 s1 <0
>0 st >0

Il est clair alors que la transformation (7.7) est une conséquence directe du changement de

variables (7.9) (cf. [1]).

7.1.2 Une énergie décroissante en temps

Pour alléger, on convient de supprimer le signe (-) en exposant de p~ et a~. Lorsqu’il s’agit
de trouver des estimations énergétiques, que ce soit pour les CLA ou pour les PML, il est
généralement préférable de travailler sur des formulations en premier ordre. A l'aide de
multiplications formelles, on peut écrire ’équation (7.6) sous la forme :

—pliw + o) + 0, (a(iw + 0)7'0,0) =0
On introduit 'inconnue

b = aliw + o) 0,1,
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et on obtient le systeme :

—pliw + o)t + 0,0 = 0,
b — a(iw+ o) 0,0 =0,

qui, aprés multiplication formelle de la deuxiéme équation par (iw + o), devient :

—pliw + o)t + 0,0 = 0,
(iw+ o) — ad,u = 0,

ce qui induit, en régime transitoire, la formulation en premier ordre suivante :

p(Oyu + ou) — dyv = 0,
a (0w + ov) — dyu = 0.

Pour obtenir une énergie, on teste la premiere équation par @ et la deuxieme par v, et on
integre sur R les deux équations obtenues. On obtient :

d (1

— —/p|u|2dx +/ap|u\2dx = /ﬂ@xvdx, (7.10)
d 1 -1 2 —1 2 o _
— |z [ a pde )+ [ oo v dx = 0 udzx, (7.11)
dt \2 Jr R R

ou on peut remarquer que les membres de gauche sont des quantités réelles. Il s’ensuit alors,
par antisymétrie de 'opérateur 0, et en faisant la somme de ces deux équations, l'identité
énergétique suivante :

d (1
— (—/ (p lul* + a7 |v|2) dx) + / o (p lul* + a7 |v[2) dx =0,

ce qui induit que la quantité positive notée E(t) et définie par :

1
B(t) = §/R(p]u\2+oz1 of?) de

est une énergie décroissante en temps. Ainsi, nous n’avons pas seulement de la dissipation en
espace mais aussi de la dissipation en temps. Malheureusement, cette magnifique propriété
des PML en 1d n’est pas du tout triviale en plusieurs dimensions. C’est pourquoi en 2d et
plus, les auteurs traitent toujours la question cruciale de la stabilité de la solution en temps
long lorsqu’il s’agit du régime transitoire (cf. [6], [11], ...).

7.2 Rappels sur les PML en 2d pour P’acoustique dans
un milieu homogeéne et isotrope

7.2.1 Formulation second ordre basée sur le changement de vari-
ables complexe

Afin d’éviter les formulations par décomposition du champ (splitting) nous choisissons de
rester sur la formulation second ordre qui peut étre obtenue comme suit. On part de I’équation
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des ondes acoustiques dans un milieu homogeéne et isotrope :
1
—Ofu—0iu—92u=0 dans R?, t >0 (7.12)
c

ou c est une constante positive qui désigne la vitesse de phase des ondes dans le milieu de
propagation. Supposons, par exemple, qu’on veut limiter le domaine de calcul au demi-plan
(x < 0) en introduisant une couche PML verticale a droite de largeur L, > 0. Alors, l'idée
vient du concept de changement de variables complexe introduit en remarque 7.1. On écrit
alors
1 x
() =2+ — | o.(s)ds, (7.13)

w Jo

ot o,(.) est le profile d’absorption dans la direction (Ax > 0), tel que :

o (2) =0 si <0,
¥ >0 si >0,

On remplace alors dans la région (x > 0), dans ’équation (7.12), la dérivée spatiale 0, par la
dérivée PML :

™ = 0,(0; + 05) " Oa,

et on obtient, en respectant les conditions de transmission qui s’imposent, le modele PML
correspondant au demi-plan (& droite) suivant :

)
1
—0fu — O7u — 02u = 0, siz <0
c
1 .
gﬁfu — (85“‘1)2 u— d5u =0, si0< o< Ly, (7.14)
u(07) = u(0T)
Dpu(07) = opmly(01),

\

auquel nous ajoutons une condition de Neumann ou Dirichlet homogéne en © = L,. Pour
implémenter 'opérateur (85“‘1)2 en formulation second ordre, on a besoin de deux variables
auxiliaires. Lorsque le profil o(x) n’est pas constant en x, il faut respecter l'ordre dans
I’opération de composition :

(2™)* = arm.or™ = 0,(0; + o) 0,00, + 7) 0,

Par similitude, le modéle PML dans I'autre direction y peut étre obtenu en inversant simple-
ment les roles de = et y dans la formulation précédente. En général, et comme on a besoin
souvent de limiter le domaine de calcul par une frontiére rectangulaire, on doit construire des
modeles PML qui sont valables aussi aux coins. L’idée commune pour traiter ce point consiste
a superposer tout simplement les deux modéles et obtenir ainsi un modele général qui inclut
le coin, la PML verticale et la PML horizontale (cf. figure 7.2).

Soit D = [—a— L,a+ L] x [-b— L,b+ L] un domaine rectangulaire dans lequel nous
voulons faire le calcul. L > 0 est une largeur commune aux couches horizontales et verticales.
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7, >0, =0
¢, =06,>0 * *

PhAL-xy (ooin)
PhAL-y (horizontale)

3, >0 eta, - 8™
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E.ly — ay
0
6, =0,6,=0 e, >0,6,=0
Domaine de calcul PIL-x (verticale)

pwmnl
a,—a"

Figure 7.2: Construction conventionnelle d’'une PML-coin dans le cas du quart du plan.

On note o, (resp. o, ) le profile d’absorption qui dépend uniquement de x (resp. y) a support
dans {a < |z| <a+ L} (resp. {b<|y| <b+ L}). Le modele général, dans lequel les coins
sont automatiquement traités, consiste donc a résoudre 1’équation:

1 2 2
gafu — (8§m1) u— (6’5““1) u=0 dans D,
ou O™ est défini de maniére symétrique a 5™ :

™ = 0,(0, + 0,) 710,

Y

ou les conditions de transmission naturelles qui assurent I’adaptation parfaite sont résumées
par les sauts aux différentes interfaces :

[Uh;q:a = [u]|y|:b:Oa
[oenly] = [opmiy

ja|=a AR

0,

et, ou les conditions aux limites aux bords extérieurs sont, par exemple, des conditions stan-
dards de type Neumann homogenes :

La figure (7.4) illustre Defficacité d’'une PML de largeur finie et congue pour la direction
x croissant. La figure précédente (7.3) montre la réflexion d’une onde incidente lorsque le
domaine est tronqué a distance finie.

Remarque 7.2 On peut noter que l'un des grands avantages des PML sur les CLA est
qu’elles sont trés simples a implémenter dans les coins, grice a lidée de superposition des
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G

Figure 7.3: Réflexion d’une gaussienne a la frontiere artificielle en absence de PML ou de
CLA.

Figure 7.4: Absorption et adaptation parfaite d'une PML-x (verticale).
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PML wverticales et horizontales qui s’adapte bien avec ’analyse mathématique de la solution
analytique dans un quart de plan et qui, elle aussi, peut étre obtenue avec le méme principe
de superposition (cf. [11]).

7.2.2 Analyse par ondes planes

L’analyse par ondes planes consiste & étudier ’absorption et la réflexion d’une solution expo-
nentielle de la forme :

u(x,t) = e!Wi-ke=hyy), w, ks, ky €R

ol w est une fréquence temporelle et k = |/k2 + k7 désigne le nombre d’onde dans le milieu
homogene de propagation. En remplacant cette solution dans I’équation d’ondes

1
gafu — O%u — 8§u =0,

on obtient la relation de dispersion suivante, qui lie les fréquences temporelles et spatiales :

2

wo 2 2
i ky +k, (7.15)
Si 6 désigne I'angle d’incidence, alors on a :
k= wcosé” k= wsinﬁ'
c c

Dans la PML verticale (z > 0) par exemple, on applique le changement de variables complexe

xT

1
pml — d
P (x) =z + w ), o(s)ds.

Ainsi, une solution onde plane s’écrit :

i (t—a cos O—y sin 0)— <0 (£ 5(s)ds

u(z,t) =e , x>0

Les ondes sortantes dans la direction des x croissants (Az > 0) sont celles qui ont une vitesse
de phase?
w c

ph _ _
v = — =
”C k, cosf

positive. Il est clair alors qu’elles sont absorbées avec un facteur d’atténuation exponentiel :

—cnt 0 J5 o(s)d

e .o > 0.

Si maintenant, la PML est terminée en x = L avec une condition de Neumann homogene, on
obtient par simple réflexion une solution particuliére sous la forme :

cw oy o __cosf [z cw oy _ o _cosf ((2L—x)
u(x,t) :elc(t x cos f—ysin §)— <L [ a(s)ds+€zc(t (2L—z) cos 0—ysin 0)— <= [} O‘(S)dS.

2En fait, il faut argumenter aussi sur la vitesse de groupe v? = dw/dk (vitesse de transport d’énergie, dans
un milieu non dissipatif) afin de donner un sens correct aux ondes sortantes (cf. [5]).
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Dans le milieu (z < 0), la solution devient alors :
(i, t) = 2 tmwcostysing) | Ry g [)ei%t+ocoso—ysing)
ou
R(0,0,L) = ¢~ "0 Iy olo)ds g-2isF (7.16)

désigne le coefficient de réflexion a l'interface x = 0, et qui dépend du cosinus de 'angle
d’incidence 0, de la largeur L de la couche PML et du profile d’absorption o.

Remarque 7.3 Le facteur multiplicatif e~2%F est un terme qui modifie uniquement la phase
de l’onde réfléchie et donc n’a pas d’influence sur son amplitude. Ainsi, les PML classiques ne
posent pas de problémes de stabilité en régime transitoire, puisque [’atténuation exponentielle
a lieu pour toutes les fréquences w et indépendamment de l’angle d’incidence 0, sauf peut-étre
pour des incidences rampantes (6 ~ 7 ). D’un point de vue numérique, cela ne constitue pas
un réel probléeme si on éloigne suffisamment les couches PML du domaine d’intérét ou sont
localisées les sources de radiation.

7.3 Inconvénients et critiques des PML

Depuis Bérenger [8], et pendant que pour un grand nombre d’auteurs, les PML ont révolu-
tionné les CLA dans la simulation des phénomeénes de propagation d’ondes en domaine non
borné, elles ne sont pas plus qu’'un outil parmi d’autres qui a ses avantages et ses inconénients,
qui peut étre critiqué et parfois limité dans les applications & des situations plus complexes,
que nous allons illustrer dans cette section.

7.3.1 PML(s) et discrétisation

D’un point de vue numérique, le but est d’avoir des PML de largeur L assez petite afin
d’accélérer la simulation, ce qui nécessite une absorption assez importante pour atténuer les
réflexions venant du bord extérieur. Le probléme est que cela est possible uniquement avec les
PML exactes, i.e., lorsqu’on résout le probléme continu. Apres discrétisation (FEM, FDTD,
etc.), un probléme numérique crucial apparait. Il s’agit alors des réflexions numeériques qui
sont dues a I’approximation numériques des équations différentielles par rapport a la direction
de propagation. En fait, 'onde plane dans la PML discrétisée est de la méme nature que celle
dans le modeéle exact. En supposant que le profile o est constant, on montre que le coefficient
de réflexion dans la PML exacte est proportionnel & :

_QCOSGLO_

React x €7 ¢ "7 (14+O(Az?)),

ou Az est le pas de discrétisation d’espace, alors que le coefficient de réflexion numérique
dans la PML discrétisée (Axz — 0) est proportionnel a :

2 2
Rdiscret X o Al‘ .
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On conclut que 'amplitude de I'onde réfléchie décroit avec le pas d’espace Ax, mais aussi elle
est amplifiée de maniére quadratique avec le profile constant o, et par conséquent ’adaptation
parfaite de la PML est perdue dés qu’on passe au numérique. Une des solution consiste &
choisir plusieurs couches avec des profiles constants o; tel que o;,1 — o; doit rester petit, ce
qui produit une superposition de réflexions numériques dont I'amplitude est proportionnelle
a (041 — ai)2 qui, graduellement doit étre mené a tendre vers 0. Actuellement, la solution
commune & ce probléme est de choisir un profil variable, en particulier quadratique ou cubique
(cf. [23], [22]). Plus récemment, des profiles non bornés sont avérés plus intéressants pour
atténuer les réflexion numériques dues a la discrétisation des PML (cf. [9]).

7.3.2 PML et milieux hétérogénes

Que ce soit en 2d ou en 3d, lors de la construction d’une PML verticale suivant la direction
x par exemple, on n’a pas vraiment besoin de ’hypothése que le milieu soit homogéne par
rapport aux autres directions y, z. En fait, le concept d’adaptation d’impédance est basé de
maniére essentielle sur I'idée de pouvoir prolonger analytiquement la solution de ’axe réel a
un contour complexe, via le changement de variables (7.13). Ce prolongement analytique doit
étre possible par rapport a la direction en question et assez loin des sources de radiation. Donc,
I’idée centrale d’une PML est que la solution elle méme soit analytique, et que par conséquent
le milieu ( ou I’équation d’ondes) soit invariant(e) dans cette direction pour |z| suffisamment
grand. Si le milieu varie selon x par exemple, et de maniére discontinue comme il est souvent
le cas dans les milieux hétérogenes (guides d’ondes, milieux périodiques, cristallins, etc.),
alors I'idée du prolongement analytique et par conséquent des PML n’est plus envisageable
(cf. [22]). On peut noter que les CLA non plus, n’apportent pas de réponse a ce probléme
(elles sont typiquement congues pour les milieux homogeénes).

Un autre cas intéressant ot les PML font défaut est celui ot I'idée de base du prolongement
analytique est satisfaite par rapport a la direction x par exemple, mais I’hétérogénéité dans
les autres directions (y, z) crée des solutions inhabituelles qui, pour une méme fréquence
w, la vitesse de phase et la vitesse de groupe peuvent étre consistantes (ont le méme signe)
dans un sens et inconsistantes dans un autre. Dans ce cas, quelque soit le choix du signe du
profile d’absorption o, il y aura toujours des modes qui explosent (instables) dans la PML.
C’est ce qui arrive souvent avec un guide d’onde coaxial ou il est difficile de distinguer ce
qui est sortant de ce qui est rentrant (cf. [18], [19]). Cette situation peut arriver aussi
dans la cas d’un milieu en écoulement oblique et non uniforme (advection, aéroacoustique,
shallow water, etc.), ot pour une méme fréquence, les ondes consistantes (forward-waves) ont
parfois tendance a devenir inconsistantes (backward-waves) dés que le sens de 1’écoulement
change. Dans le cas ot ’écoulement est uniforme, ce déguisement des ondes est moins délicat
a traiter et a fait 'objet de notre collaboration dans I’équipe du projet MAGIQUE-3D a
I'INRIA. Dans le chapitre suivant, nous allons exposer quelques résultats de ce travail pour
un systéme d’équations de Saint-Venant ou systéme d’eau peu profonde (shallow water) avec
terme Coriolis.

104



Chapitre 8

Couches absorbantes parfaitement
adaptées aux ondes courtes en eau peu
profonde (shallow water)

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous construisons des PML stables pour le systéme linéarisé 2d d’eau peu
profonde (shallow water) ou systéme de Saint Venant, en écoulement oblique et uniforme avec
force de Coriolis. En négligeant les effets de topographie et de viscosité, et en supposant que le
terme de rotation (force de Coriolis) est constant, notre approche est basée sur un découplage
du systéme primal qui donne lieu & deux équations d’ondes de natures différentes. La premiére
est ’équation des ondes de gravité qui sont capables de se diffracter en présence d’obstacles
en créant ainsi une partie transmise et une partie réfléchie, la seconde est une équation de
transport (vorticité et entropie) dont les solutions sont des ondes qui, par leur nature, ne se
diffractent pas et par conséquent elles ne participent que dans la partie incidente du champ.
Nous proposons un modeéle non standard de PML dans lequel uniquement les ondes de gravité
sont absorbés. La PML sera donc désactivée pour les ondes de vorticité et d’entropie qui
rameénent le systéme a son équilibre géostrophique (cf. [24]). Nous partons de I'idée proposée
dans [21] pour le systéme d’Euler linéarisé, qui consiste & remplacer uniquement les dérivées
spatiales qui correspondent & l'opérateur d’ondes de la premiére équation qui, dans notre
cas, est une équation du type Klein-Gordon avec termes d’advection et dispersion linéaire.
En régime fréquentiel, cette équation rentre dans le cadre général de 1’équation d’Helmholtz
convective dont on dispose de modéles PML stables en se basant sur des changements de
variables en temps et en espace convenables qui éliminent la convection (cf. [7]). Le critére
de stabilité que nous utilisons et celui obtenu par une analyse de Fourier en hautes fréquences
de la solution comme dans (cf. [5], [11], [10]). En suivant le transport, on arrive a supprimer
les ondes inconsistantes (backward-waves) dans un nouveau référentiel, et par conséquent a
respecter la condition nécessaire de stabilité qui permet de conclure a l'efficacité de notre
modeéle. L’inconvénient avec les modeéles de PML classiques ol on modifie toutes les dérivées
spatiales dans le systéme est que, a notre connaissance, il n’existe pas de changement de
variables convenable qui permet de stabiliser les PML en écoulement oblique pour certains
systémes tels que les équations de ’aéroacoustique, 1’élastodynamique, eau peu profonde, etc.
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8.2 Position du probléme d’eau peu profonde

Nous considérons un fluide homogene et isotrope. On note 1 := n(z,y,t) la hauteur de la
surface libre & 'instant ¢, mesurée & partir d’un niveau de référence z = 0. Méme si 1) varie en
temps et en espace, on suppose qu’il existe une valeur caractéristique pour la hauteur moyenne
qu’on note H. De méme, on note L une échelle qui caractérise la dimension horizontale de
I’espace dans lequel a lieu le phénomeéne. Les équations d’eau peu profonde sont obtenues en
intégrant en profondeur les équations de Navier-Stokes sous I’hypothése fondamentale :

H
)=—<< 1L 8.1
. (s.1)
Sous cette condition, ’équation de continuité implique que la composante verticale w du
champ de vitesse (u, v, w) varie trés peu en profondeur z, i.e.

w(z=n)~w(z=0)

De méme, 'équation de conservation des moments implique que la composante verticale
du gradient de pression est présque hydrostatique, ce qui conduit alors & supposer que les
composantes horizontales u et v du champ de vitesse sont eux aussi indépendantes de z.
L’intégration selon z permet de découpler la troisiéme composante w des deux autres u et
v, et par conséquent la dimension du probléme est ramenée du 3d en 2d grace & 'hypothese
fondamentale (8.1) de la théorie. On peut noter que cette simplification n’est plus valable
lorsque la densité varie avec z sauf si elle est constante par morceau et dans ce cas on peut
développer la théorie d’eau peu profonde dans un milieu stratifié. Nous pouvons ainsi dire que
le systéme 2d est une condition d’impédance généralisée résultante de I’analyse asymptotique
du systéme 3d par rapport a I’épaisseur d lorsque celle-ci tend vers 0, (cf. [25]). Nous renvoyons
le lecteur a Pedolsky [24] pour plus de littérature sur la théorie d’eau peu profonde.

On part du modele 2d linéarisé sous forme non conservative (celle que nous adoptons pour
la construction des PML) :

Gh + H(0yu + 0yv) =0,
Gu + g0,h — fv =0, (8.2)
Gv + goyh + fu =0,

ou :

G est 'opérateur de transport défini par :

G=0,+Ud, + V0,

Le champ scalaire h = h(x,y,t) représente la hauteur de la surface libre du fluide,
mesurée a partir de la hauteur moyenne H, i.e. h =7 — H.

U,V et H sont des constantes positives qui décrivent I’état au repos, autour duquel la
linéarisation a été faite.

g =~ 10m/s* est la constante de gravite.
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e f est une constante positive associée a la force de Coriolis.

En combinant les équations du systéme (8.2), on arrive & découpler I'inconnue h des deux
autres u et v comme suit :

En dérivant la deuxiéme (resp. troisiéme) équation du systéme (8.2) par rapport a x (resp.
y), on obtient en faisant la somme des équations résultantes :

G(0yu + Oyv) = —gAh + f(0,v — Oyu) (8.3)
On applique ensuite G a la premiére équation et on utilise (8.3) pour obtenir I’équation :
(G® — gHA)h + H f(0,v — dyu) =0 (8.4)

En dérivant maintenant la deuxiéme (resp. troisiéme) équation du systéme (8.2) par rapport
a y (resp. x), on déduit en faisant la somme des résultats et aprés application de 'opérateur
G, que la hauteur h est solution de I’équation différentielle d’ordre 3 suivante :

(G* — gHA)(Gh) + f2(Gh) =0, (8.5)

ce qui montre que la nouvelle inconnue h* = Gh est solution de 1’équation des ondes avec
termes d’advection et de dispersion linéaire :

(G* — gHA)L* + f2 h* =0 (8.6)

Si on note L = G% — gHA Vopérateur des ondes advectives alors les équations d’eau peu
profonde peuvent étre récrites a l'aide d’un systéme a quatre inconnues :

Gh = h*

Gu+ go.h — fuv=20
Gv+ go,h+ fu=0
Lh*+ f2h*=0

(8.7)

L’opérateur d’ordre 2 :
Li=L+f=G?—gHA+ f?

est appelé opérateur de Klein-Gordon avec termes d’advection et de dispersion linéaire qui,
aprés développement du produit G2, s’écrit :

Ly =0742U (0, + V,) 9, +2V (0, + Ud,) 9, — (¢H — U?) 82— (gH — V?) 82+ f* (8.8a)

Nous supposons dans toute la suite, que la vitesse de propagation des ondes de gravité est
plus importante que ’écoulement, ce qui se traduit par I’hypothése du régime subsonique :

gH > VU2 + V2 (8.9)

Remarque 8.1 La nouvelle formulation ci-dessus est intéressante puisque nous avons décou-
plé la composante h* qui, d’aprés la premiére équation du systéme (8.2), est proportionnelle
a la divergence du champ de vitesse. La nouvelle inconnue h* est solution d’une équation
d’ondes dont on dispose de modeéles PML stables (cf. [7]), pendant que les autres inconnues
h, u et v sont gouvernées par des équations de transport et ne seront pas modifiées par le
nouveau modéle PML que nous allons proposer.
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8.3 Un modéle PML stable pour les ondes courtes en
eau peu profonde en écoulement oblique

La difficulté essentielle pour construire des PML stables pour I'opérateur Ly en écoulement
oblique est liée au fait que I’équation d’ondes Lyh* = 0 supporte des ondes de gravité in-
consistantes (backward-waves) qui doivent étre corrigées grace a un changement de référentiel
convenable, avant méme d’effectuer le changement de variables complexe classique 9, — ™.
D’une maniére générale, le référentiel mobile a été utilisée par plusieurs auteurs (cf. [7], [1],
[17], [16], [2], [10],...) ou lidée commune peut étre liée a une factorisation adéquate de
I’équation d’Helmholtz convective.

On commence par construire une PML qui agit dans la direction z, en rappelant que cela
n’est pas restrictif puisqu’il suffit de permuter x (resp. U) et y (resp. V') pour construire une
PML dans 'autre direction y. L’idée est donc de remplacer uniquement les dérivées spatiales
0, qui agissent sur la composante h* dans la derniére équation de (8.7) par une dériveé¢ 9 ML
qui, comme dans [21], est définie par le changement de variable formel :

U U
oML = o (z,0,0,) (&c - ——— (O + Vay)) + JH—1? (0 + V) (8.10)

ol «v est opérateur quasi-local qui dépend d’un parameétre d’absorption o := o(z) > 0 et qui
est défini formellement par :

VgH (0; +V9,)
VgH (0, + V0y,) + (9H — U?) o (x)

a(z, 0, 0y) = (8.11)

On note LPMU T'opérateu L dans lequel 0, a été remplacé par OPME alors le nouveau
systéme dans lequel le demi-plan (z > 0) désigne la PML de largeur infinie, s’écrit :

Gh = h*
Gu+ go,h — fu=20
Gv+ go,h+ fu=0 (8.12)

L+ f2h=0 siz<0
LPMLp* 4 £2 px = 0 8i 7 > 0,

Nous avons besoin maintenant des conditions qui assurent ’adaptation parfaite de la PML
a linterface x = 0. Pour les trois premiéres équations du systéme (8.12), nous adoptons des
conditions de transmission naturelles qui sont transparentes pour 'opérateur G :

[h] =[u] =[v]=0enx =0. (8.13)
Pour les deux derniéres équations, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 Les deux derniéres équations du systéme (8.12) sont parfaitement adaptées
en x = 0 si elles sont couplées par les conditions de transmission [h*] = 0 et [D,h*] =0 a
Uinterface x = 0 entre le milieu physique (v < 0) et le miliew PML (x> 0), ot D, est défini
par 0, st x <0 et OLM: six > 0.
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Preuve: Comme nous l'avons déja remarqué, la composante h* est solution de I’équation
de Klein-Gordon indépendamment des autres h, u et v. Ainsi, les conditions de transmission
naturelles suffisent pour ces trois composantes puisqu’elles sont couplées par des équations de
transport. Le probléme se pose donc uniquement avec les deux derniéres ot 'impédance des
deux milieux physique et PML doit étre adaptée par des conditions de transmission typiques
aux PML.

On considére alors le changement variable qui, par construction, laisse x invariant :

(t= gﬁztl — E7 %,
xr = T,
8.14
y=gH — Uy — rme1 + ‘;{\/;tla (8.14)

 Ri(21,91, 1) = W (2,9, 1),

de telle sorte que les dérivées spatiales et temporelles subissent les transformations suivantes

( (0 +VO,) h* = 0, k]

gH U2
(0 = 557 (0 +V0,) ) * = By,
Dyl = \/gH — U2, I,

4 (8.15)

/ * U *
ORI = PN + 0 i
L = (gH — U?) (0} — 92, — 851) hi = Lihi,

LPMLp* — (gH — U?) (8,521 _ agfwm B 851) ht = LPMUps,
avec

O,

PML 7+
Oy, hi = ay (11) Oy ] et ay(xy) = I T o)

(8.16)

OPML nest autre que 'opérateur PML classique écrit dans le nouveau référentiel (w1, y1,11).
Ainsi, et par rapport a ce systéme de coordonnées, nous arrivons a factoriser les deux derniéres

équations du systéme (8.12) sous la forme non advective suivante :

Lihi+ f*hi=0 sia <0,
L:}:MLhT"—fQ hT =0 si T >O,

ou encore, en divisant par le facteur non nul gH — U? et en ajoutant les conditions de
transmission récrites pour hy :

Iz
gH U2

D2y — 02t — D203 + hi=0 siz <0,
O hy — OFMVPhy — 92 b5 + L b =0 sizy > 0, (8.17)

[hi]=0et [Dyhi] =0 enxz; =0
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ou D,, est défini par d,, si x; <0 et LM si x> 0.

Le changement de variables (8.14) est proche de celui utilisé par Nataf [21], pour les
équations d’Euler linéarisées en écoulement oblique. Nous pouvons aussi le comparer a ceux
qui sont présentés dans [7], [1], [17], [16], [2], [11]. Il est destiné en fait & stabiliser la PML
en supprimant les ondes inconsistantes dans un référentiel qui suit le mouvement, et par
conséquent a respecter la condition nécessaire de stabilité dans le nouveau référentiel (cf. [5]).

On utilise ensuite, le changement de variables formel (ou le deuxiéme est une écriture
formelle de ce qu’on obtient en analyse de Fourier) :

(

lo = ty,

Ty = 21 + 8% foml o(x)dr sixzy >0

To=x1 8121 <0 (8.18)
Y2 = Y1,

| 75(2, Y2, ta) = hi(21, 41, 1),

de telle sorte que :

(O h} = 0y,h3,

Op, B = Oy, h, sixe <0

By, ht = (1 + %) Oputy = 5t Onal, 81 13 > 0

0, b = 0, b3, (8.19)
OPN b = 0,5,

Lili = (gH = U?) (0}, — 02, — 0,) hs = Lah3,

2

| IPMLR = Lk,

et ainsi, le probléme (8.17) devient :

02 by — 02 s — 02, b5 + ngfU hs=0 sixzy <0,

O hy — 02, hy — 02 W+ L5 b5 =0 siay > 0. (8.20)

gH-U?

[h5] =0 et [0,h5] =0 enxze=0

Ce changement de variables est actuellement 'inverse du changement de variables classique
qui permet de passer de 9,,a 9;M" utilisé pour construire les PML.

Ainsi, h} est solution de la méme équation de Klein-Gordon dans les deux milieu physique
et PML, avec des conditions de transmission parfaite, ce qui signifie qu’il n’y a pas de réflexions
a 'interface x = 0. A partir des expressions des deux changements de variables ci dessus, et
comme z9 = 77 pour < 0, on conclut que hj coincide avec h*. Par conséquent, aucune onde
n’est réfléchie dans le milieu physique si on considére le systéme original (8.12). La preuve
est ainsi achevée. m
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8.4 Stabilité du nouveau modéle PML

Dans cette section, nous nous intéressons a la capacité d’absorption des modes physiques par
la PML, en se basant sur I'analyse modale de la solution. Dans la PML-x, congue pour les x
croissants (Ax > 0), on s’intéresse particulierement a une fonction h* sous la forme

e)\x+i(wt+ky) sir<0

o | 8.21
( ) A M ati(witky) g s () | |

solution du probléme
Lh* + f2 h* =0, six <0,
LPMEp* 4 2 p* =0, six >0, (8.22)

[h*]=0et [Dh*]=0 enxz=0,
pour tout (w, k) € R% Le facteur d’atténuation est lié & la partie réelle Re ()\PML) qui doit
étre négative afin d’assurer ’absorption. La notion de stabilité est liée au fait que cette partie
réelle doit rester négative pour tout w et k qui vérifient une certaine relation appelée en

analyse de Fourier : relation de dispersion. Le théoréme suivant atteste la stabilité des modes
physiques dans la PML -x.

Théoréme 8.2 Les solutions modales du probléme (8.22) sont exponentiellement décrois-
santes dans la direction x > 0, pour tout (w, k) € R2.

Preuve: Pour simplifier I’analyse, on applique successivement les deux changements de
variables hi(z1,y1,t1) = h*(x,y,t) et hi(xa, y2,t2) = hi(z1,y1,t1). En rappelant que hj est
solution du probléme de transmission classique :

Lohy + f2 hi =0, si zg < 0,
Lohiy + f2 hi =0, si xg > 0, (8.23)
[h3] =0 et [0,,h3] =0, en xe =0,

une solution modale devient :

ha(a, s, 1) = mrtileats o)
Y ) *

Le deuxiéme changement de variables implique que:

Wy = gﬁz (w + Vk)

_ 1
b = ok
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et par conséquent (wo,k2) € R% En remplacant maintenant la solution modale dans le
systéme, on obtient une équation algébrique du second ordre qui admet deux solutions (modes)
Ay et Ay telles que :

Ai:i\/kg—wg+

ng——2U2’ Sik%—w§+ngU220
(8.24)

A;‘E_iz\/% K — s, SUKS — Wi+ s < 0.
Dans le premier cas ot k3 — w3 + Hf 7z = 0, les modes correspondants sont réels et non prop-
agatifs (évanescents). Seulement lun d’entre eux est physiquement admissible dans chaque
demi espace (voire : \; sizy > 0et \J sizy < 0). Dans le deuxiéme cas ot k%—w%—i—glf%m <0,
les modes sont imaginaires purs et sont donc propagatifs. Si we > 0, A\, se propage dans la
direction des z croissants (Ax > 0), pendant que )\ se propage dans le sens opposé¢ (Az < 0).
Par contre, il est clair que le sens de propagation est le méme si ws < 0.

En utilisant le changement de variables complexe relatif & la construction d’'une PML, on
a:

U
APML _ (] _ io () A1
( Wo ) 2 \/g_H

)\PML

%

On considére en premier lieu qui correspond au mode A\; physiquement admissible dans

le demi-plan {zy > 0}. Alors, si k3 — w3 + Hf =z > 0, on obtient :

2
Re (A"™MF) = —\/k§ —w}+ —ng_ 7z <0

Ensuite, si k2 — w? + ng%UQ < 0 et wy > 0, alors \; est le seul mode admissible dans la PML
etona:

o(x f?
Re(}\PML(x)) = — w;) \/w% — k’% — m < 0,

tandis que, si wy < 0, c’est le mode A5 qui est admissible et on a :

2
Re(\"™M) = UEZQ) \/wg — k5 — ng_ IE <0,

Par conséquent, Re (/\PML) < 0 pour tout (ws, k) et donc pour tout (w,k) € R? ce qui
implique que les solutions modales sont exponentiellement décroissantes dans la PML. m

Remarque 8.2 Les modes )\gt ne dépendent pas de xo tandis que les modes correspondants
dans la PML dépendent de x. Ceci est di au fait que le symbole de l'opérateur différentiel
Loy + f? est indépendant de x5.

D’un point de vue numérique, si on tronque la PML & distance finie x = L et on y impose
une condition de Dirichlet ou de Neumann, alors on peut montrer, en utilisant le principe de
I'image (cf. [11]), que les ondes réfléchies sont aussi exponentiellement décroissantes dans la

PML.
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8.5 Une deuxiéme approche basée sur la factorisation
de Smith

Dans cette section, nous présentons une deuxiéme approche basée sur la factorisation de
Smith d’une matrice (Smith, ~ 1860). Cette idée a été utilisée par F. Nataf [21] pour constru-
ire de nouveaux modeles PML pour le systéme d’Euler linéarisé en écoulement oblique. C’est
une méthode qui s’applique de maniere générale aux systemes d’EDPs linéaires, afin de diago-
naliser une matrice tout en gardant le caractere différentiel dans la matrice diagonale obtenue.
Lorsqu’il s’agit d’opérateurs différentiels, cette factorisation est différente de la procédure de
diagonalisation habituelle qui peut faire intervenir des racines carrés d’opérateurs (cf. [27]).

On commence d’abord par rappeler la version polynomiale de la factorisation de Smith,
qui est différente de la définition de diagonalisation, par le théoréme suivant :

Théoréme 8.3 Soit n un entier et A une matrice inversible n X n et a coefficients polynémes
en A : A= (a; ()\)>1§i,j§n' Alors, il existe trois matrices P, D, et () a coefficients polynomes
det(P) =det(Q) =1
en A, telles que D est une matrice diagonale
A=PD.Q

Remarque 8.3 Dans cette factorisation, P et ) ne sont pas uniques, tandis que D [’est a
une permutation de lignes ou de colonnes prés. En outre, ces trois matrices sont inversibles
et P71 et Q71 sont aussi a coefficients polynémes en A avec det(P~!) = det(Q ™) = 1(on dit
que P et @ sont des matrices unimodulaires).

Il existe des algorithmes de calcul manuel de la factorisation de Smith, mais nous avons
choisi le logiciel de calcul formel MAPLE qui donne directement un résultat a ’aide d’une
procédure appelée smith. Nous partons alors du systéme primal (8.2) écrit sous forme ma-
tricielle :

h
Aw | u | =0, (8.25)
v
ou :
G Ho, Ho,
Aw = | 90, G —f (8.26)
99, f G

Afin d’introduire une PML qui agit dans la direction z, on transforme (8.2) en un systéme
différentiel en = via une transformée de Fourier partielle par rapport a ¢ et y, o w (resp. k)
désignent les variables duales associées a t (resp. y). Ainsi, la transformée de A, est :

) G HO, Hik
gik f G
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ot G est donné par :
G =iw+ U0, + Vik

La matrice A, est une matrice a coefficients polynémes en 0, et cette propriété est stable
par factorisation de Smith, d’apres le théoréme précédent. Il existe alors trois matrices P, D,
et ) a coefficients polynomes en 0., telles que

Ay = PDQ, (8.28)

ou D est la matrice diagonale donnée par :

1 00
D={(010 [, (8.29)
0 0 LG
et L 7 est 'image de Fourier de I'opérateur de Klein-Gordon :
Ly = (iw+Ud, + Vik)> — gH(8? — k?) + f? (8.30)

Les matrices P et (), si bien que leurs inverses, sont des matrices a coefficients polynémes en
0, de déterminant égal a 1.

Remarque 8.4 La factorisation de Smith du systéme fait clairement intervenir le produit de
Uopérateur de transport G par Uopérateur de Klein Gordon Lf, dans la matrice diagonale D.
D’un point de vue physique, cela a un sens ou elle caractérise la nature des ondes supportées
par le systéme d’eau peu profonde (voire : ondes de gravités solutions de l’équation L §=0, et
ondes géostrophiques ou de vorticité et d’entropie qui sont solutions de l’équation de transport

G=0)

On associe a l'équation d’ordre deux (if = 0) deux modes propagatifs, tandis que
lopérateur G est un opérateur de transport dont 'unique mode est naturellement sortant
et ne doit donc pas étre traité par une procédure PML. C’est pourquoi, le modele PML que
nous proposons est basé sur la méme idée non classique et qui consiste a remplacer uniquement
les dérivées spatiales d, qui se trouvent dans L; par une dérivée 9"M¥, comme nous I'avons
définie en section 8.3 par les relations (8.10) et (8.11). On note LYM le nouvel opérateur
aprés avoir effectuer le changement 9, — 2™, Une possibilité pour construire une PML-x
consiste & introduire la nouvelle matrice diagonale notée DPML telle que :

100
DPML—_1 0 1 0 , (8.31)
7 PML A
0 0 LPMLG
et ensuite, & définir la matrice APMM par
100
APML — ppPMLo —p [ 0 1 0 Q. (8.32)
7 PML A
0 0 LPMLG



ou P et () sont inchangées : c’est-a-dire qu’on n’y modifie pas 0, par une dérivée PML. On
peut aisément vérifier, & 'aide d’un calcul formel sous MAPLE, que :

i i 61 0 0
ADME— A+ 10 00 |, (8.33)
5y 0 0

ol 01 (resp. d3) sont des opérateurs différentiels en = d’ordre 3 (resp. 4), tels que :

((gH = U2) (82 = OM) = 20 (icw + ikV) (0, — OFMY) ) (f + ikU)?

"= F2((f +kU)? + (iw + ikV)?) ¢ @34

(¢ +ikU) G+ f (iw +ikV) ) U

Ainsi, ce modele de PML consiste & perturber le systéme initial, dans la premiére et la
troisieme équation, par un terme qui agit uniquement sur I'inconnue Gh = h*. Il est clair
qu’en dehors de la zone PML, on a d; = d2 = 0 et on retrouve bien le systéme initial. Voire
aussi, 0, = d, = 0 dans le cas ou G = 0 : la PML n’absorbe donc pas les modes associés a
cette équation qui sont les ondes de vorticité et d’entropie.

Remarque 8.5 Nous avons repris les calculs précédents en posant deés le départ f = 0. Les
résultats sont tels que :

i i 0 0 0
APME— A, +1 0 0 0 ], (8.36)
C, Cy 0

ou Cy (resp. Cs) sont des opérateurs différentiels en x d’ordre 2 (resp. 3) tels que:

((gH _U?) (ag - agML2) — U (iw + ikV) (9, — anL)) )
O = — A G, (8.37)
ik (iw +ikV) gH
Cy = UC (8.38)

Il est clair que (8.36) est complétement différent de (8.33). Le modéle avec force de Coriolis est
donc une perturbation singuliére du modéle au repos par rapport au paramétre f au voisinage
de 0.

Le modele PML (8.33) fait intervenir des opérateurs d’ordre élevé (3 et 4), ce qui le
rend difficile & implémenter numériquement. Contrairement au cas des équations d’Euler
linéarisées ou la division par le terme (iw + ikV') pose probléme pour certaines fréquences, le
cas du systéme d’eau peu profonde avec force de Coriolis (f # 0) ne semble pas souffrir de
cette difficulté puisque (f + ikU)* + (iw + ikV)* ne s’annule jamais pour kU # 0. On peut
actuellement choisir un profile o, tel que :

(f +ikU)” + (iw + ikV)?
(f +ikU)*

o=o0(x,k UV, [f)=
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afin de simplifier et régulariser d; et d,. Ce modeéle reste intéressant d’un point de vue ou
il constitue une méthode systématique pour construire des PML (voire des CLA) pour les
systemes d’EDPs linéaires, de maniére générale. Une question cruciale et intéressante serait
donc : comment trouver la bonne factorisation de Smith, puisque celle-ci n’est pas unique,
afin d’aboutir a un modele PML simple et pratique. Dans la section suivante, nous revenons
au premier modele basé uniquement sur le découplage de la solution.

8.6 Le choix d’une formulation symétrique pour la PML
au coin

Rappelons que L; = L+ f? est le seul opérateur qui doit étre modifié par L?ML = [PML 4 #2
afin de construire une PML qui absorbe uniquement les ondes de gravités. Si on considere
la PML verticale concue pour la direction x, et dans laquelle la dérivée 0, est remplacée par
une dérivée OFML donnée par la relation (8.10), alors on a :

LM — (9, + UOP 4+ V0,)" = g ((05) +02) + f2 (8.39)
Comme nous avons mentionné, il suffit d’échanger le role de = (resp. U) avec celui de y

(resp. V'), pour écrire une PML horizontale qui agit dans la direction y. On obtient dans ce
cas :

LMY — (9,4 U, + VO — gH (ag + (aﬁMLf) + f? (8.40)
avec

gV (0 +U0;) =B (y,0,0:) | O —L(&Wa) (8.41)

Y gH — V2 ‘ UT\Y H -2 )

ou [ est un opérateur quasi-local qui dépend d’un parameétre d’absorption o := o(y) > 0 et
qui est défini formellement par :

\/Q_H (at + Uax)
V9H (0, +U0,) + (gH — V?) a(y)

Remarque 8.6 Lorsque [’écoulement se fait dans une seule direction (par exemple x) alors
on aV =0 et dans ce cas une PML standard peut étre utilisée dans la direction y (cf. [10]).

a(x, 0 0,) = (8.42)

Pour construire une PML au coin (intersection des PML horizontale et verticale), nous
pouvons actuellement choisir la procédure la plus simple, et qui consiste (par exemple) a
superposer la PML verticale sur I'horizontale (ou vice versa). Avec les PML classiques, les
deux choix conduisent au méme résultat. Dans notre cas, les variables x et y n’ont pas des
roles parfaitement symétriques, a cause des changements de variables (8.10) et (8.10) qui sont
différents. De plus, il n’y a pas de raison justifiable de privilégier un choix sur 'autre (cf. [10]).
Il n’y a pas, non plus, de méthodologie générale pour établir des conditions de transmission
aux interfaces de superposition. Pour fixer les idées, nous avons choisi des conditions de
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transmission naturelles aux interfaces dans les coins. Ainsi, nous utilisons dans les coins,
I'opérateur :

Lfc’MLf:rfy = (0, + UM 4 Va;ML)Z _gH ((aa}:’ML)Q n (a;/f»ML)2> e (8.43)
PML

Remarque 8.7 Il est important de noter que la dérivée contient déja des dérivées
spatiales 0, et que la superposition que nous effectuons ne concerne pas ces dérivées.

Par la suite et pour des raisons numériques, nous avons trouvé convenable de travailler
avec la différence L?ML — Ly, afin d’écrire le modele PML sous la forme d’une perturbation
du modéle initial, comme suit :

L};ML — Lf T (LEML - Lf) )

On utilise alors 'opérateur de perturbation suivant et qui, de maniére générale, traite au-
tomatiquement les coins, la PML verticale et la PML horizontale :

Lf;ML—z—y Ly = 2 (U (9, +V9,) (83161’ML _ &C) +V (0, +U0,) (a;;ML — Oy))t
(ol —U?) (@)~ ) — (91— V?) ()" - 32)
POV (@ = 0,) (@ - 0,) + (2 - 3) (2 - ).

En effet, si o(z) = 0 (resp. o(y) = 0), " = 9, (resp. 9,™" = 0,), et par conséquent
LPMLfrpfy
f

(8.44)

— Ly se réduit a :

L?ML—x — Ly =2U (9, + V,) ("M — 9,) — (gH — U?) <(8£ML)2 _ ai) , (8.45)
dans la PML verticale, et respectivement a :

LMY Ly =2V (9, + Ud,) (P - 9,) — (gH — V?) <((95 M- aj) ’ (8.46)

dans la PML horizontale.
Il est donc plus intéressant de superposer dans la difféerence L™ — Ly que dans I'opérateur
L?ML seul. Ainsi, nous obtenons la formulation symétrique suivante, pour la PML au coin :

L?ML—Z’—y _ Lf — (L?NIL—CC o Lf) + Uv (a;’ML _ 8@/) (8EML _ ax)

(LY = L) UV (0P = 9,) (9P - a,) (8.47)
La symétrie a lieu dans le sens ou
Lfc’MLf:pfy ~L; = [Ll;MLﬂ _ Lf]PML—y n (Ll;MLfy _ Lf)
, PML—z
_ [L;’ML—y _ Lf] + (LEML—x _ Lf)

PML—y—
= LM

Remarque 8.8 Les termes qui sont proportionnels ¢ UV dans expression (8.47) sont des
termes correcteurs typiques au coin lorsque l’écoulement est oblique (i.e. UV # 0). Autrement
dit, st U = 0 ou V = 0, ce qui correspond a un écoulement paralléle, alors ces termes
s’annulent et on retrouve la superposition classique des PML aux coins.
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P — PME—x—y
Ly x Lf

LML—
L ¥

Figure 8.1: PML coin en écoulement oblique : L?ML_%Z’ fait intervenir la superposition

classique avec un terme correcteur proportionel & U.V'.

8.7 Formulation premier ordre du modéle PML

D’apres la section précédente, on peut retenir pour le nouveau modele PML le systéme :

Gh = h*
Gu+ go,h — fuv=20
Gv + goyh+ fu=0 (8.48)

Lyh*=0 si <0
LMp* =0 siox >0,

ot les deux derniéres équations font intervenir des opérateurs (LM et Ly) d’ordre 2 en temps
et en espace, et dont la résolution numérique conduit & I'inversion d’une matrice pleine. Afin
de contourner cette difficulté, nous avons choisi de récrire ce systéme a l’aide d’équations qui
font intervenir uniquement 'inversion d’opérateurs d’ordre 1. En utilisant ’identité L?ML =
LM — Ly + Ly dans la derniére équation dans (8.48), on obtient pour 2 > 0 :

(LEML o Lf)h* + (G2 + f2 _ gHA)h* = 0. (849)

En multipliant ensuite, la deuxiéme (resp. troisiéme) équation du systéme (8.48) par GO,
(resp. GOy) et en faisant la somme des équations résultantes, on obtient :

gAR* = f(GOv — GOyu) — G*(Dpu + Oyv).

De méme, la deuxiéme (resp. troisiéme) équation du systéme (8.48) multipliée par 0, (resp.
J;), permet d’obtenir :

(GOyv — GOyu) = — f(Oyu + Oyv),
de telle sorte que :

gAR* = —(f* 4+ G?)(0,u + O,v),
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et qui, apres insertion dans (8.49), donne :
W — H (Opu+ 0yv) = —(G* + f3) (LM — Ly)h* (8.50)

Maintenant, l'inversion d’opérateur (G2 + f2)71 nécessite l'introduction de deux variables
auxiliaires, £; et &,, telles que :

{ G&y = (LM — Lp)h* — f2&y;
Gfl = 527

et par conséquent, nous obtenons le systéme d’ordre 1, suivant :

( Gh = h*;
Gu + 0,h — fv =0;
Gv + Oyh + fu = 0;
G&,y = (LEML - Lf)h* - f2§1;
GE& =&y
(| h* — HO,u — HOyv = —=¢,,

(8.51)

avec des conditions de transmission naturelles sur & et £, aux interfaces entre le milieu
physique et le milieu PML. Il est clair que ce modéle est valable dans tout le domaine de
calcul, puisque (L}™M" — Ly)h* et par conséquent &, et &, s’annulent dans le milieu physique.

Remarque 8.9 Méme si, théoriquement, &, et &, s’annulent dans le milieu physique (sans
PML), nous avons remarqué que l'inversion numérique de l'opérateur (G* + f?) nécessite le
calcul de &, et &, dans tout le domaine afin de compenser des instabilités numériques dues a
lopérateur de transport GG. Dans un travail en cours, nous traitons cet inconvénient a l’aide
d’une autre approche basée sur une formulation divergence-rotationnel du systéme d’eau peu
profonde.

Concentrons-nous maintenant sur 'opérateur de perturbation dans la PML verticale, par
exemple, on a :

L;ML — L; =2U (0, +V9,) (aEML _ ax) — (gH — U2) ((QEML)2 _ 8:%) .

uisqu érateur - un opérateur udodifférenti iscrétisation néces-
Puisque Popérateur O°ME — 0, est un opérateur pseudodifférentiel, sa discrétisation néces

site I'introduction de variables auxiliaires. La différence des carrés (35 ML) — 02 est ensuite
retrouvée de maniére simple, a 1’aide de I’écriture suivante :

(O = 2 = (M = 0,) + 0, (M = 0,) + (M — 0,) O

T

En effet, d’aprés (8.10) et (8.11), on a l'écriture formelle :

VH (0,+V,) — (9H — U?) 0,
VH (0, + V) + (¢gH — U?) o(x)

oML _ 9 = o(z)

119



de telle sorte que l'équation ¢ = (95EM- — 9,) 1) peut étre résolue simplement a l'aide du
systeme suivant :

(V9H (0, +V9,) + (gH — U*) o(x)) ¢ = o(x) (VgH (8; + VI,) — (¢H — U?) 8;) ¢,
{ d(t =0) =0,
et Péquation ¢ = (LMY — Ly)t est résolue par :
¢ = (gH —U?)(0:&5 + &) +2U (0, + VO,) &5
£ = (M = 0u)y (8.52)
£ = (M = 0,)(0 + &),

La procédure pour obtenir le systéme qui correspond a la PML horizontale est similaire a
celle que nous venons de présenter pour la couche verticale. Pour le coin, nous utilisons la
formulation symétrique et pour cela nous avons besoin d’une cinquiéme variable auxiliaire

&= (9, = 9,) &, (8.53)
afin de traiter le terme correcteur UV (o)™~ — ,) (90M- — 4,).

Remarque 8.10 Nous n’avons pas de justification pour garantir ’adaptation parfaite des
PML auzx coins, cependant et dans toutes les expériences numériques que nous avons mené,
nous n’avons observé aucune réflexion a ces interfaces.

En résumé, le systéme d’équations pour la PML horizontale est :

(W ==& + H (O,u+ 0yv);

GE& = &

G& = —(gH — Uz)(@xfz), +&4) +2U (0; + Vﬁy) §3 — f2§1§
€ = (PN — 0,0

pour x > 0 : €= (OPME — 0,) (D" + &,); (8.54)
Gh = h*;
Gu + go.h — fv =0;
(| Gv+ gOyh+ fu=0.
avec les conditions de Dirichlet {3 =&, =0 en z =0,
((h* ==&+ H (Oyu+ 0yv);
G& = &y )
Qe = — .
pour z <0 : G%: h*-f Sk (8.55)
Gu + g0.h — fv = 0;
| Gv+ gOyh+ fu=0,

avec des conditions de transmission naturelles sur £; et &, en x = 0.

Pour traiter le coin {x > 0 et y > 0}, il faut ajouter au systéme (8.54) I’équation (8.53)
qui détermine & en fonction &5, et rajouter ensuite UV ¢, a droite dans la troisiéme équation
du systéme (8.54), qui devient :

G& = —(gH — U?)(0ubs + &4) +2U (0, + VO,) &5 — f26, + UVEs
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8.8 Résultats numériques

Les systémes (8.54) et (8.55) sont discrétisés a 1'aide d’une méthode classique FDTD (dif-
férences finies). Le schéma numérique est basé sur une grille décalée, réguliére et uniforme,
avec un pas d’espace noté Ax = Ay et un pas de temps At. Les inconnues h, h*, £, &, et
&, sont évaluées aux points (z;,y;) = (iAz, jAz) de la grille . u et &5 (resp. v) sont calculés
en (Ti11/2,y;) = ((i + 1/2)Ax, jAx) (resp. (x4,yj41/2) = (iAz,(j + 1/2)Ax)). Lorsque une
inconnue est évaluée & l'instant ¢,, = nAt, alors sa dérivée en temps est évaluée a l'instant
T, 1= (n — %) At, de telle sorte qu’on puisse intégrer les équations en temps a l'aide d’un

schéma de Yee (leap-frog). Les dérivées convectives sont discrétisées avec un schéma classique
d’ordre 1 décentré a droite (upwind ). Si on suppose que U et V sont positifs, alors on a :

TR T PRy
(Gh):fj = . At ’ _'_ U . A.I = + V = Ay = Y (856)

et

5 VaENt Esii1/ay — Esirryzg V53?+1/2,j — &sitja o
( t€3 + y£3)7;+1/27j - At + Azr ’

(8.57)

Les dérivées spatiales qui ne sont pas convectives sont approchées par le schéma centré:

n . n
Uity/2,5 — Wi—1/2,j

oyu)t, = 8.58
(0.0, N (359)
La condition de stabilité CFL que nous avons utilisée est : At < O.SfTiH, et qui est, pour

I’instant, une condition empirique.

Dans les expériences qui suivent, nous supposons que les équations sont adimensionnelles
et que la constante de gravité g est normalisée & 1. Nous avons choisi un domaine de calcul
D =1[0; 10H] x [0; 10H], et une PML de largeur 6 = 2.5H, située du coté intérieur a D.
Aux bords extérieurs & la PML, nous avons imposé une condition aux limites transparente
pour les ondes de vorticité et d’entropie. Rappelons que ces ondes ont une divergence nulle
O,u + 0yv = 0, ou encore, leur composante advective vérifie I’équation de transport classique
Gh = 0. En outre, la condition Gh = 0 sur les bords ot I’écoulement est sortant, peut étre
aisément implémentée grace a (8.56). Aux bords opposés ou l'écoulement est rentrant, la
condition de Dirichlet h = 0 est suffisante d’un point de vue théorique. Cependant, nous
avons remarqué que la discrétisation des équations du modeéle PML, tel qu’il est proposé, crée
un mode de vorticité artificiel qui est transporté a la méme vitesse que le mode physique,
mais dans le sens opposé. Ce mode numérique a une tres faible amplitude, comparé au mode
physique, mais sa réflexion aux bords ot le flux est rentrant peut produire des instabilités
numériques. C’est pourquoi, nous avons choisi d’imposer sur ces bords une “condition de
transport inverse ” , i.e.

Oh—U0h+VO,h =0, si0<y<10H et x =0,
Oth +U0,h—VO,h =0, si0 <z <10H et y =0,
Oth—U0,h—VI,h =0, siz=0ety=0,

qui, aprés discrétisation, permet d’éliminer le vortex artificiel.
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Dans toutes les expériences, nous avons utilisé un profile d’absorption quadratique o =
O max (g)z, ol d est la distance mesurée a partir des interfaces entre le milieu physique et la
PML. La valeur maximale a été choisie de maniére empirique 0., = 20. Pour valider notre
modele, nous avons comparé les résultats avec ceux obtenus dans un domaine de référence
beaucoup plus large D,.; = [0; 50H] x [0; 50H]. Nous avons calculé lerreur relative en
fonction du temps dans le cas d’un écoulement oblique et uniforme, au voisinage du coin
supérieur (& deux points intérieurs prés des interfaces).

Comme dans [20], nous avons testé ce modele avec des impulsions initiales & ¢t = 0 (Gaussi-

ennes radiales), telles que:

_ (m—mo>2+2<y—yo>2

h(z,y,0) = Ae R (8.59)

u(w,y,0) = 2VH @;—f())Ae(”") L (8.60)
— z—a0)?+(y—yp)>

v(z,y,0) = —Qm%fle_( A (8.61)

ou A désigne 'amplitude, (z,yo) est le centre de la Gaussienne et R est son rayon. Nous
avons choisi A = 0.1, (zo,v0) = (5H,5H), R = H/6 et quatre valeurs H = 1,10, 100, et 1000
pour la hauteur caractéristique (dans les figures 8.2-8.14, nous montrons seulement les cas
extémes : H =1 et H = 1000). Nous considérons un écoulement oblique tel que U =V > 0
(orientation a 45 degrés) et pour chaque valeur de H, nous avons testé deux valeurs du

nombre de Froude F' = /U? 4+ V2/ VH=0.2et 0.6, et nous avons choisi un terme de Coriolis

f=1/vH. Avec ce choix du paramétre f, le rayon de déformation de Rossby! rg “ VH/f
est simplement égal a H. Le pas d’espace est Ax = 0.05H et le pas de temps est déterminé
par la condition CFL précédente. Les résultats sont reportés dans les figures 8.2-8.14. On
constate que le maximum d’erreurs est obtenu dans le cas des ondes longues qui correspondent
a un faible rayon de Rossby rp = 1 (cf. figures 8.8, 8.9, 8.13 et 8.14). Pour les autres valeurs
de rg, la dynamique est dominée par les ondes courtes et les résultats sont nettement mieux.
Cependant, et comme on peut l'observer, 'erreur relative est toujours inférieure a 0.02%, et
ceci indépendamment de la valeur de rg.

Nous avons aussi testé ce modéle dans le cas d'un écoulement paralléle, et on a obtenu
des résultats satisfaisants comme dans [17] et [20].

Puisque le modéle que nous considérons n’est pas singulier par rapport au terme de rotation
f, nous avons testé une configuration similaire a celle dans [21], en posant f =0, H = 1 et
F =0.2 (cf. figures 8.15 et 8.16). Comme nous I’avons déja mentionné, les deux modeles PML
sont différents & cause de I'inversion de I'opérateur G2 + f? qui intervient dans la formulation
d’ordre 1 du systéme. Malgré cela, nous avons obtenu une erreur relative inférieure a 0.5%, ce
qui indique que la formulation d’ordre 1 peut étre mal posée dans le cas f = 0, & 'opposé de
la formulation second ordre? qui donne actuellement des résultats satisfaisants, méme dans le
cas non rotatif.

1C’est la distance a partir de laquelle on commence & sentir les effets de la rotation et ou la dispersion
devient importante (cf. [24]).

2Les expériences ne sont pas présentées ici. Elles rentrent dans le cadre d’un travail en cours sur les PML
dans le cas non linéaire.
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Figure 8.2: Contours équipotentiels de la hauteur h,avec un rayon de Rossby rg = 1000 et
un nombre de Froude F,. = 0.2 : la PML ne voit pas le vortex.
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Figure 8.3: Contours équipotentiels de la composante advective Gh,avec un rayon de Rossby
rg = 1000 et un nombre de Froude F, = 0.2.
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Figure 8.4: Instantanées de la solution de référence et la solution PML au voisinage du coin
supérieur droit, avec un rayon de Rossby rp = 1000 et un nombre de Froude F,. = 0.2 : la
PML ne voit pas le vortex.
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w1 Relative error on h and its advective component Gh
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Figure 8.5: Erreur relative sur h et Gh en fonction du temps, avec un rayon de Rossby
rg = 1000 et un nombre de Froude F, = 0.2
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w 10" Relative error on x and y velocity components u and v
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Figure 8.6: Erreur relative sur u et v en fonction du temps, avec un rayon de Rossby rg = 1000
et un nombre de Froude F, = 0.2
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Figure 8.7: Contours équipotentiels de la hauteur h,avec un rayon de Rossby 7z = 1 et un
nombre de Froude F, = 0.2 : la PML ne voit pas le vortex.
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T Relative error on h and its advective compaonent Gh
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Figure 8.8: Erreur relative sur h et Gh en foction du temps, avec un rayon de Rossby rp = 1
et un nombre de Froude F, = 0.2 : la PML ne voit pas le vortex.
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Figure 8.9: Erreur relative sur u et v en fonction du temps, avec un rayon de Rossby rp =1
et un nombre de Froude F, = 0.2 : la PML ne voit pas le vortex.
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Figure 8.10: Contours équipotentiels de la hauteur h, avec un rayon de Rossby rp = 1000 et
un nombre de Froude F,. = 0.6
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w1 Relative error on b and itz advective component
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Figure 8.11: Erreur relative sur h et Gh en fonction du temps, avec un rayon de Rossby
rg = 1000 et un nombre de Froude F, = 0.6
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w10 Relative error on x-y velocity components u and v
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Figure 8.12: Erreur relative sur v et v en fonction du temps, avec un rayon de Rossby
rg = 1000 et un nombre de Froude F, = 0.6
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w1 Rletive error on h and its advective component Gh
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Figure 8.13: Erreur relative sur h et Gh en fonction du temps, avec un rayon de Rossby
rg = 1 et un nombre de Froude F,. = 0.6
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w10 Relative error on x-y velocity components u and v
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Figure 8.14: Erreur relative sur u et v en fonction du temps, avec un rayon de Rossby rp =1
et un nombre de Froude F, = 0.6
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w10 Relative error on h and its advective compaonent Gh
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Figure 8.15: Erreur relative sur h et Gh, dans le cas non rotatif f = 0 et un nombre de Froude
F.=0.2.
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w10 Relative error on x-y velocity components u and v
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Figure 8.16: Erreur relative sur u et v, dans le cas non rotatif f = 0 et un nombre de Froude
F.=0.2.
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Pour étudier la stabilité en temps long de la PML proposée, nous avons reproduit chacune
des expériences précédentes durant des intervalles de temps 1000 fois plus larges (ce qui
représente approximativement 10° pas de temps At). Aucune instabilité n’a été observée
pour les différents cas, ce qui prouve " numériquement" la stabilité en temps long de la
méthode.

8.9 Conclusions et perspectives

Nous avons construit et analysé un nouveau modéle PML au systéme linéarisé d’ondes en eau
peu profonde (shallow water). Le processus de construction est basé essentiellement sur la
formulation second ordre qui permet le découplage de la composante advective de la hauteur
des autres inconnues. De cette maniére, uniquement les ondes d’inertie-gravité qui peuvent
produire des réflexions aux interfaces entre le milieu physique et le milieu PML sont absorbées.
Ceci est consistant avec le fait que la dynamique du systéme d’eau peu profonde converge
vers un état d’équilibre naturel (équilibre géostrophique, cf. [24]), ou siégent les ondes de
vorticité et d’entropie (ondes géostrophiques) qui, par un simple bon sens, ne doivent pas étre
modifiées. Nous avons reformulé les équations PML par un systéme d’ordre 1 et des résultats
numériques sont présentés pour attester la performance du modele. La stabilité en temps
long est actuellement confirmée expérimentalement, en reproduisant les simulations ci-dessus
et aussi d’autres configurations que nous n’avons pas montré ici, durant des intervalles de
temps beaucoup plus grands.

L’étude théorique de la stabilité, oti on cherche & connaitre la vitesse de croissance ou
décroissance de la solution en temps long, nous a mené & nous interroger sur la possibilité
de trouver des solutions analytiques & ces modeéles PML dans les cas de couches homogénes.
Ces préoccupations théoriques sont abordées progressivement, notamment par la méthode de
Cagniard-de Hoop (cf. [11]), qui a connu un succeés incontestable lorsqu’il s’agit de milieux
stratifiées. Comme nous ’avons mentionné, la formulation d’ordre 1 souffre de I'inconvénient
de 'inversion d’opérateur G2 + f? dont le noyau contient les ondes longues qui, eux aussi,
participent & I’état d’inertie du systéme. D’un point de vue numérique, la discétisation de
cette inversion fait perdre a la PML sa capacité d’absorption au voisinage de la limite ondes
longues (f? < gH). Nous travaillons actuellement sur d’autres formulations qui, ne font pas
appel a cette inversion, et qui nous permettrons de traiter des situations plus réalistes telles
que : la dimension 3, les systémes non linéaires, f non constant, etc.
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