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Notations

1. N={0,1,2,...} : ensemble des entiers naturels.

2. N*={1,2,...} : ensemble des entiers naturels non nuls.

3. Z :l'ensemble des entiers rationnels.

4. Q@ : l’ensemble des nombres rationnels.

5. R : 'ensemble des nombres réels.

6. C : I'ensemble des nombres complexes.

7. P : 'ensemble des nombres premiers.

8. Fp : le corps fini & p éléments.

9. [2"] P(x) : le terme de degré n du polynéme P(x).
10. deg P(x) : le degré du polynéme P(x).
11. val(S(z)) : la valuation de la série formelle S(z).
12. wvp(n) : la valuation p-adique de l'entier n. C’est la plus grande puissance de p qui divise n.
13. C|x] : le C-espace vectoriel des polynémes a coefficients complexes.
14. End(C|z]) : lalgébre des endomorphismes du C -espace vectoriel C [z] .
15. ® : U'opérateur de dérivation.
16. A : le premier opérateur de différence finie.
17. 7 : Uopérateur d’intégration : ™ — fsz t"dt
18. Bp(x) : n-itme polynoéme de Bernoulli.
19. B, : le n-iéme nombre de Bernoulli : B,, = B,(0).
20. G, : le n-iéme nombre de Genocchi.
21. F,, : le n-iéme nombre de Fibonacci.
22. Ly : le n-ieme nombre de Lucas.
23. T, (x) :le n-iéme polynéme de Stirling.
24. Bflx) : le n-iéme polynéme de Norlund.
25. s(n, k) : nombre de Stirling de premiére espéce ( signé ).
26. S(n,k) : nombre de Stirling de seconde espéce.
27. 2™ :=z(x — 1)(x — 2)--- (x — n+ 1) : puissance factorielle descendante .
28. 2" :=x(x +1)(x +2) -+ (x +n — 1) : puissance factorielle montante .
29. (:c) = v : polynéme binomial

n n!
30. ( o > = (1:) <az - n1> . (li T nk_l) : polynéme multinomial
N1, N2y - vy N ny no N



31.

32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.

39

|x] : la partie entiére d’'un nombre réel z, i.e. 'unique entier rationnel k vérifiant :
r—1<k<u.

Y ice = 0 : par convention ( "somme vide" ).

[I =1 : par convention ( " produit vide " ).

€@

mod(n,2) : le reste de la division euclidienne de l'entier n par 2.

(a,b) = (k,¢) (mod n):a=k (modn)etb=~¢ (mod n).

<%) : le symbole de Legendre

Sylv, (P, Q) : la matrice de Sylvester des deux polynomes P et Q.

Res; (P, Q) : le résultant des deux polynémes P et Q.

. O : un carré dans N.



Introduction

Ce travail a pour théme I’étude combinatoire de suites numériques telles que les suites de nombres
de Bernoulli, de Genocchi et de Stirling ainsi que I’étude de certaines équations diophantiennes telles
que les équations de Pell-Fermat, les équations de Cassels et les équations de type résultant. Cette
thése se compose de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons aux suites de Cesaro. Plus précisément, nous
démontrons a I'aide du calcul ombral une identité combinatoire vérifiée par toute suite de Cesaro.
Cette identité nous permettra de généraliser plusieurs identités connues comportant les nombres de
Bernoulli mais aussi de découvrir des identités similaires pour les nombres de Genocchi, les nombres
de Fibonacci et les nombres de Lucas. Ce chapitre est composé de deux parties. La premiére partie
est consacrée a ’étude de certaines propriétés des suites de Cesaro. Les suites de Cesaro ont été
introduites par Edouard Lucas en 1891 d’une maniére symbolique, dans son livre "théorie des
nombres" tome 1 [46]. Ce sont les suites (un),~, de nombres complexes vérifiant pour tout entier
n,

" .
Up = kzo <k‘> (—1) ug.
Les suites de Cesaro sont parfois appelées suites autoduales ou suites invariantes par la trans-
formation binomiale. La relation qui définit les suites de Cesaro peut étre écrite symboliquement
u™ = (1 —u)", ce qui se traduit par L, (z") = L, ((1 — 2)"), ot L, est la forme linéaire définie sur
Clx] par Ly (z™) = u, pour tout n > 0. On démontre que les polyndmes appartenant au noyau de
L,,, par exemple ceux vérifiant P(z) + P (1 — z) = 0, induisent une identité vérifiée par la suite .
Grace a cette identité, on démontre deux identités combinatoires vérifiées par les suites de Cesaro.
Dans la seconde partie du chapitre 1, on donnera une généralisation de plusieurs identités connues
portant sur les nombres de Bernoulli. On citera par exemple la relation de Carlitz [10](1968), la
relation de Momiyama, [51] (2001), et la relation de Kaneko [39] (1995), mais qui en fait a été
démontrée par von Ettingshausen [72] en 1827, et redécouverte, en 1877, par von Seidel [73]. Cette

relation apparait méme dans le livre de Nielsen [56] publié en 1923.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse & certaines propriétés des polynoémes de Stirling et des polynémes
de Norlund. Soient s(n, k) les nombres de Stirling de premiére espéce qui sont les composantes de
la factorielle décroissante 2™ = z (x — 1) - - - (x — n + 1) relativement a la base canonique de C[z]. I
est bien connu que pour k fixé, s(n,n — k) est un polynéme en n. Les polynémes s(n,n — k) sont
appelés polynéomes de Stirling par D.S. Mitrinovi¢ et R.S. Mitrinovi¢ ; dans [49] ces derniers auteurs
déterminent les polyndmes s(n,n—k) pour k € {2,...,13} en en donnant une factorisation partielle

sous la forme

1
=k = (kj 1) (2@ — 1)) ™4 2 p,

ot pour tout k € {2,...,13}, my est un entier positif, et Py est un polynéme primitif de Z[x]. Puis



ils constatent que, pour tout k € {1,...,6}, Por et Poryq1 ont méme coefficient constant, et posent
la question de savoir si cette propriété est vérifiée de maniére générale. Le théoréme 2.21, principal
résultat du chapitre 2, donne une réponse positive a la question posée par Mitrinovi¢ et Mitrinovié.
La preuve du théoréme 2.21 repose essentiellement sur le lien entre les polynoémes de Stirling et les
polyndémes de Norlund dont les coefficients ont été déterminés explicitement par Liu et Srivastava
[43] et dont les dénominateurs ont été déterminés par Adelberg |3].

Le chapitre 3 s’intitule nombre de solutions d’une équation de Cassels du nom du mathématicien
anglais JW.S  Cassels (1922-2015); c’est une équation diophantienne du type
y? = px (Ax2 + C), ol p est un nombre premier, A et C sont des entiers. En effet, en 1985,
Cassels [11] a relevé le défi de déterminer dans quels cas la somme de trois cubes consécutifs
est un carré; autrement dit, il s’agit de déterminer toutes les solutions de l’équation diophan-
tienne (z —1)® + 2% + (z +1)® = y2. 1l réduit ce probléme a la détermination des points entiers
de la courbe elliptique d’équation y? = 3z(z? + 2). En utilisant I'arithmétique de certains corps
quartiques, il montre que les solutions en entiers strictement positifs de ’équation précédente sont
(z,y) = (1,3),(2,6),(24,204). En utilisant des résultats classiques de Ljunggren [44], Luca et Walsh
[45] ont donné une majoration du nombre de solutions de I’équation diophantienne y? = nx(x? + 2)
oun > 1 est un entier. En 2010, [18], L. Chen a considéré le cas oul n est un nombre premier impair
et il montre que cette derniére équation posséde au plus deux solutions en entiers strictement posi-
tifs. Récemment en 2014, A.Togbé [69] a considéré une forme plus générale; il a étudié I’équation
diophantienne 32 = pz(Ax? + 2), oil p est un nombre premier et A est un entier impair supérieur
a 2. Il prouve qu’elle admet au plus 7 solutions en entiers strictement positifs. Dans ce chapitre on
démontrera que cette équation posséde au plus 6 solutions en entiers strictement positifs si A est
impair et au plus 4 solutions en entiers strictement positifs dans le cas ot A est pair. Notre preuve
repose sur des résultats de Ljunggren [44] ainsi que sur certaines propriétés du symbole de Legendre.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude du nombre de solutions d’une équation diophantienne de type
résultant. Si P = ap (x — 1) - (. — aup) €t Q@ = by (x — B1) -+ (x — By,) sont deux polynoémes a
coefficients dans un corps commutatif K. Le résultant de P et @ noté Res, (P, Q) est défini comme
étant le déterminant de la matrice Sylv,, (P, Q) qui peut aussi s’exprimer & 1’aide des racines de P et
de @ par Res, (P, Q) = aj, b ]2, H;:1 (a; — Bj). Le résultant de P et @) s’annule si, et seulement
si, leur pged dans K [x] est non constant, autrement dit si, et seulement si, P et () ont des racines
communes dans K. Soient P,Q deux polynomes dans Z[z], on considére I’équation donnée par
Res;(P(z),Q(z)) = a, ot a est un entier rationnel non nul donné. On remarque que cette derniére
peut étre considérée comme une équation diophantienne dont les inconnues sont les coefficients du
polynéme . Plusieurs auteurs ont étudié ce type d’équation. On pourra citer par exemple Wirsing
[74], Fujiwara [26], Schmidt [64], Schlickewei [63], Pethé [58, 59|, Gydry [37], Evertse et Gydry [25]-
[24], Gaal [27] qui ont démontré que le nombre de polynomes @, de degré inférieur a celui de P et
vérifiant I’équation Res, (P(z),Q(z)) = a, est fini.

Pour notre part, nous démontrons que si un polyndéme P posséde au moins trois racines distinctes,
alors 'équation Res, (P(z), % 4+ sz + t) = a posséde un nombre fini de solutions (s, t) dans Z?. Pour

cela, nous utilisons deux résultats de Runge [61] et de Schinzel [62].



Chapitre 1

Suites de Cesaro

1.1 Introduction

Les suites de Cesaro, du nom du mathématicien italien Ernesto Cesaro (1859-1906), ont été
introduites par Edouard Lucas en 1891 & ’aide d’une écriture symbolique. Dans son livre "théorie
des nombres" tome 1 (cf. [46]), il écrit : « nous désignerons, sous ce nom, toute suite de nombres
Ag, A1, As, ..., A, ... tels que 'on a pour tout nombre n, entier et positif, la relation symbolique

fondamentale A™ = (1 — A)" »

Cette définition peut étre réécrite de la maniére suivante :

Définition 1.1. On appelle suite de Cesaro toute suite (un)n>0 de nombres complexes vérifiant

Up = Z (Z) (—1)kuk pour tout n = 0. (1.1)

k=0

En supposant ug = 1, on a bien uq = % mais uo n’est pas déterminé par la relation précédente. En
effet celle-ci ne détermine les nombres wu, pour les indices pairs que lorsque 1’on connait les nombres

qui correspondent aux indices impairs, ou inversement.

oy e . u L. .. . . .. N .
Proposition 1.2. Soit S(z) = Z n—?z” la série génératrice exponentielle associée a une suile
n=0
(un)psq- La suite (uy),~q est une suite de Cesaro si et seulement si

S(z) =€*S (—=). (1.2)

. . . u P P . . P N .
Démonstration. Soit S(z) = > ﬁz" la série génératrice exponentielle associée a une suite de
n>0
nombres complexes (uy),,~,- On a alors :
=

S(z) =€*S (—z) < Z %z” = (Z Z;l) (Z % (-)" z”)

n=0 n>0 n>0
n
Unp n __ Uk k 1 n
o T3 (S )
n=0 n>0 \k=0
U " /n 2"
k
IR ) P IS
n>0 n>0 \k=0 ’



En égalant les coefficients de 2" dans les deux membres de cette derniére relation, on obtient
n

Un =) (Z) (=1)" uy.. Dot Iéquivalence. B
k=0

Exemple 1.3 ([6]). Soit (Bp)n>0 €t (Gpn)nso les suites de nombres de Bernoulli et de Genocchi

définies par la donnée de leurs séries génératrices exponentielle associée

z Bz”
ez—l_z " pl?

n>0

2z 2"
e +1 ZG”E

n=>0

Alors les suites ((=1)"Bp),,5q et (

) sont des suites de Cesaro.
. n=0
En effet, soient

|
= n!
(=1)" Gny1
SZ(Z) :Z n—+1 :L' 2"
n=0

| |
= n! = n e
(~1)" G (-1
Sa(z) = Z 2" = Z Gni1z
| |
n>0n+1 n! >0(n+1)
1 —1)n+l -1 2 -2
et n! z e +1 e ?4+1
Par suite,
z z
S (2= = = 8i(2)
—2 —2
e’Sy(—z) =¢€" = S9(z2).

e*Z—l—lz 1+e*

(_1)7L

D’apres la proposition 1.2, les suites ((—1)"By),5q et (m

Gn+1) sont donc des suites de
n=0

Cesaro.

Le but de ce chapitre est d’établir un théoréme général fournissant des identités pour toute suite
de Cesaro. Ce théoréme que nous énongons et prouvons a la section suivante va nous permettre
non seulement de généraliser plusieurs identités connues comportant les nombres de Bernoulli mais
aussi de découvrir des identités similaires pour les nombres de Genocchi, de Fibonacci et de Lucas.

Nous consacrons la troisiéme section & 1’énoncé de ces identités.

1.2 Identités vérifiées par les suites de Cesaro

En 1964, Gian-Carlo Rota [60] a considéré la forme linéaire L définie sur C[z] par L(z") = B,

ol (Bn)n20 désigne la suite des nombres de Bell qui énumeérent les partitions d’ensembles finis,



afin de retrouver la relation de récurrence satisfaite par les nombres de Bell. Dans notre cas, on
considére, pour toute suite u = (uy,),,~, de nombres complexes, la forme linéaire L,, définie sur C|z]
=

par Ly (z"™) = u, pour tout entier n > 0, i.e. :

L,:Clz] —C
P(z) =Y apz® — > apus.
Convenons de mnoter P(u) limage par L, dun polynéme P(z) de Clz]. Ainsi si

P(z) = 3" agx®, alors P(u) = 3" aguy. Posons e, (z) = 2™ — (1 —2)", pour tout n > 0. la proposition

suivante va nous permettre de donner une caractérisation simple d’une suite de Cesaro.
Proposition 1.4 (cf.[6]). Une suite u est de Cesaro si et seulement si (e, (u))n>0 est la suite nulle.

Démonstration. Soit n € N,

Par suite,
n
en (1) = Lu (en(@)) = w0 = 3 (1) (=1)*up.
k=0
La relation (1.1) permet de conclure que u est une suite de Cesaro si et seulement si pour tout entier
n, e, (u) = 0. O

Posons &€ := {A(z) — A(1 — z); A € C[z]}. Il n’est pas difficile de voir que £ est le sous-espace

vectoriel de C[z] engendré par la famille de polynomes (e, (z))n>0. Alors on a la proposition suivante.

Proposition 1.5 (cf.[6]). Soit u une suite de Cesaro, alors pour tout polynome P € &, on a
P(u) =0.

Démonstration. Soit u une suite de Cesaro et P € &, il existe alors un polynome

k
A(z) = > anz™ tel que
n=0
k
Plz)=A(x)—A(1l—2x) = Zanen(x)
n=0
D’aprés la proposition 1.4,
k
P(u) = Zanen (u)=0
n=0

D’oit le résultat. 0

Proposition 1.6 (cf.|6]). Un polynéme P est dans £ si et seulement si P vérifie la relation
P(z)+P(1—=x)=0.
Démonstration. Soit P(x) € C[x]. Si P est dans &, alors il existe un polynéme A tel que
P(x)=A(x) —A(l —x).

Par suite,
P(z)+P(1—z)=0.
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Réciproquement si P est un polyndme vérifiant
P(z)+P(1—z)=0,

alors P(z) = —P (1 —z). D'ou

Ms
N | —

(P(z) — P(1—ux) ar ( (1—x)").

i
o

Ce qui entraine que P(z) € €. O

Une conséquence directe de la proposition précédente est le théoréme suivant qui est le principal

résultat de ce chapitre.

m

Théoréme 1.7 (cf.[6]). Soient u une suite de Cesaro, m € N et P(z) = > arz® un polynome a
k=0

coefficients complexes vérifiant la relation P(x) + P (1 —x) =0, alors

m
Z arug = 0.
k=0

Démonstration. Soit P(x) € C[x] vérifiant P(x) + P (1 —x) = 0. D’apreés la proposition 1.6, P est
m

dans €. Par suite, d’aprés la proposition 1.5, P(u) = 0. D’ou > ajug = 0. O
k=0

Ce résultat nous permet de donner une preuve trés simple de la relation de Kaneko [39]

Exemple 1.8 (Relation de Kaneko). Soit u une suite de Cesaro, et soient n € N,
P* = g™ (1 - 2)"™ ! et P(a) = “. Ona P*(x) — P*(1—2) = 0 done P(x) + P(1—z) = 0. Or

P*(z) = g‘j (”Z 1) (—1)F g+,

k=0
D’ou
n+1 n+1
P(x)zZ( N >(—1)k(n+k+1):c”+k.

k=0

D’apres le théoreme 1.7, pour tout entier n, on a
n+1
n+1
Z < k >(_1)k(n+k+1)un+k =0.
k=0
Dans le cas particulier ot u, = (—1)" By, (voir exemple 1.3), on obtient la relation
n+1
n+1
> ( N >(n+k+1)Bn+k =0.
k=0

On obtient ainsi une relation, appelée relation de Kaneko [39] (1995).

A présent, introduisons deux nouveaux opérateurs qui sont des outils trés efficaces pour détermi-

ner des éléments de £ ce qui nous permettra de prouver de nouvelles identités combinatoires. Soient
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® l'opérateur de dérivation et J opérateur défini sur C [z] par :

J:Clz] — Clz

[z]
2) »—>1/IR(t)dt

alors on a les deux propositions suivantes.

Proposition 1.9. Soient P(x) € C[z] vérifiant P(x)+ P (1 — x) = 0, alors pour tout entier naturel
k,

1. (D% P) (z)+ (D*P) (1 —z) =0.

2. (3%*P) (z) + (3**P) (1 —z) = 0.
Démonstration. On fait un raisonnement par récurrence sur k. Pour k£ = 0, la relation est vraie par

hypothése sur P. Supposons que (BDQI“P) (x) + (’D%P) (1—2) =0, donc

D2 ((@%P) (z) + <®2kP> 1- x)) ~0.
Par suite,
(22DP) (2) + (2P (1 - 2) = 0.

Montrons maintenant que (3%P) (z) + (3?*P) (1—2) = 0 pour tout k € N. Pour £k = 0, la
relation est vérifiée par hypothése sur P. Supposons que (32 ) (j%P) (1—x) = 0. Alors
3% ((3%*P) (z) + (3**P) (1 — z)) = 0. Par suite ("2 (k+1) p P) (z) + 72 ((”%P) (1—2)) = 0. Reste a
montrer que 32 (3% P) (1 — z) = (32F+UP) (1 —2).

32 (3 (”%P / / ~2kP — s)dsdt.
1/2 1/2

En effectuant le changement de variable u = 1 — s, on obtient

7 (3%P) 1 / / (5%P) (w) dudt = / (3%+P) (1 - t)ar.
/2 J1/2 1/2

Le changement de variable v =1 — ¢ donne alors :

72 (32’@) (1-2)= //M (3%“13) (v) dt = (32(k+1)P> (1-2).

Proposition 1.10. Soient ¢ € N et P(x) € C [z] vérifiant P(xz)+ (—=1)? P (1 —z) =0, alors :

1. (®9P) (z)+ (D9P) (1 —z) = 0.

2. (J9P) (z) 4+ (37P) (1 — x) = 0.
Démonstration. Pour le cas ¢ pair, la réponse est donnée par la proposition 1.9. Examinons le cas
q impair. Si ¢ = 2k 4+ 1 alors P(x) — P(1 —x) = 0. Par suite (OP)z + (OP)(1 —z) = 0 et
(JP) (z) 4+ (JP) (1 — z) = 0. D’apreés la proposition 1.9, on a

(2% (@P)) (@) + (2% (DP)) (1 - 2) =0
(3% (3P)> (z) + (3% (3) P) (1—2)=0.
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D’ou le résultat. O

Nous adoptons les notations suivantes préconisées par Knuth dans [35] oil, pour tous entiers

naturels n et m, on pose

avec la convention qu’un produit vide vaut 1.

Théoréme 1.11 (cf.[6]). Soit (un),~, une suite de Cesaro. Alors, pour tous entiers naturels n, m

et q, on a :
= mt ot
Z(mk q)(” + k@) (1) g + (_1)q+12(nk q)(m +k + QU1 Ui = 0.
k=0 k=0

Démonstration. Soient u une suite de Cesaro, et n, m,q € N. Posons
P*(x) = 2" 91— 2)™ 4 (—=1)TH (1 — @) T2
et P(z) =DIP*. On a
P(z) =29 ("1 — 2)™* + (—1)7F (1 — z)"Te g™t

=91 (%(m:qy—l)kxn%ﬂ + (_1)q+1 ::ij(n;:q) (_1)kxm+k+q>

m-q ntg
+ n + m
- (mk q) (=D* (n+k + g)2a"t* + (1) Z(n k q) (m + k + ) (=1)*2™ .
— k=0

Or

P*(z) + (=1)7P* (1 — z) = 2™H9(1 — )"+ + (=1)7! (1 — z)" T ™ He
(=107 (1= @)™ (1) (1)) =,

Donc, d’aprés la proposition 1.10, P(z) + P (1 — z) = 0. Ce qui entraine, d’aprés le Théoréme 1.7,
que P (u) = 0. Par suite

m+q n+gq
I L e M (e L R
k=0 k=0

Lemme 1.12. Pour tous entiers naturels n et m et tout nombre réel x on a :

z m! 1
/ t" (z—t)"dt = i gL

Démonstration. Posons pour tout entier n > 0, et tout entier m > 0

I (n,m) :/Oxt"(:x—t)mdt.
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En effectuant une intégration par parties on obtient

I = I 1 —1).
(n,m) = "L (- 1m = 1)
Par suite
m)!
I = I 0
(m) = s ey PO
m)! z
= At
(n+1)(n+2)---(n+m)/0
. m! l,n—i—m—&-l
(n+1)(n+2)---(n+m)(n+m+1)
m' n+m+1.

O
Lemme 1.13. Pour tous entiers n,m,q avec q > 1 et tout nombre réel x on a
T 1 m m N $n+k+q
(1 — )™ (z — )7 dt = (g — 1) ( ) B L ——
[ ra-re-ota= -0 ()0
Démonstration. .
A=) (z— ) dt = / R (2 — )T dt
0 0
m T
_ Z( ) (/ ¢k (g — t)qldt> .
k=0 0
D’apres le Lemme 1.12,
/m tn+k ($ o t)qfl dt = &xn—kk—i—q.
0 (n+Fk+q)
O

Théoréme 1.14 (cf.[6]). Soit (un),~q une suite de Cesaro. Alors, pour tous entiers naturels n, m

et q, on a :
- Untk Utk
m k__ Un+k+q +1 m+k-+q
I () [
Z(k>( )(n+k+q Z (erkJrq)g
-1

B nl(m+q—k—1)! (1)
_k:Ok!(q—l—k‘)!(m—i—n—l—q—kz)! k-

Démonstration. Soient u une suite de Cesaro et n,m,q € N, ¢ > 1. Posons
P*(z) = 2"(1 — z)™ + (=1)4 2™(1 — 2)", et P(z) = J7(P*) ou J est opérateur défini sur
C [z] par :

J:Clz]

— C|x]
R R(t)d
(2) I—)[/Q 1) dt

Le polynéme P(z) est par construction l'unique polynoéme vérifiant

PD(z)=Pz) et P3)=P (L) =..=PeV()=0.
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Ecrivons le développement de Taylor avec reste intégral du polynome P(z) au voisinage de % a

I'ordre ¢ — 1
(i . -
P(z) = 2 Tl (x _ %)k plk) (%) + ﬁ /2 Pl t) (z — 1) Lt
- <q_11>!/1/zp*<t><x )Lt
:(q_11)|/oxp*(t)(33 )q ldt )q ldt.
Posons
(q — 1 / Pt H dt,
_ o pya-l
B(z) = (q—l)!/o P*(t) (z — t)7 L dt,
on a alors
3 (P*) = Alx) + B)
A(x) = (q—ll)' (/Om "1 =)™ (z — t)q_l + (_1)q+1 /Oz (1 —t)" (x — t)q_l dt) .

D’aprés le lemme 1.13, on trouve :

Lkt Rt

Aw) =2 (V) gt O ‘”12( )V e

Calculons maintenant le polynéme B(x).
—(¢—1)!B(z / P*(t)(x— )T at
1/2
= / ML —t)™ (- ) dt + / (L=t (t—x)? e
0 0

1

1
= / A=) (x— )T dt — / A=) (z— )T dt
0 1/2
1/2
+ / (1 =)™ (t— ) dt.
0
En effectuant dans la seconde intégrale le changement de variable t — 1 — ¢ on obtient :
1 1/2
—(q—1D'B(z) = / (1 =)™ (x — )T dt — / (1—8)"t"™ (x— 1+ dt
0 0
A=) (t—x) dt

(1= (z— ) dt — /1/2 (L= t)" (t— (1— )" dt
0

1/2
+ / (1 —8)" (t—x)T dt.
0

(1.4)
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Posons

Alors
—(g—1D!'B(x)=D(z)+C(x) —C (1 —x).

De la relation (1.4) on déduit

3 (P') = Ax) + Blx) = Alr) = 5 Do) = 5 (C(a) = C (1 =)
D’ou ) )
A(w) =34 (P) 4 (51 (C0) = O (1 =) 4 =5y Dla).
Or 39 (P*) et ﬁ (C(z) — C'(1 — z)) sont des éléments de &, d’on d’apres la proposition 1.5,
L., <Jq (P*) + (q_ll), (Cla)—C(1— m))) ~0.
Par suite 1
Lo(A@) = L (235,00,
et la preuve du théoréme est compléte. O

1.3 Applications et exemples

Les théorémes 1.11 et 1.14 permettent de retrouver simplement des identités connues comportant
les nombres de Bernoulli et les nombres de Genocchi, découvertes par différents auteurs et prouvées

par diverses méthodes.

1.3.1 Identités vérifiées par les nombres de Bernoulli

Soit (By),,>( la suite de nombres de Bernoulli de série génératrice exponentielle associée

l— oz - =2 2

2" z 1 122 124 1 26 1 28
DI
n! e —1 2 62 304! 426! 308!

n=0

L’application des théorémes 1.11 et 1.14 a la suite de Cesaro ((—1)" By)n>0 (voir exemple 1.3),

fournit le corollaire suivant

Corollaire 1.15 (cf.[6]). 1. Pour tous entiersn >0, m >0 et ¢ >0, on a :
m-q n
mTq
"> (" )+ b+ @)1 B
k=0
n+q

+ (ST () k4 @) By =0, (15)
k=0
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2. Pour tous entiersn 20, m>20etq>1, ona :

"”Z( Vot m“z( s

,_.

- m+q717k‘)

E!( q—l— N(m+n+q—k)

Bi. (1.6)
k=0

Dans tout ce qui suit, on suppose n > 0 et m > 0. La relation (1.5) généralise plusieurs identités

connues.

— Pour m =n et ¢ =1, elle permet d’obtenir :

n+1

> ("3 )tk DB =0

k=0

C’est la relation de Kaneko. D’aprés Cigler [20], elle devrait s’appeler la relation de Kaneko-
Ettingshausen-Seidel. Elle fut découverte par von Ettingshausen [72] (1827), redécouverte par
von Seidel [73] (1877) puis de nouveau par Kaneko [39] (1995). Cette relation apparait dans
le livre de Nielsen [56], (1923). Une relation plus générale, écrite symboliquement, figure aussi
en page 240 du livre d’Edouard Lucas [46] (1891). D’autres auteurs se sont intéressés a ce
résultat. Ainsi Gessel [32] (2003) en donne une démonstration utilisant le calcul ombral. Chen
[17] (2005) la démontre en exploitant des propriétés d’une matrice de Seidel. Chen et Sun [19]
(2009) la prouvent en utilisant une extension de l'algorithme de Zeilberger alors que Cigler [20]
(2009) reprend, en la modernisant, la démonstration originelle de Seidel.

— Pour ¢ = 0, on obtient

m
_1)HZ<T]:) n+k+ m+1z< ) m+k:O-
k=0
On reconnait ici la relation de Carlitz [10](1968), établie aussi par Gessel [32] (2003), prou-
vée également par Wu, Sun et Pan [75] (2004), par Chen [17] (2005) ainsi que par Chen et
Sun[19](2009).

— Pour ¢ = 1, on obtient la relation prouvée par Momiyama, [51](2001), a I’aide de l'intégrale de
Volkenborn et généralisée aux polynémes de Bernoulli par Wu, Sun et Pan [75] (2004). Cette
relation a aussi été démontrée par Chen et Sun [19] (2009) :

s m+1 s n+1
Y ( | )(n+k+ 1) B, + (1™ ( ! >(m+k+ 1) By = 0.

k=0 k=0

— Pour m = n et ¢ = 3, on retrouve la relation de Chen et Sun [19](2009) :

n+3
> (nz3>(n+k+3)(n+k+2)(n+k+ 1)Bpyir = 0.
k=0

— La relation (1.6) pour ¢ = 1, devient la formule de Gelfand [30], (1968), démontrée aussi par
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Chen et Sun [19] (2009) :

o1 Brtkt1 ym-1 Bkt  min!
Z( ) (n+k+1) Z( > (m+k+1) (m+n+1)"

Cette formule a de plus été généralisée aux polyndémes de Bernoulli par Chang et Ha [14] (2006).

1.3.2 Identités vérifiées par les nombres de Genocchi

Soit (Gy),, la suite de nombres de Genocchi de série génératrice exponentielle associée
>

2,2 24 26 8

ZG = +5 —3—+17—--.
= 1 i 6! 8!

(=n"

mGn+1) » (voir exemple 1.3),

nz

L’application des théorémes 1.11 et 1.14 a la suite de Cesaro (

fournit les deux identités suivantes

m-q
n + _
(-1) kzo(mk DY+ k+ ) G
n+q
+( 1 m+Q+1Z<n+q>(m+k+Q) Gm+k+1 = 0. (17)
k=0

n
G
1yn+a < ) Gniktqrl L(—)ymt? Z(ﬂ) m+k4q+1
Z Gk ras e YT 2 G e

! nllm+q—1—k)!

(F+Dg—1=k!m+n+q-

L 1Glg1-

ol

=0

En échangeant n en n — 1 et m en m — 1, la relation (1.7) permet d’obtenir pour ¢ = 1,

m n
m n
—1)"2( " )Gn+k + (—1)mZ(k>Gm+k ~0.
k=0 k=0
Cette derniére relation établie pour n > 1 et m > 1 est en fait vérifiée pour n > 0 et m > 0. Elle

permet d’obtenir pour m = n l'identité

n

Z(Z)ng,k ~0. (1.8)

k=0

Il est facile de constater que G,,, = 0 pour tout entier m impair supérieur ou égal & 3. Il suffit pour

— 2z = —ztanh (E

cela de remarquer que la série formelle 5

622% ) est paire. La relation (1.8) devient

5]
Z( )GQn 2j_0
k=0

On obtient ainsi la relation de Seidel [32].

pour n > 2
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La relation (8.1) de Chen et Sun [19]

S (2) Gt = 30 (-1 () %—1)3‘(@ len
k=0 k=0 =0

peut s’obtenir trivialement en constatant que le polyndéme

1= 3o ()t S() S ()
k=0 . =

est en fait le polynome nul. On a en effet
Tx)y=am(1-2)"—1—-2)"(1-(1-2))" =0.

On a donc T'(u) = 0 pour toute suite (un),,~q- Autrement dit

3 (R = S0 (1) S (e

Le cas particulier u,, = G,, donne la relation (8.1) de [19].

1.3.3 Identités vérifiées par les nombres de Fibonacci et les nombres

de Lucas

Les suites des nombres de Fibonacci (F,)n>0 et de Lucas (Ly)n>0 vérifient la méme relation de

récurrence u, = un 1+ up_9, avec les conditions initiales Fy = 0, F4 = 1, Lo = 2, L1 = 1. Avec
1 . L.
+ V5 et g = \/5 ,onal, = 7? , L, = o™+ B" et on constate facilement que les séries

iz . Bz
generatrlces exponentlelles associées aux suites ( & ¢

Fr
+1) o et (Ln)n>0 sont respectivement v ﬁ)z

n+1

et e 4 €87, On vérifie, a I'aide de la propriété (1.2), que les suites (i"jll) et (Ln)n>0 sont
>

n=0
des suites de Cesaro. L’application du théoréme 1.11 et du théoréme 1.14 fournit alors les identités

suivantes :
m+q7n+q k
Z( k )(”“‘k‘FQ)fl( 1)" Frjktt
k=0
n—+q "t
(=T (M) b @ (1) B =0,
k=0
m F n F
MY _1\k ntktqtl _1\q+1 n\ . \k mtktq+1
,;)(’f)( Y (n+k+q+1)ﬂ+( 2 kz()(k)( b (m+k+q+1)r
_ nl(m+q—1—k)! ok
Z (k+1)(g—1-k )(m+n+q—k)!( )" Fr1,
m-+q

n+q
S (") ok QU L+ (1S (M) k4 @)U Ly, = 0,
k=0 k=0



—1) _ Lygkyq
(m+k+q)

nllm+q—1-—k)!

kg —1=k)!(m+n+q—k)

(f

DF L.
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Chapitre 2

Polyndémes de Stirling et de Norlund

2.1 Introduction

Etant donné un entier positif n, si on écrit la factorielle décroissante z dans la base canonique
de Clz], on a :
22 =s(n,0)+ s(n,)x+---+ s(n,n)z",

les coefficients s(n, k) sont appelés les nombres de Stirling de premiére espéce. D’aprés Charles
Tweedie (cf. [71]), ils ont été désignés sous ce nom par Niels Nielsen (1865-1931) ([54]) en ’honneur
de James Stirling (1692-1770) qui les a introduits dans son traité [67] "Methodus Differentialis" en
1730. 11 est bien connu que pour k fixé, s(n,n — k) est un polynéome en n (cf. [55]). De maniére
plus précise, si 'on désigne par <B7(f)> la suite des polynémes de Norlund, appelée aussi suite des

n
nombres généralisés de Bernoulli d’ordre x et définie par :

S o (2 :
" ol e —1

n=0

et par (Tj(x))r>0, la suite des polynémes définie par :

Ti(z) = (xgl)B,(f), pour k > 0,

on a, (cf. [34], [33],[50]) :
s(n,n — k) = Ti(n).

Les polynomes T (x) sont appelés polynomes de Stirling par Dragoslav S. Mitrinovié¢ et Ruzica S.
Mitrinovi¢. Dans [49], ces deux auteurs déterminent les polynomes Tj(x), pour k € {1,...,13}, en

les écrivant sous la forme

1
Top(z) = - (%gj_ 1>P2k(m)>

1
Topy1(z) = m(%iQ)x(x — 1) Py (),

ou Py(z), k =2,3,...,13, sont des polyndémes primitifs de Z[z| vérifiant pour 1 < k < 6

P51 (0) = Por41(0). (2.1)
On rappelle qu'un polynome de Z[z] est dit primitif si tous ses coefficients sont premiers entre

21
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eux. Dans [49], D.S. Mitrinovié¢ et R.S. Mitrinovi¢ posent la question de savoir si la propriété (2.1)
est vérifiee de maniére générale pour le couple de polynomes (Pai (), Porr1(x)), associé au couple
de polynémes de Stirling (Tok, Tor+1). Le théoréme 2.21 (cf. [7]), principal résultat de ce chapitre,
affirme que la propriété (2.1) est en fait bien vérifiée pour tout entier £ > 1. Comme corollaire, on
obtient ainsi une réponse positive a la question posée par D.S. Mitrinovié¢ et R.S. Mitrinovié¢ (cf.
j49)).

2.2 Nombres de Stirling, définition et propriétés

Soit n un entier positif, on définit la factorielle décroissante notée x par

1 in=20
ot = s (2.2)
x(x—1)---(z—n+1) sin>1

Cette suite de polynomes constitue une base du C-espace vectoriel des polynémes C[xz]. Les poly-

. . . , (= e
némes binomiaux notés <n> sont définis pour tout n par

Ils interviennent notamment dans la formule du bindéme généralisée, trés connue, suivante

(1427 =3 (1)en, (2.3)

n=0

et ils forment une base de Clz], appelée base binomiale.

Définition 2.1 ([22]). Les nombres de Stirling de premiére espéce s(n, k) sont les composantes de
la factorielle décroissante x™ relativement a la base canonique de Clz], et les nombres de Stirling de
seconde espéce S(n, k) sont les composantes du monome z™ dans la base x™. En d’autres termes,

pour tout (n, k) € N2

avec la convention que z° = 29 = 1.
Ainsi pour tout n > 0
5(n,0) = S(n,0) = dp0, s(n,n)=295(n,n)=1

et pour tout k > n + 1,
s(n, k) = S(n,k) =0.

La valeur absolue du nombre de Stirling de premiére espéce |s(n, k)| compte le nombre de permu-
tations de 5, qui se décomposent exactement en k cycles disjoints. Alors que le nombre de Stirling

de seconde espéce S(n, k) représente le nombre de k-partitions d’un ensemble de cardinal n.
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Proposition 2.2 (|21]). Les nombres de Stirling de premiére espéce s(n, k) satisfont la récurrence

"triangulaire” , pour tout entier n > 0 et tout entier k > 1 on a :
s(n+1,k) =s(n,k—1) —ns(n, k), (2.6)

et s(n,0) = s(0,k) = 0, sauf s(0,0) = 1.

Démonstration. Voir aussi [21] page 49.
Soitn>0etk>1,0ona:

Zs(n—l—l,k):zk =" = (z—n)a=(x—n)) s(nk)zk

k>0 k>0
= s(n, k)xktl nz s(n, k)z*
k>0 k>0
= s(n,k —1)aF — nz s(n, k)z*
k>1 k>0
= —ns(n,0) + Z (s(n,k — 1) —ns(n, k)) 2"
k>1
On en déduit que pour tout £ > 1 on a
s(n+1,k)=s(n,k—1)—ns(n, k)
et s(n+1,0) = —ns(n,0). O

On a ici un moyen rapide de calcul des premiéres valeurs. En particulier, pour tout n > 1,

s(n,1) = (-1)""t(n-1), s(n,n—1)= —%n2 + In.

2.3 Série génératrice de la suite des nombres de Stirling

Proposition 2.3 (|21]). La suite des nombres de Stirling de premiére espéce s(n,k) a pour série

génératrice exponentielle double
Z?’L
E s(n, k)jxk =(1+42)", (2.7)
n!
n,k

et pour série génératrice exponentielle " verticale "

S s(n, k)% _ %(111(1 + )k, (2.8)
n>k

Démonstration. D’aprés la formule du bindme généralisée (2.3),
n

<1+z>x—z<2)zn—zxnfﬂ.

n=0 n=0

Or, d’apreés la définition des nombres de Stirling de premiére espéce (voir Définition 2.1), notamment

"t = Z s(n, k).

k>0

la relation (2.4), on a



24

Par suite "

(142)" = ZZs(n,k):ck%

n=0 k>0

On obtient ainsi la relation (2.7). Pour la preuve de la relation (2.8), il suffit de remarquer que
(1+2)" =exp(zln(l+2)),

par suite
k

(1+2)"=Y (In(1+2)* %

k=0

En identifiant le coefficient de 2™ dans les deux développements de (1 + z)*, on obtient la rela-
tion (2.8). O

2.4 Polyndémes de Stirling

Dans ce paragraphe, nous allons introduire les polynémes de Stirling, en nous inspirant des
travaux de D.S. Mitrinovi¢ et R. S. Mitrinovi¢ [48] et de ceux de Gessel et Stanley (cf.[34]) qui eux-
mémes se sont inspirés du livre de Charles Jordan [38| " Calculus of finite differences". Pour montrer
leur existence, ce dernier auteur utilisa le fait que les polynémes de Stirling sont solutions d’une
équation aux différences ; une équation qu’il a résolue et qui lui a permis de donner une expression

assez simple de ces polynomes.

En effet, si on suppose que pour k fixé il existe un polynéme T} vérifiant pour tout n > k,
Ti(n) = s(n,n—k), alors d’apreés la relation de récurrence triangulaire (2.6) vérifiée par les nombres
de Stirling de premiére espéce, la suite des polynomes (7T}) k>0 doit nécessairement vérifier pour tout
n>k+1

Tit1 (n + 1) - Tk+1(n) = —nTk(n) et Tpi1 (kﬁ + 1) =0.

Par suite,
Tyt ((E + 1) - Tk+1(x) = —ka(l’) et Tgi1 (k + 1) = 0.

Autrement dit,
(ATy11) () = —2Ti(xz) et Ty (B+1) =0, (2.9)

ou A est 'opérateur de différence finie défini (cf.[38]) pour tout P € C|[z] par :
(AP)(z) = P(x+1) — P(x). (2.10)

Voici quelques propriétés de 'opérateur de différence finie A .

Proposition 2.4. Pour tout entier n > 1

Ax® = nAz"=L,

3(0)=(.00)
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Démonstration. Soit n > 1

n—1 n—1
Axﬂz(x—Fl)ﬂ—x@:H(x—Fl—j—H (x — )
j=0 =0

i
L

n—2
=@+ || (xz+1-7) — x—n—i—lHa:—j

7j=1
n—2 n—2
ac—i—le—j x—n—i—l)H(x—j)
=0 =0
n—2
:nH(x—j):nx@.
j=0
La seconde relation est une conséquence directe de la premiére. O

Proposition 2.5. Soit P, Q deux polynémes dans Clz]. Si AP = AQ alors il existe un polynéme

constant c tel que

alors ’égalité AP = AQ entraine :

iak(ka :kiobk(kiJ'

On conclut que n = m et pour tout k € {1,...,n}, ap = b.
Par suite P(z) — Q(x) = ap — by = ¢ O

Proposition 2.6. Soit QQ € Clz], il existe un unique polynéme P € Clx] vérifiant
AP =Q et P(0) =0.

Démonstration. L’unicité du polyndéme P est assurée par la proposition 2.5. Reste & montrer 'exis-

tence du polynéme P. Comme dans la preuve précédente, on munit C[x] de la base ((2)) . Si
nz
on pose

alors

En effet, on a bien P (0) =0 et

ApzéakA(kil): () -a

ol
[e=]
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Théoréme 2.7. Il existe une et une seule suite (Ty)k>o de polyndmes a coefficients dans Q telle

que To(z) = 1 et pour tout k > 1,
Ti (v +1) — Ti(z) = —2Tk—1(x) et Tp(0) = 0. (2.11)
De plus, ces polyndomes vérifient pour tout k > 0 et tout n >, k

Tr(n) = s(n,n — k). (2.12)

Démonstration. L’existence et 'unicité de la suite (7});, sont données par la proposition 2.6. Avant
de montrer par récurrence la relation (2.12), montrons que pour tout k > 1, les entiers 0, ..., k sont

des racines de Tj.

La relation (2.11) donne pour k =1et 2 =0

Or T3 (0) = 0, donc

Soit k > 1, supposons que

On a pour tout j € {0,...,k},

Thp1(J+1) = Tiq1 () = =47k (4) =0,

donc la famille (Tj41 (7)) o< k1 €St constante, et comme, par définition, Ty (0) = 0, on obtient
alors
T (k+1) =+ = Tjy1 (1) = Tj41 (0) = 0.

Ainsi pour tout k > 1,
Ti (k) =--- =T (1) =T, (0) = 0. (2.13)

Démontrons maintenant, par récurrence, que pour tout £ > 0 et tout n > k,

Tr(n) = s(n,n — k).

Pour k£ =0, Ty = 1. Donc pour tout n > 0, Ty(n) = s (n,n).
Soit k > 0, supposons que pour tout n > k,
Tx(n) = s(n,n — k) (2.14)

et montrons par récurrence sur n que pour tout n > k + 1,
Tiy1(n) =s(n,n—k—1).
Pour n = k + 1, grace a la relation (2.13), on obtient :

Tii1 (k+1) =0=s(k+1,0).
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Soit n > k + 1, supposons que
Tiy1(n) =s(n,n—k—1) (2.15)

alors, d’apreés la relation (2.11),
Ti1 (n+1) = Tiy1(n) — nTi(n),
qui donne d’aprés les hypothéses de récurrence (2.14) et (2.15)
Tit1(n+1)=s(n,n—k—1)—ns(n,n— k).
Reste a appliquer la relation de récurrence triangulaire (2.6) pour obtenir
Teri(n+1l)=s(n+1,n—k).
O

Définition 2.8. La suite de polynomes (Tj)k>0 définie dans le théoréeme 2.7 s’appelle suite de
polynomes de Stirling.

La derniére proposition montre I’existence des polynémes de Stirling mais elle ne fournit aucun
moyen rapide pour les déterminer. Sachant que les polynémes de Stirling sont solutions d’une
équation aux différences finies ATy 1 (x) = —2T)(x). Nous allons montrer que 'utilisation de la base

. . €T . . 4 . . PRy P
binomiale (<n>> va nous permettre d’obtenir une relation de récurrence triangulaire vérifiée
n=0

par les coefficients des polynémes Tj. En effet la relation A(Z) = (nf 1) (voir proposition 2.4)

nous simplifiera énormément les calculs.

Proposition 2.9 ([38] p. 251). Il existe une suite double d’entiers c(k,n) vérifiant pour tout n > 0,

Tifw) = Y e (k) (7).

n>0
ol
1. ¢(0,0) =1 et pour tout n > 1, ¢(0,n) = 0.
2. Pour tout k > 1, ¢(k,0) = c(k,1) =0 et pour tout n > 1

c(kyn+1)=—-n(c(k—1,n—1)4+c(k—1,n)). (2.16)

3. Sik =1, 2 divise Ty(z).

Démonstration. 1. On a1y =1, donc
To(x) = Zc(O,n) (Z),

ot ¢(0,0) =1 et pour tout n > 1, ¢(0,n) = 0.

2. Soit k > 1, il existe alors une suite de nombres rationnels c¢(k,n) vérifiant

Ti(z) =Y c(k,n) (i)

n=0
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La relation ATy, = —xTj_1 est équivalente &
Zc(k,n)( )——xz k—1,n) < )
n>1 n=0 n
Par suite,
nz}%c(k,n—l—l) (i)z—%c(lﬂ—l,n)(x—n ( ) 7;)710 —1,n <$>
:—T;) kE—1,n) 1)<nf_1> —;nc(k—l,n) (2)
:—Zn(c(k—l,n—l)—i—c(k—l,n)) (2)
n>1

On en déduit que pour tout k > 1, ¢(k,1) = 0 et pour tout n > 1,
clkyn+1l)=—-n(c(k—1Ln—1)4c(k—1,n)).

3. Montrons par récurrence que pour tout n > 1, et pour tout 1 < k < n, T, (k) = 0.
Pour n = 1, on a ATi(x) = 2Tp(x). D’ou T (x + 1) — T1(x) = x. Pour x = 0, sachant que
pour tout n > 1, T, (0) = 0, on obtient T3 (1) = 0. L’hypothése de récurrence est vérifiée
pour T7.

Supposons que pour tout k € {0,...,n}, T, (k) =0.
L’égalité AT,,+1 = T, entraine que pour tout k € {1,...,n},

Tht1 (k + 1) —Thi (k) = kT, (k‘) =0.

Donc pour tout k € {0,...,n},
T, (k+1)=T, (k).

Conclusion
Tn+1l)=T(n)=---=T(1)=T(0) =0.
O

Grace a la récurrence triangulaire (2.16) on a pu calculer, sans grande difficulté, mais a l'aide
d’un logiciel, les premiéres valeurs de la suite (c(k,n)),, ;. ainsi que les premiéres expressions des
polynoémes de Stirling Ty (z).

Aol 234 s | 6 | 7| 8 | 9 | 10 [11]12
o [[1]o] oo 0 0 0 0 0 o [o]o
1 [lofo]=1]0 0 0 0 0 0 o [o]o
2 [[olo] o [2 0 0 0 0 0 o |o]o
3 [[olo] ofol-6]-20]-15] o 0 0 o [ofo
4 {fofo] oo 24 | 130 | 210 | 105 0 o [ofo
5 [[olo] oo 0 | —120 | —924 | —2380 | —2520 | —945 | 0 | ©
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()
(5) ()
6@ 0(5)=19(6)
— 2 <‘§) + 130( ) + 210<7> +105 @)
T5(z) = —120 (6> - 924<7> — 2380 (g) — 2520 (g) — 1050 <10>

On remarque, d’aprés ce dernier tableau, que pour tout 1 < k£ < 5,

Jb(x)::
]ﬁ(m)::
Ib(x)<—

bD

2k
c(kon) = (~1)Fle(kn)| et Ti= Y c(kn) (z)

n=k+1

Plus généralement, on a la proposition suivante.

Proposition 2.10. Pour tout k > 1
2k z
T, = .
= 3 e (1)
n=k+1

et pour tout n > 0, ¢ (k,n) = (=1)* | (k,n)| .

Démonstration. Pour k = 1, les deux relations sont vérifiées.
2k

Soit k > 1, supposons que Ty(z) = > c(k,n) (Z) et n >0, |c(k,n) = (=1)kc(k,n).
n=k+1
On a, d’aprés la relation de récurrence triangulaire (2.16)

clk+1,n)=—m—-1)(c(k,n—2)+c(k,n—1)).
Par hypothése de récurrence, pour tout n, n < k+1 oun > 2k + 3,
clk,n—2)=c(k,n—1)=0.

D’ou

c(k+1,n+1)=0.

Par suite

Thor(z) = %ff c(k+1,n) (i)

n=k+2

De plus, puisque par hypothése,
c(k,n—2)=(=DF|e(k,n—2)| et c(k,n—1) = |e(k,n — 1)].

On obtient finalement :
c(k+1,n) = (=) |c(k+1,n)|.
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2.5 Polyndémes de Norlund

Soit (Bn), la suite des nombres de Bernoulli définie par

z an—l Bz”
=2 By =1+) B

n=0 n>1

Il est bien connu que pour tout n > 1
By, #0 et Bont+1 = 0.

Posons

zZ" 1 122 1 2%
R(z):ZBnE:—f +-= - +

2° 62 304!

n>1

Définissons la suites double (o(n, k)),, x>0 Par

n

R*z) =Y o(n, k)%.

n>0

Comme val (R) = 1, alors val (Rk) = k; autrement dit

n

RFz) =Y on, k:)%.

n>k

1 26

— 4.,

42 6!

(2.17)

Il n’est pas difficile de voir que la suite double (o (n, k)),, ;~o est définie par 0(0,0) = 1, pour tout

n>=10(n,0) =0, et pour tout n,k >0 :

n—=k

onk+1)= Z(Z)Bha(n — h, k).

h=1

Donnons quelques premiers termes de la suite (o(n, k)),, ;>0

arjlof 128 |45 [6]
0O ftfojojo| 0| 0]O
1L f|o[=3]|8] 0 |—-%]0|%
2 ol o BT % [
s o[ oo 5T 8 [
4 oo oo | 3 | -5|%L
5100 (0[0 | 0 ||
6 |00 0[O0 | O | 0|2
Puisque On a
© = 1+R(),

er —1

(2.18)
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Posons pour tout n > 0

On a donc

() -X5

n=0

n

(z) %
n!

n
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(2.19)

(2.20)

La suite de polynémes (B;Lx)> s’appelle la suite des polynomes de Norlund qui ont été introduits
nz

dans ([57], Chapitre 6), par Niels E. Norlund (1885-1981). Ils sont aussi appelés nombres généralisés

de Bernoulli d’ordre z.

Voici leurs premiéres valeurs :

B{ =1
ch) = —%m
#-4(1) +4()
s =2(5) 1)
B = 2) +165) +1(3)
1 =4(2) 1) o) 5()
Béx) = 5% — %(;) - %(g) +3 i) +
ie.:
B =1
ng) = —%x
Béx) = imQ — 112x
B?()m) = -1 4 L1a?
Bim) = %334 — éILB + 4—18:B2 + ﬁx
BE()I) = —3—12335 + %x‘l — %az?) — ﬁﬁ
Béx) = 6%11'6 . g’jxf’ + 6%1'4 + %xz)’ .

1

2
96L — 2527

1

Proposition 2.11. Pour tout n > 0, Bff) est un polynéme a coefficients rationnels de degré n,

divisible par x pour n > 1 et de coefficient dominant (

2

1)"‘
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Démonstration. D’apres la relation (2.19),

donc
2" B = Z (n, n).

" n!

En utilisant la relation de récurrence (2.18), on obtient que pour tout n > 1

o(n,n) = %na(n —1,n—1).

On en déduit que pour tout n > 0

Or ¢ (0,0) =1, donc

Par conséquent deg (Bﬁfv)> =n.

Soit n > 1, o (n,0) est le coefficient constant de R™(z) qui est nul, vu que val R = 1. Donc, d’aprés
la relation (2.19),

n

B@® = Za(n,k)(i).

k=1

Il est par conséquent divisible par x. ]

La proposition suivante donne une relation trés utile entre les polynémes de Stirling et les poly-

noémes de Norlund . Elle figure comme "exercice" dans [15], p. 329.

Proposition 2.12. Soit (Bff)) la suite des polynomes de Nérlund. On a alors :

n=0

1. B(()x) =1 et pour tout n > 1

Bl — (1 _ ﬁ) B® — nB@W (2.21)

T n—1-

2. Pour toutn >0

<‘” - 1> B = T, (x). (2.22)

n

0t (Tr),,»q est la suite des polynomes de Stirling.

Démonstration. On pose

Donc
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d’ou

n—1 z z x
@z _d :g(—ze +ef—1) z
Zan n! dz 5x(2) z er —1

n=>0

Par conséquent

n=0
Par suite,
ZB(cHl)ﬁ Y. L o TR (@)2"
n ! nooo nooo 2"
n>0 n=0 n>0 n>=
S (1-2) 0 o0
= - = — - n
n | n |
= T nl = (n+1)!
n z" z"
- _ Y\ _ (x) =
N Z (1 x) By n! Zanfl n!
n>0 n=1
n
=B + ((1 - ﬁ) B@ nB(m)l) z
x n!
n=1
Par identification on obtient Béxﬂ) = B(()‘r) et pour tout n > 1

B+ = (1 _ 2) B@ _ B

T n—1-

Posons pour tout n > 0

’1

3

N

+

=

1 I
TN N
8 8
s | —
— @
S~
N———— _ET_
S8 A
Sg ~
| I
N\

8 3 8
P N
S B
| —
_ = =
NP
& osls
-
&

3

SR

e

o
NG

Autrement dit
ATy (x) = =21 (2).

De plus T'p(x) = 1 et pour tout n > 1, I';, (0) = 0. D’aprés le théoréme 2.7, pour tout n > 0

Dans (|43], Théorémes 1 et 2), Liu et Srivastava ont déterminé explicitement les coefficients de
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(z)

B;lx) en prouvant que le coefficient de ¥ dans B, est donné par

(2] B = (_1)j—k£! By, -~ By,

k! (1)1 .. 'Uk)vl! .. ‘Uk! (1 < k < n)? (2.23)

la sommation ayant lieu sur les entiers vy, ..., > 1, tels que vy + -+ - + v = n.

On peut donc en déduire la proposition suivante.

Proposition 2.13 (|7]). Pourn > 1, on a

B
2] (B) = (-1 =, (2.24)
n
2n+1
2] (Béﬂrl) = Bay,. (2.25)
Démonstration. Soit n > 1.
Pour k = 2, la relation (2.23) permet d’écrire :
2n
21 () on—1(2n +1)! B;jBopi1—j
B = (-1 .
(71 By = (1) 2 ;j(2n+1—j)j!(2n+1—j)!
Donc 9
n
21 () -1 (277, + 1) BjBQn+1_j
x“|B = — . — . 2.26

On distingue deux cas. Le premier est trivial, il correspond au cas n = 1. En effet

2
21 plz) _ —1 <3> B;Bs_;
1B =5 ; EICES)
_ 3BiBy _ 3B,

2 4

Supposons maintenant que n > 2. Réécrivons la relation (2.26) en détachant de la somme son

premier et son dernier terme.

2n—1
21 (@) 2n+1 1 <2n+ 1) BjBopy1-j
B = — By, — = ) — 2.27
L e ]ZZQ i Jjen+1—j) (2.27)

Ainsi la relation (2.25) est bien vérifiée pour n > 2 en remarquant que les termes figurant sous le
signe somme dans la relation (2.27) sont tous nuls; en effet, car pour n > 2 et 2 < j < 2n—1, 'un
au moins des deux nombres de Bernoulli B; ou Ba,,11_; est d’indice impair strictement plus grand

que 1 et par suite BjBa,11—; = 0. ]

Proposition 2.14. Soit n > 2.
)

1. Sin est pair alors x = 0 est une racine simple de BT(L‘T .

2. Sin est impair alors © = 0 est une racine double de B,(f).

Démonstration. Ce résultat a déja été prouvé par Adelberg (voir [1], Lemma 9.2). On donnera ici
une preuve différente utilisant la proposition 2.13. On rappelle que, d’aprés la proposition 2.11,
BY =o.
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Si n est pair , d’aprés les relations (2.17) et (2.24), [z] (B,(f)) # 0. Par conséquent x = 0 est
une racine simple. Par contre si n > 3 est impair, d’aprés les relations (2.17), (2.24) et (2.25),
[x] (Bﬁfv)) =0et [wz] Bq(f) # 0, par suite x = 0 est une racine double. ]

2.6 Dénominateurs communs des coefficients des poly-

nomes de Stirling et de Norlund

Les polynémes de Narumi A, (s,z) (cf. [2]) introduits en 1929 par Seimatsu Narumi (cf. [53]),

sont définis par :

Y A (s,2) G (m(lm)x (1+ 2)°.

n! z
n=>0

Dans [1], Adelberg donne une expression explicite des polynémes A, (s, z). Il montre que pour

tout n > 0,
n
s
Ay (s,x) = Z (n B k:> ck(x)

k=0

avec p .
— (_1)k1 €
Ck(‘r) - ( 1) n. Z <d> <’LL> Quiuz . .. (n + 1)“”’
u=(uy,..., up ) ENT
w(u)=k

ou pour tout u = (u1,ug, ..., u,) € N” w(u) est le poids du vecteur u défini par

n
’U)(U):Zkuk:m-i-QuQ-i-“-—l—nun,
k=1

n dy d ‘ . o
d=d(u) =) ;_, uy et <u) = (m, N ,un) est le coefficient multinomial défini par

d o (ur e Fug)! d!
ULy o e ey Up N up! - oup! Coug) )

Puis il montre que les polynémes de Norlund peuvent étre obtenus par la relation suivante

B@EHH) — A (—1,7).

I1 obtient, alors, pour tout n > 1 la formule explicite suivante :

urlug! - - uy,! 201302 - - (p 4 1)
u:(ul,...,un)EN" 152 n ( T )

w(u)<n

Exemple 2.15. 1. Calcul de Bgz) :Ona

(z) r—2\ d 1 r—2 r—1\1
B = — - = _ _
! 2. ( d )u1!2“1 0 1 )2
u=u1 €N
w(uy)<1

1 1
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2. Calcul de By) :Ona

() 2 r—3 d! 1
By =(-1)%20 > <d >u11u2!2u13u2’

u=(u1,uz)EN?
w(u)<2

L’ensemble des vecteurs u = (uy,us) € N? de poids w inférieur a 2 est
Wy = {<07 0) ) (170) ) (27 0) (0, 1)} .

Donc

z =3\ (ug +u)! 1
B — 91 g v
2 <u1 + uz> uplug!  2u13u2

(ul,uz)EWQ
_ o) z—3 L z—3 l—i- x—3 i—i— r—3\1
7 0 1 /)2 2 )22 1 /3
1 1 1
:fo——:U——(?)wQ—x)

3. Calcul de B:,()m) : On a

BY = (-1 Y <x‘4 >(“1+w+u3> 1

5 \U1 + ug + ug uyluglug! Qu13u24us’
u=(u1,u2,u3)EN
u1+2u2+3uz<3

L’ensemble des vecteurs u = (u1,us,u3) € N3 de poids w inférieur a 3 est
W3 ={(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(0,0,1)}.

Donc

B(x) — _3| 2 : ( z—4 )(u1+UQ+U3)! 1
5o ur +uz + us uiluglug!  2u13u24us
(u1,u2,u3)EW3

() () (g (33
A5 25+ C003)

=——z3+ L (—2% +2?).

1

8" '8 8

Pour tout nombre p premier, désignons par v,(n) la valuation p-adique de n, c’est a dire 'exposant

de la plus grande puissance de p divisant n, et pour tout nombre réel x, désignons par |z | la partie
entiére de x, i.e. 'unique entier rationnel j vérifiant : x — 1 < j < x.

En 1999, grace a la relation explicite (2.28), Adelberg détermina le dénominateur commun des

coefficients de B,(f). Il démontre le théoréme suivant.



37

Théoréme 2.16 ([3]|). Soit n > 0, le dénominateur commun des coefficients de B est :

I G

p premier

Pour tout n = 0, d,, est un entier et dnBﬁlx) est un polynome primitif de Z[x].

Démonstration. Voir |3, Corollary 3 p.9]. O

On remarque que pour p > n+ 1, L’%lj = 0. Par suite v, ((p LP—LJ ) !) = 0 pour tout p > n+ 1.

Donc d,, est en fait un produit fini.

Proposition 2.17. Pour tout n > 0,

dn = % Hphpzl)J+{p(pn—1)J+{p2(Z—1)J+m.
’ peP

Démonstration. On rappelle la formule de Legendre (cf. [68], p. 31), ou pour tout n > 0,
| n
v () => || (2.29)
1 LP

Donc pour tout nombre premier p tel que p < n + 1, il vient :

(el Z il

Par ailleurs, pour tout nombre réel = et tout entier positif non nul m (cf. [35] p. 77), on a :

-2},

En effet, si on suppose que ces deux nombres possédent des parties entiéres différentes, alors il existe

m m

un entier ¢ vérifiant

Par conséquent
lz] < fm < x.

Ce qui est en contradiction avec la caractérisation de la partie entiére. L’égalité (2.30) donne alors :

(0 [5])) - )

Ce qui acheéve la preuve de la proposition. O

Proposition 2.18. Soit n > 0, le dénominateur commun D,, des coefficients de T, (x) vérifie :

Dn = n'dn = Hp\‘(pﬁl)J+LP(Pil)J+{P2(Z*1)J+..'.
peP

De plus, pour tout n > 0, nld, T, (z) est un polynome primitif de Z|x].
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Démonstration. Soit n > 0, d’aprés la proposition 2.12,

To(z) = (@’ - 1)ng>.

n

En multipliant les deux membres de cette relation par nl!d,, on obtient :
m%mf:@—1ﬂx—mumx—m(%3w).

D’aprés le théoréme 2.16, n!d,T), (x) est donc un produit de polynémes primitifs de Z[z]. Ainsi
nld,T,(x) est lui-méme un polynéme primitif de Z[z]. O

La suite d’entiers
(dn)n>0 = (1,2,12,8,240, 96,4032, 1152, 34560, 7680, 101376, 18432, 50319360, . . .)

est répertoriée A001898 dans [66]. Soit (M), la suite définie par

M, —Hp o [+ e

La suite d’entiers (M), , répertoriée A053657 dans [66], a été appelée suite des nombres de
Minkowski par Martin Lorenz (cf. [36]). C’est en effet en 1887 que Minkowski (cf. [47]) a prouvé que
M, est égal au plus petit commun multiple des ordres de tous les sous-groupes finis de GL,,(Q). La

notation M, est due a Schur cf. [65]. On a donc, pour tout n > 0,

Le nombre M,, peut aussi étre interprété comme la n-iéme factorielle de I’ensemble P des nombres
premiers (cf.[8]). Dans [8], Manjul Bhargava montre que si f est un polynéme primitif de degré n
a coefficients dans Z et d = pged {f(p) | p € P} alors d divise M,,. En 1996, Jean-Luc Chabert (cf.
[12]) montre que M,, est le dénominateur commun des coefficients de tous les polynémes de Q[z] a
valeurs entiéres sur ’ensemble des nombres premiers P. En 2007, Jean-Luc Chabert (cf.[13]) montre
que la suite ((Dy),o) répertoriée A075265 dans [66], qui est la suite des dénominateurs communs

des coefficients des polynomes (A, (7)), définis par

C}n1—z) S

n=0

vérifie, pour tout n > 0, D,, = M,, 1. Chabert (cf.[13]) a retrouvé le résultat démontré précédement
par Adelberg (cf.[3]). En effet, grace a I’égalité (2.8) et a la proposition 2.12, on peut encore montrer
que pour n = 0, on a :

(=D)"nlz A, (x —n) = (z —n) BW.
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2.7 Factorisation partielle des polynémes de Norlund et
de Stirling

Proposition 2.19 (cf.[7]). Il existe une suite (Pp),,», de polynomes primitifs de Z[z] telle que pour

n=1,ona

z 1
B = @xPzn(w), (2.31)
x 1
Bl = g (@ = 1) P () (2.32)

ot pour tout n = 0,

dn = % Hphpfl)Jﬂp(za"—nJﬂp?(anJJ”"'.
.pGIP
)

Démonstration. Soit n > 1. D’apreés le théoréme 2.16, dnB,(fc est un polynome primitif de Z[x], o,

d’aprés la proposition 2.17,

o= L T skl el
peP
D’une part on sait, d’aprés la proposition 2.14, que pour tout n > 1, Béi) est divisible par z
et Béfl)ﬂ est divisible par z2. D’autre part, d’aprés la définition des polynémes de Nérlund (voir
relation (2.20)), B,gl) = B,,. Par suite, pour tout n > 1,

1
B, | = Byyi1 = 0.

Il en résulte que le polyndme primitif dnBﬁfg) est divisible dans Z[z] par le polynéme primitif z(z(x—
1)) mod (n.2) pour n > 2, ou mod(n,2) désigne le reste de la division euclidienne de l'entier n par
2. Le quotient P,(z) de ces deux polynomes est donc aussi un polynéme primitif de Z[z]. Par

conséquent, il existe une suite (P,(7)),~, de polynoémes primitifs de Z[z] telle que pour tout n > 2,
dp B = w(x(z — 1)) ™ 2P, (x). (2.33)

O

Grace & cette proposition, on peut déduire une factorisation partielle des polynémes de Stirling.

Proposition 2.20. Pour tout n > 2,

T =" (1)) ete = )R ),

ot (Pr),»¢ est la suite des polynomes primitifs de Z[z] définie dans la proposition 2.19 et pour tout
n=0

dy = % Hphpzl)Jﬂp@"—UJﬂpz(Zf—nJ*'”.
peP
Démonstration. On rappelle, d’aprés la proposition 2.12, que pour tout n > 2,

T (z) = <”“" - 1> B,

n
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En multipliant les deux membres de la relation (2.33) par di (x; 1), on obtient :

n

Ty(z) = dln(x el — 1)) ™ 2P, @),

autrement dit,
Ty (z) =

(7t ),

O

En 1960, (cf. [49]) D. S. Mitrinovi¢ et R. S. Mitrinovi¢ ont déterminé une factorisation partielle
des polynémes de Stirling T;,(x) pour n € {2,...,13},

o) = () Po(a), Ty(w) = (7)ol - DR (@),

i) = & (3 ) Pa(), Ts(w) = 5§ )2(e — 1) Ps(a),

To(w) = 55 (5 ) Pol). Tr(z) = gé“’; z(z — 1)Pr(x),
Ty(x) = 55 (5 ) (@), Ty(w) = s (1o )o@ = DPo(a),
Tio(z) = 927116(1%1)1310(3;), Tii(z) = Tl%(l”; 2(x — 1) P (),
Tia(7) = gerbmss (1963>P12(:c), Tis() = oo (15”4 2(x — 1)Pi3(x),

et calculé, pour 2 < n < 13, les expressions des polynémes P, (x) :

Py(z)= 3z —1,

Py(z) = -1,

Py(z) = 1523 — 3022 + 5z + 2,

Ps(z) = -3+ Tz +2,

Ps(z) = 632° — 3152 + 3152° 4 912 — 422 — 16,

Pr(z) = —92* + 5423 — 5122 — 58z — 16,

Pg(z) = 13527 — 126025 4 31502° — 840z* — 234523 — 54022 + 404z + 144,

Py(x) = —1525 + 1652 — 4652* — 1723 + 64822 + 548z + 144,
Po(z) = 9929 — 148528 + 693027 — 87782 — 808525 + 8195z

+11 79223 + 206822 — 2288z — 768,

Pi(z) = —928 + 15627 — 83425 + 10802 + 19272* — 125223

—4156x2 — 30562 — 768,

Ppo(z) = 122852 — 27027020 4 2027 02527 — 5495 49028
+31531527 4+ 1288287025 + 5760 75525 — 14 444 43024
—158758602% — 2037 67222 4 3327 584« + 1061 376,

Pi3(r) = —945210 4+ 236252% — 201 6002® + 60921027 + 113 7152°
—2207 17525 — 1817 7862* + 3161 18823 4 6544 56822
+4388 960z + 1061 376.

Ils ont remarqué que pour k € {1,2,3,4,5,6}, les polyndémes Pyi(z) et Poiy1(x) ont le méme terme

constant, autrement dit,

Py (0) = Por11(0).

I1s ont alors proposé ([49], p. 4) le probléme d’examiner si ces relations avaient encore lieu en général
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pour tout k£ > 1. Le théoréme suivant apporte donc une réponse positive a ce probléme.

Théoréme 2.21 ([7]). Il ewiste une suite (P,),~, de polynomes primitifs de Z[zx] et une suite

d’entiers (M), telles que pour n > 1, on a

Ton(@) = (3,7 1) Pnle).
Torir(@) = (", )7 @ = 1) Pans ),
ot pour tout n = 1,
e
De plus, on a :
Po (0) = Pant1(0). (2.34)
Démonstration. Soit n > 1, posons m, = f—fl ol (dn),>q est la suite d’entiers définie dans le

théoréme 2.16 par

dy, = % Hphpzl)J+{P(PTL—1)J+L)2(Z—1)J+"'.

peP
D’aprés la proposition 2.20,
_ 1 T mod (n,2)
e N [CIC) Py(a).

Montrons que pour tout n = 0, m, est un entier; pour cela il suffit de montrer que pour tout

nombre premier p, v, (m,) > 0. On a

vp (M) = {”DJ ~uy(nl).

k
=L (p

En utilisant la formule de Legendre (voir relation (2.29)), on obtient

) =Y || - | 5]

k>0 k>1
-2 (rw=n] - [ 1)

Montrons que cette somme est & termes positifs. Autrement dit, montrons que pour tout nombre

premier p < n + 1 et pour tout k > 0,

o] [ >0

Pour tout nombre premier p < n + 1 et pour tout entier k£ > 0, on a

n n+l  nt+l-p
pk(p—1) ptl pl(p—1)

][] >

> 0,

et par conséquent,
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Il en résulte que m,, est un entier. Ce résultat peut aussi étre obtenu comme conséquence direct de
(I8, Lemma 13] ).

Reste & montrer que pour tout n > 1,

Py, (0) = Popy1(0).

D’apres la proposition 2.19,

1

z 1
Bén)Jrl = d2n+1x2 (CC - 1) P?n—&-l(x)'

On en déduit que

P3n(0) = [2)(d2nBS)),  Pony1(0) = [#%)(—dan 1 BS, ).

A la lumiére du lemme 2.13, ces deux derniéres relations deviennent

P, (0) = —dQnT;, Pop11(0) = —(2)6l2n+127;Z (2.35)
Montrons que pour tout n > 1,
2n+1
d2n = 9 d2n+1

On a d’aprés la proposition 2.17,

_ 1 Siso| 72 | _ 1 O
Ton = G LI V00 et o = g [T e
p€EP peP

Par suite,
2n

W_ H Zk>o Pk (p— 1>J L;’C(p—mj,

pEP

On en déduit que pour tout nombre premier p,

o (F) = e 2 (6] - L))

Il n’est pas difficile de voir que pour tous entiers naturels non nuls = et y :

{x—l—lJ {:):J _J 1siydivise z 41,
Y Y 0 sinon.

Il en résulte que si p > 3, p* (p — 1) est alors un entier pair et il ne peut donc pas diviser 2n + 1,

(2n + 1)d2n+1 .
Up ( 5o, = 0.

par conséquent,
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Sip=2,ona

(2n + 1)dop+1 2n+1 2n
MR )Ml ) _ |1 2=
2 ( 2o 2 | 7& 2
2n+1 2n
- Z ok |9k =0.
k=1
Par suite, on a pour tout nombre premier p,

(2n + 1)d2n+1
ST ) =0
vp ( 2o ’

ce qui équivaut & affirmer que
(2n + 1)d2n+1

=1
2dan,

Autrement dit,

On en déduit Poi41(0) = Por(0), ce qui établit la relation (2.34). La démonstration du théoréme

est terminée. O






Chapitre 3

Nombre de solutions d’une équation de

Cassels

3.1 Introduction

Au XIXE® siécle, plusieurs auteurs se sont intéressés a la résolution de I’équation diophantienne
2?4y 4 2% = (3.1)
Parmi eux, on pourra citer V. Bouniakowsky [9] qui donna, en 1853, I'identité
BAP+ 2= NP+ (VB +1)2 = BV +1))%, (3.2)

ce qui a fourni une infinité de solutions de ’équation (3.1). En 1866 E. Catalan donna une autre

famille de solutions de I’équation (3.1). Il prouva l'identité suivante :
(a* +2ab%)” + (b* 4 2a°b)° + (3a%?)° = (7a®b® + o + ). (3.3)

Pour plus de complément sur I'historique de I’équation (3.1), on pourra consulter le livre de Leo-
nard Dickson [23, p. 566], "History of the theory of numbers. Vol. II : Diophantine analysis". Les
identités (3.2) et (3.3) fournissent une infinité de solutions de I’équation (3.1), mais pas toutes les
solutions. En 1916, A. Gérardin [31] a dressé un tableau, malheureusement encore non exhaustif, de
solutions de 'équation (3.1). En 1985, Cassels [11] s’est intéress¢ a cette méme équation diophan-
tienne (3.1) dans le cas particulier ot x, y et z sont trois nombres entiers consécutifs. Dans [11],
Cassels écrit qu’il a relevé le défi de déterminer dans quels cas la somme de trois cubes consécutifs est

un carré; autrement dit, cela revient a déterminer toutes les solutions de 1’équation diophantienne
(=17 +2°+ (2 +1)° =¢? (z,y) eN".
Cassels réduit le probléme a la détermination des points entiers de la courbe elliptique d’équation
y? = 3x(2® + 2).

45
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En utilisant 'arithmétique de certains corps quartiques, il montre que les seuls points entiers de la

courbe elliptique précédente sont :
{(0,0),(1,3),(1,-3),(2,6), (2,—6), (24,204), (24, —204) }.

En utilisant des résultats classiques de Ljunggren [44] et leur généralisation, (voir [4, 16, 78, 80]),

Luca et Walsh [45] ont étudié 1’équation diophantienne

y? = nx(x? +2),

ol n est un entier strictement supérieur a 1. En désignant par w(n) le nombre de facteurs premiers
distincts de n, ces derniers ont prouvé que l’équation diophantienne précédente posséde au plus
324" — 1 solutions en entiers strictement positifs. En 2010 [18], L. Chen a considéré le cas ou n

est un nombre premier impair et il a montré que I’équation diophantienne
y* = nx(z? +2)

posséde au plus deux solutions en entiers strictement positifs. Récemment, en 2014, Alain Togbé

[69] a considéré une forme encore plus générale ; I'équation diophantienne :
2 _ 2
y° = pr(Az” + 2), (3.4)

ol p est un nombre premier et A > 1 un entier impair. Il prouve que pour tout nombre premier p
et tout entier positif impair A > 1, I’équation diophantienne (3.4) posséde au plus 7 solutions en
entiers strictement positifs.

En utilisant des résultats obtenus a l'aide du logiciel MAGMA, A. Togbé énonce la conjecture

suivante sur la majoration du nombre de solutions de ’équation (3.4).

Conjecture 3.1 ([69]). Soient p un nombre premier impair et A un entier impair supérieur a 2.
Alors :

1 Si (Ap) = (L,1), (1,5), (1,7), (3,1), (3,3), 3,7), (5.1), (5,5), (5.7), (7,3), ou (7,5)
(mod 8), alors l’équation diophantienne (3.4) posséde au plus une solution en entiers stricte-
ment positifs.

2. Si(A,p) =(1,3) ou (7,1) (mod 8), alors l’équation diophantienne (3.4) posséde au plus deuz
solutions en entiers strictement positifs.

3. Si (A,p) =(3,5) ou (7,7) (mod 8), alors l’équation diophantienne (3.4) posséde au plus trois

solutions en entiers strictement positifs.

Dans ce chapitre on améliore la majoration du nombre de solutions de I’équation diophan-
tienne (3.4) donnée par A. Togbé [69], ce qui nous permettra de prouver une partie de la Conjec-
ture 3.1. Pour cela, nous avons besoin d’établir des résultats concernant quelques types d’équations

diophantiennes quadratiques et quartiques.

3.2 Etude des équations 2> —dy’ =1 et 2° —dy* =1

Une équation de Pell-Fermat est une équation diophantienne de la forme
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z? — dy® = +1, (3.5)

ot d # [ est un entier strictement positif. Résoudre 1’équation diophantienne (3.5) revient a explici-
ter les éléements du groupe des unités de ’anneau Z[v/d]. On note indifféeremment (x,y) ot x + yv/d
une solution de I’équation (3.5). On remarque que si (z,y) € Z? est solution de 1’équation (3.5)
alors (£, 4y) est aussi solution de 1’équation (3.5). De plus si z > 0 et y > 0 alors  + yvd > 1
et —x — yv/d < —1 et par conséquent leurs inverses z — yv/d et —z 4+ yvd € |—1,1[. Résoudre
donc 'équation de Pell-Fermat (3.5) revient & déterminer ’ensemble de ses solutions en entiers

strictement positifs. Posons alors :

G:{x+y\/362[\/ﬁ]; xz—dyQZil}
G+:{:c+y\/g€G; 3:>Oety>0}

Si z 4+ yVd et 2’ +4'\/d sont deux éléments de G alors on a I’équivalence suivante :
1< = y<y = z+yVd <2 +yVd

Ainsi G4 est totalement ordonné. Il posséde un plus petit élément qui correspond & la solution, en

entiers strictement positifs, minimale de I’équation (3.5). Et on a le résultat suivant.

Théoréme 3.2. Soit ¢ = min G4, alors
Gy ={"; neN'}

Démonstration. Soit v = x + yvd € G4. La suite (e"),>1 étant strictement croissante, il existe
alors n > 1 tel que €” < v < e®*1. Les deux nombres 7 et € sont tous deux des unités de Z[v/d], par
conséquent ye~" est aussi une unité de Z[v/d]. Comme 1 < ™" < ¢, alors ve " ¢ G, autrement

n

dit, ve="™ = 1. Par conséquent v = &". 0

Le nombre ¢ s’appelle I'unité fondamentale de 'anneau Z[v/d] ou la solution fondamentale de
I'équation 22 — dy? = +1.

La principale méthode qui permet la détermination de la solution fondamentale & repose sur le
développement en fraction continue de v/d. Rappelons briévement la notion de fraction continue.
Etant donné un nombre réel irrationnel z, considérons les suites (an)ps0> (Tn),so définies par

xo =, ap = |T,] et pour tout n > 0,

Ty = Qpn + .
Tn+1
Il s’en suit que :
1 1 1
r=x9g=a9+—=a9+ ——=ag +
T1 1 1
ap + — a+—
xI9 1
az + —

T3
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De maniére plus générale, on a pour tout n > 0,

ap +

ay +

az +

ap—1+
1

an +
Tn+1

Cette expression s’appelle une fraction continue. Elle est souvent notée

[ap; a1, a2, ..., an, Tni].
Pour tout n > 0, le nombre rationnel

Pn )

- = [a0a ai,az,... 7an]

qn

s’appelle la réduite de x de rang n. La suite (Zﬁ) . est convergente vers z et elle vérifie [40,
nz

qn
Theorem 9, p.9]

Pn :c' < %
dn an
Autrement dit,
T = nin}roo[ao; A1y ...y ).
On écrit alors
T = [ag;a1,a2, ... ,an, Apit, - ...

C’est le développement en fraction continue de x.
Une fraction continue [ag; a1, a2, ..., an, @nt1, .. .| est dite périodique s'il existe des entiers k > 0
et m > 0 tel que pour tout entier n > k, antm = an. Comme dans le cas du développement décimal,

une fraction continue [ag; ai,as,. .., an, Ant1,- . .| périodique sera notée

[ao; a1,02,...,0k—-1,0k, Q41, - - -ak+m}-

Théoréme 3.3 (|40, Theorem 28, p.48|). Le développement en fraction continue d’un nombre réel

x est périodique si, et seulement si, le nombre x est un nombre irrationnel quadratique.

Plus précisément, [77, Remark 1.3.4, p. 60| si d # O alors le développement en fraction continue
de v/d est de la forme :

\/g = [ao; a1,ag,y...,am—1, 2(10].

Exemple 3.4. Soit d = 5. Calculons les premiers termes des suites (an),o €t (Tn),>q

aco:\/g et aO:L\/gJ:Z,

1 1
T = = =V5+2 et a;=|x =4,
' w—ag V5 -2 1=l

1 _ 1 _
r1—a;  J5-2

To = r1 et a9 = LHZQJ =ai.
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On en déduit que pour tout n > 1, x, = x1 et a, = a1. On obtient ainsi
V5 =2,4].

Le théoréme suivant donne la valeur de la solution fondamentale de ’équation de Pell-Fermat

(3.5) en fonction de la parité de la période m du développement en fraction continue de v/d.

Théoréme 3.5 ([77]). Soient d # O un entier strictement positif et m la période du développement

en fraction continue de \/d = [ap; a1, a2, -, Gm—1, Gm) et
Pm—1 ) 1
= lao;a1,az,...,am-1] = ao + ;
gm—1 1
ay +
1
az +
' 1
am—2 +
Um—1

alors la solution fondamentale € de I’équation 2% — dy? = +1 est donnée par
€ =DPm-1+ Qm—l\/g-

De plus

1. Sim est pair alors
n
+ (pm,l + qm,1ﬂ> , pour n € N, sont les solutions de l’équation x> — dy* = 1.

L’équation x*> — dy? = —1 ne posséde pas de solutions.

2. Sim est impair alors

2n
+ (pm_l + qm_lx/@ , pour n € N, sont les solutions de I’équation x> — dy* = 1.
+ (pm-1 + am-1Vd)

Exemple 3.6. Résolution de I’équation diophantienne

2n+1
., pour n € N, sont les solutions de 'équation x> — dy?> = —1.

2 - 232 =1 (3.6)

Le développement en fraction continue de /23 est donné par /23 = [4,1,3,1,8]. Le développement
est périodique de période m = 4. Soit P la troisieme réduite de v/23.

q3

1 24
D5 41,31 =44+ —— =,
a3 1 )

34—
+ 1
Pourn e N, £+ (24 + 5\/23)n sont les solutions de ’équation (3.6). L’équation x> — 23y? = —1 ne
posséde pas de solutions.

Soit D # [J un entier strictement positif et soit € = 17 + U1V D la solution fondamentale de
I'équation de Pell-Fermat 22 — dy? = 1. On pose ¥ = T}, + Uyv/D pour k > 1. En 2005, Toghé,

Voutier, et Walsh ont démontré le résultat suivant dans |70].



50

Théoréme 3.7 (cf. [70]). Soit D # O un entier strictement positif. Alors il existe au plus deux

solutions en entiers strictement positifs (X,Y) de l’équation X? — DY* = 1. Plus précisément :

1. Si léquation X% — DY* =1 posséde deuz solutions en entiers strictement positifs (X1,Y1) et
(Xo,Y3) avec Y1 < Ya, alors Y12 = Uy et Yo = Uy, sauf si D = 1785 ou D = 16 - 1785, et

dans ces deuz cas : Y12 = Uy mais Yo? = Uy.

2. Si Uéquation X2 — DY* = 1 posséde seulement une solution en entiers strictement positifs
(X,Y), alors Y2 = Uy, ou £ est le plus grand diviseur sans facteur carré de Uy, et on a £ =1

ou 2 ou p pour un certain nombre premier p =3 (mod 4).

Le corollaire suivant apporte encore plus de précision au théoréme précédent dans le cas ou D

est pair.

Corollaire 3.8 ([29]). Soit D # O un entier strictement positif. Supposons que D = 2d ou d est un
entier différent de 8 - 1785. Alors léquation X% — DY* =1 posséde au plus une solution en entiers
strictement positifs (X,Y).

Démonstration. Supposons que 'équation X2 — DY? = 1 posséde deux solutions en entiers stricte-
ment positifs (X1,Y7) et (Xs,Y2) avec Y7 < Ya. Alors d’aprés le théoréme 3.7

Y12 = Ul, Y22 = UQ, et U2 = 2T1U1.

Par suite,

Y,? = 271 Y42

En notant 15 la valuation 2-adique, on en déduit que
21/2()/2) =1+ I/Q(Tl) + 2V2(Y1). (37)

Puisque ¢ = T} + U1v/D est de norme 1 dans Z[\/E] et D = 2d, alors T2 — 2dU,% = 1. Par suite,
T; est impair. Autrement dit v5(77) = 0. Ce qui contredit la relation (3.7). O

Exemple 3.9. Considérons l’équation diophantienne
X2 -5Y*=1.
Commencons par déterminer la solution fondamentale de I’équation
22— 5yt =1.

Puisque /5 posséde le développement en fraction continue périodique suivant :

Alors d’apres le théoréme 3.5, la solution fondamentale € = Ty + Ui\/5 de léquation x*> — 5y% = 1
est donnée par T + le/g = (2 + \/5)2 =9+4V5. &2 = Ty + Usv/5 = 161 + 724/5. Puisque Uy =4
est un carré alors Uy = 72 n’est pas un carré, alors d’aprés le théoréeme 3.7 l'unique solution en

entiers strictement positifs de I’équation X2 —5Y* =1 est (9,2).
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3.3 Etude de ’équation diophantienne az? — by? =1

Soient a,b € N* \ {1}. Supposons que I’équation
az® —by? =1 (3.8)

posséde au moins une solution en entiers strictement positifs, alors d’aprés le théoréme de Bézout,
pged(a,b) =1 et ab # 0. On supposera donc dans toute la suite de cette section que pged(a,b) =1
et ab # L.

A chaque solution (z,%), on associe z = z(x,y) = xv/a + yvb € Z/a + Z/b. Posons

M:Z\/&JrZ\/l;:{x\/&er\/B; :U,yEZ}.

Comme pged(a,b) = 1 alors M est le Z-module libre engendré par {\/a, \/l;} Soit N lapplication
norme définie par :
N:M-—17Z
z=ava+yVb— (x\/ﬁ+y\/l;> (xf—y\/l;) )
Alors (z,y) est une solution de I'équation ax? — by? = 1 si et seulement si z € M et N(z) = 1. Il

est clair que si (x,y) est une solution, alors (£x, £y) est aussi solution. Intéressons-nous donc aux

solutions en entiers strictement positifs de I’équation (3.8). Posons alors

S={zeM; N(z) =1}
S+:{z::c\/5+y\/l;€5; :U>Oety>0}.

Si zv/a + yvb et 2’'v/a 4+ y'v/b sont deux éléments de S, alors on a 1’équivalence suivante :

r <2 =y <y = ava+yVb<a'Va+yVb.

Ainsi S est totalement ordonné. Il posséde un plus petit élément qui correspond & la solution,
en entiers strictement positifs, minimale de ’équation (3.8). La solution o = min Sy est appelée

solution fondamentale de I’équation (3.8).

Proposition 3.10. Soient a,b € N* \ {1}. Supposons que [’équation (3.8) posséde au moins une
solution. Soit alors o = x1v/a + y1Vb la solution fondamentale de I’équation (3.8). Alors il existe

deuz suites d’entiers strictement positifs (Xpn)n>1 €t (Yn)n>1 vérifiant pour tout entier n > 1 :

o = 29n_1v/a + yan—1 Vb, (3.9)
" = zgy + yanVab, (3.10)
1
(12”71 = $2n71\f - y2n71\/67 (311)
1
A — e Vab, (3.12)

a2n
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ax3, y —bys, 1 =1, (3.13)
x3, —abys, = 1. (3.14)

Démonstration. Par hypothése, a est solution de I'équation az? — by? = 1. Donc A'(a) = 1. Par

. 1 P R < A .
suite, - = x1y/a — y1vb. En développant, grace a la formule du binoéme les deux expressions

n
(;Ul\/fz + \/5) , en séparant les cas n pair et n impair, on montre qu’il existe deux suites d’entiers

strictement positifs (,)n>1 et (yn)n>1 vérifiant pour tout entier n > 1

a® 1t = g9 Va4 yan_1Vh,  a*" = x9, + youVab,

1 1
7 = Tan-1Va — yan_1VD o Tan — yonVab.

O[271—1

En multipliant les deux équations (3.10) et (3.12) membre & membre, on obtient que pour tout
entier n > 1, 23, — aby3, = 1. De la méme maniére, en multipliant les deux équations (3.9) et

(3.11), on obtient que pour tout entier n > 1, ax3, | —by3, ; =1 ]

On déduit de la relation (3.13) que les puissances impaires de « sont des solutions de ’équa-
tion (3.8), autrement dit

{a® 1, n>1}c8s,.
Le théoréme suivant montre que la seconde inclusion est aussi vérifiée.
Théoréme 3.11. Soient a,b € N* ~ {1}. Supposons que ’équation (3.8) posséde au moins une
solution. Soit alors o = x1+/a + y1v/b la solution fondamentale de I’équation (3.8). Alors, avec les

notations précédentes on a
St ={a®! neN}.

Démonstration. Soit v = k/a+ ¢v/b € Sy. Donc N (y) = 1 et v > a > 1. La suite (a?n~1)

n>1
étant strictement croissante, il existe alors un entier n > 1 tel que :
a2n—l < v < a2n+l.
On en déduit que
al<ya " < a. (3.15)

D’aprés la relation (3.12),

"yszn = </€\/& + g\/l;> <1‘2n — yzn\/%)
= (kl'Zn - b€y2n) \/5 + (€x2n - akan) \/B eM

De plus, d’aprés la relation (3.14), N'(ya~2") = 1. On en déduit que ya~2" € S. Comme o =
min S, alors d’aprés I'inégalité (3.15), ya 2" ¢ S, , autrement dit o~ < ya 2" < 1. Par suite,
1 <y 'a?" < a. Le nombre 1 n’étant pas un élément de S, on conclut que 1 < v~ 1a?” < a. De la
minimalité de o, on déduit que v = a?* 1. O
Théoréme 3.12. Soient a,b € N* ~ {1}. Supposons que ’équation (3.8) posséde au moins une
solution. Soit alors o = x1v/a 4+ y1V/b la solution fondamentale de ’équation (3.8), alors o est la
solution fondamentale de I’équation de Pell-Fermat X% — abY? = 1.
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Démonstration. Soit € =T 4+ U+/ab la solution fondamentale de I’équation
X% —abY?=1. (3.16)

D’aprés la proposition 3.10, a? est solution de I’équation de Pell-Fermat (3.16). Par conséquent
1 < e < o Supposons que a? # . Posons alors v = ca™'. Onaa™! < v < a, N(y) =1et
v = (Txy — Ubyy) va + (Uazxy — Ty1) Vb € M. La minimalité de o entraine que o' < v < 1.
D’oti 1 < 47! < . En utilisant encore une fois la minimalité de «, on en déduit que nécessairement

v = 1. Ce qui est absurde vu que 1 ¢ S. O
Exemple 3.13. Considérons l’équation 15X? —11Y%2 =1, a = 15, b= 11, ab = 165.

— On commence par la résolution de léquation x> — 165y> = 1.
On a
V165 = [12;1,5,2,5,1, 24].

Soit ‘;E la 5¢ réduite de v/165. Alors
5

1 1079
P 12;1,5,2,5,1) = 12+ =i
s 1 84
1+ —

5+
1
24+ ——

51
1

La solution fondamentale € de I’équation x*> — 165y = 1 est donc :
e = 1079 4 84v'165

— La solution fondamentale o = x1v/15 + 1111 de Uéquation 15X2 — 11Y2 = 1, si elle existe,
vérifie donc

a? = =1079 + 84165,

autrement dit

1522 + 11y2 =1
{ 522 + 11y? = 1079 (317

2$1y1 = 84.

En y joignant l’équation 1522 — 11y? = 1, on obtient le systéme équivalent suivant

152% + 11y? = 1079
1523 — 11y? = 1.

On obtient ainsi x1 =6 et y; = 7. Autrement dit o = 6/ 15 + 7y/11.

Exemple 3.14. Considérons I’équation
13X2 —4y* = 1.
Posons v = X ety =Y?2. Alors le couple (z,y) est solution de I’équation

1322 — 492 = 1. (3.18)
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Soit e = T + U+/52 la solution fondamentale de ’équation de Pell-Fermat t> — 52u?> = 1. En

développant /52 en fraction continue, on obtient
V52 =[7;4,1,2,1,4,14].

Soit % la 5¢ réduite de v/52.

1 649
Ds
—=7;4,1,2,1,4] =7+ = :
as | } 1 90
R —

1+
1
24+ ——

11
1

Par suite e = 649+90/52. D’apres le théoréeme 3.12, si ’équation (3.18) posséde une solution, alors
la solution fondamentale o = x1v/13 4 2y vérifie o = 649 + 90+/52. Donc

1322 + 4y? = 649 2627 = 650 Ty =
<= <~
1323 —4yf =1 8y? = 648

(5,9) est une solution de I’équation (3.18). On conclut que (5,3) est solution de l’équation 13X? —
44 = 1.

En 1954, Ljunggren [44] a démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.15 ([44]). Soit a > 1 et b deux entiers strictement positifs. L’équation
aX? - byt =1.
posséde au plus une solution en entiers strictement positifs (X,Y).

Grace a ce théoréme on peut affirmer que (5, 3) est 'unique solution en entiers strictement positifs
de I'équation 13X? — 4Y* = 1.

3.4 FEtude des équations az? — by? = 2 et ax? — by* = 2

Soit a et b deux entiers positifs impairs. Supposons que 1’équation
az® — by? = 2. (3.19)

posséde au moins une solution en entiers strictement positifs (x,y). Alors ab # O et on a le résultat

suivant :
Lemme 3.16. Soient a et b deuz entiers positifs impairs. Si l’équation (3.19) posséde une solution

en entiers strictement positifs (z,y) alors :

1. x ety sont tous deux impairs.

2. pged(a,b) = pged(a,y) = pged(z,b) = pged(z,y) = 1.
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Démonstration. En réduisant 1'équation (3.19) modulo 2, on en déduit que x et y sont de méme
parité. Si ’on suppose que x et y sont tous deux pairs, alors il existe deux entiers x’ et 1/ tels que
x = 22" et y = 2y. Par suite,

4az’® — 4by"? = 2.

D’ou 2(ax? — 2by'?) = 1, ce qui est absurde. O

On associe a tout (x,7) € Z? le réel z (z,y) défini par

733\/5—{—3/\/5 EZ@-FZ@

2oy =—"05 it i

Posons

L Wa Vo | za+yvb
M_Z\/i+Z\/§_{\/§’ x,yEZ}.

5 } Soit N I'application norme définie par :

9
Sl

35\/6+y\/5'_> zv/a+yvb\ [ za—yvb
V2 V2 '

Alors (z,y) est solution de I’équation (3.19) si et seulement si
N (2 (z,y)) = 1.

Il est clair que si (z,y) est une solution (3.19), alors (£z, £y) est aussi solution. Intéressons-nous

donc aux solutions en entiers strictement positifs de I’équation (3.19). Posons alors

S={zeM; N(z)=1},

S+:{z:$\/a\;;y\/565; x>0ety>0}.

S zv/a+yvb ot x'Ja+y' Vb
V2 V2

sont deux éléments de S alors on a I’équivalence suivante :

, x\/ﬁ+y\/5<x’\/6+y/\/5

r< 2 = y<y = <
vy \@ ﬂ

Ainsi S, est totalement ordonné. Il posséde un plus petit élément qui correspond & la solution,

en entiers strictement positifs, minimale de I’équation (3.19). La solution oz = min S, est appelée

solution fondamentale de I’équation (3.19).

Proposition 3.17. Soient a et b deuz entiers positifs impairs. Supposons que l’équation (3.19) pos-

ﬂvl\/a-l—yl\/l;

séde au moins une solution. Soit alors o = —7% la solution fondamentale de l’équation (3.19).

Alors il existe deux suites d’entiers strictement positifs (xn)n>1 €t (Yn)n>1 vérifiant pour tout entier
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-1 _ Ton—1v/a + y2n—1\/5
« == )
V2
a®" = z9y, + yon Vab, (3.21)
1 Ton-1v/a — Yyon—1Vb

pTE NG , (3.22)
1
% = Ton — an\/%- (323)
ax%nfl - by%nfl =2, (324)
z3 — abys, = 1. (3.25)
Démonstration. Par hypothése, o est solution de I’équation az? — by? = 2. Donc
z1v/a 4+ yivbxiva — yivb 1
V2 V2 '
Par suite,
1_mva—yvh
a V2 ’
Un simple raisonnement par récurrence permet de prouver les relations (3.20) a (3.25). O

On déduit de la relation (3.24) que les puissances impaires de « sont des solutions de ’équa-
tion (3.19), autrement dit
{azn_l; n>1}C S;.

Le théoréme suivant montre que la seconde inclusion est également vérifiée.

Théoréme 3.18. Soient a et b deuz entiers positifs impairs. Supposons que l’équation (3.19) posséde

z1v/a+ y1vb

au moins une solution. Soit alors o = — 7% la solution fondamentale de l’équation (3.19).

Alors, avec les notations précédentes on a
S, ={a®"1, neN*}.

kv/a+ Vb
V2

Démonstration. Soit v = € S;+. Vuque a > 1, la suite (o), 5, est strictement croissante,

il existe donc un entier k vérifiant

O[2k71 2k+1 )

<7<a

Par suite,

al < of%fy <

D’aprés la proposition 3.17, a= 2% = z9;, — yorVab. D’ou

o (kxo, — blysg)a + (Lzog — akyor) Vb
oy = 7 :

Comme N (of%ﬁy) =1 et a %y < a, de la minimalité de o on en déduit que

a~t < oz_2k7 < 1.
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Comme v2 ¢ Q (\/E, \/5) alors a2k #£ 1, par suite

-1
1< (of%’y) < a.

De la minimalité de «, on déduit que (62]‘77)_1 = o, autrement dit, v = a?F~1, O

Théoréme 3.19. Soient a,b deuz entiers positifs impairs. Supposons que l’équation (3.19) posséde
| Soit o = W%/E

damentale de I’équation (3.19) alors o est la solution fondamentale de I’équation de Pell-Fermat
X% —aby?=1.

au moins une solution en entiers strictement positifs (x,y) la solution fon-

Démonstration. Soit € =T + U+ ab la solution fondamentale de I’équation
X2 —aby? =1. (3.26)

D’aprés la proposition 3.17, a? est solution de I’équation de Pell-Fermat (3.26). Par conséquent

1 < e < a?. Supposons que a? # . Posons alors y =ca™!. Onaa ' <y<a, N(y)=1et

y= (T+U\/@> $1\f\/—§y1\/5
(Tzy — Ubyy) Va + (aUzy — Tyy) Vb

= € M.
V2

La minimalité de o entraine que o' < v < 1. D'ott 1 < v~ < . En utilisant encore une fois la

minimalité de a, on en déduit que nécessairement v = 1, ce qui est absurde vu que 1 ¢ S. O

Exemple 3.20. Soit a résoudre l’équation diophantienne

1522 — 37y% = 2. (3.27)
On considere alors l’équation de Pell-Fermat

X2 _555Y2 =1. (3.28)

En développant /555 en fraction continue, on obtient

V555 = [23;1,1,3,1,3,1, 1,46].

Soit e = T + U+/52 la solution fondamentale de ’équation (3.28). Alors d’aprés le théoréme 3.5
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€ = p7y + q7V/555 ot ;;E est la 7¢ réduite de /555.
7

1
L _ 1
qr 1 77
1+
1
1+
1
3+
1
1+
1
3+ ——
) 1
+ 1
On en déduit que € = 1814 + 77/555. D’apres le théoréme 3.19, si 'équation (3.27) posséde une
solution, alors la solution fondamentale o = LW vérifie

o® =& = 1814 + TTV/555.
Donc (x1,y1) est solution du systéme suivant :

1522 4+ 37y? = 2- 1814
1522 — 37y% = 2.

On en déduit que x1 = 11 et y1 = 7. Le nombre o = %\/—27\/? est donc la solution fondamentale

de léquation (3.27).

2n—1
s { (W) el

Intéressons-nous maintenant & ’équation diophantienne
az® — byt =2, (3.29)

ot a et b sont deux entiers positifs impairs. Il est clair que si (z, y) est une solution de I’équation (3.19)
alors (x, y?) est une solution de 'équation aX?—bY? = 2. D’aprés la proposition 3.17, les solutions en
entiers strictement positifs de I'équation a X2 —bY? = 2 sont les termes de la suite (z2n-1, y2n*1)nEN*'
Par conséquent, résoudre 1’équation (3.29) revient & déterminer les indices k impairs tels que y, = 0.
En 1953, Ljunggren [44] montre que I’équation (3.29) posséde au plus deux solutions en entiers
strictement positifs. Plus précisément, il montre le résultat suivant :

Théoréme 3.21 ([45, Theorem L2|). Soient a et b deux entiers positifs impairs. Supposons que

z1v/a+y1vVbh
V2

de l’équation (3.19). Avec les notations précédentes. Si y1 = v ou £ est sans facteur carré, alors

Iéquation (3.19) posséde au moins une solution. Soit alors o = la solution fondamentale

Uéquation y,, = O entraine k =€ ou k = 3¢

En 2001, Luca et Walsh (cf. [45]) améliore ce résultat en prouvant que nécessairement ¢ = 1. Ces

derniers auteurs prouvent le résultat suivant :

Théoréme 3.22 ([45]). Soient a,b deux entiers positifs impairs. Supposons que l’équation dio-
z1v/a+y1vbh
V2

phantienne ax® — by? = 2 posséde au moins une solution, soit alors o = sa solution

fondamentale. Alors, avec les notations précédentes :
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1. Siy; # 0, alors l’équation (3.29) ne posséde pas de solutions.

2. Sty =0 et ys # 0O, alors (x1,/y1) est l'unique solution en entiers strictement positifs de
léquation (3.29).
3. Siyr =0 et ys =0, alors (x1,/y1) et (x3,/y3) sont les seules solutions en entiers stricte-

ment positifs de l’équation (3.29).

Exemple 3.23. Considérons l’équation diophantienne
52 — 3yt = 2.

La solution fondamentale de Uéquation 5X? —3Y? = 2 est

b VoV
==

On en déduit que

r1=1, y1=1, x3=7 et y3=09.
D’apres le théoreme 3.22 (x1,/y1) = (1,1) et (x3,/y3) = (7,3) sont les seules solutions en entiers

strictement positifs de Uéquation 5% — 3y* = 2.

Exemple 3.24. Considérons l’équation diophantienne

322 — 25y% = 2.
Déterminons la solution fondamentale de l’équation diophantienne

3X? - 25Y% = 2. (3.30)
Pour cela, commengons par déterminer la solution fondamentale de ’équation de Pell-Fermat

t2 — 7hu? = 1. (3.31)
En développant /75 en fraction continue, on obtient
V75 = [8;T,1,1,16).

Soit e = T + U+/52 la solution fondamentale de ’équation (3.31). Alors d’aprés le théoréme 3.5,
e = 26 + 3V 75. Par ailleurs, le théoréme 3.19 montre que si I’équation (3.30) posséde une solution,

alors sa solution fondamentale

oo T3S o

_3V3+5
7 ="

V2

Par suite,

5 153v/3+53-5
— 5

(67

On en déduit que
xTrl = 3, Y1 = 1, r3 = 153 et Yy = 53.
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D’apres le théoréme 3.22, (z,y) = (z1,/y1) = (3,1) est lunique solution en entiers strictement

positifs de I’équation 3z — 25y* = 2.

3.5 Nombre de solutions de ’équation y* = px (A:l:2 + 2)

En 2014, A.Toghé [69] a considéré I’équation diophantienne : y? = px(Az? + 2), ot p est un

nombre premier et A est un entier impair supérieur & 2. Il prouve le théoréme suivant.

Théoréme 3.25. Pour tout nombre premier p et tout entier positif impair A > 1, [’équation

diophantienne y? = pr(Ax? 4 2) posséde au plus 7 solutions en entiers strictement positifs.

Dans cette section, on utilisera des propriétés bien connues du symbole de Legendre afin d’amélio-
rer la majoration du nombre de solutions de I’équation diophantienne y? = px(Az? + 2) considérée

dans le théoréme 3.25, et de fournir une preuve partielle de la Conjecture 3.1, d’Alain Togbé [69].

Soient m,n € Z. On dit que m est un résidu quadratique modulo n s’il existe k € Z tel que 'on
ait

m=k* (modn).
Dans ce cas, on dit aussi que m est un carré modulo n.

Définition 3.26. Soient p un nombre premier et n un entier rationnel. Le symbole de Legendre

noté (%) est Uentier défini comme suit :

0 sip divise n,
n
() =4 —1 sin nest pas un résidu quadratique modulo p,

1 sip ne divise pas n et n est un résidu quadratique modulo p.

Le symbole de Legendre ne dépend que de la classe de n modulo p et vérifie les deux propositions

suivantes. On notera I, le corps fini a p éléments.

Proposition 3.27 ([42]). Soit p un nombre premier impair. On a :

()=

Ainsi, —1 est un résidu quadratique modulo p si et seulement si :
p=1 (mod 4).

Démonstration. Supposons que —1 est un résidu quadratique modulo p, alors il existe z € (Fp)*
tel que —1 = 22, Par suite, = est un élément de (F,)* d’ordre 4. D’ott 4 divise p — 1 qui est I'ordre
du groupe (F,)*. Par conséquent p = 1 (mod 4). Supposons que 4 | (p — 1). Comme (F,)" est un
groupe cyclique alors il posséde un élément x d’ordre 4. Autrement dit (22)? = 1 et 22 # 1. D’ou

22 = —1. Ainsi —1 est résidu quadratique modulo p. O

Proposition 3.28 ([42| p.181). Soit p un nombre premier impair. On a

(3)-cree
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Ainsi, 2 est un résidu quadratiqgue modulo p si et seulement si

p=1 (mod8) ou p=7 (mod38).

Démonstration. Soit ¢ une racine primitive 8° de 'unité dans F,. Alors B =1et¢*=—1. Par

suite (72 = —(2. Par conséquent, en posant ¢ = ¢ + (', on obtient :

=+ r2=2

On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si ¢ € F,,. Or

IE‘p:{aEFT;; ap:a}.

Calculons alors ¢P. Sachant que (% =1 et (* = —1 alors
¢ sip=1 (mod8)
o = —(¢71 sip=3 (mod8)
—( sip=5 (mod 8)
1 sip=7 (mod38)

Par conséquent,

sip==£1 (mod38
F=pacray O SPEEL mocd)
—¢ sip=+43 (mod 8)
On en déduit que 2 est résidu quadratique modulo p si et seulement si p = £1 (mod 8). O

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.29 (|29]). Soient p un nombre premier et A > 1 un entier impair. Considérons

[’équation diophantienne

y? = pr (Az* +2). (3.32)

1. Sip =2, alors I’équation diophantienne (3.32) posséde au plus une solution en entiers stric-

tement positifs (z,y)

2. Supposons p impair et (‘T%A) # 1.

(a) Si (A,p) = (7,1) ou (7,7) (mod 8), alors I’équation diophantienne (3.32) posséde au

plus trois solutions en entiers strictement positifs (z,y).

(b) L’équation diophantienne (3.32) posséde au plus une solution en entiers strictement

positifs (x,y) dans tous les autres cas.

3. Supposons p est impair et (%) =1.

(a) Si(A,p) =(1,5), (1,7), (3,3), (5,5), (7,3), ou (7,5) (mod 8), alors I’équation diophan-

tienne (3.32) posséde au plus une solution en entiers strictement positifs (x,y).

(b) Si(A,p)

(1,1), (3,1), (3,7), (5,1), (5,3), ou (5,7) (mod 8), alors I’équation diophan-

tienne (3.32) posséde au plus deux solutions en entiers strictement positifs (z,vy).

(c) Si (A,p) = (1,3) ou (3,5) (mod 8), alors ’équation diophantienne (3.32) posséde au

plus trois solutions en entiers strictement positifs (z,y).
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(d) Si (A,p)=(7,7) (mod 8), alors l’équation diophantienne (3.32) posséde au plus quatre

solutions en entiers strictement positifs (x,y).

(e) Si (A,p) = (7,1) (mod 8), alors l’équation diophantienne (3.32) posséde au plus sic

solutions en entiers strictement positifs (z,vy).

Démonstration. Supposons p = 2 et soit A > 1 un entier impair.

Soient x et y des entiers strictement positifs tels que
y? = 2x(Az? + 2). (3.33)

Alors
2u5(y) = 14 va(x) + va(Az® +2). (3.34)

Si I'on suppose que z est impair, alors Az? + 2 l'est aussi, ce qui contredit la relation (3.34). Donc
va(w) > 1 et vo(Ax? 4 2) = 1. Il vient de la relation (3.34) que vo(7) est nécessairement pair, d’ott
vo(x) > 2 et par suite vo(y) > 2. 1l existe alors des entiers positifs w, z tels que z = 4z et y = 4w.

On obtient alors :
w? = 2(842% +1). (3.35)

Puisque pged(z,8422 +1) = 1, alors il existe des entiers strictement positifs u et v tels que z = u?,

8422 +1 =12 et
v? — 8Aut = 1. (3.36)

D’apres le corollaire 3.8, cette derniére équation posséde au plus une solution (u,v) € N* x N*.

Considérons maintenant le cas ol p est un premier impair et soit A > 1 un entier impair. Soient

x et y deux entiers strictement positifs tels que
y? = pr(Az? +2). (3.37)

On remarque que
1 si x est impair

2 six est pair.

pged(x, Az? +2) = {

On considérera alors deux cas selon la parité de .
Supposons d’abord que x soit pair, alors il existe un entier positif z tel que x = 2z. On obtient

donc :
y? = 4pz(2A2% + 1), (3.38)

Puisque p est premier alors il existe un entier strictement positif w tel que y = 2pw. Ce qui entraine
que :

pw? = 2(242% +1). (3.39)

Or pged(z,2A42% + 1) = 1, donc il existe deux entiers strictement positifs u et v vérifiant 1'une des
conditions suivantes :
ou bien z = pu?, 2422 +1 =02, et

v? — 2Ap*ut =1, (3.40)

ou bien z = u?, 2422 + 1 = pv?, et
pv? — 2Aut = 1. (3.41)
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Supposons maintenant que x soit impair, alors pged(x, Ax? + 2)=1.
Puisque p est premier, il existe alors un entier strictement positif w tel que y = pw.
On obtient alors :
pw? = z(Az® + 2). (3.42)

Or pged(x, Az? + 2) = 1, il existe donc deux entiers strictement positifs u et v vérifiant 'une des
conditions suivantes :

ou bien z = pu?, Az? +2 = v?, et alors :

v? — Ap*ut =2, (3.43)
ou bien z = u?, Az? + 2 = pv?, et alors :

pv? — Aut = 2. (3.44)

Nous allons considérer chacune des équations (3.40), (3.41), (3.43) et (3.44) séparément pour déter-

miner le nombre de solutions en entiers strictement positifs de I’équation diophantienne (3.32).

1. Commencons par 1'équation (3.40). Soit D = 2Ap?, d’aprés le corollaire 3.8, 'équation (3.40)

posséde au plus une solution en entiers strictement positifs (u,v).

2. On peut déduire directement du Théoréme 3.15 que 1’équation (3.41) posséde au plus une
solution en entiers strictement positifs (u,v). Il découle de cette équation que v est impair,
donc v?2 = 1 (mod 8) et que u est pair si et seulement si p = 1 (mod 8). Si p = 3,5, ou
7 (mod 8), alors u est nécessairement impair et dans ce cas p — 24 = 1 ( (mod 8). Par
conséquent, 1'équation (3.41) posséde une solution seulement si (A,p) = (1,1), (3,1), (5,1),
(7,1), (1,3), (5,3), (3,7), ou (7,7) (mod 8). De plus, 'équation (3.41) posséde une solution

seulement si (=24) = 1.

3. D’aprés le théoréme 3.22, 'équation (3.43) posséde au plus deux solutions en entiers stricte-
ment positifs. Supposons que I'équation (3.43) posséde une solution (u,v) en entiers stricte-
ment positifs, D’aprés le lemme 3.16, u et v sont nécessairement impairs. On en déduit que
u* =1 (mod 8), v2 =1 (mod 8) et p? =1 (mod 8). En réduisant la relation (3.43) modulo

8 et modulo p, on obtient :

1-A=2 (mod8)etv?=2 (mod p). (3.45)
Par suite,
2
A=7 (mod 8) et () =1. (3.46)
p
2_
Or (%) = (—1)%1, donc <12;> = 1 si et seulement si p =1 (mod 8) ou p =7 (mod 8). Par

conséquent, 1'équation (3.43) posséde une solution en entiers seulement si (4,p) = (7,1) ou
(7,7) (mod ).

4. D’aprés le Théoréme 3.22; 'équation (3.44) posséde au plus deux solutions en entiers stric-
tement positifs. Supposons que ’équation (3.44) posséde une solution en entiers stricte-
ment positifs (u,v), alors d’aprés le lemme 3.16, u et v sont nécessairement impairs, d’ou
u' = (mod 8) et v2 = 1 (mod 8). En réduisant la relation (3.44) modulo 8 on obtient
p— A =2 (mod 8). Par conséquent, I’équation (3.44) posséde une solution en entiers seule-
ment si (4,p) = (1,3), (3,5), (5,7), ou (7,1) (mod 8).
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Supposons maintenant que I’équation (3.44) posséde deux solutions en entiers strictement

positifs, et soit (a1, b;) la solution, en entiers strictement positifs, minimale de I’équation :

pX? — AY? =2, (3.47)
alors
pai’ — Ab? = 2. (3.48)
Soit
_ CLl\/i)"‘bl\/Z (3 49)
V2o '
d’ou
o = CLS\/]3 + bS\/Z
V2
avec . ) ) .
0y = paj + 3Aa; by ot by — 3a1 pb12+ b1 A. (3.50)
Alors (as, b3) est solution de 'équation (3.47), et vérifie
paz® — Abs® = 2. (3.51)

Puisqu’on a supposé que I’équation (3.44) posséde deux solutions en entiers strictement posi-
tifs, alors, d’apreés le théoréme 3.22, by = [ et by = [. Il existe donc deux entiers strictement
positifs By et Bs tels que :

by = B1? et by = B3’

et
3(112]9312 + 316A = 2B32. (3.52)

En réduisant la relation (3.52) modulo p, on obtient :

BSA=2B2 (mod p).

() - ().
HE)-G)E)

Or (a1, b1) et (as, bg) sont solutions de I’équation (3.47) et par conséquent, d’aprés le lemme 3.16,

par suite,

d’ou

on a
pged (p,b1) =1 et pged(p,bs) = 1. (3.54)

De méme
pged (p, B1) = 1 et pged(p, Bs) = 1.

2

Par conséquent <E;’> = (%) = 1. On en déduit donc que (%) = (%). La réduction

de la relation (3.48) modulo p, donne —Ab? = 2 (mod p). Donc —2A4b? = 4 (mod p). D’out
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24N (82\ _ (4 L 4 o .
(—) (—1) = (5). Comme p est impair alors (5) = 1. D’aprés (3.54), on obtient

-

Les relations (3.53) et (3.55) donnent

Il s’en suit que
p=1 (mod 4),

donc
p=1 (mod8) oup=>5 (modS8).

En conclusion, I’équation (3.44) posséde au plus deux solutions en entiers strictement positifs
seulement si

(A,p) =(3,5) ou (7,1) (mod 8),

et elle posséde au plus une solution en entiers strictement positifs seulement si (A4, p) = (1, 3)
ou (5,7) (mod 8).

. N . . . [ —2A
De plus, I’équation (3.44) posséde une solution en entiers seulement si (T) =1.

Puisque le nombre de solutions en entiers strictement positifs des équations (3.41) et (3.44) dé-
pend de la valeur de (%), nous supposerons d’abord que (7’%‘4) # 1. Alors les équations (3.41)
et (3.44) ne possédent pas de solutions, I’équation (3.40) posséde au plus une solution en entiers
strictement positifs; et (3.43) posséde au plus deux solutions en entiers strictement positifs seule-
ment si (A,p) = (7,1) ou (7,7) (mod 8). Par conséquent si <%fl> # 1, Péquation (3.4) posséde au
plus trois solutions en entiers strictement positifs si (A4,p) = (7,1) ou (7,7) (mod 8), et elle possede
au plus une solution en entiers strictement positifs dans tous les autres cas.

) = 1. Alors I’équation (3.41) posséde au plus une solution en

Supposons maintenant que (—%‘

entiers strictement positifs.

Si A =1 (mod 8), alors ’équation (3.40) posséde au plus une solution, I’équation (3.41) posséde au
plus une solution seulement si p = 1 ou 3 (mod 8), I’équation (3.43) ne posséde pas de solutions,
et I’équation (3.44) posséde au plus une solution en entiers strictement positifs seulement si p = 3
(mod 8).

Si A =3 (mod 8), alors I’équation (3.40) posséde au plus une solution , (3.41) posséde au plus une
solution et seulement si p =1 ou 7 (mod 8), (3.43) ne posséde pas de solutions, et (3.44) possede

au plus deux solutions et seulement si p =5 (mod 8).

Si A =5 (mod 8), alors I’équation (3.40) posséde au plus une solution, (3.41) posséde au plus une
solution et seulement si p = 1 ou 3 (mod 8), (3.43) ne posséde pas de solutions, et (3.44) possede
au plus une solution et seulement si p =7 (mod 8).

Si A =7 (mod 8), alors I’équation (3.40) posséde au plus une solution, (3.41) posséde au plus une

solution seulement si p =1 ou 7 (mod 8), (3.43) posséde au plus deux solutions seulement si p = 1
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ou 7 (mod 8), et (3.44) posséde au plus une solution seulement si p =1 (mod 8). O

Le théoréme suivant donne une majoration du nombre de solutions de 1’équation diophantienne

y? = pr(Az? + 2) dans le cas olt A est un entier pair.

Théoréme 3.30 ([29]). Soit p un nombre premier et soit A > 1 un nombre entier pair. Considérons
[’équation diophantienne

y? = pr(Az? +2) (3.56)

1. St p = 2, alors l’équation diophantienne (3.56) posséde au plus deuz solutions en entiers
= 0 (mod 4) et A # 251785, alors l'équation

diophantienne (3.56) posséde au plus une solution en entiers strictement positifs (x,y).

—2A . .
2. Supposons que (T) %1, ot p est un nombre premier impair.

strictement positifs (x,y). De plus, si A

(a) Si A =0 (mod 4), alors I’équation diophantienne (3.56) posséde au plus une solution

en entiers strictement positifs (x,y).

(b) St A=2 (mod 4), alors I’équation diophantienne (3.56) posséde au plus deuz solutions

en entiers strictement positifs (z,vy).
3. Supposons que (%) =1, ou p est un nombre premier impasir.

(a) Si (A,p) = (0,3) (mod 4), alors l’équation diophantienne (3.56) posséde au plus une

solution en entiers strictement positifs (z,y).

(b) Si (A,p) = (0,1) (mod 4), alors l’équation diophantienne (3.56) posséde au plus deuz

solutions en entiers strictement positifs (z,vy).

(c) Si (A,p) = (2,3) (mod 4), alors I’équation diophantienne (3.56) posséde au plus trois

solutions en entiers strictement positifs (z,vy).

(d) Si(A,p)=(2,1) (mod 4), alors ’équation diophantienne (3.56) posséde au plus quatre

solutions en entiers strictement positifs (z,vy).

Démonstration. Soit (x,y) une solution en entiers strictement positifs de I’équation (3.56). A est
un entier pair supérieur a 1, il existe alors un entier strictement positif A’ tel que A = 2A4’.
Supposons que p = 2, alors
y? =2z(24'2% + 2),

et y est nécessairement pair. Il existe alors un entier strictement positif w tel que y = 2w. On obtient

alors
w? = z(A'z? +1).

Puisque pged(z, A’z? 4+ 1) = 1, il existe alors deux entiers strictement positifs u et v tels que
r=u? A2’ +1=1v?

et
v? — Ayt =1. (3.57)

Cette derniére équation ne posséde pas de solutions si A’ = [ et posséde au plus deux solutions
en entiers strictement positifs d’aprés le théoréme 3.7. De plus, si A’ est pair et A’ # 25 - 1785,
alors d’aprés le corollaire 3.8, ’équation (3.57) posséde au plus une solution en entiers strictement

positifs.
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Supposons que p soit un nombre premier impair, alors 2p | y. Par suite, il existe un entier

strictement positif w tel que y = 2pw. On obtient alors

2pw? = z(A'z? +1).

Puisque pged(z, A’2% + 1) = 1, alors il existe deux entiers strictement positifs u et v tels que
x =2pu?, A'z? +1 =02, et alors :

v? —4A%ut =1, (3.58)
ou xz = 2u?, A'2? +1 = pv? et alors :

pv? — 44t =1, (3.59)
ouxz =u?, A'lz? +1 = 2pv? et alors :

2pv? — Alut =1, (3.60)
ouz = pu?, A'z? +1 = 20? et alors :

20% — Alut = 1. (3.61)

Si A’ = [0, alors 'équation (3.58) ne posséde pas de solutions; sinon elle posséde au plus une

solution en entiers strictement positifs d’aprés le corollaire 3.8.

D’aprés le théoréme 3.15, chacune des équations (3.59), (3.60), et (3.61) posséde au plus une
solution en entiers strictement positifs. I’équation (3.59) posséde au moins une solution seulement
sip=1 (mod 4) et (:}4

> = 1, Péquation (3.60) posséde au moins une solution seulement si A’ est

’

impair et < A
P p

) =1 et ’équation (3.61) posséde une solution seulement si A’ est impair. Puisque

le nombre de solutions des équations (3.59) et (3.60) dépend de la valeur de (7;1 ) = (%),

on supposera d’abord que <_T3A) # 1, et alors les équations (3.59) et (3.60) ne possédent pas de

solutions en entiers strictement positifs.

Si A =0 (mod 4), alors I’équation (3.58) posséde au plus une solution en entiers strictement posi-
tifs, (3.59) ne posséde pas de solution, (3.60) ne posséde pas de solutions et (3.61) ne posséde pas

de solution.

Si A =2 (mod 4), alors I'équation (3.58) posséde au plus une solution en entiers strictement posi-
tifs, (3.59) ne posséde pas de solution, (3.60) ne posseéde pas de solutions et (3.61) posséde au plus

une solution en entiers strictement positifs.

Supposons maintenant que <_T?A> = 1. Alors les équations (3.59) et (3.60) possédent au plus
une solution en entiers strictement positifs.
Si A =0 (mod 4), alors I’équation (3.58) posséde au plus une solution en entiers strictement po-
sitifs, (3.59) posséde au plus une solution et seulement si p =1 (mod 4), (3.60) ne posséde pas de

solution et (3.61) ne posséde pas de solution.
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Si A =2 (mod 4), alors ’équation (3.58) posséde au plus une solution en entiers strictement positifs,
(3.59) posséde au plus une solution et seulement si p = 1 (mod 4), (3.60) posséde au plus une
solution en entiers strictement positifs et (3.61) posséde au plus une solution en entiers strictement

positifs. O

Remarque 3.31. Le théoréeme 3.29 implique que la Conjecture 3.1 est vraie si (A,p) = (1,5), (1,7),
(3,3), (3,5), (5,3), (7,3) ou (7,5) (mod 8).



Chapitre 4

Nombre de solutions de I’équation
Resy. (P(a:),:z:2+sa:+t) =q

4.1 Introduction

Soient
P(z) = am(z — 1) - (z — auy) € Zl2],

ol a,, est entier rationnel non nul et ay, ..., a,, sont les racines de P dans C et

1

Q(z) = zpa" + xp_12" " + -+ 1o € Z[x],

alors le résultant des deux polynémes P et () peut étre défini par

Res,(P(x), Q(x)) = ap, [ [(xnaf + 2n—10) ™" + - + x0). (4.1)
i=1
On consideére ’équation
Res (P(2), Q()) = a, (4.2)

ol a est un entier rationnel non nul donné. On remarque que cette derniére peut étre considérée
comme une équation diophantienne dont les inconnues sont les coefficients du polynéme Q. Plu-
sieurs auteurs ont étudié ce type d’équation. On pourra citer par exemple Wirsing 74|, Fujiwara
[26], Schmidt [64], Schlickewei [63], Pethd [58, 59|, Gydry [37], Evertse et Gydry [25]-[24] et enfin
Gaal [27] qui a prouvé que le nombre de polynémes @, de degré inférieur au degré de P, vérifiant
I’équation (4.2) est fini.

En 1971, Wirsing [74] a montré que si n et m sont des entiers strictement positifs vérifiant

1 1
ml(1+=+...
n<+3+ +2n_1><m,

alors il existe un nombre fini de polynémes @ € Z[z] de degré n vérifiant 1’équation (4.2). Un peu
plus tard, Fujiwara [26] montre que si le polynome P est irréductible dans Q[z] et 2n < m alors
l’équation (4.2) posséde un nombre fini de solutions @) € Z[z| de degré n.

De plus, en 1973, Schmidt [64] montre que la condition d’irréductibilité du polynéme P peut étre
remplacée par la condition que si R € Z[z] est un polynéme non constant divisant le polynéme P

alors deg R > n.

69
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Soient A un sous-anneau de QQ de type fini, ¢ un élément de A non nul et A* le groupe des unités
de A. Si m et n sont deux entiers strictement positifs tels que 2n < m et P € A[z] est un polynéme
de degré m dont toutes les racines sont simples, ne possédant pas de facteur non constant dans A[z]
de degré inférieur ou égal a n, alors Schlickewei [63] a prouvé qu’il n’existe qu'un nombre fini de

polynémes @ € A[z], & un facteur inversible prés, de degré n vérifiant
Resz(P(z),Q(z)) € a- A™.

Gydry [37] a démontré que si Q(x) est un polyndme unitaire, alors la condition m > 2n peut étre
remplacée par la condition m > 2n . En 2002, Gaal [27] a développé un algorithme qui permet
de résoudre I'équation (4.2) quand P € Z[z] est un polynéme irréductible de degré m > 3 et
Q = 22 + x17 + 22 € Z[z]. Récemment, Gaal et Posht [28] ont prolongé le résultat de Gaal a tout
polynoéme unitaire Q € Z[x] de degré n > 2.

En 1887, Runge [61] a montré que si f(x,y) est un polyndéme a coefficients entiers de degré n,
irréductible dans Q[z,y] et que I'équation f(z,y) = 0 posséde une infinité de solutions entiéres,
alors sa partie homogene f*(x,y) de degré n est, & un facteur constant prés, une puissance d’une

forme irréductible.

Ce résultat a été amélioré en 1969 par Schinzel [62] qui prouva que, & un facteur constant prés,

f1(z,y) est une puissance d’une forme linéaire ou d’une forme quadratique non définie.

Dans ce chapitre, on prouve, en utilisant le résultat de Schinzel [62], que pour tout entier rationnel
non nul a, ’équation
Res, (P(z),2° + sz +t) =a

posséde un nombre fini de solutions (s,t) dans Z2.

4.2 Reésultant de deux polynoémes

Soient K un corps commutatif, m et n deux entiers naturels. Considérons deux polynoémes
P(z),Q(z) € K[x] de degrés respectifs m et n.

P(z)=ap+ a1z + -+ apz™
Q(x) =byg+ bz + -+ bpaz"

Pour tout entier naturel £ on pose
Py ={f € Klz];deg f < {}.
Py est un K-espace vectoriel de dimension £. On considére I’application linéaire

gOZIPnXPm —>Pn+m
(f,9) — fP+gQ

On munit P,, x P, de la base (x"_l,()) , (x"_Q,O) .o, (1,0), (O,xm_l) ooy (0,1) et Py, de la

n+m—1
9

base x ..., 1. La matrice de I'application ¢ relativement & ces bases est alors la matrice carrée
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S = (5i) prmeij<ntm 9€ taille n +m ou :

Amij—i sil<j<n et j<i<m+y
Sij = bj—i s1n—|—1<j\n—i—m et j—n<i<]
0 sinon,
autrement dit :
am—1 Qm bp—1 by,
m—1 - - bn—1
0 0
S — al - QA b1 - bn ’
agp ay am—1 by by bn—1
0 ao 0 bo
. . . aq I e bl
0 R ao 0 R

ou les coefficients de P sont reproduits sur n = deg @ colonnes tandis que ceux de @ le sont sur

m = deg P colonnes.

Exemple 4.1. Considérons deuzx polynomes P(x), Q(x) € Klz| de degrés respectifs 3 et 2. Posons
P(z) = ag + a1z + a2x® + azz® et Q(x) = by + byx + bex?. Alors la matrice de Sylvester Sylv,(P, Q)
est donn€ par :

a3 0 by O

ag a3 by ba O

Sylv(P,Q)=| a1 az by b1 by

ap a1 0 by by

0 ag 0 0 by
Les coefficients de P sont reproduits sur 2 = deg @ colonnes tandis que ceux de Q) le sont sur

3 =deg P colonnes.

Définition 4.2 ([41]). Soient K un corps commutatif et P et Q deuz éléments de K|x]. La matrice
S ci-dessus est appelée matrice de Sylvester de P et Q et est notée Sylv, (P, Q). Son déterminant
est appelé résultant de P et Q) et est noté Res, (P, Q). Si deg P = deg Q = 0 alors Sylv,, (P, Q) est la
matrice vide de déterminant Res, (P, Q) = 1. De plus, par convention, Res, (P,0) = Res, (0, P) =0
st P=0oudegP >1 et Res(P,0) =Res (0,Q) =1 si P est de degré 0.
Proposition 4.3. Soient P,Q € K|z| de degrés respectifs m,n >0 et A € K. Alors

1. Resgz(A\, P) = \".

2. Resgy(P,P) =
3. Resz(P,AQ) = A" Res, (P, Q).
4. Resy(P,Q) = (—1)"" Res,(Q, P)

Démonstration. Il suffit d’utiliser les propriétés élémentaires du déterminant. O
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Proposition 4.4. Soient P,Q € K|x] de degrés respectifs m,n > 1. Alors Res,(P,Q) = 0 si, et
seulement s’il existe U,V € K[x], non nuls, de degré respectifs k et { tels que k < n, £ < m et
UP-VQE=0.

Démonstration. Le résultant Res, (P, Q) est le déterminant de la matrice de Sylvester Sylv (P, Q)
qui, rappelons le, est la matrice associée a 'application linéaire ¢ définie de P,, x P, vers P, 4, par
o(f,9) = fP+ gQ. Par conséquent, Res, (P, Q) est nul si et seulement si le noyau de ¢ contient un
élément non nul (U, V). O

On peut en déduire le résultat suivant.

Proposition 4.5. Soient P,Q € K|x| de degrés respectifs m,n > 1. Pour que le résultant Res, (P, Q)

soit nul, il faut et il suffit que, P et Q aient un facteur commun non constant dans K[X].

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, Res, (P, Q) = 0 équivaut a U'existence de U,V €
K[x] non nuls, tels que UP+VQ =0, degU < deg @ et degV < deg P. Supposons que (P, Q) =1
alors 'égalite UP = —V @ entraine que P | V, ce qui contredit degV < deg P. ]

Comme le résultant est une fonction des coefficients des polyndémes P et ), on peut aussi 1'ex-

primer en fonction de leurs racines. On a le résultat suivant.

Théoréme 4.6 ([41, Proposition 8.3] ). Soient K un corps commutatif et m et n deux entiers

naturels. Considérons deux polynomes P(x),Q(x) € Klz| de degrés respectifs m et n. On note

respectivement par o, ..., 0m, Bi, ..., Bn les racines de P et Q dans K. Alors
Res; (P, Q) = ap, H H
i=1j=1

Grace a ce théoréme, on peut déduire la proposition suivante.

Proposition 4.7. Soient K un corps commutatif et f,g,Q € K[x]. Alors

Resz(fg,Q) = Resz(f, Q) Resz (g, Q).

Démonstration. On note respectivement o, . .., ax, B, .., ¢ les racines de f et g dans K et fj, et

gr les coefficients dominants de f et g. Autrement dit,

=
&
I

fe(x —a1) - (x — an),
9(x) = ge(x — B1) - (x — By).
Notons m le degré de @, alors d’apreés le théoréme 4.6,

k

V4
Resy (fg, Q) = (fuge)™ H Q(ov) H Q(5:)
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O

Proposition 4.8. Soient K un corps commutatif, et P et QQ deux éléments de K[xz| de degrés

respectifs m,n > 1. Soit v le reste de la division euclidienne de P par @ alors
Res; (P, Q) = (=1)""b,~48" Res, (Q, 1),

ot by, est le coefficient dominant de Q.

Démonstration. On note 1, ..., 3, les racines de @ dans K. Alors

Res; (P,Q) = (=1)""b [T P (8) = (1" T[] r (8)
J=1 J=1
= (=)™ ! Res,(Q, ).

n bgeg r

D’ou le résultat. O

Le résultant est un outil dont les applications sont multiples. L’une d’elles est le calcul du discri-

minant d’un polynéme.

Définition 4.9. Soit P(x) = amz™ + ...+ ap € K[z]; on appelle discriminant de P [’élément
Dis(P) défini par

. m(m—1) 1 f
Dis(P) = (—1)" 2 — Resz (P, P').

am

Exemple 4.10. Si P(x) = 23 + px + q, alors P'(z) = 322 + p

10300
01030
Sylv,(P,PY=1|p 0 p 0 3
g p 0 pO
0 g 00 p

Par suite
Dis(P) = — det(Sylv, (P, P')) = —4p® — 274>
4.3 Le polynéme R(s,t) = Res,(P(z),z* + sz + 1)

Dans tout ce qui suit, P(z) = apm(z — a1) - (x — a;) est un polynome a coefficients entiers de

degré m ou aq, ...,y les racines de P dans C et R(s,t) le polyndéme défini par :
R(s,t) = Resy(P(x), 2% + sz + t).
Lemme 4.11 ([5]). Soient A(s,t), B(s,t) € Z[s,t] tels que
P(z) = (2 + sz + t)q(s,t, ) + A(s,t)x + B(s,t).

Alors
R(s,t) = B*(s,t) +tA*(s,t) — sA(s,t)B(s,t).
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Démonstration. Soient v, 3 = —s—+ les racines du polynéme 2 + sz -+t dans une cloture algébrique
de Q(s,t). Alors d’aprés le théoréme 4.6 on a

R(s,t) =Res; (22 + sz +t, P(x)) = P(y)P(B)
= (Av+ B)(AB+ B) = tA>+ B? — sAB.

O
Proposition 4.12 ([5]).
R(s,—x? — sx) = P(z)P(—s — z).
Démonstration. D’aprés le théoréme 4.6
m
R(s,t) = al, [] (o + scu + 1)
k=1
Par suite,
m
R(s,—2? — sz) = a2, H (af + say, — 2 — sx)
k=1
m
:Q%H(x—ak)(—x—s—ak)
k=1
m m
= <am H (x — ak)> <am H (—z—s— ak)>
k=1 k=1
= P(z)P (—x — s).
O
Proposition 4.13 ([5]). Il existe une suite unique de polynémes ug (s,t), w1 (S,t),...,um (s,t) @

coefficients dans Z tels que
P(x)P(—s —2) = ug(s,t) +ui(s,t)(x* + sx + 1) + - + um (s, t)(2® + sz + )™,
avec up(s,t) = R(s,t) et up(s,t) = (=1)"a2,.
Démonstration. D’aprés la proposition 4.12
P(z)P(—s — x) = R(s, —x* — sx).

Or, d’apreés le lemme 4.11, R(s,t) € Z[s, t]. Par conséquent, le polynéme R (s, t) s’écrit et de maniére
m

unique sous la forme R(s,t) = > 7;(s)t’ ot pour tout i € {0,...,m},7i(s) € Z[s]. On en déduit

=0
que :

P@@)P(=s =) =} (~1)'ri(s) (2" + sz +1 - t)’

- i (i(;) (—1)ktikm(8)> (2 + sz + t)k )
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I1 suffit alors de poser pour tout k € {0,...,m}, u (t,s) = Z(;) (=D)kti=Fry(s). O
i=k

De cette proposition, on peut déduire immédiatement le résultat suivant.

Proposition 4.14 ([5]). L’équation Res,(P(z), 2 + sz +t) = a posséde une solution (s*,t*) € Z*
si, et seulement si,
P(z)P(—s*—z) —a=0 (mod z*+ s*z +t*).

4.4 L’irréductibilité du polynome R(s,t) —a

Dans cette section, nous allons étudier l'irréductibilité du polynéme R(s,t) —a, ol a est un entier
non nul. Rappelons qu’un polynéme f & coefficients dans un corps commutatif K est dit absolument

irréductible s’il est irréductible sur sa cloture algébrique K.

Théoréme 4.15 ([5]). Soient a un entier non nul, P(x) € Z[z] un polynéme séparable de degré m

et Q(s,x) € Z[s, x| un polynéome de la forme

Q(s,2) = Qns" + Qu1(2)s" ™+ + Qo (),
avecn > 1 et Q, € Z~{0}. Alors le polynome P(x)Q(s,x) — a est absolument irréductible.

Démonstration. Soit A(s,x) = Ap(z)s® + Ap_1(z)s¥ 1 + - + Ag(z) et B(s,z) = By(x)s’ +
By_1(x)s"™' 4+ -+ + By(z) deux polynoémes dans Q[z, s] tels que k > £, k + £ = n et

P(x)Q(s,z) —a = A(s,x)B(s, ). (4.3)
Supposons que £ > 1. En identifiant les coefficients de s7, pour j = 0,1,...,n, on obtient
P(z)Qn, = Ap(x)Be(x)
P(:E)Qn_1($) = Ak(a:)Bg_l(x) + Ak_l(l’)Bg(J}),
B A . (4.4)
P(x)Q](.Z') - E u+v=y Au(ﬂf)Bv(l’), avec j _n_2>"'717
u<k, vl

P(z)Qo(z) —a=Ao(z)Bo(z).

Comme P(z) est un polyndme séparable, alors (Ax(x), Be(z)) = 1. On en déduit, d’apres la se-
conde équation du systéme (4.4), que Ag(x)|Ak_1(z) et que By(z)|By_1(x). On déduit d’apres les
équations suivantes du systéme (4.4) que pour tout j =0,...,ket h =0,...,0 — 1, Ap(x)|A4;(z)
et By(x)|Bp(z). Ce qui contredit la derniére équation du systéme (4.4). Par conséquent ¢ = 0,
autrement dit B(s,x) = B(x) et k = n > 1. En égalant les coefficients de s" et ceux de s” dans

I’équation (4.3), on obtient

0 = B(o) (G- Q0le)An() — Aa(a))

On conclut que B(x) est un polynoéme constant. O

On déduit de ce théoréme les deux corollaires suivants.
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Corollaire 4.16 ([5]). Soit a € Z ~ {0} et P(x) € Z[x] un polynéme séparable, alors le polynome
P(z)P(—s — x) — a est absolument irréductible.
Démonstration. Posons Q(s,z) = P(—s —x). Si P(x) = ap + a1x + - - - appx™ alors
Q(s,x) = Z ai(—s —x)°.
i=0

Par la formule du binéme, on en déduit que

En permutant les deux signes somme on obtient :
m m )
Q) =3 (z oo ;)<—w—k)
k=0 \i=k

Pour tout k € {1,...,m}, posons

m .
Q= ai( ) (-1,
i=k
Alors Qpm, = (—1)"ay,, € Z ~{0}.
On déduit du théoréme 4.15 que le polyndéme P(z)P(—s — ) — a est absolument irréductible. [

Corollaire 4.17 ([5]). Soit a € Z ~\ {0} et P(x) € Z[x] un polyndéme séparable, alors le polynome

R(s,t) — a est absolument irréductible.

Démonstration. Supposons que R(s,t)—a est réductible dans Q[s, ¢]. Alors il existe deux polynomes

non constants f et g a coefficients dans Q tels que

R(Sa t) = f(sa t)g(37 t)'
Or d’aprés la proposition 4.12, R(s, —x? — sx) — a = P(x)P(—s — ) — a, par conséquent
P(z)P(—s —z) —a = f(s,—2® — sx)g(s, —2° — sz).

Ce qui contredit le corollaire 4.16. On conclut que le polynéme R(s, t)—a est absolument irréductible.

O

4.5 Application de la méthode de Runge

Dans cette section, nous utilisons la méthode de Runge pour montrer que, pour tout entier

rationnel non nul a, I’équation
Res, (P(z),2° + sz +t) = a

posséde un nombre fini de solutions entiéres (s, ).

Sif(x,y) = Z” aijz'y’ € Q[z,y] est un polynéme non nul, alors le degré de f est l'entier n défini
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par :
n =max{i +j; a;; # 0}.

Définition 4.18. Soit f(z,y) = >, ; aijz'y’ € Qlz,y] un polynome non nul de degré n. La partie

homogéne de f, notée f*, est le polynome de Q[z,y] défini par :

Fray) =Y aa'y.
i+j=n
Exemple 4.19. Soit f(z,y) =1+ 2 +y + 2zy + 322 — 2% + 23 + 29> — xy? — 22%y. Le polynome
f est de degré 3 et on a
f(x,y) = 2° + 29° — 2y® — 227y,

En 1887, Runge [61] démontre le théoréme suivant.

Théoréme 4.20. Soit f(x,y) un polynome a coefficients entiers de degré n, irréductible dans
Q[z,y]. Si la partie homogéne de f de degré n est réductible dans Qlx,y] mais n'est pas a un
facteur constant prés une puissance d’un polynéme irréductible. Alors ’équation f(x,y) = 0 posséde

un nombre fini de solutions entiéres.
Ce théoréme a été amélioré par Schinzel [62], en 1969.

Théoréme 4.21 (|52, Theorem 21|). Soit F(x,y) € Z[z,y] un polynome de degré n irréductible dans
Qlz,y| et soit F*(x,y) sa partie homogéne de degré n. Si F(z,y) = 0 posséde un nombre infini de
solutions entieres, alors, a un facteur constant prés, F*(x,y) est une puissance d’une forme linéaire

ou d’une forme quadratique irréductible non définie.

Lemme 4.22 ([5]). Soit P(x) € Z[z], R(s,t) = Res;(P(z),2% + sz +t) et RT(s,t) la partie
homogéne de R(s,t) de degré m. Alors

RT(5,t) = am(—s)"P(—t/s),

ot m = deg P et ay, est le coefficient dominant de P.

Démonstration. Soient aq, ..., qy, les racines du polynéme P dans C. On a alors
m
P(z) = ap H(w — ;)
i=1

D’aprés le théoréme 4.6,
m
R(s,t) = Res, (P(z),2° + sz + 1) = a, ]T[(oz,2 + s + t).

Par suite,
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Théoréme 4.23. Soit a € Z~. {0} et P(x) un polynome a coefficients entiers, séparable et de degré
m > 3. Alors l’équation
Res, (P(z),2° + sz +t) =a (4.5)

posséde un nombre fini de solutions entiéres.

Démonstration. Par hypothése, P est un polynéme séparable. Posons F(s,t) = R(s,t) — a, d’aprés
le corollaire 4.17, F'(s,t) est absolument irréductible. Le polynome F'(s,t) est de degré m et sa partie

homogeéne de degré m, FT(s,t), est donnée par
Ft(s,t) = R"(s,1).

D’aprés le lemme 4.22 on a
Fr(s,t) = am(—s)™P (i) , (4.6)

S

ol a,, est le coeflicient dominant de P.

Supposons qu’il existe A, u, v € Z et un entier positif k tels que
F(s,t) = Xpus + vt)~.

Alors, d’aprés la relation (4.6), kK =m et on a
t —t m

amP(x) = ANvx — p)™.

Par suite,

Ce qui contredit I'hypothése de séparabilité de P. On conclut que F*(s,t) ne peut s’écrire, a la
multiplication prés par une constante, comme une puissance d’une forme linéaire.

Supposons maintenant qu’il existe A, u, v,w € Z et un entier positif k tels que
FT(s,t) = Mpus® 4 wst + vt*)*.

Alors, d’apres la relation (4.6), m est pair, k = % et on a

k
2
am P (—2) =\ <,u—w§+y;> .

Par suite
amP(z) = M + wz + va?)k.

Ce qui contredit ’hypothese P séparable. On conclut que F* (s, t) ne peut s’écrire, a la multiplication
prés par une constante, comme une puissance d’une forme quadratique.
Les conditions du théoréme 4.21 sont donc satisfaites et par conséquent, ’équation (4.5) posséde un

nombre fini de solutions entiéres. O

Lemme 4.24. Soit f(x) = P(x)D(z) € Z[z], oo D = pged(f, f). Alors le polynome P est séparable

et f et P possédent les mémes racines.

Démonstration. 11 existe deux polynomes P et @ a coefficients entiers tels que f = DP, f' = DQ

et pged(P, Q) = 1. Soit alors une racine o de P dans C de multiplicité k. Alors il existe un entier
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m tel que a soit racine de f de multiplicité m et racine de f' = D@Q de multiplicité m — 1.
Or pged(P,Q) = 1, donc (z — o)™~ ! divise le polynéme D. Par conséquent f est divisible par
(x — a)™TF=1, Par suite, m + k — 1 < m. Autrement dit & < 1. On conclut que P est un polynoéme
séparable.

Soit « une racine de f de multiplicité m. Supposons que P(a) # 0, alors « est racine de D de

multiplicité m. Par suite (x — «)™ divise f’. Ce qui est absurde. O

Théoréme 4.25 ([5]). Soit b € Z ~ {0} et f(x) € Z[x] possédant au moins trois racines distinctes
dans C. Si deg f — deg (pged (f, f')) = 3 alors l’équation

Res, (f(z),2% +sz+1t) =b (4.7

posséde un nombre fini de solutions entiéres.

Démonstration. Soient D = pged(f, f') et P € Z[z] tel que f = DP. D’apreés la proposition 4.7,
Res,(f(x), 2 + sz +t) = Res, (P(x), 22 + sz + t) Res, (D(x), 22 + sz + t).
Si (s,t) est une solution de 1’équation (4.7) alors il existe un diviseur a de b tel que :
Res, (P(z),2° + sz +t) = a. (4.8)

Or, d’aprés le lemme 4.24, P est un polyndéme séparable, possédant au moins trois racines distinctes,
donc deg P > 3. Par conséquent, d’aprés le théoréme 4.23 1'équation (4.8), posséde un nombre fini
de solutions entiéres. Comme b ne posséde qu'un nombre fini de diviseurs, alors 1’équation (4.7)

posséde, elle aussi, un nombre fini de solutions entiéres. O






Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans cette thése porte sur I’étude combinatoire de suites numériques remar-
quables telles que les suites de nombres de Bernoulli, de Genocchi et de Stirling ainsi que sur
I’étude de certaines équations diophantiennes telles que les équations de Pell-Fermat, les équations
de Cassels et les équations de type résultant.

Dans le chapitre 1, nous avons démontré, en utilisant une méthode symbolique, une identité
combinatoire vérifiée par toute suite de Cesaro. Cette identité nous a permis de généraliser plusieurs
identités concernant les nombres de Bernoulli et de découvrir de nouvelles identités similaires pour
les nombres de Genocchi, les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas.

Dans le chapitre 2, nous avons rappelé la définition des polynémes de Stirling et des polynémes
de Norlund en fournissant un algorithme de calcul rapide de ces polyndémes. Nous avons donné une
expression explicite des coefficients des polynémes de Norlund et des dénominateur communs de
leurs coefficients. On a pu ainsi fournir une factorisation partielle des polynémes de Stirling qui
nous a permis d’apporter une réponse positive & une question posée par D.S. Mitrinovi¢ et R.S.
Mitrinovié [49], relative & une propriété vérifiée par les polynomes de Stirling, restée sans réponse
depuis prés d’un demi-siécle.

Dans le chapitre 3, aprés avoir donné des algorithmes de résolution de certaines équations dio-
phantiennes et rappelé quelques résultats de Ljunggren sur le nombre de solutions de certaines
équations diophantiennes quartiques , nous avons démontré, en utilisant des propriétés du symbole
de Legendre, que I’équation de Cassels y? = px (Aac2 + 2)7 posséde au plus six solutions en entiers
strictement positifs. Nous avons ainsi pu améliorer la majoration du nombre de solutions obtenue
par Alain Togbé [69] et avons prouvé que sa conjecture (voir Conjecture 3.1) a une réponse positive
si (A,p) = (1,5), (1,7), (3,3), (3,5), (5,3), (7,3) ou (7,5) (mod 8).

Enfin, dans le chapitre 4, on a démontré que si P € Z[z] est un polyndme séparable, alors le
polynéme R(s,t) —a = Res,(P,2? + sz + t) — a est un polynéme absolument irréductible. Ce
résultat, sans doute le plus important de ce chapitre 4, nous a permis d’appliquer la méthode
de Runge, en l'occurrence le théoréme 4.21, et ce, pour démontrer, en premier lieu que si P est
un polynome séparable, alors I’équation R(s,t) = a posséde un nombre fini de solutions. Puis de
généraliser ce résultat pour tout polynéme f € Z[x] possédant au moins trois racines distinctes;
autrement dit, f posséde un facteur séparable dans Z[z] de degré supérieur ou égal a 3.

Les résultats obtenus dans cette thése pourraient constituer une base d’un travail qui gagnerait
& étre poursuivi. Plus précisément, les perspectives futures sont 'utilisation systématique du calcul
ombral afin d’élaborer, non seulement de nouvelles identités combinatoires vérifiées par des suites

de nombres, mais aussi d’inédites identités satisfaites par des suites de polyndémes comme la suite
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des polynémes d’Apostol-Bernoulli et la suite des polynémes d’Apostol-Euler. On rappelle que la

et d’Apostol-Euler (€ (z;\)), sont définies

n

suite des polynémes d’Apostol-Bernoulli (B, (z; \))

n

pour A € C, par les séries génératrices exponentielles :

< = 2" 2 © N
memz — Z‘Bn(a@; )\)ﬁ et Wem = Z &, (x5 )\)ﬁ pour A # —1.
n=0 ' n—=0 :

Une perspective des plus intéressantes serait de démontrer la conjecture d’Alain Toghé ou, dans le
cas contraire, exhiber un exemple pour lequel la conjecture n’est pas vérifiée. Nous souhaitons par
la suite étendre notre travail a I’étude d’autres équations de Cassels. Plus généralement, nous nous
intéresserons & 1’étude des équations y? = pr(Az? —2), y? = pr(Az?+1) et y? = pr(Ax?+4), Nous
espérons ainsi améliorer les majorations sur le nombre de solutions en entiers strictement positifs
obtenues par Li et Yuan [79] et Wu et al. [76]. Une perspective, peut-étre un peu lointaine, serait
d’ameéliorer le résultat obtenu en 2001 par Luca et Walsh [45]. En effet, ces derniers auteurs ont
démontré que 1’équation diophantienne y? = nx(x? + 2), posséde au plus 3 - 2¢(n) _ 1 solutions en
entiers strictement positifs, ot w(n) désigne la fonction de Hardy-Ramanujan qui compte le nombre

de facteurs premiers tous distincts de n.

Hardy déclara, a propos de certaines formules (de Ramanugjan) qu’il ne pouvait
comprendre, qu’« un seul coup d’eeil sur ces formules était suffisant pour se rendre
compte qu’elles ne pouvaient étre pensées que par un mathématicien de tout premier
rang. Elles devaient étre vraies, parce que personne n’edt pu avoir l’idée de les conce-
voir fausses. » Hardy aimait classer les mathématiciens sur une échelle de 1 4 100. 1

s’attribuait 25, donnait 30 a Littlewood, 80 a David Hilbert et 100 a Ramanujan.



Bibliographie

[1]

2]

3]

4]

5]

[6]

A. ADELBERG, A finite difference approach to degenerate Bernoulli and Stirling polynomials.,
Discrete Math., 140 (1995), pp. 1-21.

——, Congruences of p-adic integer order Bernoulli numbers., J. Number Theory, 59 (1997),
pp. 374-388.

—, Arithmetic properties of the Néorlund polynomial Bf{r) ., Discrete Math., 204 (1999), pp. 5-
13.

S. AKHTARI, The Diophantine equation ax* — by?> = 1., J. Reine Angew. Math., 630 (2009),
pp. 33-57.

S. A. ALKABOUSS, T. GARICI, AND J. LARONE, On the equation Res,(P(x), 2%+ sz +1t) = a,
Int. J. Number Theory, 14 (https ://doi.org/10.1142/S1793042118500653, 2018), pp. XX—XX.

F. BENCHERIF AND T. GARICI, Suites de Cesaro et nombres de Bernoulli, Publ. Math. Be-
sangon Algeébre Théorie Nr., 2012/1 (2012), pp. 19-26.

[7] ——, On a property of Stirling polynomials., Publ. Inst. Math., Nouv. Sér., 102 (2017), pp. 149—

18]

19]

[10]
[11]
[12]

153.

M. BHARGAVA, The factorial function and generalizations., Am. Math. Mon., 107 (2000),
pp. 783-799.

V. BOUNIAKOWSKY, Note sur [’emploi des procédés élémentaires du Calcul Intégral dans des
questions relatives a I’Analyse de Diophante., Bull. de St. Pétersb., 11 (1853), pp. 65-74.

L. CARLITZ, Bernoulli numbers, Fib. Quart, 6 (1968), pp. 71-85.
J. CASSELS, A Diophantine equation., Glasg. Math. J., 27 (1985), pp. 11-18.

J.-L. CHABERT, Une caractérisation des polynémes prenant des valeurs entiéres sur tous les

nombres premiers., Can. Math. Bull., 39 (1996), pp. 402—407.

[13] ——, Integer-valued polynomials on prime numbers and logarithm power expansion., Eur. J.

[14]

[15]

[16]

Comb., 28 (2007), pp. 754-761.

C. CHANG AND C. HA, On identities involving Bernoulli and Fuler polynomials., Fibonacci
Q., 44 (2006), pp. 39-45.

C. A. CHARALAMBIDES, FEnumerative combinatorics., Boca Raton, FL : Chapman &
Hall/CRC, 2002.

J. CHEN AND P. VOUTIER, Complete solution of the diophantine equation X? +1 = dY* and
a related family of quartic Thue equations., J. Number Theory, 62 (1997), pp. 71-99.

83



84

[17]

K.-W. CHEN, A summation on Bernoulli numbers., J. Number Theory, 111 (2005), pp. 372—
391.

[18] L. CHEN, On the Diophantine equation y*> = px(z* + 2)., Acta Math. Sin., Chin. Ser., 53
(2010), pp. 83-86.

[19] W. Y. CHEN AND L. H. SuN, Extended Zeilberger’s algorithm for identities on Bernoulli and
Euler polynomials., J. Number Theory, 129 (2009), pp. 2111-2132.

[20] J. CIGLER, ¢-Fibonacci polynomials and q-Genocchi numbers, arXiv preprint arXiv :0908.1219,
(2009).

[21] L. COMTET, Analyse combinatoire. Tome 2. (Combinatorial analysis. Vol. 2). Le mathémati-
cien. 5. Paris : Presses Universitaires de France. 190 p. 20 F. (1970)., 1970.

[22] ——, Analyse combinatoire approfondie, Ed. Techniques de I'Ingénieur, 2003.

[23] L. E. DICKSON, History of the theory of numbers. Vol. II : Diophantine analysis. Reprint of
the 1920 original published by Carnegie Institution, Washington, DC., Mineola, NY : Dover
Publications, reprint of the 1920 original published by carnegie institution, washington, dc ed.,
2005.

[24] J.-H. EVERTSE, Lower bounds for resultants. II., in Number theory. Diophantine, computa-
tional and algebraic aspects. Proceedings of the international conference, Eger, Hungary, July
29—August 2, 1996, Berlin : de Gruyter, 1998, pp. 181-198.

[25] J.-H. EVERTSE AND K. GYORY, Lower bounds for resultants. I., Compos. Math., 88 (1993),
pp. 1-23.

[26] M. FUJIWARA, Some applications of a theorem of W. M. Schmidt., Mich. Math. J., 19 (1972),
pp. 315-319.

[27] 1. GAAL, On the resolution of resultant type equations., J. Symb. Comput., 34 (2002), pp. 137
144.

[28] I. GAAL AND M. POHST, Solving resultant form equations over number fields., Math. Comput.,
77 (2008), pp. 2447-2453.

[29] T. GaRrici, O. KIHEL, AND J. LARONE, The number of solutions to y? = px(Az? + 2), Publ.
Inst. Math., Nouv. Sér., (to appear).

[30] M. B. GELFAND, A note on a certain relation among Bernoulli numbers, Baskir. Gos. Univ.
Ucen. Zap. Vyp, 31 (1968), pp. 215-216.

[31] A. GERARDIN, Solution de l’équation x3 + y3 + 2% = u? (question 3129, de E. N. Barisien,).
Interméd. des math. 23, 7-8, 1916.

[32] I. M. GESSEL, Applications of the classical umbral calculus., Algebra Univers., 49 (2003),
pp- 397-434.

[33] ——, On Miki’s identity for Bernoulli numbers., J. Number Theory, 110 (2005), pp. 75-82.

[34] I. M. GESSEL AND R. P. STANLEY, Stirling polynomials., J. Comb. Theory, Ser. A, 24 (1978),

pp. 24-33.



[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]
[42]
[43]

[44]

[45]

[46]

147]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

85

R. L. GRAHAM, D. E. KNUTH, AND O. PATASHNIK, Concrete mathematics : a foundation for

computer science. 2nd ed., Amsterdam : Addison-Wesley Publishing Group, 2nd ed. ed., 1994.

R. M. GURALNICK AND M. LORENZ, Orders of finite groups of matrices., in Groups, rings
and algebras. A conference in honor of Donald S. Passman, Madison, WI, USA, June 10-12,
2005, Providence, RI : American Mathematical Society (AMS), 2006, pp. 141-161.

K. GYORY, Some applications of decomposable form equations to resultant equations., Colloq.

Math., 65 (1993), pp. 267-275.

C. JORDAN, Calculus of finite differences. Budapest : Hungarian Agent Eggenberger Book-
Shop. XXI, 654 p. (1939)., 1939.

M. KANEKO, A recurrence formula for the Bernoulli numbers., Proc. Japan Acad., Ser. A, 71
(1995), pp. 192-193.

A. KHINCHIN, Continued fractions. Chicago and London : The University of Chicago Press.
xi, 95 pp. (1964)., 1964.

S. LANG, Algebra, New York, NY : Springer, 3rd revised ed., 2002.
A. M. LEGENDRE, FEssai sur la théorie des nombres., Duprat,Paris, 1797.

G. Liu AND H. M.SRIVASTAVA, Ezplicit formulas for the Norlund polynomials B,({T) and ng).,
Comput. Math. Appl., 51 (2006), pp. 1377-1384.

W. LJUNGGREN, Ein Satz iiber die diophantische Gleichung Ax? — By* = C (C = 1,2,4). 12.
Skand. Mat.-Kongr., Lund 1953, 188-194 (1954)., 1954.

F. LucA AND P. WALSH, Squares in Lehmer sequences and some Diophantine applications.,
Acta Arith., 100 (2001), pp. 47-62.

E. Lucas, Théorie des nombres. Tome I : Le calcul des nombres entiers. Le calcul des nombres

rationnels. La divisibilite arithmétique., Gauthier-Villars, Paris, 1891.

H. MINKOWSKI, Zur theorie der positiven quadratischen formen., J. Reine Angew. Math., 101
(1887), pp. 196-202.

D. S. MITRINOVIC AND R. S. MITRINOVIC, Sur les polynémes de Stirling., Bull. Soc. Math.
Phys. Serbie, 10 (1958), pp. 43-49.

—, Tableaux qui fournissent des polynémes de Stirling., Publ. Fac. Electrotech. Univ. Bel-

grade, Ser. Math. Phys., 34 (1960), pp. 1-23.

— Sur une classe de nombres se rattachant aux nombres de Stirling. Appendice : Table des

nombres de Stirling., Publ. Fac. Electrotech. Univ. Belgrade, Ser. Math. Phys., 60 (1961), p. 62.

H. MOMIYAMA, A new recurrence formula for Bernoulli numbers., Fibonacci Q., 39 (2001),
pp. 285-288.

L. J. MORDELL, Diophantine Equations, Pure and Applied Mathematics, Elsevier Science,
1969.

S. NARUMI, On a power series having only a finite number of algebraico-logarithmic singulari-

ties on its circle of convergence., Tohoku Math. J., 30 (1929), pp. 185-201.



86

[54]

N. NIELSEN, Recherches sur les polynomes et les nombres de Stirling., Annali di Mat. (3), 10
(1904), pp. 287-318.

[55] ——, Recherches sur les polynémes de Stirling, Hovedkommissionaer : Andr , Hovedkommis-

sionaer : Andr. Fred. Hgst & Son, Kgl. Hof-Boghandel, Bianco Lunos Bogtrykkeri, Kgbenhavn,
Denmark, (1920).

[56] ——, Traité élémentaire des nombres de Bernoulli. Paris : Gauthier-Villars, x, 398 p. 8° (1923).,

[57]

[58]

1923.

N. E. NORLUND, Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. (Die Grundlehren der mathemati-
schen Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Bd. 13.). Berlin : J. Springer, IX u. 551 S. 8°
(1924) ; Reprinted by Chelsea Publishing Company, New York., 1954.

A. PETHO, Application of Grébner bases to the resolution of systems of norm equations., in
ISSAC '91. Proceedings of the 1991 international symposium on Symbolic and algebraic com-
putation. Bonn, Germany, July 15-17, 1991, New York, NY : ACM Press, 1991, pp. 144-150.

[59] ——, Systems of norm equations over cubic number fields., Grazer Math. Ber., 318 (1993),

[60]
[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

|68]

[69]

[70]

pp. 111-120.
G.-C. RoTA, The number of partitions of a set., Am. Math. Mon., 71 (1964), pp. 498-504.

C. RUNGE, Ueber ganzzahlige Lisungen von Gleichungen zwischen zwei Verdnderlichen., J.

Reine Angew. Math., 100 (1887), pp. 425-435.

A. SCHINZEL, An improvement of Runge’s theorem on diophantine equations. Commentarii

Pontif. Acad. Sci. 2, No.20, 9 p. (1969)., 1969.

H. P. SCHLICKEWEI, Inequalities for decomposable forms., Astérisque, 41-42 (1977), pp. 267—
271.

W. M. SCHMIDT, Inequalities for resultants and for decomposable forms. Diophantine Approx.
Appl., Proc. Conf. Washington 1972, 235-253 (1973)., 1973.

I. SCHUR, Uber eine Klasse von endlichen Gruppen linearer Substitutionen., Berl. Ber., 1905
(1905), pp. 77-91.

N. J. SLOANE ET AL., The on-line encyclopedia of integer sequences. URL
https ://oeis.org/,[Online|, 2017.

J. STIRLING, Methodus differentialis, sive Tractatus de summatione et interpolatione serierum

infinitarum. Auctore Jacobo Stirling, RSS, prostat apud J. Whiston & B. White, in Fleet-street,
1764.

G. TENENBAUM, Introduction & la théorie analytique et probabiliste des nombres., Paris : So-

ciété Mathématique de France, 2éme éd. ed., 1995.

A. TOGBE, A note on the Diophantine equation y*> = px(Ax? + 2)., Afr. Mat., 25 (2014),
pp- 739-744.

A. TOGBE, P. VOUTIER, AND P. WALSH, Solving a family of Thue equations with an appli-
cation to the equation x> — Dy* = 1., Acta Arith., 120 (2005), pp. 39-58.



87

[71] C. TWEEDIE, The Stirling numbers and polynomials, Proc. Edinb. Math. Soc., II. Ser., 37
(1918), pp. 2-25.

[72] A. vON ETTINGSHAUSEN, Vorlesungen tber die hohere Mathematik, vol. 1, C, Gerold, Vienna,
1827.

[73] P. L. vON SEIDEL, Uber eine einfache Entstehungsweise der Bernoullischen Zahlen und einiger
verwandten Reihen, Sitzungsberichte der Miinch, Akad. Math. Phys. Classe, 7 (1877), pp. 157
187.

[74] E. A. WIRSING, On approzimations of algebraic numbers by algebraic numbers of bounded
degree. 1969 Number Theory Institute, Proc. Sympos. Pure Math. 20, 213-247 (1971)., 1971.

[75] K.-J. Wu, Z.-W. SuN, AND H. PAN, Some identities for Bernoulli and Euler polynomials.,
Fibonacci Q., 42 (2004), pp. 295-299.

[76] W. Wu, A. ToGBE, B. HE, AND S. YANG, On the number of solutions of the Diophantine
equation y? = nz(Az? £ C), S. Pac. J. Pure Appl. Math., 2 (2013), pp. 1-16.

[77] S. Y. YAN, Number theory for computing., Berlin : Springer, 2000.

[78] P. YUAN, Rational and algebraic approzimations of algebraic numbers and their application.,
Sci. China, Ser. A, 40 (1997), pp. 1045-1051.

[79] P. YUAN AND Y. L1, On the Diophantine equation y*> = px(Ax? —2)., JP J. Algebra Number
Theory Appl., 14 (2009), pp. 185-190.

[80] ——, Squares in Lehmer sequences and the Diophantine equation Ax* — By? = 2., Acta Arith.,

139 (2009), pp. 275-302.



Index

A
Apostol-Bernoulli, polynémes de ......... 82
Apostol-Euler, polynémes de ............. 82
B
Base binomiale ................. ... ... 22,27
Bell, nombresde .......................... 8
Bernoulli
nombres de ....... 5, 8, 15, 16, 30, 34, 81
nombres généralisés de ........... 21, 31
polynémede ........... ... ... L. 17
C
Calcul ombral ......................... 5, 16
Cassels, équation de ............. 5, 6, 45, 81
Cesaro, suite de ..... 7-10, 12, 13, 15, 17, 18
Cloture algébrique ....................... 74

Coefficient dominant

Coefficient multinomial ................... 35
Courbe elliptique .................. 6, 45, 46
D

Discriminant ..................oooii... 73
Division euclidienne .................. 39, 73
E

Equation aux différences finies ............ 27
Equation de type resultant ............... 81
F

Factorielle décroissante ......... 5, 12, 21, 22
Fibonacci, nombres de ........... 5, 8, 18, 81
Formule du bindéme généralisée ....... 22, 23

Fraction continue

.......... 47-50, 54, 57, 59

G

Genocchi, nombres de .......... 8,15, 17, 81

88

L
Legendre
formulede ................ ... ..., 37, 41
symbolede .................. 4, 6, 60, 81
Lucas, nombres de ................. 8, 18, 81
M
Minkowski, nombres de ................... 38
N
Narumi, polynémes de ................... 35
Norlund, polynémes de 5, 6, 21, 30-32, 35, 39
Norme .........ooviiiiiiii i, 50, 51, 55
O
Opérateur de différence finie .............. 24
P
Pell-Fermat, équation de 5, 46, 47, 49, 52, 54,
57, 59
Pell-Fermat, équationde ................. 81
Poids d’un vecteur .................... 35, 36
Polynome
absolument irréductible ....... 75, 76, 78
partie homgéne ............... 70, 77, 78
primitif ... 5, 21, 37-39, 41
séparable ................. 75, 76, 78, 79
Polynéme binomial ....................... 22
R
Réduite ............. ... .. 48, 49, 53, 54, 58
Relation de
Carlitz ... 16
Carlitz ... 5
Chenet Sun ......................... 16
Ettingshausen ........................ 16



Gelfand ...l 16
Kaneko .......... ... ... .. ... ... 5, 10
Momiyama ............cooviiiii... 5, 16
Seidel ... 17
Résultant .................... 5, 6, 69, 71-73
S
Série génératrice exponentielle .. 7, 8, 15, 17,
18, 23
Solution fondamentale ............. 47, 49-59
Solution minimale voir Solution fondamentale
Stirling
polynémes de 5, 6, 21, 22, 24, 26-28, 32,
39, 40
nombres de, de 1 espéce ... .. 5, 21-23
nombres de, de 2"¢ espéce ........... 22
nombresde .......................... 81
Suites autoduales ....... voir Suite de Cesaro
Sylvester, matrice de ................. 71,72
U
Unité fondamentale ............ voir Solution
fondamentale
A%
Valuation p-adique ................... 36, 50
Z

Z-module libre ....................... 51, 55

89






USTHB
Faculté de Mathématiques
le 9 MARS 2018



