N d’ordre :10,/2015-D/MT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEURE ET
DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE HOUARI BOUMEDIENE
Faculté de Mathématiques

THESE DE DOCTORAT EN SCIENCES
Présentée pour I'obtention du grade de Docteur
en : MATHEMATIQUES

Spécialité : Algebre et Théorie des Nombres
Par :
Abdelmouméne ZEKIRI Sujet :

Propriétés combinatoires de suites
polynomiales classiques

Soutenue publiquement le 02/07/2015 & 10H devant le jury composé de :

M. BEBBOUCHI Rachid Professeur a P’USTHB Président

M. BENCHERIF Farid Professeur a 'USTHB Directeur de thése
M. BELGHABA Kacem Professeur a ’Université d’Oran 1 Examinateur

M. BOUROURBI Sadek Professeur a ’'USTHB Examinateur

M. DERBAL Abdallah Professeur a ’ENS Kouba Examinateur

M. KIHEL Omar Professeur a Université de Brock Examinateur



« Cest grace a une poignée de grands hommes, dignes de la gloire que [’histoire leur réserva
(comme Fermat, Lagrange, Legendre), que nous pouvons aujourd’hui accéder aux merveilles
de cette science divine ; ils ont su montrer toutes les richesses qu’elle renfermait. »

Carl Friedrich Gauss



Remerciements

Je voudrais tout d’abord remercier respectueusement le professeur BEBBOUCHI Rachid
pour m’avoir fait I’honneur de présider le jury de cette thése. Je remercie le Professeur
BENCHERIF Farid pour m’avoir initié¢ au Nombres de Bernoulli et surtout avoir permis de
découvrir le mystére de leur ubiquité et la magie qui les entoure.

Je souhaiterais témoigner mon plus profond respect et mon infinie gratitude aux professeurs
BELGHABA Kacem, BOUROUBI Sadek, DERBAL Abdellah et KIHEL Omar pour avoir
eu la patience et surtout la gentillesse d’avoir bien voulu accepter d’examiner ce travail.
Enfin je ne saurais oublier d’avoir une pensée émue pour mon collégue et ami

AIDER Abdelkader qui nous a malheureusement quittés le ler octobre 2013.



Table des matiéres

Notations
Introduction

1 Histoire des nombres de Bernoulli

1.1 Imtroduction . . . . . . . . .. ...

1.2 Les grandes étapes dans la détermination de S,,,(n) . . . . . ... ...

1.3 Importance des nombres de Bernoulli . . . . . . ... ... ...

2 Algébre d’opérateurs sur C [z]
2.1 Introduction . . . . .. .. ... ..

2.2 Algebre C|[[2]] des séries formelles .

2.2.1 Opérations définies dans C[[z]] . . . . .. .. ... ... ... ... ..

2.2.2  Séries génératrices associées a une suite de nombres ou de polyndémes

2.2.3 Suites de polynoémes de type binomial . . . . . ... ...

2.3 Algebre End(C[z]) et delta-opérateurs . . . . . . . . .. ... ... ... ...

2.3.1 Définitions des différents opérateurs linéaires . . . . . . . . . . . .. ..

2.3.2 Opérateurs de composition, delta-opérateurs . . . . . . . . .. ... ..

2.3.3 Suite de Sheffer, suite d’Appell, suite basique d’un delta-opérateur . . .

2.4 Généralisation de la formule de Taylor . . . . .. ... ... ... ... .. ..

2.4.1 Caractérisation des opérateurs de composition . . . . . . . .. ... ..

2.5 Propriétés et inversion d’opérateurs

3 Suites polynomiales classiques

iv

10
18

19
19
19
20
21
22
22
22
24
29
31
35
38

41



3.1 Imtroduction . . . . . . . ..
3.2 Nombres et polynémes de Stirling . . . . . . .. . ... ... ... ... .. ..
3.3 Polynomes et nombres de Bernoulli . . . . . ... ... ... ... ... ...
3.3.1 Définition et relations de récurrence . . . . . . . .. ... ...
3.3.2 Séries génératrices exponentielles . . . . . ... ..o
3.3.3 Propriétés des nombres et polynéomes de Bernoulli . . . . . . .. .. ..
3.3.4 Formules de Faulhaber et formules d’Euler-MacLaurin . . . . . . . ..
3.3.5  Formules explicites des polynémes et nombres de Bernoulli . . . . . . .
3.3.6 Formules explicites du n-iéme polynéme de Bernoulli . . . . . .
3.4 Polynomes et nombres d’Euler . . . . . . .. ..o

3.4.1 Définition et relations de récurrence pour les polynémes
d’Euler . . . . . .

3.4.2  Formules explicites pour les polyndémes et les nombres
d’Euler . . . . ..

3.5 Relations entre polynémes de Bernoulli et polynéomes d’Euler . . . . . . . . ..
3.6 Nombres et polynéomes de Genocchi . . . . . . . ... ...
3.7 Polynomes de Norlund . . . . . .. .00
3.8 Nombres et polynémes de Fibonacci et de Lucas . . . . . ... ... ... ...
3.9 Polynomes de Tchebychev . . . . . .. ... oo
3.10 Polynomes d’Hermite . . . . . . . . . . . . ..

Identités combinatoires

4.1 Introduction . . . . . . . ..

4.2 Preuve du théoreme 4.1 . . . . . . . ..o

4.3 Preuve du théoréme 4.3 . . . . . ..

4.4 Applications du théoréme 4.3 . . . . . . ...
4.4.1 Identités pour les polynoémes de Bernoulli, d’Euler et de Genocchi . . .
4.4.2 Identités pour les polynoémes de Fibonacci et de Lucas . . . . . . . ..

4.4.3 Identités pour les nombres de Fibonacci, de Lucas, de Jacobsthal et de
Jacobsthal-Lucas . . . . . . . ... ...

i



4.4.4

4.4.5
4.4.6
4.4.7

Identités pour les polynémes de Tchébychev de premiére et de seconde
ESPECE . . . e e e e

Identité pour les polynéomes d’Hermite . . . . . . .. . .. .. .. ...
Identités vérifiées par les polynémes de Stirling . . . . .. .. ... ..

Identités vérifiées par les polynéomes de Norlund . . . . . . . . .. . ..

5 Calculs effectifs

5.1 Introduction . . . . . . . . .

5.2 Les formules classiques . . . . . . . ...

5.3 Utilisation de la Formule de Von Staudt et Clausen. . . . . . . . . . .. .. ..

5.3.1
5.3.2
5.3.3
5.3.4

Conclusion

Preuve du Théoréme de Von Staudt et Clausen . . . . . . . . ... ..
Exemples numériques . . . . . . . ...
Conséquences . . . . . . . .

Algorithme de Kevin J.Mac Gown (25.09.2011) . . . ... ... .. ..

Annexe 1 : Quelques commandes MAPLE

Annexe 2 : Auteurs cités

iii

84
84
85
86
88
38
89
90

92

94

95



Notations
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N ={0,1,2,...} : ensemble des entiers naturels.

N* = {1,2,...} : ensemble des entiers naturels non nuls.
Z  : ensemble des entiers rationnels.

Q : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

Q ((p) : p-iéme corps cyclotomique .

H, : p— rang du groupe des classes d’idéaux de Q (Cp) .

End(C[z]) : anneau des endomorphismes du C-espace vectoriel C [z].

. D =C [[D]] : algebre des opérateurs de composition sur le C-espace vectoriel C [z].
. Del(C[z] ) : ensemble des delta-opérateurs du C-espace vectoriel C [z].

. 0 : notation générique pour un delta-opérateur.

. 0;; : symbole de Kronecker valant 1 si ¢ = j et 0 sinon.

. [2"] P(z) : terme de degré n du polynéme P.

. deg(P(x)) : degré du polynéome P(z).

. val(S(z)) : valuation de la série formelle S(z).

. Z (n) : désigne I'anneau des n-entiers .
.a=,b:PouracQetbecQetnecN* n>2 a=,bsignifie aussi que a —b € nZ ().
. Clz] : C-espace vectoriel C [z] des polyndmes a coefficients complexes.

. C [[z]] : Talgebre des séries formelles .

. Gy [[#]] : I'ensemble des séries formelles de valuation égale a 1

. End(C [z] : algébre des endomorphismes du C -espace vectoriel C [z] .

. Tq : Vopérateur de translation par a (pour a € C).

. I : lopérateur identité.

E : Vopérateur d’avance.
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: Popérateur de dérivation.

D
A : le premier opérateur de différence finie.
V : le deuxiéme opérateur de différence finie.
T : I'opérateur d’intégration.

J : lopérateur de Bernoulli.

L : opérateur de moyenne ou opérateur d’ Euler.
B,(x) : n-iéme polynéme de Bernoulli.

E,.(z) : n-iéme polynéme d’Euler.

By, : le n-iétme nombre de Bernoulli : B, = B,(0).

E, : le n-iéme nombre d’Euler : E, = 2"E,(3) .

b, : le n-iéme nombre de Bernoulli de seconde espéce.
¢y © le n-iéme nombre de Cauchy, ¢, = nlb,

Gn(x) : n-iéme polynéme de Genocchi.

G, : n-iéme nombre de Genocchi.

Un(x,y) : n-iéme polynome de Fibonacci.

F,, : n-iéme nombre de Fibonacci.

Va(x,y) : n-iéme polynéme de Lucas.

L,, : n-iéme nombre de Lucas.

Un(z,y) : n-iéme polynéme de Fibonacci.

P, : n-iéme nombre de Pell.

@, : n-itme nombre de Pell-Lucas.

J, : n-iéme nombre de Jacobsthal.

Jn : n-iéme nombre de Jacobsthal-Lucas.

U, () : n-iétme polyndéme de Tchébychev de premiére espéce.

Vo(x) : n-iéme polynéme de Tchébychev de seconde espéce.

H,(x,y) : n-iéme polyndéme d’ Hermite.
o(x) : n-iéme polynéme de Stirling.

B : n-ieme polynoéme de Norlund.

s(n, k) : nombre de Stirling de premiére espéce ( signé ).

m : nombre de Stirling de premiére espéce non signé.

{Z} :nombre de Stirling de seconde espéce, ce nombre est aussi souvent noté S(n, k).

a2 :=z(x —1)(x —2)---(r —n+ 1) : puissance factorielle descendante .
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2" =z(x+1)(x+2) - (x +n—1) : puissance factorielle montante .

[z] : désigne la partie entiére d’un nombre réel x, i.e. 'unique entier rationnel & vérifiant :
r—1<k<uz.

— . 3 n 3 "
Y ico = 0 : par convention ( "somme vide" ).

H =1 : par convention ( " produit vide " ).
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Introduction

« Toute la suite des hommes, pendant le cours de tant de siecles, doit étre considérée comme
un méme homme qui subsiste toujours et qui apprend continuellement. »

Blaise Pascal,

Préface pour le Traité du vide, 1663.

Ce travail a pour théme I’étude d’identités vérifiées par des suites de nombres et de poly-
nomes remarquables telles que les suites de nombres et polyndémes de Bernoulli, d’Euler, de
Genocchi, de Fibonacci, Lucas, Pell-Lucas,Jacobsthal,Jacobsthal-Lucas. Nous avons établi de
nombreuses nouvelles identités pour ces suites et avons simplifié la preuve de certaines autres
déja découvertes; par ailleurs, certaines nouvelles formules explicites ont été établies.

La suite des nombres de Bernoulli et la suite des polyndémes de Bernoulli ont une histoire
particuliére ; elles interviennent dans de nombreuses branches des Mathématiques et de la
Physique, et trés souvent de maniére inattendue pour ne pas dire mystérieuse... Précisons
d’abord qu’il s’agit ici des nombres de Jacques Bernoulli (1654-1705) , ainsi baptisés par A.
De Moivre et des polynomes de Daniel Bernoulli (1700-1782); le terme de "polynomes de
Bernoulli" ne fut introduit qu’en 1851 par J.-L. Raabe (|132]). D’une part, ces deux suites
viennent mettre un terme a plus de vingt siécles de recherche d’une formule générale satis-
faisante donnant la somme des puissances m-iémes des n premiers entiers naturels. D’autre
part, la suite des nombres de Bernoulli intervient aussi dans de nombreuses relations, la ol
on ne pouvait pas, a priori, soupgonner leur présence comme les valeurs de la fonction ¢ de
Riemann aux points d’abcisses entiéres. Ainsi, Euler qui fut le premier & avoir déterminé la
valeur de ((2) = > 07, #, en prouvant que ((2) = %2, montra aussi que g = % eQ
,pour tout entier & > 1. Selon Nielsen [122], Euler mit plus de dix ans & s’apercevoir que les
nombres ¢, étaient en fait rationnellement liés aux nombres de Bernoulli.

Nous nous sommes attachés a retracer d'un point de vue historique la genése de la suite des
nombres de Bernoulli. Ce travail a ainsi nécessité I’étude d’une bibliographie trés importante.
En effet, pour le réaliser, nous avons di consulter de nombreux documents dont certains trés
anciens et d’autres qui, bien que plus récents, ont été tout aussi difficiles a consulter, comme
certains manuscrits de la bibliothéque numérique " Gallica ".



Ce préambule historique consiste & retracer briévement une aventure qui a débuté avec
Pythagore, il y a de cela plus de 25 siécles et qui s’est poursuivie avec Archiméde puis avec
d’illustres autres mathématiciens tels que Aryabatha, Ibn el Haytham, Fermat, Pascal et
bien d’autres - qui ne sont pas toujours cités dans la littérature-, et ce, bien qu’ils aient
apporté une contribution trés appréciable dans I’étude des sommes des puissances d’entiers.
Nous verrons, dans cette thése, que de nombreuses relations concernant en particulier les
nombres de Bernoulli ont été découvertes et redécouvertes a plusieurs reprises par de nombreux
mathématiciens qui souvent, ont cru avoir été les premiers & les découvrir. Ainsi, pour citer
un exemple, parmi beaucoup d’autres, le Théoréme de Von Staudt et Clausen a été établi en
méme temps ( 1840 ) et indépendamment par ses deux auteurs [146], [47].|

En fait, les nombres de Bernoulli, eux-mémes, ont été découverts, bien avant le suisse Jacques
Bernoulli (1654-1705), par le mathématicien japonais Takakazu Séki Kowa (1642-1708). Cu-
rieusement, presqu’au méme moment, ces deux auteurs, & quelques mois d’intervalle, ont,
chacun de son coté, publié leurs travaux dans des ouvrages posthumes et dans des régions du
monde bien éloignées I'une de I'autre. Un autre exemple assez récent d’une identité attribuée,
par erreur ou par méconnaissance, a un mathématicien plutot qu’a celui qui I’a découvert an-
térieurement est la relation dite de Kaneko.Il s’agit d’une identité vérifiée par les nombres de
Bernoulli, redécouverte en 1995 par Masanobu Kaneko. Cette identité est en fait une relation
déja établie en 1827 par Ettingshausen puis redécouverte en 1877 par Seidel.

L’Histoire des Mathématiques, de la recherche mathématique, et de maniére plus générale
I’Histoire des Sciences, gagnerait donc a étre mieux connue et a étre surtout correctement
enseignée. Aujourd’hui, avec la réforme de I’enseignement supérieur, I’Histoire des Sciences
est un module du cursus des licences scientifiques du LMD. Dans ce cadre, j’ai eu I’honneur
et le plaisir d’avoir eu une fructueuse collaboration avec le Professeur Abdelkader Khelladi
dont je recommande la lecture de 'ouvrage qui se veut étre une intéressante contribution a
cet enseignement.

Je suis aussi redevable au Professeur Ahmed Djebbar pour les trés originales conférences
qu’il a présentées aussi bien & 'USTHB qu’a Koléa. C’est un merveilleux conteur et un
scientifique averti. Il a 'art de faire partager a son assistance, son enthousiasme, sa passion
pour la recherche de la vérité scientifique. Son éléve, le Professeur Marc Moyon de I’ Université
de Limoges a également apporté une aide trés appréciable grace aux cours d’Histoire des
Mathématiques qu’il a donnés aux étudiants du Master ACC de la Faculté de Mathématiques
de 'USTHB.

On ne saurait oublier le Professeur Daniel Lazard qui se rendait assez souvent a 'USTHB
afin de nous initier a 'utilisation du calcul formel. Ses exposés m’ont été d'un grand profit ;
non seulement, j’en ai fait profiter nos étudiants de Master dans mon enseignement de calcul
formel mais d’autre part je dois reconnaitre que le logiciel de calcul formel MAPLE, auquel il
nous a élégamment initié, m’a été tres utile pour m’assurer de la validité effective des relations



que j’ai pu établir avec 'aide de mon directeur de theése.

Le Professeur Omar Kihel m’a accueilli a ’Université de Brock, Saint Catharines, au Ca-
nada, et ce dans le cadre d’un colloque international qu’il a organisé en Aott 2014. J'y ai
donné une conférence concernant les factorisations des nombres de Fibonacci. Invité en No-
vembre 2014 par le laboratoire LA3C (Laboratoire d’Arithmétique, Codage, Combinatoire et
Calcul Formel), il a donné, en Novembre 2014, deux conférences a la Faculté de Mathéma-
tiques de ’'USTHB, avec toute la compétence, I’humilité et la générosité qu’on lui connait. Il
m’a beaucoup encouragé a poursuivre cette recherche concernant I’étude combinatoire de ces
familles remarquables de nombres et de polynémes. C’est pour nous un grand honneur qu’il
ait accepté de faire partie du Jury de soutenance.

Invité par la Faculté de Mathématiques, le Professeur Michel Waldschmidt- qui n’est plus
a présenter-, a sé¢journé durant une dizaine de jours en Janvier 2015. II a donné plusieurs
cours et conférences trés appréciés, tout autant attractifs que pédagogiques, et qui nous ont
littéralement envotités. C’est un grand mathématicien qui sillonne le monde entier, apportant
partout savoir et encouragement a ceux qui ont en un réel besoin. Il s’est beaucoup intéressé
au programme de recherche de notre laboratoire LA3C, et a eu des discussions trés prolifiques
avec les membres de notre laboratoire. Il a eu ces mots justes qui résument bien toute étude
concernant les nombres de Bernoulli : "beaucoup de mystére...".

Ainsi, cette these se veut étre la résultante de toutes ces nombreuses rencontres et des
fructueuses discussions qui ont en jailli. Elle comporte cinq chapitres que nous résumons
ci-apres.

Chapitre 1

Ce premier chapitre intitulé " Histoire des nombres de Bernoulli " retrace les grandes étapes
de la recherche d’'une formule générale donnant la somme des puissances m-iémes des n pre-
miers entiers naturels .

Cette histoire débute avec Pythagore qui connaissait la formule - écrite, bien str, avec les

notations actuelles- :
n(n+1)

2
il y a de cela plus de 25 siécles. Elle se poursuit avec Archiméde qui, quelques siécles plus

1424 +n=

tard, portait son attention sur la somme des carrés ainsi que sur la somme des cubes des n
premiers entiers naturels non nuls. Il savait déja que

n(n+1)(2n+1)
6 ;

PP+ 224 4n? =

B2y g0 =1+2+--4n).



Des générations de mathématiciens du monde entier poursuivirent ensuite cette recherche en
quéte d'une formule générale pouvant exprimer la somme S,,(n) := 1™ +2"+- .- +n™ a l'aide
d’un polyndéme en n. C’est ainsi que 'histoire a retenu les noms de ceux qui succédérent a
ces deux illustres mathématiciens de I’Antiquité et parmi lesquels on peut citer : Aryabhata
(476-550), Abu Bekr ibn Muhammad ibn al-Husayn Al-Karaji (953-1029), Abu Ali al hasan
ibn al hasan ibn al Haytham (965-1039), Thomas Harriot (1560-1621), Johann Faulhaber
(1580-1635), Pierre de Fermat (1601-1665), Blaise Pascal (1623-1662), Takakazu Seki Kowa
(1642-1708) et enfin Jakob Bernoulli (1654-1705) & qui ’on doit I'expression générale suivante :

n 2]
1 1 1 m+1
o= m+1 ~am B m+1-2k
Zk:l me1t 2" +Zk:1m+1( 2k ) T ’

dans laquelle (B,,),>0 désigne la suite de nombres rationnels dénommeée, par A. de Moivre,[117|
, suite des nombres de Bernoulli et définie par les relations suivantes

n—1

1 n+1
By=1, B,=— By, n>1.
N R GO

Avec cette formule, 'aventure, qui avait commencé il y a plus de deux mille ans, semblait
alors avoir trouvé son épilogue. Cette formule de Bernoulli est quelquefois appelée aujourd’hui
formule de Faulhaber.

Dans ce travail de recherche historique, I'ouvrage du mathématicien danois Nielsen intitulé
"Traité élémentaire des nombres de Bernoulli", paru en 1923, nous a été fort utile. Il s’agit d’un
ouvrage de 400 pages, écrit en francais et qui n’a été réédité qu’en 2003, sans apparemment
aucune traduction entre ces deux dates.

Chapitre 2

Ce deuxiéme chapitre est intitulé "Opérateurs de C [z] ". Ce concept d’opérateurs donne
une assise rigoureuse de ce qui a été appelé calcul ombral. Ce chapitre commence par des
rappels et des compléments concernant 1’algébre des séries formelles C [[z]]. Nous y précisons
la définition ainsi que certaines propriétés des séries génératrices associées a une suite de
nombres ou de polynoémes quelconques. Le cas particulier ou la suite de polynomes est de
type binomial est également envisagé.

Nous passons ensuite a I’étude de 'algebre End(C [z] ) des endomorphismes du C-espace
vectoriel C [z]. Les éléments de cette algeébre sont appelés des opérateurs linéaires de C [z]
ou encore plus simplement des opérateurs. On rappelle la définition de certains opérateurs
particuliers tels que lopérateur de translation par a (pour a € C ), noté 7,, Popérateur
identité noté I, 'opérateur d’avance noté E, l'opérateur de dérivation noté D, les opérateurs
de différence finie A et V, 'opérateur d’intégration noté Z, 'opérateur de Bernoulli noté J

4



et I'opérateur de moyenne que nous appelons ici opérateur d’Euler noté L. Ces opérateurs
sont définis par les relations
To(2") = (z + a)",

I(z") =a",

E(z") = 71(2") = ( + 1),
D(z") =nz"', n>1, D% =1,
A(z") = (x+1)" —a",
V(") =a" — (x — 1),

anrl
I(2") =
@) =,
n 1 n n
T@") = {la+ )™ =),

L") = S (o + 1)+ "),

Les opérateurs qui commutent avec les translations sont appelés opérateurs de composition.
Ils constituent une sous-algébre de 'algébre End(C [z]) notée D. On appelle delta-opérateur
tout opérateur de composition § tel que §(x) soit un polynéme constant non nul. On montre
que I'image d’un polynoéme de degré n > 1 par un delta-opérateur est un polynéme de degré
n — 1 et que de plus I'image d’un polynéme constant par un delta-opérateur est nulle. Ce
résultat a deux conséquences importantes.

La premiére conséquence est la mise en évidence d’un important ensemble de suites, appelées
suites de Sheffer associées a un delta-opérateur. Plus précisément, une suite de Sheffer associée
a un delta-opérateur ¢ (appelée suite d’Appell lorsque le delta-opérateur § est 'opérateur de
dérivation) est une suite de polynomes (s, (z))neny de C[x] telle que pour tout n > 0, on a
deg(s,(z)) = n et vérifiant de plus la condition 0 (s,(x)) = ns,_1(x), pour n > 1. L’ensemble
des suites de Sheffer est un groupe qui posséde deux remarquables sous-groupes : celui des
suites d’Appel qui en est un sous-groupe normal et abélien ; 'autre sous-groupe est celui des
suites dites de type binomial qui n’est ni normal, ni abélien. I’ensemble des suites de Sheffer
est produit semi-direct de ces deux sous-groupes. Une suite de Sheffer est évidemment une
base de C[z]. On montre qu’il existe une unique suite de Sheffer (s, (z)),en associée a un
delta-opérateur § donné et vérifiant les conditions so(x) =1 et s,(0) = 0 pour n > 1. Cette
unique suite est appelée suite basique associée au delta-opérateur §. On peut alors démontrer

n

I'important " théoréme de Taylor " qui affirme que pour tout polynéme P(z) € C[x] et pour

tout delta-opérateur ¢ de suite basique (pn(z)),5 , on a

Pty =3 "0y = 3 P )



La deuxiéme conséquence est que si d est un delta-opérateur, toute série formelle en 9, a
coefficients dans C, qui est donc un élément de 'ensemble C [[z]], définit un opérateur de
composition. Nous prouvons alors qu’en désignant par Cy [[2]], 'ensemble des séries formelles
de valuation égale & 1, on a D = C [[6]] et End(C|z]) = Cy[[d]]. On peut alors en déduire
que les opérateurs 7,, D, A, V, J et L sont des opérateurs de composition et que D, A, V
sont des delta-opérateurs, on en conclut alors que ces opérateurs, éléments de

D =C[[D]] = C[[A] = C[[V]],

peuvent tous s’écrire sous forme de séries formelles en D ou en A. On montre ainsi qu’on a
successivement

_ aD __ n—
ORI
n=0
o Dn
— D _1_ -
A = e 1_Zn!
n=1
eP—-1 S Dn
j pr— pr—
D —~ (n+1)!

+

1 =1

L = -(1+e”)=) =

2( +e”) Z 5

et en fonction de I'opérateur de différence A, on obtient

Ta = (1+A)a:i (Z)A”

n=0
D = log(1+A)= i(—l)”“g
n=1 n
A Ny -
= — = A" = A" 1
J log(1+A) “=nl nz; br (1)

1
= 1+ -A.
L + 5

Dans la relation (1), (bn),,cy €t (¢n),en désignent respectivement les nombres de Bernoulli de
deuxiéme espéce et les nombres de Cauchy liés par ¢, = nlb,.

On constate alors que les opérateurs 7,, J et L sont inversibles, leurs inverses (ou opérateurs



réciproques) sont aussi des séries de composition et on a, a I’aide de 'opérateur D

— —Qa n n‘Dn
T e
n=0
D > n
-1
J el —1 nz; n!
2 = D"
Lil — _— = n—
el +1 ;e n!

En fonction de l'opérateur de différence A, on obtient

b= (1+A) = i (_na) A",

log(1+ A - A"
j_l . 0g<A+ )ZZ(_ln

L= (1+ %A)‘l = i (=" An,

Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et nous démontrons les principales propriétés
de certaines suites de nombres et de polyndémes remarquables. Il s’agit des :

— nombres de Stirling de premiére et seconde espéce

— polynoémes de Stirling,

— polynomes et nombres de Bernoulli,

— polynoémes et nombres d’Euler,

— polynoémes et nombres de Genocchi,

— polynoémes et nombres de Fibonacci et de Lucas,

— polynomes de Tchébychev de premiére et deuxiéme espéce,
— polynoémes de Norlund,

— polynomes d’Hermite.

Une grande partie de ce chapitre est consacrée a une étude approfondie des polyndmes
et nombres de Bernoulli et d’Euler. Nous introduisons la suite des polyndémes de Bernoulli
(Bn()),en et la suite des nombres d’Euler (E, (7)), oy comme images de la base canonique
(:B”)neN par les opérateurs de composition J ! et £} (opérateurs réciproques des opérateurs
de Bernoulli J et d’Euler £). On constate alors que les suites des polynomes de Bernoulli
et d’Euler sont des suites d’Appell, ce qui nous permet d’obtenir de maniére immédiate de
nombreuses propriétés de ces polynomes. Grace aux expressions de J ! et £~! sous forme de
séries en D ou en A, nous montrons qu’on obtient de nombreuses expressions explicites des
nombres de Bernoulli et d’Euler.



Chapitre 4

On commence par énoncer le célébre théoréme attribué a Kaneko ([103]1995) qui établit la

formule : »
. 1
> (n_]: )(n+k:—|—1)Bn+k:O
k=0

Cette relation fut en fait découverte d’abord par Von Ettingshausen [70] en 1827, puis redé-
couverte par Seidel [141] en 1877 et retrouvée enfin par Kaneko en 1995 [103]. Il est a noter
que Kaneko, dans son article, donne en plus de sa propre démonstration, une deuxiéme preuve
due a Zagier.

Ce théoréme a donné lieu a I'extension suivante établie par Chen et Sun en 2009,[44] par la
méthode de Zeilberger

n+3 n+3
Z( N >(n+k+3)(n+k+2)(n+k+1)Bn+k:O.
k=0

En 2011, nous avons obtenu la généralisation suivante [168|.

Théoréme Pour tout entier naturel n > 0 et pour tout entier naturel impair q, on a

n+q n+
Z( kq)(n+k+q)...(n+k+1)3n+k:0
k=0

Ce dernier résulat a encore été généralisé par Benchérif et Garici en 2012, [17], & des suites
de Césaro appelées aussi suites autoduales.

Dans ce chapitre, nous établissons une nouvelle preuve du théoréme 4.3 ainsi qu’une preuve
de la généralisation de ce théoréme. Nous prouvons que pour toute suite (A, (x)),>o de poly-
nomes de C [z] de série génératice exponentielle :

S =Y An(x);—T

telle que
S(z) = S(—z)ed®?,

ot a(x) € Clz], on a I'identité suivante pour tous les entiers n, m,q :

=0 q
(1 :Zj(‘”k (" ! q) (m T k) (@)™ 7 Ay i) = 0



En faisant m = n dans la relation précédente, on obtient alors I'identité suivante vérifiée pour

tous les entiers n,q, avec ¢ impair :

S (") () ot o

k=0 q
Chapitre b

Ce chapitre fait briévement le point sur de récentes publications consacrées au calcul effectif
des nombres de Bernoulli. Cette recherche est motivée, d'une part par la recherche de grands
nombres premiers réguliers en raison de leur lien avec la démonstration partielle du Grand
Théoréeme de Fermat-Wiles, et pour la vérification de la conjecture d’Agoh-Giuga,d’autre part.
Cela a permis de développer de trés judicieux algorithmes permettant de calculer en un temps
" raisonnable " des nombres de Bernoulli avec un indice " trés grand " .



Chapitre 1

Histoire des nombres de Bernoulli

"On ne peut échapper a la sensation que ces formules mathématiques ont une existence
mdépendante et une intelligence propre, qu’elles sont plus sages que nous, plus sages que ceux
qui les ont découvertes et que nous pouvons en tirer plus que nous y avions mis a [’origine.”

Heinrich
Hertz

1.1 Introduction

Dans son célébre ouvrage de plus de 400 pages entiérement consacré a I’étude des nombres
de Bernoulli, intitulé "Traité élémentaire des nombres de Bernoulli" paru en 1923 [122], le
mathématicien danois Niels Nielsen écrit au début du chapitre XVI, en page 295 ce qui suit :

"La détermination des sommes de puissances
Sm(n) =1"+2" +3™ + - 4 n™,
ou m et n désignent des entiers positifs, probleme apparemment élémentaire, a occupé les
géometres depuis la haute antiquité, et le méme probléme occupe certainement, méme de nos
jours, beaucoup de géometres, dans leur tendre jeunesse. Or, le probléme sus-dit, apparemment

parfaitement élémentaire, est intimement i€ a des problémes réputés étre les plus difficiles de
la Théorie des Nombres, comme nous le verrons bientot"

Selon Nielsen ([122], p. 295) et Lucas ([114], p. 224), les Grecs connaissaient déja les formules

Sy (n) = n(n;— 1)
Sy(n) = n(n + 1)6(277, +1)
S = (5,



Sous forme développée, ces formules s’écrivent

1 1
Si(n) = §n2—|—§n
1 1 1
SQ(TL) = §n3+§n2+6n
I VRN I R
Ssz(n) = 1" +2n +4n

Il aura fallu prés de vingt siécles pour arriver a résoudre de maniére satisfaisante ce probléme.
La résolution de ce probléme a fait apparaitre une suite de nombres remarquables dénommeée,
par A. de Moivre et jusqu’a nos jours, suite des nombres de Bernoulli et une suite de polynémes
remarquables appelée, par Raabe, suite des polynémes de Bernoulli. La suite des nombres de
Bernoulli s’est avérée étre bien plus qu'une simple suite de nombres rationnels utile simplement
pour répondre a un vieux probléme; en réalité, il ne serait pas exagéré de dire qu’elle a
complétement "envahi" les mathématiques.

La suite des nombres de Bernoulli est une suite de nombres rationnels (B,,),>o pouvant,
entre autres, étre définie par les relations

n—1

| 1
Bo=1 et B, = — Z(’H )Bk, n>1
k=0

n+1 k

Ces relations permettent d’obtenir les valeurs des premiers nombres de Bernoulli

1 1 1 1

By=1, Bi=—=, By=-, B3=0, By=——, B;=0, Bg=—.

0 ) 1 2 ) 2 6 ) 3 ) 4 30 ) 5 ) 6 49
Ces nombres interviennent dans de nombreux domaines en Mathématiques (Arithmétique,
Analyse, Topologie...) et aussi en Physique. Ils ont été mis en évidence par le mathématicien
suisse Jacob Bernoulli (1654 — 1705) mais un peu de temps avant lui par le savant japonais
Takakazu Seki Kowa (1642-1708). Ces nombres ont permis a Jacob Bernoulli d’obtenir la

formule générale suivante dans laquelle m et n désignent des entiers non nuls

(5]
1 1 1 m + 1
1m 4 9m mo_ m+1 —m B m+1—2k‘
+2 e = ™ o +;m+1( o ) ok

Cette formule est donnée sans démonstration par Jacques Bernoulli dans son célébre ouvrage
intitulé "Ars conjectand: ". Selon Nielsen, la premiére démonstration de cette formule semble
étre due a Andreas von Ettingshausen. Elle ne fut donnée qu’en 1827 ; elle est restée complé-
tement inapercue ([122], p. 297).

Dans ce chapitre, nous allons décrire les grandes étapes qui ont abouti a définir les suites de
nombres et de polynémes de Bernoulli.
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1.2 Les grandes étapes dans la détermination de S,,(n)

Travaux de Pythagore (-570, -490)

Mathématicien et philosophe grec, Pythagore connaissait la formule - en notations modernes
- donnant Sy (n)

n(n+1)

—

Ce résultat était obtenu de maniére géométrique ; la suite (S1(n)), -, étant la suite des nombres

Sin)=14+2+---+n=

dits triangulaires.
1

Travaux d’Archimeéde (-287, -212)
Considéré comme le plus grand scientifique de I’Antiquité, Archiméde avait trouvé la relation
suivante :

n+1n*+(14+2+--+n)=3(1*+2°+---+n?).

Travaux d’Aryabhata (476-550)
C’est 'un des plus grands mathématiciens indiens; il a mis en évidence la relation :

(1424 +n)’=14+2"+... 0

Travaux d’Abu Bekr ibn Muhammad ibn al-Husayn Al-Karaji (953-1029)

On doit au mathématicien et ingénieur perse Abu Bekr ibn Muhammad ibn al-Husayn Al-
Karaji qui vécut essentiellement & Baghdad, une preuve géométrique particulierement élégante
et détaillée de la relation précédente qu’il trouva indépendamment des résultats d’Archiméde

Ss(n) = S3(n).

Travaux d’Abu Ali al Hasan ibn al Hasan ibn al Haytham (965-1039)

Le mathématicien Ibn Al Haytham (965 - 1039), de son nom latinisé Alhazen, est un savant
musulman considéré comme le pére moderne de I'optique, de la physique expérimentale et de la
méthode scientifique. Il peut également étre considéré comme le premier physicien théorique.
Il mit en évidence la relation suivante

1 1 1
14494 ... a_ (P2 Z Nn — =
+2°+---+n (5+5 nin+g (n+1)n 5 )

relation équivalente & la formulation suivante

Su(n) = 3—10n(n +1)(2n+ 1) (302 + 30 — 1),

12



Travaux de Thomas Harriot (1560-1621)

Thomas Harriot est un mathématicien anglais qui ne fit aucune publication de son vivant
mais il laissa plus de 5000 manuscrits sur divers sujets. Il fit un grand emploi du symbolisme
mathématique. Harriot écrivit des formules pour la somme des carrés, la somme des cubes et
celle des puissances quatriémes i.e. Sy(n), S5(n) et Sy(n).

Travaux de Johann Faulhaber (1580-1635)

Johann Faulhaber est un mathématicien allemand qui vécut a Ulm. J.Faulhaber donna la
forme close de S,, (n) pour m < 17; pour les autres valeurs, Knuth signale que les résultats
publiés n’étaient pas fiables. Selon Knuth [109], c’est Johan Faulhaber (1580-1635) qui fut
le premier a remarquer que S, (n) est un polynéome de degré m + 1, mais il ne fit aucune
remarque concernant ce qui sera appelée, plus tard, la suite des nombres de Bernoulli.

Faulhaber, [72], détermina les expressions des sommes S,,(n) pour 1 < m < 17, sans toutefois
expliquer la méthode qui lui avait permis d’obtenir ces résultats; il remarqua (|72],1631),
([108],1992) et (|66], 2013), que les sommes Sa,,11(n) des puissances impaires des n premiers
entiers naturels non nuls pouvaient s’exprimer a ’aide d’un polynéme en ¢t = @ = S1(n).
Ce résultat ne fut prouvé qu’en 1834 par Jacobi [98]. Ainsi Faulhaber trouva les formules

suivantes que Donald E. Knuth reprit dans son article [108] :

ilﬁ = ¢
k=1

Sk = % (4t — 12

k=1

S K = é (12t* — 8t + 2t?)
k=1

- 1

YK = = (1667 — 20¢* + 126 — 3¢%)

k=1

. 1
S K = 5 (3260 — 6447 + 68¢" — 40¢% 4 1017)

k=1

. 1
> K = To5 (9607 — 28001° + 4592¢° — 4720" + 2764¢° — 691¢°)
k=1

- 1
d K = 15 (1921° — 7687 + 1792¢° — 281617 + 2872¢" — 1680¢° + 420¢°)
k=1

n

1
KT = G (1280¢° — 6720¢° + 21120¢" — 46880t° + 72912t° — 74220t* + 43404¢> — 10851¢%) .
k=1

A ce propos on citera le théoréme suivant, signalé par Faulhaber mais démontré beaucoup
plus tard par Jacobi,voir [126], page 118 .
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Théoréme de Faulhaber-Jacobi

Soit U := Si(n), V := Sy(n), alors pour tout entier m > 1, il existe des polynoémes F,, et
G, a coefficients rationnels tels que

Som+1(T) = szm(U) , Som(z) = VGn(U)

En 2012, Bazso, Pinter et Srivastava, dans un article intitulé "A refinement of Faulhaber’s
theorem concerning sums of powers of natural numbers" généralisérent tous ces résultats, voir

[13] .
Travaux de Pierre de Fermat (1601-1665)

Dans son ouvrage, [114], Edouard Lucas détaille la méthode de Fermat, (chapitre XIV,
pages 224-225 et 229). Cette méthode peut se résumer comme suit : pour calculer la somme
Yoy f(k), ou f(x) est un polynoéme de degré m, il suffit de développer f(z) sur la base
(Lz,z(z+1),...,z(z+1)(z+2)...(z+m—1)

le.:
flx)=co+cax+crz+1)+ear(z+1)(z+2)+ - +epx(z+1)(x+2)--(z+m—1)

Cette écriture de f(x) peut s’obtenir facilement grace a la formule d’interpolation de Newton ;
on obtient alors la relation suivante qui s’établit a I’aide d’un raisonnement par récurrence

ik(k—i—l)u-(k—i—m—l):%n(n—i—l)---(n—l—m),

On peut alors en déduire I'expression suivante de la somme >} _, f(k)

kz:;f(k):c()n—f—Eln(n—l—1)+§2n(n+1)(n—|—2)+---+miln(n+1)(n+2)---(n+m)

Dans une lettre a Roberval du 4 novembre 1636, Fermat écrit : "Si vous multipliez le qua-
druple du plus grand nombre augmenté de 2 par le carré du triangle de ce nombre, et si du
produit, vous retranchez la somme de leurs carrés, vous obtiendrez la somme quintuple de
leurs quatriemes puissances. Il semble que Bachet, dans son traité des Multangulis, n’a pas
voulu tdter ces questions, apres avoir fait celle des carrés et des cubes. Je serais bien aise que
vous vous exerciez pour trouver la méthode générale pour voir si nous nous rencontrons".

Ce qu’exprime Fermat dans sa lettre n’est rien d’autre que la formule
(47’L + 2)8% — Sg == 554

Edouad Lucas signale en page 228 que la somme Sjdes puissances quatriemes avait déja été
étudiée bien avant Fermat. Il écrit & ce propos en page 228 de [114].
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"Avant Fermat, la somme des n premiers bicarrés a été donnée par le medecin Djamchid
Ben Mas’oud, qui prit part a la rédaction des tables astronomiques d’Ouloug-Beg. On lit dans
un manuscrit conservé au British Museum, daté de 1589 (997 de l’hégire), un passage qui
a été traduit ainsi : "si nous désirons connaitre la somme des bicarrés, nous retranchons 1
de la somme des premiers nombres et nous prenons constamment le cingqieme du reste; nous
l’ajoutons a la somme des dits nombres et nous multiplions ce qui en provient par la somme
des carrés des mémes nombres.” On a donc

S —1
5'4:(15 +Sl)52

ormule équivalente a celle du texte, et préférable, dans ['application, a celle de Fermat puis-
q p pp p

qu’elle donne le quotient de Sy par Ss. Cependant, c¢’est a Fermat que l’on doit le principe de
la méthode générale pour trouver les sommes de puissances semblables des nombres entiers. 1l
dit encore, dans une lettre que nous venons de rappeler : "Il faut étant donné un nombre in
progressione naturali, trouver la somme non seulement de tous les carrés et cubes, ce que les
auteurs qui ont écrit ont déja fait, mais encore la somme des carré-carrés, des carré-cubes,
etc., ce que personne que je sache n’a encore trouvé, et pourtant cette connaissance est belle
et de grand usage, et n’est pas des plus aisées; j’en suis venu & bout avec beaucoup de peine.”

Travaux de Blaise Pascal (1623-1662)

Mathématicien, physicien et philosophe francais, Pascal fut I'un des rares de son époque a
donner une méthode de calcul des sommes S,,(n). En 1654, Il prouva que la formule de
récurrence donnée dans le théoréme suivant ([71], p14) et [26] :

Théoréme 1.1

1 1 1
(m+1)sm=(n+1)m+1—(Z;fl)sm_l—---—(m; )Sk—---—(ml+ >51—50—1 (1.1)

Preuve. On a

1
(k’ + 1)m+1 . ]{?m+1 Z <m + )k]

AN
Il en résulte qu’en sommant pour k variant de 1 & n, on obtient
n m
1
Z ((k 1) km+1 Z <m + ) (Z k’) )
k=1 7=0

1.e.

(n+1)m+1_1 _ Z(m;_l)sj
=0



On en déduit la relation( 1.1). =

La relation de récurrence de Pascal permet d’obtenir successivement les valeurs polynomiales
des sommes S; en partant de Sy = n.

Travaux de Takakazu Seki Kowa (1642-1708)

Dans son ouvrage “Katsuvo Sampo”, publié a titre posthume en 1712, le mathématicien ja-
ponais Seki Kowa (1642-1708) découvrit également les nombres qui seront appelés plus tard
nombres de Bernoulli par Abraham de Moivre et qui apparurent - également & titre post-

hume en 1713- dans le célébre “Ars Conjectandi” du mathématicien suisse Jacob Bernoulli
(1654-1705 ).

Travaux de Jakob Bernoulli (1654-1705)

Bernoulli ([19],p.97-98) a donné les valeurs des dix premiéres sommes S,,(n). Citons un

passage de "Ars conjectandi "

Si(n) = on + M
Sa(n) = %n?’ + %nz + én
S3(n) = in‘l + %n3 + inz
Si(n) = %n‘r’ + %n‘l + ;n?’ 3—10n
Ss(n) = énG—i- ;n5+f—2n4—1—12 2
Se(n) = %n7 + %n6 + %ng’ - %n3 + 4%71
Sz(n) = énS + %n7 + %nﬁ — 2—74714 + %TLZ
Ss(n) = %ng + %ng + §n7 — %nf’ + §n3 — 3—10n
So(n) = 1—107110 + %ng + an — %nG + %n4 — 2—30712
Sio(n) = 1—11n11 + %nm + gng —n"+n° — %ng + %n
En désignant par ¢ un exposant quelconque on a :
/nc _ H%ncﬂ i %nc—l i gAnc—2 + c(c _21;(2 —2) Bne3
clc=1)(c—2)(c—=3)(c—4
w2l 2.3.4)1.(5.6 Do
o= D=2 —Ble = Dle=5)e=6) v
etc ..., les exposants de n décroissant par multiple de 2 jusqu’a ce que n ou nn soit atteint.
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Les majuscules A, B,C' ... dénotent dans l’ordre les derniers termes dans les expressions de

fnn, fn4,fn6, fng, etc., a savoir A = %, B = —%, C= 4—12, D= —%, ete.

Ces coefficients sont tels que chacun d’entre eux compléte les autres dans une méme expres-
sion de l'unité. Ainsi D = —% puisque
r 1 2 7 2
— 4+ -4+ -——4+-4+D=1
972 3 5 9"
A DUaide de cette table, il m’a fallu moins d’un quart d’heure pour calculer la somme des
puissances dixiemes des 1000 premiers entiers, ce qui donne

91.409.924.241.424.243.424.241.924.242.500

Cet exemple montre combien est inutile 'ouvrage d’Ismael Bullialdus (1605-1694) intitulé
"Arithmetica infinitorum” dans lequel il ne fait rien de plus que de calculer par un travail
immense, les sommes des siz premiéres puissances-ce qui n’est qu’une part de ce que j’ai
accompli dans l’espace d’une seule page.”

Probléme de Bale et fonction dzéta de Riemann

(voir Euler et la détermination des valeurs de la fonction de Riemann ((2n), ([7], p. 6).
Ceci compris, Pietro Mengoli pose en 1644 le probléme de la détermination de la valeur de
cette série. Comme souvent en mathématiques, construire quelque chose est plus difficile que
d’en prouver l'existence et le probléme de Mengoli résiste aux efforts des mathématiciens
pendant... 93 ans.

Probléeme de Bale

( voir en p.47 de [51] :)

"La résolution en 1735 du fameux probleme de Bale, c’est-a-dire la détermination de la somme
de la série des inverses des carrés parfaits, universellement notée ((2), est le premier grand
triomphe d’Euler (alors Ggé de 28 ans) qui le rend célébre dans I’Europe entiére, notamment en
raison de [’élégance et de l’apparente simplicité du résultat. Ce probleme avait été initialement
posé par Mangoli au miliew du 17eme siécle, et les fréres Jakob et Johann Bernoulli avaient
déployé pendant des décennies une énergie considérable pour le résoudre, mais sans obtenir
de succes décisif.” Dés 1731, Euler avait découvert une brillante transformation de cette série
qui permet d’en accélérer la convergence :

Théoréme 1.2 Pour tout entier naturel k € N *

C(2k
Wea

Preuve. On en trouvera une premiére preuve dans I'ouvrage de Boualem, H. & Brouzet,
R.(2002) :"La Planéte R,Voyage au Pays des Nombres Réels".|25]

La preuve qui suit reprend et prolonge celle donnée par Don Zagier dans (|38], 2000) en
pages 100 et 101 (partie de la Legon 4 intitulée : " Quelques conséquences surprenantes de la
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cohomologie de SLo(Z )" p99-122), et aussi ([161],1994).
Considérons la fonction f de N* x N* a valeurs dans Q définie par

1 1 1

flm,n) = mn3 + 2m?n? + m3n’
Par un calcul élémentaire, on montre que l'on a
1
f(m7n> _f(mam—'—n) _f(m+n7n) = m2n2

Considérons la sommation

1
2 o

(m,n)eN* xN*

(m,n)eN* xN*

On a alors d’une part

et d’autre part

SN O OED YED o) T

(m,n)EN* xN* mn>0 m>n>0 n>m>0
5)
= D) = S¢(4).
n>0

Ainsi, on déduit de 1.2, 1.3 et 1.4 la relation

(2 = 2¢(4).

Comme on sait que ((2) = 7%/6, on en déduit que ¢(4) = 7*/90.
Ainsi ¢(4)/7* = 1/90 et on a bien prouvé que ((4)/7* € Q.
Plus généralement, si on consideére

k—2

f(m,n):;_l—i-%z ! + !

mnk - mrnk—r mk—ln :
r=

on montre que 1’'on a

1
0<j<k, j pair

on obtient de maniére analogue

>, @Gk =) ="—Ck) (k>4 pain).

0<j<k, j pair

18

(1.2)

(1.3)



Cette relation permet a ’aide d’un raisonnement par récurrence de prouver
le théoréme 1.2. m

"Des ses premiers calculs de 1735, il n’avait pas échappé a Euler que la somme ((2n) s’expri-
mait comme le produit de ™" par un nombre rationnel. Cependant, ce n'est que vingt années
plus tard, en 1755, qu’il établira, en dérivant logarithmiquement le produit infini de la fonction
sinus, la célébrissime relation

Z 271' 2n ’Bgn’
k2n — 2(2n)!

qui rameéne le calcul des sommes ((2n) a celui des nombres de Bernoulli. Euler les calculera
de proche en proche jusqu’a Bss.” (Coppo, 2009, [51])

¢ étant la fonction Zéta (qui sera appelée plus tard fonction Zéta de Riemann) et 7 la
constante qui porte son nom ou encore celui d’Euler-Mascheroni. Euler a démontré successi-

) Z 277' n |Bgn|
' k2 2(2n)!

1 N
R

vement les égalités :

ou

I TINEEITIE R I
= 1m — — e — — |n i
v n—+00 2 3 n "

1.3 Importance des nombres de Bernoulli

Comme le rappellent P. Sebah et X. Gourdon (voir : numbers.computation.free.fr/Constants/constants.htx
les nombres de Bernoulli jouent un role important et quelque peu mystérieux dans plusieurs
domaines des Mathématiques, on citera notamment :

— En Théorie des Nombres :

1. ils sont liés a la fonction Zéta de Riemann grace aux travaux d’Euler comme on vient
de le voir, [69];

2. ils séparent les nombres premiers en deux catégories ( les premiers réguliers et les
premiers irréguliers ) grace aux travaux de Kummer, voir [110]. Rappelons quun
nombre premier p est dit régulier s’il ne divise pas le nombre de classes de Q (( p) )

3. ils sont liés & la conjecture de Vandiver qui affirme que si p est un nombre premier,
alors p ne divise pas le nombre de classes du sous-corps réel maximal du p-iéme corps
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cyclotomique Q ((p) . On montre alors que cette conjecture implique que le p-rang du
groupe H,, des classes d’idéaux de Q (Cp) est égal au nombre de nombres de Bernoulli
qui divisent p.

— En Analyse :

1. ils figurent dans la formule d’Euler-Mac Laurin ainsi que dans la résolution de 1’équa-
tion de Korteweg-de Vries,

2. ils sont utilisés en théorie de 'approximation, voir Norlund [123]

3. en topologie différentielle : ils apparaissent dans la formule de Kervaire-Milnor don-
nant 'ordre du groupe cyclique des classes de difféomorphismes des (4n-1)-sphéres
exotiques, voir la suite A047680, sur OEIS.

Signalons enfin que la suite des nombres de Bernoulli est référencée, sur le site OEIS, A164555
pour la suite des numérateurs et A027642 pour celle des dénominateurs.

Mais sitot ce probléme, de calcul des sommes des puissances m-iémes d’entiers consécutifs,
résolu, d’autres questions liées a ’étude de ces sommes ont ressurgi. Bien que leur énoncé soit
souvent trés simple, un grand nombre de ces nouveaux problémes demeurent sans réponse a
ce jour. Ainsi la conjecture de Giuseppe Giuga [78|, posée en 1950, qui stipule qu'un nombre p
est premier si et seulement si S,_1(p—1) est congrue a —1 modulo p reste encore un probléme
ouvert jusqu’a ce jour. Il en est de méme de la conjecture d’Agoh (1995) qui affirme que si p
est premier, p > 2, tel que p — 1 divise 2m, m € N*, alors :

pBay, = —1(modp) .

Notons enfin que dans son article [4], Agoh montre que ces deux conjectures sont en fait
équivalentes. Kellener a vérifiée ces conjectures pour n < 10199, Ce résulat a été améliorée
en 1996 par Borwein et al. [24] qui ont vérifi¢ ces conjectures pour n < 10138,
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Chapitre 2

Algébre d’opérateurs sur C |z]

“L’oeuvre d’un mathématicien est surtout un enchevétrement de conjectures, d’analogies,
de souhaits et de frustrations. La démonstration, loin d’étre le noyau de la découverte, n’est
souvent que le moyen de s’assurer que notre esprit ne nous joue pas des tours.”

Gian Carlo Rota.

2.1 Introduction

On commence par des rappels sur 'anneau des séries formelles. Nous étudierons ensuite
l'algébre End(C[z]) des endomorphismes (appelés aussi opérateurs) du C-espace vectoriel
C [z]. Nous préciserons ensuite la définition et les propriétés de certains opérateurs tels que
les delta-opérateurs, l'opérateur de Bernoulli J et 'opérateur de moyenne L qu’on appellera
aussi opérateur d’Euler.

Ces outils nous permettront non seulement de simplifer notablement la démonstration de
certaines formules plus ou moins connues concernant notamment les formules explicites don-
nant le n-iéme nombre de Bernoulli, mais aussi de découvrir aisément de nombreuses autres
et nouvelles formules explicites. L’étude de certaines autres identités nouvelles vérifiées par
ces suites de nombres et de polyndmes remarquables sera réalisée au chapitre suivant.

2.2 Algeébre C||z]] des séries formelles

Soit C [[z]] 'ensemble des séries formelles & une indéterminée z et a coefficients dans le corps
des nombres complexes C. Un élément de C[[z]] est une expression de la forme

f(z) = Z an2"
n=0
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ot a, € C; clest en fait un élément de CV. Deux séries formelles f(z) = >°° a,2" et
g(z) = Y07, bnz" sont égales si et seulement si on a a,, = b,, pour tout n > 0. Dans tout
ce qui suit, nous désignerons le terme ay par f(0). En fait, cette notion de série formelle
généralise celle de polynoéme .

2.2.1 Opérations définies dans C [[z]]

Nous allons d’abord rappeler les trois opérations qui font de C [[z]] une algebre sur le corps C
ainsi que la définition et les propriétés de la valuation d’une série formelle. Nous préciserons
ensuite la définition et les propriétés de I'exponentiation S(z)* pour x € C , S(z) étant une
série formelle telle que S(0) = 1.

Structure de C-algébre de C|[[7]]

L’addition et le produit de séries formelles sont définis comme suit

i an 2" + i b, 2" = i (an + by) 2",
n=0 n=0 n=0
(i anz”> (i bnz”> = i (i akbn_k) 2",
n=0 n=0 n=0 k=0

Muni de cette addition et de cette multiplication, C [[2]] est un anneau commutatif. L’ensemble
C [2] des séries formelles Y7 a,2z", pour lesquelles a,, est nul & partir d’un certain rang, est
le sous-anneau de C [[z]] consitué par les polyndmes a une indéterminée a coefficients dans C.
Muni de 'addition et de 'opération externe avec de C x C|[[z]] dans C [[z]] définie par

(0.) oo
)\Zanz” = Z Aapz", ...\ € C,
n=0 n=0

C[[2]] est un espace vectoriel sur C.
En remarquant que la propriété

A(ST) = (AS)T = S (AT)

est veérifice pour A € C et S,T € C|[z]], on peut en déduire que muni des trois opérations
ainsi définies, C[[z]] est une algebre sur C.

Valuation d’une série formelle

On appelle support de la série formelle f(z) = >~ a,z" ensemble des indices n tels que
a, # 0. La valuation de f(z), notée val(f) est le plus petit élément de son support si f # 0.
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Par convention, on pose : val(0) = +4o00. Les propriétés suivantes de cette valuation sont
classiques :

1. val(f + g) > min (val(f), val(g)),

(

2. val(fg) = val(f) + val(g),

3. val(fg) = 0 < val(f) = val(g) =0,
(f*) = nval(f

)-

Remarquons que si n est un entier naturel, 'ensemble noté C,, [[z]], des séries formelles de

4. val(f™

valuation supérieure ou égale a n, est une sous-algébre de C[[z]].

Définition de S(z)”

Si S(z) = Do pan2™ et T(z) = Y07 b,2" sont deux séries formelles de C[[z]] et si
val(T'(z)) > 1, on peut définir S(7'(z)) et poser

=Y an (T(2))

m=0

On a val(T"(z)) > n et donc [2"] (ay, (T'(2))™) = 0 pour m > n. On peut donc définir S(7'(z))

en posant
o0
n
= E Cn2
n=0

= [2"] (Z U, (T(Z))m> :

SiS(z) =) "ga,z" =1+T(z) avec ag = 1 et si z € C , on définit S(z)* en posant

avec

S(Z)I — In(14T'(2))

On a alors : .
S =(1+T(2)" =) ( )
n=0
:E) _ z(x—1)-(z— n+1)

avec ( ,
n n:

Si = m est un entier naturel, cette définition coincide avec la définition classique de S(z)™
comme produit de m séries égales a S(z).
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2.2.2 Séries génératrices associées a une suite de nombres ou de
polynoémes

Définition 2.1 La série génératrice ordinaire associée & une suite (ay),~, de nombres com-

f(z) = Z a, 2"
n=0

La série génératrice exponentielle associée & une suite (ay),~, de nombres complezes est la

série formelle f(x)
oo Zn
n=0 ’

plexes est la série formelle f(z)

Remarquons qu’on a encore la propriété suivante

(Se) (505) S

Cp — <Z) akbn_k.
k=0

2.2.3 Suites de polyndémes de type binomial

avec

Définition 2.2 Soit (P,(7)),cy une suite de polynémes de C[z]. On dit que cette suite de
polynomes est une suite de type binomial si on a

deg(P,)=n et P,(z+y)= Z (Z) Pi(z)Py—k(xz) (n>0).

On trouvera dans Agratini, [3| théoréme 2.9, page 8 ou RKO, [135] corollaire 3, une preuve
du théoréme suivant :

Théoréme 2.3 Soit (P,(x)), oy une suite de polynomes de C[zx]. Alors (P,(x)), oy est une

suite de type binomial si et seulement s’il existe une série formelle S(z) = >~ an§ telle

que

g Pn(x)z—l = S5(2)", avecagp=1 eta; #0.
n!
n=0

24



2.3 Algébre End(C [z]) et delta-opérateurs

L’anneau C [z] des polynémes & une indéterminée x et a coefficients dans C est un espace
vectoriel sur C. L’ensemble End(C [z]) des endomorphismes de cet espace vectoriel est a la
fois un espace vectoriel sur C pour I’addition et produit d’'un endomorphisme par un scalaire
complexe et est également un anneau non commutatif pour ’addition et la composition des
endomorphismes. La relation A(uv) = (Au)v = u(Av) étant aussi vérifiée pour tous A € C,
u,v € End(Clz] ), fait de End(C [z]) une C-algébre. Dans cette algebre, les opérateurs que
nous définirons au pararagraphe suivant jouent un role essentiel dans certaines définitions
et propriétés de suites polynomiales, comme celles des suites des polynémes de Bernoulli,
d’Euler, de Genocchi, etc...Ils facilitent également I'obtention d’identités combinatoires pour
toutes ces suites de polynomes et de nombres remarquables.

2.3.1 Définitions des différents opérateurs linéaires

Désignons par 7,, I, E, D, A, V, 3, J et L les endomorphismes de C[z] définis comme suit sur
la base (2"),en de Clz] :
T, est 'opérateur de translation par a défini par

T.(2") = (x +a)" (a€C).
I est Popérateur identité défini par
I(z") = 2"
E est 'opérateur d’avance défini par
E(@z") = (z+1)".
D est 'opérateur de dérivation défini par
D) =na"' , n>1 A D(") =0.

A est 'opérateur de différence finie défini par

A(z") = (z+1)" ="
V est 'opérateur de différence finie défini par

V(z")=a" — (x —1)"

7 est Popérateur d’intégration défini par




J est Popérateur de Bernoulli défini par

J(x") ((z+ 1) — 2™t

:n+1

L est 'opérateur moyenne (que nous appellerons aussi opérateur d’Euler) défini par

L(z") = % (x4 1)" + 2.

Les opérateurs que 1’'on vient de définir sont liés par des relations simples

EF = T1,
A = 7'1—7'0:7'1—],
V = TO—T_IZI—T_l.

Ces relations nous permettent d’obtenir aisément les relations suivantes, en précisant toutefois
qu’il est légitime d’appliquer la formule du bindéme a la somme des opérateurs 7 et —I
ainsi qu’a la somme des opérateurs I et —7_; ,du fait qu’il s’agit dans chacun des deux cas
d’opérateurs qui commuttent. Pour £ € N jon obtient :

EF = 1
Al = Z;(—nk-f(";f)fj (2.1)

Ainsi pour tout polynéme P(x) € C[z] , on a
E*(P(z)) = P(x+k),

a4p@) = Y0 ()P ), 22)
v = Y () re-g,

Les opérateurs A et V sont parfois appelés aussi "opérateurs de pseudo-dérivation" (]20],
p.2) en raison des nombreuses analogies de ces opérateurs avec 'opérateur de dérivation D.

Remarquons que :
deg(7a(2")) = deg(J (")) = deg(L(z")) =n (n > 0),

Les opérateurs 7,, E, J et L sont inversibles. Il est facile de constater que

-1 _
T, — T—a,

par contre les opérateurs réciproques J ! et£~! sont moins évidents a caractériser.

26



Remarque 2.4 Remarquons que si un opérateur Q) est tel que deg(2(P)) =n — 1 pour tout
polynome de degré n > 1 et si de plus les polyndémes constants ont pour image 0, alors pour
toute série formelle S(z) = > ja,z" € C[[2]], on peut encore définir les opérateurs S(S2)
de la maniére naturelle suivante

(Z anQ"> P(z) = a,("(P(x)). (2.3)

La somme figurant au membre de droite de (2.3) a un sens du fait que pour n assez grand
Q" (P(x)) est nul et qu’ainsi la somme considérée est en fait une somme finie. De plus, il est
facile de vérifier qu’on définit bien ainsi un opérateur de Clz|. Les opérateurs D, A et V

possédent cette particularité. Il en résulte que pour toute série formelle S(z) € C|[[z]], on peut
définir les opérateurs S(D), S(A) et S(V).

2.3.2 Opérateurs de composition, delta-opérateurs

Les translations de C [z] étant, par définition, les endomorphismes 7, du C-espace-vectoriel
C [z] définis par
To(2") = (x + a)",

ot a € C, on a pour tout P(z) € C|x]
7.(P(z)) = P(z + a).

on remarque que les endomorphismes 7, du C espace-vectoriel C [x] forment un groupe abélien.
En fait, 'application a — 7, est un morphisme du groupe additif C dans le groupe des
automorphismes de la C-algébre End(C[z]). En particulier, on a :

Tatb = Tq O Tp = Tp O T4, pour tout a,b € C.

Pour tout polynéme P(xz) € C|[x] et pour tout a € C, les opérateurs D et A vérifient la
propriété suivante :

D(P(z+a)) = (DP)(x+a),
D(P(z+a)) = (DP)(z+ a).

Ce qu’on peut reformuler comme suit : pour tout a € C, on a :

Dr, = 1,D,
AT, = T,A.

On peut exprimer ce fait en disant que D et A sont des opérateurs linéaires qui commutent
avec les translations de C [z]. Nous dirons aussi que D et A sont des opérateurs de composition
selon la définition suivante.
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Définition 2.5 On appelle opérateur de composition sur C[z] tout endomorphisme de l’es-
pace vectoriel C[x] qui commute avec tous les opérateurs de translations T,, o a parcourt

C.

L’ensemble D des opérateurs de composition sur C [z] est une sous-algébre unitaire de l'al-
gebre End(Clz]) des endomorphismes de I’espace vectoriel C [z].

1.e. :

D={Q € End(Clz]) / Va € C, Q1o =7,0}.

On vérifie aisément que les endomorphismes de Clz] : 7,, I, E, D, A, V, J et L sont des
opérateurs de composition. Par contre, l'opérateur d’ intégration J n’est pas un opérateur de
composition. En effet, pour a € C*, on a

(z + a)n+1 _ gnt!

n—+1

(x_’_a)n+1
n+1

(97a) (2") = 7 (1aJ) (2") =

On peut remarquer que C[[D]] C D et que C [[A]] C D. Nous montrerons un peu plus loin
qu’en fait, on a D = C[[D]] = C[[A]].
Une autre propriété remarquable des opérateurs D et A est la suivante :

Nous dirons que D et A sont des delta-opérateurs en vertu de la définition suivante ([136],
p.195) :

Définition 2.6 On appelle delta-opérateur tout opérateur de composition d du C-espace vec-
toriel C[x] tel que 0(z) est un polyndme constant non nul.

Désignons par Del(C [z]) I'ensemble des delta-opérateurs de C [z] :

Del(C [2]) = {Q eD/ Q) e <c*} .

Ainsi les opérateurs de composition de Clz] : D , A et V sont des delta-opérateurs. Par
contre, les opérateurs de composition de C [x] : 74, [, E, J et L ne sont pas des delta-opérateurs.

Si on considére les ensembles
Ep={S(D), S(z) € C[lz]] et valS(z) =1}

et
Exn={S(A), S(z) e C[[z]] et valS(z)=1}.
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Il est aussi facile de constater que
Ep C Del(C [z]) et Ea C Del(C [x]).

Il suffit, pour cela, de remarquer qu'un élément de Ep (resp Ea) s’éerit y > a, D™, (resp

Yoo apA™) avec a; # 0. Nous montrerons un peu plus loin qu’en fait, on a Del(C [z] ) = Ep =

EA. Pour cela, le théoréeme suivant qui précise les propriétés essentielles des delta-opérateurs

va nous étre trés utile.

Théoréme 2.7 1. L’ensemble Del(C [x] ) des delta-opérateurs du C espace vectoriel C [z]
vérifie l’égalité

Del(C[z]) = {S(D) / S(z) € C[[z]] et valS(z)=1}.

i.e. que tout delta-opérateur § s’écrit

ot a, = 0(x™) |z=o avec aq # 0.

2. Pour tout a € C et pour tout delta-opérateur §, on a
d(a) =0.
3. Si P(z) est un polynome de C|x] de degré n > 1, alors §(P(x)) est un polynome de

degré n — 1.

Avant d’en donner la preuve, il est intéressant de noter que les opérateurs D, A, V, 7, — 7y
avec a # b, 7,D, T,A et 7,V sont des delta-opérateurs.

Preuve.

1. En posant
Ep={S(D)/ S(z) e C[[z]] et valS(z) =1},

nous avons déja remarqué que 'on avait 1'inclusion

Ep C Del(C [z]).
Il nous reste donc a prouver que

Del(C[z]) C Ep. (2.4)
Pour cela, considérons un delta-opérateur ¢ et posons

anp = 0(2") o= -
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Nous allons prouver que l'on a

Comme on a a; = 0(x) |z—0 = ¢ # 0, on aura bien prouvé 'inclusion (2.4), car alors on
aura 6 = S(D), avec S(z) = > ;- ak% € C[[z]] et valS(z) =
. Posons

g(x) = o("), (2.5)

ol n > 0 est un entier naturel fixé. On a alors

gle+a) = 7a(g(z))
= )

= (740) (z"). (2.6)

Comme ¢ est un delta-opérateur, 6 commute avec 7,. On a donc 7,6 = 07,. Par suite,
la relation (2.6) implique

gz +a) = (674)(2")
= 0(7a(z"))
= 0((z+a)").

g(x+a) = (5( )
k=0

= 3 (5)atste 2.1

k=0

no (Z) (2.8)

a-Eu(e-

Va € C, h(a) = 0.

Le polynome h(z) de C [z] a donc une infinité de zéros, il ne peut-étre que le polynéme

Ainsi, on a

Pour z = 0, la relation (2.7) devient

Posons

La relation (2.8) prouve que

nul. Par conséquent, on a h(x) =0 et

glz) = i a (Z) Zk (2.9)



Comme on sait aussi que 'on a

n n—k __ Dk(xn)
(k)x = 0<k<n, (2.10)
on déduit de (2.9) et (2.10)
~ D*@am)
g(x) = >
k=0
_ ( akﬂ> () (2.11)
k=0

Or on a d’aprés (2.5) : g(x) = §(x™). La relation (2.11) s’écrit donc

Cette derniére relation étant vérifiée pour tout entier naturel n. On en déduit que 'on

a
6= ary (2.12)
k=0

Prouvons maintenant que a; # 0. Comme ¢ est un delta-opérateur, on a d(x) est un
polynéme constant. On a donc a; = 6(z) |,—¢ = d(x). On a alors d’aprés (2.12)

o k
a; = 0(x) = ( ak%) (x) = ap + a;.

k=0

Il en résulte que ag = 0. On a donc

avec 0(z) = a; # 0.
3. Soit P(x) € Clz] et soit 6 un delta-opérateur. Alors, on sait que 0 s’écrit

5= Zakﬂ, (2.13)
k=1

avec a; # 0. Si P(z) = a, alors on a D¥(a) = 0 pour tout k > 1 et la relation (2.13)
montre qu’on a alors §(a) = 0. Si P(x) est un polynéme de degré n > 1, alors on a
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deg(P®)(z)) = n —k pour 0 < k < n et P®(z) = 0 pour k > n. On a d’aprés la
relation (2.13)

S(P@) = Y a—py

/ . PW(g
= a,P (x)—l—Zak k'( )
k=2 ’

Comme a; # 0, on en déduit que §(P(x)) est un polynome de degré n — 1. La preuve
du théoréme 2.7 est compléte.

Le théoréeme 2.7 nous permet de prouver la propriété suivante vérifiée pour tout delta-
opérateur.

Corollaire 2.8 Soit § un delta-opérateur. Alors

1. § est surjectif..

2. Le noyau de ¢ est constitué par [’ensemble des polynémes constants de C [x] : kerd = C

3. Pour tout polynéme Q(z) € C[z] et pour tout couple (c, 3) € C 2, il existe un unique
polynome P(z) € Clz] tel que

d(P(z)) = Q(z) et P(a) = 6. (2.14)

De plus, pour Q(x) # 0, on a deg(P(z)) = deg(Q(x)) + 1

Preuve.

1. D’aprés le théoréeme 2.7, on a pour tout entier naturel n
deg(d(z"*") = n,

il en résulte que la suite (6(z"*!), y est une base du C-espace vectoriel C[z]. Tout
polynéme de C [z] s’écrit donc comme une combinaison linéaire des vecteurs de cette
base et est donc, grace a la linéarité de §, 'image par 6 d’un polynéme de C[z] .

2. Comme on a d(a) = 0 pour tout a € C , on a C C kerd. On a aussi kerd C C . En
effet, si P(z) € kerd, P(z) ne peut pas étre un polynome de dégré n > 1, autrement
d(P(x)) serait de degré n — 1 > 0 et ne pourrait pas étre nul; il ne reste donc qu’une
seule possibilité pour avoir §(P(x)) = 0, c’est que P(z) soit un polynéme constant.
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3. Soit Q(x) € Clz] et (o, B) € C 2, comme § est surjective, on sait qu’il existe un polynome
P(z) € C[x] tel que 6(P(z)) = Q(x). Posons

Pi(z) = P(z) — P(a) + 5.
Comme Pj(x) et P(z) different d’une constante, on a alors encore d(P;(x)) = 6(P(x))

0(Py(2)) = Q(x),

avec Py(z) = . On a ainsi prouvé que 'équation (2.14) admet au moins une solution.
Cette solution est unique car si P;(z) et Py(z) vérifient I'équation (2.14), alors P;(z) —
Py(x) est dans le noyau de §, P;(x) — Py(x) est un polynéme constant et comme Py (o) —
Py(a) =0, on a nécessairement Pj(z) = Pa(x).

2.3.3 Suite de Sheffer, suite d’Appell, suite basique d’un delta-opérateur

Le corollaire 2.8 montre qu’étant donné un delta-opérateur ¢, pour lequel on a §(x) = ¢
avec ¢ € C *, on peut toujours définir une suite (s,(x)),.y de polynomes de C[z] de la
maniére suivante. On commence par choisir so(z) = f,, o f, est une constante non nulle
arbitraire, on a alors deg(sp(x)) = 0. On choisit ensuite s;(z) tel que d(s1(x)) = so(x), c’est
a dire d(s1(z)) = B,. On sait que cela est possible grace au corollaire 2.8. On sait d’ailleurs
que nécessairement deg(si(x)) = 1. On peut ainsi choisir s;(x) = “2x + ay, ol a; est encore
une constante arbitraire. En supposant avoir ainsi défini so(z), s1(x),...,s,—1(x), tels que
degsi(z) = ket pour 0 < k <n—1et d(sk(x)) = ns_1(x) pour 1 <k <n — 1, on choisit
d(sn(x)) = nsp_1(x), ce qui est encore possible d’apreés le corollaire; s, (x) est alors défini a
une constante prés et de plus degs,(z) = degs,_1(z) +1 = n. On a ainsi mis en évidence
Iexistence de suites particuliéres, qu’on appellera suites de Sheffer relatives a I'opérateur o
conformément & la définition suivante.

Définition 2.9 Soit § un delta-opérateur. On appelle suite de Sheffer relative a l’opérateur o
toute suite (5,()),cy de polynomes de C[z] telle que

1. deg s, (z) = n, pour tout n > 0.,
2. 0(sp(x)) = nsp_1(x) pour tout n > 1.

On appelle suite d’Appell toute suite de Sheffer relative a l'opérateur de dérivation.

La suite (2"),.y est une suite de Sheffer relative a D, c’est donc une suite d’Appell. 11
résulte de la définition que si (s,()),,cy est une suite de Sheffer, alors (s, (x)),,c est une base
de C[z] et on a :

6F(sp()) = k'(Z) $n_r(1), 0 <k <net 6 (s,(2)) = 0 pour k > n. (2.15)
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A un delta-opérateur, on peut associer une infinité de suites de Sheffer, mais si on impose a une
suite de Sheffer (s, (x)),,cy relative & un delta-opérateur des conditions telles que s, (a,) = 3,
pour tout entier n > 0, ot (((n, B,,)),cy €St une suite arbitraire de C* telle que 3, # 0, alors
on obtient, par construction, d’aprés le corollaire 2.8, 'unicite de la suite de Sheffer vérifiant
ces conditions. Pour le choix de ((an, 8,,)) ey = ((0,00,n)),,cn, 1'unique suite de Sheffer relative
a lopérateur J, vérifiant les conditions s,(0) = dy,, est appelée suite basique de l'opérateur
0, conformément a la définition suivante :

Définition 2.10 Soit 6 un delta-opérateur, alors il existe une unique suite de polyndémes
(Pn(x))n>0 de Clz] telle que

1. degpy(x) =n (n>0),
2. 6(pn(2)) = npns(z) (n21),
3. po(z) =1, p,(0)=0 (n>1).

La suite (p,(2))n>0 est une base de C [x] appelée suite basique associée au delta-opérateur
§ et est notée (P2 ())nen-

Le théoreme suivant donne des exemples de suites basiques associées aux principaux opéra-
teurs

Théoréme 2.11 En désignant par (pfl(:r))mo la suite basique associée au delta-opérateur ¢,
on a

1.
Py (@) =a".
2.
n—1
pour a # b, pe " (x) = ﬁ k:1(m — ka — (n—k)b).
3.
n—1
p2(w) = an = [[ (o = k).
k=0
4.
n—1
pY(z) = 2" = H(x + k).
k=0
5. .

0 =T4D, pi(x) =z(x — na)”’l

Remarque 2.12 Cette derniére suite basique est appelée suite des polynomes d’Abel et est
de type binomial. On pourra en trouver une démonstration dans la communication d’ Agratini

13/
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Propriétés des suites d’Appell
Théoréme 2.13 Soit (A,(x)), ey, une suite de polynomes d’Appell, alors on a :

1. Pour tout entier naturel n, A,(x) est un polynome de degré n et on a dans C[z]
" /n " /n
A, = A nok = A nk
=3 (1) antre > (1) astoly

2. Pour tout xo € C, on a

5o (55 i)

Remarque 2.14 ] existe une unique suite de polynomes d’Appell (A, (x)), oy telle que pour
tout n € N, on ait A,(zo) = ay,.

ou encore

ZA (nzgann'> (@=20)z,

On pourra en trouver une preuve dans la communcation d’ Agratini, [3] ou dans Carlson,

[35].

2.4 (Généralisation de la formule de Taylor

Soit P(x) € C[z]. La formule classique de Taylor pour ce polynoéme affirme que 'on a dans
I'anneau C [z]
= DFP(z =\ DFP(y
P(x—l—y)zz ( )ykzz ( )[L’k, (216)

k! k!
k=0 k=0

En particulier, on a la formule de Taylor-MacLaurin

P(x) = i DEP(0) " (2.17)

k!
k=0

Remarquons que dans ces formules, (xk)keN est la suite basique associée au delta-opérateur
de dérivation D .

35



Une autre formule analogue connue sous le nom de formule de Grégory affirme qu’on a aussi

Pz +vy) = Z A Z(x)yk = Z AFP(z) (Z), (2.18)

k=0 ) k=0

en particulier, on a

=>> APO) s > AFP(0) (k) (2.19)

Ici la suite (J:E) ren = (k!(i))keN est la suite basique associée au delta-opérateur A .

Le théoréme suivant montre que ces deux formules ( formule classique de Taylor et formule
de Grégory ) sont en fait des cas particuliers de la formule de Taylor pour un polynéme .

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.15 Soit § un delta-opérateur et (p,(x)),sq la suite basique qui lui est associée.

Alors, pour tout polynéme P(z) € Clx] , on a

00 ok X 0 ok
Pty =3 S0 ) = 3 2P ),

en particulier, on a

Ainsi en choissant § = D (resp § = A) dans le théoréme 2.15, on retrouve la formule classique
de Taylor (2.16) (resp. la formule de Grégory (2.18)). Le théoréme 2.15 permet alors d’obtenir
pour le delta-opérateur V la formule suivante pour un polynéome P(z) € C|[z] .

Pla+y) = Z Vkp = g vk P (x (_ky)

k=0
ka = . —

- > TS e ()

k=0 k=0
en particulier, on a
- VkP(O) k - kok -z
P(z) = Y P = (=1)*V*P(0) N

k=0 ' k=0
= —1

_ ZV’“P(O)("TJFZ )
k=0
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Preuve. En remarquant que P(z + y) = P(y + ), prouver le théoréme 2.15 revient en fait
a montrer que pour tout a € C, on a

Pz +a)= Z i P(a)pk(x). (2.20)

k!
k=0

Comme on sait que (py(z)),oy est une base de C[z], on peut affimer qu'’il existe une famille
(unique) de scalaires (};); y telle que

P(z +a) }:&@ (2.21)
Soit k un entier (fixé), posons
g(x) = 0" (P(x)). (2.22)

On a alors

g(x+a) = Ta(g(x)
= (140") P(x). (2.23)

Comme § est un delta-opérateur, ¢ commute avec 7,. Il en résulte que 6*commute aussi avec
7.. On a donc 7,0 = 67,.

La relation (2.23) implique alors
gz +a) = ((5’“7'(1) P(z)

= " (roP())
= 0" (P(x +a)) (2.24)

On déduit alors des relations (2.24), (2.21) et (2.15)

ge+a) = (3 Ap(e)
= DN (pi())
SR (i)p] o). (2.25)

Pour z = 0, la relation (2.25) devient

@) = SN )pra0



Ainsi, avec (2.22), on obtient

k a
No= @) =220 (>0

6P()

En remplagant dans (2.21) \; par , on trouve la relation cherchée (2.20). m

Le théoréme 2.15 a aussi pour conséquence le résultat suivant :

Corollaire 2.16 Soit (p,(7)),s, la suite basique d’un delta-opérateur §. Alors, on a

n

mia i) =3 () nlonstn) (=0,

k=0

Autrement dit, la suite (p,(z)),so est une suite de polynomes de type binomial.

Preuve. En effet, 'application du théoréme 2.15 au polynéme p, (z) fournit la relation

(e +y) =3 222 )

Compte tenu de 2.15, on a alors

mie+s) = 3 (1 )pestointy)

|
Il résulte du corollaire 2.16 que 'on a
o) o %) n z
> nio% - (Lnw)
n=0 n=0
Ainsi on a :
— pour § = D, la suite basique de D est ("), et on a
n=0 nl

— pour § = A, la suite basique de A est (z"), . et on a

f:() (1+2)",

n=0
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— pour 0 =V, la suite basique de V est (z"), et on a

>ot- () - ()

n=0 n=0

ce qui s’énonce aussi
e e
r+n-—1 .
S (e
n=0 n

Remarquons que si (s,(z)),cy est une suite de Sheffer, la formule de Taylor

fat =3 W)

donne pour f(z) = s,(x)

o) =3 () masa)

qui est une relation caractéristique des suites de Sheffer; et si en particulier (s,(x)),en est
une suite d’Appell, on obtient :

sp(z +y) = Z (Z) 2" sn_k(y)

2.4.1 Caractérisation des opérateurs de composition

D désignant I'ensemble des opérateurs de composition du C-espace vectoriel C [z], le théo-
réme suivant montre que tout opérateur de composition peut s’exprimer sous forme d’une
série. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.17 1. Pour tout delta-opérateur d, on a
D =Cl[]]

2. Pour tout delta-opérateur 0 de suite basique (pn(x)), oy, 0N a pour toul opérateur de
composition ) la relation suivante

n=0

3. Pour tout delta-opérateur 0, on a

Del(C [z]) = {S(5), S(z) € C[[2]] Aval(S(z)) = 1}
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Preuve.

1. Soit § un delta-opérateur. L’inclusion
Clo]]cD

est facile & montrer. En effet, si Q € C[[d]] et si 7, est une translation, on vérifie que
I'on a 7,82 = Qr,, du fait que 7,0 = d7,.
Prouvons l'inclusion

D c C[[8].

Soit 2 € D, P(z) € Clz] ,a € C et (pn(x))nen la suite basique associée a 8. La formule
de Taylor (théoréme 2.15) permet d’écrire :

P(z+a)=) “;—!(“)pk(x). (2.26)

Posons

o
5
I
=
e
=

On a alors

|
=
3
S

+
2

(2.27)

On déduit de (2.26) et (2.27)

sa+a) = Q@%@pk(x))
= > D0 (). (2.28)

Pour z = 0, la relation (2.28) devient

(@) = 32 220 (o)),
k=0 '

Cette derniére relation étant vérifiée pour une infinité de a, on en déduit que

o) = 32 220 (o).
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et donc

QP()) = (Z MM) (P(@)).

n!
n=0

autrement dit :

oS OO

n!
n=0

Corollaire 2.18 L’algebre D est commutative. Tout opérateur de composition commute avec
tout delta-opérateur. En particulier, tout opérateur de composition commute avec la dérivation

D.

Preuve. En effet, si ) est un opérateur de composition et si § est un delta-opérateur, on a

Q2 € C [[0]]. Par suite €2 s’écrit
Q= Z ay0"
n=0

et donc ) commute avec 5. ®

Ordre d’un opérateur de composition

Comme D = C[[D]] ,tout opérateur de composition Q sur C [z] s’écrit de maniére unique :

Q= io: a, D",
n=0

Définition 2.19 On appelle ordre de Q la valuation de la série formelle >~ a, D™. Autre-
ment dit :

Q= ianD” — ord (2 = valioan".

Remarquons que comme pour tout delta-opérateur ¢, on a D=C [[6]], on peut aussi écrire
tout opérateur de composition Q = >~ ja, D™ comme une série en 0

oo
Q=2 8.0
n=0
Cette écriture est encore unique, car d’apreés le théoréme :
_ (9p,) (0)
Qp = —
n!
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ol (pn(2)),en est la suite basique du delta-opérateur 4. 11 est facile de prouver que

val (i B,ﬁ”) = val (i anD")
n=0 n=0

Autrement dit, I'ordre d’un opérateur de composition est une notion indépendante du delta-
opérateur ¢.

On peut ainsi caractériser les delta-opérateurs en affirmant qu'un delta-opérateur est un
opérateur de composition d’ordre 1

Corollaire 2.20 Soit Q) un opérateur de composition bijectif. Alors Q' est aussi un opérateur
de composition. De plus Q et Q' transforment toute base de C|[z] en une base de C|z] et
toute suite d’Appell en une suite d’Appell.

Preuve. Soit € un opérateur de composition bijectif, alors pour tout a € C , on a 7,82 = Q7.
En composant avec 27!, on en déduit que Q17,007 = Q717,071 clest a dire Q7 '7, =
7,071 Ainsi Q7! est un endomophisme de C [z] qui commute avec les translations, c¢’est donc
un opérateur de composition. m

Le corollaire qui suit nous sera trés utile pour I’étude des polynémes de Bernoulli et d’Euler
qui fera 'objet du chapitre 3.

Corollaire 2.21 Les opérateurs de Bernoulli J et d’Euler L ainsi que leurs inverses J !
et L71 sont des automorphismes de C [x] qui transforment toute suite d’Appell en une suite

d’Appell.

Ainsi comme (2"), .y est une suite d’Appell, il résulte du corollaire 2.21 que (J(z"))
(T &™) ey (£(2™)),en €t (L7 (2™)),,en sont des suites d’Appell.

neN?

Les opérateurs 7o, I, E, D, A, V, J et L sont tous des opérateurs de composition. On peut
donc les écrire comme des séries en D ou en A. Par contre, J n’est pas un opérateur de
composition comme cela a déja été signalé dans la définition 7.

2.5 Propriétés et inversion d’opérateurs

On vient de voir que si § est un delta-opérateur, alors tout opérateur de composition peut
s’exprimer comme une série en 0. On peut donc également exprimer les opérateurs de com-
position J, £, J~', L1, D, A et E comme des séries en D ou en A.

On peut alors énoncer le théoréme suivant :
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Théoréme 2.22 On a

p_x~ D"
T = € :Z m (a € C)
k=0
— D _
E = 7 = F
k=0
— D _ 1= -
A = e 1= o
k=1
D = log(l—kA):Z(—l)k_l?
k=1

Preuve. On utilise les théorémes 16 et 18 qui donnent ’expression de A en fonction de D.i.e. :

o0 Dn
_ D
n=1
Or on a
py(x) = 2"
et

Par conséquent
= D"
D
A= E 1 P e 1

Expression de D en fonction de A

On a .
D=)'D A(O)g
- —~ pn n|
Or on a
pnA(x):xﬂ:x(:v—l)---(a:—n+1)
et

Dpy(0) =[(z=1)-+(z —n+ 1)), = (=1)""(n—1)!

Par conséquent

> A" 1 1
D = —) I = A - AT A
;( ) n 2 +3
= log(1+ A).

Ce dernier résultat aurait pu aussi étre obtenu a ’aide des propriétés des séries formelles. En
effet, on a vu que l'on avait A = e? — I. On peut donc en déduire que D = log(1 + A) en
exploitant les propriétés classiques des séries formelles. m
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Théoréme 2.23

e —1
J= D
B A
~log(1+A)
e +1
[ —
2
1
=]+ =-A
L +2
D =, D¢k
-1 o
J —eD—l_ZBkﬁ
k=0
L log(14+A) XK (—1)k
1 __ o\ ' =/ —Ak
2 >, D¢
Eilz = Cr—F
D
el 4+ 1 prt k!
1Y & (-1
-1 _ k
I RN STE
k=1
Preuve. On a
J=ATJ
Or ,
. D" e” —1
A = — = D
>
Ou
eD—l_i D"
D “—~ (n+1)!
Ainsi, on a
J = J

Comme, on a JD = I, on obtient




On peut aussi procéder autrement. On a

Comme on a

on en déduit que

Remarquons qu’on a aussi les relations suivantes

Ak(x>:( o >,pour0§k§n.
n n—k

AF = i(—n’” (k> E’
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Chapitre 3

Suites polynomiales classiques

“Il n’est pas nécessaire qu’'un probléme de mathématiques ait des applications pratiques
pour qu’il soit intéressant et il peut étre trés agréable pour I'esprit d’essayer de résoudre des

questions apparemment futiles.”

Axel Thue

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les principales propriétés de certaines suites de nombres et

de polyndémes remarquables.

Il s’agit essentiellement des :

nombres de Stirling de premiére et seconde espéce
polynémes de Stirling,

polynoémes et nombres de Bernoulli,

polynomes et nombres d’Euler,

polynoémes et nombres de Genocchi,

polynoémes et nombres de Fibonacci et de Lucas,
polynomes de Tchébychev de premiére et deuxiéme espéce,
polynomes de Noérlund,

polynomes d’Hermite.

3.2 Nombres et polynémes de Stirling

Nous allons définir deux familles de nombres (s(n, k), yyene €t (S(12, k), 1)en2 appelées res-

pectivement famille des nombres de Stirling non signés de premiére espéce et famille des
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nombres de Stirling de deuxiéme espéce, ainsi nommées en ’honneur du mathématicien an-
glais James Stirling (1692 — 1770) qui les a définies et étudiées en 1730.

Soit (n, k) € N2, Le nombre de Stirling (signé) de premiére espéce noté s(n, k) est défini
comme étant le coefficient de #* dans la décomposition du vecteur n‘(i) sur la base (27 )jen
de C|[z] . Plus précisément

oo
= Z s(n, k)z"
k=0
ce qui s’écrit aussi
o
x
n!< ) = E s(n, k)"
n
k=0

Le nombre de Stirling (non signé) de premiére espéce, noté [7] ou |s(n, k)|, est par définition
le coefficient de x* dans la décomposition du vecteur 2™ sur la base (z7) ien de Clz] . Plus
précisément

ce qui s’écrit aussi
r+mn—1 = [n] .
n! = x".
C )2l

Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce noté {Z} - ou S(n, k)—est défini comme étant le

coefficient de z% dans la décomposition du vecteur " sur la base (z1)eny = (j '(f)) de
JEN

C [z] . Plus précisément

On a alors

- n\ (x
n — '
k=0
Les nombres de Stirling de premiére espéce signés satisfont la relation de récurrence
Vk >0, s(n+1,k) =s(n,k—1) —ns(n, k),
avec les conditions initiales :
5(0,0) = 1,Vn > 0 s(n,0) = s(0,n) =0

et leurs valeurs absolues satisfont (avec les mémes conditions initiales) la relation de récurrence

Vk >0 [s(n+ 1,k)| = |s(n, k — 1)| + n|s(n, k)|.
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Les nombres de Stirling de seconde espéce satisfont la relation de récurrence :
Vk >0 S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k),
avec les conditions initiales :
S(0,0) =1,Vn >0 S(n,0) = S(0,n) = 0.
On aura besoin du résultat suivant :

Théoréme 3.1 Soit [ une fonction réelle n fois dérivable sur ]0,+oc[. Alors, en posant
=e%,0n a

o= {0 L wzo,

k=0

Corollaire 3.2 Pour tout entier n > 0, on a

d" ( e ) LZZO:”Z“(—l)k#(k—l)!{n?}:_n+1 EER,

dan \ev + 1 o 2k L
[ e " (=R (n "1
ﬁ <6$ + 1) Lgc:OZ SR k! 1 = — WAk(n) (32)
k=1 k=1
[ et o (D) (k= 1).k! (n—1 k-1
g a=0= =— Ap(n—1 3.3
dxm (ew + 1) =0 ; 2k+2 { k } o 9k+2 k(0 ) (3.3)

avec les notations de Fékir [74]
Ap(n) = (—1)k+1k!{7;}

Preuve. Avec f(z) =In(1 + z), on a pour k > 1

(—1)F* (k — 1)!

Par suite, en appliquant le théoréme, on obtient

v [ e n+1 )
%(eul) b a0 = g (01 +€9) Lo




Avec g(x) = 137, on apour k > 1

Par suite, on a pour n > 1

N I
dzm \ e® + 1 v=0"" g er 1) =0

dn
= (D) Laso
-y {Z}tkg(%) ot
k=0
m o (—1)ktHL
- Z%k'{;ﬁ}
k=1
Avec )
h(z) = (z + 1)2
on a
(@)= o
r+1  (z+41)
et
W _ (DML (DR 4 1)
R (z) = (1 4 z)k+1 (1 4 z)k+2
(=1)*k!(k — x)
(14 x)k+2
On a
d” et Jq1
dan (efv 4 1) | e=0 = den—1 (h(t)) li=1
n—1
— {n ; 1}tkh(k) () Ly
k=1
S M= 1)K fn—1
- P ok+2 { e }
[

Les nombres de Stirling interviennent dans ’expression des coefficients de nombreux déve-
loppements en séries .Ainsi, il est bien connu, voir le fascicule de Belbahri, [16] pages 2 et 3,

exemples 1.1.1 et 1.1.3 que :
(expz—1)F n) z"
k! h ; k[ n! (3.4)
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et

(log (1+2))" _ S (-1t m = (3.5)

k! k| n!
n>0

Cette derniére relation s’écrivant aussi :

1 | 1 kznz”
k! Ogl—z a k| n!

n>0

Quelques propriétés des opérateurs classiques Donnons quelques exemples d’ éléments
de C[[D]]

1. Identité de Grégory

L ARP
P(x) = (0)z"
k!
k=0
que 'on peut aussi écrire
= x
P — k
@) =S atro)(;)
k=0
2. Comme
Ny
AF = (E-IDF = ( ) (—1)F i
2\
on obtient :

Ak = (B - DHa") =Y (’“) (—1* i + )"

=0 \J

Afin d’illustrer 'utilisation de cette théorie des opérateurs, on va donner une expression
explicite des nombres de Bernoulli. Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 3.3 L’égalité suivante est vérifiée :

AF(z™) K (n

—i = > <€)S(n — 0, k)x".
Preuve. On vient de voir que

kl.n k )
S = 2 () vy




En permutant les sommations, on obtient successivement :

5 - R ()

{=0 j=0

_ ;:; <Z>% <§(—1)’“‘j (I;)j"‘€> 2

n

-3 (Z) S(n — €, k)"

=0

Par ailleurs, on sait que pour tout entier n > 0, on a

n+1
n+1 — | T
x > S+ 1,k)k! (k>

k=1

n+1 1
= xZSn+1k —1)! <k—1)

On aura besoin du résultat suivant, voir [16].

o) - £ ()

Jj=1

B Z (_11')j+1 (nf])

J=1

Lemme 3.4

Saalschutz, [139], donne 38 expressions explicites des nombres de Bernoulli dont celle du
théoreme suivant : (7?) du théoreme 3.16

Théoréme 3.5 Le n-iéme nombre de Bernoulli est donné par :

n k
1 -k
B, = (_1)]< )Jn
k=0 (k+1) =0 J

3.3 Polyndémes et nombres de Bernoulli

Rappelons que nous avions défini 'opérateur de Bernoulli 7 par

J (") =

| ((z+ 1" —2™)  (n>0). (3.6)
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Remarquons que la relation (3.6) s’écrit

Ty = an 4 z(”;{”) (n>0)

n+1k:0

et qu’elle s’écrit aussi
41
J (") = / t"dt.
Nous avons vu que J est un automorphisme de C [z] et que de plus

D >~ Dn
= =Y B,—.
J eD —1 nZ:o n!

(Bn),ey étant la suite des nombres de Bernoulli.

3.3.1 Définition et relations de récurrence

(3.7)

(3.8)

Définition 3.6 Pour tout entier n > 0, le n-ieme polynéme de Bernoulli B,(x) est défini

par

Bu(z)=J '(2") et B, = B,(0).

Autrement dit, B, (x) est I'unique polynéme de C [z] tel que

z+1
/ B,(t)dt = x".

La relation (3.9) nous fournit la caractérisation suivante des polyndémes de Bernoulli

Théoréme 3.7 Pour tout entier n > 0, on a

1.
B,(z) = (Z) B *
k=0
2. -
2" 2
ZB"(QS)ﬁ = 1°
n=0
3. .
n —
Bu(z+y)=Y_ (k)Buy)x” ¢
k=0
4.



0.
Bopi1 =0 pourn > 1.
7. .
" 1 < /n+1
B,(z)==x _n+1z< i )Bk(m)
k=0
8. )
I «—/n+1 " /n
B, =06p0— —— By et By — B, =6,
0 n+lz<k>k62(k)k 1
k=0 k=0
9.
B! () =nB,_1(x) pourn >1
10.
Bu(z+1) — By(z) = nz"™" pourn >1
Preuve.
1. On a

Il
X
Il S
o
s
> 3
N
oy
- :
&
i
B

2. Ainsi, on a

n! k! ¢!
k+L=n
k>0 et £>0
relation équivalente a
ZOO Bn(x)zn _ - Bkzk Zoo l'_eze
n! k! 0! ’
n=0 k=0 =0

c’est a dire
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3. On a

Ainsi, on a

4. Nous avons

n!

Bn(x +y)

B.(z +v)

n!ZBk_(y)x_

kl2
k+4=n
k>0 et £>0
> (Z) By(y)a"
k=0

Ba(0) = By et Bu(1) = By + 6,1

Il est alors immeédiat de constater que l'on a pour tous entiers naturels n et m

/0 " B(t)dt.
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Le fait que J soit un automorphisme de ’espace vectoriel C [x] va nous permettre d’établir
une relation de récurrence vérifiée par les polyndémes de Bernoulli et d’en déduire alors une
relation de récurrence vérifiée par les nombres de Bernoulli. Plus précisément, on a le

Théoréme 3.8 La suite (B, (x)),>0 des polynomes de Bernoulli vérifie les relations

n—1

By(x) =1 et By(z) =2" — n~1|—1 Z (n—]: 1) By (z) pour n > 1. (3.10)

La suite (B),~, des nombres de Bernoulli vérifie les relations

n—1

1 1
By =1 etBn:_nJrlZ("Z )kaournzl. (3.11)

Preuve. En appliquant J ! & chacun des deux membres de (3.7), on obtient la relation

=B+ 3 (")) @20,

n+1k:0

de laquelle résultent (3.10) et (3.11) en faisant x = 0.

Les relations (3.10) et (3.11) montrent que la suite des polynémes de Bernoulli est une suite
de poynémes a coefficients rationnels et que la suite des nombres de Bernoulli est une suite
de nombres rationnels.

Les relations (3.10) et (3.11) permettent aussi d’obtenir les premiéres valeurs des polynomes
et nombres de Bernoulli. m

Bo(x) = 1,
1
Bi(x) = x— Y
By(r) = 2 —x+ é,
Bs(r) = 2% — ;xQ + %x,
By(z) = x4—2x3+x2—3—10,
Bs(x) = 2°— gfl + gx?’ - éx,
Bs(z) = 2°%—32°+ g:ﬁl — %132 + 57
o 1111

(B07 Bl7 B27 B37 B4a B57 BG) = (]-7 S

2767 7_%a 7@)

35



3.3.2 Séries génératrices exponentielles

A partir de la relation de récurrence (3.11), il est facile déterminer la série génératrice expo-
nentielle associée a la suite des nombres de Bernoulli ainsi que la série génératrice exponentielle
associée a la suite des polynémes de Bernoulli.

Théoréme 3.9 La suite des polynomes de (B,(z)),s, est une suite de polynomes d’Appell

et on a. -
2" z
Z_ = 3.12
Z TL ez _ 1 ( )

n=0

2" z
B, (x)— = = 3.13
Z (0)5 = e (313)

Preuve. De la relation (3.11), on déduit aisément que l'on a

n

(Z) Bk - Bn = 5n,17 (TL > 0)7

k=0

Dans cette derniére relation, d,,; (symbole de Kronecker) vaut 1 si n = 1 et 0 sinon. Par suite,
on a pour tout n > 0 :

En posant S(z) := Yo" B,Z;, on en déduit alors que 'on a

S(z)— S(z) = 5n71%,
k=0

ie.:
(e*—=1)S(z) =z
d’ou 'on déduit la relation (3.12).
Comme il est immédiat de constater que la suite (z"),>¢ est une suite de polynomes d’Appell,

le théoréme permet d’affirmer que la suite (B,,(2)),5o = (J7'(2")),5, est aussi une suite de
polynémes d’Appell

ZB o) Z—| - e*(@=a0) (3.14)

En choissant xy = 0 dans(3.14), on obtient (3.13). m
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3.3.3 Propriétés des nombres et polynémes de Bernoulli

Le théoréme suivant est une conséquence directe du fait que la suite des polynémes de
Bernoulli est une suite de polynémes d’Appell.

Théoréme 3.10

1. Pour tout entiern > 1, on a

2. Pour tout entier n > 0, on a

3. Pour tout entier n > 0, on a

B = 3 (5) B

Le théoréme suivant se prouve aisément a l’aide de la définition qu’on a donnée des polynémes
de Bernoulli.

Théoréme 3.11
1. Pour tout entiern > 1, on a
Bn(x +1) — B,(z) = na"*

2. Pour tout entier n > 0, on a
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Preuve.

1. La suite des polynémes de Bernoulli étant une suite de polynémes d’Appell, on a pour
tout entier n > 1

Bu(z+1) — Bu(z) = /HlB;l(t)dt

r+1
= / an_l(t)dt
= nJ(Bp_1(z)) = na"?

2. Ainsi tout entier n > 0, on a
Bpii(z +1) = Byga(z) = (n+ 1)2"

En changeant x en —x dans la relation précédente et en multipliant par (—1)" les deux
membres de I'égalité, on obtient

(1" Buis (1 = 2) = (—1)"Bus (—2) = (n + 1)a”
Posons alors P(x) = (—=1)""' B, ;1 (1 — z),l’égalité précédente s’écrit
Px+1)— P(x)=(n+1)z".

autrement dit
A(P(z)) = A(Bp+1(z))

d’ou
D(P(x)) = D(Byi (1)),
N (—1)"Bly (1 — ) = Bl (1),

(—=D)"(n+1)B,(1 —z) = (n+ 1)B,(x).
On en déduit la relation recherchée
Bn(x) = (=1)"B,(1 — x).
3. Pour tout entier n > 1, on a alors

Bu(~z). = (=1)"B,(1+x)

Corollaire 3.12 Pour tout entier n > 1, on a

BQn+1 =0
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3.3.4 Formules de Faulhaber et formules d’Euler-MacLaurin

Le théoréme suivant va nous étre utile

Théoréme 3.13 Soit f(x) € C|z]. Alors l’équation

admet pour solution

0= [ a5+ Y g
(2 )
ot C' est une constante arbitraire

Preuve. On a

Ainsi, on a

I=AJ'T

Comme on a

j‘lzziiD”I I—ll ZBQ" D1
n=0

On en déduit que

1 . B,
I=Ao|ZT—=T npnl
O( 2 +;(2n)! )

</‘f )it — L)+ 30 Do) >>.

Ainsi, on a

L’égalité

équivaut donc a

(/if )it — 51 (a 3 %1))>€kmA.

k=1

Comme on sait que ker A = Cq [z] = C, le résultat du théoréme en découle. m
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Théoréme 3.14 Pour tout polynome f(x) € Clz], pour tout entier naturel m et pour tous
entiers a et b tels que a < b, on a

Z/abf(t)dt-i-%
/f )it — 5o

gz +1) —g(z) = f(x).

8

2k 1) )_ f(%_l)(a)).

Preuve. Posons
2k 1)
(),

k=1
alors on a

On en déduit que

ST = 1)+ (gl + 1) - g(b)

|
Le théoréme 3.14 admet la généralisation suivante ([149], [71]).

Théoréme 3.15 Pour tout entier naturel m, pour tous entiers a et b tels que a < b, et pour
toute fonction f de classe C®sur [a,b], on a

= [ H0de+ S @+ FO) + 30 o2 (700~ @) + R

ou le reste R, vaut

b
R, = —ﬁ/ Bo (t — [t]) f@™) (t)dt.
On a ausst X ,
o= Gy [ Bt = D00

3.3.5 Formules explicites des polynémes et nombres de Bernoulli

Théoréme 3.16 Pout tout entier n > 0, on a

1.

mEO () e
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Bn+1(:2 - an+1(1) _ kﬁ: k,{z j: 1} (i N D (3.16)

2
Bo(x) = : (k_?f AF(a™). (3.17)
4 )
By(x) = . (é(—l)j (M) +j>"> (318)
5. ] .
By(z) = > kl{Z};%(j) (3.19)
6.
By (2) ::ij(k;— 1)!{”;{“} ?:%(”;1) (3.20)

Preuve. Soit n un entier naturel.

1. On a

A (Bnﬂ(:lr?i ; 1Bn+1<0)> _ on

Ainsi les polynémes W et >op_o k{}} (kil) ont donc méme image par 1’'opé-

rateur A. Il en résulte qu’ils different d’'une constante. Comme de plus ces deux poly-
nomes s’annulent pour z = 0. On en conclut qu’ils sont égaux.
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2. De méme, on a

n+1
A <Bn+1($)—Bn+1(1)) Lo lzk,{n%—l}(:v)
n+1 T T = k k

Ainsi les polynomes

Bry1(z)—Bn11(0

n+1

- Se-n{ ()
Sl {a [
- s )

) et Y reo k'{’;ﬁ} (i;) ont méme image par 1'opéra-

teur A. Il en résulte qu’ils différent d’'une constante. Comme de plus ces deux polynémes

s’annulent pour z = 1. On en conclut qu’ils sont égaux.

3. On sait que

By (z)

I
-

“Ha")

- _1k k n
;k+)1A>(I)
B Ok:+1A(x)

—~

I
VR

o

Eod

4. La relation (3.18) se déduit de la relation (3.17) en remarquant que d’aprés la relation

(2.2)

5. On a




6. De méme, on a

By(z) = D (BnJrl(x?i ; fnﬂu))

o (Se( )
- ey
_ gf(k—m{”zl}D(x;l)

k=1
n+1 k—1 kl
n+1 -1
— k — .
;( { }ZO k— ( J )
= J

Dans ce qui suit, nous adoptons la notation suivante introduite par Fekih Ahmed ([74], 2012)
en posant pour tous entiers n > 1let k> 0:

Remarquons que 'on a aussi

Ap(n) = (-1)%!{2}. (3.21)
On en déduit d’abord :

Corollaire 3.17 (Expressions explicites du n-iéme nombre de Bernoulli) 1.

B, = ]; %HAk(n), (n>1). (3.22)
2
B, = (—1)"! ; mAk(n), (n>1). (3.23)
3.
n+1
By =(—1y"1Y %Ak(n +1), (n>0). (3.24)
k=1

Avant de donner la preuve de ce corollaire, signalons qu’en 2012, Fekih-Ahmed (|74]) a
démontré les formules (3.22), (3.23) et (3.24) par 'emploi de I'analyse complexe. Dans son
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article, il signale que si la formule (3.22) est bien connue, les formules (3.23) et (3.24) le sont
moins. Il constate que la formule (3.23) a été donnée par Worpitzky en 1883 ([159], formule
(37)) et que cette méme formule se retrouve dans l'article de 1893 de Saalschiitz ([139], formule
LXV, p.83). De plus la formule (3.24) est aussi mentionnée en page 82 de ce méme article.
Ces formules explicites semblent avoir été obtenues assez laborieusement par ces auteurs. Pour
notre part, nous allons montrer qu’elles se déduisent naturellement et aisément du théoreme
3.16.

Preuve. 1- Pour n > 1 et pour x = 0, la relation 3.17 implique puisque B,(0) = B,

B, = ﬁétiEAWm)

—~ k+1
L)
k41 |k
"1
= ——Ay(n).
—k+1

2- Avec la notation (3.21), la formule (3.19) du théoréme 3.16 s’écrit pour n > 1
n k .
(=1) (=
=> M)y ().
k=1 =0 ktl=Jg\Jj
On sait que B, (1) = (—1)"B,,. Pour x = 1, cette derniére relation implique
1)"B, Z Ap(n) (—— — 1
B b(n k+1 k)

La relation (3.23) en résulte.

3- De méme, avec la notation (3.21), la formule (3.19) du théoréme 3.16 s’écrit pour n > 0

n+1 k—1
1 7“ -1
Bu() =Y Auln+1) k (x >

k=1 =0 ‘7

.

Pour x = 1, cette derniére relation implique la relation (3.24). m

Formules de Worpitzky- Garabedian

En 1940, Garabedian [76|, prouve, par 'emploi de séries divergentes la formule explicite
suivante

By = CV O D SR gyeln + )

2n+1 -1 k-2k
k=1
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Garabedian pensait alors avoir découvert une nouvelle formule explicite pour les nombres de
Bernoulli. Il a d’ailleurs intitulé son article "A new formula for the Bernoulli numbers". Ce
n’est que douze années plus tard, en 1952, que Carlitz [30]signale que cette formule n’est en
fait pas nouvelle et qu’elle avait déja été donnée en 1883 par Worpitzky ([159], p.224, formule
(68)). Carlitz redémontre cette formule en exploitant une propriété des polynomes d’Euler.
En 2004, Rzadkowski [138], donne une preuve simple de cette méme formule. Dans ce qui
suit, nous allons constater que cette formule est une conséquence immédiate de théoréemes
que nous avons établis.

Théoréme 3.18 Pour tout entier n > 0, on a

~1)" (n+ 1) e (-1
B ! 2)n+1(_1 ),;(kag Ax(n+1)
(D" +1) ¢~ (=D

ont+l _ 1 9k+1
k=1

(—1)™ (0 + 1) &= (—1)F(k — 1)
B = 5 > sirr— Ak(n — 1)
k=1

B?’L+1 = Ak(ﬂ)

Preuve. On a :
er 1

e+ 1 e +1

= 1 _—%_1 _1 oy
xz \e 2 —1] Tz \e?®—1

QI n+1 n+1
- Z it 2 Z n+1
= i(—l)”*l (W — 1) Bnﬂx_
— n+1 n!
On en déduit que l'on a
ar e’ oy (27— 1) By
e (eu 1) == (=1)"*! e . (3.25)

Or au corollaire 3.2, on a trouvé trois autres expressions (3.1), (3.2) et (3.3) de £ (efil) lz=0-
En écrivant 1'égalité entre ’expression 3.25 avec chacune de ces expressions, on obtient les

relations du théoréme. m
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3.3.6 Formules explicites du n-iéme polynéme de Bernoulli

La recherche de formules explicites exprimant les nombres de Bernoulli a intéréssé de nom-
breux auteurs. Ainsi, la formule suivante

n+1 - 1 & i k -
Bu= (0™ iy 2 () w=

7j=1

a été donnée en 1883 par Worpitzky (|159], formule (37)) dans lequel il donne 38 formules
explicites. Cette méme formule figure aussi dans 'article de Saalschiitz ([139], 1893, formule
LXV, p. 83). Dans ce dernier article, on trouve aussi la formule suivante ([139],formule LXIII,

p.82)
n+1

k
1 (kN
B o S () azo
k=0 = j=1

Dans [79], Gould rappelle la formule bien connue

qui s’écrit aussi

ou encore :

Dans ce qui suit, nous allons montrer comment cette derniére formule peut s’obtenir sim-
plement. La méthode utilisée va nous permettre aussi de prouver cette formule ainsi que de
nouvelles autres formules explicites pour les nombres de Bernoulli et de Genocchi.

Théoréme 3.19 Awvec les notations précédentes, on a :

Bni1(z) = Bpy1 = (n+1) Z ﬁ (Z(_l)k—j (k)j") (z(x—1)--(z —k))

k=0 ]




Définition 3.20 On note (C,,), la suite des nombres de Catalan, définie par :

1 /2n Sn+tk
Cn'_n%—l(n)_H k

k=2

Les premiers nombres de Catalan (suite A000108 de 'OEIS) pour n = 0,1,2,3,...sont :1,1,2,5, 14,42, 132
Citons les expressions explicites :

Théoréme 3.21 Les nombres B,, et G,, -respectivement de Bernoulli et de Genocchi - satis-

n—1 k
n on—1=2k /of (kK
= E E —1)/ jn—1
Bn 22t L~ fi 41 (k:) .:0( D <j)]

J

o=t (1) 5o ()

J=

n—1 k
G, =—n Z 2n—2k—lcvk Z(_l)j (f) jn—l
k=0 7=0

font les relations :

—nZQ” LIS (n — 1, k)

(1) - = ()

En 2011, Lazhar |?] a redémontré ces formules par des méthodes d’analyse complexe.

Preuve. On utilise
n

Une formule due & Worpitsky, 170 années aprés Ars Conjectandi cité par B Mazur [116] p.4

—1)"n kk_l (k—1Y,. b1
Bn:(anlk;z ;(—1)1( ; )(]—l—l)

3.4 Polyndémes et nombres d’Euler

Rappelons que nous avons défini 'opérateur d’Euler £ comme étant I’endomorphisme de
C [z] tel que

L") = S (e + 1)+ "),
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i.e.
1+ . n
L(x") = 2"+ = ( )xk
0

Nous savons que £ est un automorphisme de C[z] et que £ et £ sont des opérateurs de
composition qui transforment toute suite d’Appell en une autre suite d’Appell.

3.4.1 Définition et relations de récurrence pour les polyndémes
d’Euler

Définition 3.22 Pour tout entier n > 0, on appelle n-ieme polynome d’Euler le polynéme
E,(x) défini par

Autrment dit, E,(x) est I'unique polynéme de C [z] tel que
E.(x+ 1)+ E,(x) = 2z"

Comme ("), . est une suite d’Appell, il en résulte que (E,(x)),, oy est aussi une suite d’Ap-
pell.

Théoréme 3.23 Pour tout entier n > 0, on a

1.
Ey(2) = nEya(z) (0> 1)
2.
2" 2
Zo n() n! e + 16230
3. .
E,(z) = 2 (k> Ey(xo)(x — zo)"
4- .
n\ E 1o,k
B =3 (1) 53
5. .
Bato+) =3 () Bl
0.
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En(1—2)=(-1)"Ey(z)
(—1)""E,(—2) = BE,(z) — 22"
Formule sommatoire

~ nerrm  Em(n4+1) 4+ (=1)"E,(0)
> (=1 = 5 :

k=0

3.4.2 Formules explicites pour les polynémes et les nombres
d’Euler

On a

Théoréme 3.24 Pour tout entier n > 0, on a

Ainsi, on a

Avec l'expression (2.2), on a ainsi

n

Eufx) =Y (-1)*

< (M) j)“))

1
k-1
J

3.5 Relations entre polynémes de Bernoulli et polynémes
d’Euler

Les formules qui suivent sont bien connues ([123], pages 18,24). Elles ont été étudiées par
Nielsen (|121], page 54) et par Carlitz [34]. Ces deux auteurs ont cherché des critéres trés
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précis pour caractériser les suites des polynéomes de Bernoulli ou des polynémes d’Euler. On
suivra ici 'exposé de Zagier, ([20], p.7)

Définition 3.25 On dit qu’une fonction f de R dans R vérifie la relation de distribution

d’ordre n si
m—1

t+r 1
= t
> A = )
Théoréme 3.26 Pour toutn € N, on a
1. !
Bu(x) =m" S "B, (”” i k) (m > 1). (3.26)
k=0 m
2.
s x+k
E,(z) =m" —-1)*E > 1 et m impair). 2
W(z) =m kz:%( )Y E, ( — ) (m > 1 et m impair) (3.27)
3. )
2 -—
E,(x)=— n lm" (—=1)*B41 <x + k) (m > 2 et m pair). (3.28)
n
k=0

La relation (3.26) ci-dessus est appelée formule de Raabe. En effet, c’est en 1851 que Jo-
seph Ludwig Raabe a prouvé la relation (3.26) qui exprime que le n-iéme polynome de
Bernoulli, B,,(x), vérifie la relation de distribution pour 'ordre n. Nous en verrons une ap-
plication au calcul de valeurs particuliéres de polynémes de Bernoulli. Rappelons que c’est
Raabe qui a donné le nom de Bernoulli aux polynémes (de Bernoulli) en hommage & Daniel
Bernoulli (1700-1782). Les nombres de Bernoulli ont été ainsi désignés en hommage a Jacques
Bernoulli (1654-1705).

Preuve. 1- On constate que

S (22) = (5 G #1) -5 (2)

_ — m"(n+1) (%)"
= (n+1)2"
= A(Bnia(2)).

L. 1 . . . . .
Ainsi m™ > 7" By (22£) et B,i1(z) ayant méme image par A, ont aussi méme image par

m

D. On en déduit que
s r+k
D <mn Bn+1 ( m )) = D(Bn+1<$>>7
0
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le.:

m" Zl(n +1)B, <x i k) = (n+ 1)By(2).

m
k=0
On obtient alors (3.26) en simplifiant par n + 1.

2- On a pour m impair

e (mErn (55)) = o (o (o) < ()
(5 (5 1) -5 (3)

- o ((2))

= 22" = L(E,(x)).

= m’I’L

L’opérateurL étant bijectif, il en résulte I'identité (3.27).

3- On a pour m pair
m—1
2 nz & r+k 2 n x x
E(_n+1m (=1) Bn“( m )) B n+1m (Bnﬂ (E—'—l)_BnH (E))

k=0
e (00 (2))

= 22" = L(E,(z)).

L’opérateurL étant bijectif, il en résulte I'identité (3.28). m

Corollaire 3.27 Pour toutn € N, on a

) -2 (5, (2) o5 (1) o
] b (5.(2) - 5. (72) a0
3‘ B (e () mn )
4’ By (- (D) o
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Preuve. 1- En choisissant n = 2 dans (3.26), on obtient (3.29).
2- En choisissant n = 2 dans (3.27), on obtient (3.30).

3- En choisissant n = 2 dans (3.28), on obtient (3.31).

4- La relation (3.31) s’écrit

Ea(z) = —2 (2”Bn+1 <x;1> "B, (g)) . (3.33)

7n—|—1

On déduit de la relation (3.29) écrite pour n + 1 au lieu de n

z+1

2B, ( ; > = By (z) — 2"Boit (g) (3.34)

z+1

En remplagant dans (3.33) 2" B, 11 T) par son expression donnée dans (3.34), on trouve

n+1 2 2

T
Buiste) - 2By (2).

o +

(
) 2 (Bt 28 (3) 250 ()
(

n+1
Ce qui est bien la relation (3.32). =

Le théoréme qui suit est une application de la relation de Raabe (3.26)

Théoréme 3.28 Pour tout entier naturel n, on a
1 1-n
B, 5) = (2" -1) B,

B, (%) _B, (%) _ %(31n —1)B,, (n pair)
B, G) = B, G) =27"(2"" —1)B,, (n pair)

B, (é) =B, (g) = %(21—" — 13" - 1)B,, (n pair)
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3.6 Nombres et polynémes de Genocchi

Ces nombres et polynomes ainsi nommés en hommage au mathématicien italien Angelo
Genocchi (1817-1889) sont en relation étroite avec les nombres et polynémes d'Euler.

Définition 3.29 La suite des polynomes de Genocchi (G (7)), oy €t la suite des nombres de
Genocchi (Gy), ey sont définies par leur série génératrice exponentielle

o0 (e}

"2
S Gn= g o DG =y

n=0 n=0

Il n’est pas difficile de voir que 'on a
Go(z) =0 et G,(z) = nE,_1(z) pour n > 1.

Ainsi, les propriétés des polynomes de Genocchi se déduisent des propriétés vérifiées par les
nombres ou polynomes d’Euler.

Théoréme 3.30 Pour tout entier n > 0, on a

n

Gulz) =" (Z) Gra "

k=0

Go(z) = 2 <Bn (m ; 1) _ B, (g))

o (%) G (0)=0 (n>1)

Les premiéres expressions des polyndémes de Genocchi sont

Gi(z) = 1

Go(z) = 2v—1

Gs(x) = 32 -3z

Gy(z) 4o — 6% + 1
Gs(z) = 5x*—102° + 5z

3.7 Polyndémes de Norlund

Les polynomes de Noérlund By ([123], chapitre 6) et bﬁf), ainsi nommés en hommage au
mathématicien danois Niels Erik Norlund (1885-1981), sont définis par

ZBmf: z
" on! er — 1




et

00 @ o _ 5 T
Db (1n(1+z))

n=0

Pourn > 0, By({”) est un polyndéme de degré n a coefficients rationnels et de coefficient dominant

respectivement (—3)". On a

B{ =1

BY) = —%x

Bém) ;LxQ — 1—12x
B = —%x‘g - %:L‘Q.

3.8 Nombres et polynémes de Fibonacci et de Lucas

Les suites de Fibonacci (F,)n>0, de Lucas (Ly,),>0 ainsi nommées respectivement en hom-
mage au mathématicien italien Léonard de Pise dit Fibonacci et au mathématicien francais
Edouard Lucas sont définies par les relations

F, = 0, Fi=1F,=F,_1+ F, pourn > 2
Ly = 2,Vi=1,L,=0L, 1+ L, 5. pourn > 2

Les suites de Fibonacci (F,),>0 et de Lucas (L, ),>0 sont répertoriées respectivement 4000045
et A00032 dans I'encyclopédie des suites d’entiers Sloane.

(F)nso = (0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, ...)
(Ln)nso = (2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, 521, ...)

Les polynoémes - & deux indéterminées - de Fibonacci et de Lucas sont définis respectivement
par les relations de récurrence d’ordre 2 :

Uy = 00U,=1U,=2U,1+yU,_5 pourn > 2
Vo = 2, Vi=uxV,=2V,_1+yV, 2. pourn > 2

Les premiéres expressions de ces polynémes sont

U(z,y) = 1,

Us(z,y) Z,

Us(z,y) 2 +y

Uy(z,y) 3 4 2y,
Us(z,y) = ' +32°y +4°,
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et

) = 1,

) T+ 2y,

) = 2’42y +y,

) o3+ 22%y + 2wy + 2y

) = a2t 4+ 22%y + 327y + day® + 97

3.9 Polynoémes de Tchebychev

Les polynomes de Tchébychev de premiére espéce (7, (z))et de seconde espéce (U, (z)),sont
définis par les relations

To(x) = LTi(x)==, Tu(v)
U(x) = 1,Ui(z) =2z, U,(x)

TTn-1(x) — Th—o(z) pour n > 2

2
2aldy,—1(x) — Up—2(x) pour n > 2

Les premiers polyndémes de Tchebychev de premiére espéce sont

To(z) = 1,

Ti(z) = =,

Tox) = 22%—1,

Ts(z) = 42° — 3,

Ta(x) = 8x*—82* +1,

Ts(x) = 162° —202% + 5z.
Les premiers polynémes de Tchebychev de seconde espéce sont

U(z) = 1

U (z) = 2z,

Up(z) = 42 —1,

Us(z) = 82° —4ax,

Uy(z) 162* — 1227 + 1,

Us(z) = 322° —322% + 6.
On a

U (x) = Upi1(22,—1)

et

2T,(z) = V, (22, —1)
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3.10 Polynémes d’Hermite

La suite des polynémes d’'Hermite (H,(z)),>o est définie par les relations
H(] (.I) = 1

Hi(z) = 2z
H,(x) = 2zH, 1(z)—2(n—1)H,_2(x) pour n > 2

Hy(z) = 1

Hi(x) = 2z

Hy(z) = 4a®—2

Hj(x) 8z — 12w

Hy(z) 162" — 482% + 12
Hs(x) = 352° —160z° + 120z

La série génératrice exponentielle de cette suite est

2

- Zn Zr—z2
Su(z) = ZHn(:c)m = ¢?
n=0 ’
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Chapitre 4

Identités combinatoires

Un probleme créé ne peut étre résolu en réfiéchissant de la méme maniére qu’il a été créé .

Albert Einstein

4.1 Introduction

Le point de départ est cette fameuse identité portant sur les nombres de Bernoulli

TLZH (nzl) (n+k+1)Bni =0 (4.1)

k=0

Selon Cigler, on devrait ’appeler identité de Von Ettingshausen-Seidel-Kaneko. En effet, elle
fut découverte successivement par Von Ettingshausen [70] en 1827, puis redécouverte par
Seidel [141] en 1877 et redécouverte de nouveau par Kaneko en 1995 [103]. Il est a noter que
Kaneko, dans son propre article, donne en plus de sa propre démonstration, une deuxiéme
preuve due a Zagier.

Cette identité a fait I'objet d’extensions et de généralisations ces derniéres années. Ainsi, en
2009, Chen et Sun ont prouvé le résulat suivant [44]

i(nzg)<n+k+3>(n+k+2)<n+k+1)Bn+kzo (4.2)

Leur démonstration utilise ’analyse complexe et repose essentiellement sur la méthode de
Zeilberger.

En décembre 2011, nous avons démontré avec Bencherif la généralisation suivante [168|
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Théoréme 4.1 Pour tout entier n > 0 et pour tout nombre impair q, on a

n+q
+
Z(nkq)(n+k+q>...<n+k+2)(n+k’+1)Bn+k:0-
k=0

En 2012, F. Bencherif et T. Garici ont généralisé cette derniere relation aux suites de Césaro.
Selon Edouard Lucas [114], une suite de nombres complexes (u,(x))n>0 vérifiant la relation

Un = i (Z) (—1)*uy, (4.3)

k=0

est appelée suite de Césaro. Une telle suite est aussi appelée suite autoduale. En désignant par
S(z) == Y0 yuns; la série génératrice exponentielle associée a une suite (uy)n>o0, on peut
remarquer que la relation (4.3) est équivalente a la relation

La généralisation obtenue par ces deux auteurs est la suivante [17]

Théoréme 4.2 Soit (u,(x))n,>0 une suite de Césaro, alors pour tous entiers naurels n, m

et q, on a l’identité suivante
- m+q\ (n+q+k
Z k Un+k

k=0 q

I :Zj(—nk (n Z q) (m +j * k) —) (4.4)

En constatant que les suites ((—1)" B,),,>q, (%G,LH) , (%)n>07 (L) >0, (Bn)n>0,
2 n>0 = = =

ot (Bn),>0r (Gn)psgs (Fr)nso et (Ly),odésignant respectivement la suite des nombres de
Bernoulli, de Genocchi de Fibonacci et de Lucas , sont des suites de Césaro, F.Benchérif et T.

Garici ont obtenu, par application de cette identité, de nombreuses identités pour ces suites
de nombres.

En 2015, F. Bencherif, T. Garici et moi-méme avons généralisé ce dernier théoréme en
prouvant le résultat suivant :

Théoréme 4.3 Soit (A,(z))n>0 une suite de polynomes de Clz] , S(z) = o0 An(x)Z;
la série génératice exponentielle associée a cette suite. On suppose qu’il existe un polynome
a(z) € Clz] tel que

S(z) = S(—z)et®=, (4.5)
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Alors pour tous entiers n, m et q, on a l'identité suivante :

%—Dk (m . q) (n T k) (a(@))™ " Any

(-1t :§:§<—1>k(”‘,:q) ("2 ot =0 (16)

En choisissant m = n dans le théoréme 4.3, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.4 Soit (A, (z))n>0 une suite de polynémes de Clz] , S(z) = > o An(2)%;
la série génératice exponentielle associée a cette suite. On suppose qu’il existe un polynome
a(z) € Clz] tel que

S(z) = S(—z)et®=,

Alors pour tous entiers n, et q tels que q soit impair, on a l’identité suivante

nif(—l)’“ (n Z q) (n +q+ k) ()T A, (@) = 0

k=0 q

On pourra constater dans les applications que les relations du théoréme et du corollaire
généralisent des relations vérifiées par les nombres de Bernoulli.

Dans ce chapitre, nous allons prouver au paragraphe suivant le théoréme 4.1 par une méthode
différente que celle que nous avons employé dans [168|. Nous prouverons ensuite le théoréme
plus général 4.3 au paragraphe 3. Au paragraphe 4, nous ferons de nombreuses applications
du théoréme 4.3 permettant d’obtenir des identités pour les suites des nombres et polynémes
de Bernoulli, d’Euler, de Fibonacci, de Lucas et aussi pour les nombres de Jacobsthal, de
Jacobsthal-Lucas, de Pell, de Pell-Lucas et pour les polyndémes de Tchebychev de premiére et
seconde espéce, pour les polynémes d’Hermite, de Stirling et de Norlund.

4.2 Preuve du théoréme 4.1

Posons pout tout entier n > 0 :
1+ (=1)"
—

€Enp =

On montre, comme dans 'article, qu’on a
1 n
Soit alors ¢ un entier impair. Considérons pour un entier n > 0 le polynéme

1
P(z) = §m”+q(x — 1)t
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x+1
/ Pyt = Pla+1)— P(z)
1 1
— 5xn—i—q(x + 1)n+q - §$n+q($ . 1)n+q

= %xnﬂ((m + 1)n+q —(z — 1)n+q)

_ (”*" GRIE ;)"*”) xk
_ nz (n + q) LIk
+ q)

n+q n
= ( Entk Bk (t)dt

x+1
= / ( ) €n+an+q+k dt
z =0

J <§ (n Z q) €n+an+q+k($)> = J(P'(z))

k=0

Ainsi

Comme J est bijectif, on en déduit que
n+q
n+q
Z ( ]{7 >€n+an+q+k($) = P,(Jf),
k=0

Or la dérivée du polynéome P(x) = x"*9(x — 1)"T7 s’écrit :

P'(x) = D((«®—z)"") = (n+q)((«® — )" (22 — 1)
= (n+ D"t Yz — 1) 20 —1).

On a donc prouvé que

n+q
n -+ 1 ndg— ntg—
Z( N q) nttButgin(@) = (0 + g)a" 07 (& = 1) 20 — 1), (4.7)
k=0

Nous allons maintenant écrire que le coefficient de z? dans le premier membre de (4.7) est
égal au coefficient de 27 dans le second membre de (4.7). D’une part, le coefficient de 27 dans
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le premier membre de (4.7) s’écrit

[+°] (% (n Z q) €n+an+q+k(33)> =

q
€n+an+k:

3
+
)
RN
S
>+

k=0

3 >

+ |
Q O

I
(]
N

N
= +

Il
ol
+ |
()
VR
3

q

)
)
)
)

1
Bpyr + 55?%)

3 x>
N 3 3
+ + +
ol o ol
+ + +
Q i) L)

Q O

n+k

/N 7 N 7N
\_/\_/\_/

n q)(n+k+q) k
(51—n
q
( q (n—i—k—i—q) 1(n+q><q+1)
- n+k+
2\1—n q
k 1
_ (n q)(n—l— +q>Bn+k+q—l— (n+q)<4'8>
— q 2 1—n

D’autre part, le coefficient de 27 dans le second membre de (4.7) s’écrit

+
DN | —
El 3
Il +
() Q
> 4+ > 4+

S 3

+ | +

_Q O B
3

> +

2] (0 + @)2" & = )" (22 — 1)) = [27] (D(%w””(ﬂf = 1))

— (g + D[] (" - 1)

g (7 e

k

_ &21 G‘jz) (4.9)

Il en résulte qu’en égalant les coefficients de 27 données par (4.4) et(4.5), on trouve
i n+q\/n+k+gq qg+1/n+gq q+1(n+q
> B SEL (10 L2
—~ k q 2 1—n 2 1—n

Autrement dit .
Z” S/n+q\[n+k+q
Bn+k — O
k q

k=0
Ce qui est bien la relation qu’on voulait prouver.
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4.3 Preuve du théoréme 4.3

Il s’agit de généraliser cette identité a certaines suites de polyndmes. Plus précisément, nous
allons considérer les suites (A, (z)),>0 de polyndémes de C[z] vérifiant une relation

n

VneN, A, (x)= Z (Z) (—=1)*(a(z)" " Ag(z) (4.10)

a(z) étant un polynéme de C [z].

En désignant par S(z) := Y >° A,(x)%; la série génératrice exponentielle associée & une
suite de polynomes (A, (x)),>0 de C[x] , on constate que la relation (4.10) est équivalente a
la relation

S(z) = S(—z)e®=,

Le théoreme principal que nous énoncons et prouvons au paragraphe suivant généralise la
relation (4.4). Il s’applique a de trés nombreuses suites de polynomes. Nous examinerons ces
applications dans les autres paragraphes.

Soit (A, (x))n>0 une suite de polynomes de C[z] , de série génératice exponentielle S(z) =
>0 o An(x)Z; vérifiant la relation 4.5 du théoréme 4.3. Cette suite vérifie alors la relation
(4.10), c¢’est-a-dire qu’on a

VneN, A, (x)= Z (Z) (—1)*(a(z))" " Ap(z) . (4.11)

k=0

Considérons alors 'application linéaire L, : C[z,y] — C [z] définie par les images suivantes
2 de Clz]

des vecteurs de la base canonique (xiyj)(m c

La(a'y’) = 2" Aj(x).
Un polynéme P(z,y) =3, ;a; 2"y’ de C|[z] a alors pour image par Ly le polynome suivant
de C|z]
La(P(z,y)) =) aija'A;(x).
1,J

Remarquons qu’on a alors

LA(ZL‘Z) = LA(JTiyO) :ZL'ZA()(z)
La(l) = Aol).
La(y) = La(a’y) =a"A;(z) = Aj(2)

Pour tout polynéme @Q(x) € Clz], on a



La relation (4.11) est alors équivalente a
n - n n—
et La(y) =Y (1) (-0Ha) L)
Ce qui s’écrit encore
" /n
wen, La(y) =Y (1) (-0 Latala) )
0
soit
n
VneN, Ly (y -3 (}) <—1>k<a<x>>kyk>) -0
k=0
VneN, La (y"—(a(z)—y)") =0.
Comme L4 est linéaire, cette derniére relation est équivalente a
VneN, y"—(a(z)—y)" € ker L. (4.12)

La preuve du théoréme repose sur le lemme suivant dans lequel D% désigne la dérivation
d’ordre ¢ par rapport a y .

Lemme 4.5 Soit P(x,y) € C|x]; alors pour tout entier ¢ > 0, on a

D9 (P(z,y) + (—1)"™' P(x,a(z) — y)) € ker Ly

Preuve. En appliquant le lemme au polynéme

P(z,y) =y (a(z) —y)"™*,

on obtient la relation (4.6). m

4.4 Applications du théoréme 4.3

4.4.1 Identités pour les polynémes de Bernoulli, d’Euler et de Ge-
nocchi

Les suites de poynomes de Bernoulli (B,,()),>0, d'Euler(E,,(2))n>0, et de Genocchi (G, (2))n>0
sont définies par leurs séries génératrices exponentielles

n

z z .
ZBn(x)m = 16
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2" 2
En I zZT
Z (z) n! e* + 16
2" 2z
Gn el zx
Z (z) nl  e*+ 16
Gn(z) =nE, 1(x

Corollaire 4.6 Avec \, =2x — 1, on a

m-+q n-+q
m+ n+q+k\ mio n + m—+q+k\ | e
2 ( k q)( ; )Ax K kBM(xH_UWZ( k q)( q >A””+q raele) =0

k=0 q k=0 q

- m+q\ (n+q+k < n+q\ [/m+q+k

2 ( k ) ( q )ATg_kE"*’“(”’)*(‘l)q“ > ( k ) ( q )A?q_kEm*k(x) -
k=0 k=0

En choisissant m = n et ¢ impair dans ces relations, on obtient

Corollaire 4.7 Pour tous entiers naturels m,n et q tel que q soit impair, on a

"Z“’ <n Z q> (n +q+ k) (1= 224 B, (@) = 0

k=0 q
n+q
k
2 (” N q) (” e ) (1= 22)" 1 By () = 0
q
k=0

4.4.2 Identités pour les polynémes de Fibonacci et de Lucas

Les polynémes de Fibonacci et de Lucas sont définis par les relations

Uy = 0,U,=1,U,=2U,_1+yU,_5 pourn > 2
Vo = 2,Vi=x2V,=2V, 1+yV, o pourn >2

On associe a ces polynomes les suites (uy,(t))n>0 et (v,(t))n>0 définies par

u = 0,up=1, u, =v,_1 +tv,_o
v9g = 2,V =1, v, =Up_1+ tu,_o.
On a alors
Un(x,y) = x”_lun(%) et Vo (z,y) = x”vn(%).
Avec
W LEVITR |y 1o VITR
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on a
1

V144t

Les séries génératrices exponentielles associées aux suites (W;—J:l())
n>0

Uy =

1 ed% _ eﬁz

( )

et
On constate aisément que
et

Sy(z) = €*S,(—2)

En appliquant le théoréeme 4.3, on obtient les

et (Uy())n>0 sont

Corollaire 4.8 Pour tous entiers n, m et q, on a les dentités suivantes

e (M (n g R Uk qH"“ n+q
2 (=) k q ka1l E:

m+q -+ k) U +k+1
q

m-q n-+q
m + n+q+k n+ m-+q+k
2 () (T s o e () (T e

Corollaire 4.9 Pour tous entiers n, m et q, on a les identités suivantes

m-+q
k
E (—1)* (m;— q) (n e ):L‘mJ”I "Unii

k=0 ¢—1
A n+q\ (m+q+k
—1 k+q+1 n+q—kUm
e () (M)
m-+q
Z(—l)k (m * q) (n tat k) gmraky
k=0 k q

+(=1)"! %(—U’“ <” Z q) <m Tar ’“) 2t

k=0 q
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4.4.3 Identités pour les nombres de Fibonacci, de Lucas, de Jacobs-
thal et de Jacobsthal-Lucas

On peut encore déduire de nombreuses identités du corollaire précédent.

Les suites de Fibonacci (F},),>0, de Lucas (Ly,)n>0, Pell (P,)p, Pell-Lucas (Qy,)n>0, Jacobs-
thal (J,,)n>0, Jacobsthal-Lucas (j,)n>0 répertorices A000045, A00032, A000129, A002203,
A001045, A014551 dans I'encyclopédie des suites d’entiers Sloane

(Fo, L) = (Un(1,1), Vo (1, 1))
(anQn) = ( ( )7Vn(2>1))
(Jn, Jn) = (Un(1,2), Va(1,2))

(Fo)nso = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...)
(Ln)nso = (2,1,3,4,7,11,18,29, 47, 76,123,199, 322, 521, ...)
(P)nso = (0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860...)
(Qn)nso = (2,2,6,14, 34,82, 198,478, 1154, 2786, 6726, 16238...)
(Jo)nso = (0,1,1,3,5,11,21,43,85, 171, 341, 683, 1365, 2731, ...)
(ju)nso = (2,1,5,7,17,31,65, 127,257, 511, 1025, 2047, 4097, 8191...)

Ainsi, on obtient les identités suivantes

m§+3q<—1>’“(mz “’) (” at k) P

k=0 ¢—1
iy n+q\[(m+q-+k
_1q+1 —1k Fn =
e S () (7 e =
m-q
m+q\[n+q+k
—1)F L,
S (") (e
G n+q\ (m+q+k
—DTN (—1)F Linix =0
HE S T (I
m-+q
m + n+q+k\ g
Z(_1>k( kq)( qgl )2 4 kPn+k+1
k=0
ol n+q\ (m+q+k
rene () (M et =
k=0
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m-+q
> (-1 (m; q) (” T k) 2R,

k=0

n+q
e St (M) (I )2t =0

k=0
- (mAq\ [ntq+k
Z(_1> ]{7 q— 1 Jn+k+l
k=0
- n+q\ [(m+q+k
e S0 () (T e =0
k=0
S%@{V7n+q n+q+k).
i n+q\ (m+q+k
+(—1)rt Z(_l)k( . )( , )jerk:O
k=0

En choisissant m = n et ¢ impair, on obtient

n—+q
n—+ n+q+k

k=0 ¢—1
n—+q
n -+ n+q+k
Z(_l)k I I )Ln+k =0
k=0 k q
o n+q\(n+q+k
Z(_l)k( I )( g—1 )2n+qkpn+k+1+:0
k=0
ol n+q\/n+q+k
S ap (1) (T o
k=0
G n+q\ (n+q+k
Z(_l)k Jntk+1 =10
par k qg—1
i n+q\ (n+q+k
S0 (") (T =0
k=0
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4.4.4 Identités pour les polyndmes de Tchébychev de premiére et de
seconde espéce

On obtient ainsi les identités
m-q

(1 o -
(-1 :Eié(—l)’f (T ot o
(-1 :i(—l)’f(” 1 |G [CR R AE

En choisissant m = n et ¢ impair, on obtient

k=0 ¢—1
S n+q\ (n+q+k
(") (e Tt o
k=0
Comme on sait que
To(cosz) = cosnz
U (cosz) — sin(n + 1)z
" sin x

On a aussi

n-+q
k
Z(—l)k (n Z q) (n Tat ) (2cos )"t F sin(n 4+ k+ 1)z =0

k=0 ¢—1
-l n+q\ (n+q+k
Z(—l)k( L q) ( 1 )(2 cos )"t F cos(n 4+ k)r = 0
q
k=0

4.4.5 Identité pour les polynémes d’Hermite

La suite des polynémes d’'Hermite (H,(z)),>o est définie par les relations
Ho(x) = 1
Hi(z) = 2z
H,(x) = 2zH, 1(z)—2(n—1)H, 2(x) pour n > 2
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Les premiers polynémes d’Hermite sont

Ho(z) = 1

Hi(x) = 2z

Hy(z) = 42° -2

Hi(z) = 82° — 12z

Hy(x) 162 — 482% + 12
Hs(x) = 352° —1602° 4 120z

La série génératrice exponentielle de cette suite est

2

o0
— z" _ 2zz—2
Su(z) = ;;Hn(gg)H —e
On constate que 'on a, ici aussi :
Su(z) = e***Sy(—2),

et a(x) = 4z dans ce cas.

L’application du théoréme et du corollaire a cette suite de polyndémes fournit les identités
suivantes pour tous entiers m,n et q

—0 q
(-1 :2?—1)’“ (" (" e

En choisissant m = n, on obtient pour tout entier ¢ impair

k=0 q

4.4.6 Identités vérifiées par les polyndmes de Stirling

La suite des polynomes de Stirling (0, (z)),>0 est définie dans 'ouvrage de R. Graham, D.
Knuth et O. Patashnick [83] par la relation

ze? \" = .
(F1) =r e
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A part og(x) qui n’est pas un polynome,
oo(x) = —,
@) =~
on peut prouver que o,(z) est bien un polynéme pour n > 1. Il s’agit donc d’un abus de

langage pratique quand on parle de cette suite de polynémes en incluant o(z). Les premiéres
valeurs de ces polynomes de Stirling, pour n > 1 sont

1
o1(x) = 3
3r—1
o2(r) = 5
2 —x
o3(r) = —
1523 — 3022 + b + 2
ou(z) =

5760

Posons

A, (z) = nlzo,(z),

La série génératrice exponentionnelle S(z) de la suite de polynomes (A,(z)),, vérifie la

S(z) = 2,4”(3;);_7: _ <€Ze_1>

s = (25)

relation.

On constate que l'on a

= e 75(2).

Autrement dit, on a

S(z) = e**S(—=).
On peut appliquer le théoréme avec a(x) = x, on obtient ainsi les identités

S (7 (1 e

k=0 q

ey Sy (" (T At =0,

k=0 q
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ce qu’on peut exprimer a l'aide des polynémes de Stirling

k=0 q
s n+q\/m+tqgtk

+(=1)r Z<—”k< k q) ( . )””"*q‘ﬂm + k)lon(x) = 0,
k=0

En choisissant m = n et ¢ impair, on obtient

k=0 q

4.4.7 Identités vérifiées par les polynémes de Norlund

Les polynomes de Norlund B ([123], chapitre 6) et b sont définis par

ZB(m)fz )
" nl e —1

n=0

Pour n > 1, B est un polynéme de degré n a coefficients rationnels et de coefficient

dominant respectivement égal a (—3)"

On trouve par exemple :

By =1
B —%x
B = ixz—l—;x
R
La série génératrice exponentionnelle N'(z) := (=25)" de la suite de polynomes (B T(Lx)>n>0

vérifie la relation.

N = (=)

Autrement dit, on a



Par application du théoréme 4.3 et du corollaire, on obtient

Alors pour tous entiers naturels n, m et ¢, on a I'identité suivante

m-+q
m+q\ [/n+qg+k i —k (@
S (") (T s,

k=0 q

s S () () s, o

k=0 q

en choisissant m = n et ¢ impair, on obtient I'dentité

n+q
k
() (o

k=0 q
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Chapitre 5

Calculs effectifs

Finalement, nous arrivons au paradis des mathématiciens : ce sont les problemes qui, a force
de réflexion, ont engendré des idées nouvelles qui, souvent, dépassent de facon incommensu-
rable le probleme qui leur a donné naissance

Jean
Dieudonné

« Les machines un jour pourront résoudre tous les probléemes, mais jamais aucune d’entre
elles ne pourra en poser un! »

Albert

Einstein

"Question : How many months have 28 days ?

Mathematician’s answer : All of them.

5.1 Introduction

Afin de déterminer les nombres premiers réguliers, en raison de leur importance dans la
démonstration (partielle) de Kummer du Théoréme de Fermat, plusieurs algorithmes de calcul
des nombres de Bernoulli furent mis au point.

Le record actuel établi en 2012 par P. Holoborodko, en utilisant un algorithme de Harvey
[89], a permis de calculer B,, avec n = 2.108.

On peut signaler aussi d’autres motivations nécessitant le calcul effectif de nombres de Ber-
noulli de trés grand indice comme par exemple :
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1. la vérification des congruences de Kummer

B B

Zn = Pm nodp)
n m

ol p est un nombre premier avec n et m et ces derniers sont non divisibles par p — 1.

2. la conjecture d’Agoh (1990) [4], qui s’énonce
n € P <= nB, ; =—1(modn)

3. la conjecture de Giuga (1950) [78],qui est :

n—1

neP<«S5,:= Zk”’l = —1(modn)

k=1

En 2004, Kellner, [104], a démontré 'équivalence des deux conjectures.

4. Calcul des coeflicients des développements en séries entiéres des fonctions usuelles comme :

22n 22n
tan(z Z\B2n| ( Dyt <1

) 2
+00 22n 22n -1
tanh(x ZBgn )x%’l x| < g

5.2 Les formules classiques

Rappelons la désormais classique :

n—1

1 n+1
B, = — E By, By=1
n—i—lk:O( k ) g 0

Cette relation permet donc de calculer B,, par récurrence mais néanmoins nécessite la connais-
sance de By, By,...,B,_1, ceci exige donc beaucoup de calculs intermédiaires pour évaluer

By, By, ..., B,_1et une grande place-mémoire pour pouvoir les stocker en machine.

Par ailleurs, un trés grand nombre d’algorithmes de calcul des nombres de Bernoulli furent

mis au point et implantés dans des logiciels de calcul formel comme Maple, Pari, Magma,
Mathematica, Sage, Calcbn,..., etc. ...
Malheureusement, ces logiciels montrérent tres vite leurs limites ; ainsi le calcul du numérateur
de Bagog, qui compte 2000 chiffres s’avéra impossible & réaliser. On se mit alors a développer
d’autres types d’algorithmes de type "multisectionning" ou utilisant un calcul de la fonction
Zéta de Riemann, [82].
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Le record actuel établi en 2012 par P. Holoborodko, en utilisant un algorithme de Harvey [89],
a permis de calculer B,, avec n = 2.108.

D’autres formules existent encore, comme par exemple ([81], corollaire 6) :
B Z i
8n+4 et e2km — 1
ou encore (relation (3.22) du corollaire 3.17) vérifiée pour n > 1)

- f(Er ()

k=1 \j=0

Cependant, toutes ces formules ne permettent pas de calculer les nombres de Bernoulli d’assez
grand indice en un temps raisonnable, i.e. moins d’une semaine avec un PC de 2.2Ghz, Core
2.

5.3 Utilisation de la Formule de Von Staudt et Clausen.

Ce théoréme a été prouvé indépendamment et simultanément (1840) par K.G.C. Von Staudt
et T.Clausen en donnant des preuves différentes. Il donne des informations sur la structure des
dénominateurs des nombres de Bernoulli [104] et il est également utilisé dans les algorithmes
de calcul direct des Nombres de Bernoulli avec un indice trés grand

Théoréme 5.1 (VSC) Pour tout n € N*,on a :

la sommation se faisant sur tous les nombres premiers divisant 2n.

Pour la preuve de cet important résultat, nous aurons besoin de quelques définitions et aussi
de quelques propriétés.

Définition 5.2 1. Soit p un nombre premier et z = £ un nombre rationnel. Le rationnel z est

<

dit p-entier si (p,y) =1
2. Pour a,b € Z, et n € N, la notation "a = b(mod p")” signifie que " (a — b) € p"Z,”.

Remarque 5.3 L’ensemble Z, des nombres p-entiers est un anneau.

Proposition 5.4 Soit n € N* et p un nombre premier, alors :
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Saulp) = Y k"= Bri1(p) — Brya

2. pB,, € Zy.
P (modp)

3. Pourp>3, ona:

Sn(p) — pB,
—(p) P ngn_l (modpQ) )

Preuve.
1- D’aprés la relation 10 du théoréme 3.7, on a :
Bnii(z+1) = Bpy(x) = (n+ 1)z"

d’ou :

3
L

M+ DS,E) = ()3 H = (14 1) Y (Busa (k1) — Baa (k)
k=0 0

i

Bn+1(])) - Bn+1(0)
= Bn+1 (p) - Bn+1-

2- En utilisant la relation (4.7) , on a :

k=1
d’ou : i i
1 = (n+1 = k
S, (p) = Mlp. . =B, B,
0=y 2 (o ) B = 8 X (1) e
Or
P>+ >k+1,
et donc : i
p
7. .
k+1E P

Une récurrence sur n montre alors que pB,, € Z,,.
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3- On a, d’aprés la relation (68) :

k=n k—1
P n—1\ p
= LpBui+pY. —_pB,_

On remarque que

et donc que g € Zyp sip > 3.

Pour k£ > 3,on a évidemment :
pkfl 2 (1 + 1)]671 2 k+ 1’
d’ou :
P> 4+4)"2>14+4(k—2)>k+1 pourp>5.

Ainsi pour k£ > 3, on a :
k-1 k—1 k—1

kk+1) k+1  k

Ainsi, pour p > 3,
————— € pLy.
Kk r1) Do

4- Un raisonnement analogue montre que la relation est vérifiée. m

5.3.1 Preuve du Théoréme de Von Staudt et Clausen
Soit n € 2N*, comme B,,_; = 0,d’aprés la propriété 3) de 2.5.1.2,on a
Sn(p) — pB, = 62 p*B; = 0 (mod p)

le.:
Sn(p) = pB.

a) Sip— 1 divise n, le petit théoréme de Fermat donne :

1 T 1

Sn(p) = i = 2 1 = —1(modp)
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et donc :
pB, = —1 (mod p)

le. : 1
B, + - € Z,.
p

b) Sip— 1 ne divise pas n, il existe g € Z tel que

g" # 1 (modp).

Comme
r=p—1 r=p—1

(9" = 1)Su(p) = (gr)" = Y " =0(modp)

r=1 r=1

ainsi p divise S, (p), et donc B, € Z,,.

On en déduit que

ol ¢ est un nombre premier. Donc :

B, + Z(%)ez

p—1|n

ce qui achéve la preuve du théoréme de Von Staudt et Clausen.

5.3.2 Exemples numériques

1 1
B — _ = _ =
1 9 0 27
1 1 1
By = 1—7—7=-,
2 3 6
1 1 1
By = 1—s—2=—o,
2 5 30
1 1 1
By = 1—7—==—,
2 7 42
BS = B47

By = 1—2—=~— —=_
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P = 1_?_§_?7_1_3_2730’
o 2_5_31:671 1 —3617
SR
e _1_ §1_ ?1_ 1_91: T1874611
o _528_5_1§_§_g54:51;w’
B = 0193 =5 =5 =55 = 154

5.3.3 Conséquences

Le Théoréme de Von Staudt-Clausen montre que :

Dénominateur (By,) = H .

p—1|2n

En notant B,, = g—;:, on sait que Dy, = [[p, pour p divisant 2n, d’aprés le Théoréme de
Von Staudt et Clausen.

C’est donc surtout le calcul du numérateur qui pose probléme, pour peu que la décomposition
en facteurs premiers de l'indice 2n soit réalisable en un temps raisonnable.

De plus, comme on le montrera plus loin, il existe beaucoup de résultats permettant de
tester la plausibilité des valeurs déterminées numériquement des numérateurs des nombres de

Bernoulli.

Utilisation de la formule d’Euler :

Euler a montré, en 1755 que

2(2n)!¢2n) _—
| Ban| = W; Bay = (=1)"" | Bay| .
avec
+o0 1
C(s) = —, Re(s) > 1
n=1 n
et N
B 1 o ( 1)n+1
C(S) - 1— 21_5 ; ns ) §Re<s) >0
et



On trouvera dans [151],(2004) une démonstration de la formule | ainsi que 1’expression :
By, = —2n((1 — 2n)
1520097643918070802691 2337...6443

Biagg = —ot 270
1806 ’ 1806 1806

B42 =

Dans [21] on utilise le calcul de la valeur numeérique de la fonction Zéta. En fait, I'utilisation
de la formule de récurrence n’est pas vraiment intéressante puisque les logiciels de calcul
formel comme Maple, Mathematica et Pari font appel a des algorithmes basés sur la formule
d’Euler-MacLaurin, qui elle-méme nécessite le calcul et donc le stockage des nombres de
Bernoulli.

Cependant, Borwein [22], 1993 a réussi a construire un algorithme permettant de calculer
les valeurs de Zéta, indépendamment des nombres de Bernoulli, voir :

"http ://www.cecm.sfu.ca/personal /pborwein/PAPERS /P155.pdf".

L’algorithme suivant de J. Mac Gown utilise I'expression en <<produit eulérien>> de la
fonction Zéta de Riemann.

5.3.4 Algorithme de Kevin J.Mac Gown (25.09.2011)

K.J.Mc Gown [82] propose I'algorithme suivant, ot I'entier naturel n est supposé pair et non

nul :
1. K:= 2n!
(2m)
2. d:= H P
p—1/n
3. N = E(Kd)™ +1
4. z:= H (1—p ™"
P<N
5. a:=(—1)2"'E(dKz)
a
6. B, = pi

Remarque 5.5 L’algorithme ci-dessus utilise la relation entre les nombres de Bernoulli et
la fonction Zéta, mais cette derniere est "tronquée” et remplacée par :

c=[O-pm)" (5.1)

p<N

et )
N > (Kd)»1

Dans étape 3), E désigne la fonction partie entiére.
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Exemple 5.6 On calcule Bsg. Notons Bsg = g.

Les diviseurs de 50 sont :1,2,5,10,25,50. Les p tels que "p—1" divise 50, sont : 2,3,11, d’ou
d = 66.

On a:
2.50!
K = ——
(27)50
= 7.5008667460769577047477367155247316456403804367598821630882902193 x 10%*
On trouve :

M = E((Kd)»)
= 3.505814116481482479651891169875058408262438021025201227861086024842269

D’ou : M = 4.
Calcul de

14230808979603434478967634367612193830747839065247880751037959312625
On prend z =1, d’ou
dKz = 7.500866699 * 10** x 66 = 495057205241079648212477524.9999999994425778
d’otu

495057205241079648212477525

Beq —
50 66

Exemple 5.7 A titre d’exemple, nous illustrons numériquement ce résultat original de Kell-
ner [104], obtenu en Avril 2002 :

Den(B,) =n <= n = 1806 (5.2)
Remarquons qu’on a aussi :
DGTL(B42) = 1806.

Maple 17 affiche :
1520097643918070802691

1806

42 —

(5.3)

et
23377025552416693374 . . . [ .. 3462 digits . . .]5326372710 ...443

1806

1806 —
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Conclusion

"Je ne sais ce que j’ai pu paraitre aux yeur du monde, mais a mes yeuz, il me semble que je
n’ai jamais €té qu’un enfant jouant sur une plage, heureux de trouver de temps a autre, un galet
plus lisse ou un coquillage plus beau que les autres, alors que s’étendait devant mot, totalement
inconnu, l'immense océan de la vérité, encore inexploré”.

Sir Isaac Newton

Cette étude nous a permis de faire un survol sur 'origine des nombres de Bernoulli, leurs
utilités, leurs propriétés et leur importance en mathématiques. Cependant, si cette suite de
nombres a permis de clarifier, d’unifier certaines situations, de nombreuses questions restent
en suspens. Le grand théoréme de Fermat a pu étre prouvé par Wiles, mais la recherche d’'une
autre preuve en continuité avec les recherches entreprises sur ce théoréme depuis de plusieurs
décennies demeure encore un probléme d’actualité. On dit qu’'une meilleure connaissance des
propriétés arithmétiques des nombres de Bernoulli pourrait conduire a une telle preuve. Les
nombres de Bernoulli n’ont pas livré tous leurs secrets. Ils demeurent trés mystérieux, et cela
malgré le nombre considérable d’articles qui leur sont consacrés.

Enfin pour conclure d’un point de vue pédagogique, la préface d’André Amar, professeur a
I'institut d’études politiques de Paris, de 'ouvrage de Peter Wolff [158]

"...Au contraire, l’enseignement scientifique présente toujours un "état de la question”, une
"mise a jour" qui apporte les résultats sous une forme achevée, mais sans jamais recourir
a la pensée méme des grands créateurs. L’éleve regoit en classe un plat tout préparé. En
quelques séances, il assimile les limites, les dérivées, les différentielles. Il croit comprendre
parce qu’il reproduit un raisonnement et qu’il calcule correctement. Mais il ne sait pas que ces
notions simples et évidentes en apparence ont demandé de longues et tenaces élaborations.
1l se contente de consommer un produit fini. Rares sont les esprits exigeants qui demandent
pourquot, comment on en est venu a penser la limite, pourquoi on a un beau jour décidé de
couper quatre droites par une cinquieme et de calculer les proportions des segments, pourquoi
on a pensé a cela plutdt qu’a autre chose.

Mais, me dira t-on, votre éleve réclame une histoire des mathématiques. Ce n’est pas avec
de I’histoire des sciences que l’on forme des ingénieurs ou des chercheurs. L’Histoire, méme
celle des sciences, c’est de la littérature et, au mieux, de la philosophie.
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Bien sir, l’enseignement scientifique n’a que faire de [’Histoire. Il lui suffit de pousser en
avant les résultats acquis et d’en chercher de nouveaux. Mais un esprit profond ne se contente
pas d’une vérité méme démontrée. Il veut aller au-dela et voir quelle place elle occupe dans la
généalogie d’une pensée plus ample. L’histoire des sciences n’est faite ni d’anecdotes, comme
le bain d’Archiméde ou la pomme de Newton, ni d’inventaire de découvertes. Elle suit la
trace d’une seule et méme pensée qui évolue justement parce qu’elle reste vivante; et cette vie
de la pensée, ot la rencontrer, sinon dans les écrits mémes de ceux qui ’ont fait naitre ¢ Les
textes choisis par Peter Wolff ont pour objet non point de nous transmettre des connaissances,
mais de nous introduire dans ['intimité des grands penseurs. Ce contact direct avec [’oeuvre
originale, qu’elle soit poétique ou mathématique, porte l'un des plus beauxr noms qui soit : il
s’appelle I’humanisme...."
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Annexe 1 : Quelques commandes MAPLE

On trouvera dans cette annexe quelques commandes MAPLE qui nous ont été utiles pour
vérifier les relations données dans ce mémoire.

Calcul des nombres de Bernoulli :

> seq(bernoulli(), i = 0..20);

11 1 1 1 5 691 7 3617 43867 174611
1’_2’670’_30’0’ 42707_30707 66’0’_2730’076’0’_510’07 798 0, — 330

Calcul des nombres d’Euler :

> seq(euler(i),7 = 0..16);

1,0,-1,0,5,0,—61,0,1385,0, —50521, 0, 2702765, 0, —199360981, 0, 19391512145-

Calcul du n-iéme polynéme de Bernoulli :

> sort(bernoulli(10, z), z);

2l — 529 + La® — 728 + 5t — 327 + &

Calcul du n-iéme polynéme d’Euler :

> sort(euler(10, z), x);

219 — 529 + 3027 — 1262° + 25523 — 1552

Calcul du numérateur d’un nombre rationnel :

> numer(—3));

-2

Calcul du dénominateur d’un nombre rationnel :
4

> denom(—3);

6
3
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Annexe 2 : Auteurs cités

APPELL Paul Emile (1855-1930), mathématicien frangais.
BERNOULLI Jacques (1654-1705), mathématicien et physicien suisse.

BERNOULLI Daniel (1700-1782) médecin, physicien et mathématicien suisse, neveu de
Jacques Bernoulli.

CLAUSEN Thomas (1801-1885), mathématicien et astronome danois.

EULER Leonhard (1707-1783), mathématicien suisse.

FAULHABER Johann (1580-1635), mathématicien allemand.

FERMAT Pierre de (1601-1665), mathématicien frangais.

IBN AL-HAYHAM (965-1039), mathématicien, philosophe et physicien irakien.
JOYAL André, mathématicien québécois né en 1943.

KUMMER Ernst (1810-1893), mathématicien allemand.

LEHMER Emma Markovna née Trotskaia (1906-2007), américaine d’origine russe.
LEHMER Derrick Henry (1905-1991), mathématicien américain, conjoint d’Emma Lehmer.
LUCAS, Francois Edouard Anatole (1842-1891), mathématicien francais.
NIELSEN, Niels (1865-1931), mathématicien danois.

NORLUND Niels (1885-1981), mathématicien danois.

RAABE Joseph Ludwig (1801-1859), mathématicien suisse.

von STAUDT, Karl Georg Christian (1798-1867), mathématicien allemand.
WIEFERICH Arthur Joseph Alwin (1884-1954), mathématicien allemand.
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