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INTRODUCTION GENERALE 
Pendant les vingt dernières années, la modélisation des guides d’ondes est devenue un 

domaine important de recherche en électromagnétisme avec le développement des logiciels 

numériques de simulation très performants. Les guides d’onde sont connus par leurs 

caractéristiques avec  une variété de forme. L’énergie transmise varie de quelques milliwatts 

jusqu’à des gigawatts [1].  

Bien que les guides d’onde semblent être simples et faciles à fabriquer, mais chercher à 

obtenir les caractéristiques électromagnétiques satisfaisant toute les conditions d’application 

est une opération difficile à réaliser. Pour cela, des méthodes et approches de modélisation 

fiables sont nécessaires. L’un des paramètres importants, qui influe sur les caractéristiques des 

guides d’onde est le coefficient de réflexion qui dépend de l’admittance du circuit équivalent. 

Cependant, beaucoup de circuits équivalents sont utilisés pour modéliser un même guide. 

Plusieurs travaux ont été publiés sur l’ouverture rayonnante. Les résultats obtenus ne tiennent 

pas compte des modes d’ordre supérieur rencontrés à l’ouverture du guide [2]. 

     L’objectif global de ce présent travail est d’une part le développement d’une approche 

théorique basée sur l’utilisation des fonctions de Green dans le domaine fréquentiel pour 

déterminer le champ rayonné à l’ouverture du guide ; et d’autre part la conception d’un 

modèle numérique basée sur la méthode des éléments finis permettant la modélisation et la 

caractérisation d’un guide d’onde rectangulaire terminé par une ouverture rayonnante [3].  

Nous avons simulé un modèle de guide d’onde rectangulaire à ouverture rayonnante à travers 

le développement d’un algorithme basé sur le logiciel de simulation HFSS (High Frequency 

Structure Simulator) à trois dimensions (3D) basé sur l’utilisation de la méthode des éléments 

finis [4]. 

À travers les équations théoriques déterminées par l’utilisation des fonctions de Green dans le 

domaine fréquentiel des guides d’ondes rectangulaires et circulaires à ouverture rayonnante, 

nous avons développé un programme à l’aide du logiciel Matlab permettant d’une part de 

simuler les différents types d’ouvertures rectangulaires et circulaires ; et d’autre part de 

comparer les résultats obtenus.  

Par la suite, nous avons généralisé ce programme par la création d’une interface qui nous a 

permis de manipuler les dimensions des guides et les fréquences de travail. Il nous a permis 
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également de voir l’allure du champ à l’ouverture. Les résultats obtenus en comparaison avec 

la littérature sont très satisfaisants. Les résultats présentés peuvent être concrétisés par la 

fabrication d’un guide d’onde à ouverture rayonnante afin de  répondre à des problématiques 

industrielles dans sa gamme de fonctionnements (la bande X) [5]. 

Au préalable, nous avons abordé l’étude théorique permettant de déterminer les modes qui se 

propagent dans les guides, la fréquence de travail, la puissance propagée, la puissance 

rayonnée ainsi que l’influence de l’excitation sur tout le circuit [6]. 

                 
Ce présent manuscrit est constitué  de trois chapitres, trois annexes et une bibliographie.  

Le chapitre I, sera consacré à une introduction sur les guides d’ondes  ainsi que les 

caractéristiques de chaque guide.  

Dans le second chapitre, nous aborderons la formulation mathématique du problème ainsi que 

les détails concernant le champ à l’ouverture rayonnante. 

Nous verrons dans le chapitre III, l’application de la méthode des éléments finis pour la 

modélisation et la caractérisation des structures rectangulaires et circulaires à l’aide du 

logiciel HFSS (High Frequency Structure Simulation). Puis la généralisation de la conception  

d’un simulateur à travers l’utilisation du logiciel MATLAB.
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I Généralités sur les guides d’onde 

 
I.1 Introduction  
    Les ouvertures rayonnantes sont largement utilisées dans les domaines de télédétection, 

mesure non destructive, CEM…etc.   

Les paramètres de circuit équivalent ont été étudiés par Marcuvitz en 1951 [7]. Depuis ce 

temps, plusieurs méthodes numériques de résolution à savoir : la méthode des moments par 

l’utilisation de logiciel feko [8], la méthode des éléments finis en utilisant le logiciel HFSS 

[9], la méthode basée sur la matrice de corrélation CM [10], la méthode des opérateurs 

transversaux TO [6] et la méthode d’équation intégrale KP [11] ont été développées. Ces 

méthodes analytiques se compliquent lorsqu’on considère que le guide est de longueur finie et 

le conducteur est imparfait [12]. 

Dans notre travail, nous avons utilisé le logiciel HFSS  « High Frequency Structure 

Simulation » [13] pour la simulation de l’ouverture rayonnante. Notons l’utilisation  d’un 

guide d’onde rectangulaire excité par le mode fondamental TE10 [14]. 

Au préalable, on doit commencer par l’étude théorique permettant de déterminer les modes 

qui se propagent dans les guides, la  fréquence de travail, la puissance propagée, la puissance 

rayonnée ainsi que l’influence de l’excitation sur tout le circuit. 

I.2 Présentation de la structure guide d’onde 
La figure 1.1 montre une section droite  d’une structure de guidage. 

 

 

 

 

      

   

                        Fig. I.1     Section droite  d’une structure de guidage   
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n 
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Pour trouver les ondes susceptibles de se propager sur une telle structure en régime sinusoïdal 
associé à une dépendance temporelle en « ݁݌ݔሾ݆߱ݐሿ », on écrit les équations de Maxwell 
vérifiées par le champ (ܧ଴ሬሬሬሬԦ, ܪ଴ሬሬሬሬԦ).  

                                   

ە
ۖ
۔

ۖ
଴ሬሬሬሬԦܧሬሬሬሬሬሬԦݐ݋ݎۓ  ൌ  െ݆߱ߤ଴ܪ଴ሬሬሬሬԦ   
଴ሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬሬሬԦݐ݋ݎ ൌ ଴ሬሬሬሬԦܧߝ݆߱   ൅  Ԧܬ

଴ሬሬሬሬԦܧ ݒ݅݀ ൌ  
ఘ
ఌ

଴ሬሬሬሬԦܪ ݒ݅݀ ൌ  0
                   

                                                                       ሺI. 1ሻ                        

En raison de la symétrie de translation qui caractérise la géométrie de la structure considérée, 

on cherche les solutions des équations de Maxwell sous la forme : 

ቐ
,ݔ଴ሺܧ ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔሺܧ  ሿݖߛሾെ݌ݔ݁ ሻݕ

,ݔ଴ሺܪ ,ݕ , ሻݖ ൌ ,ݔሺܪ  ሿݖߛሾെ݌ݔ݁ ሻݕ
                                           ሺI. 2ሻ                        

Où  γ est la constante de propagation d’un mode qui se propage dans la direction des z 

croissants. Les solutions sont des ondes planes non homogènes. 

A partir de la géométrie du problème, on décompose usuellement les champs en composantes 

vectorielles transversales (plan de section droite) et scalaires longitudinales (suivant z) : 

                     ቐ
ሬԦܧ  ൌ ௧ሬሬሬԦܧ    ൅  ௭ܧ  ሬ݊Ԧ      

ሬሬԦܪ  ൌ ௧ሬሬሬሬԦܪ    ൅  ௭ܪ  ሬ݊Ԧ    
                                                                          ሺI. 3ሻ                        

Voir  (Annexe A) [15]. 

I.2.1 Guide d’onde rectangulaire  

   Il s’agit d’une  structure de guidage à un seul conducteur qui  est  généralement utilisé pour 

alimenter des antennes, des radars. En plus, il peut être utilisé comme un  résonateur, un  filtre 

et autre. Cette structure peut être appliquée à des fréquences très élevées allant de quelques 

gigahertz à des centaines de gigahertz. Les pertes dans ces structures sont très faibles et se 

limitent aux pertes dans les conducteurs [16].  

On résout les équations d’Helmholtz en ܧ௭
ሬሬሬሬԦ (cas TM) ou en ܪ௭

ሬሬሬሬԦ (cas TE) : 

‐ Problème de Dirichlet ܧ௭ሬሬሬሬԦ  ൅  ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ ܧ௭ሬሬሬሬԦ  ൌ 0ሬԦ    et  ܧ௭ሬሬሬሬԦ  ൌ 0ሬԦ  (champ tangentiel). 

‐ Problème de Neumann : ܪ௭ሬሬሬሬԦ  ൅  ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ ܪ௭ሬሬሬሬԦ  ൌ 0ሬԦ  et   డு೥
ሬሬሬሬሬԦ 
డ௩ሬԦ

ൌ 0ሬԦ  (champ normale). 
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I.2.1.1 Propriétés des modes 

Nous définissons    ௖݂  la fréquence de coupure d’un mode de constante ݇௖  

௖݂ ൌ   
௖݇ݒ
ߨ2  

avec : ݒ ൌ ଵ
ඥఌఓబ

 

La fréquence de travail f  doit être supérieure à la fréquence de coupure ௖݂ pour que le mode 
correspondant puisse se propager.  Ce qui se traduit par  la condition suivante :  

݂ ൒  ݂ܿ  ൌ  
௖݇ݒ
ߨ2

 ൌ  
ݒ
2
ඨቆ

݉ଶ

ܽଶ
൅
݊ଶ

ܾଶ
 ቇ                                                              ሺI. 4ሻ 

avec :  

m, n : les  modes de propagation  

a, b : les dimensions de la section droite du guide. 

Dans ce cas, la constante de phase k୥ ൌ ඥkଶ െ kୡଶ   est réelle, ce qui rend possible la 

propagation. Un guide d’ondes se comporte donc, pour chaque mode, comme un filtre passe-

haut. En dessous de la fréquence de coupure, le mode est évanescent (ߛ  réelle), ce qui 

correspond à une atténuation exponentielle en fonction de z. 

Le premier mode propagé sur le guide est le mode TE10 encore appelé mode fondamental ou 

dominant. Il sera l’unique mode propagé pour 2b൑ λ ൑ 2a. La détermination de mode suivant 

dépend de la valeur du facteur de forme. 

En effet, il n’est pas souhaitable de propager un signal à l’aide de plusieurs modes en raison                   

de la dispersion qui en résulterait, d’autant plus que chaque mode est déjà dispersif. 

La constante de propagation guidée est donnée par : 

ଵ
λ೒
మ ൌ

ଵ
λమ
െ ଵ

λ೎
మ                                                     ሺܫ. 5ሻ                         

λ   ൌ ଶగ
୩

 : La longueur d’onde dans le milieu diélectrique remplissant le guide,  

λ௖ ൌ
ଶగ
୩೎

 : La longueur d’onde de coupure  
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λ௚ ൌ
ଶగ
୩೒
  .La longueur d’onde  guidée ׷

De plus, on peut exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe d’un mode propagé en 

fonction  de la longueur d’onde de coupure λ௖ :              

ە
ۖ
۔

ۖ
Ԃ஦ۓ ൌ

୵
୩ౝ
ൌ ௩

ඨଵିቀ ಓಓౙቁ
మ
 ൐          ݒ

Ԃ୥ ൌ
ୢ୵
ୢ୩ౝ

ൌ ට1ݒ െ ቀ ஛
஛ౙ
ቁ
ଶ
൏ ݒ

                                                        ሺI. 6ሻ  

avec :  

           Ԃ஦Ԃ୥ ൌ   ଶݒ

Notons que la vitesse de phase est supérieure à la vitesse de la lumière dans le cas d’un guide 

à air, et la vitesse de groupe correspondant à la vitesse réactive apparent de déplacement de 

l’énergie est plus petite.  Le produit de deux vitesses est égal au carré de la vitesse des ondes 

libres dans le milieu diélectrique. 

 

                                                  

                                                          Ԃ஦   Ԃ୥  

                Fig. I.2    Mécanisme de propagation dans un guide à plans parallèles  

Ԃ୥ ൌ หԂ୥ห ൌ cos|ݒ| ݅    

Où  ݅  est l’angle de réflexion (angle d’incidence) et pour  ݅ ൌ గ
ଶ
 , nous obtenons  la fréquence 

de coupure. 

I.2.1.2 Mode fondamental 

    Il est utile de connaitre l’expression du champ électromagnétique du mode fondamental 

TE10. Pour cela, nous calculons  ݇௖ ൌ  
గ
௔

  et en partant de l’expression de la composante 

longitudinale, nous obtenons alors les expressions des composantes du champ électrique et 

magnétique suivantes : 

௭ܪ                                                                                 ൌ  ܣ  ሺగݏ݋ܿ
௔
  ሻݔ

 ݒ

i 
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On déduit  le gradient : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ௭ሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ݀ܽݎ݃ ൌ  െ

ߨ
ܽ ܣ ሺ݊݅ݏ

ߨ
ܽ ሻݔ ݁௫ሬሬሬԦ     

௭ሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ݀ܽݎ݃  ൈ ݊  ൌ
ߨ
ܽ ܣ ሺ݊݅ݏ

ߨ
ܽ ሻݔ ݁௬ሬሬሬሬԦ  

                                                          ሺI. 7ሻ
 

D’où  

ە
ۖ
۔

ۖ
ሬԦܧۓ  ൌ  െ

    ଴ߤݓ݆
݇௖ଶ 

 ݔ ௭ሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ݀ܽݎ݃  ሬ݊Ԧ  ൌ  െ݆ߤݓ଴  
ܽ
ߨ ܣ ሺ݊݅ݏ

ߨ
ܽ ሻݔ ݁௬ሬሬሬሬԦ                              

ሬሬԦܪ  ൌ  െ݆
݇௚
݇௖ଶ
௭ሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ݀ܽݎ݃   ൅ ௭ܪ  ሬ݊Ԧ ൌ ଴ߤݓ݆   

ܽ
ߨ ܣ ሺ݊݅ݏ

ߨ
ܽ ሻ ݁௫ሬሬሬԦݔ ൅ ܣ  ሺݏ݋ܿ

ߨ
ܽ ሻݔ ሬ݊Ԧ  

             ሺI. 8ሻ 

On appelle ݁௫ሬሬሬԦ le vecteur unitaire dirigeant l’axe ܱݔ et ݁௬ሬሬሬሬԦ celui qui dirige l’axe ܱݕ. 

Généralement, on pose
  
ሬԦܧ ൌ ܧ ሺగ݊݅ݏ

௔
ሻݔ ݁௬ሬሬሬሬԦ   avec   ܣ ൌ ௝୩೎ 

η௞
  .ܧ

On obtient alors les expressions des composantes du champ : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
଴௫ܧ ൌ 0                                                                                                                       

଴௬ܧ ൌ ܧ  ݊݅ݏ ቀ
ߨ
ܽ ቁݔ .൯                                                                 ሺIݖ ൫െ݆݇௚݌ݔ݁ 9ሻ

଴௭ܧ ൌ 0                                                                                                                       

 

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ ଴௫ܪ ൌ  െ
 ௚݇ܧ
݇ߟ ሺ݊݅ݏ

ߨ
ܽ ሻݔ                                                                ൯ݖ ൫െ݆݇௚݌ݔ݁ 

଴௬ܪ ൌ  0                                                                                                          ሺI. 10ሻ

଴௭ܪ ൌ  ݆
 ௖݇ܧ
݇ߟ ሺݏ݋ܿ 

ߨ
ܽ ሻݔ                                                                  ൯ݖ ൫െ݆݇௚݌ݔ݁ 

 

Notons que la distribution du champ électrique dans le guide est une distribution sinusoïdale 

avec un maximum pour ݔ = ௔
 ଶ

 . 
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I.2.1.3 Les modes d’ordre supérieur 
   Nous pouvons alors généraliser les calculs pour obtenir les composantes du champ des 

modes d’ordre supérieur transportées par un guide d’ondes rectangulaire [17]. Les expressions 

des champs ܧሬԦet ܪሬሬԦ deviendrons : 

• Dans le cas d’un mode TM : 

                    

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ଴௫ܪ ൌ ܣ݆ ఠఌ௡గ

௕௞೎మ
ߨሺ݉݊݅ݏ ௫

௔
ሻ ߨሺ݊ݏ݋ܿ ௬

௕
ሻ ݁ିఊ௭    

଴௬ܪ ൌ െ ܣ݆ ఠఌ௠గ
௔௞೎మ

ߨሺ݉ݏ݋ܿ ௫
௔
ሻ ߨሺ݊݊݅ݏ ௬

௕
ሻ݁ିఊ௭

଴௭ܪ ൌ  0                                                                  

                                         ሺI. 11ሻ   

                       

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
଴௫ܧۓ ൌ  െܣ 

ఊ௠గ
௔௞೎మ

ߨሺ݉ݏ݋ܿ ௫
௔
ሻ ߨሺ݊݊݅ݏ ௬

௕
ሻ݁ିఊ௭

଴௬ܧ ൌ  െܣ 
ఊ௡గ
௕௞೎మ

ߨሺ݉݊݅ݏ ௫
௔
ሻ ߨሺ݊ݏ݋ܿ ௬

௕
ሻ ݁ିఊ௭

଴௭ܧ ൌ ܣ  ߨሺ݉݊݅ݏ ௫
௔
ሻ ߨሺ݊݊݅ݏ ௬

௕
ሻ݁ିఊ௭              

                                              ሺI. 12ሻ 

• Dans le cas d’un mode TE :          

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
଴௫ܧۓ ൌ ܣ݆ 

ߨ݊ߤ߱
ܾ݇௖ଶ

ߨሺ݉ݏ݋ܿ
ݔ
ܽሻ ߨሺ݊݊݅ݏ

ݕ
ܾሻ݁

ିఊ௭    

଴௬ܧ ൌ െ݆ܣ
ߨ݊ߤ߱
ܽ݇௖ଶ

ߨሺ݉݊݅ݏ
ݔ
ܽሻ ߨሺ݊ݏ݋ܿ

ݕ
ܾሻ ݁

ିఊ௭

଴௭ܧ ൌ  0                                                                    

                                    ሺI. 13ሻ 

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ ଴௫ܪ ൌ ܣ

ߨ݉ߛ
ܽ݇௖ଶ

ߨሺ݉݊݅ݏ
ݔ
ܽሻ ߨሺ݊ݏ݋ܿ

ݕ
ܾሻ ݁

ିఊ௭                                                       

଴௬ܪ ൌ  ܣ
ߨ݊ߛ
ܾ݇௖ଶ

ߨሺ݉ݏ݋ܿ
ݔ
ܽሻ ߨሺ݊݊݅ݏ

ݕ
ܾሻ݁

ିఊ௭                                            ሺI. 14ሻ

଴௭ܪ ൌ ߨሺ݉ݏ݋ܿܣ
ݔ
ܽሻ ߨሺ݊ݏ݋ܿ

ݕ
ܾሻ݁

ିఊ௭                                                                    
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I.2.2 Guide d’ondes circulaire  

    Le guide d’onde circulaire est rempli d’un diélectrique de permittivité ߝ généralement de 

l’air, et de perméabilité ߤ  . La constante de propagation est déterminée par les mêmes 

équations que dans le cas du guide rectangulaire [18]. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I.3  Section droite d’une structure de guidage 

I.2.2.1 Equations de propagation et modes solutions  

Les modes ayant des composantes semi-transversales électriques ou magnétiques vérifient 
l’équation scalaire de Helmholtz. 

ቀ డమ

డఘమ
 ൅ ଵ

ఘ
  డ
డఘ
൅ ଵ

ఘమ
డమ

డఝమ
൅ ݇௖ଶ ቁ g  ൌ  0                                                      ሺI. 15ሻ   

Dans cette équation aux dérivées partielles, la fonction g désigne, soit la composante 
longitudinale du champ électrique E୸, soit la composante longitudinale du champ magnétique 
Hz, et kୡ est une constante, telle que :   ݇௖ଶ ൌ ଶߛ ൅ ݇ଶ                    

Où  ߛ : est la constante de propagation suivant l’axeO୸. 

I.2.2.2 Les conditions aux limites 

- Soit  g = 0 sur le conducteur, si g = E୸ ce qui correspond aux modes TM ; 

- Soit  డ௚
డఘ
ൌ 0 sur le conducteur, pour g = Hz , ce qui correspond aux modes TE . 

On montre que la solution la plus générale est de la forme : 

     ݃ሺߩ, ߮ሻ ൌ ሻߩ௠ሺ݇௖ܬ ܣ ൜
ሾ݉߮ሿݏ݋ܿ
ሾ݉߮ሿ݊݅ݏ                                                ሺI. 16ሻ                        

y 

x 

z
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Dans cette expression, Jm est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre entier, 

où  m  et  A  sont des constantes. Les conditions aux limites se traduisent par les équations 

non linéaires[4] : 

- Pour les modes TM,  on a ܬ௠ሺ݇௖ܾሻ ൌ 0 ;   

- Pour les modes TE, on a ܬ௠’ ሺ݇௖ܾሻ ൌ 0. 

I.2.2.3 Classement des modes  
La fréquence de coupure fc d’un mode donné est évaluée à partir de sa constante de coupure 

݇௖௠௡  où l’indice « m » est lié à la répartition angulaire du champ et l’indice « n » à sa 

répartition radiale. On déduit les valeurs de ݇௖௠௡ correspondantes en calculant les valeurs des 

arguments qui annulent la fonction de Bessel d’ordre « m » ou sa dérivée première, que l’on 

qualifiera de zéro. Pour une valeur donnée de « m », il y à une infinité de zéros possibles. On 

indicera ces zéros d’ordre « m » par l’entier « n », en les rangeant dans l’ordre des valeurs 

croissantes strictement positives. 

• Pour les modes TM, on a ݇௖௠௡b ൌ ଴ߤߝඥ ߨ2 ௖݂௠௡b ൌ ܼ௠௡ où  ܼ௠௡  désigne le zéro 

d’ordre « n » (la racine) de ܬ௠. 

• Pour les modes TE, on a ݇௖௠௡b ൌ ଴ߤߝඥ ߨ2 ௖݂௠௡b ൌ ܼ௠௡
ᇱ   où  ܼ௠௡

ᇱ
 désigne le zéro 

d’ordre « n » de  ܬ௠ᇱ  (la dérivée de ܬ௠ ).  

On doit classer ces zéros de façon à déterminer l’ordre d’apparition des modes dans le guide 

circulaire en fonction de la fréquence. Pour cela, il faut calculer les valeurs des racines des 

premières fonctions de Bessel ou de leurs dérivées, et les ordonner (voir le tableau I.1). 

                    
m                      
n 

   0 1 2 3 4 

1 2 .404               3.831 5.136 6.380 7.588 
2 5.520  7.015 8.417 9.761    11.065 
3 8.653 10.173  11.620 13.015 14.372 
4 11.791 13.324 14.796 16.223 17.616 
5 14.931 16.471 17.960 19.410  20.827 

                                                      Tableau I.1  Zéros de ܬ௠ 

A partir du tableau I.1, on déduit la classification des modes TM donnée par : 

 TM଴ଵ, TMଵଵ,TMଶଵ,TM଴ଶ,TMଷଵ, etc. 

 

 b : représente le rayon du guide 
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m                     
n 

   0 1 2 3 4 

1 3.831               1.84 3.054 4.201 5.317 
2 7.016  5.331 6.706 8.015    9.282 
3 10.173 8.536  9.970 11.346 12.682 
4 13.324 11.706 13.170 14.586 15.964 
5 16.471 14.864 16.348 17.789  19.196 

 
Tableau I.2  Zéros de la dérivée de  Jm 

 
A partir du tableau (I.2), on déduit la classification des modes TE donnée par  : 

 TEଵଵ, TEଶଵ , TE଴ଵ , TEଷଵ, TEସଵ , TEଵଶ, TEଶଶ, etc.  

Finalement, on déduit la classification des modes TE et TM suivante: 

TEଵଵ (kୡb =1.84), TM଴ଵ (kୡb =2.404) , TEଶଵ (kୡb =3.054) , les TMଵଵ  et TE଴ଵ(kୡb = 3.831), 

TEଷଵ (݇௖b= 4.201) , TMଶଵ (kୡb =5.136),etc . 

I.2.2.4  Les modes d’ordre supérieur  
On obtient les composantes précédentes en utilisant les expressions générales des modes TE 

et TM, dans le cas d’un système de coordonnées cylindriques.  

Connaissant les solutions de l’équation scalaire d’Helmholtz, nous pouvons déduire les 

expressions générales des modes TM ou TE. 

• Dans le cas d’un mode TM :  

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
଴ఘܧۓ  ൌ  െܣ 

ߛ
݇௖
݆ᇱ௠ሺ݇௖ߩሻܿݏ݋ሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭

଴ఝܧ  ൌ  ܣ 
௠ߛ
݇௖ଶߩ

݆௠ሺ݇௖ߩሻ݊݅ݏሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭  

଴௭ܧ  ൌ ܣ  ݆௠ሺ݇௖ߩሻ ߨሺ݉߮ሻݏ݋ܿ ݁ିఊ௭        

                                                ሺI. 17ሻ 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
଴ఘܪۓ  ൌ  െ݆ܣ

௠ߝ߱
݇௖ଶߩ

݆௠ ሺ݇௖ߩሻ݊݅ݏሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭                                                         

H଴ఝ ൌ െ ܣ݆
ߝ߱
݇௖

݆Ԣ௠ሺ݇௖ߩሻcosሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭                                                ሺI. 18ሻ

H଴୸ ൌ 0                                                                                                                     
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• Dans le cas d’un mode TE : 

    

ە
ۖ
۔

ۖ
଴ఘܧۓ ൌ ܣ݆  ఠ ఓ೘

௞೎మఘ
݆௠ሺ݇௖ߩሻ݊݅ݏሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭

଴ఝܧ  ൌ ܣ݆ ఠఓ
௞೎
݆ᇱ௠ሺ݇௖ߩሻܿݏ݋ሺ݉߮ሻ ݁

ିఊ௭

E଴୸ ൌ 0                                                      

                                                   ሺI. 19ሻ 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
଴ఘܪۓ ൌ െܣ 

ߛ
݇௖
݆ᇱ௠ሺ݇௖ߩሻܿݏ݋ሺ݉߮ሻ ݁

ିఊ௭                                                              

଴ఝܪ  ൌ ܣ 
݉ߛ
݇௖ଶߩ

݆௠ሺ݇௖ߩሻ .ሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭                                                   ሺI݊݅ݏ 20ሻ

଴௭ܪ ൌ                                                                            ሺ݉߮ሻ݁ିఊ௭ݏ݋ሻܿߩ௠ሺ݇௖݆ܣ

  

Le guide circulaire a la particularité de propager un mode TE11 dont les pertes décroissent 

avec la fréquence. Ce guide a la particularité d’avoir le mode fondamental qui se propage 

difficilement seul sur de grandes distances [4].  

I.2.3 La propagation dans un câble coaxial 
On prendra comme hypothèses que les structures de guidage à deux conducteurs sont 

homogènes. 

Ces hypothèses étant vérifiées, la propagation des ondes s’effectue sans dispersion. Lorsque la 

longueur d’onde guidée est de l’ordre de grandeur des dimensions caractéristiques de la ligne, 

des ondes semi-transversales TE ou TM commencent en général à se propager et on perd 

l’avantage de la propagation TEM non dispersive [19]. 

 

                                           

 

 

                         

                                                    Fig. I.4  Câble coaxial  

2b

2a
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On prendra le cas du câble coaxial qui est le plus utilisé actuellement. Il est constitué par deux 

conducteurs de diamètres 2a et 2b et par un diélectrique de permittivité relative ߝr qui permet 

de centrer le conducteur interne par rapport au conducteur externe. Sa fréquence maximale de 

travail se situe aux alentours de 15 GHz. 

   Si on suppose que la fréquence est suffisamment basse pour que la propagation s’effectue 

par le mode TEM uniquement, il est facile de trouver l’expression du champ en effectuant la 

résolution de l’équation de Laplace. 

Il résulte de cette propagation que le facteur de propagation est en exp[െݖߛሿ  et  ∆φ=0     

En coordonnées cylindrique (ߩ ,  : le Laplacien a pour expression ,(ߠ

                       ∆φ ൌ డమ஦
డఘమ

൅ ଵ
ఘ
డ஦
డఘ
൅ ଵ

ఘమ
డమ஦
డఏమ

                                                ሺI. 21ሻ                        

Comme la structure étudiée est un cylindre de révolution, il est évident de chercher le 

potentiel sous la forme du produit ߮ሺߩ , ሻߠ  ൌ  ܴሺߩሻܶሺߠሻ   avec
  
∂/∂θ≡0 

  
et  T(θ)= Constante. 

Finalement l’équation du potentiel à résoudre dans un condensateur coaxial, bien connue en 

électrostatique est  donnée par :    

                                           
డమR
డఘమ

൅ ଵ
ఘ
డR
డఘ
ൌ 0                                                       ሺI. 22ሻ 

La double intégration de cette dérivée logarithmique fournit la solution familière :  

                        ܴሺߩሻ ൌ Aᇱ ln ߩ ൅ .ᇱ                                                         ሺIܤ 23ሻ 

En appliquant les conditions aux limites  φଵ ൌ Aᇱln ܽ ൅ ᇱ et  φଶܤ ൌ Aᇱln ܾ ൅                         : Ԣ,  on obtientܤ

      

ە
ۖ
۔

ۖ
’Aۓ ൌ

஦భି஦మ

୪୬ሺೌ್ሻ
                  

Ԣܤ ൌ ஦భ ୪୬ሺ௕ሻି஦మ ୪୬ሺ௔ሻ
୪୬ሺೌ್ሻ

                                        ሺI. 24ሻ  

Finalement le potentiel est donné par : 

 

 

            ߮ሺߩ , ሻߠ ൌ ߮ଶ
௟௡ቀഐೌቁ

௟௡ቀ್ೌቁ
                                                        ሺI. 25ሻ                        
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On en déduit le champ électromagnétique propagé : 

ە
۔

E଴ሬሬሬሬሬԦ ۓ ൌ െ grad ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦφ expሾെjkzሿ  

H଴ሬሬሬሬԦ ൌ
1
η nሬԦ  ൈ E଴ሬሬሬሬԦ                     

                                                          ሺI. 26ሻ 

            Avec   η : L’impédance caractéristique 

Les composantes du champ sont exprimées en coordonnées cylindriques : 

ە
ۖ
۔

ۖ
E଴ఘۓ ൌ

ܣ
ߩ expሾെjkzሿ

E଴ఏ ൌ 0                    

E଴௭ ൌ 0                    

                                                                          ሺI. 27ሻ 

    

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
H଴ఘ ൌ 0                     

H଴ఏ ൌ
ଵ
஗
஺
ఘ
expሾെjkz

H଴௭ ൌ 0                     

ሿ                                                                       ሺI. 28ሻ                        

Le champ électrique est radial et le champ magnétique est ortho radial. 

En effet, comme,  E଴ሬሬሬሬሬԦ ൌ െgrad ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ φ expሾെjkzሿ ,  on peut calculer l’intégrale pour z fixe :                      

Vሺzሻ ൌ ׬   E଴ሬሬሬሬሬԦ. ݈݀ ሬሬԦ
஼௢௡ௗ௨௖௧௘௨௥ ௘௫௧é௥௜௘௨௥ 
஼௢௡ௗ௨௖௧௘௨௥ ௜௡௧é௥௜௘௨௥ ൌ ׬ ሿݖሾെ݆݇݌ݔ݁ െ grad ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ߮ . ݈݀ ሬሬԦ   ஼௢௡ௗ௨௖௧௘௨௥ ௘௫௧é௥௜௘௨௥ 

஼௢௡ௗ௨௖௧௘௨௥ ௜௡௧é௥௜௘௨௥  

        ൌ ݈݊ ܣ ቀ௕
௔
ቁ .ሿ                                                                         ሺIݖሾെ݆݇݌ݔ݁ 29ሻ   

De même on peut calculer les intensités Iଵ et Iଶ associées aux courants surfaciques Js1, Js2 

circulant sur les conducteurs intérieurs et extérieurs de la normale de  vଵ ሬሬሬሬሬԦ ݁ݐ vଶ ሬሬሬሬሬԦ. 

 

 

 

                                        

                                                Fig. I.5  Orientation des densités de courant sur les conducteurs 

vଵ

Jௌଵ

H଴

H଴

vଵ

Jௌଵ

vଶJௌଶ H଴
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On calcule les densités de courant et les courants sur chacun des conducteurs : 

• Sur le conducteur intérieur, on obtient Jௌଵ ൌ
ଵ
஗
஺
௔
 expሾെjkzሿ   d’où le courant sur le 

périmètre.2ܽߨ: Iଵሺݖሻ ൌ Jௌଵܽߨ2 ൌ
ଶగ
஗
   expሾെjkzሿ ܣ

• Sur le conducteur extérieur, on trouve
   
Jௌଶ ൌ

ିଵ
஗
஺
௕
 expሾെjkzሿ  d’où le courant sur le 

périmètre    2ܾߨ: Iଶሺݖሻ ൌ Jௌଶܾߨ2 ൌ
ିଶగ
஗
   expሾെjkzሿ ܣ 

Jௌଵ   ܿ݁ݒܽ            
 
 ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ Jௌଵ݊

 
 ሬሬሬሬԦ ൌ vଵ ሬሬሬሬሬԦ  ൈ H଴

 
 ሬሬሬሬሬሬሬԦ ݁ݐ   Jௌଶ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ Jௌଶ݊

 
 ሬሬሬሬԦ ൌ vଶ ሬሬሬሬሬԦ ൈ H଴

 
 ሬሬሬሬሬሬሬԦ
      

On remarque que   Iଵሺݖሻ ൌ  െIଶሺݖሻ , caractéristique de l’onde TEM qui en se propageant, 

impose  un déphasage de  ߨ entre les courants des deux conducteurs. 

On dispose donc de deux grandeurs ne dépendent que de la coordonnée z : 

• Une tension
   
ሻݖሺݒ ൌ ݈݊ ܣ  ቀ௕

௔
ቁ  ሿݖሾെ݆݇݌ݔ݁

• Un courant    ܫሺݖሻ ൌ    ଶగ
ఎ
 ሿݖሾെ݆݇݌ݔ݁ ܣ 

      

 

On remarque alors que le rapport  ୴ሺ୸ሻ
Iሺ୸ሻ

 ne dépend pas de z. 

On définit alors l’impédance caractéristique du câble coaxial, en général égale à 75 ou 50 Ω,                     

en fonction uniquement de la géométrie et des propriétés diélectriques de la ligne par la 

relation : 

 
௖ݖ   ൌ

୴ሺ୸ሻ
Iሺ୸ሻ

ൌ ஗
ଶగ
ln ቀ௕

௔
ቁ ൌ   ଺଴

√ఌ ೝ 
ln ቀ௕

௔
ቁ ሾ4ሿ                                                     ሺI. 30ሻ  

 

I.3 Bilan de puissance  
I.3.1 Théorème de Poynting  
   On établit un bilan d’énergie relatif à la création d’un champ électromagnétique à l’aide du 

théorème de Poynting. 

I.3.2 Régime temporel  
Pour créer un champ électromagnétique,  il faut fournir de l’énergie à partir d’une source de 

densité de courant  JୟሬሬԦ.  
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À chaque instant,  l’énergie électromagnétique est localisée dans le milieu avec une densité : 

                            ଵ
ଶ
ൣE
 
 ሬሬሬሬԦ. D

 
 ሬሬሬሬԦ ൅ H

 
 ሬሬሬሬԦ. B
 
 ሬሬሬሬԦ൧                                                                                 ሺI. 31ሻ                        

L’énergie électromagnétique contenue dans un domaine fermé  Ω  et contenant les sources 

s’écrit sous la forme suivante :  

           Tሺtሻ ൌ   ଵ
ଶ׮ ܧൣ

 
 ሬሬሬሬԦ. ܦ

 
 ሬሬሬሬሬԦ൧݀ݔ ൅Ω  ଵ

ଶ
׮  ܪൣ

 
 ሬሬሬሬሬԦ. ܤ

 
 ሬሬሬሬԦ൧݀ݔ ൌ TEሺtሻ ൅  THሺtሻΩ                                ሺI. 32ሻ                             

TE(t) : représente la contribution des grandeurs électriques. 

TH(t) : représente la contribution des grandeurs magnétiques. 

En milieu linéaire et isotrope (non nécessairement homogène) et à réaction instantanée, cette 

relation devient : 

    ܶሺݐሻ ൌ   ଵ
ଶ
׮  ሾܧ|ߝ|ଶ ൅ ఆݔଶ ሿ݀|ܪ| ߤ                                                              ሺI. 33ሻ 

L’évolution de cette énergie au cours du temps est décrite par la dérivée :  

                       

ܶ’ሺݐሻ ൌ   ଵ
ଶ
׮  ቂܧߝ. డࡱ

డ௧
൅ .ܪߤ డࡴ

డ௧
 ቃ ఆݔ݀                                                         ሺI. 34ሻ   

Par substitution des dérivées temporelles et en utilisant les équations de Maxwell, on obtient: 

ܶ’ሺݐሻ ൌ  
1
2 මൣܧ

 
 ሬሬሬሬԦ. ൫ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܪሬሬԦ െ ܬ

 
 ሬሬሬԦ െ ܬ௔

 
 ሬሬሬሬሬԦ൯ െ ܪ

 
 ሬሬሬሬሬԦ . ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܧሬԦ ൧݀ݔ

ఆ

                                          ሺI. 35ሻ 

En regroupant les termes, et en supposant que la loi d’Ohm est vérifiée, on obtient : 

ܶ’ሺݐሻ ൌ ׮ ܧൣ
 
 ሬሬሬሬԦ. ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬԦ െ . ሬሬሬሬԦ ܪ ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܧሬԦ ൧݀ݔఆ ൅ െ׮ |௃|మ

ఙ
ఆݔ݀ ൅ െ׮ ܧ

 
 ሬሬሬሬԦ. ௔ܬ

 
 ሬሬሬሬሬԦ݀ݔఆ                  ሺI. 36ሻ 

               
 

Trois termes apparaissent : 

• ௥ܹ : Le flux du vecteur de Poynting 

• ௃ܹ : La puissance dissipée par effet Joule dans les parties conductrices intérieures 

au domaine Ω (toujours positive) 

െ ௥ܹ   െ ௃ܹ  ௔ܹ 



Chapitre I                                                                               Généralités sur les guides d’onde 

 
 

 
               23

• ௔ܹ : La puissance fournie par les sources appliquées contre le champ électrique 

(signe moins) qui n’est autre que la puissance d’alimentation. 

 Nous remarquons que l’expression du  ௥ܹ correspond à un vecteur :  

ܧ                   
 
 ሬሬሬሬԦ. ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܪ ሬሬሬሬԦ െ ܪ

 
 ሬሬሬሬሬԦ. ݐ݋ݎ

 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦܧ ሬሬሬԦ ൌ ܧ൫ݒ݅݀

 
 ሬሬሬሬԦ ൈ ܪ

 
 ሬሬሬሬሬԦ൯ ൌ െ݀݅ݒ൫ܲ

 
 ሬሬሬሬԦ൯                                  

Où  ܲ 
 ሬሬሬሬԦ ൌ ൫ܧ

 
 ሬሬሬሬԦ ൈ ܪ

 
 ሬሬሬሬሬԦ൯est le vecteur de Poynting.  

L’application du théorème de la divergence donne : 

௥ܹ ൌ ׮ ሺܲݒ݅݀
 
 ሬሬሬሬԦሻ݀ݔΩ ൌ ܲ׭

 
 ሬሬሬሬԦ. ݊
 
 ሬሬሬሬԦ݀ݏ  ²                                                        ሺI. 37ሻ   

 ds est la surface qui délimite  Ω , de normale sortante ݊
 
 ሬሬሬሬԦ 

 

  

     

 

Fig. I.6  Domaine d’application du théorème de Poynting 

Finalement, le bilan de puissance est donné par : 

 Wୟ ൌ T’ሺtሻ ൅  WJ  ൅  Wr                                                                ሺI. 38ሻ                        

Notons que la puissance d’alimentation se compose de 3 termes : 

T’(t) : La croissance de l’énergie électromagnétique localisée dans Ω ; 

 WJ: L’échauffement des parties conductrices contenues dans Ω ; 

 W୰: La puissance rayonnée   vers l’extérieur du domaine. [20] 

En conclusion on peut dire que le bilan peut être considéré comme suit : 

Puissance fournie= Pertes Joule + puissance électromagnétique rayonnée  
 
Puissance fournie= Pertes Joule + puissance électromagnétique rayonnée  
 

Ja  

Ω 

n 
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I.3.3 Régime sinusoïdal  
 En régime sinusoïdal, l’expression complexe du vecteur de Poynting  est donnée par la 

relation : 

ሬܲԦ ൌ  
1
ܧ 2
ሬԦ ൈ HכሬሬሬሬԦ ൌ PᇱሬሬሬԦ ൅ ݆Pᇱᇱ ሬሬሬሬሬሬԦ                                                                 ሺI. 39ሻ 

Le facteur  ଵ
ଶ
  indique la valeur moyenne du produit vectoriel en régime sinusoïdal.  

Si Jୟ est la densité de courant appliquée par les sources, alors :  

ܧ൫ݒ݅݀
 

ሬሬሬԦ ൈ HכሬሬሬሬԦ൯ ൌ Hכ ሬሬሬሬሬԦ. ሬሬሬԦ ܧሬሬሬሬሬሬሬԦ ݐ݋ݎ െ .ሬԦܧ  ሬሬሬሬԦכሬሬሬሬሬሬԦHݐ݋ݎ

                                                                    ൌ ݆߱ሺߝ  ԡܧԡଶ െ ԡଶሻܪԡߤ െ ԡ௃ԡమ

 ஢
െ .ሬԦܧ   ሬሬሬԦכ௔ܬ

En intégrant dans le volumeΩ, alors : 

          ௔ܹ ൌ  Wr  ൅  WJ  ൅ ݆2ሺ ுܶതതത െ ாܶതതതሻ                                                      ሺI. 40ሻ  

௔ܹ  ൌ ܹԢ௔ ൅ ݆ܹ"௔ ൌ׮ ܧ
 
 ሬሬሬሬԦ. ΩݔሬሬሬሬԦ݀ כ௔ܬ                                                        ሺI. 41ሻ  

Wa représente la puissance d’alimentation complexe, composée d’une partie active   ܹԢ௔ 

représentant la valeur moyenne de la puissance instantanée appliquée et d’une partie réactive 

ܹ"௔  qui caractérise les échanges réactifs, à valeur moyenne nulle, entre la source et le 

domaine. 

  WJ  ൌ
ଵ
ଶ׮

ԡ௃ԡమ

 ஢
Ωݔ݀  est la puissance active dissipée par effet joule dans les parties 

conductrices de Ω . 

• ௥ܹ  ൌ  ܹԢ௥ ൅ ݆ܹ"௥ ൌ ׭  ሬܲԦ. ሬ݊Ԧ݀ݏ   représente la puissance complexe rayonnée à travers 

Ω avec : 

 ܹԢ௥  est la partie active du flux moyen du vecteur de poynting correspondant à la 

puissance rayonnée, et la partie réactive. 

  ܹ"௥  est la partie réactive correspondant aux échanges réactifs (à moyenne nulle) 

entre le domaine Ω  est le milieu extérieur. 
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• 
 
ாܶതതത= ଵ

ସ׮ Ωݔԡଶ݀ܧԡߝ  correspond à l’énergie électrique moyenne localisée dans Ω. 

• ுܶതതത=
ଵ
ସ׮ Ωݔԡଶ݀ܪԡߤ  correspond à l’énergie magnétique moyenne localisée dans  Ω . 

 On peut conclure que le théorème de Poynting en régime sinusoïdale est constitué de deux 

relations qui expriment la conservation des puissances actives et réactives : 

ቐ
ܹԢ௔ ൌ ܹԢ௥ ൅ ௃ܹ                    

ܹ"௔ ൌ ܹ"௥ ൅ 2߱ሺ ுܶതതത െ ாܶതതതሻ
                                                          ሺI. 42ሻ 

• La puissance active appliquée se trouve en puissance active du champ rayonnée et en 

puissance dissipée par effet Joule.  

• La puissance réactive de la source se répartit entre le champ rayonné et un terme 

proportionnel à l’excédent moyen d’énergie magnétique par rapport à l’énergie 

électrique dans Ω . [20] 

I.4 L’excitation d’un guide d’onde  
Considérons le problème de l’excitation d’un guide d’onde rectangulaire à l’aide d’un câble 

coaxial qui débouche dans la grande côte de guide. [21] 

 

 

 

 

 

                   Fig. I.7  Transition entre un guide d’onde et un câble coaxial 

 

On définit le domaine Ω comme étant un parallélépipède remplissant le contenu du guide, de 

surface   .  

On suppose que ce courant représente de façon satisfaisante la contribution du câble coaxial, 

car on ne s’intéresse pas  aux phénomènes de propagation dans le câble. 

Câble coaxial Guide rectangulaire 

Ω ሺሻ
n 

Z 
ξ 
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Le champ électrique étant normal aux conducteurs. Il est évident que le mode fondamental 

TE10 n’est pas l’unique mode crée au voisinage de la source puisqu’il est caractérisé par un 

champ électrique purement transversal. 

Visiblement le mode fondamental ne vérifie pas les conditions aux limites au voisinage du fil. 

Si le guide fonctionne dans sa gamme usuelle de fréquences à grande distance, seul le mode 

fondamental peut se propager. 

On en déduit que la source engendre dans son voisinage des modes d’ordre supérieur (TMmn 

ou TEmn) qui sont évanescentes pour la propagation suivant z et qui, en s’éloignant de la 

source, cèdent peu à peu l’énergie au mode fondamental TE10. 

La somme des modes d’ordre supérieur et du mode fondamental vérifie les conditions aux 

limites imposées par la présence du coaxial. 

Pour compléter cette description, il est intéressant de calculer la puissance transportée dans le 

guide  par un mode  TEmn ou TMmn , qui n’est rien d’autre que le flux du vecteur de Poynting 

à travers une surface  limitée à la section droite du guide c, puisque les côtés du domaine Ω en 

contact avec les parois du guide d’onde  apportent une contribution nulle à l’intégrale (champ 

électrique normal à la surface d’où annulation du produit scalaire ሬܲԦ. ሬ݊Ԧ ). 

Dans le cas d’un mode TM, la puissance ்ܹெ se calcule facilement à partir des expressions 

des champs. On trouve : 

  ்ܹெ ൌ   ௞௞೒  
ଶ஗௞೎ర

expሾെ2ܴ݁ሺߛሻݖሿ׭ԡ݃ܧ݀ܽݎ௭ԡଶ݀ݏ                                                    ሺI. 43ሻ   

Dans le cas de la propagation d’un mode TE, on obtient: 

     ்ܹா ൌ  
஗௞௞೒  
ଶ஗௞೎ర

expሾെ2ܴ݁ሺߛሻݖሿ׭ԡ݃ܪ݀ܽݎ௭ԡଶ݀ݏ                                              ሺI. 44ሻ                        

On a donc une dépendance en exp ሾെ2ܴ݁ሺߛሻݖ] de la puissance transportée à calculer  

 pour z= ξ. 

Dans le cas du mode TE10 qui se propage,  ܴ݁ሺߛሻ est nul pour une structure sans perte et ݇௚est 

réel.  La puissance transportée est constante. 
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Dans le cas des modes d’ordre supérieur qui sont évanescents, on a ܴ݁ሺߛሻ ൐ 0  et ݇௚ 

imaginaire pur, donc la puissance transportée par ces modes est un imaginaire pur et son 

module s’atténue exponentiellement suivant ݖ. 

En appliquant le théorème de poyting au domaine Ω , on obtient : 

ቐ
ܹᇱ

௔ ൌ ܹᇱ
௥ ൅ ௃ܹ                   

ܹ"௔ ൌ ܹ"௥ ൅ 2߱ሺ ுܶതതത െ ாܶതതതሻ
                                                      ሺI. 45ሻ 

En l’absence de pertes ௃ܹ ൌ 0  d’où   ܹᇱ
௔ ൌ ܹᇱ

௥  

D’après ce qui précède, on a : 

ܹᇱ
௥ ൌ ்ܹாଵ଴   ,   ݆ܹ"௥ ൌ ሼ∑ ்ܹா௠௡ ൅ ∑ ்ܹெ௠௡ ሽ  |ሺ௠,௡ሻஷሺଵ,଴ሻ 

On fait une sommation sur l’ensemble des modes d’ordre supérieur excités par la transition. 

En faisant croître ξ vers l’infini, on obtient : 

 ܹ"௥ ൌ 2߱ሺ ுܶതതത െ ாܶതതതሻ | ௗ௔௡௦ ௧௢௨௧ ௟௘ ௚௨௜ௗ௘                                    ሺI. 46ሻ                        

On en déduit que la puissance réactive appliquée par la source est le produit de 2߱ par l’excés 

d’énergie magnétique moyenne sur l’énergie électrique moyenne, localisée dans la totalité du 

guide. 

Le flux de Poynting se réduit à grande distance des sources à sa partie active et la puissance 

active appliquée est par conséquent la puissance transportée par les modes évanescents du 

guide. 

En  s’éloignant de la source, les échanges réactifs deviennent de plus en plus faibles. [4] 

I.5   Méthode d’analyse 
I.5.1 Analyse par la méthode des operateurs transversaux 
Cette méthode s'applique à une structure dans laquelle un guide débouche sur un espace libre 

voir  Fig.I.8.  

 

 

Y 
X 
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                            Fig. I.8 Exemple de structure ouverte  

z désigne la direction de propagation du guide d'entrée, z = zo est le plan de 

discontinuité. Comme la propagation en espace libre se fait en ondes planes, nous considérons 

qu'une onde guidée se décompose, dans le plan de la discontinuité, en une infinité d'ondes 

planes avec un angle d'incidence qui varie continûment, ce qui correspond, dans le domaine 

de FOURIER, à un spectre continu [14].  

Le facteur ݁ି௝௞೙௭ que l'on voit apparaître souvent dans l'étude de l'onde guidé est alors 

remplacé par l’expression   ݁ି௝௞ሬԦሺ஛ሻ.௥Ԧ et la séparation des variables comme en coordonnées 

cartésiennes est impossible.  Nous devons revenir alors à la formulation d'origine en opérateur 

transverse [22].   

L෠.׎(x,y,z)=jηడ׎ሺ୶,୷,୸ሻ
డ௭

                                                                                                                                  ሺI. 47ሻ                          

Avec : 

൤ = ׎ ௧ܧ
݆ ܼ଴ܪ௧

൨  ଴׎

η =൦
0 ڮ െ݆

݆ ڭ
0 െ݆
݆ 0 0

൪  

L෠=቎
݇଴߳ா ൅

ଵ
௞బ
߲௧ ቂ

ଵ
ఓయయ

߲௧ାቃ
ఢ೟య
ఢయయ

߲௧ା െ  ߲௧
ఓయ೟
ఓయయ

ఓ೟య
ఓయయ

߲௧ା െ  ߲௧
ఢయ೟
ఢయయ

݇଴ߤா ൅
ଵ
௞బ
߲௧ ቂ

ଵ
ఢయయ

߲௧ାቃ
቏ 

Dans ce cas, on obtient la matrice de diffraction de la discontinuité guide-espace libre ainsi 

que la distribution des champs dans l'ouverture. Afin de bien analyser le couplage entre tous 

les modes d'ordre supérieur. Voir (Annexe C) 

I.6 Conclusion  

Z 
Z0 
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    Lorsque la constante de propagation diffère de celle en espace libre, les champs les plus 

généraux se propageant en ondes planes, s’expriment entièrement en fonction des 

composantes longitudinales Ez et  Hz . Deux types de solutions sont appelées modes, les 

modes TM et TE, correspondant à des champs physiquement indépendants. 

Dans le cas des structures non homogènes,  il y a pas de séparation physique entre les modes 

TE et TM (modes hybrides) qui correspondent aux conditions Ez≠ 0  et  Hz≠ 0. Physiquement, 

ces conditions imposent au champ électrique E d’être normal au conducteur et au champ 

magnétique H d’être tangent. 

Pour une structure de guidage homogène, on peut affirmer que la seule condition aux limites 

sur le champ électrique est qu’il doit être normal en tout point de la surface des conducteurs. 

Un guide d’ondes se comporte pour chaque mode, comme un filtre passe-haut. En dessous de 

la fréquence de coupure, le mode est évanescent, ce qui correspond à son atténuation 

exponentielle en fonction de z. Le guide circulaire a la particularité de se propager en mode 

TE11, dont les pertes décroissent avec la fréquence. Pour le câble coaxial, lorsque la longueur 

d’onde guidée est de l’ordre de grandeur des dimensions caractéristiques de la ligne, des 

ondes semi-transversales TE ou TM commencent en général à se propager et on perd 

l’avantage de la propagation TEM non dispersive. La puissance d’alimentation relative à la 

création d’un champ électromagnétique dans un guide se décompose en puissance dissipée 

par effet Joule et puissance rayonnée dans le régime temporal. Par contre en régime 

sinusoïdal, la puissance rayonnée se divise en puissance active et réactive. 

La source engendre des modes d’ordre supérieur (TMmn ou TEmn) qui seront atténués. Seul le 

mode  TE10 qui se propage à grande distance. 

Enfin, on peut obtenir l'expression du champ en un point quelconque par la méthode des 

operateurs transversaux. Il nous reste à déterminer les formules qui caractérisent l’ouverture 

rayonnante, c’est l’objet du chapitre II.  
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II Mise en équations du problème 
 

II.1  Introduction  
   Les problèmes d’électromagnétisme sont pour la plupart des problèmes d’intégration des 

équations de Maxwell, c’est-à-dire la résolution d’un système linéaire d’équations aux 

dérivées partielles. 

   L’un des cas les plus simples est celui des milieux parfaits (le vide) limités par des 

conducteurs parfaits. Les premières solutions, avant l’intervention des ordinateurs, ont été 

apportées pour des conducteurs avec des repères à coordonnées pour lesquelles il existe 

généralement une solution analytique [1]. 

 Après avoir présenté l’étude du champ à l’intérieur du guide, nous nous intéressons dans ce 

chapitre à la détermination des équations des champs rayonnants à l’ouverture du guide 

d’onde. 

II.2  Formulation mathématique 
Dans un milieu  parfait, on a :  

ቐ
ሬԦܧሬሬሬሬሬሬԦݐ݋ݎ    ൅ ሬሬԦܪߤ݆߱ ൌ 0ሬԦ

ሬሬԦܪሬሬሬሬሬሬԦݐ݋ݎ  െ ሬԦܧߝ݆߱ ൌ   Ԧܬ
                                                      ሺII. 1ሻ 

On  déduit : ݐ݋ݎ
 
 ሬሬሬሬሬሬሬሬԦሺݐ݋ݎሬሬሬሬሬሬԦܧሬሬԦ ሻ ൌ  െ݆߱ݐ݋ݎߤሬሬሬሬሬሬԦܪሬሬሬԦ ൌ  െ݆߱ߤଔ

 
 ሬሬሬԦ  ൅  ߱ଶܧߤߝ

 
 ሬሬሬሬԦ  

On note  ݇ଶ ൌ ߱ଶߤߝ 

Où ݇ est la constante de propagation. 

Or, ݐ݋ݎ ሬሬሬሬሬሬሬԦሺݐ݋ݎሬሬሬሬሬሬԦܧሬԦሻ ൌ ሬሬሬԦ ܧ ݒሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ݀݅ ݀ܽݎ݃ െ ܧ∆
 
 ሬሬሬሬԦ et de plus, ݀݅ݒଔ

 
 ሬሬሬԦ ൅ ߩ݆߱ ൌ 0 et ݀݅ܧݒሬԦ ൌ   ఘ

ఌ
  [4] . 

Si l’on fait l’hypothèse que le milieu est homogène (ߝ est constant),  

On obtient :  ݀݅ܧݒሬԦ ൌ ௗ௜௩௃Ԧ

௝ఠఌ
. 

Finalement, on aboutit aux deux équations vectorielles dites d'Helmholtz avec second 

membre  
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൞
ሬԦܧ∆ ൅ kଶܧሬԦ ൌ

j
ωε ൫݃݀ܽݎ 

 ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦdiv ൅ kଶ൯JԦ

   ∆HሬሬԦ ൅ kଶHሬሬԦ ൌ െrot
 
 ሬሬሬሬሬሬሬԦJԦ                          

                                                          ሺII. 2ሻ 

   Il s’agit de résoudre un problème du type : ∆ Ԧܺ ൅ ݇ଶ Ԧܺ ൌ    Ԧܨ

Avec :  

  Ԧ : la  distribution vectorielleܨ          

          Ԧܺ :  le vecteur inconnu. 

    

Ce problème équivaut aux trois équations aux dérivées partielles scalaires à seconds membres  

௜ܺ  ൅ ݇ଶ ௜ܺ  ൌ   ௜ܨ

Avec   ݅ ൌ   3 ݑ݋ 1,2

Une solution particulière de ce type d’équations est la convolution ܺ௜  ൌ ܩ כ  ௜ , où G est uneܨ

solution  élémentaire de l’équation  

ܩ∆ ൅ ݇ଶܩ ൌ  ሻ                                                    (II.3)ݔሺߜ

 La solution de l’équation (II. 3) est la fonction ܩሺݔሻ ൌ ୣ୶୮ሾି௝௞|௫|ሿ
ସగ|௫|

  , dite fonction de Green 

de l’espace libre. 

   Physiquement, cette solution peut être considérée comme étant une onde sphérique scalaire 

divergente (dépendance temporelle en  expሾ݆߱ݐሿ ) émise par un point source situé à l’origine. 

La fonction de Green a une forme simple dans un milieu parfait, en particulier homogène et 

isotrope. Ce n’est pas le cas dans un milieu plus complexe puisque la fonction de Green ne 

pourrait pas se réduire à un scalaire, mais serait de nature tensorielle. 

Puisque la distribution de Dirac est un élément neutre pour la convolution, on vérifie bien 

que : 

       ∆ ௜ܺ  ൅ ݇ଶ ௜ܺ  ൌ ∆ሾܩ כ ௜ ሿܨ ൅ ݇ଶܩ כ  ௜ܨ ൌ ሺ∆ܩ ൅ ݇ଶܩሻ כ  ௜ܨ ൌ ሻݔሺߜ כ    ௜ܨ

.௜                                                                                                           ሺIIܨ  =                            4ሻ 

             
A cette solution particulière, il convient d’ajouter la solution générale de l’équation homogène 

   ∆ܺ ൅ ݇ଶܺ ൌ 0. 
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   Les champs rayonnants peuvent être calculés à l’aide du principe de champ équivalent, 

c'est-à-dire qu’on remplace les champs à ouvertures par les courants électriques et 

magnétiques de surface équivalents. ܧ௔ሬሬሬሬԦ 

ቐ
௦ሬሬԦܬ   ൌ   ሬ݊Ԧ  ൈ ௔ሬሬሬሬሬԦܪ 

௠௦ሬሬሬሬሬሬԦܬ  ൌ   ሬ݊Ԧ  ൈ ௔ሬሬሬሬԦܧ 
                                                                        ሺܫܫ. 6ሻ 

Avec :  

 ௦ሬሬԦ : le courant électrique de surfaceܬ            

  ௠௦ሬሬሬሬሬሬԦ : le courant magnétique de surfaceܬ            

            ሬ݊Ԧ  : le vecteur unité normal à la surface et au côté de champ de radiation. 

   L’ouverture peut être terminée par une plaque à conducteur parfait ou sans plaque, ou bien  

seulement une antenne réflectrice comme est illustré dans la figure II.2. 

 

                            Fig. II.2  Exemples des plans  d’ouvertures 

    Il y a deux formes alternatives du champ équivalent qui  sont utilisées quand un des champs 

   ௔ሬሬሬሬሬԦ soit présent à l’ouvertureܪ ௔ሬሬሬሬԦ ouܧ

ቐ
 ௦ሬሬԦܬ ൌ 0ሬԦ                             

J୫ୱሬሬሬሬሬሬԦ  ൌ  െ2 ሺ  ሬ݊Ԧ  ൈ  EୟሬሬሬሬԦሻ
.ܫܫሺ   ݐ݂݅ܽݎܽ݌ ݁ݑݍ݅ݎݐé݈éܿ ݎݑ݁ݐܿݑ݀݊݋ܿ 7ሻ 

 

               ቐ
௦ሬሬԦܬ   ൌ  2 ሺ ሬ݊Ԧ  ൈ  ௔ሬሬሬሬሬԦሻܪ 

J୫ୱሬሬሬሬሬሬԦ ൌ  0                    
.ܫܫሺ  ݐ݂݅ܽݎܽ݌ ݁ݑݍ݅ݐé݊݃ܽ݉ ݎݑ݁ݐܿݑ݀݊݋ܿ         8ሻ                        

   Ces deux propriétés sont quand la plaque est un conducteur électrique parfait ( EୟሬሬሬሬԦ ൌ 0 ), ou 

quand on a une plaque magnétique parfaite (ܪ௔ሬሬሬሬሬԦ ൌ 0). 
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II.2.2 Le principe de la dualité   

   Nous  considérons la solution des équations de Maxwell(on espace libre) :  

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ ሬԦߘ ൈ ܪሬሬԦ  ൌ   Ԧ ൅ܬ  ሬԦܧ ߳ ߱ ݆ 

.ሬԦߘ ሬԦܧ  ൌ  
1
߳                        ߩ 

ሬԦߘ ൈ ܧሬԦ ൌ െܬ௠ሬሬሬሬԦ  െ  ሬሬԦܪ ߤ ߱ ݆ 

.ሬԦߘ ሬሬԦܪ ൌ  
1
ߤ                        ௠ߩ 

                                                     ሺܫܫ. 9ሻ 

 Où 

 la densité de charge : ߩ         

  la densité de courant ordinaire : ܬ         

 ୫ : la densité de charge magnétiqueߩ        

 .௠ : la densité de courant magnétiqueܬ        

On constate qu’il y à une dualité entre la quantité électrique et magnétique et on peut vérifier 

facilement la dualité par l’utilisation des  analogies suivantes : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

E ՜ H         J ՜ J୫     A ՜ A୫                                                     
H ՜ െE    ߩ ՜ ߮     ୫ߩ ՜ ߮୫                                                    

                                                                                                   ሺܫܫ. 10ሻ 
߳ ՜ J୫      ߤ ՜ െJ     A୫ ՜ െA                                                  
ߤ ՜ ୫ߩ    ߳ ՜ െߩ      ߮୫ ՜ െ߮                                                

                       

Où  ߮ , A et ߮m , Am sont les potentiels. 

Cette dualité nous donne la possibilité de déduire l’expression de champ magnétique ܪሬሬԦ à 

partir de l’expression du champ électrique ܧሬԦ.  

  ൞
ሬԦܧ ൌ   െ ߘ ሬ߮Ԧ  െ Ԧܣ ߱ ݆    െ ଵ

ఢ
ሬԦߘ   ൈ .ܫܫԦ                                ሺܣ  11ሻ

ሬሬԦܪ ൌ  െ ߮ߘ௠ሬሬሬሬሬሬԦ – ௠ ሬሬሬሬሬሬԦܣ ߱ ݆   െ ଵ
ఓ
ሬԦߘ   ൈ .ܫܫ௠ ሬሬሬሬሬሬԦ                        ሺܣ  12ሻ 

 

Les potentiels scalaires satisfaisant les conditions de Lorenz donc les équations (II.11) et 

(II.12) deviennent : 
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ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
. ߘ  ܣ ൅ ߮ ߤ݆߳߱  ൌ 0                                                           

 ߮ ଶߘ ൅ ܭଶ ߮  ൌ  െ ఘ
ఢ
                                                        

 ܣ ଶߘ ൅ ܭଶ ܣ  ൌ  െ߳ܬ                                                       

ሺܫܫ. 13ሻ            

        

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
. ߘ  ௠ܣ ൅ ௠߮ ߤ݆߳߱  ൌ 0                                                                  

ଶ ߮m׏ ൅ ܭଶ ߮݉  ൌ  െ ఘ೘
ఓ
                                               ሺII. 14ሻ

 ௠ܣ ଶ׏ ൅ ܭଶ ܣ௠  ൌ  െܬߤ                                                              

         

Les solutions de l’équation d'Helmholtz sont données par le terme  ܩሺݎ – ݎᇱ ሻ  ൌ   ௘
షೕೖ หೝ – ೝ’ห

ସగ ห௥ – ௥’ห
       

൞
߮ሺݎሻ ൌ ׬ ଵ

ఢ௏ – ݎ൫ܩሻ’ݎሺ ߩ                                          ’൯dv’ݎ 

Aሺrሻ ൌ    ׬ ௏ߤ J ሺr’ሻܩ൫ݎ –                                        ’൯dv’ݎ 
ሺܫܫ. 15ሻ  

ە
ۖ
۔

ۖ
ሻݎ௠ሺ߮ۓ ൌ න

1
߳௏
– ݎሺܩሻ’ݎ௠ ሺߩ                                   ’ሻdv’ݎ 

A୫ሺrሻ ൌ   නߤ
௏
J୫ ሺr’ሻܩሺݎ –                                    ’ሻdv’ݎ 

ሺܫܫ. 16ሻ 

Où ܸ  est le volume dans lesquels la densité de charges et le courant ne sont pas nulles. 

L’observateur au point r est considéré en dehors de ce volume. Les équations (II.14) ,(II.15) 

peuvent se présenter sous la forme suivante : ݉ܣሬሬሬሬሬሬԦ 

ە
ۖ
۔

ۖ
EሬሬԦۓ ൌ

1
j߱߳ߤ ߘ ൣ

ሬԦ൫ ߘሬԦ. Ԧ൯ܣ ൅ Ԧ൧ܣଶܭ െ
1
߳ ߘ 
ሬԦ ൈ      ሬሬሬሬሬሬԦ݉ܣ

ሬሬԦܪ  ൌ
1

j߱߳ߤ ሾ ߘ
ሬԦሺ ߘሬԦ. ሬሬሬሬሬሬԦሻ݉ܣ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦሿ݉ܣଶܭ  ൅

1
ߘ ߤ
ሬԦ ൈ Ԧܣ

              ሺܫܫ. 17ሻ 

Elles peuvent être écrites sous la forme : 

ە
ۖ
۔

ۖ
EሬሬԦۓ ൌ  

1
߳ߤ݆߱ ߘ ൣ  

ሬԦ  ൈ  ൫ ߘሬԦ  ൈ –Ԧ൯ܣ  Ԧ൧ܬ ߤ  െ
1
߳ ߘ 
ሬԦ  ൈ                 ሬሬሬሬሬሬԦ݉ܣ 

ሬሬԦܪ ൌ  
1

߳ߤ݆߱ ߘ ൣ  
ሬԦ  ൈ  ൫ ߘሬԦ  ൈ –ሬሬሬሬሬሬԦ൯݉ܣ  ሬሬሬሬሬԦ൧݉ܬ ߳  ൅

1
ߘ ߤ
ሬԦ  ൈ             Ԧܣ 

ሺܫܫ. 18ሻ 
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En remplaçant  A  et   Am des équations  ሺܫܫ. 15ሻ, ሺܫܫ. 16ሻ  on peut directement exprimer la 

solution de l’équation ሺܫܫ. 17ሻ  en terme des densités de courant : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ܧ ൌ 

1
݆߱߳   නሾ௩

ܩܬ 2ܭ  ൅ ሺܬ. – ܩ Ԣߘ Ԣ ሻߘ   ݉ܬ ߳ ߱ ݆  ൈ ’ܸ݀ ሿܩԢߘ

ܪ       ൌ  
1
නሾ௩  ߤ݆߱

ܩ ݉ܬ 2ܭ  ൅ ሺ݉ܬ .  ܩ Ԣߘ Ԣ ሻߘ ൅  ܬ ߤ ߱ ݆  ൈ ’ܸ݀ ሿܩԢߘ

     ሺܫܫ. 19ሻ 

Alternativement, si nous utilisons les densités de charges, nous pouvons obtenir à partir des  

équations ሺܫܫ. 11ሻ, ሺܫܫ. 12ሻ le système suivant : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ܧ ൌ   නሾ

௩
 െ ܩܬ ߤ݆߱ ൅ 

ߩ
߳ – ܩ Ԣߘ    ݉ܬ ൈ ’ܸ݀ ሿܩԢߘ

ܪ ൌ  නሾ
௩
 െ ܩ ݉ܬ ݆߳߱ ൅

௠ߩ
ߤ  ܩ Ԣߘ  ൅  ܬ ൈ ’ܸ݀ ሿܩԢߘ

          ሺܫܫ. 20ሻ 

                                                      

  En utilisant la dualité on obtient  les équations des champsܧሬԦ et ܪሬሬԦ à l’ouverture  en fonction 

de densité de courant.  

II.2.3 L’intensité de rayonnement  
   Les champs rayonnants de la solution des équations (II.18) peuvent être obtenus par  

l’approximation du champ lointain, ce qui nous permet de faire les changements suivants : 

௘షೕೖ หೝ – ೝ’ห

ସగ ห௥ – ௥’ห
؆ ௘షೕೖ ೝ

ସగ ௥
݁௝௞ .௥ᇲ                                 ሺܫܫ. 21ሻ 

Alors, les vecteurs potentiels des équations (II.15), (II.16) peuvent être simplifiés sous la 

forme : 

ە
ۖ
۔

ۖ
Aሺrሻۓ ൌ   ߤ 

݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ4  ݁
୨୩ .௥ᇲ Fሺߠ, ߮ሻ    

Amሺrሻ ൌ  ߳
݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ4  ݁
୨୩ .௥ᇲ Fmሺߠ, ߮ሻ

                                         ሺܫܫ. 22ሻ 

  Où les vecteurs rayonnants ܨԦ  et ܨ௠ሬሬሬሬԦ   sont  les transformées de Fourrier des densités de 

courant  
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൞
,ߠሺܨ ߮ሻ  ൌ ׬  ௩ܬ  ሺݎ’ሻ݁௝௞ .௥ᇲ ݀ݒ’             

,ߠሺ݉ܨ ߮ሻ ൌ ׬  ௩ܬ  ݉ሺݎ’ሻ݁௝௞ .௥ᇲ݀ݒ’
                                      ሺܫܫ. 23ሻ         

Si on impose  ܬ ൌ   ௠ܬ  ൌ  0 dans les équations (II.21), (II.22) en supposant que les champs 

sont lointains des sources de courant et si on utilise l’approximation ߘ ؆  െ ݆ܭ  ൌ  െ݆ݎ ܭ ̂  et 

la relation ܭ/߳ ൌ ߟ ) , ߟ߱ ൌ ටఓ
ఢ
  : l’impédance intrinsèque du milieu de propagation). On 

détermine les expressions des champs ܧ et ܪ : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ܧۓ ൌ  െ݆ ߱ሾ̂ݎ  ൈ  ሺ ܣ  ൈ  –ሻݎ̂ ݎ̂ ߟ   ൈ ௠ ሿܣ  ൌ  െ݆݇ 

݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4    ݎ̂   ൈ  
ሾܨߟ  ൈ                ௠ሿܨ – ݎ̂

ܪ ൌ  െ 
݆ ߱
ߟ  ሾݎ̂ ߟ  ൈ  ሺ ܣ௠  ൈ  ሻݎ̂ ൅  ݎ̂  ൈ ሿܣ  ൌ  െ 

݆݇
ߟ  
݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4 ݎ̂   ൈ  
ሾܨߟ  ൅ ܨ௠  ൈ         ሿݎ̂

ሺܫܫ. 24ሻ 

 On sait que : 

 ܪ ൌ
1
ݎ̂ ߟ ൈ    ܧ

ݎ̂ ൈ ሺܨ  ൈ  ሻݎ̂  ൌ ఏܨ ෠ߠ  ൅  ො߮   ఝܨ 
 
ݎ̂  ൈ ܨ  ൌ   ො߮ ఏܨ   െ ߠ෠ ܨఝ       
 

En portant ces expressions dans l’équation (II.24), on détermine les expressions des champs E 

et H en composantes polaires :  

                    

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ܧ ൌ  െ݆݇ 

݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4    . ߠൣ
෠ ൫ܨߟఏ  ൅ ܨ௠ఝ൯ ൅  ො߮  ൫ܨߟఝ – ܨ௠ఏ൯൧ 

ܪ ൌ  െ 
݆݇
ߟ  
݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4   . ൣെ ߠ
෠ ൫ܨߟఝ – ܨ௠ఏ൯ ൅  ො߮ ൫ܨߟఝ – ܨ௠ఏ൯൧

                              ሺܫܫ. 25ሻ 

Le vecteur de Poynting  est donné alors par :  

ܲ   ൌ   ଵ
ଶ
ܴ݁ ሺ ܧ  ൈ כܪሻ                                                               ሺܫܫ. 26ሻ          
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En remplacent les champs ܧ et ܪ par leurs expressions on obtient : 

                          ܲ ൌ ݎ̂ ௄మ

ଷଶ గమ ఎ௥మ
ൣ หܨߟఏ  ൅ ܨ௠ఝห2  ൅  หܨߟఝ  ൅ ܨ௠ఏห2 ൧        

ܲ ൌ   ݎ̂ Pr                                                                                 ሺܫܫ. 27ሻ                                    

Et l’intensité de rayonnement est définie  par: 

                                                               ܷሺߠ, ߮ሻ ൌ   ௗ௉
ௗఆ
                          avec   ߗ    l’ongle solide  ׷

                    ൌ ଶݎ Pr                                                                       

                   ܷሺߠ, ߮ሻ= ௄మ

ଷଶ గమ ఎ
ቂ  หܨߟఏ  ൅ ܨ௠ఝห

ଶ ൅ หܨߟఝ െ ܨ௠ఏห
ଶ  ቃ                    (II.28) 

II.2.4 Les champs de rayonnement 
Pour une ouverture d’antenne avec un courant de surface effective donné  par les équations 

(II.1), le volume à intégrer dans les équations (II.19) se réduit à la surface d’intégration à 

ouverture A. 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
ܧ ൌ  

1
݆߱߳   නሾ஺

ሺܬ௦ .  ܩ Ԣߘ Ԣ ሻߘ ൅  ݇ଶܬ௦ܩ  – ௠௦ܬ  ߳ ߱ ݆   ൈ          ’ݏ݀ ሿܩԢߘ

ܪ ൌ  
1
නሾ஺  ߤ݆߱

ሺ ܬ௠௦.  ܩԢߘ Ԣ ሻߘ ൅ ݇ଶ ܬ௠௦ ܩ  ൅ ௦ܬ ߤ ߱ ݆   ൈ ’ݏ݀ ሿܩԢߘ

          ሺܫܫ. 29ሻ  

L’équation (II.29) peut être aussi présentée en fonction des champs équivalents à 

l’ouverture sous la forme suivante: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ܧ ൌ 

1
݆߱߳   නሾ஺

 ሺ ො݊  ൈ .௔ሻܪ  ሻܩᇱߘ ᇱሺߘ ൅ ݇ଶ  ሺ ො݊  ൈ  ܩሻܽܪ  ൅  ݆ ߱ ߳ ሺ ො݊  ൈ ሻܽܧ   ൈ ’ݏ݀ ሿܩԢߘ 

ܪ ൌ  
1
නሾ஺  ߤ݆߱

 െ ሺ ො݊  ൈ . ௔ሻܧ  ሻ – ݇ଶ  ሺܩᇱߘ Ԣ ሺߘ ො݊  ൈ  ܩ  ሻܽܧ  ൅ ሺ ߤ ߱ ݆  ො݊  ൈ ሻܽܪ   ൈ ’ݏ݀ ሿܩԢߘ

   ሺܫܫ. 30ሻ 

Ces formules sont connues sous nom  formules de Kottler [1]. 

   A la limite du champ lointain, les champs  rayonnants sont donnés par l’équation (II.25), et 

le vecteur rayonnant est donné dans ce cas par la transformée de Fourier à deux dimensions 

sous forme d’intégrale à l’ouverture :  
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ە
ۖ
۔

ۖ
,ߠሺܨۓ ߮ሻ ൌ  නܬ௦

஺
 ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ܵ’ ൌ න ො݊

஺
ൈ ܪ௔ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥

ᇲ ݀ܵ’         

,ߠሺ݉ܨ ߮ሻ ൌ  නܬ௠௦
஺

 ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ܵ’ ൌ െන ො݊
஺

ൈ ܧ௔ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥
ᇲ ݀ܵ’

                  ሺܫܫ. 31ሻ 

                            

                    Fig. II.3   Les champs rayonnent d’une ouverture 

La figure (II.3) présente les angles polaires conventionnels, où l’origine est le milieu de 

l’ouverture A. La normale à l’ouverture est   ො݊ ൌ  ݖ̂  . La surface de l’ouverture est            

 ݀ܵ’ ൌ  : L’équation (II.31) devient . ’ݕ݀’ݔ݀

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ,ߠሺܨ ߮ሻ ൌ  නܬ௦

஺
 ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’ ൌ ݖ̂ ൈ නܪ௔ሺݎ’ሻ

஺
 ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’

,ߠ௠ሺܨ ߮ሻ ൌ  නܬ௠௦
஺

 ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’ ൌ െ̂ݖ ൈ නܧ௔
஺

ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’

               ሺܫܫ. 32ሻ 

   Avec :   ݁୨୩.௥ᇱ ൌ ݁୨୩ೣ௫ᇲା୨୩೤௬ᇲ  et ݇௫ ൌ  ݇ ݏ݋ܿ ߮ ݊݅ݏ ,  ߠ ݇௬ ൌ  ݇ ݊݅ݏ ߮ ݊݅ݏ    . ߠ

Les équations de Fourier à deux dimensions  peuvent être écrites sous la forme: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ,ߠሺܨ ߮ሻ ൌ  නܧ௔

஺
ሺݎ’ሻ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’ ൌ නܧ௔

஺
ሺݔ’, ’ݕ݀’ݔ݀ ሻ݁௝௞ೣ௫ᇲା௝௞೤௬ᇲ’ݕ

݃ሺߠ, ߮ሻ ൌ  නܪ௔ሺݎ’ሻ
஺

 ݁௝௞.௥ᇲ ݀ݕ݀’ݔ’   ൌ නܪ௔
஺

ሺ ݔ’, ’ݕ݀’ݔ݀ ሻ݁௝௞ೣ௫ᇲା௝௞೤௬ᇲ’ݕ

     ሺܫܫ. 33ሻ 

 

 



Chapitre II                                                                                 Mise en équations du probléme  

 
 

 
               40

Donc les vecteurs rayonnants deviennent : 

ቐ
,ߠሺܨ  ߮ሻ ൌ ݖ̂ ൈ ݃ሺߠ, ߮ሻ      

,ߠሺ݉ܨ ߮ሻ ൌ െ̂ݖ ൈ ,ߠሺܨ ߮ሻ
                                                         ሺܫܫ. 34ሻ 

Comme  E௔ , H௔  sont tangentiels au plan de l’ouverture, elles peuvent être résolues en 

utilisant les coordonnées cartésiennes en posant:  ܧ௔ ൌ ௔ܧ  ොݔ ൅ ௔ܧ  ොݕ . Alors, les 

quantités  f  et  g  peuvent être résolues  de la même manière en posant  f = ݔො ݂x + ݕෝ  ݂y   . 

Donc l’équation (II.34) devient : 

ቐ
ܨ     ൌ ݖ̂ ൈ ݃  ൌ ݖ̂ ൈ ൫ݔො ݃௫  ൅ ݕො ݃௬൯ ൌ       ො  ݃௬ݔ – ො    ݃௫ݕ 

௠ܨ ൌ െ ̂ݖ ൈ ݂  ൌ  െ ̂ݖ ൈ ൫ݔො ௫݂  ൅  ොݕ  ௬݂൯ ൌ   ොݔ ௬݂ – ݕො    ௫݂
                      ሺܫܫ. 35ሻ 

Les composantes polaires des vecteurs rayonnants sont : 

ఏ݂ ൌ . ෠ߠ  ݂  ൌ .෠ߠ  ሺݕො ݃௫ െ ௬ሻ݃̂ ݔ  ൌ  ݃௫ ݏ݋ܿ ߠ ݊݅ݏ ߮ – ݃௬ ݏ݋ܿ ߮ ݊݅ݏ  ߠ

Donc  

ቐ
ఏ݂ ൌ  െ cos ߠ ൫݃௬ܿ݋ ݏ ߮ – ݃௫݅ݏ ݊ ߮൯

ఝ݂ ൌ  ݃௫ ݏ݋ܿ ߮  ൅ ݃௬ ݊݅ݏ ߮                   
                                     ሺܫܫ. 36ሻ 

 

ቐ
f௠ఏ ൌ cos ߠ ൫ ௬݂ܿ݋ ݏ ߮ – ௫݂݅ݏ ݊ ߮൯

௠݂ఝ ൌ  െ൫ ௫݂ܿ݋ ݏ ߮  ൅ ௬݂݅ݏ ݊ ߮൯  
                                             ሺܫܫ. 37ሻ 

L’équation (II.25) peut se mettre sous la forme : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ఏܧ ൌ  ݆݇ 

݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4   ሾ൫ߟ ݏ݋ܿ ߠ ൫݃௬ ݏ݋ܿ ߮ – ݃௫ ݊݅ݏ ߮൯ ൅ ൫ ௫݂ ݏ݋ܿ ߮  ൅  ௬݂ ݊݅ݏ ߮൯൧     

     Eఝ ൌ  
݆݇
ߟ  
݁ି௝௞ ௥

ݎ ߨ4 ݏ݋ܿൣ ߠ ൫ ௬݂ ݏ݋ܿ ߮ –  ௫݂ ݊݅ݏ ߮൯– ݔ൫݃ߟ  ݏ݋ܿ ߮  ൅ ݃௬ ݊݅ݏ ߮൯൧              

   ሺܫܫ. 38ሻ 

Les champs rayonnants résultants des  formes alternatives déduites du principe du champ 

équivalent des équations (II.7) et (II.8) sont obtenus en remplaçant les termes g ou f par : 
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ە
۔

ఏܧۓ ൌ  2݆݇  ௘
షೕೖ ೝ

ସగ ௥
  ൣ ௫݂ cos ߮  ൅  ௬݂ sin߮൧           

ఝܧ ൌ  2݆݇ ௘షೕೖ ೝ

ସగ ௥
ൣcos ߠ ൫ ௬݂cos߮  െ  ௫݂sin߮൯൧

                                       (II.39)     

On obtient pour les cas de PCM : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ఏܧ    ۓ ൌ  2݆݇

݁ି௝௞ ௥

ݎߨ4   ሾߟ ݏ݋ܿ ߠ ሺ݃௬ܿݏ݋ ߮ – ݃௫݊݅ݏ ߮ሿ

ఝܧ ൌ  2݆݇
݁ି௝௞ ௥

ݎߨ4  ሾെߟሺ݃௫ ݏ݋ܿ ߮  ൅ ݃௬݊݅ݏ ߮ሻሿ

                           ሺܫܫ. 40ሻ  

Les champs magnétiques sont obtenus à partir  des expressions :  

ቐ
ఏܪ ൌ  െ 1/ܧ ߟఝ

ఝܪ ൌ ఏܧ ߟ/1  
                                                                                          ሺII. 41ሻ 

Notons que l’équation (II.38) est la moyenne des  équations (II.39) et (II.40). 

La composante ܪ est donnée par  l’équation :  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ఏܪ ൌ  2݆݇

݁ି௝௞ ௥

ݎߨ4 ൣ݃௫ ݏ݋ܿ ߮  ൅ ݃௬ ݊݅ݏ ߮൧                                 

ఝܪ      ൌ  2݆݇
݁ି௝௞ ௥

ݎߨ4 ሾܿݏ݋ ߠ ൫݃௬ܿݏ݋ ߮ – ݃௫݊݅ݏ ߮ሻ൧                         

    ሺII. 42ሻ 

Pour  θ = 90°, les composantes E஦  et  H஦  sont  tangentielles à la plaque de l’ouverture. 

Notons que les champs H஦ et  E஦ seront affaiblis dans les cas de PEC (resp. PMC) par les 

conditions aux  limites  à  cause du facteur cos θ. 

II.2.5 La source de Huygens 

   Les champs rayonnants  ܧ௔ , ܪ௔ sont considérés comme une source de Huygens si à tout 

point de l’ouverture elles sont reliées par la relation uniforme d’onde  plane.   

௔ܪ ൌ  ߟ/1   ො݊ ൈ  ௔                                                          (II.43)ܧ 
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Dans le cas d’une onde plane uniforme incidente normale au plan de l’ouverture comme le 

montre la figure II.4, les champs à l’ouverture sont supposés  égaux  aux champs incidents  

௔ܧ ൌ ௔ܪ  ௜௡௖ etܧ  ൌ  : ௜௡௖ , et  les champs incidents satisfaisant l’équationܪ

௜௡௖ܪ  ൌ   ݖ̂ ൈ  ܧ௜௡௖/ߟ                                                      (II.44)  

 

           

Fig. II.4  Onde plan incident à une ouverture 

   La condition de la source de Huygens n’est pas toujours satisfaite. Si l’onde incidente est 

oblique à l’ouverture, alors η dois être remplacé par l’impédance transverse η୲ qui dépend de 

l’angle incident et de la polarisation de l’onde  incidente. 

De la même façon, si l’ouverture est un guide d’onde, donc  η  doit être remplacée par 

l’impédance transversale de guide  ( ்ߟா  ou ்ߟெ ) qui dépend du mode propagé dans le guide. 

 La condition de la source de Huygens est  en  relation avec la transformée de Fourier des 

champs à l’ouverture. avec ( ො݊ = ̂ݖ )  

݃ ൌ   ߟ/1  ො݊  ൈ  ݂                   ݃௫  ൌ  െ  1/ߟ   ௬݂  ,    ݃௬ ൌ   ߟ/1   ௫݂   

En portant ces équations  dans l’équation (II.36), nous pouvons exprimer le champ rayonnant 

par le terme f. 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ఏܧ ൌ  ݆݇ 

݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2   
1 ൅  ݏ݋ܿ ߠ

2  ሾሺf୶cos  ߮   ൅ f୷sin  ߮ሻሿ

ఝܧ ൌ ݆݇
݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2   
1 ൅  ݏ݋ܿ ߠ

2 ൣ൫f୷cos߮ – f୶ sin߮൯൧        

                            ሺII. 45ሻ   
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Le facteur  
ଵାୡ୭ୱఏ

ଶ
  est connu sous le nom de  facteur oblique [1].  

Dans le cas de PEC,  l’équation (II.38) reste invariable pour une source de Huygens. Dans  le 

cas de PMC elle devient : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ఏܧۓ ൌ  ݆݇

݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2  cos ߠ ൣf୶cos߮  ൅ f୷sin߮൧

ఝܧ ൌ  ݆݇
݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2  ൣf୷cos߮ – f୶sin߮൧            

                                       ሺII. 46ሻ 

Nous pouvons résumer tous ces cas par  les équations des champs  pour une source de 

Huygens  

ە
ۖ
۔

ۖ
ఏܧۓ ൌ  ݆݇

݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2   ܿఏ ൣf୶cos߮  ൅ f୷sin߮൧

ఝܧ ൌ  ݆݇
݁ି୨୩ ௥

ݎ ߨ2 ܿఝ ൣf୷cos߮ – f୶sin߮൧

                                             ሺܫܫ. 47ሻ 

 Où le facteur oblique est défini pour les différents cas : 

                ቂ
cఏ
cఝቃ= ଵ

ଶ
 ቂ1 ൅ cos ߠ
1 ൅ cos    ቃߠ

                ቂ 1
cos ቃ , ቂߠ

cos ߠ
1 ቃ  sont les facteurs obliques  

Dans le cas de modification de la source de Huygens et en remplaçant η  par  ்ߟ,  l’équation 

(II.44) devient : 

௔ܪ ൌ  
ଵ
ఎ೟
  ݖ̂ ൈ ݃                   ௔ܧ ൌ    ݖ̂ ௧ߟ/1  ൈ ݂  

En  insérant ces expressions dans les l’équation (II.38), nous obtenons une modification du 

facteur oblique : 

ە
ۖ
۔

ۖ
cఏۓ ൌ  

1
2 
ሾ1 ൅ K cos                  ሿߠ

cఝ ൌ  
1
2 
ሾ1 ൅ K cos , ሿߠ K ൌ  

η
η௧

                                                           ሺܫܫ. 48ሻ 
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II.2.6 La directivité et l’efficacité de la surface rayonnante 
   Pour n’importe quelle ouverture, l’intensité rayonnante exprimée en fonction des champs 

rayonnants E஘ et E஦ , est donnée par : 

ܷሺߠ, ߮ ሻ  ൌ  
݀ܲ
ߗ݀   ൌ ଶݎ ௥ܲ  ൌ   ଶݎ

1
ߟ2 ሾ  

ఏ|ଶܧ| ൅  หܧఝห
ଶ ሿ  

              ܷሺߠ, ߮ ሻ ൌ ଶݎ ଵ
ଶఎ
,ߠሺܧ|  ߮ሻ|ଶ                                             ሺܫܫ. 49ሻ     

A  l’ouverture, les champs rayonnants sont donnés seulement pour la partie droite de l’espace  

0 ൑ ߠ ൑ గ
ଶ
 . L’énergie rayonnante totale et l’intensité rayonnante effective isotopique sont 

données par : 

௥ܲ௔ௗ ൌ න න Uሺߠ, ߮ ሻ݀Ω
గ
ଶ

଴

గ
ଶ

଴
                                                  ሺܫܫ. 50ሻ 

ூܷ ൌ
௥ܲ௔ௗ

ߨ4                                                                        ሺܫܫ. 51ሻ 

Le gain directif est donné par : 

Dሺθ, φ ሻ ൌ
Uሺθ, φ ሻ
UI 

                                                            ሺII. 52ሻ 

Le gain normalisé est donné par :  

                                                          gሺθ, φ ሻ ൌ Uሺ஘,஦ ሻ
Uౣ౗౮

                                                           ሺII. 53ሻ 

Pour une ouverture typique, le maximum d’intensité U୫ୟ୶ est donné à  ߠ ൌ 0° dans le cas 

d’une source de Huygens par : 

ܷሺߠ, ߮ ሻ ൌ  
ଶܭ

ߟଶߨ8  ቂ ܿఏ
ଶ  ห ௫݂ܿ݋ ݏ ߮  ൅  ௬݂݅ݏ ݊ ߮ห

ଶ ൅ ܿఝଶ  ห ௬݂ ܿ߮ݏ݋ െ  ௫݂݅ݏ ݊ ߮ห
ଶቃ      ሺܫܫ. 54ሻ 

Pour θ ൌ 0°, et  c஘ ൌ c஦  ൌ 1 , on trouve un maximum d’intensité tel que :  

U୫ୟ୶ ൌ
Kమ

଼஠మ ஗
 ሾ|fx cosφ ൅  fy sinφ|ଶ ൅ |fy cosφ െ  fx sinφ|ଶ ሿ ஘ୀ଴  

          = Kమ

଼஠మ ஗
 ሾ|fx|ଶ ൅ |fy|ଶ ሿ஘ୀ଴   ൌ

Kమ

଼஠మ ஗
ൌ |f|୫ୟ୶ଶ   

Où     |f|୫ୟ୶ଶ ൌ ሾ|f୶|ଶ ൅ หf୷ห
ଶ ሿ ஘ୀ଴     et      ݇ ൌ ଶగ

ఒ
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On obtient : 

U୫ୟ୶ ൌ
1

2λଶ η
|f|୫ୟ୶ଶ                                                     ሺII. 55ሻ  

Le gain normalisé est donné par :  

gሺθ, φ ሻ ൌ
c஘ଶ |fx cosφ ൅  fy sinφ|ଶ  ൅ c஦ ଶ  |fy cosφ െ  fx sinφ|ଶ

|f|୫ୟ୶ଶ                        ሺII. 56ሻ  

Dans le cas de l’équation (II.49)  dont  c஘ = c஦  ൌ ሺଵାୡ୭ୱ஘ሻ
ଶ

 , l’expression du gain se simplifie 

et on obtient l’équation  suivante :  

gሺθ, φ ሻ ൌ c஘ଶ
 |f୶|ଶ  ൅   |fy |ଶ

|f|୫ୟ୶ଶ ൌ ൬
1 ൅ cos θ

2 ൰
ଶ  |fሺθ, φ ሻ|ଶ 

|f|୫ୟ୶ଶ                          ሺII. 57ሻ 

La valeur moyenne du gain de champ  et donnée par : 

  |Eሺ஘,஦ ሻ| |E|ౣ౗౮
ൌ ඥgሺθ, φ ሻ ൌ ቀଵାୡ୭ୱ஘

ଶ
ቁ  |୤ሺ஘,஦ ሻ| |୤|ౣ౗౮

                                 ሺII. 58ሻ 

   L’équation (II.49)  permet le calcul de l’énergie totale de rayonnement de demi-espace de 

l’ouverture en fonction de rayon  ݎ.  Notons l’existence d’une autre méthode  de calcul à base 

de la source de Huygens : 

                                              P୰ୟୢ ൌ ׬ P୸dS’A  ൌ ଵ
ଶ ׬ zො. ReA ሾܧ௔ ൈ   ’ݏ݀  ሿכ௔ܪ

 P୰ୟୢ ൌ
ଵ
ଶ஗ ׬ |Eୟሺr

ᇱሻ|ଶds’A                                           ሺII. 59ሻ                        

A  θ ൌ 0° on ܽ  k୶ ൌ k୷ ൌ 0, la transformé de Fourier de l’équation (II.33) devient : 

|f|୫ୟ୶ଶ = ห׬ Eୟሺr’ሻe୨୩୰ᇱds’ A ห
୩౮ୀ୩౯ୀ଴

ଶ ൌ ห׬ Eୟሺr’ሻds’ A หଶ  

Ainsi, l’intensité maximale est donnée par :  

U୫ୟ୶ ൌ
ଵ

ଶλమ η
|f|୫ୟ୶ଶ ൌ ଵ

ଶ஛మ ஗
ห׬ Eୟሺr’ሻds’ A หଶ                                       ሺII. 60ሻ                        
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En divisant ሺII. 60ሻ par (II.59),  on détermine la directivité : 

D୫ୟ୶=4 π Uౣ౗౮
P౨౗ౚ

 =  ସ ஠
  ஛మ  

 
ห׬ E౗ሺ୰’ሻୢୱ’ A หమ

׬ |E౗ሺ୰ᇲሻ|మA  ୢୱ’  
  

D୫ୟ୶ ൌ
4 πAୣ୤୤
λଶ                                                                         ሺI. 61ሻ 

  avec : 

            Aୣ୤୤ : Zone d’efficacité qui est définie par : 

Aୣ୤୤ ൌ
ห׬ Eୟሺr’ሻds’ A หଶ

׬ |Eୟሺrᇱሻ|ଶA  ds’  
൑ A                                                           ሺII. 62ሻ 

Et l’efficacité de l’ouverture : 

eୟ ൌ
Aୣ୤୤
A ൌ

ห׬ Eୟሺr’ሻds’ A หଶ

A ׬ |Eୟሺrᇱሻ|ଶA  ds’  
൑ 1                                                    ሺII. 63ሻ 

   L’ouverture uniforme présente une grande directivité et une zone d’efficacité égale à sa 

surface géométrique.  L’intégrale de numérateur de eୟ dépend de l’amplitude  et de la phase 

du champ  Eୟ . Elle peut cependant être  séparée  en deux valeurs : 

eୟ୲୪ ൌ
ห׬ E౗ሺ୰’ሻୢୱ’ A หమ

A׬ |E౗ሺ୰ᇲሻ|మA  ୢୱ’  
   

e୮ୣ୪ ൌ
ห׬ E౗ሺ୰’ሻୢୱ’ A หమ

ห׬ |E౗ሺ୰ᇲሻ|ୢୱ’ A หమ 
  

Avec     eୟ=eୟ୲୪e୮ୣ୪   

II.2.7 Cas des ouvertures uniformes  

Dans les ouvertures uniformes, les champs  Eୟ , Hୟ sont supposés être constants sur toute 

l’ouverture . La figure suivante présente  un exemple d’ouverture rectangulaire et circulaire.  
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                           Fig. II.5   Ouverture  rectangulaire et circulaire   

Le champ Eୟ peut avoir une direction arbitraire, avec des composantes sur les axes  ܺ, ܻ ,  

Eୟ ൌ xොE଴X ൅ yොE଴୷                                                               ሺII. 64ሻ 

Comme Eୟ est constant, sa transformé de Fourier  fሺθ, φ ሻ devient : 

fሺθ, φ ሻ ൌ නEୟሺr’ሻe୨୩୰
ᇲds’ ൌ

A
Eୟ නe୨୩୰ᇱds’ ؠ A fሺθ, φ ሻEୟ                              ሺII. 65ሻ 

A
 

En introduisant la normalisation de  la quantité scalaire : 

fሺθ, φ ሻ ൌ
1
Aනe

୨୩୰ᇲds’ 
A

                                                    ሺII. 66ሻ 

La quantité fሺθ, φሻ dépend de la géométrie de l’ouverture et comme  fሺθ, φ ሻ = ଵ
A ׬ ds’ A = 1, 

nous pouvons trouver le gain normalisé et la puissance du champ : 

 |Eሺθ, φ ሻ| 
|E|୫ୟ୶

ൌ ඥgሺθ, φ ሻ ൌ ൬
1 ൅ cos θ

2 ൰ |fሺθ, φ ሻ|                           ሺܫܫ. 67ሻ 

 

II.2.7.1 Les ouvertures rectangulaires  

Pour les ouvertures rectangulaires de dimensions a,b,  l’intégrale de surface (II.63) est 

déterminé par la décomposition cartésienne x et y :  

fሺθ, φ ሻ ൌ
1
abන න න e୨୩౮୶ᇲା୨୩౯୷ᇱ

ୠ ଶ⁄

ିୠ ଶ⁄

ୟ ଶ⁄

ିୟ ଶ⁄
  dx’dy’ 

A
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            = ଵ
ୟ ׬ e୨୩౮୶ᇲୟ ଶ⁄

ିୟ ଶ⁄ dx’ . ଵ
ୠ ׬ e୨୩౯୷ᇲୠ ଶ⁄

ିୠ ଶ⁄ dy   

Le résultat de cette intégrale est un sinus cardinal. 

fሺθ, φ ሻ ൌ
sinሺk୶ a 2⁄ ሻ 
k୶ a 2⁄

sinሺk୷ b 2⁄ ሻ 
k୷ b 2⁄ ൌ

sinሺπv୶ሻ 
πv୶

sinሺπv୷ሻ 
πv୷

                      ሺܫܫ. 68ሻ 

      

  Nous définissons les quantités  v୶ et   v୷  comme suit : 

ە
ۖ
۔

ۖ
v୶  ۓ ൌ

1
2π k୶a ൌ

1
2πka sin θ cosφ ൌ

a
λ sin θ cosφ

 v୷ ൌ
1
2πk୷b ൌ  

1
2π kb sin θ cosφ ൌ

b
λ sin θ cosφ

                                ሺܫܫ. 69ሻ 

La formule simplifiée le long de deux plans principaux, XZ-YZ, correspondant à φ ൌ0° et 

φ ൌ 90° est donnée par : 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ fሺθ, 0°ሻ ൌ

sinሺπv୶ሻ 
πv୶

ൌ
sinሺሺπa λ⁄ ሻ sin θሻ 
ሺπa λ⁄ ሻ sin θ

fሺθ, 90°ሻ ൌ
sinሺπv୷ሻ 
πv୷

ൌ
sinሺሺπb λ⁄ ሻ sin θሻ 
ሺπb λ⁄ ሻ sin θ

                                               ሺܫܫ. 70ሻ 

 

II.2.7.2 Les ouvertures circulaires  

   Pour une ouverture circulaire de rayon  ܽ , le modèle intégral (II.67) peut être résolu en 

utilisant les coordonnées cylindriques.  

Pour que la fonction fሺθ, φ ሻ devient indépendante de la variable φ, prenant le cas de  φ ൌ 0,  

nous ܽݏݎ݋݈ܽ ݏ݊݋ݎݑ, ݇ . ’ݎ ൌ ’ݔ ݔ_݇  ൌ  ݊݅ݏ’ߩ݇  ݏ݋ܿ  ߠ ߮’. ݀ܵ’ ൌ   ’߮݀ ’ߩ݀ ’ߩ 

fሺθሻ ൌ
1
πaଶ න න e୨୩஡’ ୱ୧୬஘ ୡ୭ୱ஦’

ଶ஠

଴

ୟ

଴
.ሺII                                  ’߮݀’ߩ݀ ’ߩ  71ሻ 

 

L’intégrale   φ’  et  ρ’   peut être calculé en utilisant les fonctions de Bessel ܬ଴ሺݔሻ ݁ܬ ݐଵሺݔሻ : 
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 J଴ሺxሻ = ଵ
ଶ஠ ׬ e୨୶ ୡ୭ୱ஦’dφଶ஠

଴ ’  et   ׬ J଴ሺxrሻ
ଵ
଴ rdr ൌ Jభሺ୶ሻ

୶
   

Alors l’équation (II.45) sera donnée par: 

fሺθሻ ൌ 2
ଵሺ݇ܽܬ ݊݅ݏ ሻߠ
݇ܽ ݊݅ݏ ߠ  

fሺθሻ ൌ 2 ௃భሺଶగ௨ሻ
ଶగ௨

                                                            ሺII. 72ሻ   

II.2.8 Le vecteur de diffraction 
   Pour une ouverture de surface « S » limitée par un contour C, comme le montre la figure 

(II.6), les formules de Kottler et Franz sont liées par les formules d’intégrales de Straton-chu 

et Kirchhoff [1].   

E(r) = ଵ
௝ఠఢ

׬  ሾௌ ො݊ )ܩଶܭ ൈ ሻܪ ൅ ൫ሺ ො݊ ൈ .ሻܪ ܩᇱ׏ᇱ൯׏ ൅ ݆߱߳ሺ ො݊ ൈ ሻܧ ൈ  ሿ݀ܵԢܩᇱ׏

       =  ଵ
௝ఠఢ

׏  ൈ ሺ׏ ൈ ׬ ௌܩ ( ො݊ ൈ ׏+ሻ݀ܵԢሻܪ ൈ ׬ ௌܩ ( ො݊ ൈ  ሻ݀ܵԢܧ

׬=        ሾെ݆߱ܩߤௌ ( ො݊ ൈ  )+ሻܪ ො݊. ԢG +( ො݊׏ ሻܧ ൈ ԢGሿ݀ܵԢ׏ ൈ (ܧ െ ଵ
௝ఠఢ

ׯ  ሺ׏ԢG௖ ሻܪ. ݈݀ 

ሻݎሺܧ          ൌ ൌ ׬ ቂܧ డீ
డ௡ᇲ

െ ܩ డா
డ௡ᇲ
ቃௌ ݀ܵᇱ െ ௖ܩׯ ܧ ൈ ݈݀ െ ଵ

௝ఠఢ ׯ ሺߘԢܩ௖ ሻܪ. ݈݀                       ሺܫܫ. 73ሻ    

H(r) = ଵ
௝ఠఓ

׬  ሾௌ െ ො݊ )ܩଶܭ ൈ ሻܧ െ ൫ሺ ො݊ ൈ .ሻܧ ܩᇱ׏ᇱ൯׏ ൅ ሺߤ݆߱ ො݊ ൈ ሻܪ ൈ  ሿ݀ܵԢܩᇱ׏

       =െ ଵ
௝ఠఢ

׏  ൈ ሺ׏ ൈ ׬ ௌܩ ( ො݊ ൈ ׏+ሻ݀ܵԢሻܧ ൈ ׬ ௌܩ ( ො݊ ൈ  ሻ݀ܵԢܪ

׬=        ሾ݆߱߳ܩௌ ( ො݊ ൈ  )+ሻܧ ො݊. ԢG +( ො݊׏ ሻܪ ൈ ԢGሿ݀ܵԢ׏ ൈ (ܪ ൅ ଵ
௝ఠఓ

ׯ  ሺ׏ԢG௖ ሻܧ. ݈݀ 

      Hሺrሻ ൌ ׬ ሾܪ డீ
డ௡ᇱ

െ ܩ డு
డ௡ᇱ
ሿௌ ݀ܵᇱ െ G௖ׯ ܪ ൈ ݈݀ ൅ ଵ

௝ఠఢ ׯ ሺ׏ԢG௖ ሻܧ. ݈݀                             ሺܫܫ. 74ሻ           
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                        Fig. II.6 Ouverture de surface S limite par le contour  

II.2.8.1 La diffraction de Fresnel 
   Nous allons présenter le problème de diffraction de l’onde sphérique par le bord de 

l’ouverture rectangulaire en utilisant la formule de l’intégrale de Kirchhoff. 

Le champ diffracté au point Pଶ  peut être calculé par la formule de Kirchhoff en utilisant les 

composantes cartésiennes du champ: 

ܧ ൌ නሾ
ௌ
ଵܧ

ܩ߲
߲݊Ԣ െ ܩ

ଵܧ߲
߲݊Ԣሿ݀ܵ’                                                     ሺܫܫ. 75ሻ  

Où ܧଵ est l’onde sphérique de la source ଵܲ mesurée à l’ouverture au point P’, et G est la 

fonction Green de  P’ pour ଶܲ : 

ଵܧ ൌ ଵܣ
݁ି௝௞ோభ
ܴଵ

                                                                  ሺܫܫ. 76ሻ 

ܩ      ൌ
݁ି௝௞ோమ
ଶܴߨ4

                                                                      ሺܫܫ. 77ሻ 

Où ܣଵ  est une constante.  Si ݎଵ  et ݎଶ  sont respectivement les vecteurs du point original et 

d’observation, on obtient alors  pour les distances ܴଵ et ܴଶ : 
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                Fig. II.7  La diffraction de Fresnel à travers l’ouverture rectangulaire 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
Rଵۓ ൌ rଵ െ rᇱ,   Rଵ ൌ   |rଵ െ rᇱ| ൌ ටrଵଶ െ 2rଵ. rᇱ ൅ rᇱ. rᇱ

Rଶ ൌ rଶ െ rᇱ,   Rଶ ൌ   |rଶ െ rᇱ| ൌ ටrଶଶ െ 2rଶ. rᇱ ൅ rᇱ. rᇱ
                           ሺ78ሻ 

 

Cependant, l’opérateur gradient ׏Ԣ  peut être écrit en fonction de   ܴଵ ou   ܴଶ  sous la forme: 

ᇱൌ  -  ܴଵ෢׏  డ
డோభ

ᇱൌ  -  ܴଶ෢׏  ,    డ
డோమ

  

Où   ܴଵ෢  et   ܴଶ෢   sont les vecteurs unités dans la direction de   ܴଵ  et   ܴଶ .  

Ainsi, nous avons : 

డாభ
డ௡ᇱ

ൌ ො݊. ଵܧᇱ׏ ൌ െො݊. ෠ܴଵ
డாభ
డோభ

ൌ ሺ  ො݊. ෠ܴଵሻ ቀ݆݇ ൅
ଵ
  ோభ
ቁ ଵܣ  

௘ష  ೕೖೃభ

  ோభ
                        ሺܫܫ. 79ሻ    

డீ
డ௡ᇱ

ൌ ො݊ . ܩᇱ׏ ൌ െො݊ ෠ܴଶ డீ
డோమ

ൌ ሺ   ො݊ . ෠ܴଶ)ቀ݆݇ ൅ ଵ
  ோమ
ቁ ௘

ష  ೕೖೃమ

  ସగோమ
                            ሺܫܫ. 80ሻ   

En remplaçant ܴଵ ؆ ଵ  et   ܴଶݎ ؆  . ଶݎ

Nous trouvons l’intégrale de l’équation (II.75) : 

ଵܧ 
డீ
డ௡ᇱ

െ ܩ డாభ
డ௡ᇱ

=   ௝௞஺భ
  ସగ௥మ௥భ

[( ො݊. ଶሻݎ̂ െ ( ො݊. .ܫܫଵሻ] ݁ି  ௝௞ሺோమାோభሻ                       ሺݎ̂ 81ሻ  
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Ainsi, nous avons pour la diffraction du champ au point  ଶܲ: 

ܧ  ൌ   ௝௞஺భ
  ସగ௥మ௥భ

ሾሺ ො݊. ෝଶ ሻݎ െ ሺ ො݊ . ෝଵሻሿݎ ׬ ݁ି  ௝௞ሺோమାோభሻ ݀ܵᇱௌ                               ሺܫܫ. 82ሻ  

La quantité ሾሺ ො݊. ଶෝሻݎ െ ሺ ො݊. ଵෝሻሿݎ  est un facteur oblique. En posant ݎ ൌ  ,ଶݎ +ଵݎ  on définit le 

champ  dans l’espace libre  au point   ଶܲ : 

଴ܧ  ൌ  ܣଵ ௘
షೕೖሺೝభశ ೝమሻ

௥భା ௥మ
ଵ ௘ܣ  = 

షೕೖೝ

௥
                                               ሺܫܫ. 83ሻ   

Si l’origine est un point d’interaction entre le plan de l’ouverture et la ligne  ଶܲ ଵܲ, alors  ܧ଴ 

peut représenter le champ au point   ଶܲ dans le cas d’absence de l’écran à l’ouverture. [22] 

Le taux ܦ ൌ ா
 ாబ

 peut être appelé le coefficient de diffraction, qui dépend de l’ouverture et de 

la géométrie relative aux points   ଶܲ, ଵܲ : 

ܦ ൌ
ܧ
଴ܧ 

ൌ
݆݇
ܨߨ4

ሾሺ ො݊. ଶෝሻݎ െ ሺ ො݊. ଵෝሻሿන݁ି  ௝௞ሺோమାோభି௥భି ௥మሻ ݀ܵᇱݎ
ௌ

                ሺܫܫ. 84ሻ 

   

 Nous définissons le point focal entre ݎଵ et  ݎଶ : 

ଵ
ி
ൌ ଵ

௥భ
൅  ଵ

௥మ
ܨ                 ൌ ௥భ௥మ

௥మା ௥భ
      

L’approximation est obtenue par l’expression de ܴଵ et ܴଶ  dans r’ et en gardant seulement le 

terme du second ordre.  On  peut écrire l’équation (II.53)  sous la forme suivante : 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ଵܴۓ ൌ ଵ ඨ1ݎ െ

ଵෝݎ2  . rᇱ

ଵݎ
 ൅  

.ᇱݎ rᇱ

ଵଶݎ
  

ܴଶ ൌ ଶඨ1ݎ െ
ଶෝݎ2  . rᇱ

ଶݎ
 ൅  

.ᇱݎ rᇱ

ଶଶݎ

                                            ሺܫܫ. 85ሻ 

,  

 Ensuite , nous appliquons le développement en séries de Taylor de second ordre : 

√1 ൅ ଵ + 1 =  ݔ
ଶ
ݔ െ ଵ

଼
 ଶݔ 
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Qui donne les approximations de  ܴଵ, ܴଶ  et  ܴଵ ൅ ܴଶ െ ଵݎ െ  :ଶݎ

 ܴଵ ൌ ଵݎ െ ଵෝݎ . rᇱ ൅ ଵ
ଶ௥భ

[r’. r’ – (ݎଵෝ . rᇱ)2] 

 ܴଶ ൌ ଶݎ െ ଶෝݎ . rᇱ ൅
ଵ
ଶ௥మ

[r’. r’ – (ݎଶෝ . rᇱ)2]  

 ܴଵ ൅ ܴଶ െ ଵݎ െ ଶݎ ൌ-(ݎଵෝ+ݎଶෝ ).r’ + ଵ
ଶ
 [ ଵ
௥భ
൅ ଵ

௥మ
) r’ .r’ - ሺ௥భෞ.୰ᇲሻమ

௥భ
െ ሺ௥మෞ.୰ᇲሻమ

௥మ
] 

   Pour simplifier cette expression, nous supposons que l’origine est le point d’intersection de 

la ligne  ଵܲ ଶܲ  avec le plan de l’ouverture. Les vecteurs  ݎଵ et  ݎଶ sont antiparallèles  et alors 

les vecteurs unités sont  ݎଵෝ ൌ െݎଶෝ   (Les termes linéaires s’annulent avec les termes 

quadratiques) : 

 ܴଵ ൅ ܴଶ െ ଵݎ െ ଶݎ ൌ
ଵ
ଶி

 [r’ .r’െ ሺݎଶෝ . rᇱሻଶ]=  ଵ
ଶி
|r’ െ ଶෝݎ   ሺrොԢ. =ଶෝሻ|ଶݎ ଵ

ଶி
b’.b’  

Nous définissons b’= r’ െ ଶෝݎ   ሺrොᇱ.  ,’ଶෝሻ, vecteur perpendiculaire  à la droite  PଵPଶ  au point pݎ

comme le montre la figure (II.49) 

Suivant l’approximation de Fresnel, le coefficient de diffraction D pour une ouverture 

arbitraire  est donné par : 

D ൌ
ܧ
଴ܧ 

ൌ
݆݇ሺnො. ଶෝሻݎ
ܨߨ2  න݁ି௝௞൫௕ᇲ.௕ᇲ൯ ሺଶி⁄ ሻdS’

ௌ
                              ሺܫܫ. 86ሻ 

                       

Une simplification est obtenue en supposant que le plan de l’ouverture est bien le plan  xy et 

que la droite PଵPଶ  est liée au plant yz par un angle θ sur l’axe z , comme il est illustré sur  la 

figure (II.8) 
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                Fig. II.8  La diffraction de Fresnel par l’ouverture rectangulaire 

 

Nous avons, dans ce cas : r’=ݔԢݔො ൅ y’ݕො,  ො݊ ൌ ଶෝݎ et ,ݖ̂ ൌ cos ݖ̂ ߠ ൅ ොݕ sin   .ߠ

Comme  ො݊. ଶෝݎ ൌ cos  et les plans sont perpendiculaires, le produit scalaire « b’.b’ » est  , ߠ

donné par : 

b’.b’=r’.r’-ሺݎଶෝ . rᇱሻଶ= ݔԢଶ+ݕԢଶെሺy’  sin Ԣଶ cosଶݕ+Ԣଶݔ = ሻ ଶߠ   ߠ

Alors, le coefficient de diffraction (II.58) devient : 

ܦ ൌ  ௝௞ ୡ୭ୱఏ
ଶగி ׬ ׬ ݁ି௝௞ቀ௫

ᇲమା௬ᇲమ  ୡ୭ୱమ ఏቁ ଶிൗ ᇱ௬మݕᇱ݀ݔ݀
ି௬భ

                          ሺII. 87ሻ ௫మ
ି௫భ

                       

Nous supposons que les limites à l’ouverture sont : 

െݔଵ ൑ Ԣݔ ൑ ଵݕଶ , െݔ ൑ Ԣݕ ൑  ଶݕ

Les points terminaux  ݕଵ, ݕଶ sont représentés sur  figure (II.50). Les intégrales peuvent être 

exprimées en fonction des fonctions de Fresnel C(x) , S(x) , et ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔሺܥ െ ݆ܵሺݔሻ . 

La fonction complexe ݂ሺݔሻ est défini par : 

݂ሺݔሻ ൌ ሻݔሺܥ െ ݆ܵሺݔሻ ൌ ׬ ݁ି௝ሺగ ଶሻ⁄ ௨మ݀ݑ ௫
଴                                                        

Nous  opérons un changement de variable pour normaliser les variables de Fresnel : 
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ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

ݑ ൌ ඨ ݇
ݔ ܨߨ

ᇱ

ݒ ൌ ඨ ݇
ݕ ܨߨ

ᇱ cos ߠ

                                                            ሺܫܫ. 88ሻ 

 

Où ܾᇱ ൌ Ԣ cosݕ est perpendiculaire à la droite  ଵܲ ߠ ଶܲ au point p’ , (voir figure II.50) 

Les points terminaux correspondants sont : 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ
௜ݑ ൌ ඨ ݇

                              ௜ݔ ܨߨ

௜ݒ ൌ ඨ ݇
௜ݕ ܨߨ cos ߠ ൌ

ඨ ݇
௜ܾ ܨߨ

                                        ሺܫܫ. 89ሻ 

 Avec i=1,2                           

Notons que les quantités ܾଵ ൌ ଵݕ cos et ܾଶ ߠ ൌ ଶݕ cos  sont les distances perpendiculaires de ߠ

la droite limite  ଵܲ ଶܲ , et comme    dudv ൌ ሺkcos /ߠ  Ԣ,  nous obtenons le coefficientݕԢ݀ݔሻ݀ܨߨ

de diffraction : 

ܦ ൌ  ௝
ଶ ׬ ݁ି௝గ௨మ  ଶ⁄ ௨మ ݑ݀

ି௨భ
׬    ݁ି௝గ௩మ  ଶ⁄ ௩మݒ݀

ି௩భ
 

     = ௝
ଶ
[Fሺݑଶሻ െ FሺെݑଵሻሿሾFሺݒଶሻ െ Fሺെݒଵሻሿ 

soient  f(x) est une fonction impaire et ݆  2⁄ ൌ 1  ሺ1 െ ݆ሻଶ⁄ , nous obtenons : 

ܦ ൌ  ா
ாబ
ൌ Fሺ௨భሻାFሺ௨మሻ

ଵି௝
Fሺ௩భሻାFሺ௩మሻ

ଵି௝
                                            ሺܫܫ. 90ሻ    

Le facteur normalisé (1െ j) correspond a une ouverture infinie  limite  par   ݑଵ, ݑଶ, ݒଵ,  ଶ.  [1]ݒ
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II.3  Conclusion  
  Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode efficace pour la dérivation de la fonction 

spectrale de Green. Cette  fonction a une forme simple dans un milieu parfait, en particulier 

homogène et isotrope. Dans un milieu plus complexe, la fonction de Green ne pourrait pas se 

réduire à un scalaire, mais serait de nature tensorielle. 

   Nous avons établi les équations du champ électromagnétique rayonné (ܧ௥ , ܪ௥ ) , en fonction 

de la densité de courant ܬ qui peut s’interpréter comme la contribution d’une infinité de points 

source (qui rayonnent G) dont l’amplitude complexe est pondérée par la densité de courant ܬ à 

opérateur différentiel prés. Nous avons montré encore que champs peuvent être calculés à 

l’aide du principe de champ équivalent. 

On a constaté qu’il y à une dualité entre la quantité électrique et  magnétique. Cette dualité  

nous donne la possibilité de déduire l’expression de champ magnétique H à partir de 

l’expression du champ électrique E.  

Pour les ouvertures uniformes, on a remarqué qu’elle présente  une grande directivité et une 

zone d’efficacité égale à sa surface géométrique. 

La condition de la source de Huygens n’est pas toujours satisfaite. Si l’onde incidente est 

oblique à l’ouverture, alors  η doit être remplacé par l’impédance transverse ηt, qui dépend de 

l’angle incident et de la polarisation de l’onde incidente. 

Nous avons également présenté les problèmes de discontinuités. Il est important de modéliser 

ces discontinuités (indésirables ou volontairement introduites) afin de  prévoir le 

comportement global du circuit. Les résultats de calculs numériques que nous avons obtenus  

seront présentés et exploités dans le chapitre qui suit.
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III Modélisation et résultats 
 

III.1 Introduction 
   La simulation électromagnétique se fait à l’aide du Logiciel « HFSS » (High Frequency 

Structure Simulator). Le terme de simulation électromagnétique implique la résolution 

numérique des équations de Maxwell pour les champs électromagnétiques pour une structure 

donnée qui est placée dans un environnement spécifique (conditions aux limites) [26].  

   Compte tenu du fait qu’il n’existe pas de solutions analytiques aux équations de Maxwell    

(à l’exception des cas simples), de nombreuses techniques numériques ont été développées au 

cours de ces deux dernières décennies pour résoudre ces problèmes.  

   Le calcul des champs peut être effectué soit dans le domaine temporel ou dans le domaine 

fréquentiel. Parmi les techniques de résolution dans le domaine temporel, l’approche 

classiquement utilisée est la méthode des différences finies (FDTD, Finite Difference Time 

Domain) [27]. Il existe également la méthode TLM (Transmission Line Matrix) [28]. Pour la 

simulation fréquentielle, les techniques les plus utilisées sont la méthode des éléments finis 

(FEM, Finite Element Method) [29], la méthode des moments (MoM, Method of Moments) 

[30], la méthode de résonance tranverse,…  etc. 

III.2 Modélisation 
   Une fois le champ électromagnétique défini, nous passons à l’élaboration d’un modèle de 

circuit en tenant compte de l’action (l’influence ou l’impact) de la discontinuité sur la 

propagation. Pour cela, nous nous sommes intéressés à la notion de filtrage des modes  à 

grandes distances de la discontinuité, dans les deux intervalles |ݖ| ൐  Ils ne persistent, en .ܮ

général, que les ondes guidées sur le mode fondamental car les modes d’ordre supérieur sont 

évanescents. Il ne reste, pour  ݊|ݖ| ൏  -que les trois ondes schématisés sur la figure ci , ܮ

dessous (Fig.III.1)  relative à une discontinuité dans le guide d’ondes [25]: 

• L’onde fondamentale incidente ; 

• L’onde fondamentale  réfléchie; 

• L’onde fondamentale transmise ; 
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Fig. III.1  Ondes fondamentales et ondes évanescentes 

Nous définissons les coefficients suivants : 

‐ Le coefficient de réflexion ߩ ൌ ௢௡ௗ௘ ௥é௙௟é௖௛௜௘ ௙௢௡ௗ௔௠௘௡௧௔௟௘
௢௡ௗ௘ ௜௡௖௜ௗ௘௡௧௘ ௙௢௡ௗ௔௠௘௡௧௔௟௘

 

‐ Le coefficient de transmission ߬ ൌ ௢௡ௗ௘ ௧௥௔௡௦௠௜௦௘ ௙௢௡ௗ௔௠௘௡௧௔௟௘
௢௡ௗ௘ ௜௡௖௜ௗ௘௡௧௘ ௙௢௡ௗ௔௠௘௡௧௔௟௘

 

   En pratique, il faut définir avec précision les positions des plans de référence afin de 

déterminer correctement les phases de ces coefficients .Il est important de placer ces plans de 

référence dans la zone |ݖ| ൐  .ܮ

   Pour qu’un circuit soit effectivement un modèle tolérable, il suffit qu’il présente le même 

coefficient de réflexion ߩ et le même coefficient de transmission ߬. Donc le modèle peut être 

défini à l’aide de la matrice de répartition [4]. 

III.2.1 Présentation du Logiciel « HFSS » 
   Comme a été déjà mentionné précédemment, le logiciel « HFSS » utilise la méthode des 

éléments finis, qui consiste à trouver une solution proche de la solution exacte sous la forme 

d’un champ électrique E(M,t) défini en morceaux sur les sous domaines de Ω. Parmi les 

contraintes que nous imposons à la solution approchée recherchée, est l’existence d’une 

continuité simple (C଴), au moins, aux frontières entre les sous domaines. 

   Le principe de la méthode est basé sur une propriété des espaces d’Hilbert qui stipule que 

seul le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de cet espace. 

Onde Fondamentale 

+ Réfléchie 

Onde incidente 

Fondamentale 

Onde  Fondamentale 

+ Ondes évanescentes 

Onde transmise 

Fondamentale 

‐L L

 +0
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Lors de la résolution d’un problème physique avec la méthode des éléments finis nous devons  

procéder par étapes successives, comme suit : 

1) Dans un premier lieu, nous posons le problème physique sous la forme d’une équation 

différentielle satisfaisant, en tout point d’un domaine Ω, les conditions aux limites nécessaires 

et suffisantes pour que la solution soit unique. 

2) Nous élaborons après une formulation intégrale du système différentiel à résoudre et de ses 

conditions aux limites : c’est la formulation faible du problème 

3) Nous divisons le domaine « Ω » en sous domaines. Nous générons ainsi un maillage à 

notre domaine. 

4) Nous choisissons par la suite la famille des champs locaux, c'est-à-dire à la fois la position 

des nœuds dans les sous domaines et les polynômes (ou autres fonctions) qui définissent le 

champ local en fonction des valeurs aux (des) nœuds. 

5) Nous ramenons le problème à un problème discret : c’est la discrétisation. En effet, toute 

solution approchée est complètement déterminée par les valeurs aux nœuds des éléments. Il 

suffit donc de trouver des valeurs à attribuer aux nœuds pour montrer une solution approchée. 

6) Pour terminer, nous passons à la résolution du problème discret [15]. 

 

III.2.2 Modélisation avec HFSS 
La modélisation et la simulation sous HFSS s’effectuent en cinq étapes distinctes : 

1. La Construction géométrique de l’antenne. 

2. La Définition de la source (ports, guides…). 

3. Les Conditions aux limites du domaine de simulation. 

4. La Recherche des plans de symétrie.  

5. L’exécution de maillage [31]. 

III.2.2.1 La Construction du modèle géométrique de l’antenne 
Les figures ci-dessous (Fig.III.2, 3, 4, 5, 6) représentent les différentes étapes de la 

construction du modèle géométrique de l’antenne. 
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Fig. III.2  Construction du guide d’onde rectangulaire (antenne) RW90 sous HFSS 

 
Fig. III.3  Création du plan de réflexion 

 

Fig. III.4  L’assemblage des deux  corps 
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Fig. III.5.Création du l’ouverture 

 
Fig. III.6   L’espace du rayonnement 

En suivant ces étapes, nous avons donc construit le guide d’onde rectangulaire, l’ouverture 

rayonnante, le plan de réflexion et l’espace de rayonnement. 

III.2.2.2 Conditions  aux limites et domaine de calcul 
Le système composé des équations de maxwell et des lois de comportement admet une 

infinité de solutions. Les conditions aux limites doivent être imposées à la frontière du 

domaine d’étude afin d’assurer l’unicité de la solution [32]. 

Le domaine de calcul d’HFSS est définit par une boîte d’air qui sépare (isole) l’espace de 

rayonnement de notre antenne (voir Fig.III.7). Nous définissons ensuite les conditions aux 

limites sur chaque face de ce domaine. Dans notre cas, nous avons imposé une condition 

absorbante (radiation) sur chaque face. 
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Fig. III.7   Définition des limites du domaine de calcul 

 

III.2.2.3 Définition des ports d’excitation et les plans de symétrie 

La figure III.8  montre la définition de la surface et du type d’excitation sur HFSS. 

 
Fig.III.8  Définition de la surface et du type d’excitation 
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Sur la figure ci-dessus, les termes :  

• (Wave port)    : signifie une excitation externe.  

• (lumped port) : signifie une excitation interne.  

La position et la manière dont est décrit le port, nous permet de définir un plan de symétrie et 

donc de ne garder que la moitié de la structure pour diminuer la taille finale du maillage à 

générer. Le logiciel « HFSS »  génère automatiquement le maillage de la structure en 

choisissant des éléments triangulaires dont la taille de l’arête ne dépasse pas λ/10. 

La figure III.9  illustre  le vecteur d’excitation sur le guide. 

 
 

Fig.III.9 Représentation du vecteur  d’excitation  

La figure III.10  représente  le décalage de plan de référence à l’ouverture de guide. 

 
Fig. III.10  Décalage de plan de référence à l’ouverture du guide.  
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Pour des fréquences supérieures à 6,5 GHz, la partie imaginaire de la constante propagation 
varie en fonction de la fréquence. 

 

       

Fig.III.12  La constante du propagation en fonction de la fréquence 

Pour avoir la propagation de mode, il faut que la constante de phase soit réelle et la fréquence 
de travail doit être supérieure à la fréquence de coupure [14]. 

III.2.3.2 La longueur d’onde de propagation 

   La courbe de la figure III.13  représente la variation de la longueur d’onde en fonction de la 
fréquence du guide d’onde pour le mode TEଵ଴  en utilisant les données générées par le 
Logiciel Matlab. 

 
Fig. III.13  La variation de la longueur d’onde en fonction de la fréquence 
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La bande X varie entre 8 et 12 GHz. Pour notre guide,  la fréquence de travail est de 10 GHz.  

Donc la longueur d’onde est de 3cm [14]. 

III.2.3.3 L’impédance caractéristique 

La figure III.14  montre l’évolution de l’impédance caractéristique en fonction de fréquence. 

 

 

Fig. III.14  L’impédance caractéristique en fonction de fréquence 

Comme le montre la figure III.14, la courbe générée par le logiciel HFSS confirme réellement  

le comportement du guide d’onde (filtre passe-haut) car pour les basses fréquences 

l’impédance est infinie [14]. 

III.2.3.4 L’admittance de l’ouverture 

La Figure III.15  illustre l’allure de l’admittance de l’ouverture.  

 

Fig. III.15   L’admittance de l’ouverture: Susceptance  
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III.2.3.5 La répartition  de champ E   

La simulation du mode  TE10 confirme l’existence d’un  plan YoZ de symétrie champ E (voir 
Figure III.16). 

 

 

Fig.III.16  La répartition du champ E  pour le mode TE10 

III.2.3.6 Puissance de champ E [V/m] 

La Figure III.17  illustre la répartition de la puissance de champ E en [V/m]. 

 

 

Fig.III.17  La répartition de la puissance du champ E en [V/m] 

 

D’après la figure III.17, on remarque qu’au milieu de la structure ( ௔
ଶ
  ሻ  , on obtient le 

maximum de puissance, résultat confirmé par l’équation théorique du champ  ݕܧሺݔሻ ൌ
 . ሻܽ/ݔߨሺ ݊݅ݏ଴ܧ  
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III.2.3.7 Paramètre du module S [dB]  

La courbe présentée par la Figure III.18  confirme que la réflexion diminue dans la bande X 
ou fonctionne notre guide. 

 

           Fig.III.18  Le module du paramètre  S11 en fonction de fréquence  

III.2.3.8 Paramètre  de la phase S [deg] 

La courbe présentée par la Figure III.19  nous a permis de déterminer la fréquence (10,7Ghz), 
pour laquelle nous avons le maximum de déphasage.   

 

 

Fig. III.19 La variation de la phase du paramètre  S11 en fonction de la   fréquence 
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III.2.3.9 Diagramme de Smith S [deg] 

Le diagramme de Smith est une manière de présenter le coefficient de réflexion en fonction  
de déphasage  (voir Figure III.20).  

 

 

 

Fig.III.20   La représentation du paramètre S avec le  diagramme de Smith 

 

III.2.3.10 Lobe en 3D 
Les figures III.21  et III.22  décrivent la simulation en 3D du champ lointain de l’ouverture du 

guide. On voit bien que le guide d’onde rectangulaire est devenu une antenne performante, car 

on a le maximum de puissance au milieu de l’ouverture et une directivité remarquable sur 

l’axe Z. 

 

                                 Fig.III.21   L’ouverture dans le plant YZ  
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                                 Fig.III.22  L’ouverture dans le plant XY  

La figure Fig.III.23    montre l’animation du modèle sous HFSS. Ce qui nous permet de se 
rapprocher de la réalité en mettant tout le model en mouvement.  

 

 

Fig.III.23  l’animation du modèle 

 

La figure III.24  montre la vidéo complète de la simulation  du modèle. Cette vidéo généré de 

logiciel nous a permis de  sauvegarder la simulation complète de notre modèle. 
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champ E 
animation.avi

 

Fig.III.24 Vidéo complète de la simulation  du modèle 

III.2.4 Généralisation du modèle avec Matlab 

III.2.4.1 Programmation avec Matlab 
Nous commençons par la programmation des équations théoriques de (l’ouverture, champ E, 

champ H) pour le guide d’onde rectangulaire et circulaire (voir Fig.III.26) [33]. 

 
 

Fig.III.26  Le programme développé avec Matlab. 

III.2.4.2 Création d’une interface  avec Matlab  
Afin de faciliter la manipulation des variables dynamiques par les  utilisateurs,  nous avons 

opté à la création d’une interface permettant de visualiser les résultats (voir Fig.III.27) [34]. 
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Fig.III.27  Création de la forme  du  l’interface avec Matlab. 

III.2.4.3 Simulation de guide d’onde rectangulaire 

   Les figures  III.28, III.29 et III.30  illustrent les différentes simulations de guide d’onde 
rectangulaire en basses, moyennes et hautes fréquences pour différentes dimensions. 
Le champ à l’ouverture est présenté en 3D au milieu de l’interface et les angles d’ouverture 
dans les plans E et H au dessus de l’interface.   

 

                                       Fig.III.28  Simulation à basses fréquences  
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Fig.III.29  Simulation pour des fréquences moyennes 

 

 

Fig.III.30  Simulation à hautes  fréquences 
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III.2.4.4 Simulation de guide d’onde circulaire 
   Les figures III.31, III.32 et III.33 illustrent les différentes simulations du guide d’onde 

circulaire et rectangulaire en basses, moyennes et hautes fréquences pour différentes 

dimensions. 

Le champ à l’ouverture est présenté en 3D au milieu de l’interface et les angles d’ouverture 

dans les plans E et H au dessus. 

 

 

Fig.III.31  Simulation à basses fréquences 
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                                         Fig.III.32  Simulation pour des fréquences moyennes 

 

                                       Fig.III.33  Simulation à hautes  fréquences  

 



Chapitre III                                                                                            Modélisation et résultats 
 

 

 
               76

III.3 Conclusion  
   Les résultats des simulations effectuées nous ont permis de mettre en évidence l’influence 

du dimensionnement des guides d’ondes sur la forme de l’ouverture. On remarque que plus 

les dimensions sont importantes, plus les ouvertures deviennent étroites. Nous avons 

également constaté qu’en augmentant la fréquence, les lobes secondaires deviennent plus 

nombreux. À l’aide du programme développé, nous avons pu présenter le champ E et le 

champ H à l’ouverture  des guides.   

Dans cette partie de notre travail, nous avons constatés que la méthode des éléments finis 

prend un temps important lors de l’animation du modèle. Ceci nous a obligés à optimiser le 

modèle à plusieurs reprises. Les résultats obtenus par le modèle créé par HFSS coïncident 

bien avec les résultats théoriques décrits dans les précédents chapitres. La programmation 

reste indispensable pour présenter certains phénomènes qui nous rapprochent d’autant plus de 

la réalité.  
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CONCLUSION GENERALE 
Le principal objectif du présent travail est la caractérisation des paramètres de l’ouverture 

rayonnante des  guides d’ondes, en particulier le guide d’onde rectangulaire. Pour cela, nous 

avons présenté une étude théorique des guides d’onde. Par la suite, nous avons abordé l’étude 

de rayonnement des guides. La détermination  de la fonction de Green dans le domaine des 

transformées vectorielles de Fourier regroupe toutes les informations concernant la géométrie 

de la structure étudiée [37].    

L’emploi des grandeurs électromagnétiques dans le plan  (TE,TM) nous a permis de 

déterminer les champs rayonnants pour les ouvertures uniformes, ce qui a constitué un grand 

avantage pour la simplification du programme. Ensuite, nous avons formulé les différentes 

équations des phénomènes qui se présentent à l’ouverture  [38].  L’utilisation du logiciel 

HFSS, basé sur la méthode des éléments finis qui est caractérisée par l’exactitude des résultats 

numériques obtenus pour des structures 3D  malgré son  inconvénient majeur qui est le temps 

de calcul important notamment le nombre de maillage important pour déterminer la matrice 

« S » qui est une fonction non analytique et à variable complexe, a permis l’élaboration de 

notre modèle et la détermination des différentes courbes caractéristiques [39]. 

À partir des équations théoriques développées sous Matlab,  nous avons constaté une 

différence de la forme de l’ouverture entre un guide d’onde rectangulaire et un guide d’onde 

circulaire. En plus, nous avons remarqué que plus la fréquence augmente plus la puissance du 

champ se focalise au milieu de l’ouverture et nous obtenons en plus des modes d’ordres 

supérieurs. 

  En perspective, le travail présenté dans ce manuscrit peut être élargi en tenant compte de 

diélectrique de demi-espace libre en se basant sur le coefficient de réflexion présenté à 

l’ouverture  rayonnante [41] [42] [43]. 
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ANNEXE 

Annexe A 

Pour simplifier les calculs, il est intéressant d’étudie l’action des opérateurs vectoriels 

fondamentaux sur cette décomposition. 

Soit A0 un vecteur quelconque tel que : 

A0(x1, x2, z)= A(x1, x2) exp[-γz] 

                    ={At(x1, x2) + Az(x1, x2)n} exp[-γz]  

Appliquons les operateurs divergence et rotationnel à un tell vecteur. On obtient : 

divA0 = div(A exp[-γz]) 

          = exp[-γz]divA + grad(exp[-γz]).A 

          = exp[-γz]divA - γ exp[-γz]n . A 

          = (divA – γAz) exp[-γz]  

rot A0 = rot (A exp[-γz]) 

           = exp[-γz]rotA + grad(exp[-γz]) x A  

           = exp[-γz]rotA –γexp[-γz]n x A 

            =(rotA+ γA x n) exp[-γz] 

De plus, l’action des opérateurs sur A(x1, x2) conduit à des expressions remarquable : 

divA=  
பA౮భ
ப୶భ

 + 
பA౮మ
ப୶మ

 +பA౰
ப୸

 = 
பA౮భ
ப୶భ

 + 
பA౮మ
ப୶మ

 = divAt   

            rotA = rot(At+ Azn )  

                     =rot At + rot(Azn ) 

                     =rot At + gradAz x n 

On remarque que gradAz est transversal et qu’il en résulte que gradAz x n 

est  aussi transversal. 

En revanche, rot At = ቀபA౮భ
ப୶భ

െ பA౮మ
ப୶మ

ቁn est longitudinal. 
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En appliquant les relations précédentes, on va retrouver une décomposition des équations de 

Maxwell en composantes transversales et en composantes longitudinales. 

     rotE0=(rotE + γExn) exp[-γz]= -jwµ0H0 

     rotH0=(rotH + γHxn) exp[-γz]= jwεE0  

     divE0=0 

     divH0=0 

On peut alors simplifier, à l’aide du facteur de propagation pour obtenir des équations où 

n’interviennent que les fonctions auxiliaires E et H : 

     rotE + γExn = -jwµ0H 

     rotH + γHxn= jwεE0  

     divE= divEt =γEz 

     divH= divHt= γHz 

Après la séparation des composantes longitudinales et transversales des champs, il vient : 

• Pour les composantes transversales : 

   grad Ez x n + γEt x n = -jwµ0Ht  

   grad Hz x n + γHt x n = jwεEt 

• Pour les composantes longitudinales : 

  rotEt= -jwµ0Hzn 

  rotHt= jwεEzn  

la combinaison de ces relations vas nous permettre  d’exprimer les champs vectoriels 

transversaux en fonction des composantes scalaires longitudinales .pour cela, on multiplie 

vectoriellement les composantes transversales par « n » : 

n x [grad Ez x n + γEt x n]= -jwµ0 n xHt 

comme  n x (a x n)=a , on en déduit que : 

(A.1)      

(A.2)      

(A.3)      

(A.4)      

(A.5)      

(A.6)      
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grad Ez + γEt = -jwµ0 n xHt 

or , n x Ht= భಋ [gradHz x n - jwεEt ] d’où en multipliant à droit et à gauche par γ , on aboutit 

à : 

γଶEt + γgrad Ez = -jw µ0 gradHz x n - kଶ Et ce qui s’écrit encore : 

ሺγଶ ൅ kଶሻ Et = - γgrad Ez - jw µ0 gradHz x n  

 D’un manière similaire, on montre que : 

ሺγଶ ൅ kଶሻ Ht = - γgradHz + jwε gradEz x n 

Type de solution: 

Il s’agit de discuter les cas suivant la valeur de la quantité (  γଶ ൅ kଶ). 

On constate qu’on a deux types de solution γଶ ൅ kଶ =0,  γଶ ൅ kଶ ≠0  

Premier cas γଶ ൅ kଶ ≠0 : 

à l’aide des deux relations  qui suivent, on peut exprimer les champs auxiliaires E et H en 

fonction des composantes longitudinales: 

   E = ିఊ
ఊమା௞మ

 grad Ez - 
୨୵ఓ଴ 
ఊమା௞మ

 gradHz x n + Ezn 

  H = ିఊ
ఊమା௞మ

 grad Hz +
୨୵ఌ

ఊమା௞మ
 gradEz x n + Hzn 

Il reste de trouver les équations vérifiées par les composantes longitudinales Ez et Hz 

Or , on a div Et =
ିఊ

ఊమା௞మ
 divgrad Ez - 

୨୵ఓ଴ 
ఊమା௞మ

 div[grad Hz x n]= ߛ Ez 

Mais div[grad Hz x n]=rotgrad Hz . n=0  et finalement, il reste en compléter le résultat en 

calculant le  div Ht : 

  ∆ Ez + ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ Ez  =0  

  ∆ Hz + ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ Hz  =0  

Ces  équations sont appelées des équations de Helmholtz scalaire : on leur associe bien 

évidemment des conditions aux limites sur Ez et Hz liées à la géométrie de la structure de 

(A.7)      

(A.8)      

(A.9)      

(A.10)    
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guidage. On peut résumer ce résultat par l’énoncé du premier théorème fondamental de la 

propagation guidée par ondes planes non homogènes : 

Premier théorème :  

Lorsque la constante de propagation diffère de celle des ondes libres, les champs les plus 

généraux se propageant en ondes planes s’expriment entièrement en fonction des composantes 

longitudinales Ez et  Hz , composantes qui vérifient une équation de Helmholtz scalaire à deux 

dimensions de type : 

∆ Ez + ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ Ez  =0  ou  ∆ Hz + ሺߛଶ ൅ ݇ଶሻ Hz  =0  

Comme ߛଶ ൅ ݇ଶ ≠0 , la vitesse de propagation des ondes n’est pas celle qu’auraient des ondes 

libres se propageant dans un diélectrique homogène (ߤ ,ߝ଴) . Dans ces conditions, on met en 

évidence, dans le cas des guides d’ondes, deux types de solutions sont appelées modes, les 

modes TM et TE, correspondant à des champs physiquement indépendants et définis par les 

relations : 

   E = ିఊ
ఊమା௞మ

 grad Ez + Ezn                                    E = - ୨୵ఓ଴ 
ఊమା௞మ

 gradHz x n                  

   H = ୨୵ఌ
ఊమା௞మ

 gradEz x n                                        H = ିఊ
ఊమା௞మ

 grad Hz + Hzn  

   Hz=0                                                                 Ez=0 

Mode transverse magnétique ou TM                   Mode transverse électrique  ou TE 

Les relations qui suivent  lient entre les champs électriques et les champs magnétiques. 

   ηH= ି௝௞
ఊ

 E x n     (cas TM) 

   E= ௝௞
ఊ

 ηH x n       (cas TE) 

On dit alors que les modes TE et TM sont corrélatif.  

On peut noter que les facteurs ఊ
௝௞

 (cas TM) et ௝௞
ఊ

 η (cas TE) sont homogènes à des impédances 

dites impédances d’onde. 

Ce premier théorème s’applique également dans le cas des structures non homogènes (mettant 

en œuvre plus d’un diélectrique), à la différence prés qu’il n’y a pas de séparation physique 

(A.11)    

(A.12)    
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entre les modes TE et TM : on qualifie de modes hybrides de telles solutions, qui 

correspondent aux conditions  Ez≠0  et Hz≠0 . 

Physiquement, ces conditions imposent au champ électrique E d’être normal au conducteur et 

au champ magnétique H d’être tangent. 

Deuxième cas :  ࢽ૛ ൅ ࢑૛ = 0 . 

 Dans ces conditions, on dpose  ߛ = ±jk , donc : 

   െߛ grad Ez -  jwߤ଴ gradHz x n + Ezn = 0      

   െߛ grad Hz + jwߝ gradEz x n + Hzn =0  

Pour séparer ces deux fonctions scalaires. On peut y parvenir en prenant la divergence des 

égalités précédentes, ce qui permettra d’éliminer le produit vectoriel avec « n ». Ainsi, on 

obtient pour la première relation : 

div(െߛ grad Ez -  jwߤ଴ gradHz x n)= െߛ∆Ez=0 

en effet ,  div( gradHz x n)=rot gradHz . n – grad Hz . rot n= 0 . 

on en déduit  ∆Ez=0 ; de même, on montrerait que ∆ Hz=0 . 

Pour une structure de guidage homogène, on peut affirmer que la seule condition aux limites 

sur le champ électrique est qu’il doit être normal en tout point de la surface des conducteurs et  

Ez=0 , d’où : 

rot E = rot Et + grad EZ x n = rot Et = jwߤ଴Hz .n  

or, d’après la relation  

െߛ grad Hz + jwߝ gradEz x n =0  et comme Ez=0 , on sait déjà que grad Hz =0  . La  fonction 

Hz est donc une fonction constante et le «  rot E » est constant. Il reste à déterminer la valeur 

de cette constante. 

Pour cella, nous considérons le contour (c) de guide, et ν le vecteur unitaire normale et ߬ un 

vecteur unitaire tangent à ce contour qui délimite la surface de diélectrique �. 

. rot E׭ nd  σ= ׭െjwߤ଴Hz . dσ  ׯ =  ሺ௖ሻܧ d߬ =െjwߤ଴Hz  

(A.13)    

(A.14)    
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Comme E // ν, on conclut que E. d߬=0, donc cette intégrale est nulle et Hz=0. D’où  rotE=0. 

Comme le rotationnel d’un gradient est la fonction nulle, il en résulte que E est 

nécessairement de la forme suivante: 

 

                                              ν         

 

 

                 Fig A.1 Section droite � , Contour(C), vecteur tangent  

E= - grad ׎ .  

Comme la composante Ez est nulle, E= Et est la composante transversale, div E= div 

Et= ߛEz=0, on a de plus : 

 . 0=׎∆

La fonction ׎ vérifie donc l’équation de Laplace, et H est calculé à l’aide de la relation : 

 rot E + ܧߛxn=-jwߤ଴H.  

le rotationnel est nul et il reste finalement : 

H= Ht = ିఊ
୨୵ఓబ

 Etxn=ଵ
η
 grad ׎ x n =ଵ

η
 n x Et .  

Deuxieme théoréme :  

A toute fonction harmonique ׎ de ܴଶ(∆0=׎) corresponde à deux champs E et H transversaux, 

dans un milieu sans perte : 

 

  E= - grad ׎= Et. 

  H=ଵ
η
 grad ׎ x n= ିఊ

୨୵ఓబ
 Etxn = ଵ

η
n x E = Ht. 

E 

ν ߬ 

(A.15)    

(A.16)    

(A.17)    

(A.18)    
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Annexe B 

En exploitant la géométrie très simple du guide rectangulaire, il est raisonnable de chercher 

une solution par séparation des variables x et y sous la forme d’un produit de deux fonctions : 

X(x)Y(y) . On aboutit ainsi à une équation aux dérivées partielles de la forme 

∆[X(x)Y(y)]+݇௖ଶ X(x)Y(y)=0 en posant ݇௖ଶ=ߛଶ ൅ ݇ଶ . 

Comme  ∆ؠ డమ

డ௫మ
 + డమ

డ௬మ
 , on a à résoudre l’équation du second ordre : 

ௗ௑మ

ௗ௫మ
 Y(y) + X(x) ௗ௒

మ

ௗ௬మ
 +݇௖ଶ X(x)Y(y)=0. 

Pour les points où X(x)Y(y) est non nul, on a la somme constante : 

೏೉మ

೏ೣమ

Xሺ୶ሻ 
+

೏ೊమ

೏೤మ

Yሺ୷ሻ  
 = െ݇௖ଶ . 

Or, pour que la somme de deux fonctions de variables différentes soit constante, chacune de 

ces fonctions doit être une constante. 

On en obtient le système d’équations différentielles :  

     ௗ௑
మ

ௗ௫మ
+݇′௖

ଶ Xሺxሻ=0 

     ௗ௒
మ

ௗ௬మ
+݇"௖ଶYሺyሻ=0 

En résolvant ces équations différentielles du second ordre à coefficients constants, on obtient 

des solutions de la forme  

     Xሺxሻ=A’sinሾ ݇′௖ݔሿ+ B’cosሾ݇′௖ݔሿ    

     Yሺyሻ= A”sinሾ ݇"௖ݕሿ+ B”cosሾ݇"௖ݕሿ                                                                     

Il reste alors à appliquer les conditions aux limites. Dans le cas TM , on a la condition  

Ez  = X(x)Y(y)=0 sur les conducteurs supposés parfaits (condition de Dirichlet), d’où il résulte 

que : 

Avec ݇Ԣ௖ଶ+݇"௖ଶ=݇௖ଶ 

(B.1)       

(B.2)       

(B.3)       

(B.4)       
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     X(0)Y(y)= 0|଴ஸ௬ஸ௕        B’=0 

     X(a)Y(y)= 0|଴ஸ௬ஸ௕        ݇′௖ܽ=mߨ     mא ܰ 

     X(x)Y(0)= 0|଴ஸ௫ஸ௔        B’’=0 

     X(x)Y(b)= 0|଴ஸ௫ஸ௔         ݇′′௖ܾ=nߨ       nא ܰ 

 

Dans le cas de TE, et la condition డH୸
డν

 = డ
డν

[X(x)Y(y)]=0 sur les conducteurs (condition de 

Neumann), il en résulte : 

      ௗX
ௗ௫

(0)Y(y)= 0|଴ஸ௬ஸ௕           A’=0 

   െ ௗX
ௗ௫

(a)Y(y)= 0|଴ஸ௬ஸ௕           ݇′௖ܽ=mߨ     mא ܰ 

 X(x) ௗY
ௗ௬

(0)= 0|଴ஸ௫ஸ௔          A’’=0 

    -X(x) ௗY
ௗ௬

(b)= 0|଴ஸ௫ஸ௔          ݇′′௖ܾ=nߨ       nא ܰ 

On constate donc qu’à chaque couple d’entiers (m , n) correspond une valeur de ݇௖ଶ associée à 

une fonction de la solution Ez et Hz avec : 

݇௖ଶ ൌ ݇′௖
ଶ+݇"௖ଶ = ߨଶ ቀ௠

మ

௔మ
൅ ௡మ

௕మ
 ቁ  

‐ Si Hz=0 partout, on note TM௠௡ les solutions (modes transversaux magnétiques) ; 

‐ Si Ez=0 partout, on note TE௠௡ les solutions (modes transversaux électriques) . 

Finalement, les composantes scalaires sont de la forme : 

‐ Modes TM௠௡ : Ez=0 sur les conducteurs      Ez(x ,y)=A sinሺ௠గ
௔
ሻݔ sinሺ௡గ

௕
ሻݕ  ; 

‐ Modes TE௠௡ : డH୸
డν

=0 sur les conducteurs      Hz(x ,y)=Acosሺ௠గ
௔
ሻݔ cosሺ௡గ

௕
ሻݕ  ; 

Pour qu’un mode TE௠௡  ou TM௠௡  puisse se propager dans le guide, sa constante de 

propagation ߛ doit être un nombre imaginaire pur ߛ= jkg , avec kg  constant de propagation du 

 guide d’onde (en toute rigueur, constante de phase).

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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Annexe C 

Soit Φ଴la valeur du vecteur Φ au plan de discontinuité correspondant à z = zO, la solution 

générale est de la forme :  

Φ= ݁ି௝ηL෡ሺ௭ି௭బሻΦ଴    

En vue d'un traitement numérique, nous proposons une transformation en fonction de la 

nature des milieux considérés. Cette transformation est représentée par un système défini 

selon les règles suivantes:  

Φ(x,y) = ׬ kധ୮୯ ሺx, y, p, qሻ  Φ෩(p,q)dpdq 

Φ෩(p,q) = ׬ kധା୶୷ ሺx, y, p, qሻ  Φ(x,y)dxdy  

Où k ധധധest le noyau de la transformation conditionné par :  

L෠.kധ (x,y,p,q) = ηkധ (x,y,p,q)k෨(p,q) 

׬ kധ୮୯ ሺx, y, p′, q′ሻkധ (x,y,p,q)dxdy = IӖߜ(p-p’) ߜ(q-q’) 

׬ kധ୮୯ ሺx, y, p′, q′ሻkധ (x’,y’,p,q)dpdq = IӖߜ(x-x’) ߜ(y-y’) 

Φ(x,y,z) = ׬ kധ୮୯ ሺx, y, p, qሻ݁ି௝୩෩ሺ௭ି௭బሻΦ෩଴ሺp, qሻdpdq  

Ces dernières sont prêtes à la programmation.  

Nous allons définir cette transformation  kന dans les deux cas particuliers suivants: l'espace 

libre et l'espace stratifié. 

Espace libre  

La transformée de Fourier s'adapte parfaitement au problème de l'espace libre.  

En effet, si nous posons kധtel que 

kധା= ට ଵ
ଶగ

.IӖ.݁ି௝ሺ௣௫ା୯୷ሻ 

(C.1)

(C.2)
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kധ = ට ଵ
ଶగ

.IӖ.݁௝ሺ௣௫ା୯୷ሻ 

Nous devons étudier le vecteur Φ dans le domaine de la transformée de Fourier 

Φ(p, q,z) =M෩ ሺp, q, zሻΦ෩଴ሺp, qሻ 

Où 

M෩ ሺp, q, zሻ= ቎
IӖchߛ ሺz െ z0ሻ               A෩

ఊ
 shߛ ሺz െ z0ሻ 

A෩

ఊ
 shߛ ሺz െ z0ሻ  IӖchߛ ሺz െ z0ሻ 

቏ 

൞ =ߛ
 jඥK଴ଶ െ pଶ െ qଶpଶ ൅ qଶ ൏ K଴ଶ

ඥെpଶ െ qଶെK଴ଶpଶ ൅ qଶ ൒  K଴ଶ

 jඥK଴ଶ െ pଶ െ qଶ K଴ െ p2 െ q2 

           

pଶ ൅ qଶ≥ z଴ 

A෩= ଵ
Kబ
ቈ
െpq pଶ െ K଴ଶ

K଴ଶ െ qଶ pq
቉   

Une décomposition naturelle du vecteur  Φ෪଴  peut se faire sur les vecteurs propres de la 

matriceM෩ . Soient Φ෩௜= 1, 2, 3, 4, les vecteurs propres. 

 ଶ = ݁ఊሺ௭ି୸బሻݒ =ଵݒ

 ଶ = ݁ିఊሺ௭ି୸బሻݒ =ଵݒ

Le développement pseudo-modal s'écrit alors 

Φ෩଴ሺp, qሻ= a (pq)Φ෩ଵ+ b (pq)Φ෩ଶ+c (pq)Φ෩ଷ+ d (pq)Φ෩ସ 

et le vecteur Φ෩(p,q,z) obtenu s'écrit sous la forme: 

Φ෩(p, q ,z) = ݒଵ(aΦ෩ଵ+ bΦ෩ଶ) +ݒଶ(cΦ෩ଷ+ dΦ෩ସ) 

                 = (aΦ෩ଵ+ bΦ෩ଶ)݁ఊሺ௭ି୸బሻ + (cΦ෩ଷ+ dΦ෩ସ)݁ିఊሺ௭ି୸బሻ 

Les valeurs propres indiquent en effet les directions de propagation. 

Par ailleurs, ces vecteurs sont orthogonaux. Cette relation s'écrit comme suit : 

(C.3)
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Φ෩௜
ାηΦ෩௝ =0 , i ≠ j 

L’énergie totale apparaît comme la somme des énergies transportées par chaque onde. 

Si la structure débouche sur un espace infini, les ondes régressives ne doivent pas exister. Les 

coefficients spectraux a(p,q) et b(p,q) sont annulés, ce qui donne 

Φ෩଴ሺp, qሻ= cΦ෩ଷ+ dΦ෩ସ 

et la solution de Φ(p,q,z) est 

Φ෩(p, q ,z)= (cΦ෩ଷ+ dΦ෩ସ) ݁ିఊሺ௭ି୸బሻ 

L'application des relations reliant E෩௧௢ et ܪഥ`௧௢(cf. Annexe IV) 

A෩.E෩௧௢ = -jw ܪഥ`௧௢ 

A෩.ܪഥ`௧௢= -jw E෩௧௢ 

Avec w = -jr.  

Ces deux relations sont identiques car nous avons 

A෩.A෩ +ݓഥ2IӖ = 0ധ 

Mais les deux relations donnent des résultats différents à cause des troncatures effectuées lors 

du développement modal du champ. D'une manière générale, 1'équation donnant le champ 

magnétique offre une meilleure convergence. 

En introduisant un nouvel opérateur ܮത0, tel que 

 ҧܣത0 =   jη଴ܮ

Et en reprenant le vecteur ܬ ҧ௧nous aurons : 

ܬ ҧ௧଴ = 1
௪ഥ

.ത଴ܮ.  ത௧଴ܧ

Qui nous permet d'avoir une relation entre . ܬ ത௧଴ etܧ ҧ௧଴ dans l'espace réel. La transformée de 

Fourier inverse donne  

L-1 ቄ 1
௪ഥ
ቅ = ௝௘షೕk0r

2గ௥
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            = ௝
2
 G(r)  

Où nous retrouvons la fonction de Green de l'espace libre G(r) avec  r= ටX௧
2ܻ2 ൅ ሺݖ െ z0ሻ2 

Ici, nous avons supposé que 1'origine du milieu considéré est (O, O, z0 ) , ܮതcorrespond dans 

l'espace réel à l'opérateur . 

Appliquons la théorème de convolution nous avons : 

௧0 = ௝ܬ
2
 G(r) * 0ܮ෡  ௧0ܧ

Où le symbole * indique l'opération de convolution.  

Dans le cas où le guide s'ouvre sur l'espace libre, on peut déduire l’expression du champ 

magnétique  par l'intermédiaire de ܬ௧0à partir du champ électrique et vice-versa.  

On effectue un développement modal sur les champs électrique et magnétique. L'espace libre 

étant caractérisé par la fonction de Green G(r), le guide rectangulaire sert alors à fournir la 

fonction de base  des modes TE et TM. Dans ce cas, on obtient la matrice de diffraction de la 

discontinuité guide-espace libre ainsi que la distribution des champs dans l'ouverture. 

Connaissant Φ0，on peut obtenir l'expression du champ en un point quelconque.  

Φ(x, y,z)= L-1 ൛݁ି௝௪ሺ௭ିz0ሻΦZ0ൟ
 

             = 1
2గ2 Φ෩0׭ ሺp, qሻ݁௝ሾ௣௫ା௤௬ି௪ሺ௭ିz0ሻሿdpdq 

 

Nous remarquons que le champ électrique et le champ magnétique sont liés par la fonction de 

Green de l'un des domaines considérés : 1’espace libre. Nous allons reprendre cette démarche 

pour le guide stratifié et définit à partir de là une fonction de Green à deux dimensions pour le 

milieu stratifié. 


