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Introduction

Les polynomes de Bell ont été étudiés par E. T. Bell [11] et apparairent comme un
outil mathématique standard. Ils interviennentt fortement en analyse combinatoire
[61]. Comtet, [30], a étudié les polynomes de Bell et a donné un bagage de base
sur leurs propriétés. Quelques applications en analyse combinatoire ont été données
par Riordan [59] et d’autres en Calculs Ombrals par S. Roman [66]. En effet, les
polyndomes de Bell sont considérés comme un outil mathématique important [62],
et sont appliqués dans plusieurs domaines différents, on y trouve : I’évaluation de
quelques integrales et sommes alternées [28] et [63]; les relations internes des inva-
riants orthogonaux d’un opérateur compact et positif [20]; le probléme de Blissard
[63, p. 46]; les regles de la somme de Newton pour les zéros des polynomes [43];
les relations récurrentes pour une classe des polynomes de type de Freud [13]; les
nouveaux résultats sur la méthode d’Adomian [44]; les processus stochastiques en
combinatoire [55] et plusieurs autres sujets.

L’application large des polyndémes de Bell donne une motivation a développer d’avan-
tage.

Récemment, en utilisant la formule d’inversion de Lagrange (LIF) et les suites bino-
miales, quelques identités concernant les polynémes partiels de Bell ont été établies
[1]. Nous établissons d’autres identités concernant les polynomes partiels et complets
de Bell et des relations entre ces derniers et les suites binomiales, voir [50], [51], [52]
et [53].

Les suites binomiales, de leur part, sont trés connues et anciennes. L’intérét de telles
suites dans notre travail provient du fait qu’elles présentent une forte connexion avec
les polynémes de Bell. Plusieurs relations entre ces deux concepts mathématiques
sont connues, nous présentons ici notre contribution a 1’élaboration de nouvelles re-
lations. Nous verrons par la suite qu’on peut déduire facilement une suite binomiale

a partir d'une simple identité sur les polyndémes de Bell et vice versa.
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Comme nous ’avons mentionné ci-dessus, les polynémes de Bell ont été définis par
E. T. Bell. La dénomination “polynémes de Bell” a été introduite par Riordan dans
[61], qui observe pour la premiére fois qu'ils se prétent parfaitement & la description
de la formule de Faa di Bruno [60] que nous dévellopons de maniére étendue dans le
premier chapitre. Ensuite, ils ont été étudiés en combinatoire, avec les congruences,
les probabilités et en d’autres problémes par plusieurs auteurs depuis 1950 & 1980
tels que Riordan et Carlitz, et ont été utilisés d’une maniére assez large dans diffé-
rents domaines.

Les polynémes de Bell, par leur simplicité qui réside réellement en les expressions
récurrentes d’une part, et du fait qu’ils sont fonctions des suites numériques d’autre
part, ont été utilisés d’'une maniére trés large comme un outil mathématique et
combinatoire par lequel des intégrales, des identités mathématiques, des probabili-
tés et plusieurs fonctions sont exprimées et des interprétations combinatoires sont
identifiées. Une application aussi intéressante récemment apparue est les distribu-
tions de probabilités associées aux partitions de Gibbs. Cette application intervient
dans les propriétés asymptotiques des nombres des partitions d’un entier et plusieurs
autres aspects liés a la tendance probabiliste, voir [4]. Elle intervient aussi, fortement
dans I'analyse des processus aléatoires tels que les processus de fragmmentation et
de congulation concernant des aspects mathématique et physique, voir [56] et [12],
qu’on n’a pas dévellopé dans ce travail.

Pour la présente étude, on met on exergue des relations entre les polynémes de Bell
et les suites binomiales, leurs dérivées successives, des identités combinatoires, des
congruences, des formules d’inversions, de suites multinomiales et des nombres de
partitions d’un entier. Ces travaux sont organisées comme suit :

Le premier chapitre contient des concepts généraux sur les polyndémes de Bell, les
suites binomiales et les fonctions composées. On y présente des généralités sur les
polynomes (exponentiels) partiels et complets de Bell ; quelques relations récurrentes
qui les concernent ; I'interprétation combinatoire et probabiliste des polynémes (or-
dinaires) de Bell; les dérivées d’ordre n d’une fonction composée et la formule de
Faa di Bruno et ses différentes versions.

Dans le deuxiéme chapitre, on propose de montrer le lien fort qui existe entre les
suites binomiales et les polynomes de Bell. Le lien qu’on présente, on 1’exploite pour
déduire plusieurs identités concernant les polynomes partiels et complets de Bell et
des résultats exprimant les liens entre les polyndémes de Bell eux mémes.

Dans le troisiéme chapitre, on propose de montrer le lien fort qui existe entre les
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dérivées successives des fonctions d’une suite binomiale et les polynomes de Bell.
Dans le quatriéme chapitre, on propose, en utilisant certains résultats du deuxiéme
chapitre et certains résultats de Carlitz [19], d’établir quelques identités de congruences
concernant les polyndémes partiels de Bell. Ces résultats seront utilisés pour déduire
des identités sur les nombres de Stirling et les coefficients bi’nomiaux , voir [§].
Dans le cingiéme chapitre, on établit des formules d’inversions de certaines suites,
ceci en utilisant quelques résultats du deuxiéme chapitre et un travail publié¢ dans
[27]. Les relations qu’on présente seront déduites & partir des fonctions inverses, des
fonctions réciproques et de la formule d’inversion de Lagrange.

Dans le sixiéme chapitre, on propose un travail généralisant celui de Carlitz, voir
[17], [18] et [40]. On montre un cas général du théoréme de MacMahon en utilisant
le théoréeme de Cauchy sur les intégrales complexes et on établit aussi un inverse
en introduisant un opérateur multidimensionnel. On déduit par la suite des suites
binomiales & plusieurs variables.

Dans le septiéme chapitre, on propose une étude sur les nombres de partitions d’'un
entier. On établit une relation liant ces nombres et les polyndémes complets de Bell
ainsi que leur convexité dans différents cas.

Dans le huitieme chapitre, on propose un travail concernant 1’écriture des polynémes

de Bell d’une seule variable dans une famille de bases spécifiques.



Chapitre 1

Polynémes de Bell, polyndomes

binomiaux et fonctions composées

Les polynomes exponentiels de Bell englobent la plupart des suites de type bino-
mial. Ils ont été introduits par E.T. Bell [11] et sont décrits dans plusieurs références
dont [30], [59] et [66]. Les définitions (élémentaires) des polyndomes de Bell et des
suites binomiales ; leur lien avec les fonctions composées et quelques propriétés gé-

nérales les concernant sont données ci-dessous.

1.1 Polynomes de Bell exponentiels

1.1.1 Généralités

Définition 1.1 Les polynémes partiels (exponentiels) de Bell sont les polynomes
By i (a1, a2, ...) de nombre infini de variables ay, as, ..., définis par leur fontion géné-

ratrice (exponentielle) :
k
00 ()
" 1 tm
ZBn,k‘ (a’ly asg, ) E = E ( am%> . (11)
n==k ) " \m=1 ’

Définition 1.2 Les polynomes complets (exponentiels) de Bell sont les polynomes

A, (a1, aq,...) définis par leur fonction génératrice (exponentielle) par :

exp (Zamm) = ZA” (al,ag,...)m. (1.2)
n=0

m=1

9
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ou, en d’autre terme, sont définis par

A, (a1, as,..) ZBnk (a1,a9,...), n>1, et Ag(ay,as,..):=1. (1.3)

Théoréme 1.3 [30] Les polynomes partiels de Bell, B, (a1,as,...), admettent

l’expression exacte :
k1 o/ ao k2
By (a1, a9, ...) ( ) (—) e 1.4
AT Z /ﬁu@ 1) \2l (14)

ot w(n, k) est l’ensemble de toutes les solutions (ki, ks, ...) des entiers naturels tels

que !
/{31+k§2+k3+...=k} et /{:1+2k2+3k53+...:n, (15)

et

Apagaz,.) = Y ﬁ (%)k (%)k (1.6)

k1+2ko+3ks+...=n

I1 résulte du Théoreme 1.3 que B, contient p (n — k, k) monomes, ot p (n, k) est

le nombre de partitions de n en k (> 1) parts sans tenir compte de leur ordre.

Voici quelques identités célébres :

B, (11,21, .4, ...) = (Z : 1)2—: les nombres de Lah,

B, (0, —112!,...) = s(n,k) les nombres de Stirling de premiére espéce,

B, (01,11,21,...) = |s(n, k)| les nombres de Stirling absolus de premiére espeéce,
By (1,1,1,...) = S(n,k) les nombres de Stirling de deuxiéme espece,

B, (1,2,3,...) = (k) k"% les nombres idempotents.

Pour deux fonctions f et g suffisament dérivables, la formule de Faa di Bruno donne
les coefficients de Taylor de fog, et donne lorsque f = g les coefficients de Taylor de
f o f, et plus généralement, elle donne les coefficients de Taylor de f") = f0—Do f,
r>1, avec fI) = f.

Théoréme 1.4 [30] (Formule de Faa di Bruno). Soient f et g deux séries de Taylor
t"
avec f( )= s 75 9(t) = 2 guy et hi= fog définie par h(t) = f(g(t)) :=

n>0 . n>1

Zh . Alors les coefficients h,, sont déterminés par :
n>0 -

ho=fo et hn=> fiBuk (g1 92, ). (1.7)
|
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Les relations récurrentes données ci-dessous sont bien connues, voir [30] et [73].

Elles servent de déterminer B, ; & partir de B,y y—1, Bh—2%-1, .-, Br—14-1 €t A, &
partir de A,,_1, A,_a,..., Ag. Nous les présentons ici en leur donnant une nouvelle
preuve.

Proposition 1.5 Pour toute suite réelle {a,} on a :

n—k+1 n
Z ( ,)ajan7k1 (Cll, as, ) = an,k (al, as, ) s

— \j
Z (j)jajBn_ng_l (al, a9, ) = an,k (al, asg, ) .
j=1

i(@)jajAn_j (a1, s, ..) = ndy (a1, az, ... (1.9)

=1\

Preuve. A partir de la définition des polynomes de Bell ou du Théoréme 1.3, on
peut vérifier aisement que :

B (a1, asz, ...) = kaan (a1, as,...) et

, (1.10)

By (a1, a92? agz?...) = 2" B,k (a1, a, ...)

La preuve de la proposition résulte des Identités (1.10) et du fait qu’on a :

DuBu (1 (@), @), 0) = 3 (”) (Dof; (@) Bucyoor (f1 (@), f2 ()., ..

=1

pour toute suite {f, ()} de fonctions dérivables. La relation (1.9) découle de la

définition ou par sommation sur k de 1 a n de la seconde relation de (1.8). O

Une autre relation utile pour la suite est donnée par :

Proposition 1.6 [30] On a :

| .
Bn,k (al,ag, ) = n— ZBH_k?k_j (% @ > ﬁ n Z k Z 1. (111)

1.2 Polynémes de Bell ordinaires

Une autre classe des polynomes de Bell, appellée "polynémes de Bell ordinaires",
est d’un role particulier. Ces polyndémes posseédent des propriétés similaires & celles

des polynémes (exponentiels) de Bell.
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Définition 1.7 Les polynomes partiels (ordinaires) de Bell Enk (aq, a9, as, ...) sont
définis par :
oo oo k
ngk ((ll, a9, ) — <Zamzm> 5 (112)
n=k m=1

et les polynomes complets (ordinaires) de Bell A, (a1,as,as, ...) sont définis par :

Ay (ay,a9,as,...) == ZE”’“ (ay,as,..) avec Ag =1, (1.13)
k=1

ou par leur fonction génératrice
exp (Zamtm> =1+ Zg” (ay,as,...)t" (1.14)

A partir de la définition, on peut vérifier qu’on a la propriété suivante :
~ k!
Bn,k (CLl, ag, ads, ) == _'Bn,k (1!a1, 2!@2, 3!@3, ) . (115)
n!
Comme dans le cas exponentiel, ce type de polynémes admet une expression explicite

donnée par le Théoréeme de Faa di Bruno :

Théoréme 1.8 Les polynomes partiels (ordinaires) de Bell gnk (a1, as,as,...) sont

donnés par :

~ k!
By (a1, a,...) = Z el (al)kl (a2)k2
a(mk) 1-C2....

k!

Interprétation. Notons que la quantité

————— présente le nombre de maniére de
klko!.. E!

former des mots a k lettres avec ¢; lettres sont égales a a; (1 < i < n). Les coefficients
d’un polynoéme complet (ordinaire) de Bell peuvent étre interprétés comme le nombre
de maniére d’écrire les mondmes (en variables a;) associés a chaque partition de
n. Par exemple, pour calculer 114, on écrit les monomes en variables a; associés
aux partitions du nombre n = 4 : a4, azay, a3, asa3, ai. Maintenant, pour écrire
ay, a3 ou ai, il y a qu'une seule fagon ; pour écrire asay, il y a deux fagons : asa; et
ajaz et pour écrire aga%, il y a trois facons : aga%, aiasa; et a%ag. On obtient alors
Ay = ay + 2aza; + a2 + 3aqa? + aj.

L’interprétation précédente peut étre considérée comme un processus sur une chaine

de longueur n dans laquelle on cherche le nombre de maniére de passer du plus petit

élément (0) de la chaine au plus grand élément (n) de la chaine. Par exemple, pour
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une chaine de longueur 3 : 0 — 1 — 2 — 3. On peut aller de 0 & 3 en un seul
pas, ce qui donne az. Pour aller de 0 & 3 en deux pas, on peut aller de 0 & 1 puis
de 1 a3 oude0 a2 puis de 2 & 3, ce qui donne de 2a;as. Pour aller de 0 a 3 en
trois pas, on peut aller de 0 & 1 puis de 1 & 2 puis de 2 & 3, ce qui donne de a3.
Donc gg = a3z + 2asa; + a3. On interpréte cela comme un modéle de probabilité en
considérant 1’événement :

E,, : se ballader sur un intervalle de longueur n avec un ou plusieurs sauts.

Du fait que chaque élément est minimal par rapport aux éléments qui le suivent, alors
les événements F,, sont récurrents. Soit g, := P (FE,), donc d’aprés ce qui précede,
I’événement F,, est la réunion disjointe des événements Ji, ou Ji est 'événement :

"faire un saut direct de longueur k". Si fi := P (J;), on obtient :

Théoréme 1.9 [36] (Equation de renouvellement). Pour un événement récurrent
E, soit
gn = P (E se réalise a linstant n) et

fr := P (E se réalise pour la premiére fois a l'instant k)

On a alors g, = A, (f1, f2y ) -

1.3 Polynémes binomiaux

Une famille de polynomes {f, ()} est dite suite de type binomial si elle obeit &

l'identité binomiale suivante :

n

et ) = 3 (1) @) i) et £0) 20 (110

k=0
Si de plus fy (x) = 1, alors la condition f] (0) # 0 assure que la fonction f, (z), pour
toute valeur de n, est un polynoéme de degré n. C’est cette classe de suites binomiales
que l'on considére dans notre travail. Il est connu que f,, (x) peut se mettre sous la

forme :
fo(x) = Zank (1, ey Qppy1) " = A, (way, ..., va,), n>1 (1.17)
k=1

ou {a,} est une suite réelle donnée avec a; # 0, voir [66, p. 82].

A partir de (1.17), on peut vérifier que la suite {a, } est donnée par :

an = f(0) (1.18)
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Il est aussi connu que f, () peut se mettre sous la forme, voir [30, p. 141] :

fa(@) = By (a1, a2, ... an_ps1) () avee fo (z) =1, (1.19)
k=1

ot (x)g =1, (¥)py =a(x—1)..(z —k+1) pour k > 1L et .{a,} est une suite
réelle donnée avec a; # 0.

A partir de (1.19), pour = = 1, on peut vérifier que la suite {a, } est donnée par :

Pour plus de détails, voir [2], [30], [62] et [66].

Voici quelques exemples des suites binomiales :

Fu (@) = (@) 01 () ::{ =)t sin>1

1 sin=0

fn(x):@)(n) ot (z)™ ::{ z(x+1)...(x4+n—-1)sin>1 ;

1 sin=0

fol@)=Bu(2) =Y S(nj)a? =exp(-)Y_ Lo

j=1

)= (1) = 2 B () 10),)

n
q
o ( ) est le n"¢ coefficient bi’nomial défini dans [8] et [9].
n
q

Les fonctions génératrices exponentielles des suites binomiales données ci-dessus

sont, respectivement, données par :

exp(zt), (1+t)", (1—t)"", exp(z(e!—1)) et (1+t+t2+-- +t471)".

1.4 Dérivée d’ordre n d’une fonction composée

1.4.1 Formule de Faa di Bruno

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors :
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La formule de Faa di Bruno est considérée comme un résultat d’analyse réelle par
Goursat [35] et "de la Vallée Poussin" [24]. Riordan et Comtet [61], [29] et [30] la
considérent comme une partie d’analyse combinatoire, une grande partie des livres
de Riordan et Comtet est remplacée par Stanley [70] et [71], o la formule de Faa
di Bruno est mentionnée [71, p. 65]. Elle est utilisée pour les partitions [3], statis-
tiques mathématiques [31], théorie des matrices [65], calculs des differences finies
[26], science des ordinateurs [33], fonctions symétriques [48] et techniques mathéma-
tiques [49]. Faa di Bruno a publié sa formule dans [21] et [22]. La référence usuelle

pour sa démonstration est ’appendice de son meilleur livre connu [23].

1.5 Argument combinatoire

Il est naturel de commencer par discuter les polynémes de Bell, qui sont associées
a des ensembles de partitions. A la partition {1} qui est la seule partition de I’en-
semble {1}, on l'associe le monéme a;, et on définit By, (a;) := a;. L'ensemble
{1,2} admet deux partitions {1,2} et {1},{2}, qu'avec elles on associe respecti-
vement les monomes ay et a3, d’ou By (a1,a2) = as et By (aj,a2) = a3. Iy a
cinq partitions pour l’ensemble {1,2 3} dont trois sont & deux blocs : {1,2},{3}
et {1,3},{2} et {2,3},{1} qu’avec chacune d’elles, on associe le monome a;as,
d’ont Bss (a1, ag,a3) = 3ajas. On associe a la partition {1},{2},{3} le monome
a} et a la partition {1,2,3} le monéme as, c’est a dire Bs3 (a1,a2,a3) = a3 et

Bgyl (ab as, Clg) = as. En général

1 m
Bk (ay,as, ..., Gy = — , Cag,...a;, 1.22
s =g (" o 02

Cjitetje=m,

ot By (a1) := 1; la somme se fait sur toutes les partitions de I'ensemble {1,...,m}
dont les tailles de leurs blocs sont ji, ..., jr avec % pour les multiples répétitions a
Iintérieur de la somme. Seulement n — k + 1 variables sont nécessaires car aucun
bloc peut contenir plus de n — k + 1 éléments.

Si on choisit a; = 1 pour chaque i > 1, on comptera simplement le nombre de
partitions de U'ensemble {1,...,n} en k blocs, qui n’est que le nombre de Stirling du

second espéce, qu’on note par :

Boyx(1,1,..,1) = S (n, k).
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Cette approche par les polynémes de Bell semble avoir comme origine la référence
[64]. La dénomination “polynémes de Bell” a été introduit par Riordan dans [61],
et c’est lui qui a observé pour la premiere fois qu’ils se prétent parfaitement a la
description de la formule de Faa di Bruno [60]. Les polynémes que Bell a considéré
dans [11] sont :

Ap (ay, a9, ...,a,) == By i (a1, a9, ..., ap—j+1) avec Byg (a1) := 1. (1.23)
k=0

On note qu’on peut retrouver les B, a partir des A, en regroupant les termes
suivant leur degré.
De manieére similaire, avec les polynomes de Bell, on peut associer I’ensemble des par-
titions aux dérivées successives d’une fonction composée. A ¢’ (f (t)) f’ (t) on associe
la partition {1} de 'ensemble {1}. Les partitions {1,2} et {1},{2} de 'ensemble
{1,2} sont associées a ¢g” (f (t)) f'(t) et ¢’ (f (t)) (f' (t))*, respectivement. A toute
partition de I'ensemble {1,...,n} de k blocs, on associe le facteur ¢ (f (t)) et les
tailles des blocs déterminent ses autres facteurs qui sont des dérivées successives de f.
En effet, les partitions {1,2}, {3} et {1,3},{2} et {2,3}, {1} ont chacune un bloc de
taille un et un autre bloc de taille deux, chacune correspond a ¢” (f (t)) f' (¢) f" (t),
et les autres partitions {1}, {2}, {3} et {1,2,3} sont associces a ¢" (f (t)) (f' (t))°

et ¢ (f(t)) f" (t), respectivement. La formule générale est :

1.5.1 Version partition d’un ensemble

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors

% (F (1) =D g™ (F ) (f ) (£ ) . (£ (1), (1.24)
o1, la somme se fait sur toutes les partitions de ’ensemble {1, ...,n} , et, pour chaque
partition, k est leur nombre de blocs et k; est le nombre de blocs dont exactement ¢
éléments. On montre cette formule par induction sur n. Toute partition de I’ensemble
{1,...,n + 1} peut étre obtenue d’une seule maniére en ajoutant n+ 1 & une partition
de l'ensemble {1,...,n}. Si on ajoute {n + 1} comme un nouveau bloc, alors on
augmente le nombre des blocs de taille un par un, et le nombre total des blocs par
un. Ceci correspond en appliquant % a g™ (f (t)) pour obtenir g*+ (f (2)) f'(t).
D’autre part, si on ajoute n + 1 & un bloc existant de taille 4, alors le nombre des

blocs de taille 7 diminue par un et le nombre des blocs de taille i+1 augmente par un,
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et le nombre total des blocs reste le méme. Afin de réaliser cet effet, si on commence
avec k; blocs de taille 7, alors on goit ajouter n+1 & n’importe lequel de ces k; blocs.
Ceci correspond en appliquant pr a (fo (t))k pour avoir k; (f (t))ki_l FOHD ()

ce qui prouve le résultat. Un corollaire immédiat est :

1.5.2 Version polynéme de Bell (Formule de Riordan)

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables, alors :

% (@) =™ (f () B (f (1) f" (£) 5 fOHD(2)) (1.25)

En tant que telle, elle remonte a J. Riordan [60]. La forme de la formule de Faa di
Bruno donnée par (1.25) remonte au moins a Hess [41]. La formule classique (1.21)
ne différe que dans la combinaison de termes communs.

Le nombre de partitions de I’ensemble {1, ...,n} en k; 1—blocs, ks 2—blocs, etc. est :

n
1,001,2,.,2,3,....3, ..
S—— Y~ Y~

k1 k2 k3

sauf que cela fait des distinctions artificielles entre les i—blocs pour chaque 7. Le

nombre réel de ces partitions est :

n 1
1,...,1,2,...,2,3,....,3,.... ) k1!ko!.. .k,
| A

k1 ko ks

d’en (1.21) découle. On utilise également les partitions d’un ensemble pour donner

en terme de déterminant la formule de Faa di Bruno. Si n > 1, alors

("oDar ("TDaz - (Tana () an
_1 n—2 . n—2 . n—2 -

Ay (ar,an) = | (0.)“1 , (”—3),“ 2 <”—2)_“ "l (1.26)
0 0o - —1 () ar

n—i

An (0,1, ey an) = det (MZ]) avec Mij . (j_l)aj_i_;,_lé(jzi) — 5(]‘:1'71)7

ou d est la fonction indicatrice d’un ensemble.

1<ij<n

Pour la justification de la formule déterminantale (1.26), soit par exemple A; (a;) =

ai, As(ay,az) = a3 + ay. Comme ci-dessus, a correspond a la partition {1},{2}
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et ay correspond a la partition {1,2}. De ce point de vue, il est intéressant de dé-
velopper ces déterminants suivant la premiére ligne. As (a1, as,a3) = a1 (a? + az) +
2a5 (ay) + a3 (1) = a3 + 3ayas + as.

Tout simplement, on peut dire que la premiére ligne représente les blocs conte-
nant ’élément le plus grand. En effet, le terme a; (a? + a) représente toutes les
partitions de 'ensemble {1,2,3} contenant {3} comme un bloc d’un singleton, spé-
cifiquement, a3 correspond a la partition {1},{2},{3} et a;as correspond a la par-
tition {1,2},{3}. Le terme 2as (a;) correspond aux partitions dont 3 figure dans
des blocs & deux éléments, qui sont {1,3},{2} et {2,3},{1} et le terme a3 (1) cor-
respond a la partition {1,2,3}. Si on applique ce raisonnement sur A, on aura :
Ay (a1, ag,a3,a4) = ay (a3 + 3ajas + az) + 3ag (aF + ag) + 3az (a1) + ag (1), ou, le
terme a; (a$ + 3ajay + az) correspond aux cing partitions de I'ensemble {1,2, 3,4}
contenant {4} comme un bloc d’un singleton, le terme 3as (a? + ay) correspond aux
six partitions ou le 4 apparait dans des blocs & deux éléments, le terme 3as (aq)
correspond aux trois partitions ou le 4 apparait dans des blocs & trois éléments et
le terme a4 (1) correspond a la partition {1,2,3,4} . En général, si on développe le

, . . Y —1 (n-1 N
déterminant suivant la premiere ligne, on aura la somme ZZ:1 (Z_l)akamk, ol ay, k

-1
-1

n—1

est le cofacteur de (7} o1

)ak. On note que ( ) est le nombre de maniére de choisir
k — 1 éléments qui sont dans le méme bloc contenant le plus grand élément n. Il
résulte que a, , représente toutes les partitions des n — k éléments restants. Afin de
prouver la formule (1.26), on utilise cette interprétation combinatoire. Supposons
que (1.26) est vraie pour n et montrons qu’elle reste vraie pour n+ 1. On doit alors

prouver que :

Bar (Do - (Z)an (an
Anyr(ar, o anga) = _.1 (HOT)al (Z_;).an_l (Z_%)an
0 0 ~1 Q) as
Par développement du dernier déterminant suivant la premiére colonne on trouve :
Doz Bas - (L)an (anm
ady (| (e (ane ()ons
0 0 - —1 ) as

Par induction, le terme a; A, (a4, ..., a,,) représente toutes les partitions de ’ensemble

{1,..,n+ 1} contenant un bloc d’un singleton {n + 1}. Si on développe le second
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terme suivant la premiére ligne on obtient :

n

a1 Ay (ag, ..., a,) + ; (Z) A1 G ks (1.27)
avec a, j, est définit comme avant. Pour chaque k entre 1 et n, le terme (Z) Akt 1Qn ko
représente toute les partitions de ’ensemble {1,2,...,n 4 1} ou I'élément n + 1 se
trouve dans un bloc contenant k autres éléments, car il y a (Z) fagon de choisir ces
k éléments, et par induction, a, j représente toutes les partitions des n — k éléments
restants. Donc (1.27) représente toutes les partitions de l'ensemble {1,2,....n + 1}

et alors elle est égale & A, 11 (a1, ..., ans1) €t ceci prouve la formule (1.26).

1.5.3 Formule déterminantale

Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables avec n > 1, alors :

" F'g ("9 e G2 N (2D ™
n 1 N2y gL (n72) fn-2),  (n=2) F(n-1)
0 0o .- -1 (o) /g

ot f désigne ) (t) et g* (avec g = g') désigne ¢g®) (f (¢)). Pour la justification
de la formule (1.28), il suffit de remplacer a; dans la formule (1.26) par f®g.



Chapitre 2

Polynémes de Bell et polynémes

binomiaux

Ce chapitre concerne une étude sur les polynomes de Bell et sur les suites de type
binomial. Nous établissons quelques relations reliant ces deux importants concepts.
De plus, les résultats obtenus dans cette partie seront exploités pour déduire quelques
relations permettant d’obtenir plusieurs identités remaquables. Les deux premiéres

sections de ce chapitre ont fait ’'objet de la référence [50].

2.1 Polynémes de Bell et polynémes binomiaux

Dans cette section, nous donnons trois théorémes établissant des relations entre
les polynomes de Bell et les suites binomiales. Ces théorémes seront utilisés pour

développer plusieurs identités concernant les polynémes de Bell.

Théoréme 2.1 Soit {f, ()} une suite binomiale avec fy (x) = 1. Alors, pour a,b

des nombres réels et n, k entiers, n >k >1, on a :

bfici(a(i—1)40b) _(n\ bk fri (a(n — k) + bk)
e (1 MDY (et )

Remarque 2.2 Pour le résultat de ce Théoréme, on mentionne les cas particuliers :
Pour a =0 et b=1, on obtient le Théoréme 6 dans [1].
Pour a =b =1, on obtient le Théoréeme 3 dans [1].

20
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Ce théoréme est une conséquence directe des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3 Soit {f, ()} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour a,b des

nombres réels et n, k entiers, n > k> 1, on a :

Bug (1, ifiy (b)) = (Z) Fai (DK). (2.2)

Preuve. Posons f (t)" =1+ Z fn (b) —. Alors g () Zn fre1( E

On a d’une part :

w0 = (anm ) ZBM wifia ),

et d’autre part on a :
—g ()" = =thf ()" = =tk - (bk) — = -k (bk) —
0 0 = T 0 = 3000 Ty = 3 (3 00

1
Donc, a partir des deux expressions de la fonction AL (t)" on déduit I'Tdentité (2.2).
O !

Lemme 2.4 Soient {f, (x)} une suite binomiale avec fo(x) = 1 et a un nombre

réel. Alors la suite définie par :

nlan +x stn#0
1 st n=20

est de type binomial.

Preuve. Posons f (t)" =1+ Z fn (b) —. La formule d’inversion de Lagrange (LIF)

assure que, pour toute fonctlon F analythue dans un voisinage de zéro, on a :

F(w(t)=F0)+ > DiZg (F'(u) ¢ (u)") Z—f

n=1

avec w = t¢ (w) .

Donc, pour les choix F (t) = (f (t))" et ¢ (t) = f ()", on obtient :

(f (@l —1+ZD (e () f (o)

n!
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e T tm

-1 2 : Dr na+x\ ”

+n:1an+x u=0 (f(u) ) n!
:1—|—EC>O : fn(an—i-x)ﬁ.
~an+u n!

Il résulte que la suite {f,, (x;a) : n € N} definie par (2.3) est de type binomial.

Une autre preuve est donnée dans [75]. O

Les exemples suivants donnent quelques applications du Théoréme 2.1.

Conséquence 2.5 f, (z) =a":

B (1, ib(a(i— 1) +b)72, ) - <Z> bk (a (n — k) + bk)" "L

Cas particuliers :
pour a = 0, on obtient I’ldentité de S. Roman [66, p. 85],
pour (a,b) = (0,1), on trouve les nombres idempotents, voir [30, p. 91], et

pour a = b, on obtient le Corollaire 4 dans [1].

Conséquence 2.6 f, (z) = (), =z(@—1)..(z —n+1):

n

By, i (1, cwtb(a(i—1)+b—=1), 4, ) = (k)bk (a(n—k)+0bk—1), 4 -
Alors, pour a =b =1, on trouve les nombres de Lah, voir [66, p. 86] et [30, p. 135].

Conséquence 2.7 f, (z) = (z)™ =z (@ +1)...(x+n—1):

n

Bk (1,...,¢b (a(i—1)+b+ 1)“—2),._.) — <k

)bk: (a(n— k) + bk + 1)1

Pour (a,b) = (0,1), on trouve les nombres de Lah, voir [66, p. 86] et [30, p. 135].

Conséquence 2.8 f, (z) = B, (z) := ZS (n, k) " :
n=1

B, < - Z,bBZ-_al((ia _(11; i)b+ ), ) _ (Z) kan;Z TEG _(7; )—+k2k+ bk)

Alors, pour (a,b) = (0,1), on obtient le Corollaire 7 dans [1].
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Conséquence 2.9 f, (z) =n! <:1:) :
n
q

B L b a(i—1)+0b _n! bk a(n—k)+bk
AT ai-n+o\ i1 )7 T Kam—k)+0k\  n—k )

Autres identités peuvent étre établies quand on prend f, (z) la suite binomiale
suivante :

L= (zt), 2"?H, (tvz) or OO (1), (2.4)

n

ou L (t), H,(t) et i (t) représentent, respectivement, les polyndomes de La-

guerre, d’Hermite et de Gegenbauer définis par leurs fonctions génératrices expo-

nentielles : .
(a) ﬁ L o\ l-a tx
nEOLn (x) i (1—1) exp (t — 1) :

tn
ZHn (x) ] = €xP (—t* +2tx) et

) 2 —a
g C,g)(x)—'::(1—2t$+t2)
n!

Théoréme 2.10 Soit {f, (x)} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour a,b

des nombres réels et n,k des entiers, n > k> 1, on a :

B <f1 (a+b) fi (ai+b)7“> 1 i(k)j(_l)k—j fu (an + b))

a+b 7 ai+b 7/’{;!b’“—1j:0 j an + bj

pour b # 0, et (2.5)
fila)  fi(ai) 1 (et A (0)
B”’“( a 7 ai ’">_(k:—1)!j_k(j—k)! i

)

Preuve. Posons f (t)" =1+ an — . Alors g(t):= f (1)’ =1 = an (b) t
n=1

On a d’une part :

;lg Al (an _) ZBnk (fr(b),..., fi (D), )g,

et d’autre part on a :

o @ = (rer =) =53 () o s
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- %Z(’j) (1) (ff ) %)

n

- %i (Z (5) o=, (bj)) "

1
Donc, a partir des deux expressions de la fonction 7 g (t)k on déduit que :

B (Fi (0) - £ (B) k,z( ) 5 £, (1) (26

La premiére Identité de (2.5) résulte en remplagant dans (2.6) la suite binomiale
{fn (z)} par la suite binomiale {f, (z;a)} definie par (2.3).
Pour prouver la deuxiéme Identité de (2.5), de 'Identité (1.17) on obtient :

In (t§a) =

pro— fn (an + 1)

(21, 29, ..)t (an + )"

Z
kZ: ( i 1 Cm)j_k B, ; (w1, 2, )) tk

et, a partir de (1.17) et (1.18) on obtient :

ar

fn (t;a) = ZBn,k (y1,92,...)t" avec y; = h,(0) =
k=1

Les deux derniéres expressions de f,, (t;a) donnent :

n

k—1 -
Bn,k (y17y27"') :Z< ) (CI,TL)] an,j (.Tl,xg,---)-
ji=k

7 —1

Quand on utilise (1.17) en remplagant dans la derniére expression B, ; (x1, %2, ...)

fn fa”(0)
]l
(2.5) découle.

et By (Y1, Y2, ...) par By (fl (a),..., Ji (C_LZ),...) , la seconde part de
a ai

Quelques exempless du Théoréeme 2.10 sont données :

Conséquence 2.11 Pour b #0 et f, (x) = 2™ on a :

B (1, (@)™ ) - <Z B i) (an)" ™",

B (1, (@i b)) ) _

E1pk—1

—_
N\
w
~__
i
—_
T
<
D
3
+
&
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La premiére identité est un cas particulier de la Conséquence 2.5 lorsque a = b,
pour a = 0 dans la deuxiéeme identité on obtient 'Identité de S. Roman [66, p. 85]

et pour a = b =1 on obtient les nombres idempotents, voir [30, p. 91].

Conséquence 2.12 Pour b # 0 et f, (z) = (z),) on a:

n—k

) jH+k—1 : .
B (1,..,(@@— 1)(i_1),..) - Z( o ) (an)’ s (n,j + k),
_ A .
By <1, (@i +b—1);y, > = WZ ; J(=1)""(an+bj—1), .
Ikt £

Soit a = b =1 dans la deuxiéme identité, alors de la Conséquence 2.5 on déduit que

les nombres de Lah satisfont :

k .
n! E\ (n+7—1 _i nlfn-—1
Bup (14,21,31,..) = ()( T )@mkaﬁ(k_J,
iy 9 9 !

et pour a = 1, on déduit de la premiére identité et de [30, p. 135] que

n—k ,.
k-1
By (01,11,21,..) = Z(j Z_ ,

J=0

)njs (n,j+k)=|s(n,k)|.

Conséquence 2.13 Pour b # 0 et f, (z) = ()™ on a :

n—Fk

Bos <1, (@i + 1) ) - Z(j ;ﬁ; 1) (an) |s (n, j + k)|,

AV j

B (1, (@i + b+ 1) ) - (_1);92:3(,{?)]. (—1) (an+bj + 1)V

Alors pour a = —1, on déduit de la premiére identité et de [66, p. 86] que

n—k ,.
k-1
Bop (01, —11,21, 31, ...) = Z(j Z_ 1

J=0

) (=) [s (n,j + k)| = 5 (. k).

Conséquence 2.14 Pour b # 0 et f, (x) = B, () = ZS (n,k)x* on a :
n=1

ai — =G =k
B; (ai + b) (=1 &7k j (=1) By, (an + bj)
B ( ’ ai+b ) B k!bklz(j) an + bj
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Conséquence 2.15 f, (z) = n! (a:) :
n
q

1 il 1~k j (=1 fan +bj
By [ —— (a7 .. —— () ) = EAA A
ok (a+b( 1 )‘1’ ’ai—l—b( i )’1’ ) k!bkljz;(j) an + bj ( n )q’

pour b # 0, et
1 (ai 1 (ai 1 =(an) ™5 5 (=
(A5 A5 ) - et 1)
<a 1), Tai\i), (/{2—1)!;(]—]{3)!] n/,

D’autres identités peuvent étre obtenues en utilisant les suites données par (2.4).

Le théoréme suivant donne une relation reliant les suites binomiales et les polynomes
complets de Bell. Cette relation sera exploitée pour en déduire quelques nouvelles

identités sur les polynomes complets de Bell.

Théoréme 2.16 Soit {f, (x)} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour a,b
des nombres réels, a # 0, et n un entier naturel on a :

A (bfl (a) | bfi (ai) bf, (cm)) _ bf, (an—l—b).

a 7 a7 an an + b

(2.7)

Preuve. De (1.17) et (1.18) on trouve :

A (bf1(0) ..., b5, (0)) = fu (B) -

Pour avoir (2.7) il suffit d’utiliser dans cette derniére identité la suite binomiale
{fn (b;a)} définie par (2.3) a la place de la suite binomiale { f,, (b)} . O

Conséquence 2.17 Les suiles binomiales z", (z),), ()™, B, (z) et nl (x) :
n

q
respectivement, impliquent :

A, (b, b (ad) ™, (an)nq) =b(an+b)""",
An (b b(ai = 1) gy, blan = 1), 4y ) =blan+b—1), ),
An (b, 0@+ D) b (an+ 1)) = b(an+b+ 1),
L, (tBila)  bBi(a ) bB, (an)\  bB, (an+b)

" a 7 a7 an  an+b

A, 9(”‘),..,(i—1)!9<",’>,...,(n—1)!9<‘m) ot (a””).
a\l . a\1i/, a\n/, an—+b n .
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2.2 Quelques formules pour les polynémes de Bell

Dans cette section, nous donnons quelques formules concernant les polynomes de
Bell et nous déduisons quelques relations avec les dérivées successives des fonctions
d’une suite binomiale (évaluées au point = 0). Le théoréme suivant permet d’expri-
mer une relation entre les polynomes partiels de Bell. Cette relation donne naissance

a plusieurs identités a partir d’une seule identité sur les polyndémes partiels de Bell.

n

Théoréme 2.18 Soit {z,} une suite réelle (ou complexe) telle que la série 5 Tp—
n!

n=1
soit analytique dans un voisinage de zéro avec x1 = 1. Alors, pour n,k,r,s entiers,

n>k>1,rs>0,ona:

is B((r+1)(i—1)+s, r(i—1)+s)

Buw | Bls:8)s o iy 5 (T—i—l)(z’—l)—i—s) | =
r(t—1)+s
(n> sk B((r+1)(n— k)(+ sk:,) :_(n— k) + sk)
k)r(n—k)+ sk <(T—|—1)(n—k)—l—sk) ’
r(n—k)+ sk 23)
ot B (n,k) = B (T1, ., Tngt1) -
Preuve. Soit f (z) = Z;Tll Z' : an o an —. Alors

f est une fonction analythue dans un vmsmage de zéro et la su1te {fn(x )} est de

type binomial. Maintenant, I’Identité (2.2) implique que :

n+k\ "
fn (k> = ( k ) Bn+k,k (xla "'7*/En+1)7 n Z 07 k Z ]-7 (29)

et, pour a = r et b = s, 'ldentité (2.1) s’écrit ainsi :

Box (fo (S>7M’Z-5fi71 (r(i—1) +5),...) _ (Z) ks fui (r (n — k) + ks)

r(i—1)+s r(n—k)+ks

Donc, pour avoir (2.8), il suffit d’utiliser (2.9) pour exprimer
ficr(r(i—1)4s) et fop(r(n—=Fk)+ks)

par les polyndémes partiels de Bell dans la derniére identité. O
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Conséquence 2.19 De l’Identité établie dans [8, Théoréme 17] et [9], donnée par :
nl ([ k

Bor(11,20 .. (g +1),0,...) = = , 2.10

N @00 0=, ) (2.10)

ot (i)q est le coefficient bi'nomial, voir [8, Théoréme 17] et [9], on déduit que :

ils r(i—1)+s sk n! (r(n—k)+ sk
B?’Lk} 17"'7+ . g eee = Y ,
’ r(i—1)+s 1 —1 . r(n—k)+ sk k! n—k .

et de lidentité connue :

n—1\n!
B, (11,2, ...,4,...) = —,
x i) (k: - 1) Kl
on déduit les identités :

(r+1)(G@E—1)+s—1)! _ (" ((r+1)(n—k)+sk—1)!
(r(i—1)+s)! ’”)_ k(k) (r(n—Fk)+ sk)!

De la méme maniére, on peut obtenir plusieurs identités a partir des identités

Bn,k (1, .oy K]

(connues) suivantes :

By (0L, —11,21, ) = s (n, k), By (01, 11,21, ) |
B

(2.11)
o (1,1,1,..) = S (n, k), By (1,2,3,. Enk ) ete.

Une autre version relie les dérivées successives des fonctions d’une suite binomiale

(évaluées au point x = 0) et les polynoémes de Bell est donnée par :

Corollaire 2.20 Soit {f, (x)} une suite binomiale avec fy(x) = 1. Alors, pour
n,k,r,s entiers, n >k>1,r>0,s>0, ona:
. (r(i—1)+s)
B (s) (()) ils f(?"+l)(i—1)+s (0) _
R G D s (D) (= 1)+ 8) (2.12)
n—k)+sk ’
n! sk f(r+1 n+k)+)sk <O)

Elr(n—Fk) +sk((r+1)(n—Fk)+ sk)!

£ (0)
k!

A titre d’application, on peut choisir pour fék) (0) une de ces expressions :

DEy (@)« Do (22 H, (17)) . Dy (L) (a1)) on Dy (G (1) .

Preuve. 1l suffit de remplacer dans (2.8) z; par f/ (0) et B (n, k) par O

De méme qu’avant, un autre théoréme peut jouer un role similaire qu’au Théoréme

précédent est donné par :
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Théoréme 2.21 Sous les hypothéses du Théoréme 2.18, on a pour s > 1 :

B, B(r+s+1,r+s) B((r+1)i+s, ri+s) _
" (r+s+1)(r+s)""’(THS)((r+1)z‘+s)""
i+ s
#Zk:(—l)k_j (k) j  B((r+1)n+sjrn+sj)
klsk—1 = rn+ sj ((7’ +1)n+ sj) ’
rn—+sj

(2.13)

J
ot B (n,k) = By i (1, .o, Tngt1) -

Preuve. Utiliser (2.1) et (2.5) et procéder comme dans la preuve du Théoréme 2.18.
U

Une autre version du Théoréme 2.21 est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 2.22 Sous les hypothéses du Corollaire 2.20, on a pour s > 1 :
ris . (ri+s)
B, f£+t+)1 (0) i! f(r—i—l)i—i—g (0) )=
PN +s+ DI (r+s) it s((r+1)i+s)
L onlgs (R (=) L, (0)
sh—1 k!jzo j) ™m+sj ((r+1)n+ sj)!

(2.14)

Preuve. La preuve est similaire a celle du Corollaire 2.20. Utiliser (2.13) a la place
de (2.8). O

Le théoréme ci-dessous est aussi important dans la mesure ou il peut étre utilisé
pour donner naissance a plusieurs identités sur les polyndémes complets de Bell a
partir d’une seule identité sur les polynomes partiels de Bell. Il peut servir aussi a

la déduction de quelques relations de conguence comme nous le verrons par la suite.

Théoréme 2.23 Soit {x,} une suite réelle (ou complexe). Alors, pour n,r entiers,

n,r>1 ona:

" i B (w1, m9, 73, ...)
1 nr Pn+tkk \L1, L2, L3,
7 Z =1 B (y1, 92, ...) (k —nr)’™" = a7 L (" FE )
- | () (2.15)
(T+1)n) B(r—i—l)n,nr (1’1, T2,Ts3, ) ,

avec Y, = - (

nr
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ou, d’une maniére équivalente

A sB(r+1,r) s B((r+lnmnr)| s B(r+l)n+snr+s)
Yl or e+ ) e (410 Cnrts (r+1n+s ’
nr nr+s

ou s est un entier tel que s > —nr + 1 et B (n, k) = B, ; (21, 22, ...) .
(2.16)

Preuve. On donne ici deux preuves lorsque s > 0.
Soit {f, (z)} une suite définie comme dans la preuve du Théoréme 2.18 et soit
y; = f1(0). Alors, si on pose dans le Théoréme 2.16 b = s et a = r on obtient :

A (sflr(mw sfiir) sty (m")) _ sh(r+s) (2.17)

ir 777 nr nr+s

et puisque de (2.9) on a :

filri) =2 &((: i 11>)¢i,)¢7~>

r

B((r+1)n+s,nr+s)
(r+1)n+s ’
nr—+s
donc, I'Identité (2.16) résulte en remplacant les expressions de f; (ir) et f, (nr+ s)

dans (2.17).

Preuve lorsque s > —nr + 1.

et fo(rn+s) =

Soit {z,} une suite réelle avec z1 := 1 et {f,, (z)} une suite polynomiale définie par :

Fule) =30 Bo s (3% ) (@)

(2.18)
avec fo(z) =1,(2); :=x(r—1)..(x—j+1), j>1et (x),:=1.

To I3

n—1
Onanf,1(1)= nZFl B, (?, 3 > (1); =zn et Dy—of1(0) =1 #0.
Il est connu que {f, (x)} présente une suite binomiale, voir [30, p. 141]. Alors,

I'Identité (2.2) montre que :

1 _ falnr) .
Yn = nr((r.;:)n) By 1ynnr (1, 29,23, ...) = o Da=ofu (w;7), (2.19)
et
Bn+k, k(l,l‘g,x:g,...) _ fn (k) _ fn (IC—TLT',T) (2 20)
k("zk) k kE—nr '

Mais du [66, p. 82] f,, (k — nr;r) peut s’écrire sous la forme :

fa(k=nrir) =Y By j(Do—ofi (wi7), Daofo (1), ) (k—nr)!, (2.21)
j=1



Polynémes multivariés de Bell et polynémes de type binomial.....M. Mihoubi 31

et par substitution de (2.19) dans (2.21) et de (2.21) dans (2.20) on obtient :

B 1 - j
= kk‘((”y"'fpkz)7 - ) - Z Bn, J (yla Y2, ) (k - nr)J_l : (222)
K =1

On peut vérifier que (2.15) est vraie pour z; = 0, et, pour x; # 0 elle peut étre

x
dérivée de (2.22) en remplacant x,, par — et en utilisant les identités connues
L1

(1.10). 0

Conséquence 2.24 De U'ldentité (2.10) établie dans [8, Théoréme 17] et [9], on

déduit que :
A f(?“) ,...,f(n—l)!(nr) _ nls (nr—{—s)
r\1 g T n/, nr-+s n g

our,s sont entiers avec s > —nr+1 et r > 1.

Remarque 2.25 On peut construire plusieurs applications & partir d’une identité
quelconque (sur les polynomes partiels de Bell) ou a partir d’une identité dérivée
des Théorémes 2.18 ou 2.21 ou du Corollaire 2.18 ou 2.22. Les identités données
par la Conséquence 2.17 peuvent étre déduites du théoréme précédent en utilisant les
identités des Conséquences 2.5, 2.6, 2.7 et 2.8.

Maintenant, comme pour les corollaires ci-dessus, le théoréme précédent possede

une autre version donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 2.26 Soit {f, (v)} une suite binomiale avec fo (x) = 1. Alors, pour n,r

entiers, n,r > 1, on a :

s T(?l (0) s(i— 1>!f((:21)i (0) nls f((:152+5 (0)
Al - yeeey = : s | = , s> —nr—+1.
r(r+1)U Tr ((r+1)d)! rm+s((r+1)n+s)!
(2.23)
£ (0)
Preuve. Il suffit de remplacer dans (2.16) z; par f! (0) et B (n, k) par . O

k!

2.3 Polynémes de Bell et convolution

Le théoréeme suivant donne une relation de convolution simple entre les polynémes
de Bell. Il admet plusieurs applications illustrées ci-dessous, en particulier avec les

nombres de Stirling de deuxiéme espéce et les nombres de Fibonacci.
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Théoréme 2.27 Pour {a,} et {b,} deux suites réelles, on a :

n—

k
< ) Gl,CLQ,...) ani,k (bl,bg,...) =

i=k
n 1 m—+1
(k) Bn—k,k (albb e ﬁ ( i )aibm+l—i> ) .

Lorsque a,, = b, pour n > 1, la formule (2.24) représente le cas (r,s) = (0,2) du
Théoréeme 2.18.

k k
1 tm 1 tm
Preuve. Soit H(t) = y <Zam%> E (me%)

m>1 m>1

(2.24)

On a d’un part,

H (t) — (Zank (ah as, ) t—n'> (ZBmk (bl, b2, ) g)

n>k n>k
= Z Z( ) k (a1, as,...) Buoig (b1, 02, ...)
n>2k 'z k

et d’autre part on a :

wo-() [(Zem) ()]
) (S0 )

m—+1 t"
thBnk (alblv---a P ( ; )aibm+l—i7---) o

n>k
n 1 m+ 1 t"
= E By gk | a1byy .oy —— o )aibmgaiy |
k m+ 14 i n!
n>2k i=1
L’Identité (2.24) découle des deux expressions de H (1) . O

Corollaire 2.28 Pour {a,} et {b,} deuz suites réelles, on a :

m n—k
m n i
Bn,k (bla-'-; E <Z>bl,> = E (Z)k ani,k (bl,...,bm,...), (225)
i=1

=0

ou d’une maniére équivalente

B (€1, vy ) = nk (Z‘) (—k)' Bo_ix (cl, i(?) ci, ) . (2.26)
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Preuve. L'Identité (2.25) résulte lorsqu’'on pose a; = j dans (2.24) et de la cé-
o n\ e NG
lebre identité B, 4 (1,2,3,...) = <k>k F.Sic, = (1) ;<Z)bu alors b, =

Z( )cl et (2.25) devient (2.26). O

Conséquence 2.29 Si on pose b; = (—1)" dans (2.25) et on utilise Uidentité connue
B, (1,1,...) = S (n,k), on obtient :

S (n,k) = %(") (=18 (n— i, k) .

- 2
=0

Conséquence 2.30 Si on pose b; = (—2)" dans (2.25), on obtient :

Bnx (1,0,1,0,1,0,..) = "’“Z()( ) S(n—ik),

mais les Identités (1.10) prouvent que :

Bog (21,0, —23,0,...) = (=1)* B (1,0,23,0,...) = (=1)" Buy (21,0, 23,0, ...)
(2.27)

et ceci implique que By, i (21,0, x3,0,25,0,...) = 0 lorsque n — k est impair, et donc,

n—k i
k
Z (n) (—5) S(n—1i,k)=0 sin—k est impair.
i
i=0

Conséquence 2.31 Posons b; = F; ou (—=1)' F; dans (2.25), ou {F,} est la suite
des nombres de Fibonacci (Fy =0, Fy =1 et F,, = F,,_1 + F,, 5 pourn > 2). A

partir des identités Z( >F F, et Z( ) = —F,, (voir les Identités

=1

2 et 7 dans [68]), on obtient :

n—k

n i n—k—i
Bug (Fi, .. Fp, ) = Z(Z)k”(—l) "B (Fi, . Foy, )
=0
n—Fk n .
Bk (Fy, .o, Fom, ) = Z(J!{:ZBH_U.C(Fl,...,Fm,...),
1=0

et, de l'identité Z( > iv1 = Fonp1 — 1 (Identité 8 dans [68]) on obtient :

=1

n—=k

Bn,k(FS_l F2m+1 :Z( )kl n—ik F27F37F47"')7

1=
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& . 1+
et, de lidentité Z(”) OF = d(d+2)" (@ = 2\/3
- 2

=1
dans [68]) on obtient :

(1 n %)nk S (n, k) = g(j) (g)iBn_i,k (Fiyoooy Py ) |

n ) -9 5(n71)/2 : .
et, de Uidentité Z(f‘) (—2)'F, = { =2 TIPS o dentite 3 dans
5\ 0 n pair

[68]) et a Uaide de (2.27) on obtient :

n—k :
k
E <n) <—§> B ik (Fiy....Fpy...) =0 sin—k est impair.
i

=0

) (les Identités 4 et 5

Remarque 2.32 Si {f, ()} est une suite binomiale et si on choisit dans le Théo-

réeme 2.27

Y

"oy =jfj-1(za)” ou Tby=jfii(wa), a; =]
u 77bj = jfj—l (.[L';(l)7 aj; = f‘7 (y’ CL) )

3

puis on utilise l'identité B, (1,2,...) = (

Bk <a1, ,Z<Tj) @i frn—i (T50) )

3
oo ) G o

= 1=

By (f1(y30) 5o fon (2 +y50) = [ (250) ) =

k) kn=k et ’Identité (2.2), on trouve :

n)fn i (kx;a) By (a1, a9, ...)

n

n
Z (i)fn—i (kxz;a) Bk (f1 (y;a), f2(y;a),...) -
i=k
Remarque 2.33 Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables et si on choisit

(a;, b;) dans le Théoréme 2.27 par :
(D'f (x),D'g(x)), (iD'7'f(x),D'g(x)) ou (iD'7'f(x),iD'"'g(x)),

on trouve :
n—k

Z(T;) Bix (Df, ... D"f,..) Bu_ix (Dg, ..., D", ...) =

i=k

(Z) Bk (Dng, - m;qtl (Dm+1 (fg) — gD™ 1 f — fDm+1g) , ) ,
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n—k

Z(Z‘) Big (foomD™ 1 f, . ) By_iy (Dg,...,D™g,..) =
i—k
<Z) By ik (fDg; ... D™ (fg) —gD™f,..) et
n—k
Z(?) B; (f, ymD™TLf ) Bk (g, ..., mD™ g, L) =
i—k

(Z) Bu ok (fg, ..., mD™ 1 (fg),...).

2.4 Polynémes de Bell 4 arguments tronqués

Le théoréme suivant exprime une simple identité sur les polynémes de Bell, dans
le cas ot les arguments sont tronqués. Cette identité présente quelques applications

qui aboutissent a de nouvelles identités.

Théoréme 2.34 Soient m,n, k des entiers avecn > 2 etk <m <k (n—1). Alors

pour {a,} une suite réelle, on a :

B g (an—1, ... jlap_j, ..., (n — 1)0ay, 0,0, ...) =

m! ) ' (2.28)
mBnkfm,k (ab w2, (n — 1).an,1, 0, O, )
et
Bn,k (1!@1, ...,i!ai, ) =
n!
Brn-t+2)-nk (Nan—i41,20n_..., (n — k 4+ 1)la1,0,0,...) .

(k(n—k+2)—n)!

n—1
. 1
P . Soit p, (t) = it et g, () =1t"p | = |-
reuve. Soit p, (t) jzlaj et qn (1) D (t)
On a d’une part :

%@n (t)" = t"k% <p" G»k

(n—1)k

e Z By (ay, ooy (0 — Dla,1,0,0, ..)

t*S
s!

-1k

Z Buk—my (Llay, ..., (n — 1)!an_1,0,0,...)ﬁ

(nk —m)! m!
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et d’autre part on a :

n—1 Nk
1 L1 L
Fn ) = g (S )
j=1
(n—1)k tm
= Z Bka (an_l, ...,j!an_j, ceny (n - 1)!a1, 0, 07 ) m,
m=k

Pour la deuxiéme identité du théoréme, on a :
(k1,ka,...) € T(n, k) &
(k1 .y kn—it+1) € Tn—p1 (n, k) et kj=0pour j >n—k+2&
(Kn—ks1, s k1) € M1 (k(n—k+2) —n,k) et kj=0pour j >n—k+2,
et ceci implique
B, (a1, ...,ila;, ...)
= B, (a1, ...,(n —'k + Dlay_g11)
— Z m&;l...aﬁfkﬁf
Tn—k+1(1,k)

_ n! (k(n—k+2)—n)! b Enkir
(k= k+2)—n)! 2 ARSI

n!
" (k(n—k+2)—n)

Quelques cas particuliers du Théoréme 2.34 sont donnés par :

Tn—k+1(k(n—k+2)—n,k)

Bk(nkarQ)fn,k (1!an7k+17 2!an7k-"7 (TL —k+ 1)!&1, 07 07 ) : O

Remarque 2.35 Si on remplace jla; par aj, n par 2n dans (2.28) ensuite on pose

m = nk, on aura :

Bnk,k (al, ...,(lj, ...,a2n,1,0,0, ) =

A2n—1 j!CLanj
B, s (20— 1D)0ay, 0,0, ... ),
k*(@n—1y (2n— ;) (2n = Doy )

et, si on remplace jla; par a;, k par 2k dans (2.28) ensuite on pose m = nk, on

aura :

Bnk,2k (CLl, ceey aj, ey 1, O, 0, ) =

An—1 j!an—j
B, I (n—1)lay,0,0,... ),
’“’2’“(<n—1>! (= (Dl >

et, si on remplace jla; par a; et on pose m = k, on aura :

() oy
Bk (a1, a2, ...,0,,0,0,...) = T <ﬁ) .
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Si on choisit {a;} dans le Théoréme 2.34 de telle maniére que a; = a,_j, ensuite on

pose b, := nla, on obtient

Bm,k (bl, ...,bn_l,0,0, ) - Bnk—m,kz (bla '~-7bn—17070"") avec bn—j — b_ﬂ
(n—gt g

m! B (nk —m)! ’
telle que by = (n);_yy, Jj'(n—Jj)!, ete

Conséquence 2.36 De [’Identité (2.10), si on pose a, = 1 dans les deux identités

du Théoréme 2.34, on trouve :
(), (), (), 7 (o), = (550)
k/, ng—*kJ, qa/, qgk—=1)/, k—1

2.5 Polynémes de Bell et variables aléatoires

Notre attention maintenant se localise sur quelques relations entre les polynémes
de Bell et les variables aléatoires qui permettent de déduire des identités sur les

polynoémes de Bell.

Théoréme 2.37 Soit { X, } une suite de variables aléatoires indépendantes de méme

loi de probabilité. Alors si on pose Sy, := X1+ ... + Xj, on aura :

E(S}) = (n Z k) ! Buirg (1L,2E(X),..omBE (X™7Y) ). (2.29)

Preuve. Soit ¢y (t) la fonction génératrice des moments commune des variables
aléatoires X,,, n > 1, et, g, (t) lafonction génératrice associée a la variable aléatoire
Sk. Par définition, on a

ps, (1) = B (exp (£5))) = (Bexp (£X1)* = (px (£)".

On a d’une part,

thog (t) = E (t* exp (tS)))
= (E (texp (tX1)))"

0o k
m— t
= (;WE (X7 ﬁ)
tn

=k Bk (L2E(X),...,mE(X™), ) —
n==k ’

et d’autre part, on a
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| tn
k _ m _ n n—k\ ”
Des deux expressions de t*¢g (t) on déduit que :

n!

CEaT E(Sp™) =k B (1,2E(X),...mE(X™Y),..), n>k

D’ou I'identité recherchée découle de cette derniére identité en remplacant n par
n+k. O

Conséquence 2.38 En utilisant la loi de Bernoulli de paramétre p € (0,1) dans
(2.29) puis on utilise I’Identité (1.11) on trouve :

E(Sp) = (”Z’f)_ Buors (1L2E (X), .y mE (X™1) )

i (B (X)), E(X™),.)

BISY

et du fait que Sy suit une loi Binomiale de paramétres (k,p), alors on obtient :

- AN y
E(Sp)=> j"P(Se=j)=>» j° (j)p’ (1—p)F~7 . Alors,
Jj=0 j=0

k k
k\ ; k! .
Zjn( .)p7 (1—p)f = Z 5 (n,j)p’ pour tout p € (0,1), (2.30)
—~ \J = (k=7
et pour p =1 on déduit I"identité :
k
k!
—S (n,j) = k"
= (k=7)

Corollaire 2.39 Soit {X,} une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi de probabilité uniforme sur (0,1). Alors si on pose Sy := X1 + ... + X, on aura

S(n+k, k) 1 n!
r1+...4+rg=n,

71y Tp 21
k

ou, les S (n, k) sont les nombres de Stirling du second espéce.

E(Sp) =

Preuve. On a mE (X{"~') = 1. Il suffit donc d’appliquer (2.29).
On a aussi,

RS- Y nlE (Xf) B (XF)

lelk'

11+...+ip=n
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n!
- 2 (i1 + Dl (i + 1)!

i1+...+ik:n

|

n!

= . O
Z !y

ri+...+rp=k+n, i;>1

Proposition 2.40 Soient {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes dis-
crétes de méme loi de probabilité p; == P (X1 =7), j>0et S, =X+ ...+ X
Alors,

k!
P(S,=n)=——+B, po, .o, m!pp_1, ...
= Buikk (D05 -y Pt --) -
Preuve. Elle découle de l'identité :
R P (Sp = 1)t = t"E (%)
r>0
= (B ()"
k
j>1
t’f'
— LI | | _
= /{.ZBMf ('pg, ..., m!pp_1, ...) i O

r>k
De (2.29) et (2.32), on peut déduire des cas particuliers du Théoréme 2.18, donnés

par le corollaire suivant :

Corollaire 2.41 Soit {X,,} une suite de variables aléatoires indépendantes discrétes
de méme loi de probabilité P (X, = j) = pf]", (j > 0) ou des moments j1; = E (X{) .
J!

Pour n,k,r entiers, n > k>1, r>1,ona:

m+r—1\""
Bn,k BT,T (.fl,xg,...),...,m BerTfl,r ($1,$2,...),... =

r

n n + 7-_1 k -1
(/f)( <kr ) ) B -ty (1,22, ...)

aVeC Ty, = NPp—1 OU Ty, = ML, ;.

Preuve. Montrons la premiére identité.
Soit V; (j) = Xp—1)+1 + - + Xo(j—1)+r, (J,r >1). On a bien V, (1),V,(2),... in-

dépendantes et de méme loi de probabilité, et, d’aprés la Proposition 2.40, cette loi
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est donnée par :

7!

p(%(l):n):m

BnJrr,r (p[b 2p17 3]927 ) , T Z 0.

Posons U, (k) ==V, (1) + V., (2)+ ... + V. (k) = Xi + ... + Xk
On a, d’une part, d’apres la Proposition 2.40,

kr)!
p (Ur (k) = TL) = ﬁBnqﬁw,kr (p07 2p17 3p27 ) )

et d’autre part, d’apreés la Proposition 2.40, on a :

k!
p(U. (k) =n) = mBn+k,k (Ip(V; (1) =0),...omlp (V. (1) =m —1),...)
k! mlr!
=—B ey —————————— Bire 201, ..), ... | .
(Tl-'- k)' n+k,k <p07 9 (m_'_r _ 1)| m+r—1,r (p07 D1, )7 )

Donc, a partir des deux expressions de p (U, (k) = n) et aprés avoir remplacer n par
n — k, on déduit la premiére identité du corollaire.
Montrons la deuxiéme identité.

D’apres la Proposition 2.40, on trouve

n—+r

—1
B0 W)= (") Bunr (200 ).

r

On a d’une part,

B0 (1) = B (X .+ )" =
et on d’autre part,
EU (k) =BV (1) + ...+ V; (k)"

n+ kr

-1
Ly ) Bn—‘rkT,kT (17 2:“17 ey Ty 1,5 ) )

n+k\ ! 1

n+k\"! m4r—1\""
:( i ) Bn—l—k,k (1,,’[71( ) Bm+r_177_(1,2/,61,...),...>.

”
Des deux expressions de E (U (k)) on déduit :

m+r—1\"
B’nr‘rk,k 17"-7m( r ) Bm+r717r (1,2“1,...),...) =

(kr)! (n + k)!

Byirrir (1,200, ...) .
(n + kr)k! skt (1,201, )

Pour avoir I'identité recherchée, il suffit de remplacer n par n — k dans cette derniére
identité. [



Chapitre 3

Polynémes de Bell et dérivées des

fonctions d’une suite binomiale

Ce chapitre concerne une étude sur les polyndémes de Bell et les dérivées successives
des fonctions d’une suite de type binomial. Nous établissons de nouvelles relations
et identités différentes de celles établies ci-dessus. Ce chapitre a fait ’objet de la

référence [51].

3.1 Introduction

Pour une suite réelle {z,,} et des entiers naturels r,s (r +s > 1), si on note par
Y (n, k) le second membre de I'Identité (2.8), c’est a dire :

_(n sk B((r+1)(n—k)+sk,r(n—k)+ sk)
Yin k) = (k) r(n—k)+ sk <(r +1)(n—k)+ Sk:) o 3)
r(n—k)+ sk
avec B (n, k) := By, (21,22, ...) , on obtient :
B.r (Y (1,1),Y(2,1),Y (3,1),..) =Y (n, k). (3.2)

En général, de la définition (1.1), pour :

V) = Dt et Y (1, k) = DR (6 (1)

m=1
la suite {Y (n, k)} satisfait (3.2) pour n, k entiers, n > k > 1. Autrement dit, pour

trouver des identités sur les polyndmes partiels de Bell, il suffit de trouver des suites

41
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{Y (n,k)} qui satisfont I’équation (3.2).
D’une maniére similaire, si on note par sZ (n,s) le second membre de 1'Identité
(2.16), c’est a dire :

1 B((r+1)n+snr+s)

A = B(n,k):= B, , Ty ..n)
(n, s) nr+s (r+1)n+s , avee B (n, k) # (21,22, )
nr—+s
(3.3)
on s’apergoit que la suite {Z (n, s)} satisfait I’équation :
A, (sZ(1,0),s57(2,0),...,8Z (n,0)) = sZ (n,s), (3.4)

Autrement dit, pour trouver des identités concernant les polyndémes complets de Bell,
il suffit de trouver des suites {Z (n, s)} qui satisfont I’équation (3.4). Pour ce faire,
on exploite la forte connexion entre les polynémes de Bell et les suites binomiales
donnée par (1.17). En se basant sur des résultats obtenus au chapitre précédent, de

la relation (1.17) et du lemme suivant, on donne de nouvelles relations.

3.2 Reésultats obtenus

Dans la suite de cette section, pour un réel a donné, on définit a patir d’une suite

binomiale {f,, ()} donnée, avec fy (z) = 1, la suite :

T

In (:L‘; CL) =

pro— xfn (an +x) avec fo(x;a):= 1. (3.5)

La suite {f,, (z;a)} est de type binomial, voir la preuve du Théoréme 2.1.
Pour faciliter ’écriture des expressions données dans la suite de cette section, on

pose :

T =T (n,k):=r(n—k)+ sk, r, s entiers naturels avec r + s > 1,
R=R(n,s):=nr+s, s entiers relatifs avecr > 1, s > —nr+1

et {fn(x)} désigne une suite binomiale avec fy (x) = 1.

Ci-dessous, nous énoncons les résultats qui relient les polyndémes de Bell aux dérivées
des fonctions d’une suite binomiale. Nous utilisons ces résultats pour déduire des
identités autres que celles données au chapitre précédent. Pour ce faire, on a besoin

du lemme suivant :
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Lemme 3.1 Soient n, k deux entiers, n > k > 1, et a,a deux nombres réels. On a :

By (a,2D,—¢ (e fi(x + z;a)) ... mD,—o (€** frn_1 (x + z;0)) ,...) =

n (3.6)
(k) DF_o (e fr_i (kx + 250)).
Cette identité peut étre remplacée lorsque a = 0 par :
1
Z%MDJM%@wwaﬁ@m%m)zHDLJMMH%m% (3.7)

Théoréme 3.2 Soient a,x,« des nombres réels et n, k,r, s des entiers, n > k > 1

et r+ s> 1. Alors, la suite :

k
Y (n, k) := <Z) %DZ:O (€ frk (Tx + 270)), (3.8)
satisfait (3.2). Pour o =0, on remplace cette suite par :
! k
Y (n, k) := n S—DZTZOfTJm_k (Tz+ z;a). (3.9)

S K(T+n—k)NT
Pourr=5=0, on pose Y (n, k) := (}) fu—r (z;0).

Théoréme 3.3 Soient a,x,a des nombres réels et n,r,s des entiers, n > 1, r > 1.
Alors, pour a # 0, la suite :

ilef:O (e fu (Rx + z;0)) si a0
Z(ns)i=q T T DR R : 0 (3.10)
Dh ) BBy ofrn (Retzia) - sia =0,

satisfait (3.4).

D’une maniére générale, le Théoreme 3.2 peut étre généralisé comme suit :

Théoréme 3.4 soient {a,} une suite réelle, n,k,r,s,u,v des entiers, n > k > 1,
r+s>1, etx,a,a B, \ des nombres réels. Alors, la suite :
n\ sk T o x’
Y (n, k) == <k) TT!ZB]»,T (a1, az,...) DI {e fak (250)} i (3.11)

2T

satisfait (3.2). Pour o = 0, la suite ci-dessus peut étre remplacée par :

h+T jutvT . ;

n! sk D —Bj o fso)yrin—k (23 @) 27
Y (n,k) = ——=T!> B, L) A — 3.12
(n, k) BT Z i (01,02, ) (u+v)T+n—Fk)! 5 (3:12)

=T

} pour u > 1, h = 0o pour u = 0 et [z] désigne le plus grand entier
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D’une maniére générale, le Théoreme 3.4 peut étre généralisé comme suit :

Théoréme 3.5 Soient {a,} une suite des nombres réels, n,r,s,u,v des entiers,

r>1, et a,a, [, des nombres réels. Pour o # 0, la suite :

R! o . 2’
Z(n,s):= 5 ik (a1, a9, .. )D] ngm {e** f (z;0)} — i
i=h o (3.13)
x
avec v 1= a'p (za¥) et ¢ ()= ;aiﬁ
satisfait (3.4). Pour o =0, la suite ci-dessus peut étre remplacée par :
IRICE DI Fot )R (25.0) 27
Z(n,s) = r ZBjR((Il,(IQ,...) Bﬁ/\Rer )R )x_
VR&T (n+ (u+v)R)! J!
i= (3.14)

] ax(Dfp ON"* siu>1 B o0 x_z
a’uec”y.—{ (D, (0 o () siu=0 et o () '_;azi!’

n
ol g := [—] pour u > 1, et, g = 0o pour u = 0.
U

Remarque 3.6 Pour a, =0 (n > 2) dans le Théoréme 3.4 on obtient le Théoréme
3.2. Pour a, =0 (n > 2) dans le Théoréme 3.5 on obtient le Théoréme 3.3.

Pour x = o =0 dans le Théoréme 3.2 on obtient le Corollaire 2.20.

Pour v = o = 0 dans le Théoréme 3.3 on obtient le Corollaire 2.26.

De (3.8) la suite Yy (n, k) := Clxii%a_TY (n, k) satisfait (3.2) et donne la Proposition
2.1, et, de (3.10) la suite Zy (n,s) := iiﬂ%a_””Z(n, s) satisfait (3.4) et donne la
Proposition 2.16. L utilisation de (1.17) et (3.5) permet de construire plusieurs suites
binomiales telles que py, (t) := tZY (n,k) (bn + )", (po (t) :=1), avec {Y (n, k)}

est l'une des suites données par (3 9) ou (3.8).

3.3 Applications

Dans cette section, on donne d’autres versions des Théorémes 3.2 et 3.3 et on

présente quelques cas particuliers des Théoréemes 3.4 et 3.5.

3.3.1 Quelques application du Théoréme 3.2

Le corollaire suivant constitut une version pratique du Théoréme 3.2.
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Corollaire 3.7 Sous les hypothéses du Théoréeme 3.2, la suite :

voun = ()5S () o st (3.15

=0 \J

satisfait (3.2).
Preuve. De (3.8), on a :
Y (n, k) = (k)%“Zk@ DI (/%) D)o foi (T + 23 0)

=0

n—k

- O#%, () Pheota T+ 50 ()7
=0

Pour terminer, il suffit de remarquer que Y; (n, k) := oY (n, k) satisfait (3.2). O

Conséquence 3.8 Pour f, (z) = 2", la suite {Y (n,k)} donnée par (3.15) devient :

Y (n, k) := (Z) %ni (T) % (Tz+a(n—k)" "7 (T +aj)o?

=0 \J

et pour a =0, a = 1, cette derniére suite devient :

sk n—k\ (Tz)" 7
Y (n.k) = w() }j(. )———f<
k)T =\ (T — !
Le corollaire sutvant constitut une version pratique du Théoréme 3.2 lorsque o = 0 :

Corollaire 3.9 Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, la suite :

sk T+n—Fk\ " <X T+j—-1
Y B (T —k,T+j
(n, k) = T(k)( ok ) ;( o1 ) (T+n—FkT+j)x

((+ 1) e =)+ b0 — ) +esk) (b (n — k) + esk) ™

(3.16)
satisfait (3.2), et en particulier, la suite :
T+n—Fk\ "
k
ven=7()(007) -

0

<

)B (T+n—kT+35)(T+n—k) 2/,
B

satisfait (3.2), ot B (n,k) := By (21,22, 23, ..) .
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Preuve. Soit {z,,} une suite des nombres réels, z; # 0. Pour avoir (3.16), il suffit

d’exprimer Y (n, k) dans (3.9) en considérant la suite binomiale :
fo(x;0) = xZBn,k (21,29, ...) (an +2)" " avec fo (z) = 1, (3.18)
k=1

et poser ensuite b := ra + rx + a, c¢:= x+ a. Pour avoir (3.17), il suffit de choisir
b= (r+1)¢, ¢=x dans (3.16). O]

Conséquence 3.10 En utilisant 'identité connue B, (1,2,3,...) = (Z) k" k. si

Tn, = n, la suite donnée par (3.17) devient :

.

¥ in k) = k' T—I—n— 'Z(T+n_ )(T+ ) ](T—I—n—k)]ﬁ,

—1)!
et, en utilisant l'identité connue B, (1!,21,3!,...) = (Z) EZ 1;' (les nombres de

Lah), si x, =nl, la suite donnée par (3.17) devient :

n! sk T—{—n—k’ )
Y (n,k :——E: Tan—ky L.

Plus d’autres applications peuvent étre construites en remplacant, dans (3.16) ou
(8.17), v, par 1, nfn 1 (y;a), Dofo(z;0), ete.

Conséquence 3.11 Pourr=0,s=1, a=0 et f,(z) := B, (x) = > (’;)S (n,J)
j=1
dans (3.9), on obtient :

B <1 2Bp1 (am + ) — (2% + amx — am) B, (am + x) )
n.k R (am+x)2 yene

n—Fk
kY (l Z k) S (n,0 + k) (an + kz)' ™"
=0

Pourr =0,s =1, a=0cet f,(2):=(2), = Zs (n,j) 2’ dans (5.9), on obtient :

Jj=1

B (1 J(am +a— 1),y ( mgzj %) ) =
ka( ) n, L+ k) (an + kx)'
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Pourr =0,s =1 a=0et f,(x):= (x)(") = Y |s(n,j)|z? dans (3.9), on
j=1

obtient :

m—1 y
B, (1 (am 42— 1) (m_ > m_+) ) _

i—tam+1+x

ka( ) |s (n, 1+ k)| (an + k)"

3.3.2 Quelques applications du Théoréme 3.3
Les corollaires suivants constituent une version pratique du Théoréme 3.3.
Corollaire 3.12 Sous les hypothéses du Théoréme 3.3, la suite :
Z(n,s):= %2": <R> Dl_p fol(z0)d?, (3.19)
satisfait (3.4).

Preuve. De (3.10) on a :
7 (n,s) = %DR (e*/* f (Rx + z;a))

Rz( ) o (Rz + 2,0)) =
_ _Z( ) o (fu (R + 2:0)) 2.

Pour termmer il suffit de remarquer que Z; (n, s) := o™ Z (n, s) satisfait (3.4). O

Conséquence 3.13 Pour f, (z) = 2™ et r > 1, la suite donnée par (3.19) devient :

Z(n,s) = ﬁi (R) n (Ra + an)" " (R + aj) o

=\ /) (n=J)!

et, pour a =0, x = 1, cette derniére suite devient :

1 — ! o
Z(n,s):§2<3> " pneigd,

— !
= \J/ (n=7j)

Corollaire 3.14 Sous les hypothéses du Théoréeme 3.3, la suite :

o (7)o

x (en +bs) " {((r + 1)1;— c)j+cn+bs},

(3.20)
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satisfait (3.4), et en particulier, la suite :

1 1 R+n>*7’<R+j—1)
Z(n,s) = ——— X
(2] (Dﬁwﬁfxin Z; R-1 (3.21)
B(R+n,R+j)(R+n) af
satisfait (3.4), ot B (n, k) := By (x1, 29, x3,..) ..
Preuve. Soit {x,} une suite des nombres réels. Pour avoir (3.20), il suffit d’exprimer
Z (n,s) en considérant dans (3.10) la suite binomiale définie par (3.18), on pose

ensuite b = a + x, ¢ = a + ar + zr. Pour avoir (3.21), il suffit de choisir b =
(r+1)¢, ¢ =x dans (3.20). O

Conséquence 3.15 Pour z,, = n, la suite donnée dans (3.21) devient :

n

1 n—j—1 n.jx]
200 = g () (e e

et, pour x, = n!, la suite donnée dans (3.21) devient :

C(R+n—-1IK(n (R+n)j$j
A ZO N

3.3.3 Quelques applications du Théoréme 3.4

Quelques cas particuliers du Théoréme 3.4 sont donnés par les corollaires suivants :

Corollaire 3.16 Sous les hypothéses du Théoréme 3.4 et pour v > u les suites :

T

n\ sk wtv o

vk = () () P (e o,
j=0

n! sk (T DJUE;IAvaTJrn k(2 0)
Ya (n, k) == 0T
A

(3.22)
ij—j

Wl +n—k! ¢ 7

J
satisfont (3.2).
Preuve. Posons a; = p, ay = 2q et a,, = 0 pour m > 3. Pour avoir (3.22), il suffit

T o
de remplacer l'identité B;r (p,2¢,0,0,...) = ( , T> p?T=1¢3~T dans (3.12) et dans
j —_
(3.11). 0
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Conséquence 3.17 Quelques cas particuliers de (3.23) sont donnés par

Pourr=u=0, v=1ouu=v=r=0 dans (5.22), les suites :

sk
n sk . :
Vit = (1) (1) Do e s (i} iy

Ys (n, k) := ”_' o sk Di’i/)’jJr)\kfn—&-(s—l)k (z;a)
S (n+(s—1)k)!

Ys(n, k) := (Z) > (?) Fa (B + Nks a) a7y,
j=0

satisfont (3.2), et pour s = 1 les derniéres suites donnent :

pIysk=i, (3.23)

(1)2 (f

By ((z +y) Df1(0),.

By (y, ...om(yfm—1 (N;a) +2D,—gfm-1(z;0)),...) =
F o (3.24)
DA e a5 N M 5} a0y,
0

s yDonfn (z30) + D5 fn (2;0), ...) =

k
%Z<) ofn (B=XN)j+ M+ z;a) 27y et (3.25)

J=

(Z) Ek: <I;) Jok ((B=X)j+ Me;a) aiy*. (3.26)

j=0

Buk(y+z,ccoom (Y fmo1 (Nsa) + xfm-1(B50a)),...)

Pour f,(z) =2", a=0 et u=0 oul dans (5.22), les suites :

Y (n, k) = ?(l@)i(f) (aT + Bj)" " 2Tyl et

=0
n—=k An—k—1
n! sk T\ (aT + By) R
k T—jod
b= m_(j) O

satisfont (3.2), et pour f, (z) = x™

,a=0, u=0oul, a, =n dans le Théoréme
3.4, les suites :

k) = 5 (D)X ers L o
j=0 ’
n—=k

(n ; k) (aT + Bj)" " (Ta)

satisfont (3.2).
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Une relation entre les polynémes de Bell et les polynémes d’Appell peut étre vue

comme un cas particulier du Théoréme 3.4 et est donnée par :
Corollaire 3.18 Pour la suite des polynomes {P, (z,y,z)} définis par :

n n o
P, (z,y,2) ::Z(j)aj((m+y)j+x—|—y+z)(xj+yn+x+y+z) =
j=0

on a :

By (P (z,y,2),...,mPy_1 (2,y,2),...) =

_ . n—ij— . 3.27
50 (%) B a0 201,300 G oy ey (o) k),
j=k
et, en particulier lorsque x =y = 0, on obtient :
n n o
B (Py(2),cymPria (2),.) = ) (j)Bj,k (agy ooy M1, ...) (k2)" 7, (3.28)

J=k

ou, P, (z):= P,(0,0,2) = Z(n) a;2"~ est un polynome d’Appell. On a aussi :
- J
7=0

An (PO (%Q) ) "7um71 (l’,y) ) ) =

n . e
(:L'—l—y)Z(j)Aj(a0,2a1,3a2,...)j(j:lc—i—ny) =t

J=1

(3.29)

n

ot Fu(®,9) = Fu(2,9,0) = (= +9) Z(?) 0 G+ 1) @+ 1) +ym+1)

j=0

Preuve. 1l suffit d’utiliser (3.12) avec x = 1, r =v =0, s =u =1, f,(z;a) :=
x (an + x)"_l ensuite remplacer a,, par na,_;. Pour avoir (3.29) il suffit de sommer
sur k les deux cotés de I'Identité (3.27). O

Conséquence 3.19 Pour {p,} une suite des nombres réels, soit I,, la matrice Iden-
tité d’ordre n et {A,} la suite des matrices définies par : Ay =1, A, := (a;j) pour
I1<u4,j<n avecaj;=p; ;g $ij2>1 a;1=1—1eta;=0 ailleurs. Alors, a
partir de [72, p. 110] et de (3.28) on obtient :

By (1,..,mdet (A1 + xlp_1),..) = Z(?) B (1,..,mdet A, _y,..) (kz)" 7.
j=k
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3.3.4 Quelques applications du Théoréme 3.5

Quelques cas particuliers du Théoréme 3.5 sont donnés par le corollaire suivant :

Corollaire 3.20 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5 et pour v > u les suites :

1 /R
Zy(n,s) = R ( )Diu;gf)ﬁ {e*f, (z;a)} 27yf7 et

utvR
n! XR: (R) D] ;J+)\an+(u+v) (Z; CL) J}ijij
7§Rj20 (n+ (u+wv)R)!

(3.30)

Zy (n,s) =

b

(z+y) (Df1(0)" stu>1

sfont (3.4), ot vy, == a’ (xa® tyg = '
satisfont (3.4), ol 7y, = a” (za" +y) et 7, { y (D f1(0))" siu=0

Preuve. Il suffit de poser dans le Théoréme 3.5 z = 1; a; = p, as = 2q et a,, =0

pour m > 3, ensuite utiliser 'identité B; g (p, 2¢,0,0,...) = p?i-ig—k 0O

j—R

n

Conséquence 3.21 Pour f, (x) ==
(3.80) deviennent :

, a=0etu=0 oul, les suites données par

1 <A (R
Zi(n,s) = (x+y)* Z( ) (Bj + aR)" ziyfi et
J
7=0
1 (R =
22,8 = 53t (V) iy

et satisfont (3.4), et pour f,(x) = 2", a=0, x =1, u=0 oul, a, = nt" !, les

suites données par (3.14) deviennent :

Z3(n,s) = %i(n) (Bj + aR)"™ RItI et

Zu(ns5) = SRS g any U

3.4 Preuves du lemme et des théorémes

Preuve du Lemme 3.1. Soit F (t;a)" := 1+ Z fu (z;a) —. Alors, du fait que

fn (x; a) est un polynoéme de degré n, la preuve decoule des developpements suivants :



Polynémes multivariés de Bell et polynémes de type binomial.....M. Mihoubi 52

n+k o

Pz t n! k az . t"
E D fn k$+2 a)) n = ;:k:(n_k)'DzO (6 fnfk (kx+za a))ﬁ et
tn—i—k . 0 tn—i—k
E:D (e £, (I = Dby (e o (h + =
fo (kx4 z50)) —— oy T ole nzof(m%—za) -

=DF_, <eO‘ZF (t; )"t t’“)

= thF (t;a)F" DE_y (elotnF(50)7)

= t"F (t;0)"" (a+lnF(t;a))k

(e*F (t;a))" In (e°F (t;a)))"
» (e°F (t;a)))"

k
_ tk <Ze—aa}Dx aCL’fm (Qj a)) ’Ii’l')
Oom=0 " k

tn
_ k"ZBnk me =D, (e frn_1 (:p;a),...))a,

et par 1dent1ﬁcat10n les développements ci-dessus donnent :

_ tk —akx

— tk —akzx

(
(D

B (o,2e7** D, (e®* f1 (x5a)) , ..., mD, (e*® fr_1 (z50))) =
(Z) D o (e** fri (kx + 2;0)) .

Pour avoir (3.6), on utilise l'identité e=** D, (e*® f,,, (z;a)) = D.—o (** f1, (x + 2;0a)),
m > 1. Lorsque o = 0, I'Identité (3.6) est équivalente a (3.7). O

Preuve du Théoréme 3.2. Pour r + s > 1 et pour le choix
Ty =nD,.—g (eazfn—l (I + 2 a))

dans (2.8), I'Identité (3.6) montre que la suite {Y (n, k)} donnée par (3.1) devient :

n\ sk (T+n—k\ "
Y (n, k) = (k;) T( - ) Brin— r(c,...omD,—q (e frn—1 (x + 2;0)), ...)

N (Z> %DZ:O {eazfnfk (T:C + 2 a)} :

Pour le cas particulier o = 0, le choix z,, = D,—o (f,, (z + y;a)) dans (2.8) et I'utili-
sation de I'Identité (3.7) montrent que la suite {Y (n, k)} donnée par (3.1) devient :

-1
Y (n, k) = (Z) % <T +; a k) Brin—k, 7 (D.= (e** f1 (x + 2;0)), ...)

n! sk 1
- E?mDZ:OfTJrnfk (Tx + z;a).
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Notons que pour le cas r = s = 0, la suite {Y (n,k)} donnée par (3.8) n’est pas

Z fo—k (z;a). La proposition 1 dans [50]

(ou [51]) prouve que cette suite satisfait.(3.2). O

définie. On pose dans ce cas Y (n, k) =

Preuve du Théoréme 3.3. Cas o # 0 : Soit z,, = ﬁDZ:O {e** fr_1(x+ 2z;a)}.
a
On a z; = 1 et I'ldentité (3.6) montre que la suite {Z (n,s)} donnée par (3.3)

devient :
1 R+n\""
Z(’I’L, 8) = —RE( R ) BR-i—n, R(Ck,...,szzo (eazfm_l (x+z,a)),)
11 s
= _RED o (e fn (Rx + z;a)).
Cas o = 0 : Soit =, = D, f,(z;a)/D.fi(z;a). Alors du fait que D, f(x) =

xDf1(0), on obtient : D, fi (x;a) = D, (mxﬁfl (x+a)) =Df (0) #0. On a z; =

1 et par utilisation de 1'Identité (3.7), la suite {Z (n,s)} donnée par (3.3) devient :

Z(n,s) = 1 (R + n> ' Brin 8 (Daeo (fL (x4 2;0)) ;s Do (fn (x4 2;0)) , ...)
R\ R (Dsfu (:0))"
1 1 nl DE_ fron (ki + 7 )
= — Sofrin (kx+ 2;a).
(Df, (0)FR(R+n)l =0
Notons que si Z (n, s) satisfait (3.4), alors \"Z (n, s) satisfera (3.4). O
Preuve du Théoréme 3.4. Soit {a,} une suite des nombres réels, u, v des en-
tn
tiers naturels, F (¢)" := an (x) E (fo(x)=1), et Gy (¢ ZF n, k) — avec
0 : n>0 n

J

Z:Bj;g a1, ag,...) D15 (9% £, (B + Mk + 2; a))— On a alors,
J!

i>k
:UJ . t"
"Gy (t) =t ZB] k (a1, az, .. (ZDJHM e fn (BJ + Ak + z;a)} —,>
>k ! n>0 G
xd — ] "
= 1" "By (a1, a2,...) S DI (ewan (Bj + Mk + 2;.0) ﬁ)
>k J: n>0 ’
J .
= " "By (a1, a3, ..) = DI (eo‘z (F(t: a))5j+’\k+z)
J=k J
x’ u+v az z
= " "Bji (a1, a9, ...) = (F (t;0)) 7 DIUE (e F (t;.a)7)
>k J:
J . .
=Y B (ar,az,..) = (F (1:0) ™ (0 + I F (t0))" "
, !
j>k

x’ j zZ\\ju+v
=5 Bji (a1, a2,...) = F (t;0)7 ™ (Do (% (F (£5.0))7))

>k
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=1 Z ik Ul,UQ,... 7

i>k

_tk x™ '
i\ 2t

ZamDmu+v ( az (t a)ﬁm-i-)\-i—z) W) '

<m>1
th 7\ =™ *
=0 ZamZDZ‘“”( e fi (Bm+ A+ za) - ) pon
T \m>1 >0 :
tk T
:_'<Zj|zamDmu+v(azf](ﬂm—f—)\—f—Za H)
>0 m>1
tF tJ ‘
- \j>o J

oW, U = amF (t;0)"™ ™ (D,—g (€% (F (t;a))”) )™ ", m > 1.
On obtient ainsi By, (F (0,1), ..., jF (j — 1,1),...) = kI(})F (n — k, k) , et ceci veut
dire que la suite {X (n, k)} définie par :

J

X (n, _kl< )Z (a1, ag,...) DISR Le0% £, (5j+)\k+z;a)}%, (3.31)
i>k ’

satisfait (3.2). Pour obtenir (3.11), il suffit de prendre x, = X (n,1) dans (2.8), ou
{X (n,k)} est la suite donnée par (3.31). En effet, la suite donnée par (3.1) devient :

Y (n, k) = (Z) ? (T +;f - k) _IBM,k, P (X (1,1), X (2,1),..)

1
_ (Z>%(T+;—k) X(T+n—k T)
J

n\ sk - x
= (k> ?T!ZB]',T (a1, a2, ...) DIGT {e** oy, (B + AT + z;0)} g
j2T '
Pour le cas particulier « = 0 et u > 1 on remarque que X (n,1) = 0 pour u+v > n—1

et alors I'Identité (3.31) devient :

u+v
—
Bur 10,..,0, X (u+v+1,1), X (u+v+21)... | =X (nk), (3.32)
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ou, d’une fagon équivalente, par 'utilisation de I'identité connue :

. n! A4y ilai—&—r
Bn,k (0, ceny O, Ary1y Qpa2, ) = mBn,rhk ((1 I T)' y ooy (7, T 7’)!’ e ]

I'Identité (3.32) devient :

n!X(n—l—(u—kv)k,k)‘

Bo k(X7 (L1), X7 (2,1) ) = X" (k) i= — e

(3.33)

Pour avoir , il suffit de prendre z,, = X* (n, 1) dans (2.8). En effet,

(3.12)
(> <T+n_ >_1BT+n—k,T(X*(1,1>,X*<2,1>,...)

( > <T+"_ )_1X*(T+n—k¢, T)

nSk j fu v)T+n— k(ﬁj-‘-AT-FZG)
= Ty B ) DIt ) oz Jut)
CRT j>T ) D { (u+v)T+n—k) J'

O

Preuve du Théoréme 3.5. Pour a # 0 il suffit de poser dans (2.16) x
X (n,1) /X (1,1), ou, {X (n,k)} est la suite donnée par (3.31). On a

T = 5 ajoﬂ“*” = a"p (za®) avec ¢ (x E aj

7j>1 7>1

La suite {Z (n, s)} donnée par (3.3) devient :

1 R+n\ "
Z<”’8):<X<1,1>>RE< p") xwenn)
:;E§ Bjr (a1, az,...) ]u+vR{€azf (B + AR+ za)} — -
(avp (wam) ™ Rz ’ a*

Pour a = 0 il suffit de poser dans (2.16) z,, = X* (n,1) /X*(1,1), ot (X* (n,k)) est
la suite donnée par (3.33). On a :

X* (1 1) — X(U+U+ 1,1) _ ayxr (Dfl (0))u+v siu 2 1
) (U+U+1)! (Dfl(o))v(p(l‘) siu—0

La suite {Z (n, s)} donnée par (3. 3) devient :

R+n

1
Z(TL,S) = (X* (1’1)>R§( R
(

) X* (R +n, R)

n! (R — 1)' 1 R fn+(u+v)R (ﬁ] + AR+ Z5 a) } x
= —~ N B ) DIy -
(X* 1’1))32 Wk <a1’a2’ ) z=0 { (TL+ <U+U) R)' ]'

JjzR



Chapitre 4
Congruences et polyndémes de Bell

On présente dans ce chapitre certaines congruences pour les polynémes complets
de Bell. Nous proposons, dans la troisieme section, d’autres congruences pour les

polynomes partiels de Bell.

4.1 Introduction

Les congruences dans les polyndmes de Bell ont été étudiées par plusieurs auteurs.
Parmi eux, Bell [11] a donné quelques congruences concernant les polynomes com-

plets de Bell [11] . Il a prouvé que pour tout nombre premier p, on a :
A, (1,29, 23,...) = 2} + x, (modp). (4.1)

Il a déterminé aussi les résidus (mod p) de A, 11, Apt2, A,ys ainsi qu’une expression
du résidus (modp) de A, sous forme d'un déterminant d’ordre r + 1. En plus
des résultats de Bell, d’autres congruences ont été données par Carlitz [19]. Ces
congruences seront données dans la section suivante. Gertsch et Robert [39] ont
donné quelques congruences concernant les nombres de Bell et les polynomes (d’une
variable) de Bell. L’étude suivie par ces auteurs utilise généralement la définition et
la formule récurrente (1.9) des polynomes complets de Bell, qui se raméne, a étudier

le coefficient général :

n!
by ) =y O ol @) kg AR

56
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Ce coefficient peut se mettre sous la forme :

)= k! (2k2)! (3k3)!... k! (21)%2 k5! (31)%

et du fait que le rapport
(k) ﬁ ij—1
k(D Jj—1

=1

o ]{51+2]€2—|—:77,,

(07% (1{71,]{32,

est un entier naturel, on déduit que le coefficient .a,, (k1, ko, ...) est un entier naturel.
Le coefficient a,, (k1, k2, ...) ressemble au coefficient multinomial :

(k1 + kg + ks +...)!

n (ki, ko, ) o= AN

Si p est un nombre premier, il est démontré dans [32] que ¢, (ki, k2, ...) est premier

avec p si, et seulement si,

ki = Zj riip’ (0 <7y <p)

k1+l€2+l{73+...:zjrjpj (OSTj<pj)

Zirij:rj (j=0,1,2,..).
Dans ce chapitre, nous présentons dans la section suivante quelques travaux de
Carlitz [19] sur des congruences pour les polynomes complets de Bell, dont ['une est
une généralisation de (4.1). Nous proposons dans la troisiéme section des congruences
pour les polynomes partiels de Bell a arguments entiers en se basant sur le Théoréme

2.23, les relations récurrentes (1.8) et sur quelques résultats de Carlitz [19].

4.2 Congruences et polyndémes complets de Bell

Théoréme 4.1 [19] Sip est un nombre premier, alors :

Ay = :ﬁl’j +x§j_1+xz§72+...+xpj (modp) et A,p,=A, (A x2p,x3p,...) (modp).

Preuve. Du fait que (np) =0 (modp) siptj et (np) = (n) (modp), il
J Jp J
résulte de la relation :

" /n
Aur =3 (%) Austye (12)
—\J
j
que
" /n
Appt1 = Z (j)A(nj)pxij (modp). (4.3)

J=0
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o UV

Si on pose maintenant ¢ (¢) :== > 7, x;—, on aura :
J!

Z A =exp (¢ (t)).

Il n’est pas difficile de vérifier que si on dérive par cette derniére identité plusieurs

fois et on utilise (4.1) on obtient :

[e.o]

> Auits = (¢ (0 + 6 (0) exp (o (1)) (mod ). (4.4
En admettant que :
Z Un r Z Vn (modm)

7=0
désigne :
U,=V, (modm), (n=0,1,2,...)
ou, U, et V,, sont des polynomes & coefficients entiers.
Hurwitz [42, p. 345] a prouvé le lemme suivant :

Si 1, xs, ... sont des entiers relatifs quelconques, alors :

<i xi—i) =0 (modk!).

=1
La preuve de ce résultat reste inchangé lorsque 1, x5, ... sont des indéterminés, voir

[19]. I résulte du Lemme d’Hurwitz que :

(p ()" = (331 + Z$j+1%> =2} (modp).

Dong, les conguences données dans (4.4) montrent que :

ZA"JFP = <x1 Z%ﬂ, > (Z Ti— ) (mod p),
§=0
et ceci montre que :
Apip = (2 +2,) Ay + Z (j)xﬁpAn_j (modp) .. (4.5)
7j=1

En particulier, pour n = 0, on retrouve la congruence de Bell (4.1), et d’'une maniére

similaire, on trouve :

Apr = () + ) 11 + 2p1 = Apry + p11 (modp),
Apio = ApAs + 2xp 1101 + Tpyo = (2 + 1) (23 + 22) + 221171 + Tpya (mod p),



Polynémes multivariés de Bell et polynémes de type binomial.....M. Mihoubi 59

et ainsi de suite. Les congruences données dans (4.5) sont équivalentes a celles don-
nées par Bell en forme de déterminant. Maintenant, quand on remplace n par np
dans (4.5), on obtient :

np
n
Ay = LA+ Y (j>x(j+1)pA(n_j)p (modp), (n=0,1,2,..).  (4.6)
j=1

Comparons maintenant (4.6) avec (4.2), il est donc clair que :
A,y = A, (A, 29, T3p, ...) (modp). (4.7)
Si on remplace n par np dans (4.7), on aura :
Appe = App (Ap, Top, Tap, ...) = A, (Ag + X2, Top2, Tape, ) (mod p)
et ceci donne pour n =1:
2

Ap = AD+ 2, =2 +ab 42, (modp).

De méme maniére, on obtient :
Ay = Ap <Ag2 + X3, Tops, Taps, > (mod p),
et ceci donne pour n =1 :
3
Ap = A +ap =27 + xf + 7, + 2,3 (modp).

En général, on obtient :

Anpi = Ap (Apj,.flprj, T3y 5 Tapi s ) (mod p), (4.8)
et ceci donne pour n = 1:

Ay = a:ﬁ’j + ngfl + 335272 + ...+ x, (modp).

Corollaire 4.2 [19] Sip est un nombre premier alors :
Agpi = Afﬂ- + 29, (modp),
Ay = Azj + 3A,i 9y + 23, (modp),
Ay = Af)j - 6A§jx2pj +4A, w3, + ngpj + 24y (modp),
Apiv1 = Apizr + 241 (modp),
Agpip1 = Agpim1 + 2ApTpi 11 + Typi 11 (modp),

Aspiy1 = AgpiTr + 3Agpi Tpiy1 + 3ApTopi 11 + Tapip1 (modp),
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Preuve. Par combinaison des identités
Ay =22 + 19, Az =25 + 30129 + 13, Ay = 27+ 62325 + 4173 + 375 + 24

et des congruences données par (4.8), les trois premiéres congruences du corollaire

résultent. Les trois autres résultent en utilisant (4.2) au lieu de (4.8). O

4.3 Congruences et polynémes partiels de Bell

Rappelons que le Théoréme 2.23 est donné par :

- i e Bn T1, T2, T3, ...
oY By () (b= nr) ™! = o 2() v )
j=1 k

1 ((r+1Dn\""

avec Yy, = — << ) ) Bii1ynnr (X1, 22,23, ...) .

nr nr

Théoréme 4.3 Soient p un nombre premier et k, s des entiers non-négatifs. Alors

pour toute suite {x;} d’entiers on a :

(k+s+1)Bspprst1 (21,22, 23,...) =0 (mod p) (4.10)

Preuve. On montre que kB, =0 (modp), k > s+ 1. A partir des identités :

(s?) =0 (modp), pour pfj et (Sp.> = (j) (modp), (4.11)

J p

et de la premiére relation récurrente (1.8) donnée par :

n
kB, 1 = Z (]) 2iBn_jr-1,

J
avec By, = By, 1, (x1, %2, %3, ...), x; = 0 pour j < 0, on obtient :

sp s (s
(k+1) Byp 1 = Z( : >l’stp—j,k = Zj:l ( ) ZipB(s—jpk (modp).

—\J J
Alors, pour s = 0, jon akByr =0 (modp), k>0,
pour s = 1, on trouve (k + 1) Bygy1 = 2,Box =0 (modp), k > 1,
et pour s = 2, et par utilisation de cettes derniéres congruences, on obtient :
(k+1) By 1 = 2x,B, s + 22pBor =0 (modp), k>2et ptk,

La récurrence sur s montre que kB, =0 (modp) pour k > s + 1. O
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Conséquence 4.4 En utilisant les Identités (2.11), on trouve

(k+s+1)S(spk+s+1)=(k+s+1)s(sp,k+s+1)=0 (modp).

Théoréme 4.5 Soient n,k,s des entiers, n > k > 1, s > 1, et p un nombre

premier, p > n—k+1. Alors pour toute suite d’entiers {x;} telle que 1 # 0 (mod p)

on a :
Biis s y L2y L3y e B el et
wophtsp (T1 nxfspxs ) = & (21 ? 73, (mod p) ,
an+sp,sp (Il,IEQ,I:;,...) — B(p+1)n,np ($1,332,373,--') (mode) '
n+s -1 n .
s(57) n(")

Preuve. Pour i € {1,....n}, la définition des polynomes partiels de Bell (donnée
par la formule de Faa di Bruno) et les Identités (1.10) montrent que :
i ((n+ 1)!)i
li = ((n + 1)!) Yi = WB(T+1)i,iT (5517552, ---,Ii—j+1) =

ir

Zi (ir — 1)! i, ((n+1)! ((n+ 1)) (“”—Wxiw)

(ir — )1 2 S

avec ty,...,t, sont des entiers. Ceci implique, en utilisant la seconde Identité de

(1.10), que (4.9) peut se mettre sous la forme :

- - HY" B, , Ty, T3, ...
Y B (1t ) (==t = gy LD B (01200 ) 4
i k(")
avec B, 1(t1,t2,...), ..., By, n (t1,12,...) sont des entiers.
Alors, quand on remplace k par a + sp dans (4.13) on obtient :
a+s n i—1
o5t pzjzl By, j(ti,ta,...) (a+sp—nr)™ =
e (0 DY By oy (21, 22, 73, ) (4.14)
1 n+oa+s ’
(Oé + Sp) ( a+spp>

et quand on prend congruence dans (4.14) par rapport a p on obtient :

v ((n + 1)|)n Bn—i—a-i—Sp,a-i-Sp (.1'1, L2, T3, )
1 n+a+s
) (+sp) (2557 (4.15)
e ijl B, ;(t1,ts,...) (= nr)’" (modp).

Mais par utilisation de (4.9), on trouve :
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a n »
Ty Zj:l Bn, J (tl,tz, ) (a — 77,7‘)]

7’L+1 xl Z y17y27“') (a_nr)j_l

n Bn a,a \T1, T2, L3, ...
(<n+1)) m~ +,(123 )

a(".")

Alors, la congruence donnée par (4.15) s’écrit ainsi :

n Bn+a,a (frl, X9, T3, )
a(n+a)

«

((TL + 1)')71 Bn+a+sp,a+sp (1’1, T2, T3, )

(a+5p) ("3557)

=z ((n+ 1))

(modp),

et si on remplace n par n — «, la derniére congruence, ensuite on prend p > n—a+1

on obtient :

Bn+sp,a+sp (:Eh X2, T3, ) = 5 Bn,a (l’l, Ta, T3, )
— 1
(@ +sp) (2327 o(3)

Pour la seconde part du théoréme, lorsqu’on remplace k par sr dans (4.9) on trouve :

(mod p) .

-1 nr((”"’ 1)|)n Bn+srsr (ZL’l,IEQ,l’g,...)
ZB ng (1,2, ) )17 (s — ”) =T Sr(n—i—sr) )

(4.16)
et du fait que B, ; (t1,t2,...), 1 < j < n, sont entiers, I'ldentité (4.16) prouve que

xy” ((n + 1)!)nr Bn+sr,sr (3717 Ta, T3, )

()

5 ((n+ DN Butiynnr (1, T2, T3, ...)
(r+1)n )

nr

(modr).

sr —
= e

Soit 7 = p > n + 1 un nombre premier. Maintenant, du fait que les expressions :

<<n+ 1)!)ann+spsp (I‘l,l’g,l'g,...) ot ((TL—|—1) ) B(p+1 )n,np ($1,$2,I3,...>
Sp(nJrSp) ((p+1 )
Bions , Lo, T3, ... B noap (L1, Lo, T3, ...
sont entiéres, on obtient x Topiop (iis? T, ) =] ptl)m, p(<p+11)n2 ) (mod p?) .
8( sp ) TL( np )

O

Conséquence 4.6 Cas particuliers : si on considére les cas k =1 et k = 2 dans le

Théoréme 4.5, on obtient :

Bitspitsp (T1,T2,...) = xlmn (modp) pour p > n,

(4.17)
Biispotsp (21,%2,...) = 3 Z xjxn _; (modp) pourp>n—1.
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Alors, en utilisant les Identités (2.11) dans (4.17), on trouve :

S(n+sp, 1+sp)=1 (modp) pour p>n,

s(n+sp, 1+sp)=(=1)""(n—=1)! (modp) pourp > n,
S(n+sp, 2+sp)=2""1—1 (modp) pourp>n-—1et
s(n+sp, 24 sp) = (—1)"" n(”THF (modp) pourp>n—1.

Théoréme 4.7 Soient n,k,s,p des entiers, n >k >1, p>1 et s> 1. Alors pour

toute suite d’entiers {x;} telle que 1 # 0 (modp) on a :

Bst1yn,on (21, 222, 323,...) =0 (modn) ,

B(s+1)n,sn ($1,2$2,3$3, ) _ n(s—1) B2n7n (131,21‘2,31’3, ) 2
((s+1)n) = sx; @ (mod n?),
Busopissp (21,203,325, ) _ Bug (1,223,315, . 418
+spktsp (1, :‘f;p 3, ---) = 8 & (71, :?’ 3, ---) (modp) et ( )
(k + Sp) (k;+5p) k(k)
an+sp,sp (l‘l,2$2,31}3, ) - SB(p—i—l)n,np ($172£L’2,3I’3, ) 9
1 S(n+8p) =N n((l)-l-l)n) (HlOdp ) ’
sp np

Preuve. Par (1.4), on peut écrire :

Bn—i—k,k (l’l,ﬂfg,ﬂfg, ) _ i (k — 1)' k_jBn,j <@ ﬁ7 ) ‘ (419)

k(")

Si on pose k = nr dans (4.19), on trouve :

B(T+1)TL nr (331, 21’2, 31‘3, ) u (m’ — 1)' nr—j
7 =3 T IR, (e, wa, ). (420
nr ((T+1)n) (nr — j)!xl 3 (72,2, ) (420

nr

Zn =

j=1
Les nombres z;, 1 < ¢ <
Bn,j (21722,...), 1 S ] S

n?
remplace r par 1 et s par n (s — 1) on obtient :

m, sont entiers et ceux-ci montrent que les nombres

sont aussi entiers. Dans 1'Identité (2.16) quand on

B(s+1)n,sn (.I’l, 2‘7327 31’37 ) -

o Vs (WO S B (21,7 ) (s = 1))

sn

(4.21)

120\
avec z, := — Boy, n (21,229, 323, ...) .
n\n

Donc, du fait que les nombres B, ; (Z1,%2,...), 1 < j < n, sont entiers, I'ldentité
(4.21) prouve que B(si1yn, sn (T1,272,...) =0 (modn).

De plus, de la méme identité, on trouve :
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B(erl)n,sn (iL’l, 21‘2, 3$3> ) n(s—1) n —1
GD = na) Szjzl B (21,2, ..) (s — 1) n)’

sn
=n {x?(s_l)szn}

_ 1
n{ i USTBgm n (21,219, ...)
n(y)

n

_ 1
= x;l(s I)S—Bgn’ n (71,215, ...) (modn?),

)
c’est a dire : "

B(s+1)n,sn (21,224, 323, ...) — gD Bann (21,212, 313, ...) (mod n2)

(") o (W)

Montrons la troisiéme relation de (4.18). Pour k = a + sp, I'ldentité (2.15) s’écrit :

P > iy Bnj (21, 22,..) (a +sp — nr)! ! =

nr Bn-‘rOé—‘rSp,oH—sp (LE1, 21‘2, 31;3, ) (422)

" (a+sp) ("5

avec z, est donné par (4.20). Du fait que les nombres B,, ; (21,22,...), 1 < j < n,

sont entiers, alors si on congrue par rapport a p dans (4.22), on aura :

B 2x9, 373, ... - I~
" nta+spa+tsp (L1, 222, 323, ...) = x?“’ Z B, ; (21, 29, ...) (0 = nr)? ! (modp),
j=1

(o +sp) (2907

et par utilisation de (2.15), la derniére congruence devient :

Bn+a+sp a+sp (1171, 2{E2, 31:37 ) Bn-l—oz e (.731, 21727 3%3, )
’ - =] ’ > (modp) .
(atsp) ("235") 1 a("y")

Pour terminer, il suffit de remplacer n par n — a dans la derniére congruence.

Montrons la quatriéme relation de (4.18). Si kr remplace k dans (2.15) on obtient :

- _ i ann kr,kr (1‘1,21'2,31'3, )
.I"f Z Bn,J (Zl’ 22, ) (/{?7” - m“)] ' = - k n+kr (423)
j=1 k(")

et comme les nombres B, ; (21, 22,...), 1 < j < n, sont entiers, donc, la congruence

par rapport a r dans (4.23), donne :

nr Bn+kr,kr (-Th 21:27 3[L’3, ) — SC]WZ — xlle(rJrl)n,nr (l’l, 2!E27 3£L‘3, ) (mod T') .

! k(") T nr (7))
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Maintenant, du fait que les expressions :

Bn—i—k:r,k:r (l’l, 2‘7;27 3I37 ) e xlle(T’-i-l)n,nr (.171, 2%27 3I37 )
k(") nr (7))

sont entiéres et ) = 27 (mod p) pour tout nombre premier p, la derniére congruence

s’écrit lorsque r = p :

n Brikpkp (21, 222, 323, ...) :ka(erl)n,np (z1, 229, 33, ...) (mod p)
1 kp(n—‘,—kp) -1 np((p+1)n) B
kp np

Pour terminer, il suffit de multiplier par p les deux cotés de la derniére congruence.
O

Conséquence 4.8 En utilisant I'Identité (2.10), les deux derniéres congruences de

(4.18) montrent que pour s > 1 et pfj on a :

<lﬁ;8p>q — (Dq (modp) et j(sj?)q _ S(J’jp)q (mod 7).

Corollaire 4.9 Soientn,k,s des entiers, n > k > 1, et p un nombre premier. Alors

pour toute suite d’entiers {z;} telle que x4 # 0 (modp) on a :

B n,n (:L‘17I27'I37"') n— B p \L1,T2,T3, ...
(p+1) p(pH)n = 1 n+pp< L ) (modpz) pour p>mn -+ 1
TL( np ) (P)
et
B nap (1, 229, 323, ... B, ,2T9,3T3, ...
(p+1)n, p((plﬂ)n2 35 .0) = x?_l +p,p ($1n+f2 3, ...) (modp2).
n( np ) (p)

Preuve. A partir de la congruence donnée dans (4.12), quand on remplace s par
s — 1, n par n + p et k par p on obtient :

Bn-l—sp,sp (.131, X2,23, ) _ s—1 Bn+p,p (:Eh X2, T3, ...

s("57) - (";")

) (mode), p>n+1, s>1,

et par combinaison de la derniére congruence et la deuxiéme congruence donnée

dans (4.12) on obtient :

B(p—‘,—l)n,n(;;-"(_‘f)ln, T, ...) — :17711_1 Bripyp Sf;a Ty, ...) (modpQ) Cp>n_+l.
n( np ) (p )

D’une facon similaire, on utilise la troisiéeme et la quatriéme congruence données

dans (4.18) pour avoir la seconde partie du corollaire. UJ
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Conséquence 4.10 Comme dans la Conséquence 4.8, on trouve :

(1)), i

Théoréme 4.11 Soient k > 2, j > 1 deux entiers et p un nombre premier impair.

Alors, pour toute suite d’entiers {x;} on a :

Bpiikx (1,229, 323, ...) _ .
= k(ijrk) =1} 1xpj-&-l (modp) siptka,
- (4.24)
B(r+1)pj,p7r (Il, 21’2, 3[L’3, ) e .
D =T ($p1+1 - xpj’l—‘rl) (modp) sipfw.
pJT'( pir )
Preuve. L’Identité (4.9) peut s’écrire ainsi :
. Bk i (1,229, 323, ...)
lJlJ (k_p) o k<p+k) :xlpr ((k_p) Zlv(k_p) zZ?"')a
; (4.25)
B(T—l—l)n,nr (331, 21‘2, 31‘3, )
avec z, = T Dn , k> 1.
nr(3)")
Bell [11] a montré, pour des indéterminés xq, xo, ..., que :
(4.26)

A, (1,19, 23,...) = 2} + 2, (modp).

Donc, de (4.26) et (4.25) on obtient :
B 219,323, ...
ek (002000300 22) (k)P o 4 (k= p) 2} (mod ),

331177" (k - p) k(erk)

) B x1,2x9,3T3, ... .

et I'Identité (1.11) montre que p+k’k(k1(p+k2) 2 ), et les termes de la suite
k

{z,;n > 1} sont entiers. Maintenant, puisque z; = 2} x5, alors, lorsque k n’est pas

multiple de p, la derniére congruence et le petit Théoréme de Fermat montrent que :

rB +k.k ($1,2$2,3$3,...) _ r
= k,(p;gk) = xlf Halz, + T1Yp} (modp).

Pour k£ =1 dans la derniére congruence on trouve :

— r—1 r—1
Yp =X Tpp1 —x] T (modp).

La preuve pour j = 1 résulte des deux derniéres congruences.
On suppose maintenant que les congruences données par (4.24) sont vraies pour

I'indice j. Carlitz [19] a montré, pour des indéterminés x4, xo, ..., que :

Ay = a:’l’j + mgjfl - 335;72 + ...+ x, (modp).
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Pour x, zs, ... entiers on trouve :
Ay =x1+xp+ a2+ ...+, (modp).

Alors, quand on utilise I'Identité (4.25) et le fait que les termes de la suites {z,;n > 1}
sont entiers, on obtient dans le cas pt kxy :
r Bpj“'l—i-k,k (CL’l, 2[)32, 31‘3, )

1 k (pﬂ'+;+k)

LL‘lf (21 + Zp + Zp2 + ...+ ij+1)

ac’f (21 + 2+ 22+ + ij) + I']fzpj+1

r Bijrk,k (iL’l, 2.1'2, 3I3, )

e

k
{L‘lzpj+1

— k-1
= 2 'y + 2 zm (modp).

Pour £ = 1 dans la derniére congruence on trouve :
TN Tpit1 1 = Tpip1 + T12p+1 (modp).

A partir des deux derniéres congruences on déduit que :

Bpj+1+k,k (C(]l, 2ZL'2, 3$3, )

K

=2} 'z (modp)  sipfka,

B(r+1)pj+1,pj+1r ((171, 2[)327 31’3, )
pj+17,((r+1)pj+1)

pj+1fr-

r—1

=7 ($pj+1+1 — .ij+1) (mOdp) si p 'f T,

ce qui achéve la preuve. (]

Conséquence 4.12 Comme dans la Conséquence 4.8, soit j = 1 la seconde congruence
du Théoréme 4.11. Alors :

- 1)!
M <p7“) = —1 (modp) pourk = pr.
r v/,

Théoréme 4.13 Soient k > 2, j > 1 deux entiers et p un nombre premier impair.

Alors, pour toute suite d’entiers {z;} on a :

BQ J+k,k (331,21'2,31‘3,...) _ .
p k(ij+k) = gh2 <(k: — Dz  + I’lx2pj+1) (modp) siptka
k
B2(r+1)pj,2pjr (331’ 21’2, 3553’ ) . 2r—2 2 ;
apir (D) - ('rl“pj* L xpm) (modp) sipfr
2pir

(4.27)
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Preuve. Carlitz [19] a montré, pour des indéterminés x1, s, ... que :
Ay = Afﬂ + 29, (modp) .
Pour z1, zs, ... entiers, on trouve :
. - 2 )
Agpi = (leﬂ + xgj b xpj> + Ty = (T1 4+ Tp 4 . + Tp) + 29 (modp),

Alors, quand on utilise 1'Identité (4.25), on trouve :

B2pj+k,k (I‘l, 2]32, 3I3, )

k (2p3;rk)

22 (k- 2p7r) = 2V Ay ((k —2p77) 21, (k — 2p77) 2,...)

et par le fait que les termes de la suites {z,;n > 1} sont entiers, on obtient :

i . By, , x1,2$2,3x3,...
22 (k — 2pr) 2tk ( Y )E
HC)

ok <(k‘ —2p97)? (21 4 2p + 22 4 oo ij)2 + (k —2pr) ngj) (mod p),

et, a partir de la preuve du Théoréme 4.11, la derniére congruence donne dans le

cas pt kxy :
Bopi i (21,229, 323, ...) 2
k or P2pi+k,k 1, 2 3 _ 2k 2k
xy (:1:1 k(2pj+k) ) = kg (21 + 2+ 22+ ij) + 27" 29ps
k

2
Byiipr (21,219,323, ...)
_ pI+k,k 1, 2y ERIER
= ]{f ([Eq + I‘%kZQPj

K

e 2
=k (27 2p0)” + 2229y (modp) (modp),

c’est a dire :
o Bij+k,k (1‘1, 2272, 31’3,

)

) -
= o (ka? 2251 + Zap7) (modp).

Pour k£ = 1 dans la derniére congruence on trouve :

2r—1 ) — 2r=2_2 . 9 NI
T Topipn =B Ty + 2o (modp), c’est a dire

Zopi = ri 2 (:legpj+1 = xijﬂ) (mod p)

et alors
Bz i +k.k (.Il, 21’2, 3[E3, )
2 Dol i, k(2p7+k) =2} ((k—1) 225 1 + T12pi41) (modp).
k
Les deux derniére congruences sont exactement celles données par (4.27). O]

Remarque 4.14 1[I est intéressant d’exploiter les résultats de Carlitz donnés ci-
dessus en connexion avec le Théoréme 2.23 pour obtenir autres congruences concer-

nant les polynomes partiels de Bell.



Chapitre 5

Polynémes de Bell et relations

inverses

Dans ce chapitre, on introduit a travers le travail de Choua et al [27], quelques
relations inverses relatives a la formule de Fad di Bruno. Nous apportons & ces
relations quelques modifications qui montrent le lien qui existe avec les polynomes
partiels de Bell et le role que jouent ces relations dans la résolution des équations

récurrentes linéaires. Une extension aux suites binomiales sera abordé.

5.1 Polynémes de Bell et relations inverses

Théoréme 5.1 [27] Soient f une fonction telle que f(a+ ) admet un dévelep-

pement en série formelle en x avec a € R, f<_1> sa fonction réciproque, p, (t) :=

o0 " "
E JTny ey = [ } f (@, (1). Alors, on a les relations inverses :
n=1""nl

n!

Yn = i1 Di:af (.T) Bn,] (‘/E17I27"')

o (5.1)
Ty = ) Di:f(a)f<7l> (ZL‘) Bn,j (yl, Ya, ) .

J=1

tn
Preuve. Soit ¢, (t) := Zoo Yn Sous les conditions du théoréme, on a :
n=1""n]l

00 . 00 t"
= Zj:1 Dj_.f (z) Zn:1 By, j (21,22, s Tn—jt1) ]

69
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=3 Dig )

J!
= fla+ ¢, (t) — f(a), et ceci montre que :

M. Mihoubi

=a+) Diyf (@) (Zn:j Bu s (w38 - 5>

a3 (T D @) B e, )

=1 =

D,Oﬂ Tpn — i D] f(a)f<_1> (.CE) Bn, j (yla Yo, ) .
Par symétrie, on obtient y,, = Z X Di_ f(z) By (x1,22,...).
j:

Corollaire 5.2 [27] On a :

Yn = ijl Bn’j (xl’x% )
ta =Y (G = DB (g )

Preuve. Il suffit de prendre dans (5.1) f (z) = exp (x) et a = 0.

Corollaire 5.3 [27] On a les relations inverses :
yn = Zj:l (O{)J Bn, j (371, Ta, )
n 1
= =) By (yis s ).
x ijl (Oé)j i (Y92, -0)

Preuve. 1l suffit de prendre dans (5.1) f (z) = 2® et a = 1.

Remarque 5.4 Pour a = —1 dans (5.3), on obtient :
UYp = Zj:l (—:l)Jt]'Bn7 j (331,.1’2, )
Ty = Zj:1 (—1)]‘]'8717 j (yl,yg, ) .

(1 + ang) (1 + Zyng) =1.
n=1 n=1

Ceci est équivalent a :

t’n

70
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(5.3)
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Conséquence 5.5 Soit {b,;n > 1} une suite numérique. Une suite {a,;n > 1}
s’appelle "suite de Newton" générée par la suite {b,} si elle satisfait I’équation ré-

currente linéaire suivante :
ap = b1ap_1 + boap_o+ ... +by_1a; +nb,; n>1. (5.5)

Du et al. [34] ont montré que :

- bt bkn
ap=nY (k=10 ) L
e l...k,!

k1+2ko+3ks+...=n

Cette derniére expression peut s’écrire encore sous la forme :

n

—(n=Dla, =Y (1) " (k= 1)!By s (—1by, =2y, ...),

k=1

et d’aprés (5.2) on peut écrire :

(=1)" Bj (0lay, 1lay, ...) .

=
3
I
|
S|~
=
-
i

5.2 Applications aux suites récurrentes linéaires
Une des applications du Théoréme 5.1 est donnée par :

Théoréme 5.6 [27] On considére la suite récurrente linéaire définie par :

4+ a1Yp-1+ oo + Y =0, m, k>1
Yk 1Yk—1 Yk (5.6)

avecyo =1, y 1= ... = Y_ms1 = 0.
Alors,
Yo = Z ‘Bn] Uay, 2lag, ...,mlany, 0,0, ...). (5.7)

Preuve. Soit ¢ (t) := Zooio ynt" la série génératrice de la suite {yy,}.

En multipliant ’équation (5.6) par t* puis en sommant sur k£ > 1, on trouve :

(o (8) — 1) + arte (t) + ... + amt™p (t) = 0, c-a-d

(1) - .
P = 14+ ait + ... + a,t™

La solution de (5.6) découle alors de la remarque (5.4). O
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Remarque 5.7 La solution de l’équation yr + a1yx—1+ .. + @mYp—m = 0, m, k > 1,

dans un anneau commutatif unitaire et sans conditions initiales, est donnée dans [5]

et [8]
Corollaire 5.8 [27] La solution de l’équation :

Ynio + @1Yns1 + a2y, =0 avec n >0 et a; #0 (5.8)

est donnée par :
_ (_1>n_k N n—Fk\ . ok &
Yn = Ek o _r \Y _a_l(n_2k) o)t e

Preuve. Soit ¢ (t) := ZOO_O Ynt™.

En multipliant I'équation (5.8) par t"*2 puis on somme sur n > 0, on trouve :

(¢ (t) = yo — y1t) + ast (¢ (t) — yo) + ast®p (t) = 0, c-a-d
t
© (t) — y01+ (alyo + y12) )
+ alt + CLQt

En utilisant la remarque (5.4), le développement de ¢ découle de :
—1 n - t
(tat+a?) =1+ <§ © (21 1B, (ar, 2la,0,0, ))

n!
n j j 2j—n _n—j
=1 -1 J J J tn
e, (S (o)) e
ou [z] désigne la partie entiére de .

L’expression de y, donnée ci-dessus découle du développement de ¢. O

Conséquence 5.9 Si on prend dans le Corollaire 5.8 :

&)?JOZQ, Y1 =2, a; = —x et ap =a # 0 on aura :
/2 n n—j , )
Yn = D, (l’) = Z ( . >(—CL)] In_2j,
j:()n_'] J

ot, {D, ()} la suite des polynémes de Dickson de premiére espéce.

b)yo=1, y1==x, ag=—x etay=a #0 on aura :

Yn = By (z) = [nf (n _.j) (—a)’ "%,

=0~ J
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ou, {E, (x)} la suite des polynomes de Dickson de seconde espéce.

c)y=1, 11 =x, ag = —2x etazg =1 on aura :

[n/2] :

1 on n—7j ne9;
ynzTn<x>=§§:<—1>Jn_.( , )<2x>

ey J J

ou, {T,, (x)} la suite des polynomes de Chebyshev de premiére espéce.

d)yo=1, y1 =2z, ag = —2z et ay =1 on aura :

b= Va5 = 5 (1) (") o,

J=0 J

ou, {U, ()} la suite des polynomes de Chebyshev de seconde espéce.

e)yozl, 1 =2rx—1, ay = —2x et ay =1 on aura :
[n/2] n—j [n/2] n—1—j
j o n—2j j -t n—1-2j
yn—Vn@)—Z(‘”j( j ><2°””> ]—ZH)J( j )(%) B
J=0 J=0

ou, {V,, (x)} la suite des polynomes de Chebyshev de troisiéme espéce.

flyo=1 y1=2x+1, ag = -2z etay =1 on aura :

b= W) =3 (1) (") o [f S G It

= J j

ot, {W, (z)} la suite des polynomes de Chebyshev de quatriéme espéce.

5.3 Polynémes de Bell, polynémes binomiaux et

relations inverses

Dans cette section, on s’éfforce de donner une application du Théoréme 5.1 en
introduisant les suites binomiales ainsi que d’autres résultats. Ceci en choisissant
certain type de fonctions dont les inverses peuvent étre déduites a partir du théoréme

d’inversion de Lagrange et des suites binomiales de forme de celles données par (2.3).

Proposition 5.10 Soient a,« des nombres réels, {f, (a)} une suite binomiale de

polynomes (fo (o) = 1) de fonction génératrice (exponentielle) (F (¢))*, o, (t) =
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oo " "
Z} Iy el yn = [—'] (F (@, (£))". Alors, on a les relations inverses :
=1 "n! n!

= " j—a 1 (a(g — « Sz,
W= G al1 @l D+ @) Buy (@) -

= S e (0= 1) = J0) By ).

n

Preuve. Prenons f (z) = oF (2)* := Y, o nfu-1 (@) x_' dans (5.4). Alors I’équa-
= n!
tion :
t=xF (x)*, on,x=tF(z) "
admet dans un voisinage de zéro, d’apres le théoréeme d’inversion de Lagrange, une

solution unique donnée par :

p=F (1) =3 fur (—n0) fl—n'

Ceci donne, d’apres (5.4), les relations inverses :
Yn = ZFI Jfi-1 (@) Bpj (21,72, ...)
Ty = Zj:l Ji—1 (=j) Buj (41,92, ) -
Pour avoir (5.9), il suffit de considérer la suite binomiale associée a { f,, (z)} et définie
par (2.3). O
Quand on prend f, (o) dans (5.9) 'une des suites binomiales suivantes :

«

", (@), (@)™, n!( >q ou B, () :—iS(n,k)ock,

n

on obtient les relations inverses suivantes :

Corollaire 5.11 Pour a et o des nombres réels, on a les relations inverses :

Pour f, (o) =a" on a :

Yp = ijljoz (a(j—1)4+a) 7 Bu, (v1,72,...)

- ,2 (5.10)
=) ()@l =1) = o) Buj (g, e,
Pour f, (a) = (a), ona:
n ja .
Yp — ) —<a(j —1>+Oé) -1 Bn,j (1'1,55'2,...)
ijla(j—l)—l.—oz -1 (5.11)

W=y % (G =1) = ja) iy Bug (1,2, )
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Pour f, () = (o)™ ona :

_ E " j ; (-1
n — l] 1 (l Bn y 9 PECRR
y j=1 (j 1) ( (.] ) ) 5J (.’L']_ T2 )

=y (P# (a(j—1) = ja) "™ Buj (1,1, ) -

j—1) —Jja

Pour f, () = n! (Z) on a :

q

noy (j - Dla (a G-1)+ a)qu 01, 53,..)

-1+« Jg—1

et —jla a(j—1)—ja
e Zj:l a(—< an,j (Y1, 92, --) -

Jj—1)—ja Jg—1

Pour f, (o) = B, () on a :

_\ aj .
Yn = Zj:l a (] _ 1) + OéBjil (a (.] - 1) =+ CV) Bn,j (l'l,l'g, )

n —jO@ . .
T, = Zj:1 a(—Bj_l (a(j—1)—ja)Bn;(y1,y2,...) -

j—1)—ja
Conséquence 5.12 Pour a =0, a =1 dans (5.11) on obtient :

n n 1
Yn = g A xir,—; avec o= =
" j=o0\j )7 " 2

0= 0 B ),

n— 1
Quand x,, = /2 2 ou T, = 3 ou T, = onrT on obtient lidentité :
n—1 (2 .)' '
By T s+ 1) = (1)

Quand x1 =1, x, = 0 pour tout n > 2, on obtient l’identité :

B (7)) e

j=n—n/?) /
Conséquence 5.13 Pour a =« =1 dans (5.11), on obtient :

Yn = Z ]'Bn,j (I‘l, T, )

J=1

n 1.
Ty = Zj:1 (—1)j ]!Bn,j (yl,’yg, ) y
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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En utilisant Uldentité de Ceralosi, Mauro [25] :

> B, (11,2,0,0,..) = nlF,, n>1,
j=1
alors, poura =a =1, 11 =1, 29 =2 et x, =0 (n > 3) dans (5.11), on obtient :

> (=1 j!By; (11Fy,2!F,..) =0, n>3.

J=1

En utilisant UIdentité de Ceralosi, Mauro [25] :
> iB.;(0,21,3),..) =nlF, 5, n>2,
j=1

alors, pour a =0, a =1, 1 =0, x, =n! (n>2), on obtient :

> (=171 1B (0,21, 31, ) = nl, n>2.

j=1

tan
Proposition 5.14 Soient a un entier > 1, f (t) =t (1 + g xn—'> et sa fonction
n!

n>1

tan
réciproque f{1) (t)y=t (1 + Zyn—') . Alors, on a les relations inverses :
n!

n>1

n

Yn = Z (—1)j (an +j)(j71) B, ; (z1, 22, ...)

7 (5.16)
tn =3 (1) (@ + 1) 1) Br (81, 920 -)
j=1
Preuve. Elle découle du Théoréme F dans [30, p. 151]. O

Conséquence 5.15 Poura=1 et x, =n!, n > 1, on obtient

__t (-1 (py _ b
fO) =7— e f 1(t)—1+t,

c’est a dire y, = (—1)" nl. Les relations (5.16) donnent alors :

S ()

J=1
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et, pour a = 2 et x, = n!, n > 1, on obtient

t 1
F) =1t et SV = o (-1 VIFER),
2n)!
c’est a dire, y, = (—1)" ( ( f)l)“ n =
n !

Les relations (5.16) donnent alors :

>y (?) @Zﬁ) = D (2: >

i=1

Proposition 5.16 Pour r entier > 1, on a les relations inverses :

o B(rJrl)n,nr (1; Ty, T, )

Yn = W((rﬂ)n) ’

T = (n+1) Z;‘Zl Bu, (41,2, ) (=1)" " (nr — 1)

7

Preuve. Poser dans 'ldentité (2.15) k = 1, x; = 1, ensuite remplacer z,, par z,_1.

O



Chapitre 6
Le Théoréme binomial multivarié

Dans ce chapitre, nous proposons une généralisation des résultats données dans [18]
en faisant intervenir les suites binomiales, le Théoréme de Cauchy sur les intégrales

complexes et un opérateur multidimentionnel.

6.1 Introduction

Soit
A=(a;;) (,5=12,..,9). (6.1)
une matrice carrée (d’ordre S) de nombres réels ou complexes, et, pour chaque
i€{l,...,S},soit { £ (x):n € N} une suite de polynémes binomiaux de fonctions

génératrices :
(F ()" =1+ > 7 () o =L (6.2)
k=1 )

Dans la premiére partie de ce travail, nous montrons que pour tous nombres réels

ou complexes oy, ...,ag et x1,...,x5 on a :

> d wt s Fy (x)™ ... (Fg (zg))™"
S S ) ) (s + ) e ) P ) T
= 1l..mg! (1, ..., 5)
(6.3)
5 F (z;)
011, mj == ;aljmi (] == 1, ceey S), A (ZEl, ...,ZL‘5) = det (51] — ZL‘ZFi(—:E:)aU) et
wp = i [(Fy (21))™ .. (Fy (v5))™] ™, i=1,..,8 (6.4)
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et, dans la deuxiéme partie, nous montrons que la formule d’inversion de (6.4) doit

étre :

(8) (-
LUy fm (M1 + air)  fms (Ms + a;s)
_ulE: § ) R D; (my,...,mg), (6.5)

mi1+ ap mg + a;s

m1=0 mg=0
Ofl, DZ' (ml, ey ms) = det ((mk —+ aik) 5kj — mkakj) .
Lorsque f.” (x) = z™ ou £ (z) = (z)™ pour tout 4, les formules (6.3) et (6.4) sont

prouvées dans [17] et [18], voir aussi [40].

6.2 Le Théoréme binomial multivarié

Pour S > 1, nous proposons une preuve basée sur la formule de Cauchy de I'Identité
(6.3).

Théoréme 6.1 Soit A = (a;;: i

i,j=1,2,...,5) une matrice carrée d’ordre S de
nombres réels ou complexes et soit { 75 } une suite de polynomes binomiauz, de
=1,.

fonctions génératrices (F; (t))*, i ., S. Si on pose

— > . F{ (xz)
m; = Zaijmi Gj=1,...,9), A(xy,..,zs)=det ((5@- — xiﬂ—'aij>
et u; = x; [(Fy (21))"" ... (Fs (zg)™$] ™", i=1,..., 5,
alors, pour tout nombres réels ou complexes oy, ...,ag on a :

uptue® (B ()™ . (Fs (xg))™
Z mel (1 + o) . 5 )(m3+as) m1!...njg! - A(xl,...,xsg) =

m1=0 mg=0

(6.6)

Preuve. Soit z = (21, ..., z5) € C°. Considérons les fonctions

wi (2) = 2i/gi (z1,...,2¢8), i=1,...,5.
g grtetms
Si on pose T = Z Z u '(9 s (97" .-.95°),_, » alors, en utilisant
myl..mg! 02 Zg

m1=0 mg=0
la formule de Cauchy, on obtient :

T = SZ Zu / /m1+1 ms+1d1...dz5

27TZ m1=0 mg=0

- 33 [ [ ) e

m10m50
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o1, 7, représente un contour au voisinage de zéro, v, : |z;| = ;. Soit

0 (214 s 25) = (F1, s tg) 1= (gl (2) s (2)) .

21 zs

Pour ¢4, ..., g choisis assez petits, ’application ¢ représente un difféomorfisme.
L’inverse du Jacobien est donné par J~! = t—lt—SA (21,..,25). On a A(z) # 0
pour |z;] < eg;. S

Maintenant, puisque les composantes de la fonction ¢ sont analytiques dans un
voisinage de zéro et chacune d’elles s’annule seulement en zéro, alors il existe S

contours dans un voisinage de zéro 7}, ..., 75 a Uintérieur du domaine délimité par

@ (Y15 7s) tels que :
1 > (F1 (Zl))al (FS (25))as dtl...dtg
T = y ,
(2mi)° IIEDD / / A (21 25) st

ou, 21, ..., zg dans la derniére expression sont fonctions de t4, ..., ts.

D’ot, par la formule de Cauchy, la derniére expression devient :

Ny v ! o pms ((FLGO)™ . (Fs (25 (1)™
r= Z Z ml!...mS!DtI:OMDtSZO ( Az (t), ..., 25 (1)) >

m1=0 mg=0
De plus, le développement de la fonction multivariée :

(Fi (20)™ .. (Fs (25))™
Az (t),...,zs (1))

au point (¢y,...,ts) = (0, ...,0) donné par :

(Fl (Zl))al (FS (ZS)>aS _
. o A(Zl (t),...,zs (t))
Z Z Dy DS ((Fl (z1 (Zf)))al . (Fs (zs (t)))aS) tTl---t’g}S

ti=o" A(z1(t), ...y 25 (1)) mql..mg!

m1=0 mg=0

prouve que :

(F1 (1) ... (Fs (25))™ _ (B (@)™ (Fs (25))™

r= Az ()., 25 (1) =zt = A(z1,...,x5)

U
Conséquence 6.2 i (F (z))" et (G ()" désignent, respectivement, les fonctions
génératrices des suites binomiales { f,, (b)} et {gn (b)} avec F'(0) =G (0) =1 et

w=z(F ()" (Gy) "
v=y(F (@) " (Gy) ",
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Uldentité (6.6) devient :

io: fm (am +bn+ ) g, (em + dn + 3) utot _ (F ()" (C; (1)’

S~ m!n! A(z,y) ’
F’(ﬂﬁ)) < G'(y)) F'(z) G (y
o, A(xry,x9)={1—ax 1—dy — bexy .
e = (- qn F(z) G)
Soit par exemple u = xe=" (1 +1y) " et v =ye ™ (1+y) ", on a alors :
* . ot (1+y) exp(oa)
b d -1 =
m;:()(am—i— n+a)(emtdnt =1 min! 1 —ax—dy+ (ad — cb) zy’

et, pour u = xe Y et v = ye "W ona :

N m o 0" exp (ax + fy)
b d e
W;O(am—i— n+a)™ (em+dn + ) minl 1= az— dy + (ad — cb) 2y

6.3 L’inverse du Théoréme binomial multivarié

Théoréme 6.3 Les fonctions récipoques des fonctions :
wi = x; [(Fy (#1)"" ... (Fg (zs))™5] ", i=1,...,S

sont données par :

U S fm (ml + azl) fT(nS) (mS + aiS)
_ulz Z 7711 . > Dl (mla'-'amS)a

m a m a;
0 gm0 mi + ain s + Qs

i=1,...8,
ot, D; (my, ...,mg) = det (T, + ai) O — mpay;) -

Preuve. Afin de trouver la formule inverse de (6.6), soient hy, ..., hg des fonctions

analytiques dans un voisinage de zéro telles que :
hi(0) =0 et h;(g;(t)) =tg.(t), i=1,..,S
—~(d . tn
wee 0= (R () =3 () 0

n

t
Une telle fonction h; existe car, si h (¢ Zhn . qui satisfait ’équation h (g (t)) =

t?’l,
tg' (t) pour une fonction donnée g (¢ Zgn i alors la suite {h, :n > 1} est

n=1
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n
définie d’une maniére unique par les équations ng, = E hi Bk (91, s Gntt1) -
n=1

Il résulte de [40] que det (6,5 — z;a;;) s’écrit sous la forme :
\V4 (33'1, ,$k) = det (5” — miGij) = ZA (?"1, ...,?"S) 33?...%‘;3, 71, ...,Ts € {O, 1} .

On remarque que V (14} (1) , ..., 2595 (zs)) = A (21, ..., x5) . Posons

Q=V(hi (Day),-yhs (Dag)), o0t D, = 8804- pour i =1,...,S. (6.8)
Pour des fonctions h, g et F' telles que :
FO)=1 ()=l (F(0), h(t) =Y hurr et hlg(t) =14 (1),
on obtient : .
h(Da) (F ()" = 3 Dz [(F (2)°)
6% = h/n n
= (F(z)) ZH (In F (x))
= (F'(2))" h(In F' (z))
— (F (@) o7
= (F'(2))" zg (2)
k" (Da) (F (z))* = (F (2))" [zg' (x)]" pour r € {0,1}. (6.9)
Donc, par utilisation de (6.9), on obtient :
o Fr (@)™ ... (Fs (25))™
A(xy,...,x5)
1 SE .
= N g, 2 Al LT (o) (7))
F1 T o . (Fs (x o 5 NTj
- & A))(azl, (;g() - 7‘1;'514 (r1, ... 7s) H (2595 (2;))
- BB D (o (00). s o)
= (F1 (21))™ ... (Fs (25))™
U@ B @)™ (2 e (g () (6.10)
A (z1,...,x5)
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En appliquant Popérateur 2 aux deux membres de (6.6) et en utilisant (6.10), on

trouve :

(Fy (1)) .. (Fs (w5))* =
M (1) (= (S) j— _
Q (Z Z ml!mmslfml (M1 + aq) ... fmg (Ths + Oés)) 611

m1=0 mg=0

Comme f!) (a) = D™, (F; (t))*, donc par utilisation de (6.9) on obtient :
B (Do) F5 (0 + i) = D (R (Do) (Fy (1))

S (AOIR0)

m;—1
- m; — 1 i __ d .
=m; Z ( j )fvng—l—j (mz + 04z‘) d_yfj(jl (3/)

j=0 y=0

d Y (8) f—
=m; | = Jmi (M + o +
dy (mri-oérf‘yf ( v)

y=0
_ mzfr(f) (M + ;)

m; + o
et quand on remplace la derniére expression dans (6.11) on trouve :

(Fy (22))™ .. (Fs ()™

0o 0o S ;
TR T . Sy, m; "
- Zzwil—sf,%f (M1 + ) . f5) (mg—l—ozS)ZA(rl,..,rS) (_. )
i=1

’

m1=0 mg=0 1 mS' m; + (07
> ™ s . . m mg
= ZZ%JCSE (M1 + 1) . f) (s + ag) V | ———, .., —
=0 ms_oml....ms. my + o mg + &g
00 0o m m 1) — S) f—
_ Z Z Uq 1,..u55 f'r(nl) (ml -+ C(l) fr(ns) (ms + OéS)D (ml mS)
. ' . s e ,

ml....mg! my + o mg + Qg

(Fy (21))™ ... (Fs (25))™ =

X0 & s fY) () S (s + o) (6.12)
ZZ — — D (myq,...,mg),
mql..mg! T+ oy Mg + Qg
m1=0 mg=0
Oﬂ, D (ml, ceey mg) = det ((ml + Oél') 51']‘ — miaij) .
Pour tout i =1, ..., 5, le choix de a; = a;; (j =1, ..., 5) dans (6.12) donne :
(F1 (z1))™" o (Fs (25))"" =
(6.13)

PP S food (4 an)  fo (s +ais) py
.- % 1,
mll.

I — . — ...,mg)
..mg: my + a; mgs + a;g

m1=0 mg=0
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D’ou, (6.7) découle en remplacant dans (6.13) u; (Fy (x1))"" ... (Fs (xs))"* par.a;.
U

Corollaire 6.4 Awvec les notations ci-dessus, si on pose :

a:= (a1, .,as), B:=(B1,.Bs), a+pB:=(a1+p,..as+Bs),

W+ o) ) (s + as) D (my, ..., mg)

Amse.ms (2) = mi+a; g+ ag my!..mg! el (6.14)
Bm1 ..... mg (Q) = mfr(nll) (m1 + 041) fr(ﬁ? (ms + Ozs)
on aura :
my mg
Z ZAH ----- rs (Oz) Am1—7"1 ----- mg—rs (ﬁ) Aml ----- ms (a +ﬁ) et
r71n:10 rg;o (6.15)

Z Z Bml ..... mgs (Q) uTl'“ug}S - (Fl (IZ):;;;:.('%S(;:S))Qna (616)

m1=0 mg=0

et de (6.12) on obtient :

DD A (@) u g = (Fy (11))™ . (Fs (25))"% . (6.17)

m1=0 mg=0

Donc de la derniere identité et I’égalité suivante :

(Fj ()"

S S
=1

S
[T @& @)% =] (F ()™ |

Jj=1 Jj=1 J

on obtient la premiere Identité de (6.15), et de (6.16), (6.17) et Iidentité suivante :

obtient la seconde Identité de (6.15). O



Chapitre 7

Polynémes de Bell, partitions d’un

entier et convexité

On donne, dans ce chapitre, quelques résultats concernant la convexité du nombre
(total) de partitions et le nombre de partitions en k parts d’un entier n, et d’autres
exprimant leurs liens avec les polynémes de Bell. Ce chapitre a fait 'objet de la

référence [15].

7.1 Introduction

Une partition d’un entier n en k parts, £ = 1,...,n, est une solution entiére du
systeme :

n=ny+..+ng avec ny > ..>np>letn>k.
Pour £ =1, ...,n, soient

p(n,k) le nombre de toutes les partitions d’un entier n en k parts,
p(n)  le nombre de toutes les partitions d’un entier n, et,
a (n,k) le nombre de toutes les solutions entiéres du systéme

n=mny+2ns+ ...+ kng, ny1>0,....,n,>0etn>0.

Par définition de p (n), on trouve :

p(n):Zp(n,k):Zp(n,k‘), p(n,k) =0 pour k>n+1.
k=1 k=1

85
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Des résultats traitant ’ensemble des partitions d’un entier, sont aussi contenus dans
[14], [16], [46], [47], [69], [74].
Les principaux résultats dont nous avons besoin dans la suite de ce travail sont

donnés par :
pn,k)=a(n—kk) et a(nk)=a(nk—1)+a(n—kk). (7.1)
En utilisant la deuxiéme relation de récurrence de (7.1), on obtient :
p(n,k)=a(n,k)—a(n,k—1) et p(n)=a(n,n). (7.2)

Il est bien connu, voir [69], que la fonction génératrice (ordinaire) associée aux

nombres {a (n,k);n > 0} s’exprime comme suit :

1
G =g ma—m =y FIst (7.3)

On déduit en vertu de la relation (7.2) que la fonction génératrice associée aux

nombres p (n, k) s’exprime comme suit :

Zk

e (2) = (1—2)(1—22)...(1—2zk) |

<1 (7.4)

Ainsi, il est connu que la fonction génératrice associée a la suite {p (n)} est donnée

par
1

[Ta-=2)

jz1

|z| < 1.

g(@) =1+ pn)=" =

7.2 Nombres de partitions d’un entier et poly-

noémes de Bell

Si on note, respectivement, par :
dy=) i et dy(k)= Y i
it iln it in, i<k

la somme des diviseurs d’un entier n, et la somme des diviseurs de n qui sont

inférieurs ou égaux a k, on aura :
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Théoréme 7.1 On a :

nlp(n) = A, (0ldy, ..., (n — 1)Id,,) et

(=Dl = 3" (177 (= DB (U (1),29(2), ),
et on a aussi :

nlp(n+k, k) = A, (0ldy (k),...,(n — 1)ld, (k) et

(n—1)dy (k) =S (=177 (= D)!Buy (Up (k + 1, k), 2ip (k +2,k) , ..)

J=1

Preuve. Soit i (z) :==1In(g(z)), |z] < 1. On a alors :

E —E a,z" avec
i,j=1 1 n=1
Y=t
7 n’

i i|n

>
—~
¥
I
|
<l
T8
=3
—~
[S—
|
N
<
I

c’est a dire 1 + g ~ p(n) 2" = exp < g ~ a z") .Ceci montre, par définition des
n=1 n=1 " ’
polynoémes complets de Bell, que :

n

o0 o) s
1+ pn)z"=1+> An(l!al,...,n!%)F
n=1 n=1 :

et cette identité montre le premier résultat du théoréme.

D’apres (7.4), pour k fixé, la fonction génératrice associée a la suite {p (n + k, k)}
est donnée par :

[e.9]

g (2) =14+ pn+kk)z"

n=1

1
(1 —2)(1—22) ... (1 —2F)’

Soit hg (2) :==1n(gx (2)), |2] < 1. On a alors :

hi (z) = — Zk_ (1—29) Zj ) Zjol Z; ZZO | On (k) 2", avec

|z| < 1.

J: jln, §<k

C’est a dire 1 + Zilp (n+k,k)z" = exp (ZOO a, (k) z”) :

n=1
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Ceci montre, par définition des polynémes complets de Bell, que :

1—1—2]9 (n+k,k)z —1—|—ZA (Llay (k ..,n!an(k;))%,

n=1

et cette identité montre le second résultat du théoréme.

Les inversions s’obtiennent en utilisant le Corollaire 5.2. O

Corollaire 7.2 Pour n,k entiers non-négatifs, on a :

p2n+kn+k)=p(n).

Preuve. Pour £ > n, on a bien d, (k) = d,. Donc, d’aprés le Théoréme 7.1, on

obtient p (n + k, k) = p(n). Le corollaire découle en remplagant k par n + k. OJ
Corollaire 7.3 Pour n,k entiers, n >k >0, on a :

Zd]p n—j)=mnp(n) et Zd pn—74,k)=n—-k)pnk),
avec p(0,0) = p(0) = 1.

Preuve. Quand on remplace a; par (j — 1)!d; ou par dans (j — 1)!d; (k) I'ldentité
(1.9) donnée par :

n

ny .
Z(j)jaJA" _j(a1,aq,...) =nA, (a1,as, ...),

j=1

ensuite on utilise le Théoréme 7.1, on obtient les relations récurrentes ci-dessus. [

7.3 Converxité des suites {p(n)} et {p(n,k)}

Les résultats suivants portent sur la convexité de quelques suites relatives aux

partitions d’un entier, voir [15] et [16].

Théoréme 7.4 La suite {p (n)} est conveze, c’est a dire :

pn+1)—2p(n)+pn—-1)>0, n>2. (7.5)
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Preuve. Soient P (n) 'ensemble des partitions de n de cardinalité p (n), et, P’ (n)
I’ensemble des partitions de n dont les parts sont toutes supérieures ou égales a 2 et
de cardinalité p’ (n).

On peut vérifier facilement que :
pPin+1l)=pm)+pn+1).

Il suffit de partitionner I’ensemble des partitions de n + 1 en deux classes, celle-
ci correspond a P’ (n+ 1) et la classe du reste des partitions qui admettent au
moins une part égale a 1, celle-ci est de cardinalité p(n) (on peut correspondre

bijectivement cette classe & P (n) en omettant une part égale a 1). De plus,
p'(n)<p(n+1).

11 suffit d’injecter P’ (n) dans P’ (n + 1) en ajoutant la plus grande part d’une par-

tition de P’ (n) le nombre 1. Donc,
p(n+1)—2p(n)+pn—1)=p'(n+1)—p (n) >0.
0
Théoréme 7.5 Pourn > 2 et k > 7 la suite {a (n,k)} est convexe par rapport &
n, c’est a dire :
a(n,k)—2a(n—1,k)+a(n—2,k) >0, n>2, k>T. (7.6)
Preuve. Posons v, (k) =a(n,k) —2a(n —1,k)+a(n—2,k).

On peut sans nuire a la généralité supposer que n > k, car sinon, en vertu du

Théoréme 7.4, on a :
vn (k) = p(n) = 2p(n— 1)+ p(n —2) > 0.

Pour k fixé, la fonction génératrice (ordinaire) associée a la suite {v, (k)} est alors

donnée par :
(1-2)°
(1—2)(1—22)...(1—2zk)

et satisfait & la relation de récurrence :

2| <1

1

hk(z)zl—zk

hk—l (Z) .
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Cette derniére relation prouve que :

, 1 si k divise j
E ag (j)vn—; (k—1) avec oy (j) = ' o (1)
0 si k ne divise pas j.

Montrons que v, (7) > 0 pour tout n > 8.

La décomposition en éléments simple de la fonction génératrice associée a la suite

{v, (7)} est :

o L L 1 1 4T 1 16l 1 16051 1
Z) = —— —
’ 5040 (1 — 2)° ' 480 (1 — 2)*  4320(1 — »)® 4320 (1 —2)® ' 1728001 — 2

+1 1 +23 1 +7131
192 (14 2)°  384(1+2)° 2304142

1(24+2)(1—-27% 1 (21—-22)(1—2)
54 (1—23)2 +r‘8 1—28

1 (2—z+22—2z3)(1—z)+1(1—,2)2

25 1—2° 71— 27
1 (1-22)(1+2)

36 1+ 23

1 z

161 + 22"

En effectuant une minoration de chaque coefficient de 2", dans le développement en

série entiere des fonctions ci-dessus (les fonctions qui compose hz (z)), on trouve :

(7) > Loy Dy 0 2 ) L (s e 1) o
un (D)2 ge (g™ T + 53" T " o\ T T
AT Ly 2 ) By 2L L e
320 \2" T3 4320 172800 192 \2" T2
23 713 2 23 1 1 3 1
_ 2 1) - =2 2 =2 - 9 — 2 il
TR A e VR R T A L U R TR T
c’est a dire :
(7)) > 4 4 5293 1 63002 — 34360 — 121567
v()_120960(n—|— n® + 630n n ),

ou d’une fagon équivalente :

>
un (7) 2 150960

et ceci montre que :

(720 + 34624 (n — 11) + 3072 (n — 11)> + 96 (n — 11)° + (n — 11)*)

v, (7) > 0 pour tout n > 11.



Polynémes multivariés de Bell et polynémes de type binomial.....M. Mihoubi ~ 91

Pour n =8, 9 ou 10, on a :

hr(2)=1—2+ 22+ 24 +220 4228+ 29 4 3219 + 211 + O (2'?), ce qui donne :
Vg (7)22, Vg (7):1 et V10 (7):3

Maintenant supposons que v, (j) > 0 pour 7 < j < k—1 et montrons que v, (k) > 0.
D’apres (7.7), on a d’une part :

un (k) =
ag(n) —ap(n—1)+arg(n—k—1) v (K —1)

n—2 .
+ ijo, iy O (7)) Un—j (E—1).

Donc, d’aprées 'hypothése de 'induction, on a :

vp (k) > ag(n) —ar(n—1)+ar(n—Fk—1) v (B—1). (7.8)

D’apres la deuxiéme relation de (7.1), on a d’autre part :
U (k) = v (B = 1) + v (k).

Donc,
Uk+1(/{?—1) :Uk+1(/{3—2)+7j2(/€—1) :Uk+1(l{3—2)+1.

Si k —2 > 7 alors vg1 (K —2) > 0, d’aprés 'hypothése de I'inductioin.
Si k—2 =06 alors vg1 (K —2) = vy (6) = 0.
Ceci montre que vg 1 (k—1) =vp1 (E—2)+1> 1.

Par conséquent, 'inégalité (7.8) entraine
vy (k) > ar(n) —ap(n—1)+ar(n—k—1).

Or,onaag(n)—ax(n—1)4ar(n—k—1) =ax(n), donc v, (k) > ay(n) >0. O

Remarque 7.6 On peut démontrer que v, (5) > 0 (VYn > 2) de la méme maniére
que pour v, (7) >0, (Vn > 2).

On peut aussi démontrer que v, (6) > 2 (VYn>2, n#7 et n# 13).

Les décompositions en éléments simple des fonctions génératrices associées aux suites

{vn (5)} et {v, (6)} sont données par :

he ()= ——~+ 41 b 591
1201 -2 T 24(1-2)? 28812
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1 11 1 11—z 1(1—-2)7° 1(1-2)?
16 5T 25 +3 519 3 F 5
16(1+2)?% 321+z 81+22 91-23 51—z
e (2) L1 1 1 17 1 8 1
)= — _— _— _—
‘ 720 (1—2)' T 96(1—2)°  432(1—2)® 8641z
Sl 11 89 1 11—
96(1+z)3 12(1—1—2)2 2881 +2z 5H51—2°
1 (17-132)(1—2) 1 (1—-2) 11—z 1(1+2)?
108 1—23 18(1—23)> 161422 36 1+2°°

Corollaire 7.7 Pourn > k+2 et k > 7 la suite {a (n,k)} est convexe par rapport

an, c’est a dire :
pn,k)—2p(n—1,k)+p(n—2,k) >0, n>k+2, k>T. (7.9)
Preuve. D’aprés (7.1), on a p (n, k) = a(n — k, k), donc,

p(n,k)—2p(n—1,k)+p(n—2,k)=a(n—k,k)—2a(n—k—1,k)+a(n—k —2,k)

et le résultat du corollaire s’en déduit immédiatement, en utilisant le Théoréme 7.5.

O



Chapitre 8

Une récurrence généralisée pour

les polynémes de Bell

Etant donné B, (z) le n®™¢ polynome de Bell d'une seule variable, il est bien connu

que B, admet des coordonnées entieres spécifiques dans les deux bases {z'},_,

cients binomiaux. Notre objectif est de prouver que, pour r + s = n, la suite
{2 By (%)} j=o0,...r est une famille (anti-diagonal) de 1’espace vectoriel formé par les
k=0,...,s

polynodmes @ [x] pour laquelle B,, admet un coefficient de récurrence binomial. Ce

chapitre a fait Pobjet de la référence [10].

8.1 Introduction et résultat obtenu

Dans [6] et [7] H. Belbachir et F. Bencherif ont établi que les polynomes de Cheby-
shev du premier et de seconde espéce; et plus généralement les polyndémes bivariés
associés a des suites récurrentes d’ordre deux, incluant les polynémes de Jacobsthal,
les polynomes de Vieta, les polyndémes de Morgan-Voyce et autres; admettent des
coordonnées entiéres remarquables dans une base spécifique. Que peut-on dire pour

les polynomes de Bell & une seule variable ?

Les polynomes de Bell {B,, (7)},,-, sont définis par leur fonction génératrice :

ZBn (x)Z—T: =exp (z (' — 1)) .

n>0

93
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IIs satisfont aussi :

B, () = exp (—x) Z ZZ—':U’

I est bien connu que B, (z) admet des coordonnées entiéres dans les deux bases
{'}ico, et {2 Bi (7))}, . En effet,

..........

~~~~~
.....

famille (anti-diagonal) de espace vectoriel forme par les polynémes Q [X ] pour
laquelle B, () admet un coefficient de récurrence binomial. Lorsque s = 0, on

obtient la premiére expression, et lorsque r = 1, on obtient la seconde.

Théoréme 8.1 Sin = s+r alors B, () s’écrit dans la famille {27 By, ()}, comme

=Y >t () B, (81)

k=0 j=0

suit :

Une conséquence immédiate de ce théoréme est que si on choisit x = 1, alors on

déduit la récurrence généralisée de Spivey sur les nombres de Bell, voir [67].

Corollaire 8.2 Les nombres de Bell satisfont la relation récurrente suivante :

Byy, = ZZ] S (r, 4) ( )

k=0 5=0
8.2 Preuve du résultat obtenu

De [30, p. 157] on a :

&E ZS r )y TF9 (y) avecy =xy -z (r>1).

’S

Soit F' (y) :=exp (y) Bs (y) = > ey Z,—'yi, avec s est un entier non-négatif, on obtient :
il

JIFE(y) o i ;
yal'l"'aﬂjr - yaxl..‘axr (ZZJ(xl.x’r’)>

= exp (y) Borr (v),
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on a ainsi :

IFW N )
e el ;S(T,J)yF (%)

= Y Sy (Z g t!j)syi)

j=0 =0
S T o0 k
- Yy ()s (r.5) 5y (Z ZZ—,yZ)
k=0 j=0 i=0

I"F (y)

—8351... 0. on déduit :

Alors a partir des deux expressions de y

Bor (y) =) > (Z)S(m’)jskm (y), >0 et r>1.  (82)

k=0 j=0

On peut vérifier Pexpression donnée par (8.1) est vraie pour r = 0 et, pour r > 1,

on prend z; := z et 9 = ... = x, = 1 dans la relation (8.2).



Conclusion et Perspectives

Dans ce document, nous avons étudié les propriétés des suites binomiales en rapport
avec les polyndémes de Bell. Des relations intéressantes ont été établies dans le but
d’enrichir les résultats concernant les polynémes de Bell en proposant de nouvelles
identités, des relations récurrentes, des combinaisons entres les polynémes partiels
et complets de Bell et des connexions avec les variables aléatoires. Tous ces résultats

étaient 'objet du deuxiéme chapitre.

Un autre type de connexions a été introduit dans cette these, il concerne les
connexions entre les dérivées successives des fonctions d’une suite binomiale et les
polynoémes de Bell. Ce type de connexion a fait ’objet du troisiéme chapitre. Les
résultats obtenus ont conduit a introduire de nouvelles identités concernant les po-

lynomes de Bell.

D’autres applications de ces résultats sont donnés sur les congruences et relations

inverses, qui ont fait I’objet de deux chapitres.

A travers ces chapitres, on peut réaliser a quel point les polynémes de Bell peuvent
étre usiter pour résoudre ou exprimer plusieurs concepts mathématiques et combi-
natoires. L’une des applications est le domaine des probabilités, voir par exemple
[55], [56], [57] et [58].

Certainement, il est important de regarder comment on peut exploiter les poly-

nomes de Bell dans d’autres applications.

Parmi les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu’on souhaite les

aborder pour ’avenir on y trouve :

— Les travaux de Pitman, voir [55] et [56], nous laisse voir 'importance de ces
résultats sur les distributions associées aux partitions de Gibbs et sur les pro-

cessus aléatoires, tels que le processus de Poisson, le processus de Markov, les
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processus de fragmentation et de congulation et autres. Ces applications peuvent,
peut-étre, a 'origine d’un chantier vierge plein de problémes intéressants.

— Des applications dans d’autres domaines peuvent présenter de nouvelles perspec-
tives comme les équations de Yule-Walker, les équations différentielles ordinaires
(séries hypergéométriques), I'informatique (I’algorithmique et le calcul formel)

et la physique mathématique (théorie quantique des champs)..
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