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Introduction

La théorie des graphes a eu un développement bien étrange, d’abord apparue sous forme
de curiosité mathématiques les ponts de Konigsberg, puis devenue un outil pour 1’étude des
circuits électriques (Kirchhoff). Elle a été utilisée par la chimie (Modélisation des struc-
tures), la psychosociologie et 1’économie avant méme d’avoir été constituée. Un important
effort de synthese a été opéré en particulier par Claude Berge. Son ouvrage Théorie des
graphes et ses applications publié en 1958 marque sans doute I’avenement de 1’ere moderne
de la théorie des graphes par l'introduction d’une théorie des graphes unifiée et abstraite
rassemblant de nombreux résultats épars dans la littérature. Depuis, cette théorie a pris
sa place, en subissant de tres nombreux développement essentiellement dus a I'apparition
des calculateurs, au sein d’un ensemble plus vaste d’outils et méthodes généralement re-

groupées sous 'appellation Recherche Opérationnelle ou Mathématiques Discretes.

L’hypercube a suscité de nombreuses études engendrant une literature tres dense aussi
bien en mathématiques discretes qu’en informatique. Cet intérét, sans cesse croissant, est
largement motivé par I'utilisation de sa structure dans de nombreux domaines (Architec-
tures paralleles, transfert de 'information, décision multicritere, théorie des codes, etc.). Il
demeure encore le centre d’intérét de plusieurs travaux récents focalisés sur la maniere de
caractériser les graphes comme étant des sous-graphes de 'hypercube (probleme de plon-
gement de graphes dans I'hypercube). Ce probleme est tres étudié en théorie des graphes.
En effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer les conditions (nécessaires
et/ ou suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous-graphe de 'hypercube @,,. Une
classe importante a étudier est celle des arbres dans I'hypercube. Cette importance résulte

de T'utilisation de ces arbres dans plusieurs domaines, a savoir : Informatique, Sciences
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Sociales, Recherche Opérationnelle, Théorie des réseaux électriques, etc.

Il a été démontré que tous les arbres sont plongeables dans I'hypercube @, [25]. Le
probleme consiste a trouver la plus petite dimension de [’hypercube dans lequel un arbre
donné T y est plongeable. On parle alors d’hypercube optimal et de la dimension cubique
de l'arbre T notée dim(T). Ce probléme a été traité par plusieurs auteurs, citons : Ha-
vel [36, 37, 35, 38, 40, 41], Harary [29, 30, 31, 33, 32|, Kobeissi [56, 57, 58], Berrachedi [9],
Nebesky [64, 65, 66], Choudum [18, 19], Dvorédk [24, 23], etc. Leurs travaux ont permis de
caractériser certaines classes d’arbres de dimensions cubiques déterminées. Cette these est
développée en cinqg chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux rappels et aux notations essentielles, il comporte les
concepts de base nécessaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de I’hypercube et ses caractéristiques.
Nous présentons aussi dans ce chapitre la définition de plongement de graphe dans 1’hy-
percube et ses quelques parametres usuels. Enfin, nous donnons les conditions nécessaires
et/ ou suffisantes pour lesquelles un graphe donné y est plongeable dans 1'hypercube,
ainsi que la définition de la C,-valuation spécifique aux arbres, qui est importante dans la
détermination de la dimension cubique.

Le troisieme chapitre s’intéresse a certaines classes d’arbres plongeables dans I’hypercube.
Nous commencons par ’arbre binaire complet D,,, puis nous présentons des résultats de
plongement sur certaines classes d’arbres obtenus par transformation des arbres binaires.
Nous donnons par la suite la conjecture de Ivan Havel [35] sur les arbres binaires équilibrés
ayant 2" sommets. Pour vérifier que les étoiles et les doubles quasi-étoiles sont plongeables
dans I’hypercube nous présentons les M D-graphes comme étant des sous-graphes de 1'hy-
percube de dimension donnée.

Dans le quatrieme chapitre nous introduisons quelques nouvelles classes d’arbres obtenus
a partir de I'arbre binaire complet D,, en donnant leurs dimensions cubiques. Par la suite
nous avons introduit trois nouvelles classes d’arbres binaires équilibrés pour lesquels la
conjecture de Ivan Havel est vérifiée. Enfin, nous avons réussi a donner toutes les familles
des arbres binaires obtenus par la double subdivision de ’arbre binaire complet a double
racines 1571 et nous avons montré que dans le cas équilibré ces arbres vérifient la conjecture

de Ivan Havel [35].
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Dans le cinquieme chapitre nous présentons des criteres de plongement optimal de tous les
arbres obtenus d'une maniere recursive dans l’hypercube. Ces critere recouvrent également
les plongements de certaines classes d’arbres binaires pour lesquels la dimension cubique

est connue.



Chapitre 1
Définitions de base et notations

On donne dans ce premier chapitre, les définitions classiques de la théorie des graphes
ainsi que les conventions de notations, qui permettent a ce document d’étre auto-contenu.
On adoptera la terminologie de Berge [7]. D’autres définitions peuvent étre retrouvées avec

plus de détails dans [12, 21, 62, 63]

1.1 Graphes

Définition 1.1.1. Un graphe non orienté G (ou plus simplement graphe) est un couple
d’ensembles finis (V(G), E(G)) ou E(G) est constitué de paires (non ordonnées) de V (G).
Les éléments de V(G) sont appelés sommets de G et ceux de E(G) arétes de G. Si aucune
confusion n’est possible on note V' au lieu de V(G) et E au lieu de F(G). On utilisera
les notations simplifiées uv ou vu pour l'aréte {u, v}. Une aréte de type uu est appelée
boucle de G. L’ordre d'un graphe est le cardinal de son ensemble de sommets, noté |V (G)].
Si e = uv est une aréte de G on dit que u et v sont voisins dans G et qu’il forment les
extrémités de e. Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité en commune.
On définit le voisinage d'un sommet u dans un graphe G comme ’ensemble de ses voisins,
on le note Ng(u) ou N(u) s’il n’existe pas d’ambiguité sur le graphe considéré. Le degré
d’un sommet u dans G, noté dg(u) est le cardinal de Ng(u), avec le maximum des degrés
des sommets de G est noté par A(G) et le minimum des degrés des sommets de G est
noté par 0(G). Un sommet de degré 0 est dit sommet isolé et un sommet de degré 1 est
dit sommet pendant. Si tous les sommets ont le méme degré, on dira que le graphe G est
réqulier et si A(G) = §(G), alors G est dit A(G)-régulier. Un exemple d’'un graphe a 8

sommets et 9 arétes est montré dans la Figure 1.1.

11
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h

Fi1c. 1.1 — Exemple d’un graphe a 8 sommets et 9 arétes

Le graphe complémentaire de G, noté G, est le graphe dont I’ensemble de sommets
est V(G) et deux sommets distincts de G sont adjacents si et seulement s’ils ne sont
pas adjacents dans G. On dit qu'un graphe H = (W(H), F(H)) est un sous-graphe de
G = (V(G),E(G)) st W(H) C V(G) et F(H) C E(G). Le sous-graphe, noté G[IW],
ayant W (H) comme ensemble de sommets et toutes les arétes de G contenues dans W (H)
comme ensemble d’arétes est appelé sous-graphe de G induit par W(H). Dans le cas ou
W(H)=V(G) et F(H) C E(G), H= (W(H),F(H)) est appelé graphe partiel de G. (H

peut étre vu comme étant le graphe obtenu en supprimant certaines arétes de G).

1.1.1 Chaines et Cycles

On appelle chaine entre deux sommets u et v d'un graphe G, une suite de sommets
Uy, ..., ur, dont deux consécutifs sont adjacents, avec u; = w et up = v. Une chaine qui
n’utilise pas deux fois le méme sommet est dite élémentaire et une chaine qui n’utilise pas
deux fois la méme aréte est dite simple. Une chaine élémentaire est donc une chaine simple.
Une chaine simple dont les extrémités initiale et finale sont confondues est appelée cycle.
Une chaine utilisant tous les sommets de G (respectivement. Un cycle utilisant tous les
sommets de G) une et une seule fois est appelée chaine Hamiltonienne (respectivement.

Cycle Hamiltonien). La longueur d’une chaine est donnée par le nombre des ses arétes.
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1.1.2 Connexité dans les graphes

Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit connexe si pour toute paire de sommets (u,v) de
V(G) x V(G), il existe une chaine reliant u et v.

1.1.3 Couplage

Un couplage d'un graphe G = (V(G), E(G)) est un sous-ensemble d’arétes M C E(G),
tel que deux arétes quelconques de M ne sont pas adjacentes. Un sommet u est dit saturé
par le couplage M, s’il existe une aréte de M incidente a u. Dans le cas contraire, u est dit
insaturé. Un couplage qui sature tous les sommets de G est appelé couplage parfait. Un

couplage M est dit maximum si pour tout couplage M’ de G ona | M |>| M'|.

1.2 Opérations classiques sur les graphes

Plusieurs opérations courantes permettent de construire a partir de deux graphes d’autres

graphes. Commencons par les plus simples.

1.2.1 Somme Cartésienne de deux graphes

Etant donnés deux graphes G = (V(Q),E(G)) et H = (V(H),E(H)), la somme
Cartésienne de G avec H, notée GLIH, est le graphe défini sur ’ensemble de sommets
V(G) x V(H) tel que deux sommets (u,u’) et (v,v’) sont adjacents si et seulement si
(u=wvetudv € E(H)) ou (W = et uv € E(G)). La Figure 1.2 montre la somme
Cartésienne H = C,L1K,.

10 11 1 101 111

Fi1G. 1.2 — Somme Cartésienne H = C4,[1K5
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Il est a noter que le graphe GOH possede | V(G) | x | V(H) | sommets et
| V(G) | x |E(H) |+ | V(H) | x| E(G) | arétes.

1.2.2 Produit Cartésien de deux graphes

Etant donnés deux graphes G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)), le produit
Cartésien de G par H, noté G x H, est le graphe défini sur '’ensemble de sommets
V(G) x V(H) tel que deux sommets (u,u’) et (v,v’) sont adjacents si et seulement si

wv € E(G) et w'v' € E(H). La Figure 1.3 montre le produit Cartésien K = G; X Gs.

1a 24 3a 4a

Fi1G. 1.3 — Produit cartésien K = G X G

1.2.3 Subdivisions de graphes

En remplagant les arétes d'un graphe G = (V(G), E(G)) par des chaines disjointes
intérieurement, on obtient une subdivision de G. Une subdivision d’une aréte uv du graphe
G est le remplacement de cette aréte par une chaine u = wg, u1, ..., up—1, 4, = v, OU les u;

sont les nouveaux sommets insérés sur 'aréte uv pour tout ¢ € {1,2,...,p — 1}.

1.2.4 Morphismes de graphes

Soient G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)) deux graphes. Un homomorphisme
de G dans H est une application f de V(G) dans V(H), telle que pour toute aréte uv de
G on a f(u)f(v) est une aréte de H, c’est a dire (V(u,v) € V(G) x V(G),uww € E(G) =
f(u)f(v) € E(H)). La Figure 1.4 montre ’homomorphisme de G dans H.
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a b f@a) f(b)

SN

C d f f(d)
G © 4

Fi1G. 1.4 — Homomorphisme de GG dans H

1.2.5 Isomorphismes

Deux graphes G = (V(G),E(G)) et H = (V(H),E(H)) sont dits isomorphes si et
seulement si il existe une application bijective ¢ : V(G) — V(H) qui vérifie la condition

suivante :

w € E(G) & p(u)p(v) € E(H).

Ceci signifie aussi que ¢ est un morphisme et ¢! est un morphisme. Un isomorphisme
de G dans lui méme est appelé Isomorphisme intérieur ou bien automorphisme. On voit
facilement dans la Figure 1.5(a), que lapplication f de V(G;) dans V(G3), telles que
f(1) =0, f(2) =aet f(3) = c. [ présente bien un homomorphisme, mais on ne peut pas
trouver un homomorphisme g de V(Gy) dans V(G4). Donc f n’est pas un isomorphisme,
par contre dans la Figure 1.5(b), Uapplication ¢ de V(G) dans V(H), telles que t(a) = 1,
t(b) = 6, t(c) = 8, t(d) = 3, t(e) =5, t(f) = 2, t(g) = 4 et t(h) = 7 montre que G et H

sont isomorphes.
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1 b
/\ | f A.
2 G, 3 a G, C

(a) Homomorphisme de G; dans Go

b f
o
c 9
d h 4
G

(b) Isomorphisme entre G et H

2

i\‘ I

w

H

Fi1G. 1.5 — Homomorphisme de GG dans G5 et isomorphisme de G dans H

1.2.6 Homéomorphismes

Une Application f de G = (V(G), E(G)) dans H = (V(H), E(H)) est dite homéomorphisme,
si f est un homomorphisme tel que pour tout aréte uv € E(H), f~'({u,v}) est une chaine
dans GG. Dans ce cas GG est dit homéomorphe a H, on dira aussi que G est une subdivision

de H.

Définition 1.2.1. Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit sommet transitif si pour toute
paire de sommets u, v € V(G) il existe un automorphisme ¢ de G, tel que p(u) = v.
Si pour toute paire d’arétes uv, u'v’ € E(G) il existe un automorphisme ¢ de G, tel que

{(u),y(v)} = {u/,v'} on dira que le graphe G est aréte transitif.

1.3 Distances et intervalles dans les graphes

1.3.1 Distances dans les graphes

Etant donné deux sommets u et v d'un graphe G = (V(G), E(G)). On appelle distance

entre u et v, la longueur d’une plus courte (u, v)-chaine (en terme de nombre d’arétes) qui
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les relies et on la note par dg(u,v) (ou d(u,v) s’il n’y a pas de confusion). Une telle chaine

s’appelle géodésique.

e L’excentricité d'un sommet u notée eg(u) (ou e(u) s'il n’y a pas de confusion) est le
nombre suivent :

= d .
eq(u) max c(u,v)

Le diametre de G noté D(G) (ou D s’il n’y pas de confusion) est la plus grande excen-
tricité :

D(G) = uglva(g)[e(w]-

Un sommet u € V(G) est dit diamétral de v € V(G) si dg(u,v) = D(G). Si chaque

sommet de G admet un unique sommet diamétral, on dira que G est diamétral.

Le rayon de G noté R(G) (ou R s’il n’y pas de confusion) est la plus petite excentricité :

R(G) = min fe(u)

Le centre de G est ’ensemble des sommets de G dont ’excentricité est égale au rayon.

La distance entre deux arétes ujv; et ugvy dans un graphe G = (V(G), E(G)) est définie

par :
de(uyvy, ugve) = min{dg(uy, uz), dg(uy, v2), dg(vi, ug), dg(vy, v2) }.

1.3.2 Intervalles

L’intervalle I (u,v) (ou I(u,v) s’il n’y pas de confusion) c’est 'ensemble des sommets
de G appartenant aux plus courtes (u,v)-chaine. Ig(u,v) = {w € V(G)}, avec w est sur

une plus courte (u,v)-chaine. Trivialement, un sommet w € I(u,v) si et seulement si :
dg(U, U)) + dG(w7 U) = dG’(ua U)‘

Les propositions suivantes sont données par Mulder [62]
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Proposition 1.3.1. [62/

Soient u et v deux sommets d’un graphe G. Alors :

~

u,v € Ig(u,v).

2. Ig(u,v) = Ig(v,u).

3. Stw € Ig(u,v), alors Ig(u,w) C Ig(u,v).

4. Stw € Ig(u,v), alors Ig(u,w) N Ig(w,v) = {w}.

5. Siw € Ig(u,v) et z € Ig(u,w), alors w € I5(z,v).
Proposition 1.3.2. [62/
Pour tout triplet u, v et w d’un graphe G, il existe un sommet z € Ig(u,w) N Ig(u,v), tel
que

Ig(z,w) N Ig(z,v) = {z}.

Proposition 1.3.3. [62/

Soient u,v,w et z quatre sommets d’un graphe G. z est l'unique sommet de Ig(u,w) N

Ic(u,v), tel que Ig(z,w)N1g(z,v) = {z} si est seulement si Ig(u,w) N Ig(u,v) = Ig(u, 2).

1.3.3 Décomposition en niveaux a partir d’un sommet

On appelle décomposition en niveaux (couches) a partir d’'un sommet donné u la parti-
tion de V(G) en No(u), N1(u), Na(u), ..., Neqy (1), tel que N;(u) est I'ensemble des sommets
de V(@) qui sont & distance i de u et on écrit N;(u) = {v € V(G)/dg(u,v) =i, avec €
{0,1,...,e(u)}}. La Figure 1.6 montre la décomposition en niveaux du graphe G a partir

du sommet 1.

F1G. 1.6 — Décomposition en niveaux a partir d’un sommet
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1.3.4 Décomposition en niveaux a partir d’intervalle

Le i-eme niveau de Ig(u,v) noté N;(u,v) est défini comme suit :
Ni(u,v) = N;(u)NI(u,v), pour tout i € {0, 1,...,ds(u,v)}. On peut aussi écrire N;(u,v) =
{w € Ig(u,v)/de(u,w) =14, 1€ {0,1,...dg(u,v)}}. Donc d’apres la définition de I'inter-
valle Ig(u,v) ona: Nj(u,v) = Ny, (uw—i(v,u). La Figure 1.7 montre la décomposition en

niveaux d'un graphe G a partir de l'intervalle I5(1,4).

Fi1c. 1.7 — Décomposition en niveaux a partir d’intervalle

1.4 Quelques graphes particuliers

Graphes complets : Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit complet si tous ses sommets
sont deux a deux adjacents. Le graphe complet (ou cligue) a n sommets est noté K,. Kj

est montré dans la Figure 1.8.

Fiac. 1.8 — Graphe complet K

Graphes bipartis : Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit biparti, si 'ensemble de
ses sommets V(G) peut étre partitionné en deux sous-ensembles V;(G) et Vo(G) de sorte

que deux sommets du méme ensemble ne sont pas adjacents. Généralement on le note par
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G = (Vi(G) UVL(G), E(G)). Si de plus tout sommet de Vi(G) est adjacent a tout sommet
de V5(G), on dira que G = (V(G), E(G)) est biparti complet. Un tel graphe est noté K, ,,
avec p =| V1(G) | et ¢ =| Va(G) |. Si p = ¢, on dira que G = (Vi(G) U Va(G), E(G)) est

biparti équilibré. K, 4 est montré dans la Figure 1.9.

F1G. 1.9 — Graphe biparti complet K 4

Les cycles de longueurs pairs sont des graphes bipartis équilibrés. La Figure 1.10 montre

le graphe équilibré Kj .

F1G. 1.10 — Graphe biparti équilibré K

Arbres : Un arbre T" est un graphe connexe sans cycle. Si A(7") < 3, on dira que 'arbre

T est binaire.
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Théoreme 1.4.1. [7]

Soit G un graphe d’ordre n. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. G est sans cycle et conneze,
2. G est sans cycle et possede n — 1 arétes,
3. G est connexe et posséde n — 1 arétes,

4. G est sans cycle et mazximal pour cette propriété (lorsqu’on lui ajoute une aréte on

crée un cycle et un seul),

5. G est connexe et minimal pour cette propriété (lorsque on lui supprime une aréte

quelconque on le déconnecte),
6. Tout couple de sommet (u,v) est relié par une chaine et une seule.

Un graphe G = (V(G), E(G)) vérifiant au moins l'une des propriétés ci-dessus est un arbre

d’ordre n.

Théoréme 1.4.2. [7]

Tout arbre d’ordre n > 2, admet au moins deux sommets pendants.

Graphes intervalles réguliers : Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit intervalle
régulier si pour toute paire de sommets (u,v) de G, le nombre de voisins de u appartenant
a Ig(u,v) est égal a la distance entre u et v.

Graphes médians : Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit médian si pour tout triplet de
sommets u, v et w de G on a |Ig(u,v) N Ig(v,w)NIg(u,w)| = 1. Autrement dit pour tout

triplet de sommets u, v et w de G, il existe un unique sommet z qui vérifie :

x € Ig(u,v) N Ig(v,w) N Ig(u,w).
(0,2)-graphes : Un graphe simple connexe G = (V(G), E(G)) est un (0, 2)-graphe si et
seulement si pour tout couple de sommets (u,v) de V(G) x V(G), il existe soit exactement

deux chaines de longueur 2 reliant u a v, soit aucune chaine de longueur 2 reliant u a v.

Graphes distance monotones : Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit distance monotone
si, pour tout intervalle I (u,v) et pour tout sommet w ¢ Ig(u,v), Jw’ € Ig(u,v) tel que

dg(w,w'") > dg(u,v).



Chapitre 2
Hypercube et quelques caractérisations

Que ce soit di a un regain actuel d’utilisation pratique (architectures paralleles, trans-
fert de I'information, réseaux d’interconnexion, décisions multicriteres, codage, etc.), a son
utilisation pour modéliser des problemes ou simplement a l'intérét de sa topologie, 1’hy-
percube est un objet d’étude particulierement intéressante en combinatoire. Il demeure
le centre d’intérét de plusieurs travaux récents focalisés sur la maniere de caractériser les
graphes plongeables dans I’hypercube. Dans ce chapitre nous donnons quelques propriétés
sur les hypercubes qui seront utilisées par la suite. Nous donnons aussi une présentation
générale de 'hypercube @),,, ainsi que ses différentes caractérisations. Enfin, nous présentons
le probleme de plongement, ses quelques parametres, ainsi que les conditions nécessaires

et/ou suffisantes pour qu'un graphe soit plongeable dans I’hypercube @,,.

2.1 Hypercube @,

Définition 2.1.1. L’hypercube de dimension n, noté @),, est le graphe dont I’ensemble des
sommets est formé des n-uplets binaires, et deux sommets sont adjacents si et seulement
s’ils different par exactement une seule composante (coordonnée).

Notons que Qg = K1, 1 = K5 et d’'une maniere générale, (),, peut étre défini récursivement
en utilisant la somme Cartésienne de @),,_; avec K.

Il est clair que pour tout n > 2, (), est isomorphe a K;OK>0...0K5. Donc

TV
nfois

Qn-i—s = QnDQs~

L’hypercube @,, est construit récursivement a partir de deux copies disjointes @), _; et

"’ de Q,_1 et 2" nouvelles arétes comme suit :

22
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Soit V(Q!,_1) ={0U = Ouagus ... u,, avec u; € {0,1}} et V(Q"_,) ={1V = lvgvs ... v,, avec v; €
{0,1}}, tel que un sommet OU est relié & un sommet 1V si et seulement si u; = v; pour
tout i € {2,...,n}.

La Figure 2.1 montre les premiers hypercubes.

Qo Q4 Q2 Q,

FI1G. 2.1 — Qo, @1, Q2 et Q3

Une direction i dans I'hypercube de dimension n (i < n) est I’ensemble des arétes de
Q,,, dont les extrémités ont des vecteurs associés qui different a la i-eme composante.
La Figure 2.1 montre la décomposition de ()3 en deux copies disjointes de ()5 suivant la

direction 1.

000 100
1
110
1
010
001 1 101
1
o11 111

F1a. 2.2 — Décomposition canonique de 3 suivant la direction 1
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Il est facile de voir qu'une direction définit un couplage parfait de 2"~! arétes qui
décompose @, en deux copies disjointes (notées par @, _; et Q" _,). Une telle décomposition
s’appelle canonique suivant la direction i. Des arétes de méme direction sont appelées arétes

paralleles. Il existe n directions distinctes dans ’hypercube @,,.

2.1.1 Propriétés élémentaires de ’hypercube

L’hypercube de dimension n est un graphe biparti équilibré, n-régulier ayant 2" sommets

et n.2" ! arétes.

Théoreme 2.1.1. [62] Un graphe G = (V(G), E(Q)) est dit intervalle-régulier si et seule-
ment si pour tout couple de sommets (u,v) de V(G), le sous graphe induit par ’ensemble

des arétes entre niveaux de Ig(u,v) est un hypercube de dimension dg(u,v).

Proposition 2.1.1. /26]
Pour deux sommets u et v qui sont a distance k dans Q.,, il existe k! plus courtes (u,v)-

chaines.

2.1.2 Distance de Hamming

La distance de Hamming entre deux sommets u, v de (),, est le nombre de composantes
dont ils different, une telle distance est notée J(u,v) et elle coincide avec la distance au
sens de la théorie des graphes d(u,v) entre les deux sommets associés (le nombre d’arétes

d’une plus courte (u, v)-chaine).

2.1.3 Décomposition en niveaux de I’hypercube

Soit {u, Ni(u), Naqu), - - - » Ne(w) (1) } une décomposition en niveaux a partir d'un sommet
u choisit arbitrairement dans @),,. On a les propriétés suivantes :

— 1) Pour tout sommet v de N;(u), v admet exactement i voisins dans N;_;(u).

— i) [Ni(w)| = CL, Vi=1,2,...e(u).
Il est facile de voir que le nombre de sommets qui sont a distance impaire d’un sommet u

dans Q,, est égal & 2" ! et que le nombre de sommets qui sont & distance paire de u est
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égal & 21 — 1,

La Figure 2.3 montre la décomposition en niveaux de I'hypercube @)s.

" 001

FiG. 2.3 — Décomposition en niveau de )3

2.1.4 Caractérisation de I’hypercube :
Une premiére caractérisation de ’hypercube est due a Foldes [26].

Théoréeme 2.1.2. [26]
Un graphe conneze G = (V(G), E(G)) est un hypercube si et seulement s’il vérifie les
conditions suivantes :

a. G est biparti.

b. Pour tout couple de sommets u et v de G, le nombre de plus courtes (u,v)-chaines

est dg(u,v)!.
Laborde[59] et Mulder[62] ont caractérisé I’hypercube en terme de (0, 2)-graphes

Théoréme 2.1.3. [62] Soit G = (V(G), E(G)) un (0,2)-graphe, biparti avec D(G) =
n et soit o et 6 deur sommets diamétraur de G. Si | Ig(o,u) N Ng(u) |= dg(o,u) et

| I(u,0) N Ng(u) |= dg(u, 0) pour tout sommet u de G, alors G est un hypercube.

Théoréme 2.1.4. [59]
Soit G = (V(G), E(GQ)) un (0,2)-graphe. Alors :

i. G est régulier de degré n.
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i, V(G| <

2
iii. [V(G)| = 2" si et seulement si G est un hypercube de dimension n.
Bandelt [6] et Mulder [63] ont caractérisé I'hypercube en termes d’intervalles.

Théoreme 2.1.5. [6] Soit G = (V(G), E(G)) un graphe biparti connexe. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. G est un hypercube ;

2. Tout intervalle dans G engendre un hypercube ;

3. Tout intervalle dans G engendre un (0, 2)-graphe ;

4. Tout intervalle I5(u,v) contient exzactement 29*%) sommets ;

5

. Tout intervalle I(u,v) engendre un graphe avec exzactement d(u,v) x 2%V =1 grétes.

Théoréme 2.1.6. [63] Un graphe G = (V(G), E(G)) est un hypercube si et seulement si

G est biparti et intervalle-régulier.

Théoréme 2.1.7. [62]
Un graphe conneze G = (V(G), E(G)) est un hypercube si et seulement si G est un graphe

médian régulier.

Remarque 2.1.1. L’hypercube est Hamiltonien, de plus par toute aréte passe un cycle

Hamiltonien.

D’autres caractérisations de I'hypercube en termes d’intervalles ont été données, en
particulier des caractérisations en termes de graphes distance monotones [15], en termes

de graphes intervalles réguliers et des graphes sphériques [8] peuvent étre trouvées.

Définition 2.1.2. Une projection (resp. anti projection) d’'un sommet v d'un graphe G =
(V(G), E(G)) sur un ensemble de sommets S de G est un sommet v de S a distance
minimum (resp. maximum) de w. Pour tout ensemble de sommets S de G et pour tout
sommet u, on désigne par P(u,S) (resp. AP(u,S) 'ensemble des projections (resp. anti

projections) de u sur S.
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Considérons les propriétés suivantes :
a. Pour tout triplet de sommets (u, v, w), on a |P(u, Ig(v,w)| =1 P.
b. Pour tout triplet de sommets (u, v, w), on a |AP(u, Ig(v,w)| =1 P,.
Un graphe vérifiant 1'une des deux propriétés P, et P, est un graphe biparti.
Mollard [60] a donné une caractérisation de I’hypercube en termes d’anti projections sur

les intervalles.

Proposition 2.1.2. [60/
Un graphe G = (V(G), E(G)) est un hypercube si et seulement s’il vérifie la propriété P;.

Berrachedi [8] a donné un résultat analogue en considérant les projections sur les inter-

valles.

Proposition 2.1.3. /8]
Un (0,2)-graphe qui vérifie la propriété P; est un hypercube.

Les graphes de Hamming, somme Cartésienne de graphes complets sont une généralisation

naturelle de I’hypercube.

Définition 2.1.3. Soient ay, aq, . . ., a, des entiers positifs. Le graphe de Hamming H,, 4,. . a4,
est le graphe dont I’ensemble des sommets est 117" ,{0,1,...,a; — 1} et dont lequel deux
sommets sont adjacents si et seulement si leur vecteur correspondant different exactement
d’une seule composante.

On peut également le définir, comme étant la somme Cartésienne de n graphes complets :
Ha17a27--~7an = KalmKaQD s DKan

2.2 Plongement de graphe dans ’hypercube

Définition 2.2.1. Un plongement de G = (V(G), E(G)) dans 'hypercube @, est défini
par la donnée d’une application injective de I’ensemble des sommets de G dans ’ensemble
des sommets de @), et d'une application Py de I’ensemble des arétes de G dans I'ensemble

des chaines de @, qui associe a chaque aréte uv de G une chaine reliant les sommets ¢(u)

et ¢(v) dans @Q,,.
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Plusieurs parametres ont été définis pour mesurer la qualité de plongement de graphes
dans I’hypercube. Les plus utilisés sont : dilatation, expansion et congestion qui sont définis
comme suit :

a. Dilatation : La dilatation d'une aréte uv d’un graphe G est la longueur de la chaine
entre ¢(u) et ¢(v) dans @,. Donc la dilatation d’'un plongement ¢ d’un graphe G
dans un hypercube @), notée dil(¢) est la langueur maximale des chaines Py(uv)
de @), associées aux arétes uv de (G. Dans le cas ou on considere des chaines de
plus courte longueur, la longueur de la chaine entre ¢(u) et ¢(v) est alors égale a
la distance dg, (¢(u), ¢(v)) et la dilatation s’exprime en fonction de ¢ comme suit :
dil(¢) = wrggch) dg, (¢(u), p(v)). Si la dilatation de plongement d'un graphe G dans
@, vaut 1 on dira que G est un sous-graphe de I'hypercube @,,. Si de plus | V(G) |
= 2" alors GG est un graphe partiel de @),,.

b. Expansion : L’expansion d’un plongement ¢ d’un graphe G dans un hypercube
Q, est le rapport du nombre de sommets de G sur le nombre de sommets de @),,.
I’expansion est une mesure du degré d’utilisation des processeurs dans le cas d'un
algorithme modélisé par G, et implémenté sur le réseau de processeurs modélisé par

I’hypercube @,,.

c. Congestion : La Congestion d'un plongement ¢ d’un graphe G dans I'’hypercube
Qn, notée cong(¢), est le maximum, pris sur toutes les arétes e de @,,, du nombre de
chaines P,(uv) de @, images d’arétes de G, qui contiennent e. Dans la littérature, le
calcul de la congestion n’est généralement fait que pour un plongement qui optimise
d’abord des contraintes sur la dilatation et I’expansion.

Dans notre étude on considere que des plongements de dilatation une. La recherche d'un
plongement optimal d’'un graphe GG dans un hypercube @),,, consiste a trouver la plus petite
dimension n de '’hypercube dans lequel GG y est plongeable, I'entier n sera appelé dimension
de G et notée dim(G).

Un graphe G = (V(G), E(G)) est dit cubique s’il est plongeable dans (),, pour un certain
n. Firsov [25] a remarqué que les arbres sont des graphes cubiques, il a aussi montré que
tout graphe cubique est nécessairement biparti, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Un exemple de graphe biparti qui n’est pas cubique c’est le graphe K53 montré dans la
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Figure 2.4

a e
f
b g

F1G. 2.4 — Graphe biparti non cubique

Le graphe K53 n’est pas plongeable dans (@), car dans K53 les sommets a et b sont a
distance 2 et appartiennent a 3 plus courtes (a, b)-chaines de longueur 2, par contre dans
@, pour tout couple de sommets (u,v) de @, le nombre de plus courtes (u, v)-chaines est

d(u,v)!.

Remarque 2.2.1. Soit G = (V(G), E(G)) un graphe d’ordre 2". Si G est plongeable dans
@y, alors G doit étre équilibré.

Arfati, Papadimitriou et Papgeorgiou [5] ont montré que le probleme de décider si un
graphe G est plongeable dans @,, est N.P-complet. Wagner et Corneil [67] ont montré que
ce probleme reste N.P-complet méme dans le cas ou G serait un arbre. Dans notre étude,
nous cherchons les dimensions cubiques de quelques classes d’arbres. Le graphe de @), est
biparti connexe et équilibré. Si GG est plongeable dans @),,, tel que G est connexe, alors G
est biparti. Si de plus |V(G)| = 2", alors G est aussi équilibré.

Si un graphe G est plongeable dans un graphe H, H est plongeable dans @), alors G est

aussi plongeable dans @),,.
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2.2.1 Conditions nécessaires de plongement d’un graphe G dans
I’hypercube

Si un graphe G = (V(G), E(G)) est plongeable dans @, alors :
i V(G) | < 2™
ii. G est biparti.
iii. Le degré maximum de G, A(G) < n.
Si de plus | V(G) |= 2", alors G doit étre équilibré.
Toutes ces conditions sont nécessaires pour qu’'un graphe G soit plongeable dans (),,, mais

ne sont pas suffisantes, comme le montre le graphe de la Figure 2.5.

F1G. 2.5 — Arbre équilibré & 2% sommets qui n’est pas plongeable dans Q.

Cet arbre n’est pas plongeable dans 4. En effet, dans T tous les sommets sont a dis-
tance au plus 3 du sommet a, alors que dans @),,, pour tout sommet donné v, il existe un

unique sommet u tel que d(u,v) = n (@, est antipodal), donc I'antipodal de a devrait étre

a distance 4 dans Q4.

2.3 (),-valuation des arbres

La notion de la C,-valuation a été introduite par Havel et Moravek [41]. La C,,-valuation

d’un arbre est définie comme suit :
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Définition 2.3.1. Un arbre T est C,-valué si les arétes de T' sont marquées par les entiers
de lensemble {1,2,3,...,n} de sorte que pour toute chaine P de T, il existe un entier

K €{1,2,3,...,n} pour lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par K.

Etant donné une C,-valuation d’un arbre T et soit P une chaine de 7. On définit

I’ensemble impair de P par :
O(P) = K € {1,2,3,...,n}, pour lequel un nombre d’arétes de P sont marquées par K.

Par la C,-valuation d’arbres certains plongements d’arbres dans (),, peuvent étre associés.
Havel et Moravek [41] ont prouvé le résultat suivant sur le plongement d’arbres dans

I’hypercube.

Théoreme 2.3.1. [}1]

Un arbre T est plongeable dans @Q,, si et seulement s’il existe un C,-valuation de T.



— Chapitre 3
Quelques classes d’arbres plongeables
dans I'hypercube

La mise en oeuvre d’algorithmes paralleles sur des architectures microprocesseurs a
mémoire distribuée a conduit au développement de la notion de plongement d’un graphe
G = (V(G), E(G)) dans un graphe H = (V(H), E(H)).

Bien souvent, un algorithme distribué A est défini en supposant I’existence d’une structure
logique S, sur laquelle I'algorithme A est défini. Une méthode pour implementer sur un
réseau R un algorithme A et sa topologie logique associée S, consiste a simuler S sur R.
Cette simulation peut étre faite par le plongement de S dans R. Nous donnons dans ce
chapitre quelques résultats connus sur les plongements. Nous présentons aussi la conjecture
de Havel [35] sur le plongement des arbres binaires équilibrés ayant 2" sommets dans
I’hypercube @,,. Enfin, nous présentons quelques classes d’arbres binaires pour lesquels la

dimension cubique est déterminée.

3.1 Quelques types d’arbres binaires plongeables
dans @),

Soit T un arbre d’ordre n. L’hypercube Qgim(r) est appelé hypercube optimal de T'.
Comme tous les arbres sont cubiques [25]. Donc on s’intéressera a la recherche de la di-

mension cubique de ces arbres ( plongement optimal de ces arbres dans I’hypercube).

32
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Un résultat concernant les arbres binaires a été donné par Havel [35].

Proposition 3.1.1. [35/
Soit T un arbre binaire d’ordre 2™ avec n > 3. Si T est équilibré et posséde deux sommets

de degré 3, alors T est plongeable dans Q.

3.1.1 Arbres binaires complets

Définition 3.1.1. L’arbre binaire complet D,, est le graphe défini inductivement comme
suit : Pour n = 1. D= K5 est un graphe biparti complet, pour n > 2, D,, est obtenu a
partir de deux copies disjointes 77, 15 de D,,_; et d’un nouveau sommet u, tel que u est

relié aux sommets de degré 2 de T} et Ts.

D,, possede 2" sommets pendants, 2" — 2 sommets de degré 3 et un seul sommet de
degré 2. Le sommet de degré 2 sera appelé la racine de D,. Donc D,, possede 271 — 1

sommets. Dy, Dy et D3 sont montrés dans la Figure 3.1.

Fi1G. 3.1 — Arbres binaires complets Dy, Dy et Ds

Le résultat suivant est da a Havel [38].

Théoréme 3.1.1. [38/
Dim(Dy) =2 et pour tout n > 2, dim(D,) = n + 2.
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La Figure 3.2 montre la 5-valuation de I’arbre binaire complets Ds.

Fi1G. 3.2 — Cs-valuation de I'arbre binaire complet D3

3.1.2 Arbres obtenus par transformation des arbres binaires

Dans cette section nous présentons quelques classes d’arbres plongeables dans 'hyper-
cube, qui sont obtenus par modification des arbres binaires.
Havel [38] a étudié les arbres binaires B,,, BX et l:)n définis comme suit :
1. Pour n > 2, B,, et un arbre binaire obtenu a partir de I’arbre binaire complet D,,_
et d’'un sommet u, tel que u soit relié a la racine de D,,_; par un aréte. B,, possede
2"~1 + 1 sommets pendants et 2! — 1 sommets de degré 3. Donc B,, possede 2"

sommets. By, Bs et By sont montrés dans la Figure 3.3.

B> B3 B4

F1G. 3.3 — Arbres binaires By, Bz et By
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Théoréme 3.1.2. [38]
Pour tout n > 2, dim(B,,) =n+ 1.

2. Soitn>2et k>1, Bﬁk) est formé de la maniere suivante :
Pour k =1, B est I'arbre binaire B, pour k > 2, B est I'arbre obtenu & partir
de B,, par subdivision de chaque aréte de I'arbre binaire complet D,,_; par k—1 som-
mets et 'aréte pendante de B,, incidente a la racine de D,,_; par 2(k — 1) sommets.

Il est clair que | V(Bﬁlk)) | = k.2".
Proposition 3.1.2. [38]
Pour n > 2, dim(B2) =n+ 1.

B2 est représenté dans la Figure 3.4.

F1G. 3.4 — Arbre binaire B§

Proposition 3.1.3. [38/
Pourn>2ets>1,dim(B>)=n+s.

3. Pour n > 1, on désigne par D,, arbre formé partir de deux copies disjointes de D,,,
tel que leurs racines sont reliées par une aréte appelée aréte axiale de D,,. Cet arbre
possede 2" sommets pendants et 2"71-2 sommets de degré 3. Donc D, a 27+2.9

sommets.
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D, est montré dans la Figure 3.5.

F1G. 3.5 — Arbre binaire complet & double racines Dy

Théoréme 3.1.3. [38/
Pour tout n > 1, dim(ﬁn) =n+2.

Dans le cas des arbres binaires équilibrés, Havel [35] & donné la conjecture suivante :
Conjecture 3.1. [35]

Tout arbre binaire équilibré ayant 2" sommets est plongeable dans Q..

Cette conjecture est toujours ouverte. Cependant, elle a été démontrée dans plusieurs
cas particuliers.

Nebesky [64] a introduit deux arbres binaires équilibrés vérifiant cette conjecture.

4. Soit n > 1, on désigne par :

e D, l'arbre formé a partir de 'arbre D,, en insérant deux nouveaux sommets de
degré 2 au niveau de l'aréte axiale de D,,. (La chalne obtenue a partir de l'aréte
n

axiale sera appelée chaine axiale de D).

e D, l'arbre formé a partir de 'arbre D,, en insérant deux nouveaux sommets de

degré 2 au niveau d’'une aréte pendante de D,

Il est clair que D,, et D, sont équilibrés ayant chacun 272 sommets.
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Les arbres 152 et Dy sont montrés dans la Figure 3.6.

CAnAn AN

(b) Do

F1G. 3.6 — Arbres binaires 152 et Dy

Théoréme 3.1.4. [6/]
Pour tout n > 1, dim(D,,) = dim(D,) = n+ 2.

Berrachedi [9] a introduit I'arbre binaire D¥ formé de la maniere suivante :
5. Soit n > 2, Parbre D¥ est formé & partir de D,, en supprimant k sommets pendants,
avec k < 2". D? possede 2" — 1 sommets pendants, 2" — 3 sommets de degré 3 et un

sommet de degré 2. D? est montré dans la Figure 3.7.

F1a. 3.7 — Arbre binaire D3

Théoréme 3.1.5. [9]
Pourn >2, 2<k<2"dim(DF) =n+1.

Arbouz [3] a introduit I’arbre binaire suivant :
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6. F) est donné dans la Figure 3.8.

F1G. 3.8 — Arbre binaire Fj

F; est ’arbre de la Figure 3.9.

F1G. 3.9 — Arbre binaire Fy

Pour tout n > 3, F}, est obtenu en joignant un sommet de degré 2 de F,,_; a un
sommet pendant de Fj.

F,, possédera alors 4 x n sommets parmi lesquels :

— 2n — 2 sommets de degré 3.

— 2 sommets de degré 2.

— 2n sommets pendants.

Proposition 3.1.4. [3/

Dim(Fy) = 3 et pour tout k > 1, dim(Fy) = k + 2.

Le corollaire suivant donne la dimension de Fj, pour n quelconque :
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Corollaire 3.1.1. /3]
Pour tout n > 1, dim(F,) = 2 + [logy(n)]| ou [logy(n)] désigne la partie entiére

supérieure du Téel log,(n).

Choudum [19] a montré les plongements des arbres AVL et les arbres de Fibonacci dans

I'hypercube. Le nom AVL vient du nom des auteurs Adelson-Velskii et Landis [2].

3.1.3 Arbres binaires de recherche

Définition 3.1.2. Soit T" un arbre binaire tel que chaque sommet est représenté par son
poids (valeur entiere positive). On dit que T est un arbre de recherche si pour tout sommet
u de T et pour tout sommet v du sous-arbre gauche (resp. droit) de u, on a le poids de v

est strictement inférieur (resp. strictement supérieur) au poids de u.

La Figure 3.10 montre un exemple d’arbre de recherche a 10 sommets.

Fic. 3.10 — Exemple d’arbre de recherche a 10 sommets

3.1.4 Arbres AVL (Adelson-Velskii et Landis)

Définition 3.1.3. Un arbre de recherche T est un arbre AVL, si que pour tout sommet
u de T, la différence br(u) entre les hauteurs des sous-arbres gauche et droit de u est au
plus 1, par convention la hauteur d’un sous-arbre vide est égale a —1.

La différence by(u) est appelée facteur d’équilibrage du sommet u. L’arbre AVL est aussi
appelé Arbre équilibré en hauteur. La Figure 3.11 montre un exemple d’un arbre AVL a

12 sommets.
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Fi1G. 3.11 — Exemple d'un arbre AVL a 12 sommets

Clairement tout arbre a hauteur équilibré de hauteur h, T} est un sous-arbre de ’arbre
binaire complet Dj. Comme D), est plongeable dans ()12, alors T} est aussi plongeable
dans Qp 2. Un arbre a hauteur équilibré T}, contenant une chaine P allant de la racine a
un sommet pendant [, tel que pour tout sommet u # [ de P on a by, (u) = 1 est noté par

Tpp,.

Proposition 3.1.5. [19/

Pour tout h > 0, l’arbre a hauteur équilibré Tpy, est plongeable dans Qpy1.

3.1.5 Arbres de Fibonacci

Définition 3.1.4. Les arbres de Fibonacci, sont des arbres binaires obtenus de la maniere
suivante :

Fo est 'arbre réduit a un seul sommet, F; est une chaine de longueur 1 (une aréte) et pour
n > 2, F, est un arbre contenant une racine avec F,_1 pour un sous-arbre gauche et F, o

pour un sous-arbre droit.

Il est clair qu'un arbre de Fibonacci Fj, est un arbre a hauteur équilibré T’p,. Donc pour

tout h > 0, 'arbre de Fibonacci F}, est plongeable dans Q1.
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Fo, F1, Fo et F3 sont donnés dans la Figure 3.12.

(a)
Fo

(d) F3

(e) Fa

Fi1G. 3.12 — Arbres de Fibonacci Fy, Fi, Fo, F3 et Fu

Proposition 3.1.6. [19/

Pour tout h > 0, Fy, est plongeable dans Qq, ot dj, =

3.2 Autres graphes plongeables dans (),

81
St
S
81

ISplPS IS M

W N = O
A~ N N

® \ A
(b) -7:1 (C) }—2

mod 4
mod 4

S
S
SH
IS

mod 4

— — —

Dans cette section nous présentons certains résultats connus sur certains types d’arbres

non binaires.
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3.2.1 Arbres n-aires complets

Les arbres n-aires complets sont tout naturellement une généralisation des arbres bi-
naires, ou le degré de la racine est égal a n. Un tel arbre de degré n et de hauteur £ est
noté 1. T} est considéré comme une n- étoile de k rayons, chaque point final d’un rayon
devient le centre d’une nouvelle n- étoile, cette procédure est répétée k fois. L’arbre 3-aires

complet T est montré dans la Figure 3.13.

F1G. 3.13 — Arbre 3-aires complet T5

Havel [39] a montré le plongement de ces arbres dans I’hypercube.

Proposition 3.2.1. [39] T3 est plongeable dans ’hypercube et dimTy = [(3n+ 1)/2].

3.2.2 Chenilles

Définition 3.2.1. Une chenille C' est un arbre avec au moins trois sommets, qui devient
une chaine P si tous les sommets pendants de cet arbre sont supprimés. Cette chaine est ap-
pelée colonne de C' (ou épine dorsale ), les sommets de P sont appelés sommets vertébraux
(ou sommets épineux ).

Un exemple d’une chenille de degré maximum 4 est donné par la Figure 3.14.

FiG. 3.14 — Chenille de degré maximum 4
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Pour k£ > 1, soient L; (i =1,2,...,k) des entiers positifs tel que
k+Li+ Lo+ ....+ Ly > 3.
On note par CAT[Ly, Lo, ..., Lg] la chenille a k vertebres ou bien une chenille qui est

formée par une épine P a k sommets [24]. L; étant le nombre de sommets non épineux adja-

cents au i-eme vertebre (Sommet i de 1’épine P). Le nombre de sommets dans CAT'[Ly, Lo, . ..

est k+ L1+ Lo+ ...+ Ly, la chenille CAT0, Lo, . .., Lx] & k sommets épineux est isomorphe
a la chenille CAT[Ly + 1,..., Lg] & k — 1 sommets épineux.
Pour simplifier les notations, dans certains cas on utilisera des parentheses et des puis-

sances. Comme le montre I'exemple suivant :

CAT[3,3,3] = CAT[(3)%], CAT[0,2,0,2,0,2,0,0,2,0,2] = CATI0,(2.0)3,(0,2)2] et
CATI[0,2,0,2] = CAT[(0,2)?].

Soit ¢ I’ensemble des chenilles de degré au plus 3, et soit ¢, le sous-ensemble de ¢ formé
par les chenilles équilibrées a 2" sommets.
Soit C' une chenille dans ( et soit P son épine. On note par {vy,vs,...,ns} 'ensemble des
sommets de P ).
Pour deux sommets z,y € V(P), on note par C,, le sous-graphe de C' engendré par les
sommets vz, ..., U,.

Havel et Liebl [40] ont montré le Théoréme suivant sur les chenilles de degré maximum 3.

Théoréme 3.2.1. [40]

Toute chenille équilibrée a 2™ sommets de degré mazximum 3 est plongeable dans Q.
Leur preuve repose sur le Lemme suivant :

Lemme 3.2.1. [40]
Pourn > 2, soit C € (1. Soit P une colonne de C, telle que | V(p) | = s. Alors il existe
z,y dans P (1 <z <y <s) tel que Cy,, soit dans (,.

Harary et Lewinter [34] Ont montré un résultat identique pour les chenilles de degré

maximum 4.

JLk]
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Théoréme 3.2.2. [34]

Toute chenille équilibrée a 2™ sommets de degré maximum 4 est plongeable dans @),,.

Dvordk, Havel et Laborde [24] ont montré d’autres plongements de ce type de graphes.
IlIs ont aussi montré, en utilisant les propriétés de I'hypercube, que certaines chenilles
particulieres n’admettent pas de plongement optimal dans I'hypercube de dimension n.

citons les résultats suivants :

Lemme 3.2.2. [2/]
Pour tout n >3 et pour tout k >0, CAT[n —1,(0,n —3)*,0,n — 1] € Q,.

Proposition 3.2.2. [2//
i) Pourn >4, CAT|[(3)*'] € Q,.2,
i) Pour 0 <n <3, CAT[(3)*"] € Qnyo.
Harary et Lewinter [34] ont introduit aussi les k-chenilles définies comme suit :

Définition 3.2.2. Une k-chenille C, £ > 1 est une chenille de degré maximum k + 2. Si
le degré des sommets de C' est dans ’ensemble {1,2, k + 2}, on dira que C' est une stricte
k-chenille.

Un exemple d’une stricte 3-chenille est donné par la Figure 3.15.

FiaG. 3.15 — Stricte 3-chenille

Théoréme 3.2.3. [34]

Une 1-chenille équilibrée a 2™ sommets est plongeable dans @Q,,.
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Théoréme 3.2.4. [34]
Pour n > 4. Soit C une stricte 2-chenille équilibrée d’ordre 2". Si C' posseéde 2 sommets

de degré 4, alors C' est plongeable dans Q.

Théoréme 3.2.5. [3//
Pour n > 4. Soit C' une stricte 2-chenille d’ordre 2"™. Si
C=CAT|[0,2,2,0,0,2,2,0,...,0,2,2,0], alors C est plongeable dans Q.

2n=3 fois

CATI0,2,2,0,0,2,2,0] est montrée dans la Figure 3.16.

FAYANIAYAY

FIG. 3.16 — CATI0,2,2,0,0,2,2,0]

Arbouz [4] a introduit une classe d’arbre T'j¢ vérifiant la conjecture formulée par Havel

[35]. La classe ' est définie comme suit :

Soit G = (V(G), E(G)) une 1-chenille ayant une épine de longueur %' — 1 ou

4]

5 est le

nombre de sommets pendants. Ce type d’arbre est appelé une complete 1-chenille (com-
plete one legged caterpillars ) (C.O.C).

Soit £ une famille de C.O.C' et H = (V(H), E(H)) un arbre de la classe I', obtenu comme
suit :

Remplacer chaque sommet v de H par P, € &, avec P, doit étre d’ordre supérieur ou égal a
2xdy(u). Siuv € E(H), alors on identifie une aréte pendante de P, a une aréte pendante

de P,. Un arbre de la classe I'x est montré dans la Figure 3.17.
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<0

R

]
| -

F1G. 3.17 — Arbre de la classe I'x

<0

Théoréme 3.2.6. [//
Un arbre binaire G = (V(G), E(G)) admet un couplage parfait si et seulement s’il appar-

tient a la classe 'y .

Soit T' un arbre binaire d’ordre 2" qui contient un couplage parfait M, (ie.T' € T'y).
Considérons deux sous-arbres T} et Ty de T, tels que pour tout i € {1,2}, T; n’est pas
forcement connexe. Donc 'arbre T" possede aux moins deux composantes connexes qui sont
soit une chaine, soit un sommet isolé. Ainsi, soit P; le nombre de composantes connexes de
T,. Alors P+ P, = 2" 141.

Si P, = k avec k > 1, on dira que T appartient a la classe T';.

Théoreme 3.2.7. [4]
Un arbre binaire T a 2" sommets, n > 1 est plongeable dans 'hypercube Q,, si'T € '}, avec

kE<2.

3.2.3 Quasi-étoiles et doubles quasi-étoiles

Définition 3.2.3. Une étoile est un arbre avec exactement un sommet u qui n’est pas
pendant, ce sommet est appelé jonction, et son degré est le nombre d’arétes incidentes a

u. Un tel arbre est noté K ,,.
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L’étoile K ¢ est montré dans la Figure 3.18.

u

F1G. 3.18 - Etoile K ¢

Il est évident qu’une étoile est cubique est que dim(K; ,) =n.
Définition 3.2.4. Une quasi-étoile est une étoile dont les arétes sont subdivisées.

Le Lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour q’une quasi-étoile

soit équilibrée.

Lemme 3.2.3. [35]
Une quasi-étoile est équilibrée si est seulement si elle possede exactement une seule chaine

de longueur impaire.

Le degré d'une quasi-étoile est le nombre de chaines ayant © comme une jonction com-
mune. On notera par S(aj,as,...,a;) une quasi-étoile de degré k, dont les chaines sont
d’ordres respectifs ay,as,...,a;. Une quasi-étoile de degré k£ a 2" sommets, est appelée

k-quasi-étoile. La quasi-étoile S(1,1,1,1,2,3) est montrée dans la Figure 3.19.

F1a. 3.19 — Quasi-étoile S(1,1,1,1,2,3)
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Définition 3.2.5. Une double étoile est formée de deux étoiles dont les centres u et v sont
reliés par une aréte.

A noter que u et v ne sont pas forcement de méme degré.

Définition 3.2.6. Une double quasi-étoile est une subdivision d’une double étoile, dans
laquelle I’aréte reliant u et v n’est pas subdivisée. Une double quasi-étoile dont les sommets

u et v sont de degré respectif k et s (k > s), est notée par S(ay,as, ..., ax,b1,bs, ..., bs).

La quasi-étoile S(1,2,3,1,1,2) est montrée dans la Figure 3.20.

F1G. 3.20 — Double quasi-étoile S(1,2,3,1,1,2)

Il est clair qu'une double quasi-étoile est équilibrée si et seulement si le nombre de
chaines d’ordres impairs incidentes a u est égal au nombre de chaines d’ordres impairs
incidentes a v. Une double quasi-étoile équilibrée S(ay,as, ..., ax, b1, bs, ..., bs) est appelée
k-double quasi-étoile équilibrée.

Havel [35] a montré que les 3-quasi-étoiles équilibrées a 2" sommets sont plongeables
dans @,,, Nebesky [65] a étendu ce résultat aux 4-quasi-étoiles équilibrées et 5-quasi-étoiles
équilibrées.

Kobeissi [56] a introduit les M D(aq, as, .. .,a;) graphes suivants afin de prouver que

les quasi-étoiles et doubles quasi-étoiles sont plongeables dans I’hypercube.

Définition 3.2.7. Soit uv une aréte donnée, on désigne par M D(ay, as, ..., ax) graphe, le
graphe formé par I'aréte uv et de k chaines distinctes d’ordres respectifs ay, as, ..., a; ou
les a; sont des entiers positifs pairs et k > 1, tels que les extrémités de chaque chaine soient

reliées I'une par une aréte a u et 'autre par une aréte v, avec a1 +as + ...+ a = 2" — 2.
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Le M D(2,4,8) graphe est montré dans la Figure 3.21.

Fi1a. 3.21 - M D(2,4,8) graphe

Il est clair que M D(ay,as,...,ax) graphe est biparti si et seulement si a; est pair pour
tout 1.
Il est facile de voir qu'un M D(ay,as, ..., ax) graphe biparti est équilibré. Ce graphe est
noté par M D graphe k-équilibré.

Propriété 3.2.1. [56]
Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets est plongeable dans un certain M D graphe

(k — 1)-équilibré.

Propriété 3.2.2. [50]
Toute k-double quasi-étoile équilibrée a 2" sommets est plongeable dans un certain M D

graphe k-équilibré.

Théoreme 3.2.8. [56/
Tout M D graphe k-équilibré a 2™ sommets, avec k < n — 1 est plongeable dans Q.

Comme toute k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets est plongeable dans un certain
M D graphe (k — 1)-équilibré, alors pour tout k < n, toute k-quasi-étoile équilibrée a 2"
sommets est plongeable dans (),,, méme cas pour les k-double quasi-étoile, on a toute k-
double quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets est plongeable dans un certain M D graphe
k-équilibré, alors pour tout £ < n — 1, toute k-double quasi-étoile équilibrée a 2" sommets

est plongeable dans @),,.



— Chapitre 4
Nouvelles classes d’arbres plongeables
dans I'hypercube

Dans ce chapitre nous introduisons des nouvelles classes d’arbres binaires pour lesquels

la dimension cubique est déterminée.

4.1 Classes d’arbres obtenus a partir de ’arbre
binaire complet D,

4.1.1 Classe D,,(»Lk)

(k)

L’arbre binaire Dy, est obtenu de la maniere suivante : Pour n > 2, D,(LI) est l'arbre

(k)

binaire équilibré ﬁn_l, pour n >k > 2, D,,” est obtenu a partir de I’arbre binaire complet

D,, en insérant un nouveau sommet au niveau d’une aréte a distance k de la racine de D,,. 11

(k)

est clair que pour tout n > k > 2, arbre Dy~ n’est pas équilibré et posséde 2""! sommets.

D,(?), DS’) et D,(l") sont montrés dans la Figure 4.1, tel que chaque triangle représente 1’arbre

binaire complet D,,_3.

A sl

D(2) D(”)

Fi1G. 4.1 — Arbres binaires Dg), DY) et DIV

20
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Théoréme 4.1.1. Pour tout n > k > 2, dim(Dﬁk)) =n+2

Preuve. Il est clair que pour tout n > k > 2, 'arbre Dgﬁ) n’est pas plongeable dans

@Qny1 car D) nest pas équilibré et possede 2! sommets. Donc pour tout n > k > 2,
dim(DﬁLk)) > n + 2. Montrons maintenant par induction sur k que pour tout n > k > 2,
dim(ng)) =n+2.

Pour n = k = 2, la Cy valuation de 'arbre D3 est montrée dans la Figure 4.2

F1G. 4.2 — C, valuation de arbre D3

Pour n > 2, I'arbre D7(12) peut étre obtenu a partir de I'arbre binaire complet D,,_q,

I’arbre binaire équilibré D,,_» et un nouveau sommet u, tel que u est relié par une aréte

a la racine de D,,_; et par une autre aréte a un sommet de degré 2 de D, 5. Comme

dim(D,_1) = n+ 1 et dim(D,,_3) = n, alors lorsque on marque l'aréte reliant u a un

sommet de degré 2 de I'arbre ﬁn,Q par n+ 1 et 'aréte reliant u a la racine de ’arbre D,,_;

). Donc la propriété est vraie pour

par un entier n + 2 on obtient la (), o-valuation de Dﬁ?
k = 2. Soit k > 3 et supposant que la propriété est vraie jusqu’a 'ordre k — 1 (c’est a dire
pour tout n > k—1> 2, dim(fo*l)) = n+2) et montrons qu’elle reste vraie pour 'ordre
k. Il est clair que pour tout n > k > 3, 'arbre Dﬁlk) peut étre obtenu a partir de I'arbre
)

binaire complet D,,_;, 'arbre binaire fo:ll

et un nouveau sommet u, tel que u est relié
par une aréte a la racine de D,,_; et par une autre aréte a la racine de D,(Lk__ll) . Comme pour
tout n > k—12> 2 dim(D,_,) = dim(Dgfll)) = n+ 1 (hypotheése d’induction), alors si

2 par n + 2, et 'aréte reliant u a la racine

on marque l'aréte reliant v a la racine de Dflk:l
de D, par un entier k € {1,2,...,n+ 1} on obtient la C, o-valuation de I’arbre Dék),

d’ou pour tout n > k > 2, dz‘m(DT(Zk)) =n+ 2. O

Remarque 4.1.1. Dans cette démonstration on marque ’aréte reliant u a la racine de
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I'arbre binaire complet D,,_; par un entier k£ € {1,2,...,n + 1} car lorsque on relie le

sommet u a la racine de D,,_; on obtient I'arbre binaire B,,, qui est C,,;-valué.

La Cs-valuation de D3 et la Cs-valuation de Dg’ sont montrés dans la Figure 4.3

(a) Cs-valuation de D? (b) Cs-valuation de D3

F1G. 4.3 — Cs-valuation de D3 et Cs-valuation de Dj

4.1.2 Classe AD"!

L’arbre ADF est défini de la fagon suivante : Pour tout n > 2, k > 1, Parbre ADF est
obtenu a partir de I’arbre binaire complet D,, et une chaine de longueur k, notée Py, telle
que la racine de D,, est reliée par une aréte a un sommet pendant de Py. Il est clair que
ADF possede 2" + k sommets. AD} et AD3 sont montrés dans la Figure 4.4, tel que

chaque triangle représente ’arbre binaire complet D,,_s.

(a) AD,, (b) AD3

F1G. 4.4 — Arbres binaires AD] et AD3
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Théoréme 4.1.2. Pour tout n > 2,1 <k <n+2, dim(AD¥) =n + 2.

Preuve. Il est facile de vérifier que pour tout n > 2, 1 < k < n + 2, I'arbre ADE est
plongeable dans D,, et que D,, est plongeable dans AD¥. Comme dim(D,,) = dim(D,,) =
n + 2, alors dim(ADY) =n + 2. O

4.1.3 Classe ADF

On définit I’arbre binaire /AlDT’i comme suit : Pour n > 2, k > 1, I'arbre ADZ est obtenu
a partir de deux copies disjointes T3, 15 de D,, et d’une chaine de longueur 2k + 1, notée
Poryq, tel que la racine de T} est reliée par une aréte a un sommet pendant de Poryq et la
racine de T5 est reliée par une autre aréte a l'autre sommet pendant de Poryq. Il est clair

que ADF possede 272 4 2k sommets. AD? et AD? sont montrés dans la Figure 4.5.

Al B

(a) AD3 (b) AD?

n

FIG. 4.5 — Arbres binaires AD? et AD?

Théoréme 4.1.3. Pour toutn > 2,1 <k <n+ 2, dim(ADZ) =n+ 3.

Preuve. Il est clair que pour tout n > 2,1 < k < n+ 2, I'arbre ADZ n’est pas plongeable
dans @2 car AD,@ possede 22 4 2k sommets. Donc pour tout n > 2,1 < k < n + 2,
dim (ADF) > n + 3. Montrons maintenant que dim (AD*) = n + 3.

Pour tout n > 2,1 < k < n + 2, 'arbre ADfL peut étre obtenu a partir de deux copies
disjointes T et T" de ADF, tel que un sommet pendant adjacent & un sommet de degré 2
dans T est relié par une aréte a son analogue dans 7". Comme l'arbre ADF est C,, 5 valué,
pour tout n > 2 et pour tout 1 < k < n + 2. Alors si on marque 'aréte reliant 7" a T’
par n + 3 on obtient la (), 3-valuation de ADfL Donc pour tout n > 2,1 < k < n + 2,
dim(ADF) = n + 3. O
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4.1.4 Classe ADF

On définit I’arbre binaire ADfL de la fagon suivante : Pour n > 2, k > 1, 'arbre ADfL
est obtenu a partir de deux copies disjointes 7" et T" de AD¥, tel que un sommet de degré
2 de T est relié par une aréte a un sommet de degré 2 de T”. Il est clair que AD,’ﬁ possede

2"+2 4 9k sommets. AD) et AD3 sont montrés dans la Figure 4.6.

FIG. 4.6 — Arbres binaires AD} et fiDz

Théoréme 4.1.4. Pour tout n > 2, 1 < k <n+2, dim(AD*) = n + 3.

Preuve. Il est clair que pour tout n > 2, 1 < k < n+ 2, l'arbre f:lDﬁ n’est pas plongeable
dans 4o car zleZ possede 272 4 2k sommets. Comme les deux copies disjointes 1" et
T' de ADF sont C,,o-valuées. Alors si on marque l'aréte reliant T & T’ par n + 3 on
obtient une C),,3-valuation de l’arbre zlefL D’ou pour tout n > 2, 1 < k < n + 2,
dim(ADF) = n + 3. 0

4.1.5 Classe D,

On définit I'arbre binaire D,, de la maniere suivante :
D, est I'arbre binaire complet D;. Pour n > 2 l'arbre D,, est obtenu & partir de I’arbre
binaire D,,_; en reliant un seul sommet pendant & distance n — 1 de I'unique sommet de

degré 2 de D,,_; a deux nouveaux sommets.
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D, Dy et Dy sont montrés dans la Figure 4.7.

(a) D2 (b) D3 (c) Dy

F1G. 4.7 — Arbres binaires Dy, D5 et Dy

Théoréme 4.1.5. Pour tout n >2, 2" 2<p<2"'—1 dim(D,) = n.

Preuve. Il est clair que pour p = 1, dim(D,) = dim(D,) = 2.

Pour P € {2,3}, la Cs-valuation de D, est montrée dans la Figure 4.8.

(a) Cs-valuation de Do (b) Cs-valuation de Ds

FI1G. 4.8 — Cs-valuation de D et Dy

Pour p € {4,5,6,7}, la Cy-valuation de D, est montrée dans la Figure 4.9.
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(c) Cy-valuation de Dg (d) Cy-valuation de Dy

F1G. 4.9 — Cy-valuation de Dy, D5, Dg et Dy

Pour p € {8,9,10, 11,12, 13,14, 15}, on fait de la méme manieére pour avoir la Cs-valuation
de Ds, Do, Dig, D11, D12, D13, Diy et Dys.

Dans la cas général pour tout P € {2772 ... 2""! — 1} la C,-valuation de Dp est donnée
comme suit :

On marque les deux arétes de Dmin(p) qui n’appartiennent pas a Dmin(p)—h I'une par 1
et 'autre par n, puis pour tout k € {1,2,...,2"2 — 1} on marque les arétes de l'arbres
Dmm(ka qui n’appartiennent pas a l'arbre Dmm(p) de la méme maniere que celles de ’arbre

Dj,. Comme le montre le cas de Dy, D5 et le cas de Dy, D5, Dg et Ds. O
Lemme 4.1.1. Il y a evactement 2"~% arbres de type D, plongeables dans Q,,.

Preuve. Il suffit d’utiliser le Théoreme 4.1.5 et de déterminer combien de nombres entiers
qui se trouvent dans lintervalle [2"2; 2”1 — 1]. Comme exemple dans l'intervalle [2472,
2471 —1] = [4, 7] il y a exactement 4 entiers : 4, 5, 6 et 7, donc il y a 4 arbres de type D,
plongeables dans Q4. Dans l'intervalle [2°72, 2571 —1]= [8, 15] il y a exactement 8 entiers :

8,9, 10, 11, 12, 13, 14, et 15, donc il y a 8 arbres de type Dp plongeables dans ()s. O
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Remarque 4.1.2. 1l est clair que lorsque on relie un sommet pendant a distance 2"~ — 1
de I'unique sommet de degré 2 de Dyn-1_; & un nouveau sommet, on obtient un arbre

équilibré plongeable dans @),,.

Comme le montre le graphe de la Figure 4.10 obtenu a partir de D7, en reliant un

sommet pendant & distance 7 de 'unique sommet de degré 2 de D7 & un nouveau sommet.

F1G. 4.10 — Arbre équilibré plongeable dans ()4

4.1.6 Classe D?

On définit la classe D? de la maniere suivante :
Pour n > 2, D% est obtenu & partir de deux copies disjointes T, Tb de D,, et un sommet
u, tel que u est relié par une aréte a I'unique sommet de degré 2 de T et par une autre
aréte a I'unique sommet de degré 2 de Ty. L’arbre D? est I’arbre binaire complet Dy, D?

et D2 sont montrés dans la Figure 4.11.

(a) D3 (b) D3

FIG. 4.11 — Arbres binaires D3 et D2
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Théoréme 4.1.6. Pour toutn >4,2" 3 —-1<p<2"2_-2 ona dim(Di) =n.

Preuve. Pour p € {1,2} la C,-valuation de Dﬁ est montrée dans la Figure 4.12.

(a) Cy-valuation de D? (b) Cy-valuation de D32

FiG. 4.12 — Cy-valuation de D? et D?

Pour p € {3,4,5,6} la Cs-valuation de D2 est montrée dans la Figure 4.13.

(c) Cs-valuation de D2 (d) Cs-valuation de D32

FIG. 4.13 — Cs-valuation de D%, D?, D2 et D2

On peut faire de la méme maniere pour la Cg-valuation de I'arbre Dg, pour tout p €

{7.8,9,10,11,12, 13, 14}.
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Dans la cas général pour tout P € {2773 —1,...,2"2 — 2} la C,-valuation de D? est

2

min(p) U N'appartiennent

donnée de la maniere suivante : On marque les deux arétes de D

pas a Dmin(p)a I'une par n — 1 et l'autre par n, puis pour tout k € {1,2,...,2"73 — 1}

2

on marque les arétes de 'arbres Dmm(p)

4 qui n’appartiennent pas a I'arbre D?nin(p) de la

meéme maniere que celles de ’arbre Dmm(p)Jrk. Comme le montre le cas de D%, D% et le cas
de D%, D3, D? et D2. O
Lemme 4.1.2. Il y a exactement 2" arbres de type Df) plongeables dans Q.

Preuve. Il suffit seulement d’utiliser le Théoreme 4.1.6 et de déterminer combien de
nombres entiers qui se trouvent dans l'intervalle [2773 — 1, 2"~2 — 2]. Par exemple dans
Iintervalle [22 — 1, 23 — 2]= [3, 6], il y a 4 entiers : 3, 4, 5 et 6. Donc il y a 4 arbres de type
D? plongeables dans Qs. O

Remarque 4.1.3. On peut construire une infinité de classes de D¥, pour tout k > 3. En

faisant de la méme maniére que les Théorémes 4.1.5 et 4.1.6, on peut donner dim(DF).

4.2 Classes d’arbres binaires équilibrés

4.2.1 Classe A,

On définit 'arbre binaire équilibrés A,, de la maniére suivante :
A; est une chaine de longueur 1 (une aréte), A, est une chaine de longueur 3. Pour n > 3,
A, est formé a partir de deux copies disjointes 77 et T3 de A, _1, tel que un sommet de
degré 2 de T} est relié par une aréte a son analogue de T5. Il est clair que A,, possede 277!
sommets pendants, 2 sommets de degré 2 et 2"~ —2 sommets de degré 3. Donc A,, possede

2™ sommets. Az et Ay sont montrés dans la Figure 4.14.

(a) As (b) Ay

F1G. 4.14 — Arbres binaires équilibrés As et Ay
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Théoreme 4.2.1. Pour tout n > 1, l'arbre A,, est plongeable dans Q).

Preuve. Pour la preuve nous allons utiliser I'induction sur n. Il est clair que A; est plon-
geable dans )1, et que A, est plongeable dans ()2, donc la propriété est vraie pour n = 1
et n = 2. Soit n > 3, supposons que la propriété est vraie jusqu’a ’ordre n — 1 et montrons
qu’elle reste vraie a 'ordre n. Comme ’hypercube @),, est obtenu a partir de deux copies
disjointes T et Ty de (),_1, donc il faut prendre dans chaque copie de ),,_1 'arbre A,,_;
et prendre dans (),, seulement ’aréte qui forme ’arbre A,. Pour n = 4, le plongement de

Ay dans Q4 est montré dans la Figure 4.15.

Fi1G. 4.15 — Plongement de A4 dans Q4

La C,-valuation de A, est obtenue en prenant la C,,_;-valuation de chaque copie de
A,,_1 et marquant 'aréte reliant les deux copies disjointes de A,,_; par n. [

La Cy-valuation de A, et Cs-valuation de As sont montrées dans la Figure 4.16.
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(b) Cs-valuation de As

Fi1G. 4.16 — Cy-valuation de A, et Cs-valuation de As

4.2.2 Classe fln

On définit 'arbre binaire équilibré A,, comme suit :
Pour n < 3, arbre A, est larbre A,. Pour n > 4, Varbre A, est formé a partir de deux
copies disjointes T} et 15 de An,l, tel que un sommet pendant adjacent a un sommet de
degré 3 de T est relié par une aréte a son analogue de T5. Il est clair que A, possede
2772 + 2 sommets pendants, 2°7! — 2 sommets de degré 2 et 272 sommets de degré 3.

Donc A,, possede 2" sommets.
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Ay et Ay sont montrés dans la Figure 4.17.

(a) A4 (b) As

F1G. 4.17 — Arbres binaires équilibrés A4 et As

Théoréme 4.2.2. Pour tout n > 1, Uarbre A, est plongeable dans Q.

Preuve. Il est clair que 1211, Ay et As sont respectivement plongeables dans ()1, Q)2 et ()3.
Comme @,, peut étre obtenu a partir de deux copies disjointes T} et T de ),,_1. Alors si
on prend dans chaque copie de Q,,_; 'arbre An,l et dans ’hypercube @), I'aréte formant
arbre A, & partir des deux copies disjointes de An_l, on obtient A, plongeable dans

Qn- m

La Cy-valuation de A4 et Cs-valuation de 145 sont montrées dans la Figure 4.18.

(a) Cy-valuation de Ay (b) Cs-valuation de As

Fi1G. 4.18 — Cy-valuation de 1214 et Cs-valuation de 1215
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Le plongement de A, dans (24 est montré dans la Figure 4.19.

Fi1G. 4.19 — Plongement de /14 dans Q4

4.2.3 Classe fln

On définit I'arbre binaire équilibré zfln de la maniere suivante :
Pour n < 3, 'arbre zfln est 'arbre A,,. Pour n > 4, I'arbre jln est obtenu a partir de deux
copies disjointes 17 et T de 'arbre zfln,l, tel que un sommet pendant adjacent & un sommet
de degré 2 de T et relié par une aréte a son analogue de T5. Il clair que /an possede 277242
sommets pendants, 2"~ — 2 sommets de degré 2 et 272 sommets de degré 3. /in possede

2™ sommets. A4 et 1215 sont montrés dans la Figure 4.20.

(a) Ay (b) A5

Fi1G. 4.20 — Arbres binaires équilibrés Ay et As
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Théoréme 4.2.3. Pour tout n > 1, Uarbre A, est plongeable dans Q).

Preuve. On procede de la méme maniere que le Théoreme 4.2.2. La C),-valuation de A,
est obtenue en prenant la C),_;-valuation de chaque copie de A,_q, et marquant l'aréte

reliant les deux copies disjointes de A par n. O

La Cy-valuation de 'arbre 1214 et la Cs-valuation de 'arbre 1215 sont montrées dans la

Figure 4.21.

(b) Cs-valuation de 215

Fi1G. 4.21 — Cy-valuation de /h et Cs-valuation de Ag,

Remarque 4.2.1. En utilisant cette maniere de construction d’arbres. On peut définir

plusieurs classes d’arbres équilibrés ayant 2" sommets plongeables dans @),,.
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La Figure 4.22 montre le plongement de I'arbre A, dans I’hypercube Q4.

Fi1G. 4.22 — Plongement de 1214 dans Q4

4.3 Classes d’arbres obtenus par une double subdivi-

A
A

sion de ’arbre D,

Soit T" un arbre de racine r. Le niveau d’une aréte uv dans T" est donné par maz{d(r, ), d(r,v)}.
Le niveau d’une aréte uv de ﬁn est égal a 0 si uv est 'aréte axiale de Dn, si non le niveau
de uv est donné par max{d(r,u),d(r,v)} dans la copie de D,, qui contient uv. Une aréte
uv de D,, est dite ancétre de I'aréte xy si uv et xy se trouvent a la fois sur une chaine
reliant la racine de D,, a un sommet pendant et le niveau de uv est inférieur a celui de xy.
Dans notre cas la subdivision d’une aréte uv consiste a remplacer uv par deux nouvelles
arétes ux et xv et la double subdivision d'une aréte uv consiste a remplacer uv par trois
nouvelles arétes ux, ry et yv avec z et y sont des nouveaux sommets de degré 2. Donc nous
considérons par une double subdivision d’un arbre 7" comme une subdivision de deux arétes
distinctes ou bien une double subdivision d'une aréte de 7. Par une double subdivision de

I’arbre D,, nous obtenons les types d’arbres binaires suivants :

1. Type (A) : Pour tout n > 1, 0 < k < n, l'arbre A* est obtenu par une double sub-

division de D’aréte de niveau k dans D,. A et A2 sont montrés dans la Figure 4.23.
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AN ANEN )

(a) A3

F1G. 4.23 — Arbres binaires A9 et A2

2. Type (B) : Pour tout n > k > 1, I'arbre BF est obtenu & partir de I’arbre D,
en subdivisant une seule aréte de niveau k dans chaque copie de D,,. By et Bj sont

montrés dans la Figure 4.24.

(a) B} (b) B3

F1G. 4.24 — Arbres binaires Bj et B3

3. Type (C) : Pour tout n > k > 1, 'arbre C’ff est obtenu a partir de 'arbre Dn,
en subdivisant deux arétes de niveau k dans une méme copie de D,,. C3 et C? sont

montrés dans la Figure 4.25.

ANAN_AN

F1G. 4.25 — Arbres binaires C3 et C3

(a) C3
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4. Type (D) : Pour tout n > 1 > k > 0, Parbre DF est obtenu a partir de I'arbre D,
en subdivisant une aréte de niveau k dans une copie de D,, et une aréte de niveau [

dans Pautre copie de D,,. DY et Dy* sont montrés dans la Figure 4.26.

AN _ANAN AN

0,2 1,2
D2 D2

FIG. 4.26 — Arbres binaires Dy* et Dj?

5. Type (E) : Pour tout n > [ > k > 1, Parbre EF est obtenu & partir de Parbre D,,,
en subdivisant deux arétes de D,,, I'une de niveau k et 'autre de niveau [, tel que

aucune des deux n’est 'ancétre de 'autre. E5’2 est montré dans la Figure 4.27.

AN AN

FI1G. 4.27 - Arbre binaire E,”

6. Type (F) : Pour tout n > [ > k > 1, l'arbre F]f’l est obtenu a partir de I'arbre
ﬁn, en subdivisant deux arétes de D,,, I'une de niveau k et 'autre de niveau [, tel

N . N ~ . 1,2 ,
que 'aréte de niveau k et l'ancétre de l'aréte de niveau [. F},’° est montré dans la

Figure 4.28.
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FIG. 4.28 — Arbre binaire F,"”

Dans les Figures 4.23, 4.24, 4.25, 4.26, 4.27 et 4.28 le carré représente le nouveau

sommet inséré sur une aréte.

Théoreme 4.3.1. Soit T un arbre obtenu par une double subdivision de [’arbre binaire a

double racines ﬁn
1. Si T est de type A ou B, alors dim(T) =n + 2,
2. SiT est de type C, D, E, ou F, alors dim(T) =n + 3.

Il est clair que tout arbre binaire T' de type A, B, C, D, E ou F posséde 22 sommets
et que T est équilibré si et seulement s’il est de type A ou B. Notre résultat montre que
les arbres de type A ou B satisfont la conjecture de Havel [35]. Nous généralisons ainsi
les résultats de Nebesky’ [64] qui considéraient les arbres obtenus en subdivisant deux fois
I’aréte axiale ou l'aréte pendante de 1571
Il est clair que si 'arbre T' est C),-valué, alors tout sous-arbre T” de T est aussi C,-valué.

On peut vérifier facilement ’observation suivante :
Observation 4.3.1. Si T" est un sous-arbre de T, alors dim(T")< dim(T ).

La preuve du Théoreme 4.3.1 revient au méme de démontrer les Lemmes suivants :
Le résultat suivant sera utile pour prouver les décompositions structurelles des arbres de
type A et B.
Soient T} et Ty deux arbres binaires, u;v; une aréte de T et usx2ysv9 une chaine induite
dans Ty ( x2 et yo sont des sommets de degrés 2). Le p<-collage de T et T, le long de
{uyvr, ugva}, n0té Ty DUy, 0, upwy T2 st Parbre obtenu par une double subdivision de 'aréte
uyvy de 17 en trois arétes uixy, x1y; et yivy et par 'identification des deux arétes z1y; et

Zoyo (voir la Figure 4.29).
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u 9 Xy y2 V2
Uy Vi

(C> T Dy vy, uv2 T

F1G. 4.29 — <-collage de T et Ty le long de {ujvy, usva}

Lemme 4.3.1. Soient T} et Ty deux arbres, tels que T1 posséde une aréte uyvy et Ty possede
une chaine usxaysva, avec Ty et ys sont des sommets de degré 2. St dim(Ty) = dim(T,) = k,

alors dim/(T Dy, vy ugws 12) < k + 1.

Preuve. Comme dim(T}) = dim(T3) = k, alors il existe une Cy-valuation v, de 77 et une
C-valuation 7, de Ty. Sans perte de généralité on peut supposer que v, (u1v1) = Y2(x2ys).
Alors on peut construire la valuation v de T' = T >y, 4, ugw, 12 comme suit :

= Y(wmzr) =y(pv) =k + 1,

— y(z1t1) = 7 (z1t1) pour tout aréte z1t; de 17,

— ¥(29t2) = Y2(22ts) pour tout aréte zoty de Ts.

On peut vérifier facilement que v est une Cjyi-valuation de 7. Soit P une chaine
quelconque dans T'. Si P ne contient pas d’arétes marquées par k + 1, alors P est aussi

une chaine de 7T} ou bien de T,. Donc P possede une C-valuation car v, et 7, sont des
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Cj-valuations. Si P contient seulement une seule aréte marquée par k + 1, alors P possede
une Cyi-valuation car l'entier £+ 1 apparait une seule fois. Finalement si P contient deux
arétes marquées par k+ 1, alors la chaine P’ obtenue a partir de P en contractant les deux
arétes marquées par 'entier k£ 4+ 1 est une chaine de 7). Donc P est Cj,q-valué car 7, est

une Cj-valuation de T3. O
Lemme 4.3.2. Pout toutn >k >0, n > 1, dim(A¥) =n + 2.

Preuve. Comme l'arbre A* possede 272, alors dim(A¥) > n + 2. Montrons maintenant
par induction sur k que pour tout n > 1, dim(A¥) =n + 2. Pour k = 0, on a dim(A%) =
dim(ﬁn) =n+2,Vn > 1 [64], donc la propriété est vraie pour k = 0.

Supposons maintenant que pour tout n > 1, dim(Af~1) = n + 2. Comme illustré dans la

Figure 4.30.

1 _ A0 k _ pAk—1 B
(a) An - Anfl Py vy, uzvs Dy (b) An - Anfl Py vy, uzv2 Dy

F1G. 4.30 — Décomposition structurelle de Al et de A% k > 1

11 est facile de vérifier que pour k > 1, Parbre A* est un p<-collage de A~} et D,_; le
long de 'aréte axiale de AF~! et la chaine axiale de D,_;. Comme dim(D,_1) = n + 1
[64] et dim(A%~}) = n + 1 (hypothese de l'induction). Donc d’aprés le Lemme 4.3.1,

dim(AF) =n + 2. O
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Lemme 4.3.3. Pour toutn >k > 1, dim(BF¥) =n + 2.

Preuve. La preuve est similaire & celle du Lemme 4.3.2. Il est clair que I'arbre B¥ n’est
pas plongeable dans Q,,;; car il possede 2"*2 sommets, donc dim(B¥) > n + 2. Montrons
maintenant par induction sur k que pour tout n > 1, dim(BF) = n + 2. Comme illustré

dans la Figure 4.31(a).

1 _ k _ k—1
n - - ] - — ) -
(a) B Dy >yt vr,usvo Dy (b) Bn = Bn 1 Py vr,uzvs Dy—q

F1G. 4.31 — Décomposition structurelle de B! et de B, k >1

B!} est un x<-collage de deux copies de D, le long de 'aréte centrale de la premiere
copie et la chaine axiale de la deuxiéme copie. Comme dim(D,,_;) = n+1 [64], donc d’aprés
le Lemme 4.3.1, dim(B!) = n + 2. Supposons que pour tout n > 1, dim(B*™1) = n + 2.
Comme illustré dans la figure 4.31(b), BX est un p-collage de BZ:% et D,_1 le long de
Paréte axiale de BF~! et de la chaine axiale de D,_. Comme dim(D,_1) = n + 1 [64] et

dim(BF~1) = n 4 1 (hypothese de I'induction), donc d’aprés le Lemme 4.3.1, dim(BF) =

OJ

n+ 2.
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La Figure 4.32 montre la Cj-valuation de ><-collage de Al et D;.

ANAYANNA

a) Cz-valuation de Af b) Cs-valuation de D

(c) Cy-valuation de A3

FIG. 4.32 — Cy-valuation de A2 obtenu par le ba-collage Al et Dy

La Figure 4.33 montre la Cj-valuation de <-collage de Bj et D.

SNATANNA

a) Cz-valuation de B b) Cs-valuation de D

(c) Cy-valuation de B3

FIG. 4.33 — Cy-valuation de B2 obtenu par le ><-collage B} et D,
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Lemme 4.3.4. Pour tout n >k > 1, dim(C*) =n + 3.

Preuve. Comme l'arbre C* n’est pas équilibré et possede 2"+2 sommets, alors dim(C*) >
n + 3. Montrons que dim(C*) = n + 3. 1l est clair que pour tout n > k > 1, 'arbre C* est

un sous-arbre de D1 (voir la Figure 4.34).

~
~

FIG. 4.34 — Plongement de C* dans D,

Donc d’apres 1'observation 4.3.1 on obtient dim(C*) = n + 3. O

Lemme 4.3.5. Pour tout n > 1>k > 1, dim(D*) =n + 3.

Preuve. Comme 'arbre D®! n’est pas équilibré et possede 272 sommets, alors dim(DF!) >
n + 3. Montrons que dim(DF!) = n + 3. 1l est clair que pour tout n > 1 > k > 1, Parbre

DF! est un sous-arbre de arbre D, (voir la Figure 4.35).
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(b) DEY C Dyyyr, k> 1

FIG. 4.35 — Plongement de DF! dans ﬁn—l—l

Donc d’apres 'observation 4.3.1 on obtient dim(DF!) =n + 3. O

Lemme 4.3.6. Pourn >1>k > 1, dim(E*) =n + 3.

Preuve. Comme 'arbre E! n’est pas équilibré et possede 272 sommets, alors dim(E®!) >
n + 3. Montrons que dim(E®') = n + 3. 1l est clair que pour tout n > 1 > k > 1, Parbre

EF! est un sous-arbre de I'arbre lA)nH (voir la Figure 4.36).
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Fi1G. 4.36 — Plongement de Eff;l dans an

Donc d’apres 'observation 4.3.1 on obtient dim(E"!) =n + 3. ]

Lemme 4.3.7. Pour toutn > 1>k > 1, dim(F*) =n + 3.

Preuve. Comme I'arbre F*! n’est pas équilibré et possede 2"+2 sommets, alors dim (EF*!) >
n—+ 3. Montrons que dim(Fr’f’l) = n—+ 3. Soient uivy, uv; les arétes subdivisées dans l:)n, T
le sommet de degré 2 inséré sur l'aréte upvy et x; le sommet de degré 2 inséré sur 'aréte
wvp. Soit yg la C), 1 o-valuation de 'arbre l:)n et v la valuation de ’arbre Fﬁf’l définie comme
suit :

Y(uwzr) = yo(ukve), Y(ww) = yolww),

Y(zrvr) = y(00) = n + 3,

Pour tout aréte uv ¢ {ugxy, pvg, wxy, T0}, Y(uv) = yo(uv).

Vérifions que v est une C,,3-valuation de 'arbre F*!. Soit P une chaine quelconque

dans F. Si P ne contient pas d’arétes marquées par n + 3, alors la chaine P est

aussi une chaine de l:?n, donc la propriété requise découle du fait que vy est une

Ci1o-valuation de I'arbre l:)n Si P contient une seule aréte marquée par n + 3, alors

dk=n+3€{l,2,...,n+2,n+ 3}, telle que une seule aréte de P marquée par k,

donc la propriété requise est vérifiée.
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Finalement si deux arétes de P sont marquées par n + 3, alors la chaine P’ obtenue a
partir de P en contractant les deux arétes marquées par n + 3 est une chaine de D,.
Donc la propriété requise découle du fait que 7y est une C,, o-valuation de ’arbre

D,. ]

La Cs-valuation de F,* est montrée dans la Figure 4.37.

F1G. 4.37 - Cs-valuation de Fy'?



— Chapitre 5
Criteres de plongement optimal des
arbres récursifs dans I’hypercube

5.1 Arbres binaire parfaitement équilibrés

Soit 7" un arbre. Si les deux parties de V(T') contiennent le méme nombre de sommets
pendants, on dira que les sommets pendants de 7" sont équilibrés. Si de plus T est équilibré,

on dira que T est parfaitement équilibré.

Lemme 5.1.1. Soit T un arbre parfaitement équilibré. Alors l’arbre ext(T) obtenu a partir
de l'arbre T, tel que chaque sommet pendant de T est relié a deux nouveaur sommets

pendants est aussi parfaitement équilibre.

Preuve. Soient Vi(T') et V5(T) les deux parties disjointes de V(T'), telles que | Vi(T) |= ny
et | Vo(T') |= no. Soient f; et fy le nombre de sommets pendants dans V4 (T) (resp. Va(T)).
Comme T est parfaitement équilibré, donc ny = ny et f; = f, = f. Soit 2/ un sommet
pendant de V;(T) et u!

f). Alors I'ensemble des sommets Wy = Vi(T) U {u), v]} et Wy = Va(T) U {ul,v]} sont
clairement les parties disjointes de V' (ext(T')) et que | Wy |= ny+2fs, | Wi |=nao+2f; et le

v! les deux nouveaux sommets reliés & 27, (i € {1,2} et 1 < j <

nombre de sommets pendants dans W, (resp. dans W) est égal a 2f; (resp. 2f;). Comme

ny = ng et fi = fo, alors ext(T') est parfaitement équilibré. O

Lemme 5.1.2. Soit T un arbre d’ordre 24T tel que dim(ext(T)) = dim(T) + 1. Alors

le nombre de sommets pendants dans chacune des deux parties disjointes de V(T) est

inférieur ou égal ¢ 2412,

77
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Preuve. Soient Vi(T) et V5(T') le deux parties disjointes de V(T'), tel que le nombre de
sommets pendants dans V;(7T') est égal a f;, i € {1,2}. Comme T est plongeable dans
Quaim(r), alors pour tout i € {1,2} on a | V;(T) |= 2%4mD)~1, Soit 27 un sommet pendant de
Vi(T) et u!, v} les deux nouveaux sommets reliés a 27, (1 < j < fi et i € {1,2}. Comme
Parbre ext(T) est plongeable dans Qgim(r)11, alors | Wy |=] VA(T) | +2fy < 24m(T) et
| Wy |=| Va(T) | +2f1 < 2%™T) . Donc pour tout i € {1,2} on a 2f; < 24m(T) _ gdim(T)=1
d’on f; < 24m(T)=2, O

5.2 Décomposition de (), en des Copies disjointes de (),

I1 est clair que les sommets de @, sont répartis en deux parties disjointes V;(Q,) et
Va(Qy), tels que | Vi(Q,) | = | Va(@,) | = 27! et que pour tout n > 3, Q, peut étre
décomposé en 2"% copies disjointes de Q;, 0 < i < n. Comme Q, est décomposé en une
copie de K75 et une copie de @, donc @,, peut étre décomposé en 2”2 copies disjointes
de Ko et 2772 copies disjointes de Q.

Supposons que les sommets de V1(Q,), de Vi(T), de Vl(Qli)), de Vl(Q(()i)) et de Vl(ng)
sont représentés par des cercles et ceux de V5(Q,,), de Vo(T), de VQ(QEI)) de Va( Ef)) et
de VQ(KF%) sont représentés par des carrés. Nous considérons les deux décompositions

suivantes :
1. @, est décomposé en 2"~ copies disjointes de @, notées Qgi), i€ {1,2,...,2" 2}

2. Q, est décomposé en 2" copies disjointes de K o, notées ng et 2772 copies dis-

jointes de @)y, notées Q(()i), tels pour tout j € {1,2,...,2"73}, le nombre de sommets
de degré 2 de Vl(ngj)) est égal au nombre de sommet de degré 2 de Vg(Kl(?ijl)) et
est égal & 1 et | Vi(Q0”) | = | Va(@” ") | = L.

La Figure 5.1 montre la représentation des sommets de V;(Q3) par des cercles et ceux

de V5(Q3) par des carrés.
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F1G. 5.1 — Représentation des sommets de (03

La Figure 5.2(a) montre la décomposition de @3 en 8 sommets isolés, la Figure 5.2(b)
montre la décomposition de @3 en 4 copies disjointes de Q) et la Figure 5.2(c) montre la

décomposition de ()3 en 2 copies disjointes de K o et 2 copies disjointes de )p.

. ........ - ........
- ........ . ........
. ........ - ........
[ TR ¢ @ m-- @ H
(a) Décomposition de (b) Décomposition de (c) Décomposition de Q3
Q3 en 8 sommets Q3 en 4 Copies dis- en 2 Copies disjointes de
isolés jointes de Q1 K o et 2 sommets isolés

F1G. 5.2 — Décompositions de (3

Théoréme 5.2.1. Soit T' un arbre, tel que dim(ext(T)) = dim(T) + 1. Si le nombre de
sommets pendants dans chacune des deux parties disjointes de V(T est inférieur ou égal

a 29mM=2 glors dim(ext*(T))) = dim(T) + 2.

Preuve. Considérons une copie ngn(T) +1 de Qaim(r)+1 et deux copies disjointes Q%LL(T)
et Q((;?)n(T) de Qgim(1), tels que dans QE;LL(T) on prend seulement ’arbre 7', dans ngn(T) on

2dz’m(T)— 1

prend seulement copies disjointes de ()1, notées Qgi) et dans QéliZn(T) +1 on prend

seulement 24™(TM)~1 sommets isolés, notés Qgi) et 2¢m(T)=1 copies disjointes de K o, notées
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Kg, i€ {1,2,...,29m1=11 tels que pour tout entier j € {1,2,...,2" 2}, le nombre
de sommets de degré 2 dans Vl(Kl(?Qj)) est égal au nombre de sommets de degré 2 dans
VQ(Kl(?Qj_l)) et | Vi( éQj)) | = Va( é2j_1)) |. Soient a et b deux entiers de ’ensemble {1, 2},
a # b. Si on relie chaque sommet de Va(Q((f)) 4 un sommet de V;(Q1)® on obtient 24(T)~1
nouvelles copies disjointes de K72, notées K’ 52)2, i€ {1,2,...,2%mT)~11 Maintenant si on
relie chaque sommet pendant de V,(T') par une aréte a un sommet de degré 2 de Vj(K {Z;)
et par une autre aréte & un sommet de degré 2 de V;, (K’ %) on obtient 'arbre ext(ext(T)).
Comme la somme cartésienne de len(T) avec QE;)”(T) donne I'hypercube Qgim(r)+1 et que
la somme cartésienne de Qgim(r)+1 €t ng)n(T) 1 donne Qgim(r)+2. Donc 'arbre ext(ext(T'))

est plongeable dans @ gim(7)+2- O

La Figure 5.3 montre le plongement de I'arbre ext(ext(T")) dans Qgim(r)+2-

F1G. 5.3 — Plongement de ext(ext(T")) dans Qgim(r)+2
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Comme exemples d’applications, considérons les arbres de la Figure 5.4.

(a) L’arbre T”
o/.\o )

(b) L’arbre T

N

(c) L’arbre 7"

F1G. 5.4 — Arbres binaires 7", T” et T"

I1 est clair que T" est plongeable dans Q3 et que T” et T” sont plongeables dans Q.
La Figure 5.5(a) montre la Cy-valuation de 7", la Figure 5.5(b) montre la Cy-valuation 7"

et la Figure 5.5(c) montre la C3 valuation de 7"
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2 3

(a) Cy-valuation de T’

(¢) Cs-valuation de T

Fi1G. 5.5 — Cy-valuation de T" et T” et Cs-valuation 1"
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Il est clair que ext(T"") est plongeable dans Q4 et que ext(T") et ext(T”) sont plongeables
dans Q5.
La Figure 5.6(a) montre la Cs-valuation de ext(7"), la Figure 5.6(b) montre la Cs-valuation

de ext(T") et la Figure 5.6(c) montre la Cy- valuation de ext(T").

(¢) Cy-valuation de ext(T"")

F1G. 5.6 — Cs-valuation de ext(T") et ex(T") et Cy-valuation ext(7T")

Comme 7" et T” vérifient les conditions du Théoreme 5.2.1. Alors dim(ext(ext(1"))) =
dim(ext(ext(T"))) = 4+ 2 = 6. Comme 7" vérifie les conditions du Théoreme 5.2.1. Alors
dim(ext(ext(T"))) = 3+2 = 5. Les plongements de ext(ext(T")) dans Qs, de ext(ext(T"))

et de ext(ext(T")) sont montrés respectivement par les Figures 5.7, 5.8 et 5.9.
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@
Q 3

A\ \T]\
S

F1G. 5.7 — Plongement de ext(ext(7")) dans Q5

)
03

\Wmmﬁ.
IIIW S

F1a. 5.8 — Plongement de ext(ext(T")) dans Qg
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Qy

)
Q5

VDR R AL A
S

U

0F

F1a. 5.9 — Plongement de ext(ext(1")) dans Qg

En utilisant le Théoreme 5.2.1, on a le Corollaire suivant :

Corollaire 5.2.1. Soit T un arbre, tel que dim(ext(T)) = dim(T) + 1. Si le nombre de
sommets pendants dans chacune des deux parties disjointes de V(T') est inférieur ou égal

a 24mM=2 " glors dim(ext?(T))) = dim(T) + p.

Preuve. Pour p = 3 on a ext®(T) )= ext?*(ext(T)). Comme dim(ext*(T)) = dim(T) +2 =
dim(ext(T))+1, alors d’apres le Théoréme 5.2.1, on a dim(ext®(T)) = dim(ext®(ext(T))) =
dim(ext(T)) + 2 = dim(T') + 3, d’ou la propriété est vraie pour p = 3. Supposons que la
propriété est vraie jusqu’a l'ordre p — 1 (c’est a dire pour tout p > 3, dim(ext? " *(T)) =
dim(T) + p — 1) et montrons qu’elle reste vraie a l'ordre p. ext?(T) = ext?(extP~2(T)),
comme dim(ext?"*(T)) = dim(T) + p — 1 = dim(ext?"*(T)) + 1 (hypothese d’induc-
tion). Donc d’apres le Théoreme 5.2.1, on a dim(ext?(T)) = dim(ext?(ext?=%(T))) =
dim(extt=*(T)) + 2 = dim(T) +p — 2+ 2 = dim(T) + p. O
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On peut construire plusieurs types d’arbres T pour lesquels l'utilisation du Corol-
laire 5.2.1 donne facilement la dimension cubique de ext(ext(T})), j € {1,2...n}.
Plusieurs plongements connus sur les arbres peuvent étre confirmés facilement via le Co-
rollaire 5.2.1. Citons les arbres suivants :

1. Soit T est I'arbre 152, alors pour n > 2, ext" }(T}) est bien I'arbre f)n qui est
plongeable dans @, (résultat de Havel) [38]. On peut confirmer ce plongement
par le Corollaire 5.2.1 comme suit : 7} est un arbre binaire tel que dim(77) = 3 et
dim(ext(T)) = d’im(ég) =4 = dim(T})+1, alors dim(ext" Y (T})) = dim(T})+ n—1
=34+n—1=n+2.

2. Soit T, est I'arbre ﬁg, alors pour n > 2, ext" }(T3) est bien I'arbre D, qui est
plongeable dans Q42 [64]. On peut confirmer ce plongement par le Corollaire 5.2.1
comme suit : D; est un arbre binaire parfaitement équilibré tel que dim(Ty) = 3 et
dim(ext(Ty)) = dim(D,) = 4 = dim(Ty) + 1. Alors d’apres le Corollaire 5.2.1, on a
dim(ext" HTy)) = dim(Th) +n—1=3+n—1=n+2.

3. Soit Ty est Parbre Dy, alors pour n > 2, ext" !(T3)) est bien I'arbre D,, qui est plon-
geable dans @), 12 [38]. On peut confirmer ce plongement par le Corollaire 5.2.1 comme
suit : D, est un arbre binaire tel que dim(Ts) = 4 et dim(ext(Ty)) = dim(Ds) =5 =
dim(Ts)+1. Alors d’apres le Corollaire 5.2.1, on a dim/(ext™ Y (T3)) = dim/(T3)+n—1
=3+n—-1=n+2.

Le plongement de 154 dans Qg et le plongement de D, dans Qg sont montrés respec-

tivement dans les Figures 5.10 (a) et 5.10 (b).
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(a) Plongement de ﬁ4 dans Qg
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(b) Plongement de D4 dans Qg

FiG. 5.10 — Plongement de ﬁ4 et D, dans Qg



Conclusion

Dans cette these nous nous sommes intéressés au plongement d’arbres dans I’hypercube.
Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a ce probleme, leurs travaux ont permis de
caractériser quelques classes d’arbres plongeables dans ’hypercube. Tous les arbres sont
plongeables dans I’hypercube, le probleme consiste a trouver la plus petite dimension de
I’hypercube dans lequel un arbre donné y est plongeable, on parle alors d’hypercube optimal
et de la dimension cubique de I'arbre. Dans le méme contexte nous avons introduit de
nouvelles classes d’arbres pour lesquels nous avons déterminé la dimension cubique. Nous
avons donné toutes les familles des arbres binaires obtenus par la double subdivision de
I’arbre binaire complet a double racines et nous avons montré que dans le cas équilibré ces
arbres vérifient la conjecture de Ivan Havel [35]. Enfin, nous avons présenté des criteres de
plongement optimal de tous les arbres obtenus d’une maniere recursive dans I’hypercube.
Ces criteres recouvrent également les plongements de certaines classes d’arbres binaires
pour lesquels la dimension cubique est connue. Comme perspectives nous allons essayer
de trouver d’autres criteres de plongement optimal des arbres obtenus par les subdivisions
des arétes pour qu’on puisse avoir de nouvelles classes d’arbres plongeables d’une maniere
optimale dans I’hypercube. Nous allons aussi essayer de présenter un algorithme permettant

la détermination de la C),-valuation d’une famille d’arbres obtenus d’une maniere recursive.
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RESUME

Le plongement de graphes dans I’hypercube @), est un probleme tres étudié. En effet,
de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer les conditions (nécessaires et/ou
suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous-graphe de I’hypercube. Plusieurs au-
teurs se sont intéressés a 1’étude de plongements d’arbres dans I’hypercube. Leurs travaux
ont permis de caractériser quelques classes d’arbres pour lesquels la dimension cubique est
déterminée. Nous avons introduit de nouvelles classes d’arbres pour lesquels nous avons
déterminé la dimension cubique. Nous avons donné toutes les familles des arbres binaires
obtenus par la double subdivision de ’arbre binaire complet a double racines et nous avons
montré que dans le cas équilibré ces arbres vérifient la conjecture de Ivan Havel [35]. Enfin,
nous avons présenté des criteres de plongement optimal de tous les arbres obtenus d’une
maniere recursive dans 'hypercube. Ces criteres recouvrent également les plongements de
certaines classes d’arbres binaires pour lesquels la dimension cubique est connue.

Mots clés : Hypercube, Plongement, Graphes, Arbres, Isomorphisme.



