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Résumé : Dans cette thèse de doctorat, nous avons étudié le problème du flow-

shop à deux machines dont l’objectif est la minimisation du temps total de trai-

tement de toutes les tâches, communément appelé makespan. Dans ce modèle, les

tâches sur la première machine sont constituées de deux opérations séparées par un

temps de latence exact. Sur la deuxième machine, chaque tâche est constituée d’une

seule opération. Nous avons montré la NP-complétude de certains cas particuliers.

Pour d’autres cas, nous avons exhibé des solutions de complexité polynomiale. Pour

résoudre le problème dans le cas général, nous avons opté pour l’approche heuris-

tique. Nous avons, dans un premier temps, présenté des heuristiques basées sur les

règles de priorité de type LPT et SPT et sur l’algorithme de Johnson. Dans un

deuxième temps, nous avons développé deux méta-heuristiques : le recuit simulé et

l’optimisation par essaims particulaires, que nous avons combiné par la suite pour

proposer une solution hybride. Une étude expérimentale a été ensuite entreprise pour

valider la performance de nos solutions.

Mots clès : flowshop, opérations-couplées, makespan, heuristiques, recuit simulé,

optimisation par essaims de particules.

Abstract : In this doctoral thesis, we studied the flowshop scheduling problem

on two-machine with coupled-task in order to minimize the makespan. Each task

consists of a coupled-operation on the first machine and one operation on the se-

cond machine. Operations of each coupled-task are separated by an exact time lag.

We showed the NP-hardness of some restricted versions of the studied problem,

while, for some other cases, we exhibited solutions that run in polynomial time.

We tackled the resolution of the general problem with heuristic approach. We first

presented simple heuristics based on the LPT, SPT, and Johnson rules. We then

developed two meta-heuristics : the simulated annealing and particle swarm opti-

mization algorithms. Furthermore, we proposed a hybrid algorithm combining these

two meta-heuristic. An experimental study was conducted to validate the quality

and computational performances of the proposed solutions.

Keywords : flowshop, coupled-operations, makespan, heuristics, simulated annea-

ling, PSO.
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Je tiens également à remercier les doctorants auprès de qui j’ai travaillé et qui
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économiques de l’université de Béjaia, je les remercie pour leur sympathie, leurs

aide et soutien moral. Je remercie mes amies Zahra et Siham d’avoir été présentes
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3.3 Classification des problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’ordonnancement joue un rôle essentiel dans l’organisation des entreprises et

de la gestion de la production. Il consiste à programmer, dans le temps, l’exécution

des tâches en leur attribuant une date de début, tout en utilisant un ensemble de

ressources de manière à satisfaire un ou plusieurs objectifs et en tenant compte de

certaines contraintes. Les problèmes d’ordonnancement sont très variés. Ils appa-

raissent dans de différents domaines d’activités : l’informatique (ordonnancement

de processus), l’administration (gestion des emplois du temps), l’industrie (gestion

de la production) et la construction (suivi de projets). Un problème d’ordonnance-

ment est défini par un ensemble de tâches qui requiert certaines ressources, tech-

niques ou humaines, pour leur exécution. L’exécution de ces tâches est soumise à des

contraintes, temporelles ou ressources, à respecter afin d’atteindre un objectif fixé

en optimisant un ou plusieurs critères. Dans les ateliers de production, les problèmes

d’ordonnancement sont classés selon le nombre de machines et leur ordre pour fa-

briquer un produit en plusieurs classes. Nous distinguons : problèmes à une seule

machine, problèmes à machines parallèles, problèmes à machines spécialisées.

Les contraintes sont l’une des craractéristiques d’un problème d’ordonnancement

et elles diffèrent d’un problème à un autre. Elles se portent sur les tâches comme sur

les machines. Parmi ces contraintes, nous retrouvons les contraintes d’écarts tem-

porels (time lags en anglais) connues également, dans la littérature, sous plusieurs

dénominations, contraintes de latence, contraintes d’attente, contraintes de délais ou

9



Introduction générale

contraintes de précédence généralisées. Ce type de contraintes est considéré comme

une généralisation des contraintes de précédence simples. Pour ces dernières, le trai-

tement d’une tâche ne peut commencer que si le traitement de la tâche qui la précède

est terminé. Dès que la contrainte d’écarts temporels impose à la deuxième tâche de

ne commencer qu’après un certain délai de la fin de la première tâche, alors le temps

d’attente est minoré, ce qui défini un temps de latence minimum. Si par contre la

deuxième tâche doit commencer avant un temps donné après la fin de la première

tâche, l’attente est majorée, appelée temps de latence maximum. Les contraintes

des temps de latence sont peu considérées dans la littérature. Elles sont introduites

pour la première fois par Mitten dans les problèmes d’ordonnancement d’ateliers [92].

L’auteur a proposé une extension de l’algorithme de Johnson [61] pour résoudre le

problème du flowshop de permutation à deux machines avec des temps de latence

minimums. Les contraintes des temps de latence peuvent être définies de plusieurs

manières : de début à début (start-start), de fin à début (stop-start) et de fin à

fin (stop-stop) [21]. Nous précisons que, dans cette thèse, la contrainte de temps de

latence est définie entre la date de fin de traitement d’une opération et de la date

de début de la seconde opération de la même tâche.

En industrie, les contraintes des temps de latence sont très présentes. Dans cer-

tains cas, ces contraintes ne sont pas considérées, à cause de la difficulté qui réside

dans la modélisation des problèmes. Deppner a exposé, dans sa thèse [41], une liste

d’applications des problèmes avec la contrainte des temps de latence. Nous citons ici

quelques exemples : en informatique, la tâche de sauvegarde des données nécessite

l’utilisation de plusieurs opérations avec accès à des têtes d’écriture. Le nombre li-

mité des têtes provoque l’attente de certaines opérations. Dans l’industrie chimique,

un délai entre deux opérations est imposé pour éviter le refroidissement d’un pro-

duit. En agro-alimentaire, dans la production des plats surgelés, un délai maximum

est nécessaire entre la cuisson des produits et leur surgélation. Dans la fabrication

du papier thermique, un intervalle de temps doit être respecté pendant l’opération

de stockage des rouleaux avant de passer au conditionnement. On peut également

recontrer la contrainte des temps de latence dans le domaine de génie civil.

La contrainte des temps de latence est définie entre deux opérations consécutives

Page 10



Introduction générale

d’une même tâche. Dans le cas du problème à une machine, deux cas de figures sont

à séparer. Dans le premier cas, chaque tâche ne contient qu’une seule opération et

les contraintes de précédences sont considérées entre les tâches. Alors, des temps de

latence peuvent leurs être associés. Dans le deuxième cas, chaque tâche est composée

d’un certain nombre d’opérations qui sont liées par des contraintes de précédence

sous forme de chaines. Ainsi, les temps de latence sont définis entre les opérations

consécutives des tâches. Par conséquent, le problème de tâches couplées (coupled-

task en anglais) est considéré comme un problème avec des temps de latence dans

le cas où le temps de latence minimum est de même valeur que le temps de la-

tence maximum. Ce problème a été introduit pour la première fois par Shapiro

[110]. La motivation de ce problème découle du problème d’ordonnancement des

tâches d’un système de radar. Chaque tâche est composée de deux opérations, la

première opération concerne l’émission d’une impulssion magnétique, et la seconde,

la réception de la réponse après un délai exact, c.-à-d. un temps de latence minimal

égale à un temps de latence maximal. Ce problème apparait également dans des

ateliers de production chimique, où une machine doit exécuter plusieurs opérations

d’une même tâche, et un délai exact est imposé entre l’exécution de chaque deux

opérations consécutives dû aux réactions chimiques.

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude du problème du flowshop

à deux machines avec des tâches couplées pour minimiser la durée totale de l’ordon-

nancement. Chaque tâche est composée d’un couple d’opérations sur la première

machine et d’une seule opération sur la deuxième machine. Les opérations du même

couple sont séparées par un délai exact.

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante.

Le premier chapitre est consacré à la présentation des concepts de base utilisés

en ordonnancement, des problèmes d’ordonnancement d’ateliers, leur classification

et leur complexité, ainsi que des approches de résolution.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons une revue de littérature sur les

problèmes du flowshop avec la contrainte des temps de latence, en rappellant brièvement
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les principaux travaux de recherche réalisés dans ce contexte. Nous avons distingué

les cas suivants : les problèmes avec des temps de latence minimums, les problèmes

avec des temps de latence maximums, les problèmes avec des temps de latence mi-

nimums et maximums, et les problèmes avec des temps de latence exacts.

Le troisième chapitre est réservé à l’étude du problème du flowshop avec des

tâches couplées sous forme de deux modèles. Le premier modèle défini le problème

à deux machines avec des tâches couplées sur la première machine, telle que chaque

tâche est constituée de deux opérations distinctes séparées par un délai exact, et

d’une seule opération sur la deuxième machine. L’objectif est de minimiser la date

de fin de traitement des tâches. Le problème général étant NP-difficile, nous nous

sommes donc intéressés à traiter ses sous problèmes en abordant leur complexité.

Nous avons montré que certains problèmes sont NP-difficiles et autres sont résolubles

en des temps polynomiaux. Le second modèle est déduit à partir du premier en in-

versant le rôle des tâches sur les deux machines. Les deux modèles sont symétriques.

Aussi, nous terminons ce chapitre par une synthèse sur la complexité des problèmes

du deuxième modèle déterminés à partir de ceux du premier modèle.

Le quatrième chapitre est dédié aux approches de résolution. Dans ce chapitre

nous avons proposé plusieurs heuristiques basées sur des règles de priorités pour

résoudre le problème général. Nous avons exposé également deux approches métah-

euristiques, le recuit simulé et l’optimisation par essaims particulaires, pour le même

problème. Par ailleurs, nous avons développé une méthode hybride en combinant

les deux métaheuristiques. Enfin, nous avons présenté une étude expérimentale des

méthodes proposées qui permet de vérifier leur performance.

Enfin, une conclusion dans laquelle nous présentons un bilan final de notre travail

qui termine la thèse.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les notions nécessaires et les concepts de base

utilisés tout au long de ce travail. Nous présentons les notions préliminaires et les

élèments d’un ordonnancement. Nous exposons aussi les problèmes d’ordonnance-

ment d’ateliers, leur classification et leur complexité. Nous rappelons également les

approches de résolution.

1.2 Notions de base

Ordonnancer consiste à programmer dans le temps l’exécution d’un ensemble de

tâches en leur affectant un ensemble de ressources, dans le respect des contraintes

fixées, afin d’optimiser un ou plusieurs critères.

Un ordonnancement constitue une solution au problème d’ordonnancement. Il

décrit l’exécution des tâches et l’allocation des resources au cours du temps et vise

à satisfaire un ou plusieurs objectifs. Plus précisément, on parle de problème d’or-

donnancement lorsqu’on doit déterminer dans le temps les dates du début et de fin

de traitement des tâches, alors qu’on réserve le terme de problème de séquencement
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Chapitre 1 Généralités

au cas où l’on cherche seulement à fixer un ordre d’exécution des tâches qui peuvent

être en conflit pour l’utilisation des ressources [78].

1.2.1 Les tâches

Une tâche, appelée aussi travail (ou job en Anglais), est une entité élémentaire

localisée dans le temps par une date de début tj et de fin cj, dont la réalisation est

caractérisée par une durée pj (cj = tj + pj, si la tâche s’exécute sans interruption)

et qui nécessite des ressources. Dans certains cas, une tâche peut s’exécuter par

morceaux, la tâche est dite préemptive ou sans interruption, alors la tâche est non-

préemptive. En ordonnancement d’atelier, une tâche est composée d’un ensemble

d’opérations. On appelle gamme opératoire, la succession d’opérations d’une même

tâche.

1.2.2 Les ressources

Une ressource k est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation

d’une tâche et disponible en quantité limitée, de capacité Ak (supposée constante).

On distingue plusieurs types de ressources :

– Ressources renouvelables

Une ressource est renouvelable si après avoir été utilisée par une ou plusieurs

tâches, elle est à nouveau disponible en même quantité (la main d’oeuvre, les

machines, l’espace, . . . ). La quantité de ressources utilisées à chaque instant

est limitée.

– Ressources consommables

Une ressource est dite consommable si elle n’est plus disponible en même

quantité après avoir été utilisée par une ou plusieurs tâches (matière première,

budget, . . . ). La consommation globale (ou cumul) au cours du temps est li-

mitée.

– Ressources doublement contraintes

Une ressource est doublement contrainte lorsque son utilisation instantanée
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et sa consommation globale sont toutes les deux limitées (source d’énergie,

financement, . . . ).

– Ressources disjonctifs

Une ressource est dite disjonctive ou (non partageable), si elle n’est utilisée

que par une seule tâche à la fois (machine-outil, robot manipulateur).

– Ressources cummulatives

Une ressource est dite cumulative ou (partageable), si elle peut être utilisée

par plusieurs tâches simultanément (équipe d’ouvriers).

1.2.3 Les contraintes

Les contraintes expriment des restrictions sur des valeurs que peuvent prendre

les variables de décision. On distingue deux types de contraintes.

1. Contraintes temporelles : elles comprennent :

– Les contraintes de potentiel : ces contraintes sont exprimées par l’inégalité

mathématique tj − ti ≥ li,j et qui imposent une distance minimale li,j entre

deux instants particuliers associés aux tâches.

– Les contraintes des dates limites : elles englobent les contraintes de

localisation temporelles (dates de disponibilité) et les contraintes de délais

(délais de livraison).

– Les contraintes de succession ou de précédence : appelées aussi

contraintes de cohérence technologique. Elles décrivent le positionnement

relatif de certaines tâches par rapport à d’autres.

2. Contraintes de ressources : elles décrivent la nature et la quantité des

ressources utilisées par les tâches ainsi que les caractéristiques d’utilisation de

ces ressources.
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1.2.4 Critères d’optimisation

Lorsqu’on aborde la résolution d’un problème d’ordonnancement, on peut choi-

sir entre deux grands types de stratégies, visant respectivement à l’optimalité des

solutions par rapport à un ou plusieurs critères, ou à leur admissibilité vis-à-vis

des contraintes. Les critères d’optimsation consistent à minimiser ou maximiser une

fonction objectif. Cette dernière peut dépendre des coûts, des durées, du nombre de

tâches en retard, etc.

Les critères les plus utilisés sont :

– Cmax = max{Cj/1 ≤ j ≤ n} : la date de fin de l’ordonnancement (makespan)

qui est la plus grande date de fin d’exécution des tâches.

–
n∑

j=1

Cj : la somme des dates de fin de traitement des tâches.

– Lmax : la plus grande tardiveté (Lmax = max{Cj − dj} où dj désigne la date

de fin souhaitée pour la tâche j).

–
n∑

j=1

Tj : la somme des retards (Tj = max(0, Cj − dj)).

–
n∑

j=1

Uj : le nombre de tâches en retard avec Uj = 1 si Cj > dj et Uj = 0 sinon.

On note que les critères présentés ci-dessus sont tous réguliers. On dit qu’un

critère est régulier si l’on ne peut pas le dégrader en avançant l’exécution d’une

tâche.

1.3 Problèmes d’ordonnancement

Un ordonnancement est défini comme étant une allocation, dans le temps, des

ressources disponibles aux différentes tâches à réaliser, dans le but d’optimiser un ou

plusieurs objectifs. Ainsi, les ressources peuvent être des machines dans un atelier,

des pistes de décollage et d’atterrissage dans un aéroport, des équipes dans un terrain

de construction, des processeurs dans les ordinateurs, etc. Les tâches peuvent être

des opérations dans un processus de production, le décollage et l’atterrissage dans

un aéroport, les étapes d’un projet de construction, l’exécution d’un programme

informatique, etc. Les différentes tâches sont caractérisées par un degré de priorité

et un temps d’exécution. Les ressources, quant à elles, sont caractérisées entre autres

par une capacité, des temps de réglage, etc.
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Les problèmes d’ordonnancement sont généralement classés en deux principaux

modèles dépendants du nombre d’opérations que requièrent les tâches : des modèles

à une opération (machine unique et machines parallèles) et des modèles à plusieurs

opérations dits modèles en ateliers (flowshop, job shop et open shop).

1. Modèles à une opération :

– machine unique : dans un modèle à machine unique, l’ensemble des tâches

à réaliser est exécuté par une seule machine.

– machines parallèles : elles remplissent, a priori, les mêmes fonctions.

Selon leurs vitesse d’exécution, on distingue :

(a) machines identiques : la vitesse d’exécution est la même pour toutes

les machines et pour toutes les tâches.

(b) machines uniformes : chaque machine a une vitesse d’exécution

propre et constante. La vitesse d’exécution est la même pour toutes les

tâches d’une même machine.

(c) machines indépendantes : la vitesse d’exécution est différente pour

chaque machine et pour chaque tâche.

2. Modèles à plusieurs opérations : chaque tâche doit passer par plusieurs

machines. En fonction du mode de passage des opérations sur les différentes

machines, trois ateliers spécialisés sont différenciés, à savoir :

– Flowshop : l’ordre d’exécution des opérations est linéaire et fixé à l’avance

pour chaque tâche. Toutes les tâches ont la même gamme opératoire.

– flowshop de permutation : la séquence des tâches visitant une machine

est la même pour toutes les machines.

– flowshop hybride : c’est une généralisation des problèmes du flowshop

et de machines parallèles. L’atelier est constitué d’un certain nombre

d’étages en série et chaque étage est composé de plusieurs machines en

parallèles.

– Job shop : la gamme de fabrication (l’ordre d’exécution des opérations

d’une tâche sur les machines) est linéaire et fixée à l’avance, mais peut

varier d’une tâche à une autre.

– Open shop : la gamme de fabrication n’est pas fixée à l’avance.

Ces modèles sont les plus classiquement rencontrés dans la littérature, mais de
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nombreux problèmes ne rentrent pas dans ce cadre (problèmes multi-machines,

problèmes avec serveurs). MacCarty et Liu ont proposé une hiérarchie pour les

problèmes d’ordonnancement d’ateliers de base [80].
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��/
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XXXXXXXXXXXz
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Gammes identiques

Gammes

non fixées

Séquences de travaux identiques

sur toutes les machines

Gamme linéaire

∀j, kj = 1
m = 1

m = 1

Gamme

identique

∀j, kj = 1

m : nombre d’opérations dans la gamme

kj : nombre de machines disponibles pour l’opération j

Figure 1.1 – Les problèmes d’ordonnancement d’atelier [80]

1.3.1 Classification

Il existe une très grande variété de problèmes d’ordonnancement. Pour leur iden-

tification et leur classification, nous adoptons la notation proposée dans [54]. Cette

notation est constituée de trois champs α/β/γ.

Le premier champ α est constitué de deux élèments : α = α1α2 et décrit l’envi-

ronnement des machines utilisées :

– le paramètre α1 décrit le type des machines utilisées α1 ∈ {∅, P, Q, R, F, J, O}
avec :
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α1 = ∅ : une machine ;

α1 = P : machines parallèles identiques ;

α1 = Q : machines parallèles uniformes ;

α1 = R : machines parallèles indépendantes ;

α1 = F : Flowshop ;

α1 = J : Job shop ;

α1 = O : Open shop.

– le paramètre α2 indique le nombre de machines utilisées. Lorsque α2 n’est pas

précisé, le nombre de machines est variable.

Le deuxième champ β = β1β2β3β4β5β6β7 décrit les caractéristiques des tâches et

des machines. Il indique si des élèments spécifiques sont à prendre en compte telles

que les dates au plus tôt, les précédences entre tâches.

– le paramètre β1 indique la possibilité de préemption ou non des tâches β1 ∈
{∅, pmtn} avec :

β1 = ∅ : la préemption n’est pas permise ; une tâche commencée, doit être

exécutée jusqu’à la fin ;

β1 = pmtn : la préemption est permise, les tâches sont morcelables, elles

peuvent être interrompues et terminées plus tard sur la même machine ou sur

une autre machine.

– le paramètre β2 indique la présence ou non de ressources auxiliaires β2 ∈
{∅, res} avec :

β2 = ∅ : pas de ressources auxiliaires ;

β2 = res : il existe des ressources auxiliaires.

– le paramètre β3 indique la présence ou non des contraintes de précédence

β3 ∈ {∅, prec, uan, tree, chain} avec :

β3 = ∅ : pas de contraintes de précédence, les tâches sont indépendantes,

β3 = prec, uan, tree, chain : indique respectivement des contraintes générales

de précédence, des réseaux d’activité uni-connectés, des contraintes de précé-
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dence formant une arborescence ou un ensemble de châınes.

– le paramètre β4 décrit les dates de disponibilité des tâches β4 ∈ {∅, rj} avec :

β4 = ∅ : toutes les dates de disponibilité sont nulles ;

β4 = rj : les dates de disponibilité sont différentes et sont propres à chaque

tâche.

– le paramètre β5 décrit les durées d’exécution des tâches β5 ∈ {∅, pj = p, p ≤
pj ≤ p} avec :

β5 = ∅ : les temps opératoires sont arbitraires et sont propres à chaque tâche ;

β5 = pj = p : toutes les tâches ont une durée d’exécution égale à p ;

β5 = p ≤ pj ≤ p : toutes les tâches ont une durée d’exécution située entre p et p.

– le paramètre β6 décrit les dates d’échues au plus tard des tâches β6 ∈ {∅, dj}
avec :

β6 = ∅ : pas de date d’échues au plus tard ;

β6 = dj : des dates d’échues au plus tard sont imposées.

– le paramètre β7 indique si un temps d’attente entre les différentes opérations

d’une tâche est autorisé β7 ∈ {∅, no− wait} avec :

β7 = ∅ : un nombre illimité d’opérations peuvent être en attente devant une

machine ;

β7 = no-wait : les opérations doivent être exécutées les unes après les autres,

aucune durée d’attente devant une machine n’est admise.

Le dernier champ γ indique le critère d’optimisation, il peut donc prendre de nom-

breuses valeurs et peut être une combinaison entre plusieurs critères :
∑
Fj (flot

total), Cmax (makespan) . . . . Par exemple, F2/rj/
∑
Cj représente le problème

consistant à ordonnancer n tâches dans un atelier de type flowshop, constitué de

deux machines avec des dates de disponibilité, en vue de minimiser la somme des

dates de fin d’exécution des tâches.
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1.4 Théorie de la complexité

1.4.1 Classes P et NP

La théorie de la complexité donne une hiérarchie des complexités formelles et se

base sur les problèmes de décision. Un problème de décision est un problème pour

lequel la réponse est ”oui” ou ”non”. Il est possible d’associer à chaque problème

d’optimisation, un problème de décision. En particulier, un problème d’optimisation

est dit NP-difficile, si son problème de décision associé est NP-complet [50].

Deux classes de complexité des problèmes de décision sont définies, sachant que

l’une fait partie de l’autre :

– la classe P (Polynomial time) : la classe P regroupe les problèmes de

décision qui peuvent être résolus par des algorithmes déterministes polyno-

miaux. Un algorithme polynomial est défini comme un algorithme dont le

temps d’exécution (temps de calcul ou complexité) est borné par O(p(x)), où

p est un polynôme et x est la longueur d’entrée d’une instance du problème.

– la classe NP (Non deterministic Polynomial time) : la classe NP

regroupe les problèmes de décision qui peuvent être résolus en un temps poly-

nomial par un algorithme non déterministe. Pour ces algorithmes, qui reposent

sur des procédures particulières de choix, si à chaque instruction, le bon choix

est effectué, le temps de calcul est polynomial. Si au contraire tous les choix

sont énumérés, l’algorithme devient déterministe et son temps de calcul de-

vient exponentiel.

Les algorithmes polynomiaux sont évidemment des cas particuliers des algo-

rithmes non déterministes. Aussi tout problème de décision qui peut être résolu par

un algorithme polynomial, et qui appartient à la classe P , appartient également à

la classe NP . D’où P ⊆ NP .

Parmi les problèmes de la classe NP , une large classe de problèmes, les problèmes

NP -complets, sont équivalents entre eux quant à l’existence d’un algorithme poly-

nomial pour les résoudre. C’est-à-dire, s’il existe un algorithme polynomial pour

résoudre un seul de ces problèmes, alors il en existe un pour chaque problème de
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la classe NP . Afin de décrire cette classe d’équivalence, définissons tout d’abord la

réduction polynomiale entre deux problèmes. Soient P1 et P2, deux problèmes de

décision. On dit que P1 se réduit polynomialement à P2 (noté P1 ∝ P2) s’il existe

un algorithme de résolution de P1, qui fait appel à un algorithme de résolution de

P2, et qui est polynomial lorsque la résolution de P2 est comptabilisé comme une

opération élèmentaire.

On dit alors d’un problème de décision qu’il est NP -complet si tout problème de

la classe NP se réduit polynomialement à lui. Les problèmes d’optimisation com-

binatoire dont le problème de décision associé est NP -complet sont qualifiés de

NP -difficiles.

Ainsi, il est nécessaire de connâıtre des problèmes connus pour être NP-complets.

Le premier problème qui a été prouvé comme étant NP-complet par S.A. Cook

[37] est le problème de satisfiabilité (SAT) qui peut être défini comme suit : étant

donnée une expression booléenne sous forme normale conjonctive (de la forme de

conjonctions de disjonctions). Existe-t-il une affectation en ”vrai” et ”faux” de ses

variables de manière à ce que l’expression booléenne prenne la valeur ”vrai” ? Dans

le cas où la réponse est oui l’expression sera dite satisfiable.

1.4.2 Prouver la NP -complétude d’un problème

La démonstration d’appartenance d’un problème de reconnaissance à la classe des

problèmes NP -complets est très importante puisque, une fois cette démonstration

faite, on peut considérer comme peu vraisemblable l’existence d’un algorithme po-

lynomial pour résoudre ce problème. Prouver qu’un problème de décision Π est

NP -complet consiste en les trois étapes suivantes :

1. Montrer que Π est dans NP .

2. Choisir Π′, un problème NP -complet connu.

3. Construire une transformation polynomiale f de Π′ −→ Π.

1.4.3 Quelques problèmes NP-complets

Nous présentons ci-dessous quelques autres problèmes NP-complets dont la NP-

complétude n’a pas pu être démontré que grâce à l’existence d’un premier problème
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NP-complet. Ce sont les problèmes de base exposés par Garey et Johnson dans [50],

qui détaillent ensuite la littérature concernant la complexité des problèmes.

– Partition : étant donné n entiers positifs s1, s2, . . . , sn, existe-t-il un sous

ensemble J ⊆ I = {1, 2, . . . , n} tel que
∑
i∈J

si =
∑

i∈I\J
si.

– 3-satisfiabilité : étant donné un ensemble de clauses de dimension 3, construites

à partir d’un ensemble fini de variables, existe-t-il une affectation de ces va-

riables qui satisfait toutes les clauses ?

– Recouvrement : étant donné un graphe G = (V ;E) et un entier k, existe-t-il

X ⊆ V tel que |X| ≤ k et toute arête de G a au moins une de ses extrémités

dans X ?

– Clique : étant donné un graphe G = (V ;E) et un entier k, existe-t-il X ⊆ V

tel que |X| ≤ k et tous les sommets de X sont deux à deux adjacents ?

– Cycle Hamiltonien : étant donné un graphe G = (V ;E), existe-t-il un cycle

passant une fois et une seule par chacun des sommets de V ?

1.5 Approximabilité des problèmes NP-difficiles

Les problèmes NP-difficiles de grande taille ne peuvent pas être résolus de façon

optimale. Alors, il est intéressant de chercher des algorithmes qui fournissent des

solutions proches de la solution optimale, et cela en s’orientant vers la construction

des algorithmes polynomiaux avec garantie de performance et la construction de

schémas d’approximation polynomiaux.

Dans ce qui suit, pour les définitions des notions, nous considérons le cas de problèmes

de minimisation.

1.5.1 Rapport d’approximation

Le rapport d’approximation est utilisée pour évaluer la performance des méthodes

de résolution. Il mesure l’erreur relative maximum d’un algorithme.
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Définition. 1 Soient X un problème d’optimisation, ΠX l’ensemble des instances

de X et A un algorithme pour la résolution de X. Le rapport d’approximation de A,

noté δ(A), est un nombre réel δ ∈ R tel que :

∀I ∈ ΠX ,
A(I)

OPT (I)
≤ δ

où OPT (I) est la solution optimale de l’instance I et A(I) est la solution de l’ins-

tance I donné par l’algorithme A.

La valeur δ = 1 + ε, tel que ε > 0, est dit ratio de pire cas, elle peut être intérprétée

comme une mesure de qualité de l’algorithme d’approximation A ou comme une

garantie de la performance de l’algorithme A. Plus δ est proche de 1 meilleur est

l’algorithme.

1.5.2 Schéma d’approximation

Un schéma d’approximation est un algorithme qui, pour une précision petite

donnée, apporte une solution dans la précision fixée en temps polynomial.

Définition. 2 Soient X un problème d’optimisation et ΠX l’ensemble des instances

de X. Un schéma d’approximation polynomial (polynomial time approximation scheme

ou PTAS) est un algorithme AS tel que :

∀ 0 < ε < 1, ∀I ∈ ΠX ,
AS(I)

OPT (I)
≤ 1 + ε

où OPT (I) est la solution optimale de l’instance I et AS(I) est la solution de l’ins-

tance I donné par l’algorithme A en temps polynomial dépendant de la taille des

entrées.

Un schéma d’approximation est également appelé un algorithme (1+ε)-approximation.

1.5.3 Classes d’approximation

Nous présentons une classification des problèmes NP-difficiles selon le niveau

possible d’approximation. Cette classification se base sur les notions d’algorithmes

approchant et de schéma d’approximation polynomial et totalement polynomial.

No-APX : les problèmes pour lesquels il ne peut pas exister d’algorithme avec un
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rapport d’approximation constant.

APX : les problèmes pour lesquels il existe un algorithme avec un rapport d’ap-

proximation constant.

PTAS : les problèmes pour lesquels il existe un schéma d’approximation polyno-

mial.

FPTAS : les problèmes pour lesquels il existe un schéma d’approximation totale-

ment polynomial.

1.6 Résolution des problèmes d’ordonnancement

Les problèmes d’ordonnancement sont de complexité différente. Les problèmes

appartenant à la classe P ont des algorithmes polynomiaux permettant de les résoudre.

Pour les problèmes appartenant à la classe NP , l’existence d’algorithmes poly-

nomiaux semble peu réaliste. Ainsi, différentes méthodes de résolution (méthodes

exactes ou heuristiques), sont largement utilisées pour appréhender les problèmes

NP -difficiles. Nous exposons dans cette partie, les grandes lignes des méthodes les

plus connues classées en trois catégories : les méthodes exactes, les approches heu-

ristiques et les métaheuristiques.

1.6.1 Méthodes exactes

Dans ce paragraphe, il est question de trois types de méthodes exactes : la pro-

grammation dynamique, la méthode de séparation et évaluation et la résolution à

partir d’une modélisation analytique. Le temps de calcul de ces méthodes est expo-

nentiel ce qui explique qu’elles ne sont utilisables que sur des problèmes de petites

tailles.

1.6.1.1 Programmation dynamique

Introduite par Bellman [14] dans les années 50, la programmation dynamique

décompose un problème de dimension n en n sous problèmes de dimension 1. Le

système est alors constitué de n étapes que l’on résout séquentiellement, le passage

d’une étape à une autre se faisant à partir des lois d’évolution du système et d’une

décision [33].
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Le principe est de procéder à une décomposition en étapes du problème, et de par-

courir à rebours (de la dernière décision aux précédentes) le processus de décision

séquentiel associé au problème d’ordonnancement. Chaque étape correspond à un

sous problème que l’on résout optimalement en tenant compte des informations obte-

nues lors des étapes précédentes. Ceci nécessite une formulation du critère sous forme

de relation de récurrence liant deux niveaux successifs. Comme les PSE, la program-

mation dynamique procède par énumération implicite de l’ensemble des solutions.

C’est une méthode à vocation plus générale que la PSE, mais la taille des problèmes

qu’elle permet d’aborder est en revanche plus limitée. Là encore, il est possible

d’appliquer des résultats de dominance et pour des problèmes NP-difficiles de taille

raisonnable, on peut ainsi construire des algorithmes de programmation dynamique

pseudo-polynomiaux (désigne un algorithme capable de résoudre un problème NP-

complet en un temps polynomial, moyennant un codage des données du problème

en base 1).

1.6.1.2 La méthode par séparation et évaluation

Cette méthode est basée sur une énumération implicite et intelligente de l’en-

semble des solutions réalisables. Elle repose sur la construction d’un arbre à par-

tir du problème initial qui utilise deux opérations principales : la séparation et

l’évaluation. La séparation consiste à décomposer l’ensemble des solutions en plu-

sieurs sous ensembles qui sont à leur tour décomposables d’une manière récursive.

Ce processus peut se visualiser sous forme d’une arborescence d’énumération, les

noeuds de l’arbre correspondent au sous ensembles et les feuilles corespondent à des

solutions réalisables. La procédure d’évaluation calcule pour chaque noeud, dans le

cas d’un problème de minimisation, une borne inférieure de la solution obtenue et

une borne supérieure à partir de ce sous problème. Si la valeur de la borne inférieure

est supérieure à la borne supérieure alors le noeud est considéré dominé et il sera

éliminé. La borne supérieure est mise à jour à chaque fois qu’une solution réalisable

donnant une meilleure valeur pour la fonction objectif est trouvée. La stratégie

d’exploration de l’arbre correspond au choix de l’ordre d’exploration des noeuds.

On distingue : la stratégie profendeur d’abord, la stratégie largeur d’abord et la

stratégie meilleur d’abord. Certaines règles de dominance peuvent être définies pour

permettre d’élaguer des branches de l’arbre de recherche.
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1.6.1.3 Modélisation analytique et résolution

La modélisation analytique d’un problème permet, non seulement de mettre en

évidence l’objectif et les différentes contraintes du problème, mais également, parfois

de le résoudre. L’idéal est d’obtenir un programme linéaire dont les variables sont

réelles. Dans ce cas, il existe bon nombre de solveurs pouvant le résoudre. Il existe

aussi des solveurs pour les programmes en nombre entiers (Cplex par exemple). Il

en est de même lorsque le modèle n’est pas linéaire, mais quadratique par exemple.

Néanmoins, il est parfois surprenant de voir qu’un problème particulier de taille

raisonnable peut être appréhendé et résolu par la programmation mathématique. Il

est donc justifié de commencer à étudier un problème en proposant une ou plusieurs

modélisations analytiques.

Malheureusement, tous les problèmes ne peuvent être résolus par cette approche

car la résolution de programmes linéaires mixtes, par exemple, demande souvent

beaucoup de temps de calcul.

1.6.2 Approches heuristiques

Les approches heuristiques sont des méthodes qui fournissent des solutions de

bonne qualité, c’est-à-dire proches des solutions optimales, en un laps de temps rai-

sonnable. Ces méthodes par construction progressive sont des méthodes itératives où

à chaque itération, une solution partielle est complétée. La plupart de ces méthodes

sont des algorithmes gloutons car elles considèrent les élèments dans un certain ordre

sans jamais remettre en question un choix, une fois qu’il a été effectué. De principe

très simple, ces algorithmes permettent de trouver une solution très rapidement.

Parmi ces méthodes nous en exposons deux types.

1.6.2.1 Algorithmes de liste

Le principe de ces algorithmes est d’ordonner la liste des tâches selon un ordre de

priorité suivant lequel ils seront ordonnancées. Les règles de priorité les plus connues

sont :

• SPT (Shortest Processing Time) : les tâches sont ordonnancées dans l’ordre crois-

sant de leurs durées d’exécution.
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• LPT (Longest Processing Time) : les tâches sont ordonnancées dans l’ordre

décroissant de leurs durées d’exécution.

• EDD (Earliest Due Date) : les tâches sont ordonnancées dans l’ordre croissant

de leurs dates de fin au plus tard.

• FIFO (Fist In First Out) : les tâches sont ordonnancées dans l’ordre croissant de

leurs dates d’arrivées.

Malgré la simplicité de ces méthodes, elles peuvent produire de bonnes solutions.

1.6.2.2 Algorithmes gloutons

A chaque itération, une solution locale est construite pour un problème d’optimi-

sation, dans l’espoir d’évoluer progressivement pour obtenir en résultat un optimum

global. Théoriquement, ces heuristiques ne fournissent pas systématiquement à la fin

de l’algorithme la solution optimale, mais elles donnent généralement des solutions

très satisfaisantes.

1.6.3 Métaheuristiques

Les métaheuristiques forment une famille particulière d’heuristiques basées sur

des algorithmes itératifs stochastiques visant à résoudre des problèmes d’optimisa-

tion difficiles, et qui progressent à la recherche de l’optimum global des problèmes

pour lesquels on ne connâıt pas de méthode classique plus efficace. Ces méthodes

sont suffisamment générales pour être appliquées à plusieurs catégories de problèmes

d’optimisation combinatoire. Elles peuvent être classées selon leur principe de fonc-

tionnement dans la recherche de la solution en deux catégories : les métaheuristiques

à base de voisinage (à solution unique) et métaheuristiques à base d’une population

de solutions.

1.6.3.1. Métaheuristiques à base de voisinage

Ces méthodes sont initialisées par une solution réalisable, calculée soit aléat-

oirement soit à l’aide d’une heuristique constructive et recherchent à chaque itération
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une amélioration de la solution courante par des modifications locales. Cet examen

se poursuit jusqu’à ce qu’un critère d’arrêt soit satisfait. L’utilisation de ces heuris-

tiques itératives suppose que l’on puisse définir pour toute solution un voisinage de

solution contenant les solutions voisines.

1.6.3.1.1 Méthode de descente

Elle consiste à rechercher dans le voisinage de la solution courante, une solution

de coût plus faible. Elle procède ainsi jusqu’à arriver à un optimum local. Cette

méthode a l’avantage d’être rapide, mais s’arrête dès qu’un optimum local est at-

teint, même si celui-ci n’est pas de bonne qualité.

Parmi ces méthodes, nous décrivons ici les méthodes d’échanges de type r-opt.

Ces méthodes d’optimisation ont été initialement proposées par Lin dans [76] pour

résoudre le Problème du Voyageur de Commerce (PVC), mais elles s’appliquent

également à tout problème combinatoire dont la solution consiste en une permuta-

tion de r composantes parmi n.

Le terme r-optimal indique qu’une solution ne peut plus être améliorée en échan-

geant r élèments. La méthode consiste donc à sélectionner r composantes et à regar-

der si en interchangeant ces composantes, on obtient une meilleure solution. Nous

remarquons donc qu’une solution n-optimale est une solution optimale (dans le cas

d’un problème de taille n). Ainsi, plus r augmente, plus on se rapproche de la solu-

tion optimale, mais plus les calculs sont difficiles. En effet, il y a Cr
n façons de choisir

r composantes et r! façons de les échanger. En pratique, on se limite à r = 2 ou 3.

1.6.3.1.2 Recherche avec tabous

La méthode de recherche avec tabous est basée sur des mécanismes inspirés

de la mémoire humaine [43]. Son principe de base est simple : la méthode tabou

fonctionne avec une seule configuration courante à la fois. Au départ une seule

solution quelconque qui est actualisée au cours des itérations successives. A chaque

itération, le mécanisme de passage d’une configuration, soit s, à la suivante, soit t,

comporte deux étapes :

– On construit l’ensemble des voisins de s c’est à dire l’ensemble des configu-

rations accessibles en un seul mouvement élèmentaire à partir de s. Soit v(s)
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l’ensemble de ces voisins,

– On évalue la fonction objectif f du problème en chacune des configurations

appartenant à v(s). La configuration t, qui succède à s dans la suite des solu-

tions construites par la méthode tabou est la configuration de v(s) en laquelle

f prend la valeur minimale. Notons que cette configuration t est adoptée même

si elle est moins bonne que s, c’est à dire si f(t) > f(s).

Pour éviter de retourner à une configuration déjà retenue lors d’une itération précé-

dente, on tient à jour et on exploite à chaque itération une liste de mouvements

interdits, la ”liste des tabous” ou ”liste taboue”.

1.6.3.1.3 Recuit simulé

Ie recuit simulé est inspiré du domaine de la thermodynamique et s’appuie sur les

méthodes de simulation de Metropolis [68]. La technique du recuit en métallurgie

consiste à porter le matériau à une haute température puis à abaisser lentement

celle-ci, ce qui permet d’obtenir un état solide bien ordonné d’énergie minimale.

La méthode du recuit simulé transpose le procédé du recuit à la résolution d’un

problème d’optimisation : la fonction objectif du problème, analogue à l’énergie d’un

matériau, est alors minimisée, moyennant l’introduction d’une température fictive

qui est dans ce cas un simple paramètre de contrôle de l’algorithme.

1.6.3.2. Métaheuristiques à base de population

Connues aussi sous l’appellation d’algorithmes évolutionnistes, sont des méthodes

de recherche qui utilisent une population de solutions qui interragissent entre eux

afin de produire de nouveaux individus plus performants. Ces métaheuristiques sont

inspirées de la biologie et utilisant des phénomènes d’auto organisation. Parmi ces

méthodes on trouve :

1.6.3.2.1. Optimisation par essaims de particules

L’optimisation par essaims de particules (OEP) est une méthode d’optimisation

stochastique, pour les fonctions non linéaires, dévellopé par Kennedy et Heberhat

[65]. Elle s’inspire du comportement collectifs des déplacements d’animaux. Cette

méthode est une procédure de recherche basée sur une population d’individus, ap-
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pelés particules, qui changent leurs positions avec le temps. Dans le système d’OEP,

les particules se déplacent à l’intérieur d’un espace de recherche et chaque particule

ajuste sa trajectoire vers sa meilleure position dans le passé et vers la meilleure posi-

tion des particules de son voisinage. La variante globale de ces algorithmes considère

la totalité de l’essaim comme voisinage. Les particules profitent ainsi des découvertes

et expériences antérieures de toutes les autres particules.

1.6.3.2.2. Algorithmes génétiques

Cette classe de méthodes est basée sur une imitation des phénomènes d’adapta-

tion des êtres vivants. L’application de ces méthodes aux problèmes d’optimisation

a été formalisée par Goldberg en 1989 dans [53].

Les algorithmes génétiques fonctionnent sur une analogie avec la reproduction

des êtres vivants. On part d’une population (ensemble de solutions) initiale sur

laquelle des opérations de reproduction, de croisement ou de mutation vont être

réalisées dans l’objectif d’exploiter au mieux les caractéristiques et propriétés de

cette population. Ces opérations doivent mener à une amélioration (en terme de

qualité des solutions) de l’ensemble de la population puisque les bonnes solutions

sont encouragées à échanger par croisement leurs caractéristiques et à engendrer

des solutions encore meilleures. Toutefois, des solutions de très mauvaises qualités

peuvent aussi apparaitre et permettent d’éviter de tomber trop rapidement dans

un optimum local. Les difficultés pour appliquer les algorithmes génétiques résident

dans le besoin de coder les solutions, et dans les nombreux paramètres à fixer (taille

de la population, coefficients de reproduction, probabilitée de mutation, . . . ). De

plus, ces algorithmes demandent un effort de calcul très important.
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CHAPITRE 2

REVUE DE LA LITTÉRATURE

2.1 Introduction

Ce chapite présente une revue de la littérature qui couvre les principaux résultats

traitant les problèmes d’ordonnancement de type flowshop. Comme nous nous intéressons

au problème du flowshop avec des tâches couplées en présence de la contrainte

des temps de latence, alors, nous exposons les principaux travaux réalisés avec la

contrainte des temps de latence minimums, des temps de latence maximums, des

temps de latence minimums et maximums et des temps de latence exacts.

2.2 Problèmes du flowshop

Le problème du flowshop, F//Cmax, est considéré comme l’un des problèmes

les plus étudié dans la littérature. Pour le problème à deux machines, Johnson

dans [61], a établi un algorithme polynomial qui a servi de base à de nombreuses

méthodes de résolution qu’elles soient des méthodes exactes, d’heuristiques ou de

bornes inférieures pour des problèmes NP-difficiles. Le problème devient NP-difficile

au sens fort [51], si le nombre de machines est supérieur à deux.

Johnson a montré que toute séquence respectant la règle min(pi,1, pj,2) ≤min(pj,1,

32



Chapitre 2 Revue de la littérature

pi,2)⇐⇒ (la tâche i est traitée avant la tâche j) est optimale, et a proposé un algo-

rithme de complexité O(nlogn). L’algorithme est le suivant :

Algorithme. Johnson

début

– Construire les ensembles des tâches X = {Tj/p1j ≤ p2j} et T \X = {Tj/p1j >

p2j},
– Ordonnancer sur les deux machines les tâches de X suivant l’ordre croissant

de leurs temps de traitement sur la première machine,

– Ordonnancer sur les deux machines les tâches de T\X suivant l’ordre décroissant

de leurs temps de traitement sur la deuxième machine.
fin

Plusieurs se sont intéressés à étudier le problème du flowshop de permutation,

parmi lesquels nous citons les travaux de Campbell et al. [26], Dannenbring [38],

Taillard [115] et Widmem [120]. En se servant du résultat de Johnson [61], Bellmann

et al. [13] ont proposé un algorithme qui permet d’énumérer toutes les séquences sa-

tisfaisant la règle de Johnson. Aussi dans [15], Billaut et Lopez ont suggéré un

algorithme qui énumère toutes les séquences optimales.

Ramon et Manelo ont proposé, dans [101], une méthode exacte pour résoudre les

problèmes du flowshop, F/prmu/Cmax et F/block/Cmax, et des approches heuris-

tiques. Ces approches sont utilisées pour trouver une solution initiale et s’appliquent

en deux étapes. La première étape consiste à trouver une permutation tandis que

la seconde étape est réservée à l’application de la méthode de la recherche locale.

Lomniki [77] et Ignall et al. [59] ont utilisé la première méthode exacte, Branch and

Bound, pour résoudre le problème F/prmu/Cmax. Plus tard, d’autres auteurs ont

proposé des méthodes de ce type pour résoudre le même problème [8],[27],[35],[99].

Un autre type de problèmes du flowshop pour lequel les auteurs ont porté un

intérêt particulier est le problème du flowshop à deux machines, F2/no−wait/Cmax,

avec la contrainte sans attente. La contrainte no-wait exprime qu’aucune attente

entre deux opérations d’une même tâche n’est permise. Ce problème est résolu en
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temps polynomial par l’algorithme de Gilmore et Gomory [52]. Dans [97], les au-

teurs ont traité le problème du flowshop de permutation avec la contrainte no-wait.

Ils ont modélisé le problème F/no − wait/Cmax par un réseau où la longueur du

chemin critique représente le makespan. Ils ont donné une réduction du problème au

problème du voyageur de commerce, comme ils ont présenté encore quelques sous

cas polynomiaux.

La contrainte no-idle décrit qu’il n’existe aucun temps mort sur une machine

entre le début de son activation et la fin de l’exécution des opérations qui lui sont

affectées. Adiri et Pohoryles [1] sont les premiers à avoir étudiés le problème du flow-

shop à m machines et ils ont montré que le problème F2//Cmax est équivalent au

problème F2/no− idle/Cmax. Baptiste et Hguny [11] se sont intéressés au problème

du flowshop avec la contrainte no-idle. Ils ont prouvé que le problème F3/no −
idle/Cmax est NP-difficile au sens fort et ont développé une méthode de type Branch

and Bound pour résoudre le problème F/no−idle/Cmax. Saadani et al. [108] ont pro-

posé une heuristique en O(nlogn) pour résoudre ce problème avec trois machines,

comme ils ont évalué sa performance en comparant leurs résultats avec la borne

inférieure, aussi avec la solution trouvée en utilisant le logiciel LINGO pour des ins-

tances de petites tailles. Les mêmes auteurs, dans [107], ont proposé une procédure,

pour résoudre le problème F/no− idle/Cmax, basée sur l’idée que le problème peut

être modélisé comme un problème du voyageur de commerce.

Dans [97], Pawel et Kamburowski ont modélisé le problème F/no − idle/Cmax

par un réseau où la longueur critique du chemin représente le makespan. Dans [63],

Kamburowski s’est intéressé à l’étude du problème F3/no− idle/Cmax. Il a identifié

le problème par une simple représentation du réseau et a décrit certaines anomalies

provenant de la contrainte no-idle, comme il a déterminé certaines relations de do-

minance sous lesquelles le problème est résolu efficacement.

Espinouse et al. [45] ont étudié le même problème en présence de la contrainte

d’indisponibilité sur l’une des machines. Ils ont montré que les problèmes F2, h11/no−
wait/Cmax et F2, h21/no−wait/Cmax sont NP-difficiles. Avec au moins deux périodes

d’indisponibilité séparées et même si ces périodes se situent sur une même machine,
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ils ont montré que le problème F2, hjk/no−wait/Cmax est NP-difficile au sens fort.

En se basant sur l’algorithme de Gilmore et Gomory [52], ils ont également proposé

des heuristiques polynomiales avec un ratio de performance égale à 2.

Wang et Cheng [119] se sont intéressés au même problème avec une période d’in-

disponibilité sur une seule machine pour lequel ils ont proposé deux heuristiques

avec un ratio de performance égale à 5
3
. Cependant, Cheng et Liu [30] ont proposé

un schéma d’approximation en temps polynomial (PTAS) avec une seule période

d’indisponibilité sur l’une des machines ou sur les deux machines ensemble. Pour les

deux problèmes, les même auteurs ont proposé dans [29] un ratio de performance

qui est égale à 3
2
.

Riad Aggoune [5] a abordé le problème du flowshop, F, hik//Cmax, à plusieurs

machines avec des périodes d’indisponibilité imposées dues à la maintenance. Il a

considéré deux variantes non préemptives du problème. Dans la première variante,

les dates de début des travaux de maintenance sont fixées et dans la seconde, les tra-

vaux de maintenance doivent être exécutés sur des fenêtres temporelles données. Il a

également proposé des heuristiques basées sur l’algorithme génétique et la recherche

tabou. Aggoune et Portman [4] proposent, pour le même problème, un algorithme

d’approximation basé sur une extension des approches géométriques.

Lee dans [72] a traité le problème du flowshop à deux machines avec la contrainte

d’indisponibilité pour minimiser le makespan. L’auteur a prouvé que les problèmes

F2/r − a(M1)/Cmax et F2/r − a(M2)/Cmax sont NP-difficiles en présence d’une

période d’indisponibilité sur l’une des machines. Il a proposé un algorithme de

programmation dynamique pour résoudre le problème optimalement et des heuris-

tiques en O(nlogn). La première heuristique résout le problème avec indisponibilité

sur la première machine avec un ratio de performance égale à 3
2

au pire des cas,

et la deuxième heuristique résout le problème si l’indisponibilité est définie sur la

deuxième machine avec un ratio de performance égale à 4
3
.

Le même auteur a abordé les mêmes problèmes avec des tâches résumables et

non résumables dans [71]. Il a donné la complexité des problèmes définis dans [72]
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et a présenté aussi des heuristiques pour leur résolution. Cheng et Wang, dans [31],

se sont intéressés au problème F2/r − a(M1)/Cmax étudié par Lee [72], et ils ont

développé une autre heuristique avec un ratio de performance égale à 4
3
. D’autre

part, Breit [20] a traité le même problème F2/r− a(M1)/Cmax en présence de l’in-

disponibilité sur la deuxième machine, et il a proposé une heuristique avec un ratio

de performance égale à 5
4
.

Blazewicz et al. ont étudié dans [17] le problème du flowshop à deux machines

avec plusieurs périodes d’indisponibilité. Ils ont développé des heuristiques et une

métaheuristique (recuit simulé) pour résoudre le problème. Le même problème avec

des tâches résumables a été abordé par Kubiak et al. dans [70]. Ils ont prouvé que

les problèmes F2, h1k/r − a/Cmax et F2, h2k/r − a/Cmax sont NP-difficiles au sens

fort. Pour la résolution du problème F2, hjk/r − a/Cmax, ils ont proposé une borne

inférieure, des propriétés de dominance et une méthode exacte de type Branch and

Bound.

2.3 Problèmes avec des temps de latence mini-

maux

Un temps de latence minimum est un délai qui est défini entre deux opérations

consécutives de la même tâche. Cette contrainte est exprimée généralement en fonc-

tion de la date de fin de traitement d’une opération C1j et de la date de début de

traitement de l’opération suivante t2j. Elle est donnée par : C1j + lmin
j ≤ t2j. Les

temps de latence minimaux peuvent être associés à des contraintes d’écart minimal

particulières tels que les temps de séchage, de refroidissement, les temps de réglage

ou les temps de montage. Suivant la valeur du temps de latence, nous distinguons

trois cas :

1. lmin
j > 0 : après l’exécution de la première opération d’une tâche, la tâche doit

attendre un temps lmin
j pour traiter l’opération suivante. Ce type de contrainte

est utilisée pour modéliser un temps de transport entre deux opérations consécu-

tives. Ainsi, le délai lmin
j correspond au temps du transport de la tâche (voir

figure 2.1).
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t1j + p1j t2j

t1j+p1j+l
min
j

a b

Figure 2.1 – Contrainte de temps de latence minimum : lmin
j > 0

2. lmin
j < 0 : la durée du temps de latence minimum est négative. Il est possible

également de rencontrer la contrainte des time lags dans les ateliers de pro-

duction par lots. Après le traitement d’une partie d’une tâche du lot sur une

machine, il est possible d’anticiper son exécution sur la machine suivante avant

la fin de son exécution sur la machine précédente. Ainsi, les deux opérations

consécutives qui modélisent le traitement du lot se chevauchent. Dans ce cas,

les temps de latence minimaux de type start-start représentent le temps de

traitement d’un lot sur la première machine, tandis que ceux de type stop-

stop représentent le temps de traitement d’un lot sur la seconde machine. Kim

[67] utilise la contrainte de temps de latence dans ce contexte.

t1j+p1j+l
min
j

t1j+p1j t2j

a b

Figure 2.2 – Contrainte de temps de latence minimum : lmin
j < 0

3. lmin
j = 0 : dans le cas où la valeur du temps de latence est nulle, cela signifie

qu’il n’existe pas de temps d’attente entre deux opérations consécutives, ce qui

exprime une contrainte de précédence classique.

t1j+p1j+l
min
j

t2j

a b

Figure 2.3 – Contrainte de temps de latence minimum : lmin
j = 0

Le premier problème considéré dans la littérature avec un temps de latence mini-

mum est le problème du flowshop de permutation à deux machines pour minimiser le
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makespan, F2/perm, lmin
j /Cmax, étudié par Mitten [92]. Il a prouvé que ce problème

peut être résolu en temps polynomial, en O(nlogn), en appliquant l’algorithme de

Johnson [61] pour résoudre le problème du flowshop à deux machines, F2//Cmax,

avec les nouvelles durées de traitement p′1j = p1j + lmin
j et p′2j = p2j + lmin

j .

Les chercheurs ne se sont pas limités au problème du flowshop de permutation.

Kern et Nawijn, dans [66], ont traité le problème d’ordonnancement à une machine,

1/lmin
j /Cmax, où chaque tâche est composée de deux opérations séparées par un

temps de latence minimum dans le but de minimiser le makespan. Ils ont prouvé

que ce problème est NP-difficile.

Dans [126], Yu et al. ont montré que le problème 1/lmin
j /Cmax est équivalent

au problème à deux machines avec un délai minimum F2/lmin
j /Cmax. Cependant,

ils ont prouvé que le problème à deux machines avec un délai minimum et des

durées opératoires unitaires, F2/pij = 1, lmin
j /Cmax, est NP-difficile au sens fort.

Ils ont montré également que le problème à une machine avec un délai minimum,

1/pj = 1, lmin
j /Cmax, est aussi NP-difficile [126]. D’autre part, si les temps de latence

ne peuvent prendrent que deux valeurs différentes, lmin
j ∈ {l1, l2}, alors le problème

F2/lmin
j ∈ {l1, l2}, p1j = p2j/Cmax reste NP-difficile au sens fort [127].

Dans [73], Lenstra a montré que le problème du flowshop à deux machines avec

un délai minimum, F2/lmin
j /Cmax, est NP-difficile au sens fort et dans un autre tra-

vail [39], Dell’Amicco considère le même problème. Il a montré qu’il est NP-difficile

au sens fort, y compris dans sa version préemptive F2/pmtn, lmin
j /Cmax. Il a présenté

plusieurs bornes inférieures avec leurs ratios de performance dans le pire des cas.

Outre les bornes simples obtenues à partir de la charge des machines et de la durée

totale des travaux, d’autres bornes sont calculées en relachant la contrainte de ca-

pacité sur l’une des machines ou en réduisant les temps de latence. A partir des

séquences obtenues par relaxation, des solutions réalisables sont construites fournis-

sant des bornes supérieures avec des ratios de performance. Pour la résolution du

problème, l’auteur a développé une méthode basée sur une recherche tabou. L’au-

teur avec Vaessens dans [40], ont prouvé que le problème F2/lmin
j , p1j = p2j/Cmax

est NP-difficile au sens fort aussi.
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Gupta, dans son papier [55], a abordé le problème à une machine, 1/Oj =

2, lmin
j /Cmax, telle que chaque tâche est composée de deux opérations séparées par un

délai minimum pour minimiser le makespan et il a prouvé que le problème est NP-

difficile au sens fort. Il a présenté des bornes inférieures et des heuristiques basées sur

des règles de priorités ou sur l’algorithme de Johnson [61]. Ces approches génèrent

dans un premier temps des ordonnancements de permutation, puis appliquent des

procédures d’amélioration. D’après les expérimentations numériques, l’efficacité de

ces heuristiques croit avec le nombre de tâches.

Finta et Liu, dans [46], considèrent le problème à une machine avec des dates

de disponibilité, queues et temps de latence minimaux positifs entre les tâches. Ils

ont montré comment utiliser ce type de contraintes pour traiter l’indisponibilité de

la machine, puis ils ont prouvé que le problème est NP-difficile pour des durées

opératoires unitaires. Si par contre les temps de latence minimaux sont tous égaux

à 1, le problème est résoluble en temps polynomial, comme ils se sont intéressés au

cas non préemptif.

Janczewski et kubal, dans [60], se sont intéressés aux problèmes à une machine

avec des opérations de durées unitaires, et en présence de temps de latence unique-

ment minimaux et symétriques dans le but de minimiser le makespan. Les contraintes

sont également présentées sous forme d’un graphe pondéré. Les auteurs ont prouvé

que le problème est équivalent au problème de T-Coloration et à la minimisation

du T-Span. Grâce à l’équivalence entre les deux problèmes, les auteurs déduisent

des résultats de complexité pour le problème d’ordonnancement, en fonction de la

structure du graphe. Ils ont montré qu’il est polynomial si le graphe est bipartie,

pseudo-polynomial si le graphe a un nombre cyclomatique borné et NP-difficile au

sens fort si le graphe est complet.

Lin et Haley [75] ont étudié le problème de la minimisation du makespan sur une

machine où chaque tâche est composée de deux opérations séparées par un temps

de latence minimal, 1/Oj = 2, lmin
j /Cmax, pour minimiser la plus grande date de fin

de traitement des tâches. Ils ont proposé un programme mathématique en variables

mixtes pour modéliser le problème et ont présenté un certain nombre de propriétés :
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– Propriété 1 : les ordonnancements dans lesquels les secondes opérations des

tâches sont traitées après toutes les premières opérations, celles-ci étant exécu-

tées sans temps mort sont dominants.

– Propriété 2 : pour une séquence donnée des premières opérations, il suffit de

traiter les secondes opérations selon leurs dates de disponibilité. Le problème

revient donc à déterminer l’ordre optimal d’exécution des premières opérations.

– Propriété 3 : le problème étudié est équivalent au problème F2/lmin
j /Cmax.

Les auteurs ont présenté également des cas particuliers résolubles en des temps

polynomiaux et ont développé une méthode exacte pour résoudre le problème général,

dans laquelle ils ont utilisé des heuristiques qu’ils ont proposé afin d’obtenir une

borne supérieure.

Balas et al. ont étudié, dans [9], le problème à une machine avec des dates de

disponibilités, queues et temps latence minimaux positifs entre les tâches pour mi-

nimiser la date de fin de traitement des tâches. Ils ont prouvé que le problème est

NP-difficile au sens fort même si toutes les dates de disponibilités d’une part, et

toutes les queues, d’autre part sont égales, que ce soit dans le cas non préemptif ou

dans le cas préemptif.

Munier et Sourd, dans [95], ont considéré le problème de minimisation de la date

de fin de traitement des tâches sur une machine, 1/chaine(lij)/Cmax, en présence de

temps de latence minimaux et des contraintes de précédence sous forme de châıne.

Ils ont prouvé que le sous problème 1/chaine(l), pj = p/Cmax est résolu en temps

polynomial, lorsque les durées des opérations sont fixes et les temps de latence

sont également constants. Cependant, ils se sont intéressés au cas où la valeur de

n’importe quel temps de latence est inférieure à la valeur minimale des durées de

traitement, d’où le problème 1/chaine(lij ≤ ph)/Cmax, pour lequel ils ont proposé

un algorithme polynomial en O(nlogn) pour minimiser le makespan. Pour minimiser

la somme des dates de fin de traitement des tâches, avec des durées de traitement

constantes, 1/chaine(lij ≤ ph), pj = p/
∑
Cj, le problème peut être résolu en temps

polynomial en O(n2) grâce à la programmation dynamique.
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Brucker et al. [22] ont fourni des résultats complémentaires. Ils ont proposé un

algorithme pseudo polynomial pour résoudre le problème de minimisation de la

somme des dates de fin de traitement des tâches sur une seule machine, 1/chaine(l),

pj = p/
∑
Cj, lorsque les durées d’une part et les temps de latence minimaux d’autre

part sont constants, en utilisant la structure particulière des ordonnancements opti-

maux. En outre, ils ont montré que cet algorithme peut être ramener à un algorithme

polynomial, grâce à une description compacte des solutions pour résoudre le même

problème pour minimiser le makespan.

Dans [79], Lourenço H.R. a considéré le problème à une machine avec préemption

des tâches et en présence des temps de latence sous forme de châıne. Chaque tâche

possède une date de disponibilité et une date de début de traitement au plutôt

(delivery time). Le but est de minimiser la date de la plus grande tardiveté (maxi-

mum lateness Lmax). L’auteur a proposé un algorithme polynomial pour résoudre le

problème qui consiste à appliquer la version préemptive de l’heuristique. Cependant,

il est utilisé pour obtenir des bornes inférieures pour les problèmes à une machine

et du job shop avec des temps de latence.

Rebaine, dans son papier [104], a abordé le problème du flowshop de permuta-

tion sur deux machines avec des temps de latence minimaux pour minimiser la date

de fin de traitement des tâches. Il a prouvé que le rapport de performance entre le

flowshop de permutation et la solution optimale est borné par 2. Lorsque toutes les

durées opératoires des tâches sont unitaires, le ratio est réduit à 2− 3/(n+ 2), et à

m quand il s’agit d’un flowshop à m machines.

Rayward et Rebaine ont abordé dans [103] le problème du flowshop avec délai afin

de minimiser la date de fin de traitement des tâches. Ce délai est considéré comme

étant le temps du transport d’une tâche entre deux machines consécutives. Les au-

teurs ont montré que ce problème est NP-difficile même si les durées opératoires

sont unitaires.

Dans [94], Munier et Rebaine se sont intéressés au problème du flowshop de per-

mutation avec des durées de traitement unitaires et en présence de délais arbitraires.
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Leur objectif est de minimiser la date de fin de traitement des tâches. Cependant, ils

ont développé des algorithmes polynomiaux pour les problèmes à trois et à quatre

machines, en O(nlogn) et O(n2), respectivement.

Rayward et Rebaine ont étudié [102] le problème du flowshop à deux machines

avec des temps de latence minimaux et des durées d’exécution unitaires, pour mi-

nimiser le makespan. Ils ont proposé deux heuristiques pour résoudre le problème

avec des ratios de performance. Ils ont aussi réalisé des expérimentations numériques

pour étudier la performance de ces heuristiques.

Moukrim et al. [93] ont étudié le problème du flowshop à deux machines avec des

délais minimums. Les durées de traitement considérées sont unitaires et l’objectif

est de minimiser le makespan. Les auteurs ont proposé une méthode exacte de type

Branch and Bound pour la résolution du problème. D’autre part, ils ont proposé

des bornes inférieures et supérieures, ainsi que des règles de dominance. D’après les

expérimentations numériques réalisées, l’algorithme fournit une solution optimale

pour le problème.

Khurana et Bagga [69] ont étudié le problème du flowshop de permutation à

deux machines avec des temps de latence minimaux et en présence des temps de

réglage, dans le but de minimiser le makespan. Ils ont traité le cas spécial des temps

latence où ces délais stat-start et stop-stop sont égaux, comme ils ont présenté des

conditions sur les temps de réglage en affirmant que, si elles sont vérifiées, elles per-

mettent de construire un ordonnancement optimal.

Le travail présenté par Wlodzimierz dans [122] généralise le modèle du flowshop

proposé par Khurana et Bagga dans [69]. L’auteur a étudié le problème du flowshop

en présence des temps de latence et des temps de setup lorsqu’aucune restriction

n’est imposée pour minimiser le makespan. Ils ont développé une approche qui four-

nit une solution optimale pour résoudre le problème à deux machines et une solution

approximative dans le cas de plusieurs machines, comme ils ont proposé une borne

inférieure pour le makespan.
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Dans [23], Brucker et al. ont étudié le problème du flowshop avec des temps de

transport dans l’objectif de minimiser la somme des dates de fin de traitement

des tâches. Ce dernier est équivalent au problème du flowshop avec des temps

de latence minimaux entre les opérations appartenant à la même tâche. Les au-

teurs ont prouvé que le problème du flowshop avec les temps du transport et des

durées de traitement constantes, F/pij = p, tj/
∑
Cj, est polynomial en O(nlogn),

et se résout en rangeant les tâches dans l’ordre SPT des temps du transport sur

toutes les machines. Pour minimiser la somme pondérée des dates de fin de trai-

tement des tâches, et si les poids et les temps du transport sont agreeable (en

anglais) (on dit que les temps de transport tj et les poids wj sont agreeable si

w1 ≥ w2 ≥ . . . ≥ wn et t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn), alors il existe un ordonnancement

optimal pour le problème F/pij = p, tj/
∑
wjCj, en rangeant les tâches dans l’ordre

SPT des temps du transport de toutes les machines, comme ils ont prouvé que les

problèmes F2/pij = 1, tj/
∑
wjCj et F2/pij = 1, tj, rj/

∑
Cj sont NP-difficiles au

sens fort en utilisant une réduction de 3-partition.

Brucker et Knust [25] ont montré que les problèmes préemptifs à m machines pa-

rallèles avec des contraintes de précédence se réduisent aux problèmes à une machine

avec des durées opératoires unitaires, et des temps de latence minimaux constants

égales à m − 1. Pour les problèmes à machines parallèles, non preemptifs avec des

contraintes de précédence sous forme de intree et outtree, et avec des durées de

traitement unitaires pour minimiser le Lmax, ils ont prouvé qu’ils se réduisent aux

problèmes à une seule machine avec des durées opératoires unitaires et des temps

de latence minimaux constants. Ils ont montré également que les problèmes d’or-

donnancement à une seule machine avec des contraintes de précédence se réduisent

aux problèmes analogues avec des temps de latence minimaux de valeurs fixes. En

outre, ils ont proposé des algorithmes polynomiaux pour résoudre les problèmes

à une machine, de durées opératoires unitaires et des temps de latence minimaux

constants, 1/pj = 1, outtree(l), rj/
∑
Cj et 1/pj = 1, prec(l)/

∑
Cj, pour mini-

miser la somme des dates de fin de traitement des tâches. Enfin, ils ont présenté une

preuve de complexité pour le problème 1/chains(l) /
∑
Cj, où ils ont démontré que

ce problème est NP-difficile au sens fort.
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Riezebos et al. [106] ont abordé le problème du flowshop à m machines avec

plusieurs opérations par tâche et temps de latence minimaux pour minimiser le ma-

kespan. Chaque tâche j possède Nj,k opérations qui doivent être exécutées sur la

machine k, cependant le nombre d’opérations est différent d’une tâche à une autre

et d’une machine à une autre. Les temps de latence minimaux sont définis entre

chaque couple d’opérations, que ces opérations soient affectées à la même machine

ou pas. Ce problème est issu des systèmes de production flexibles, pour lesquels

les produits subissent plusieurs traitement sur une même station de travail, séparés

par des temps de transport et d’autres activités effectuées sur des ressources non

critiques. Ils ont formulé le problème sous forme d’un programme mathématique

et ont proposé plusieurs bornes inférieures. Des heuristiques par construction sont

également présentées, certaines utilisent les bornes inférieures pour la sélection des

opérations à ajouter.

Riezebos et Gaalman ont proposé, dans [105], la suite du travail proposé dans

[106]. Les auteurs ont étudié l’effet de la taille des temps de latence sur la perfor-

mance des heuristiques qui sont construites à partir d’une autre heuristique basée

sur une borne inférieure pour le makespan. L’efficacité de ces heuristiques a été

évaluée de façon empirique pour différentes valeurs de la taille des temps de latence,

en résolvant un grand nombre de problèmes générés aléatoirement. Ils ont prouvé

que si le rapport entre la valeur moyenne des temps de latence et la durée moyenne

de traitement est de 20% ou plus, alors les heuristiques générant des ordonnance-

ments sans délai sont meilleures que celles qui générent des ordonnancements actifs

et l’inverse est vrai, si ce rapport est inférieur à 20%. Ils ont également testé et com-

paré ces heuristiques avec d’autres heuristiques, et ils ont noté que les heuristiques

faisant appel aux bornes inférieures sont beaucoup plus efficaces que les heuristiques

par construction de base, qui se reposent sur des règles simples de priorité.

2.4 Problèmes avec des temps de latence maxi-

maux

Dans le cas où le temps d’attente entre deux opérations consécutives d’une tâche

ne doit pas dépasser une valeur donnée, la contrainte de temps de latence est maxi-
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male. Elle est également exprimée en fonction des dates de fin C1j et de début t2j

des deux opérations qui se succèdent. Elle est décrite par : C1j + lmax
j ≥ t2j. Les

contraintes des temps de latence maximums permettent de modéliser un délai maxi-

mum entre deux opérations.

t1j+p1j t2j t1j+p1j+l
max
j

a b

Figure 2.4 – Contrainte du temps latence maximum

Les exemples sont multiples :

– dans les processus thermiques ou chimiques : temps limité entre deux opérations

pour éviter le refroidissement d’un produit.

– dans l’industrie agro-alimentaire : avec l’existence de produits périssables et

de normes sanitaires.

– dans le domaine d’agriculture : avec les contraintes portant sur l’enchâınement

des différents travaux lors des récoltes.

Les problèmes avec les contraintes des temps de latence maximaux sont considérés

comme des cas intermidiaires entre deux situations extrêmes : les problèmes clas-

siques, sans temps de latence maximaux (lmax
j = +∞), tel que les cas du flowshop

à deux machines pour minimiser le makespan, résolu par l’algorithme de Johnson,

et le flowshop sans attente (lmax
j = 0) pour lesquels les opérations successives des

tâches doivent se succéder immédiatement, sans temps d’attente. Les travaux de

recherche se portent surtout sur les temps de latence minimaux et ceux qui traitent

les temps de latence maximaux sont peu nombreux.

Yang et Chern, dans [125], ont montré que le problème de permutation à deux

machines avec un temps de latence maximum, F2/perm, lmax
j /Cmax, pour minimiser

le makespan est NP-difficile au sens ordinaire. Pour sa résolution, ils ont développé

une procédure par séparation et évaluation avec des expérimentations numériques.

Plus tard, Fondrevelle et al. [48] ont prouvé que le même problème avec un délai
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maximum constant est NP-difficile au sens fort.

2.5 Problèmes avec des temps de latence mini-

maux et maximaux

Dans [98], Potts et Whitehead ont étudié le problème à une machine dans lequel

chaque tâche consiste en deux opérations séparées par un délai borné par un temps

de latence minimal et un temps de latence maximal dont l’objectif est de minimiser

le makespan. Le problème étant NP-difficile. L’évaluation d’une solution pour toute

permutation d’opérations proposée nécessite un algorithme, de complexité O(n2),

qui calcule le plus long chemin dans un graphe. Parmi les algorithmes proposés,

nous retrouvons des algorithmes de descente et des méthodes taboues réactives,

c’est-à-dire pour lesquelles la taille de la liste des solutions taboues varie afin de

privilégier l’intensification dans certains cas et la diversification dans d’autres. Une

méthode approchée par construction est développée en deux versions, déterministe

et aléatoire. Les auteurs ont affirmé que les expériences menées montrent qu’une

application répétée de cette heuristique sous sa forme aléatoire est plus performante

que les méthodes de recherche locale, particulièrement de type tabou.

Dans [111], Sheen et Liao ont traité le problème d’ordonnancement à une ma-

chine avec un délai minimum et maximum pour minimiser le makespan qu’ils ont

modélisé par un graphe disjonctif. Ils ont décrit la méthode proposée par Carlier et

Pinson [28] de type Branch and Bound, dans laquelle ils ont introduit le concept de

input et de output pour une clique donnée ce qui améliore l’efficacité de la manière

d’élaguer les noeuds de branchement non réalisables en considérant la contrainte de

délai.

Chu et Proth [34] ont étudié le problème à une machine pour minimiser le makes-

pan, tout en respectant les contraintes de délais minimaux et maximaux formant des

châınes. La difficulté de ce problème réside dans l’obtention d’une solution faisable,

et ils ont précisé que la relaxation lagrangienne ne peut pas être appliquée pour ce

problème, du fait des temps de latence maximaux. Une preuve de NP-complétude

est présentée. Pour sa résolution, trois heuristiques sont proposées et une méthode
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de type Branch and Bound avec des expérimentations numériques.

Dans [121], Wikum et al. se sont intéressés à l’étude du problème à une machine

en présence des contraintes de précédence généralisées. Ils ont considéré à la fois

des temps de latence minimaux et maximaux, mais ils se sont limités au cas où

ces contraintes sont sous forme de chaines. Leur objectif est de minimiser le makes-

pan. Pour des relations de précédence simple, ils ont présenté trois cas particuliers

polynomiaux et pour des structures plus complexes, ils ont fourni des résultats de

NP-complétude. Pour l’un des cas NP-difficile où seulement des temps de latence

minimaux sont considérés, et toutes les chaines sont composées d’une seule tâche

sauf une qui est composée de deux tâches, une heuristique est proposée avec un ratio

de performance de 3/2.

Hurink et Keuchel, dans [57], ont étudié le problème d’ordonnancement à une

machine avec des délais positifs (minimums) et négatifs (maximums) dans le but

de minimiser le makespan, qu’ils ont résolu en utilisant la méthode de recherche

locale. La difficulté de l’application de cette méthode réside dans la détermination

de la solution de départ. Cela est réglé en intégrant des solutions irréalisables dans

le processus de recherche de solutions.

Brucker et al. [24] ont montré que les problèmes complexes d’ordonnancement,

tels que les problèmes d’ateliers généralisés, les problèmes avec des tâches multi-

processeurs, les problèmes avec machines à usages multiples, et les problèmes avec

temps de changement, peuvent être réduit aux problèmes à une seule machine avec

un délai minimum et maximum entre les tâches. Une méthode de type Branch and

Bound a été développée pour résoudre ce problème à une machine pour minimi-

ser le makespan. Par ailleurs, les résultats obtenus montrent que les méthodes de

résolution des problèmes d’ateliers, qui utilisent la transformation et l’algorithme

de Branch and Bound utilisés pour résoudre celui à une seule machine, ne sont pas

aussi efficaces que les méthodes appliquées directes aux problèmes d’ateliers.

Fondrevelle et al., dans [47], ont traité le problème du flowshop avec un délai

minimum et maximum dans le but de minimiser la somme des dates de fin de trai-
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tement pondérées. Ils ont montré que ce problème généralise le même problème

pour minimiser le makespan et déduisent la complexité des problèmes du flowshop

à deux et à trois machines. Ils ont proposé une méthode de type Branch and Bound

pour la résolution du problème du flowshop de permutation à m machines. Les au-

teurs ont étudié dans [48] le problème du flowshop de permutation à deux machines,

F2/perm, lmin
j , lmax

j /Cmax, avec un délai minimum et (ou) maximum dans l’objec-

tif de minimiser la date de fin de traitement de toutes les tâches. Ils ont prouvé

que le problème de permutation à deux machines avec un délai maximum constant

est NP-difficile au sens fort. Ils ont développé une méthode exacte de type Branch

and Bound pour résoudre le problème de permutation à m machines avec un délai

minimum et maximum. Ils ont également testé plusieurs bornes inférieures et des

heuristiques qui fournissent des bornes supérieures. D’autre part, Bouquard et Lenté

dans [18], ont proposé une autre méthode de type Branch and Bound pour résoudre

le même problème à deux machines. Pour plus de détails, Fondrevelle a donné dans

sa thèse [49], une étude approfondie du problème du flowshop avec des temps de

latence minimaux et maximaux, et un état de l’art sur les contraintes des temps de

latence.

Dans [42], Deppner considère les problèmes d’ordonnancement d’ateliers plus

généraux, avec des gammes de fabrication quelconques, des contraintes de calen-

drier sur les machines, et des temps de latence minimaux et maximaux. Son objectif

est de concevoir des méthodes de résolution efficaces capables de fournir des solu-

tions respectant l’ensemble des contraintes, pour des instances issues de situations

réelles. Cependant, il a développé un algorithme de construction basé sur le place-

ment d’opérations par grappes à partir d’un algorithme de liste de priorité et qui

considère notamment les temps de latence minimaux et maximaux. Dans le cadre

du flowshop de permutation et sous certaines hypothèses, l’algorithme proposé per-

met de construire une solution valide en temps polynomial. Pour la résolution du

problème, un algorithme génétique qui fait appel à plusieurs opérateurs de croise-

ment est conçu avec une méthode de recherche locale pour améliorer les résultats

[41].
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2.6 Problèmes avec des temps de latence exacts

En ordonnancement, le problème de tâches couplées avec un délai exact est un

cas particulier des problèmes avec des temps de latence, dans le cas où le délai qui

sépare deux opérations de la même tâche correspond à un temps de latence minimal

et un temps de latence maximal de même valeur. Il a été introduit pour la première

fois par Shapiro [110] afin de modéliser les problèmes de transmission par ondes d’un

radar. Il a constaté que le problème à une machine avec un délai exact pour mini-

miser le makespan, 1/p1j, lj, p2j/Cmax, est équivalent au problème du job shop sans

attente à deux machines, dans lequel une tâche est composée de trois opérations et

la seconde machine n’est pas goulet. Comme il a proposé des heuristiques avec des

expérimentations numériques pour la résolution du problème.

Orman et Potts [96] ont également étudié le même problème de tâches couplées à

une machine avec un délai exact, c-à-d. en présence des temps de latence minimaux et

maximaux égaux (lmin
j = lmax

j = lj) pour minimiser le makespan. Ils ont prouvé qu’il

existe une équivalence entre chaque problème de minimisation du makespan et son

problème inverse. Cependant, Ils ont abordé plusieurs problèmes, et ils ont démontré

que certains sont résolubles en des temps polynomiaux et autres sont NP-difficiles,

comme ils ont considéré le problème 1/tâche-couplée, p1j = a, lj = l, p2j = b/Cmax

comme un problème ouvert.

D’autres auteurs se sont intéressés à l’étude du problème laissé ouvert par Orman

et Potts [96]. Ahr et al. [6] ont proposé un algorithme exact utilisant la program-

mation dynamique de complexité de O(nr2L) où r ≤ a−1
√
a tel que l’algorithme est

linéaire en nombre de tâches pour un L fixé. Les auteurs définissent une technique

de représentation utilisant des patterns composés de 1 et de 0 et représentant, res-

pectivement, les temps d’utilisation du processeur et les temps d’inactivité. Ils ont

décrit alors, selon les valeurs de a et b, des graphes orientés pondérés représentant

tous les patterns possibles. Puis, l’algorithme parcourt les différents patterns selon

les arcs pour obtenir le poids minimum représentant le makespan. Cette programma-

tion dynamique permet de résoudre le problème pour des petites instances, lorsque

L est fixé. Cet algorithme a été adapté par Brauner et al. dans [19] pour résoudre
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le problème de tâches couplées motivé par les problèmes de gestion de temps de

production cyclique avec des robots.

Dans le but de minimiser le makespan, Békési et al. [12] ont étudié le problème

de tâches couplées sur une machine en présence de délai exact entre deux opérations

de chaque tâche avec des durées opératoires unitaires. Ils ont présenté également de

nouvelles bornes inférieures.

D’autres chercheurs se sont dirigés vers des algorithmes d’approximation pour ces

problèmes. Ainsi, Ageev et Baburin [2] ont proposé des algorithmes de 7/4 et 3/2-

approximation pour résoudre les problèmes de tâches couplées sur une seule et deux

machines avec des durées de traitement unitaires notés par, 1/tâche-couplée, p1j =

p2j = 1, lj/Cmax et F2/tâche-couplée, p1j = p2j = 1, lj/Cmax, respectivement. L’ob-

jectif est de minimiser le makespan. En outre, ils ont prouvé que ces algorithmes

sont exécutés en O(nlogn) et O(n2logn) pour le premier et le second problème, res-

pectivement.

Pour les problèmes 1/p1j, lj, p2j/Cmax et F2/p1j, lj, p2j/Cmax, Ageev et Kononov

[3] ont fourni plusieurs résultats d’approximation et des bornes de non approxima-

bilité selon les valeurs de p1j et p2j. Alors, ils ont présenté des algorithmes de 3.5-

approximation pour résoudre le problème à une machine et 3-approximation pour

résoudre ses sous problèmes lorsque p1j ≤ p2j ou p1j ≥ p2j. Ils ont montré aussi que

cet algorithme fournit une 2.5-approximation lorsque p1j = p2j. Pour le problème

F2/p1j, lj, p2j/Cmax, les auteurs ont donné un algorithme de 3-approximation pour

le cas général et ils ont prouvé que cet algorithme fournit 2-approximation dans les

cas où p1j ≤ p2j ou p1j ≥ p2j. Ces algorithmes sont implémentés en O(nlogn). Ils

ont prouvé également l’existence d’un algorithme de (2-ε)-approximation pour une

seule machine et d’un autre de (1.5-ε)-approximation pour le problème à deux ma-

chines. Les résultats de non-approximabilité, obtenus avec les algorithmes proposés

par les auteurs, montrent que dans le cas où les opérations de chaque tâche ont

la même durée de traitement, les rapports d’approximation sont possibles pour les

deux problèmes.
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Baptiste, dans [10], a étudié le problème de tâches couplées sur une machine,

1/tâche-couplée, p1j = a, lj = l, p2j = b/Cmax, pour minimiser le makespan lorsque

les durées de traitement p1j, p2j et le délai lj sont fixes (p1j = a, p2j = b, lj = l). Il

a prouvé que le problème peut être résolu en O(logn) en se basant sur les résultats

obtenus par Ahr et al. [6].

Peu de travaux ont été réalisés en rajoutant des contraintes aux tâches couplées.

Blazewicz et al. [16] ont prouvé que le problème 1/tâche-couplée, p1j = p2j = 1, lj =

l/Cmax est NP-difficile au sens fort, en ajoutant une contrainte de précédence sous

forme d’un graphe général entre les tâches couplées pour obtenir le problème noté

par 1/(1, l, 1) − coupled, strict prec, exact gap/Cmax ≤ D. Comme ils ont proposé

un algorithme qui peut résoudre le problème avec un l = 2, en O(n), sous des

contraintes de précédence sous forme de intree ou outtree.

Yu et al. [126] ont montré que le problème du flowshop à deux machines avec

des temps de latence exacts et des durées opératoires unitaires noté par F2/p1j =

p2j = 1, lj/Cmax est NP-difficile.

Hwang et al. dans [58] ont considéré le problème d’ordonnancement de tâches

couplées avec un délai exact sur une seule machine, soumise à une séquence fixée de

tâches pour minimiser le makespan. Comme ce problème reste toujours un problème

ouvert, les auteurs ont proposé un algorithme en O(n2) pour trouver la valeur mini-

male du makespan pour une permutation de 2n tâches soumises à cette contrainte.

Ils ont également suggéré quelques sous problèmes résolubles en des temps polyno-

miaux avec des séquences de tâches fixes, et ils ont présenté le graphe de complexité

des différents problèmes étudiés.

Condotta et al. ont élaboré une métaheuristique de type recherche tabou pour

résoudre le problème de tâches couplées sur une seule machine avec des durées et

des délais exacts quelconques dont l’objectif est de minimiser le makespan [36]. Afin

d’explorer le maximum de solutions, ils ont étudié le cas spécial du problème avec

une permutation fixe de la première opération des tâches et ils ont prouvé qu’il est

NP-difficile pour des durées opératoires unitaires. L’algorithme de recherche tabou
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utilisé repose sur deux approches pour améliorer la recherche de la solution : (1)

maintenir l’ensemble des solutions classées selon les évaluations des améliorations

possibles qui peuvent être réalisées si un voisin est généré ; (2) créer une liste taboue

qui mémorise les caractéristiques des solutions éliminées sur les chemins critiques.

Simonin et al. [113] ont étudié le problème de tâches couplées soumises à des

contraintes de compatibilité sur une seule machine sur laquelle deux types de tâches

doivent être traitées, à savoir les tâches d’acquisition et les tâches de traitement.

Ce problème est motivé par le problème d’acquisition de données par une torpille

en immersion. Une sonde emet une onde qui se propage sous l’eau pour recueillir

des données, appelées tâches d’acquisition. Ainsi, deux sous tâches sont obtenues,

une qui envoie l’echo et l’autre qui le reçoit, et séparées par un temps d’inacti-

vité qui représente la propagation de l’écho sous l’eau. Pendant ce temps d’inac-

tivité, une autre tâche peut être réalisée, ces tâches sont dites tâches de traite-

ment. Les auteurs ont proposé un algorithme polynomial pour résoudre le problème

1/prec, (p1j = lj = p, p2j) ∪ (τj, pmtn), Gc/Cmax. Dans [112], ils ont prouvé que le

problème 1/prec, (p1j = p2j = p, lj = l)∪(τj, pmtn), Gc/Cmax est NP-difficile, comme

ils ont développé un algorithme d’approximation avec une garantie de performance

basé sur un couplage maximum. Dans sa thèse [114], Simonin a donné plus de détails

sur ces problèmes.

Joseph et al. [62] ont traité le problème du flowshop à deux machines avec un

délai exact entre deux opérations de chaque tâche en considérant les deux objectifs :

minimiser le makespan et la somme des dates de fin de traitement des tâches. Ils

ont opté pour l’utilisation de la notation suivante : F2g pour représenter le modèle

du flowshop à deux machines dans le cas où la tâche peut avoir une ou deux durées

opératoires non nulles, et F2 pour représenter le même problème dans le cas où la

tâche possède exactement deux durées non nulles. Pour le premier critère, ils ont

prouvé que le problème F2/lj ∈ {l1, l2}/Cmax est NP-difficile même si les délais

prennent seulement deux valeurs différentes. Sans donner de preuve, ils ont noté

que le problème F2/lj = l/Cmax peut être résolu en O(nlogn) et dans un autre

théorème, ils ont ennoncé qu’un ordonnancement optimal peut être construit en

O(nlogn) pour le problème F2/lj ≥ p1,j+1 + lj+1 + p2,j+1/Cmax. D’autre part, ils
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se sont intéressés à l’étude des algorithmes d’approximation du problème général et

quelques sous problèmes. Alors, ils ont développé un algorithme de 3-approximation

pour le problème F2g/lj/Cmax en O(nlogn). De même pour les sous problèmes

F2g/lj, p1j ≤ p2j/Cmax et F2g/lj, p1j ≥ p2j/Cmax, ils ont proposé deux autres

algorithmes de 2-approximations en O(nlogn). Pour ce qui est du second objec-

tif, ils ont proposé un algorithme en temps polynomial pour résoudre le problème

F2/lj, p1j = p1, p2j = p2, p1 ≥ p2/
∑
Cj et un algorithme de 2-approximation en

O(nlogn) pour le problème F2/lj, p1j = p1, p2j = p2, p1 < p2/
∑
Cj.

Dans [56], Huo et al. ont étudié le problème du flowshop de permutation à

deux machines F2/perm, lj/
∑
Cj, avec des tâches couplées et des délais exacts

dans le but de minimiser la somme des dates de fin de traitement des tâches.

Ce problème est une généralisation du problème à deux machines sans attente,

noté par F2/no − wait/
∑
Cj, connu pour être NP-difficile lorsque lj = 0. Ils ont

prouvé qu’une solution optimale est obtenue avec la règle SPT pour les problèmes

F2/perm, lj, p1j = p1, p2j = p2/
∑
Cj, F2/lj = l, p1i < p1j → p2i < p2j/

∑
Cj et

F2/no−wait, p1i < p1j → p2i < p2j/
∑
Cj. Deux métaheuristiques, la recherche ta-

boue et le recuit simulé, avec des heuristiques ont été élaborées. Des tests numériques

ont été réalisées pour résoudre le problème général.

Amrouche et Boudhar ont étudié, dans [7], le problème du flowshop à deux

machines avec réentrance et en présence des temps de latence exacts, noté par

F2/chaine, reen − trance, lj = l/Cmax. L’objectif est de minimiser la date de fin

de traitement des tâches. Dans ce problème, chaque tâche doit passer sur les deux

machines M1 et M2 dans cet ordre M1 → M2 → M1, et un délai exact est imposé

entre la date de fin de traitement de la première opération sur la première machine et

de la date de début de traitement de la deuxième opération sur la même machine. Ils

ont montré que ce problème est NP-difficile au sens fort. Ils ont également présenté

des sous problèmes résolus en des temps polynomiaux.
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Prblèmes du flowshop

Problème Complexité Référence

F2//Cmax Polynomial Johnson [61]

F3//Cmax NP-difficile Garey et al. [51]

F2/no− wait/Cmax Polynomial Gilmore et Gomory [52]

F3/no− idle/Cmax NP-difficile Baptiste et Hguny [11]

F2, h11/no− wait/Cmax NP-difficile Espinouse et al. [45]

F2, h21/no− wait/Cmax NP-difficile Espinouse et al. [45]

F2/r − a(M1)/Cmax NP-difficile Lee [71]

F2/r − a(M2)/Cmax NP-difficile Lee [71]

F2, h1k/r − a/Cmax NP-difficile Kubiak et al. [70]

F2, h2k/r − a/Cmax NP-difficile Kubiak et al. [70]

Table 2.1 – Complexité des problèmes du flowshop

Temps de latence minimaux

Problème Complexité Référence

F2/perm, lmin
j /Cmax Polynomial Mitten [92]

F2/p1j = p2j = 1, lmin
j /Cmax NP-difficile Yu et al. [126]

F2/lmin
j ∈ {l1, l2}, p1j = p2j/Cmax NP-difficile Yu et al. [127]

F2/lmin
j ∈ {l1, l2}, p1j = p2j = 1/Cmax Polynomial Yu et al. [127]

F2/lmin
j /Cmax NP-difficile Lenstra [73]

F2/pmtn, lmin
j /Cmax NP-difficile Dell’Amicco [39]

F2/lmin
j , p1j = p2j/Cmax NP-difficile Dell’Amico et al. [40]

F2/pij = 1, tj/
∑
wjCj NP-difficile Brucker et al. [22]

F2/pij = 1, tj, rj/
∑
Cj NP-difficile Brucker et al. [22]

1/Oj = 2, lmin
j /Cmax NP-difficile Gupta [55]

1/Oj = 2, lmin
j /Cmax NP-difficile Lin et Haley [75]

1/p1j = p2j = 1, lmin
j /Cmax NP-difficile Yu et al. [126]

1/O2 = 2, lmin
j /Cmax NP-difficile Kern et Nawijn [66]

Table 2.2 – Complexité des P.F.S. avec des temps de latence minimaux
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Problème Complexité Référence

F2/perm, lmax
j /Cmax NP-difficile Yang et Chern [125]

F2/perm, lmax
j = l/Cmax NP-difficile Fondrevelle et al. [48]

Table 2.3 – Complexité des P.F.S. avec des temps de latence maximaux

Problème Complexité Référence

F2/perm, lmin
j , lmax

j /
∑
WjCj NP-difficile Fondrevelle et al. [47]

Table 2.4 – Complexité des P.F.S. avec des temps de latence minimaux et maximaux

Problème Complexité Référence

1/tâche-couplée, p1j = lj = p2j/Cmax NP-difficile Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j, lj = l, p2j = b/Cmax NP-difficile Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j = a, lj = l, p2j/Cmax NP-difficile Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j = p2j = p, lj/Cmax NP-difficile Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j = a, p1j = b, lj/Cmax NP-difficile Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j = lj = p, p2j/Cmax Polynomial Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j, lj = p2j = p/Cmax Polynomial Orman et Potts [96]

1/tâche-couplée, p1j = p2j = p, lj = l/Cmax Polynomial Orman et Potts [96]

F2/lj ∈ {l1, l2}/Cmax NP-difficile Joseph et al. [62]

1/(1, l, 1)− coupled, strict NP-difficile Blazewicz et al. [16]

prec, exact gap/Cmax ≤ D

F2/p1j = p2j = 1, lj/Cmax NP-difficile Yu et al. [126]

1/prec, (p1j = p2j = p, lj = l) NP-difficile Simonin et al. [112]

∪(τj, pmtn), Gc/Cmax

F2/perm, lj/
∑
Cj NP-difficile Huo et al. [56]

F2/chaine, reentrance, lj = l/Cmax NP-difficile Amrouche et Boudhar [7]

Table 2.5 – Complexité des P.F.S. avec des temps de latence exacts

Page 55



CHAPITRE 3

PROBLÈME DU FLOWSHOP AVEC

DES TÂCHES COUPLÉES

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le problème du flowshop à deux machines avec

des opérations couplées dans l’objectif de minimiser le makespan. Cependant, nous

distinguons deux modèles. Le premier modèle est le problème du flowshop avec des

opérations couplées sur la première machine et une seule opération sur la deuxième

machine, tandis que le second modèle est le problème du flowshop avec une seule

opération sur la première machine et un couple d’opérations sur la deuxième ma-

chine. Pour les deux modèles, chaque deux opérations du même couple sont séparées

par un délai exact. Comme l’objectif est de minimiser le makespan, alors les deux

modèles sont équivalents. A partir de là, nous nous sommes intéressés à étudier la

complexité des problèmes du premier modèle. Ainsi, nous montrons que certains

sous problèmes sont NP-difficiles et autres sont polynomiaux, et nous proposons

également des algorithmes pour résoudre les problèmes polynomiaux. Pour terminer

cette étude, nous donnons la complexité des problèmes pour le second modèle.
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3.2 Description du problème

Le problème d’ordonnancement de tâches couplées a été introduit pour la première

fois par Shapiro [110]. Une tâche couplée est composée de deux opérations distinctes

qui s’exécutent dans l’ordre séparées par un délai, un temps de latence ou un time

lag exact. Chaque tâche couplée est notée par le triplet (aj, Lj, bj), représentant le

temps d’exécution de la première opération (aj), l’intervalle du temps qui s’écoule

entre la date de fin de traitement de la première opération et de la date de début de

traitement de la deuxième opération (Lj), et le temps d’exécution de la deuxième

opération (bj). Pendant le temps de latence, la machine est inactive et une opération

ou les deux opérations (voir la figure 3.1) d’une autre tâche peuvent être traitées.

Le but est de minimiser la date de fin de traitement des tâches (Cmax) ou autres

critères réguliers.

ai aj bi bj

� -Li

� -
Lj

ai aj bj bi

� -Li

�-

Lj

Figure 3.1 – Exemples d’entrelacement de tâches

Dans le cas d’un problème à une seule machine, toutes les opérations sont traitées

sur la machine. Orman et Potts [96] ont noté ce problème par 1/aj, Lj, bj/Cmax.

Le problème d’ordonnancement avec des temps de latence exacts est également

abordé dans le cas du flowshop. Le problème à deux machines avec un délai exact

consiste à ordonnancer un ensemble de tâches, où chaque tâche est composée de deux

opérations. Pour chaque tâche, la première opération est exécutée sur la première

machine, tandis que la deuxième opération est exécutée sur la deuxième machine,

après un délai exact de la date de fin de traitement de la première opération. Ce

problème est noté par F2/aj, Lj, bj/Cmax. La motivation de ce problème découle d’un

problème d’ordonnancement des tâches d’un radar qui consiste dans l’émission des

impulsions et la réception des réponses après un temps d’attente. Ce problème ap-

parâıt aussi dans des ateliers de production chimique, où une machine doit exécuter

plusieurs opérations d’une même tâche et un délai exact est imposé entre l’exécution

de chaque deux opérations consécutives dues aux réactions chimiques.
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Dans ce travail, nous considérons le problème du flowshop avec des opérations

couplées. Ce problème consiste à traiter un ensemble de n tâches, telle que chaque

tâche est composée de deux couples d’opérations, O1,j et O2,j, qui doivent être

exécutées sur la première et la seconde machine, respectivement. Les deux opérations

d’un même couple d’opérations sont séparées par un délai exact. Les couples d’opérat-

ions O1,j et O2,j sont définis par leurs durées de traitement et leurs délais qui

sont donnés par les triplets (aj, Lj, bj) et (cj, Hj, dj), respectivement. Le traite-

ment du second couple d’opérations sur la deuxième machine ne commence qu’après

l’achèvement du traitement du premier couple d’opérations sur la première machine.

Cependant, nous considérons deux modèles du problème d’ordonnancement des

couples d’opérations sur deux machines. Dans le premier modèle, modèle 1, chaque

tâche est composée d’un couple d’opérations qui s’exécutent sur la première machine

et d’une seule opération sur la deuxième machine. Dans le second modèle, modèle

2, les tâches sont composées d’une seule opération sur la première machine et d’un

couple d’opérations sur la deuxième machine. L’objectif est de minimiser la date de

fin de traitrement des tâches (makespan), ce qui résulte que les deux modèles sont

symétriques.

Dans [96], Orman et Potts ont traité le problème de tâches couplées sur une seule

machine en présence des temps de latence exacts entre deux opérations de chaque

tâche pour minimiser le makespan. Ils ont prouvé que le problème est équivalent au

même problème en inversant les rôles des opérations sur la machine. Ils ont déterminé

de nombreux résultats dépendants des valeurs de aj, Lj et bj. Ainsi, ils ont donné

une classification de ces problèmes suivant leur complexité, à savoir : problèmes

NP-difficiles, problèmes résolubles en des temps polynomiaux et problèmes ouverts.

Notre travail s’inspire des résultats trouvés par ces auteurs. D’autre part, il est clair

que tout problème NP-difficile sur une seule machine est également NP-difficile dans

le cas du problème du flowshop. Notre étude se focalise sur les problèmes prouvés

déjà résolubles en des temps polynomiaux dans le cas d’une seule machine. La figure

(3.2) représente les problèmes de cette classe proposée par Orman et Potts [96].
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aj = Lj = p, bj

6

aj = Lj = p, bj = b

aj , bj = Lj = p

aj = a, bj = Lj = p

6

aj = bj = p, Lj = l

aj = bj = Lj = p

6

PP
PP

PP
PP

PP
PP

Pi

��
��

��
��
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��
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Figure 3.2 – Problèmes résolubles en des temps polynomiaux-Orman et Potts [96]

Le problème du flowshop à deux machines avec des opérations couplées sur la

première machine n’a pas été abordé dans la littérature. En se basant sur la classe des

problèmes résolubles en des temps polynomiaux citée ci-dessus, nous avons donné

une extension aux résultats trouvés, en considérant une deuxième machine pour

former un problème du flowshop à deux machines. Cependant, nous avons déterminé

plusieurs problèmes pour lesquels nous avons étudié leur complexité dans le reste de

ce travail. La figure 3.3 regroupe l’ensemble des problèmes que nous avons déterminé

et la relation existante entre eux.

(12) aj , bj , Lj , cj

6

(10) aj = Lj = p, bj , cj

66 6

(3) aj = Lj = p, bj = b, cj(2) aj = a, bj = Lj = p, cj (4) aj = bj = p, Lj = l, cj

(8) aj = Lj = p, bj , cj = c

6

(6) aj = Lj = cj = p, bj

PP
PP

PPi

PP
PP

PPi

(7) aj , bj = Lj = p, cj = c

(5) aj , bj = Lj = cj = p
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��1

(11) aj = bj = p, Lj , cj
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(1) aj = bj = Lj = p, cj
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Figure 3.3 – Classification des problèmes
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Nous terminons cette section par la description du problème général et nous

donnons les notations utilisées comme suit. Nous considérons le problème d’ordon-

nancement du flowshop à deux machines M1 et M2. Soit J l’ensemble de n tâches

à traiter sur les deux machines. Concernant le modèle 1, chaque tâche j est com-

posée d’un couple d’opérations O1,j et d’une seule opération O2,j qui devront être

exécutées sur les deux machines M1 et M2, respectivement, dans cet ordre pour

toutes les tâches. Chaque couple d’opérations O1,j de la tâche j est décrit par le

triplet (aj, Lj, bj), où aj et bj sont les durées de traitement de la première et de

la deuxième opération, respectivement, tandis que Lj est le temps de latence exact

qui s’écoule entre la date de fin de traitement de la première opération et de la

date de début de traitement de la deuxième opération. L’opération O2,j est décrite

par sa durée de traitement cj. Pour chaque tâche j, le traitement de l’opération

O2,j ne peut débuter seulement que si le traitement du couple d’opérations O1,j est

achevé. L’objectif est de déterminer une séquence de tâches qui minimise le makes-

pan Cmax. Ce problème est noté par F2/Coup Opr(1), aj, Lj, bj, cj/Cmax. Ce qui est

du modèle 2, chaque tâche j est composée d’une seule opération O1,j et d’un couple

d’opérations O2,j qui s’exécutent sur les machines M1 et M2, respectivement. Chaque

couple d’opérations O2,j est décrit par le triplet (cj, Hj, dj), et l’opération O1,j est

définie par sa durée de traitement aj. L’objectif est de minimiser le makespan. Le

problème est noté par F2/Coup Opr(2), aj, cj, Hj, dj/Cmax.

3.3 Problèmes NP-difficiles

3.3.1 Le problème F2/Coup Opr(1), aj, bj = Lj = p, cj/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2/Coup Opr(1), aj, bj = Lj =

p, cj/Cmax, que nous notons par F2(aj, bj = Lj = p, cj). Nous montrons que ce

problème est NP-difficile en utilisant une réduction du problème de 2-partitions

avec cardinalités identiques connu pour être NP-difficile [50].

Le problème de partition avec cardinalités identiques (PCI) est défini comme

suivant : étant donné un ensemble E = {e1, e2, . . . , e2n} de 2n entiers positifs tel

que
2n∑
j=1

ej = 2B et B un nombre entier. Existe-t-il une partition de E en deux sous
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ensembles disjoints E1 et E2 tels que
∑
j∈E1

ej =
∑
j∈E2

ej = B et |E1| = |E2| = n ? Ce

problème est NP-difficile si chaque ej > 1, j = 1, . . . , 2n. Dans notre preuve, nous

supposons que ej > 1, j = 1, . . . , 2n (les résultats de ce problème sont publiés dans

[82],[91],[84]).

Etant donné une instance quelconque du problème PCI, nous construisons une

instance τ du problème F2(aj, bj = Lj = p, cj) avec un ensemble de (4n+ 2) tâches

comme suit :

– 2n tâches de types U , notées par Uj ;

– n tâches identiques, notées par V ;

– n+ 1 tâches identiques, notées par W ;

– Une seule tâche notée T ;

Pour toutes les tâches, on pose bj = Lj = p, j = 1, . . . , 4n + 2, avec p > B. Les

valeurs des durées opératoires des tâches sont données dans la table 3.1.

Tâches aj cj

Uj, j = 1, . . . , 2n p− ej ej

V p+ 1 4p

W p 0

T B + p+ 1− n (4n+ 1)p− 2B

Table 3.1 – Durées opératoires des tâches

Nous montrons que le problème PCI a une solution si, et seulement si, le

problème d’ordonnancement admet une solution S avec un Cmax(S) ≤ y, où y =

4(2n+ 1)p+ 1.

Dans ce qui suit, la notation (VW )−tâche représente la tâche composée (VW )

telles que les tâches V et W sont entrelacées, et la première opération de V est

ordonnancée à la première position. En outre, les tâches composées (VW ) sont des

tâches de durées de traitement (4p + 1) et 4p sur les machines M1 et M2, respecti-

vement, et un temps de latence l = −p (voir la figure 3.4).

Dans ce qui suit, nous montrons que si le problème PCI a une solution alors le
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Aj -�

-�

p+ 1 p p p

4p

Bj
� -

time-lag

Figure 3.4 – Exemple d’une tâche composée (VW)

problème d’ordonnancement S admet une solution réalisable avec Cmax(S) ≤ y.

Lemme. 1 Si le problème PCI a une solution alors l’instance τ du problème F2(aj,

bj = Lj = p, cj) admet une solution réalisable S avec Cmax(S) ≤ y.

Preuve. Soient E1 et E2 les deux partitions de l’ensemble E, tel que
∑
j∈E1

ej =∑
j∈E2

ej = B, où les ensembles E1 et E2 contient chacun exactement n éléments. Nous

pouvons ordonnancer les tâches correspondantes à l’instance τ comme suit.

Soient J1 et J2 les deux sous ensembles de U−tâches correspondants aux ensembles

E1 et E2, respectivement. Soit S un ordonnancement réalisable de l’instance τ dans

lequel les U−tâches de J1(J2) sont entrelacées avec les V−tâches (W−tâches), et une

tâche T est entrelacée avec la tâche W . Soient (V U)−tâches {(V U)1, . . . , (V U)n},
(WU)−tâches {(WU)1, . . . , (WU)n} et (WT )−tâche, les tâches composées obtenues

en entrelaçant les opérations. L’ordonnancement S est construit comme suit (voir

figure 3.5) : nous commençons par ordonnancer (V U)−tâches, les tâches sont suivies

de (TW )−tâche et nous terminons par (WU)− tâches. L’ordre des tâches composées

des ensembles (V U)−tâches, et (WU)−tâches dans l’ordonnancement S peut être

choisi arbitrairement. Dans cet ordonnancement, il n’existe pas de temps mort entre

les tâches composées sur les deux machines M1 et M2, donc,

Cmax = p+ 1 + 2p+ 4np+
∑
j∈J1

ej + (4n+ 1)p− 2B +
∑
j∈J2

ej = 4p+ 8np+ 1

= 4(2n+ 1)p+ 1. �

Dans ce qui suit, nous montrons que s’il existe une solution pour le problème
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Chapitre 3 Problème du flowshop avec des tâches couplées

d’ordonnancement S avec un makespan inférieur ou égale à y, alors il existe une

solution pour le problème PCI. Pour prouver ce résultat, nous montrons, dans un

ordonnancement S, que :

1. Toutes les tâches sont entrelacées.

2. Il n’existe pas de tâches composées (UU)−tâches.

3. La T−tâche est entrelacée avec la W−tâche.

Soient X1, X2, Y1, Y2 les durées de traitement des tâches entrelacées données sui-

vant la position de la tâche T dans l’ordonnancement S, comme le montre la figure

3.6. Soit LB = X1 + max{X2, Y2} une borne inférieure pour le makespan de l’or-

donnancement S.

Opérations entrelacées T T Opérations entrelacées

Opérations T Opérations

� -� -Y1 Y2

� -� -

M1

M2

X1 X2

� -3p + 1

Figure 3.6 – Quelques notations

Soient Aj et Bj les durées de traitement des tâches composées sur les machines

M1 et M2, respectivement, et soit Lj le temps de latence de la tâche composée comme

le montre la figure 3.4. La table 3.2 résume les valeurs de Aj, Bj et Lj de toutes les

tâches composées possibles de l’instance de notre problème d’ordonnancement.

Cependant, suivant les durées de traitement des tâches composées, nous avons :

• Dans la tâche composée (TU)-tâche, la tâche T ne peut être que dans la première

position.

• Les tâches composées (UjW ) ont des durées de traitement inférieures à celles de

(WUj) sur la première machine.

Lemme. 2 Dans un ordonnancement réalisable S, toutes les tâches sont entre-

lacées.
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Tâches composées Aj Bj Lj

(V Uj) 4p+ 1 4p+ ej −p
(VW ) 4p+ 1 4p −p
(TUj) B + 4p+ 1− n (4n+ 1)p− 2B + ej −p
(TW ) B + 4p+ 1− n (4n+ 1)p− 2B −p
(UiUj) 4p− ei ei + ej −ei
(UjW ) 4p− ej ej −ej
(WW ) 4p 0 0

Table 3.2 – Durées opératoires des tâches composées

Preuve. Dans un ordonnancement S, supposons qu’il existe au moins deux tâches

non entrelacées. Considérons que les U−tâches sont indexées dans l’ordre décroissant

des valeurs de ej de leurs durées de traitement Aj. Du moment que la durée totale

de traitement des tâches composées sur la première machine est une borne inférieure

du makespan, alors le meilleur entrelacement des opérations qui minimise la durée

totale de traitement des tâches sur la première machine est une borne inférieure

pour l’ordonnancement S.

Considérons l’entrelacement des opérations suivant : n tâches composées (VW ), une

tâche composée (TW ), (n− 1) tâches composées (UjUk), où j = n, . . . , 2n− 2 ; k =

1, . . . , n−1, et les tâches U2n−1 et U2n sont ordonnancées seules (sans entrelacement),

respectivement. Cet entrelacement d’opérations de tâches sur la première machine

fournit une durée de traitement totale minimale lorsque exactement deux tâches ne

sont pas entrelacées. Ainsi, en comparant la date de fin de traitement des tâches de

l’ordonnancement S avec la somme des durées de traitement des tâches dans S sur

la première machine, nous avons :

Cmax(S) ≥ (B + p+ 1− n+ 3p) + (4np+ n) + 4np+ 2p−
2n−2∑
j=n−1

ej − e2n−1 − e2n

≥ 4(2n+ 1)p+ 1 + 2p+B −
2n∑

j=n−1

ej

≥ y + 2p+B −
2n∑

j=n−1

ej
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Puisque p > B et
2n∑

j=n−1

ej < 2B, alors 2p+B−
2n∑

j=n−1

ej > 0. Donc, Cmax(S) > y.

Par conséquent, dans une solution réalisable, toutes les tâches sont entrelacées. �

Lemme. 3 Dans un ordonnancement réalisable S, il n’existe pas de tâches com-

posées (UU)−tâches.

Preuve. Supposons qu’il existe une tâche composée (UU)−tâche dans un ordonnan-

cement S. Supposons que cette (UU)−tâche est composée d’une pair (Ui, Uj) dans

laquelle Ui est entrelacée avec Uj et les autres U−tâches sont entrelacées avec les

autres types : V−tâches, W−tâches et T−tâche. Nous distinguons les cas suivants :

a. La tâche T est entrelacée avec une tâche de type W−tâches, donc il reste (n)

W−tâches, (n) V−tâches et (2n − 2) U−tâches. Par conséquent, deux types

d’entrelacement sont possibles, à savoir :

1. (TW ), (WW ), (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , où |I1| = n, |I2| = n− 2 et I1 ∪ I2 ∪
{i, j} = {1, . . . , 2n}.

2. (TW ), (VW ), (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , où |I1| = n − 1, |I2| = n − 1 et I1 ∪
I2 ∪ {i, j} = {1, . . . , 2n}.

b. La tâche T est entrelacée avec une U−tâche, alors il reste (n) V−tâches, (n+ 1)

W−tâches et (2n− 3) U−tâches. Par conséquent, trois types d’entrelacement

sont possibles, à savoir :

1. (TUr), (WW ), (WW ), (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , où |I1| = n, |I2| = n − 3 et

I1 ∪ I2 ∪ {i, j, r} = {1, . . . , 2n}.

2. (TUr), (WW ), (VW ), (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , où |I1| = n− 1, |I2| = n− 2

et I1 ∪ I2 ∪ {i, j, r} = {1, . . . , 2n}.

3. (TUr), (VW ), (VW ), (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , où |I1| = n − 2, |I2| = n − 1

et I1 ∪ I2 ∪ {i, j, r} = {1, . . . , 2n}.
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Dans ce qui suit, nous vérifions la valeur du makespan de chaque séquence des

tâches entrelacées.

Cas a.1 : D’après l’algorithme de Mitten [92], l’ordonnancement optimal des

tâches composées de ce cas est donné par la séquence S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TW ), (UiUj),

(UkW )k∈I2 , (WW )〉. Suivant les durées de traitement des tâches composées données

dans la table 3.2, les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 (voir figure 3.6) sont données, selon

l’ordre des tâches composées de la séquence S, par :

X1 = 4np+ 3p+B + 1, X2 = 4np+ p− (
∑
k∈I2

ek + ei).

Y1 = 4np+
∑
k∈I1

ek, Y2 = 4np+ p− 2B + (
∑
k∈I2

ek + ei + ej).

Donc, la borne inférieure de Cmax(S) est :

LB = X1 + max{X2, Y2}

LB = 8np+ 4p+ 1 + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej)−B}

LB = y + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej)−B}

Du moment que max{B− (
∑
k∈I2

ek +ei), (
∑
k∈I2

ek +ei +ej)−B} > 0, alors LB > y.

Ainsi, S n’est pas une solution réalisable avec Cmax(S) ≤ y.

Cas a.2 : D’après l’algorithme de Mitten [92], l’ordonnancement optimal des

tâches composées de ce cas est donné par la séquence S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TW ), (VW ),

(UiUj), (UkW )k∈I2〉. Les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 sont :

X1 = 4np− p+B, X2 = 4np+ 5p+ 1− (
∑
k∈I2

ek + ei).

Y1 = 4np− 4p+
∑
k∈I1

ek, Y2 = 4np+ 5p− 2B + (
∑
k∈I2

ek + ei + ej).

La valeur de la borne inférieure est :
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LB = X1 + max{X2, Y2}

LB = 8np+ 4p+ 1 + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej)−B − 1}

LB = y + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej)−B − 1}.

Puisque ek > 1,∀k, nous avons max{B−(
∑
k∈I2

ek+ei), (
∑
k∈I2

ek+ei+ej)−B−1} > 0.

Donc, LB > y. Ainsi, S n’est pas une solution réalisable avec Cmax(S) ≤ y.

Cas b.1 : D’après l’algorithme de Mitten [92], l’ordonnancement optimal des

tâches composées de ce cas est donné par la séquence : S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TUr), (UiUj),

(UkW )k∈I2 , (WW ), (WW )〉. Les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 sont :

X1 = 4np+B + 3p+ 1, X2 = 4np+ p− (
∑
k∈I2

ek + ei).

Y1 = 4np+
∑
k∈I1

ek, Y2 = 4np+ p− 2B + (
∑
k∈I2

ek + ei + ej + er).

Donc, la borne inférieure de Cmax(S) est :

LB = X1+max{X2, Y2} LB = y+max{B−(
∑
l∈I2

el+ei), (
∑
l∈I2

el+ei+ej+ek)−B}.

On a max{B− (
∑
l∈I2

el + ei), (
∑
l∈I2

el + ei + ej + ek)−B} > 0, donc LB > y. Ainsi,

S n’est pas une solution réalisable avec Cmax(S) ≤ y.

Cas b.2 : D’après l’algorithme de Mitten [92], l’ordonnancement optimal des

tâches composées de ce cas est donné par la séquence : S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TUr), (VW ),

(UiUj), (UkW )k∈I2 , (WW )〉. Les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 sont :

X1 = 4np− p+B, X2 = 4np+ 5p− (
∑
k∈I2

ek + ei).

Y1 = 4np− 4p+ (
∑
k∈I1

ek), Y2 = 4np+ 5p− 2B + (
∑
k∈I2

ek + ei + er).

La borne inférieure de Cmax(S) est :
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LB = X1 + max{X2, Y2}

LB = y + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei + 1), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej + er)−B − 1}.

Comme ek > 1, ∀k, nous avons max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei + 1), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej +

er) − B − 1 > 0}, alors LB > y. Ainsi, S n’est pas une solution réalisable avec

Cmax(S) ≤ y.

Cas b.3 : D’après l’algorithme de Mitten [92], l’ordonnancement optimal des

tâches composées est donné par la séquence : 〈(V Uk)k∈I1 , (TUr), (VW ), (VW ), (UiUj),

(UkW )k∈I2〉. Les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 sont :

X1 = 4np− 5p− 1 +B, X2 = 4np+ 9p+ 2− (
∑
k∈I2

ek + ei).

Y1 = 4np− 8p+
∑
k∈I1

ek, Y2 = 4np+ 9p− 2B + (
∑
k∈I2

ek + ei + ej + er).

La borne inférieure de Cmax(S) est :

LB = X1 + max{X2, Y2}

LB = y + max{B − (
∑
k∈I2

ek + ei), (
∑
k∈I2

ek + ei + ej + er)−B − 1}.

Comme ek > 1,∀k, nous avons max{B−(
∑
k∈I2

ek +ei), (
∑
k∈I2

ek +ei+ej +er)−B−

1} > 0, alors LB > y. Ainsi, S n’est pas une solution réalisable avec Cmax(S) ≤ y.

Notons que si nous avons plus d’une tâche composée (UU)−tâches alors X2 croit et

LB > y. �

Lemme. 4 Dans un ordonnancement réalisable S, la T -tâche est entrelacée avec la

W -tâche.

Preuve. Supposons que dans un ordonnancement S, une tâche T est entrelacée

avec une tâche Ur de type U−tâche. A partir des lemmes 2 et 3, les seules tâches

composées possibles sont :
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1. (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , (VW ) où |I1| = n − 1, |I2| = n et I1 ∪ I2 ∪ {r} =

{1, . . . , 2n}.

2. (V Uk)k∈I1 , (UkW )k∈I2 , (WW ) où |I1| = n, |I2| = n − 1 et I1 ∪ I2 ∪ {r} =

{1, . . . , 2n}.

Pour les cas précédents, les séquences optimales sont :

• Case 1. S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TUr), (VW ), (UkW )k∈I2〉

• Case 2. S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TUr), (UkW )k∈I2 , (WW )〉

Similairement à la preuve du lemme 3, il est facile de montrer que pour chaque

cas cité ci-dessus, Cmax(S) > y. Alors, dans un ordonnancement S, la tâche T est

entrelacée avec la tâche W . �

Lemme. 5 Si l’instance τ admet une solution réalisable S avec Cmax(S) ≤ y, alors

le problème PCI a une solution.

Preuve. Soit S une solution réalisable tel que Cmax(S) ≤ y. A partir des lemmes 2, 3

et 4, l’unique couple d’opérations des tâches entrelacées dans l’ordonnancement S est

(V Uk)k∈I1 , (TW ) et (UkW )k∈I2 tel que |I1| = n, |I2| = n et I1 ∪ I2 = {1, . . . , 2n}. La

séquence optimale de ces tâches composées est : S = 〈(V Uk)k∈I1 , (TW ), (UkW )k∈I2〉.
Les valeurs de X1, X2, Y1 et Y2 de cette séquence sont :

X1 = 4np+ p+ 1 +B, X2 = 4np+ p−
∑
k∈I2

ek.

Y1 = 4np+
∑
k∈I1

ek, Y2 = 4np+ p− 2B +
∑
k∈I2

ek.

La borne inférieure de Cmax(S) est :

LB = X1 + max{X2, Y2} = y + max{B −
∑
k∈I2

ek,
∑
k∈I2

ek −B}.

Comme Cmax(S) ≤ y, alors max{B −
∑
k∈I2

ek,
∑
k∈I2

ek −B} = 0. Ainsi,
∑
k∈I2

ek = B

et
∑
k∈I1

ek = B. Donc nous obtenons une solution pour le problème PCI. �
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A partir des lemmes 1 et 5, nous avons le résultat suivant :

Théorème. 1 Le problème F2(aj, bj = Lj = p, cj) est NP-difficile.

3.3.2 Le problème F2/Coup Opr(1), aj = Lj = p, bj, cj/Cmax

Dans cette section, nous montrons que le problème F2/Coup Opr(1), aj = Lj =

p, bj, cj/Cmax, noté par F2(aj = Lj = p, bj, cj), est NP-difficile en utilisant une

réduction à partir du problème de 2-partitions avec cardinalités identiques (PCI)

utilisée précédement (les résultats de ce problème sont publiés dans [82],[86],[87]).

A partir d’une instance quelconque du problème de 2-partitions avec cardinalités

identiques, nous construisons une instance τ du problème F2(aj = Lj = p, bj, cj)

avec un ensemble de (4n+ 4) tâches comme suit :

– 2n Tâches de type U , notée Uj ;

– n tâches identiques notées V ;

– n+ 2 tâches identiques notées W ;

– Une seule tâche notée T ;

– Une seule tâche notée R ;

Pour toutes les tâches, nous posons aj = Lj = p, j = 1, . . . , 4n + 4 où p > B.

Les durées de traitement des tâches sur les machines M1 et M2 sont données dans

la table 3.3.

Tâches bj cj

Uj, j = 1, . . . , 2n p− ej ej

V p+ 1 5p+ 1

W p 0

T (n+ 2)p+B + 1 4p(n+ 1)− 2B + 1

R p+ 1 0

Table 3.3 – Durées opératoires des tâches
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Nous montrons que le problème PCI a une solution si, et seulement si, l’instance

τ admet une solution réalisable S avec un Cmax(S) ≤ y, où y = 9(n + 1)p + n + 2.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme. 6 Si le problème PCI a une solution alors il existe un ordonnancement S

avec Cmax(S) ≤ y.

Preuve. Supposons que le problème PCI a une solution, et soient E1 et E2 des

sous ensembles de E tels que
∑
j∈E1

ej =
∑
j∈E2

ej = B et |E1| = |E2| = n. Soient J1

et J2 les sous ensembles de U−tâches correspondants aux sous ensembles E1 et E2,

respectivement. Donc, l’ordonnancement S existe lorsque la valeur de la date de fin

de traitement Cmax(S) des tâches de S est égale à 9(n + 1)p + n + 2. La séquence

des tâches composées est donnée par S = 〈(UkV )k∈J1 , (WT ), (WUk)k∈J2 , (WR)〉. �

Supposons maintenant qu’il existe un ordonnancement S avec Cmax(S) ≤ y, alors

nous montrons que le problème PCI a une solution. Afin de montrer ce résultat,

nous avons établi les résultats suivants :

1. Toutes les tâches sont entrelacées.

2. Il n’existe pas de tâches composées (UU)−tâches.

3. La T−tâche est entrelacée avec la W−tâche.

4. La R−tâche est entrelacée avec W−tâche.

La table 3.4 résume les valeurs de Aj, Bj et Lj pour toutes les tâches composées

possibles, en relation avec l’instance du problème d’ordonnancement.

Les résultats suivants traitent les cas (1)− (4), cités précédement.

Lemme. 7 Dans un ordonnancement réalisable S, toutes les tâches sont entre-

lacées.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 2. �

Lemme. 8 Dans un ordonnancement réalisable S, il n’existe pas de tâches com-

posées de type (UU)−tâches.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 3. �
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Tâches composées Aj Bj Lj

(UjV ) 4p+ 1 5p+ 1 + ej −ej
(WV ) 4p+ 1 5p+ 1 0

(WUj) 4p− ej ej 0

(UjR) 4p+ 1 ej −ej
(WW ) 4p 0 0

(WR) 4p+ 1 0 0

(UiUj) 4p− ei ei + ej −ei
(UjT ) B + (n+ 5)p+ 1 4p(n+ 1)− 2B + ej −ej
(WT ) B + (n+ 5)p+ 1 4p(n+ 1)− 2B + 1 0

Table 3.4 – Durées opératoires des tâches composées

Lemme. 9 Dans un ordonnancement réalisable S, la tâche T est entrelacée avec la

tâche W .

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 4. �

Lemme. 10 Dans un ordonnancement réalisable S, la tâche R est entrelacée avec

la tâche W .

Preuve. Dans un ordonnancement S Supposons que la tâche R est entrelacée avec

la U−tâche. Soit Ur la U−tâche entrelacée avec la tâche R. A partir des lemmes 7, 8

et 9, les seules tâches composées possibles sont :

1. (WT ), (UrR), (UkV )k∈I1 , (WUk)k∈I2 et (WW ) tel que |I1| = n, |I2| = n − 1 et

I1 ∪ I2 ∪ {r} = {1, . . . , 2n}.

2. (WT ), (UrR), (WV ), (UkV )k∈I1 , et (WUk)k∈I2 , où |I1| = n − 1, |I2| = n et

I1 ∪ I2 ∪ {r} = {1, . . . , 2n}.

Pour les cas précédents, 1 et 2, les séquences optimales sont :

• Case 1. S = 〈(UkV )k∈I1 , (WT ), (WUk)k∈I2 , (UrR), (WW )〉

• Case 2. S = 〈(UkV )k∈I1 , (WV ), (WT ), (WUk)k∈I2 , (UrR)〉

Similairement à la preuve du lemme 3, il est facile de montrer pour les cas

précédents que Cmax(S) > y. Alors, dans un ordonnancement S, la tâche R est

entrelacée avec la tâche W . �
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Lemme. 11 Si l’instance τ admet une solution réalisable S avec Cmax(S) ≤ y,

alors le problème PCI a une solution.

Preuve. A partir des lemmes 7, 8, 9 et 10, les seules opérations entrelacées dans

l’ordonnancement S sont : (WT ), (WR), (UkV )k∈I1 , (WUk)k∈I2 , où |I1| = n, |I2| = n

et I1 ∪ I2 = {1, . . . , 2n}. La séquence optimale pour ces tâches composées est

S = 〈(UkV )k∈I1 , (WT ), (WUk)k∈I2 , (WR)〉. Les valeurs de X1, X2 et Y2 de cette

séquence sont :

X1 = 5np+ 5p+B + n+ 1, X2 = 4np+ 4p+ 1−
∑
k∈I2

ek

Y2 = 4np+ 4p+ 1− 2B +
∑
k∈I2

ek.

La borne inférieure de Cmax(S) est :

LB = X1 + max{X2, Y2} = y + max{B −
∑
k∈I2

ek,
∑
k∈I2

ek −B}.

Comme Cmax(S) ≤ y, alors max{B −
∑
k∈I2

ek,
∑
k∈I2

ek −B} = 0. Ainsi,
∑
k∈I1

ek = B

et
∑
k∈I2

ek = B. Donc, nous obtenons une solution pour le problème PCI. �

A partir des lemmes 6 et 11, nous avons le résultat suivant.

Théorème. 2 Le problème F2(aj = Lj = p, bj, cj) est NP-difficile.

3.4 Problèmes polynomiaux

3.4.1 Le problème F2/Coup Opr(1), aj = a, bj = Lj = p, cj/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2(aj = a, bj = Lj = p, cj),

pour lequel nous distinguons deux cas. Si a > p, il est clair qu’il est impossible

d’entrelacer les tâches, alors chaque tâche est ordonnancée seule. Dans ce qui suit,

nous supposons que a ≤ p. Les lemmes suivants sont utilisés pour proposer un
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algorithme polynomial qui permet de résoudre le problème (les résultats de cette

section sont publiés dans [82],[84], [91]).

Lemme. 12 Dans un ordonnancement optimal, toutes les tâches sont entrelacées

sauf une tâche si n est impair.

Preuve. Soit S un ordonnancement optimal. Supposons qu’il existe dans S deux

tâches Ji et Jj qui sont ordonnancées séparément, et supposons que la tâche Ji est

ordonnancée avant Jj. Soit S ′ le nouvel ordonnancement construit à partir de S

dans lequel la tâche Jj est entrelacée avec Ji pour former une nouvelle composante

de tâches (JiJj). Cette composante est traitée à la position Ji dans S. La durée de

traitement totale de S ′ sur la machine M1 est réduite de p + a en respectant S, et

le makespan de S ′ n’accroit pas. Cependant, S ′ est un ordonnancement optimal. En

répétant cette opération, nous obtenons un ordonnancement dans lequel les tâches

sont entrelacées sauf la dernière tâche si le nombre de tâches est impair. �

Lemme. 13 Sur la deuxième machine, les tâches sont ordonnancées dans l’ordre

décroissant des cj.

Preuve. Soit S un ordonnancement optimal qui ne satisfait pas le lemme 13. Soient

Ji et Jj les deux premières tâches de S pour lesquelles ci ≤ cj, et Ji est ordonnancée

avant Jj. Considérons le nouvel ordonnancement S ′ dans lequel les positions des

tâches Ji et Jj sont permutées. Toutes les tâches composées ont la même durée de

traitement sur la première machine, alors la valeur de la durée totale de traitement

des tâches de S ′ sur la machine M1 ne change pas. De plus, la durée de traitement des

tâches composées contenants Ji dans S ′ n’est pas supérieure à celle des tâches de S.

Ainsi, le nouvel ordonnancement S ′ est aussi optimal. En répétant cette opération,

nous obtenons un ordonnancement avec les propriétés considérées. �

L’algorithme polynomial pour le problème F2(aj = a, bj = Lj = p, cj) est donné

ci-dessous :
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Algorithme 1: algorithme 1

début

si a > p alors
Appliquer l’algorithme de Johnson telles que les durées de traitement

des tâches sur la première et la deuxième machine sont données par :

p1j = a+ 2p et p2j = cj , j = 1, . . . , n, respectivement.

sinon
Indexer les tâches suivant l’ordre décroissant de leurs cj , j = 1, . . . , n.

Construire les tâches composées Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , n/2, si n

est pair, ou Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , (n− 1)/2 et Tn−1
2

+1 = (Jn) si n

est impair.

Ordonnancer les tâches composées Tj sur les deux machines, le plutôt

possible, suivant l’ordre de leurs indices.

fin

fin

Théorème. 3 L’algorithme 1 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

a, bj = Lj = p, cj) en O(nlogn).

Preuve. Si a > p, les tâches ne peuvent pas être entrelacées, alors l’ordonnancement

optimal est obtenu en appliquant l’algorithme de Johnson [61] sur la liste des tâches.

Si a ≤ p, alors suivant les lemmes 12 et 13, toutes les tâches sont entrelacées sauf la

dernière tâche si n est impair, et les tâches sont ordonnancées dans l’ordre décroissant

de leurs durées de traitement sur la deuxième machine. L’algorithme 1 fournit un

ordonnancement en respectant les résultats des lemmes 12 et 13 et cette solution est

donnée en O(nlogn). �

Notons que l’algorithme 1 résout le même problème lorsque a = p, et nous obtenons

le résultat suivant.

Théorème. 4 L’algorithme 1 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

bj = Lj = p, cj) en O(nlogn).
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3.4.2 Le problème F2/Coup Opr(1), aj = Lj = p, bj = b, cj/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2(aj = Lj = p, bj = b, cj). Si

b > p, alors il n’est pas possible d’entrelacer les tâches, sinon nous fournissons les

résultats suivants (les résultats de ce problème sont publiés dans [82],[86],[87]).

Lemme. 14 Dans un ordonnancement optimal, toutes les tâches sont entrelacées

sauf une tâche si n est impair.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 12. �

Lemme. 15 Sur la deuxième machine, les tâches sont ordonnancées dans l’ordre

décroissant des cj.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 13. �

Pour résoudre le problème F2(aj = Lj = p, bj = b, cj), nous proposons l’algo-

rithme 2 détaillé ci-dessous.

Algorithme 2: algorithme 2

début

si b > p alors
Appliquer l’algorithme de Johnson en considérant les durées de traitement

des tâches sur la première et la deuxième machine comme suit : p1j = 2p+ b

et p2j = cj , j = 1, . . . , n, respectivement.

sinon
Indexer les tâches dans l’ordre décroissant de leur cj , j = 1, . . . , n.

Construire les tâches composées Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , n/2, si n

est pair, ou Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , (n− 1)/2 et Tn−1
2

+1 = (Jn) si n est

impair.

Ordonnancer les tâches composées Tj sur les deux machines, le plutôt

possible, suivant l’ordre de leurs indices.

fin

fin
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Théorème. 5 L’algorithme 2 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

Lj = p, bj = b, cj) en O(nlogn).

3.4.3 Le problème F2/Coup Opr(1), aj = bj = p, Lj = L, cj/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2(aj = bj = p, Lj = L, cj)

(les résultats de ce problème sont publiés dans [82],[86],[87]). Si L < p, alors il n’est

pas possible d’entrelacer les tâches, dans le cas contraire, nous avons les résultats

suivants.

Lemme. 16 Dans un ordonnancement optimal, toutes les tâches sont entrelacées

sauf une tâche si n est impair.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 12. �

Lemme. 17 Sur la deuxième machine, les tâches sont ordonnancées dans l’ordre

décroissant des cj.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 13. �

L’algorithme polynomial pour le problème F2(aj = bj = p, Lj = L, cj) est détaillé

dans l’algorithme 3.

Théorème. 6 L’algorithme 3 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

bj = p, Lj = L, cj) en O(nlogn).

3.4.4 Le problème F2/Coup Opr(1), aj, bj = Lj = p, cj = c/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2(aj, bj = Lj = p, cj = c)

(les résultats de ce problème sont publiés dans [82],[84]). Soient les ensembles de

tâches K1 = {Jj|aj > p} et K2 = {Jj|aj ≤ p}, et soient n1 et n2 leurs tailles,

respectivement. Nous supposons que les tâches deK1 etK2 sont indexées dans l’ordre

croissant de leurs aj. Il est clair que les tâches de K1 ne peuvent être entrelacées

qu’avec les tâches de K2, telles que les tâches de K1 sont traitées en première position
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Algorithme 3: algorithme 3

début

si L < p alors
Appliquer l’algorithme de Johnson en considérant les durées de traitement

des tâches sur la première et la deuxième machine comme suit : p1j = 2p+L

et p2j = cj , j = 1, . . . , n, respectivement.

sinon
Indexer les tâches dans l’ordre décroissant de leur cj , j = 1, . . . , n.

Construire les tâches composées Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , n/2, si n

est pair, ou Tj = (J2j−1J2j), j = 1, . . . , (n− 1)/2 et Tn−1
2

+1 = (Jn) si n est

impair.

Ordonnancer les tâches composées Tj sur les deux machines, le plutôt

possible, suivant l’ordre de leurs indices.

fin

fin

dans les tâches composées. Cependant, une tâche de K2 peut être entrelacée avec

une tâche de K1 ou avec une autre tâche de K2.

Soit Sl l’ensemble des tâches dans lequel exactement l tâches de K1 sont entrelacées

avec l tâches de K2, 0 ≤ l ≤ min{n1, n2}, et les autres tâches de K1 ne sont pas

entrelacées (ordonnancées seules). Notons également que le reste des tâches de K2

sont entrelaceés entre elles ou non entrelacées. Les résultats suivants sont utilisés

pour proposer un algorithme polynomial.

Lemme. 18 Il existe un ordonnancement optimal de l’ensemble Sl tel que les l

dernières tâches de K2 sont entrelacées avec les l premières tâches de K1.

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous montrons en premier que, dans un or-

donnancement optimal Sl que les l dernières tâches de K2 sont entrelacées avec les

tâches de K1, puis nous complétons la preuve en montrant que les tâches de K2 sont

entrelacées avec les l premières tâches de K1.

(i) Soit S0 un ordonnancement optimal de Sl qui ne satisfait pas la première

hypothèse du lemme 18. Alors, il existe une tâche JK2
i , i ≤ n2 − l, qui est en-

trelacée avec une tâche de K1. Du moment que l tâches de K1 sont entrelacées

avec les tâches de K2, alors il existe une tâche JK2
j , j ≥ n2 − l, telle que la
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tâche JK2
j n’est pas entrelacée avec une tâche de K1 dans l’ordonnancement S0.

Considérons un nouvel ordonnancement S∗ de l’ensemble Sl obtenu à partir

de l’ordonnancement S0 dans lequel nous permutons les positions des tâches

JK2
i et JK2

j . Comme aj ≥ ai et JK2
i et JK2

j ont la même durée de traitement

sur la deuxième machine, alors nous avons Cmax(S∗) ≤ Cmax(S0). En répétant

cette opération, nous vérifions la première hypothèse du lemme 18.

(ii) Soit S0 un ordonnancement optimal de Sl qui satisfait la première hypothèse

du lemme 18 et ne satisfait pas la seconde hypothèse. Alors, il existe deux

tâches JK1
i et JK1

j , i < j, j > l, telle que JK1
j est entrelacée avec la tâche JK2

k

et JK1
i est ordonnancée seule. Dans S0, nous avons aussi JK1

j est entrelacée

avant JK1
i ou bien elle est ordonnancée après JK1

i suivant leurs durées de

traitement. Dans ce qui suit, nous discutons les deux cas.

1. JK1
i est ordonnancée avant JK1

j . Dans ce cas, nous distinguons trois cas

dépendants de la contribution de JK1
i et JK1

j dans la valeur de Cmax(S0) :

(a) JK1
i et JK1

j sont sur le chemin critique de la première machine, c.à.d.

que les durées de traitement des tâches JK1
i et JK1

j sont comptabilisées

dans le calcul de Cmax sur la première machine. (b) JK1
i et JK1

j ne sont pas

sur le chemin critique de la première machine, et (c) la tâche JK1
i est sur le

chemin critique de la première machine mais JK1
j ne l’est pas. Considérons

un nouvel ordonnancement S∗ de l’ensemble Sl obtenu à partir de l’ordon-

nancement S0 dans lequel JK2
k forme une nouvelle composante de tâches

avec JK1
i , et soit Cmax(S∗) le makespan de S∗. Si Cmax(S0) est donné par

le cas (a) ou (b), alors il est facile de vérifier que Cmax(S∗) = Cmax(S0).

Si Cmax(S0) est donné par le cas (c) donc, nous avons c > p (voir figure

3.7).

A partir de la figure 3.7, nous avons :

Cmax(S∗) ≤ t+ p+ max{0, c− δ − p}+ L− c

≤ t+ L+ max{p− c,−δ}

≤ t+ L = Cmax(S0)

2. JK1
i est ordonnancée après JK1

j . De nouveau, nous distinguons trois si-

tuations a, b et c identiques au cas 1., dépendant de la contribution de
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Figure 3.7 – La 3éme situation du cas 1 (avant et après le déplacement de Jk2
k )

JK1
i JK1

j dans le calcul de la valeur de Cmax(S0). La preuve des situations

(a) et (b) sont similaires à celles du cas 1. Nous considérons seulement le

cas dans lequel la tâche JK1
j est sur le chemin critique de la première ma-

chine et la tâche JK1
i ne figure pas sur le chemin critique. Supposons un

nouvel ordonnancement S∗ de l’ensemble Sl obtenu à partir de l’ordon-

nancement S0 dans lequel les positions des tâches JK1
i et JK1

j sont per-

mutées, et JK2
k est entrelacée avec JK1

i . Soit Cmax(S∗) le makespan de S∗.

A partir de la figure 3.8, nous avons Cmax(S∗) = t+L−min{δ, aj−ai} ≤
Cmax(S0).

En répétant les opérations des cas 1 et 2, nous obtenons la seconde hypothèse du

lemme 18. �

Dans ce qui suit, nous supposons que l’ensemble Sl satisfait le lemme 18.

Lemme. 19 Il existe un ordonnancement optimal de l’ensemble Sl tels que :

1. le reste de toutes les tâches de K2 sont entrelacées entre elles, sauf une tâche

si leur nombre est impair ;

2. les tâches JK2
1 , . . . , JK2

dn2−l
2
e

sont aux premières positions dans les nouvelles

tâches composées.
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Figure 3.8 – La 3éme situation du cas 2 (avant et après la permutation de Jk1
i et Jk1

j )

Preuve.

1. Soit S0 un ordonnancement optimal de Sl qui ne satisfait pas le lemme 19.

Soient Ji et Jj deux tâches de K2 où i < j, et Ji et Jj sont traitées seules.

D’après l’algorithme de Mitten, la tâche Ji est ordonnancée avant Jj. Suivant

la contribution de Ji et Jj dans le calcul de la valeur de Cmax(S0), nous distin-

guons trois cas : (a) Ji et Jj sont sur le chemin critique de la première machine,

(b) Ji et Jj ne sont pas sur le chemin critique de la première machine, et (c)

la tâche Ji est sur le chemin critique de la première machine mais pas la tâche

Jj. Soit S∗ le nouvel ordonnancement de l’ensemble Sl obtenu à partir de l’or-

donnancement S0 dans lequel la nouvelle tâche composée (JiJj) est formée et

ordonnancée à la position de Ji, et soit Cmax(S∗) son makespan. Si Cmax(S0)

est déterminé par les cas (a) ou (b), nous avons Cmax(S∗) ≤ Cmax(S0). Donc

S∗ est optimal. Si le Cmax(S0) est déterminé par le cas (c), nous obtenons

c < 3p. Dans ce cas la valeur de Cmax(S∗) décroit de δ (voir figure 3.9), ce qui

résulte que, Cmax(S∗) = t + (c − δ) + (L − c) = Cmax(S0) − δ. En répétant

cette opération, nous obtenons le résultat du lemme 19.

2. La deuxième hypothèse du lemme 19 peut être facilement démontrée en utili-

sant l’argument de permutation.

�
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-
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Figure 3.9 – La 3éme situation (avant et après le déplacement de la tâche Jj)

A partir des lemmes 18 et 19, nous avons le résultat suivant :

Lemme. 20 L’algorithme de Mitten fournit un ordonnancement optimal de l’en-

semble Sl en O(n).

Considérons l’algorithme suivant :

Algorithme 4: algorithme 4

début
Ranger les tâches de K1 et K2 dans l’ordre croissant de leurs aj . Soit S∗ un

ordonnancement optimal. Poser S∗ = ∅ et Cmax(S∗) = +∞.

pour l := 0 à min{n1, n2} faire
Entrelacer les l dernières tâches de K2 avec les l premières tâches de K1.

Entrelacer le reste des tâches de K2 entre elles, telles que les tâches

JK2
1 , . . . , JK2

dn2−l
2
e

sont à la première position des nouvelles tâches composées.

Appliquer l’algorithme de Mitten pour ordonnancer les nouvelles tâches.

Soit S∗l l’ordonnancement obtenu.

si Cmax(S∗l ) < Cmax(S∗) alors
S∗ := S∗l et Cmax(S∗) := Cmax(S∗l ) ;

fin

fin

fin
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Théorème. 7 L’algorithme 4 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj, bj =

Lj = p, cj = c) en O(n2logn).

Preuve. Dans l’algorithme 4, l’ensemble construit à partir des tâches composées

satisfait les lemmes 18 et 19 pour chaque valeur de l. De plus, l’algorithme 4 selec-

tionne la meilleure solution parmi les valeurs de l. Alors, la solution optimale est

obtenue pour le problème F2(aj, bj = Lj = p, cj = c), et l’algorithme 4 s’exécute en

O(n2logn). �

Notons que l’algorithme 4 résout le même problème lorsque c = p, d’où le résultat

suivant.

Théorème. 8 L’algorithme 4 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj,

bj = Lj = cj = p) en O(n2logn).

3.4.5 Le problème F2/Coup Opr(1), aj = Lj = p, bj, cj = c/Cmax

Dans cette section, nous considérons le problème F2(aj = Lj = p, bj, cj = c)

(les résultats de ce problème sont publiés dans [82],[84]). Tout comme dans la sec-

tion 3.4.4, nous décomposons l’ensemble de tâches en deux sous ensembles K1 =

{Jj|bj > p} et K2 = {Jj|bj ≤ p}. Soient n1 et n2 les tailles des ensembles K1 et

K2, respectivement. Nous supposons que les tâches de K1 et K2 sont indexées dans

l’ordre croissant de leurs bj. Les tâches de K1 peuvent être entrelacées uniquement

avec les tâches de K2, où une tâche de K1 est dans la deuxième position de la tâche

composée. Cependant, une tâche de K2 peut être entrelacée avec la tâche de K1 ou

bien avec une autre tâche de K2.

Soit Sl l’ensemble de toutes les tâches dans lequel exactement l tâches de K1 sont

entrelacées avec l tâches de K2, 0 ≤ l ≤ min{n1, n2}, et le reste des tâches de K1

restent non entrelacées. Comme la durée de traitement de chaque tâche composée j

sur la première machine est égale à 3p+ bj, alors la tâche composée de l’ensemble Sl

réalise la même fonction que la tâche composée de l’ensemble Sl de la section 3.4.4.

D’où le résultat suivant.

Lemme. 21 Il existe un ordonnancement optimal de l’ensemble Sl dans lequel les l

dernières tâches de K2 sont entrelacées avec les l premières tâches de K1.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 18. �
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Lemme. 22 Il existe un ordonnancement optimal de l’ensemble Sl tels que :

1. le reste de toutes les tâches de K2 sont entrelacées entre elles, sauf une tâche

si leur nombre est impair ;

2. les tâches JK2
1 , . . . , JK2

dn2−l
2
e

sont aux premières positions dans les nouvelles

tâches composées.

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du lemme 19. �

Considérons l’algorithme 5 identique à l’algorithme 4 sauf que dans l’algorithme

5, les tâches de K1 et K2 sont rangées dans l’ordre croissant de leurs bj.

Algorithme 5: algorithme 5

début
Ranger les tâches de K1 et K2 dans l’ordre croissant de leurs bj . Soit S∗ un

ordonnancement optimal. Poser S∗ = ∅ et Cmax(S∗) = +∞.

pour l := 0 à min{n1, n2} faire
Entrelacer les l dernières tâches de K2 avec les l premières tâches de K1.

Entrelacer le reste des tâches de K2 entre elles, telles que les tâches

JK2
1 , . . . , JK2

dn2−l
2
e

sont à la première position des nouvelles tâches composées.

Appliquer l’algorithme de Mitten pour ordonnancer les nouvelles tâches.

Soit S∗l l’ordonnancement obtenu.

si Cmax(S∗l ) < Cmax(S∗) alors
S∗ := S∗l et Cmax(S∗) := Cmax(S∗l ) ;

fin

fin

fin

Théorème. 9 L’algorithme 5 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

Lj = p, bj, cj = c) en O(n2logn).

Preuve. La preuve est similaire à la preuve du théorème 7. �

Notons que l’algorithme 5 résout le problème lorsque c = p, d’où le résultat suivant :

Théorème. 10 L’algorithme 5 fournit une solution optimale pour le problème F2(aj =

Lj = cj = p, bj) en O(n2logn).
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Le tableau suivant résume la complexité des problèmes étudiés du premier modèle.

Problème Complexité Référence

(1) aj = Lj = bj = p, cj O(nlogn) Section 3.4.1

(2) aj = a, bj = Lj = p, cj O(nlogn) Section 3.4.1

(3) aj = Lj = p, bj = b, cj O(nlogn) Section 3.4.2

(4) aj = bj = p, Lj = l, cj O(nlogn) Section 3.4.3

(5) aj, bj = Lj = cj = p O(n2logn) Section 3.4.4

(6) aj = Lj = cj = p, bj O(n2logn) Section 3.4.5

(7) aj, bj = Lj = p, cj = c O(n2logn) Section 3.4.4

(8) aj = Lj = p, bj, cj = c O(n2logn) Section 3.4.5

(9) aj, bj = Lj = p, cj NP-difficile Section 3.3.1

(10) aj = Lj = p, bj, cj NP-difficile Section 3.3.2

(11) aj = bj = p, Lj, cj NP-difficile Orman et Potts [96]

(12) aj, bj, Lj, cj NP-difficile Orman et Potts [96]

Table 3.5 – Complexité des problèmes du premier modèle

3.5 Deuxième modèle

Dans cette section, nous considérons le deuxième modèle du problème du flow-

shop à deux machines avec des tâches couplées sur la deuxième machine. Chaque

tâche j possède deux opérations O1,j et O2,j à ordonnancer sur les machines M1

et M2, respectivement. O1,j est composée d’une seule opération avec une durée de

traitement aj, et O2,j est le couple d’opérations avec des durées de traitement et

un délai exact donnés par le triplet (cj, Hj, dj). Pour chaque tâche j, le traitement

du couple d’opération O2,j ne commence que si le traitement de l’opération O1,j est

terminé. Comme notre objectif est de minimiser le makespan alors les deux modèles

sont symétriques. En se basant sur les résultats trouvés dans les sections 3.3 et 3.4,

nous déduisons les résultats de complexité des problèmes du modèle 2.
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Problème Complexité Référence

(1′) aj, cj = Hj = dj = p O(nlogn) Section 3.4.1

(2′) aj, cj = Hj = p, dj = d O(nlogn) Section 3.4.1

(3′) aj, cj = c, dj = Hj = p O(nlogn) Section 3.4.2

(4′) aj, cj = dj = p,Hj = h O(nlogn) Section 3.4.3

(5′) aj = cj = Hj = p, dj O(n2logn) Section 3.4.4

(6′) aj = dj = Hj = p, cj O(n2logn) Section 3.4.5

(7′) aj = a, cj = Hj = p, dj O(n2logn) Section 3.4.4

(8′) aj = a, cj, dj = Hj = p O(n2logn) Section 3.4.5

(9′) aj, cj = Hj = p, dj NP-difficile Section 3.3.1

(10′) aj, cj, dj = Hi = p NP-difficile Section 3.3.2

(11′) aj, ci = di = p,Hi NP-difficile Orman et Potts [96]

(12′) aj, cj, Hj, dj NP-difficile Orman et Potts [96]

Table 3.6 – Complexité des problèmes du second modèle

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la complexité du problème du flowshop

à deux machines avec des opérations couplées pour minimiser la date de fin de

traitement des tâches. Nous avons déterminé deux modèles. Dans le modèle 1, les

opérations couplées sont considérées sur la première machine et dans le modèle 2,

les opérations couplées sont considérées sur la deuxième machine. Nous avons étudié

la complexité des problèmes du modèle 1. Nous avons prouvé la NP-complétude

de certains problèmes et nous avons présenté des sous problèmes résolubles en des

temps polynomiaux. Comme le critère à minimiser est le makespan, alors les deux

modèles sont symétriques. Enfin, en utilisant les résultats du premier modèle, nous

avons fourni des résultats de complexité des problèmes définis dans le second.
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CHAPITRE 4

RÉSOLUTION ET

EXPÉRIMENTATIONS NUMÉRIQUES

4.1 Introduction

Pour résoudre le problème général F2/Coup − Opr(1), aj, Lj, bj, cj/Cmax, nous

avons développé deux types d’approches de résolution dans ce chapitre, les heuris-

tiques et les métaheuristiques afin de fournir une solution approchée au problème

comme nous avons proposé des bornes inférieures. Nous présentons des heuristiques

basées sur l’utilisation des règles de priorité (SPT et LPT), et sur la règle de Johnson.

Nous présentons également deux métaheuristiques, le recuit simulé et l’optimisation

par essaim particulaire (OEP). D’autre part, nous proposons une méthode hybride

à partir du recuit simulé et l’OEP. Enfin, nous avons réalisé des expérimentations

numériques sur des instances générées aléatoirement pour évaluer la performance

des méthodes élaborées.

4.2 Bornes inférieures

Dans ce qui suit, nous proposons des bornes inférieures pour le problème F2/Coup−
Opr(1), aj, Lj, bj, cj/Cmax.

88



Chapitre 4 Résolution et expérimentations numériques

Proposition. 1 LB1 =
n∑

j=1

(aj + bj) + min
1≤j≤n

{cj} est une borne inférieure pour le

makespan.

Preuve. Toutes les tâches doivent être exécutées sur la première machine, alors

la borne
n∑

j=1

(aj + bj) est une borne inférieure de la durée totale de traitement des

tâches sur la première machine. De plus, au moins une tâche doit être exécutée sur

la deuxième machine, d’où la borne LB1. �

Proposition. 2 LB2 = min
1≤j≤n

{aj +Lj + bj}+
n∑

j=1

cj est une borne inférieure pour le

makespan.

Preuve.
n∑

j=1

cj est la borne inférieure de la durée totale de traitement des tâches

sur la deuxième machine. D’autre part, le traitement des tâches sur la deuxième

machine ne peut commencer que si le traitement d’au moins d’une tâche est terminé

sur la première machine. �

Proposition. 3 LB3 =
n∑

j=1

aj + min
1≤j≤n

{Lj}+ min
1≤j≤n

{cj} est une borne inférieure pour

le makespan.

Preuve.
n∑

j=1

aj + min
1≤j≤n

{Lj} est la borne inférieure du problème de tâches couplées à

une seule machine avec des time lags exacts. Elle est déduite en relaxant le problème

en posant bj = 0. Par ailleurs, au moins une tâche doit être exécutée sur la deuxième

machine. �

Proposition. 4 LB4 =
n∑

j=1

bj + min
1≤j≤n

{Lj}+ min
1≤j≤n

{cj} est une borne inférieure pour

le makespan.

Preuve.
n∑

j=1

bj + min
1≤j≤n

{Lj} est la borne inférieure du problème de tâches couplées à

une seule machine avec des time lags exacts. Elle est déduite en relaxant le problème

en posant aj = 0. Par ailleurs, au moins une tâche doit être exécutée sur la deuxième

machine. �

En conséquence, LB = max{LB1, LB2, LB3, LB4} est aussi une borne inférieure.

Page 89



Chapitre 4 Résolution et expérimentations numériques

4.3 Approches de résolution

Pour résoudre les problèmes du flowshop avec ses différentes variantes, plusieurs

méthodes de résolution ont été développées, telles que les méthodes exactes, les

heuristiques et les métaheuristiques. Les méthodes exactes fournissent des solutions

optimales pour des instances de petites tailles. Lorsque la taille du problème est

grande, le temps d’exécution croit exponnentiellement. Cependant, les chercheurs

font appel à d’autres techniques pour résoudre les problèmes et trouver des solutions

réalisables dans un temps acceptable. Ainsi, plusieurs recherches se sont focalisées

pour développer ces techniques et sont classées en deux classes. La première classe

représente les méthodes constructives qui englobent des heuristiques constructives,

tandis que la seconde classe représente les méthodes amélioratrices, parmi lesquelles

nous citons les métaheuristiques.

4.3.1 Approches heuristiques

Dans cette section, nous proposons quelques heuristiques pour la résolution du

problème NP-difficile F2/Coup − Opr(1), aj, Lj, bj, cj/Cmax. Ces algorithmes sont

basés sur l’application des règles de priorité (LPT, SPT ) et de la règle de Johnson

[61] sur les durées de traitement (aj, bj, cj), et sur les valeurs des délais (Lj). Pour

toutes les heuristiques, la première étape consiste à ranger les tâches suivant l’ordre

défini par les règles citées précédement, puis en deuxième étape, il faut utiliser une

méthode sérielle ou parallèle. Le prinicipe de la méthode sérielle est le suivant : une

tâche prioritaire est sélectionnée et ordonnancée le plutôt possible. Le principe de la

méthode parallèle : à chaque instant t, pour lequel il existe une machine disponible,

ordonnancer une tâche prioritaire. Les trois premières heuristiques s’exécutent en

O(nlogn) dans le cas de l’application de la sélection sérielle, et en O(n2) dans le

cas de l’application de la sélection parallèle. L’heuristique 4 s’exécute en O(n2) (les

résultats des tests de ces heuristiques sont publiés dans [81],[85]).

Heuristique 1 :

1. Ranger les tâches suivant la règle LPT (Longuest Processing Time) des aj

(respectivement Lj, bj, cj).

2. Utiliser la méthode en série (respectivement en parallèle) pour déterminer la
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séquence des tâches à ordonnancer en les entrelaçant.

Heuristique 2 :

1. Ranger les tâches suivant la règle SPT (Shortest Processing Time) des aj

(respectivement Lj, bj, cj).

2. Utiliser la méthode en série (respectivement en parallèle) pour déterminer la

séquence des tâches à ordonnancer en les entrelaçant.

Heuristique 3 :

1. Pour chaque tâche, poser : p1j = aj + Lj + bj et p2j = cj.

2. Ranger les tâches suivant la règle de Johnson.

3. Utiliser la méthode en série (respectivement en parallèle) pour déterminer la

séquence des tâches à ordonnancer en les entrelaçant.

Heuristique 4 (H∗) :

1. Former deux listes de tâches liste1 et liste2 en rangeant les tâches suivant la

régle LPT (Longuest Processing Time) des aj et bj, respectivement.

2. Pour chaque tâche de liste1, parcourir la liste des tâches liste2 et entrelacer

la tâche de liste1 avec la première tâche non entrelacée de liste2.

4.3.2 Métaheuristiques

Actuellement, les métaheuristiques sont les approches les plus adaptées à un

large nombre de problèmes d’optimisation combinatoire dans plusieurs domaines.

Une caractéristique commune à de nombreuses métaheuristiques est qu’elles sont

développées en s’inspirant des processus existants dans la nature, en physique ou en

biologie. L’optimisation par essaims particulaires (OEP) est l’une des plus récentes

métaheuristiques appliquées avec succès sur les problèmes d’optimsation combina-

toire pour laquelle peu de travaux sont réalisés. Tasgetiren et al. [117] sont les

premiers à développer un algorithme de l’OEP pour résoudre le problème d’ordon-

nancement à une seule machine pour minimiser la somme des retards pondérés,
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comme ils ont proposé dans [118] une OEP pour deux problèmes, celui du flowshop

de permutation pour minimiser le makespan et la grande tardiveté (Lmax), respec-

tivement. Les mêmes auteurs ont présenté dans [116] une OEP pour résoudre le

problème du flowshop de permutation pour minimiser le makespan et la durée to-

tale du flot. Toujours, pour le flowshop de permutation et dans le but de minimiser

le makespan, Zhingang Lia et al. [128] ont proposé un algorithme de l’OEP pour

résoudre le problème, et ils ont suggéré également, dans [129], une OEP pour le

problème du job shop pour minimimser le makespan. Pour ce dernier problème, Sha

et Cheng ont présenté une OEP hybridée [109]. Xianpeng et Linxin ont développé

une OEP dans [124] pour le problème du flowshop avec la contrainte de blocage

pour minimiser le makespan. Pour le flowshop sans attente, Quan et al. [100] ont

introduit une OEP discrète dans le but de minimiser le makespan et la durée totale

du flot. Dans [64], Karsan et Karimi ont adapté une OEP pour résoudre le problème

de machines parallèles dans l’objectif de minimiser le makespan.

4.3.2.1 Optimisation par essaim de particules

L’optimisation par essaim de particules (OEP) est une méthode d’optimisation

récente introduite par Kennedy et Eberhat [65]. Cette méthode s’inspire du compor-

tement social de certains animaux évoluants en essaims tels que les bancs de pois-

sons et les nuées d’oiseaux. En effet, il est étonnant de voir comment ces animaux se

déplacent dans une seule direction, se divisant parfois en deux groupes pour éviter

un prédateur puis reformant le groupe originel. Chaque individu utilise non seule-

ment sa propre mémoire mais aussi l’information locale à laquelle il peut accéder sur

le déplacement de ses plus proches voisins pour décider de son propre déplacement.

De règles simples, telles que ”rester relativement proche des autres individus”, ”aller

dans la même direction”, ou encore ”aller à la même vitesse”, suffisent à maintenir la

cohésion du groupe et permettre des comportements collectifs complexes et adaptés.

Initialement, cette méthode a été conçue pour l’optimisation des fonctions non

linéaires et continues. Elle repose sur une population appelée essaim, composée d’un

ensemble d’individus disposés de façon aléatoire. Chaque individu est une particule

représentant une solution potentielle pour le problème d’optimisation et soit f la

fonction à minimiser. Soit Np le nombre de particules ou la taille de la population.
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Chaque particule est représentée par les caractéristiques suivantes :

1. Chaque particule k est représentée dans un espace de recherche de dimension

n par son vecteur de position X t
k = (X t

k1
, X t

k2
, . . . , X t

kn
) et par son vecteur de

vitesse V t
k = (V t

k1
, V t

k2
, . . . , V t

kn
) à l’itération t, où X t

kd
: est la position de la

particule k à la dimension d = 1, n, et V t
kd

: la vitesse de la particule k à la

dimension d = 1, n.

2. Chaque particule k mémorise sa meilleure position obtenue jusqu’à l’itération

t, notée par P t
k = (P t

k1
, P t

k2
, . . . , P t

kn
).

3. P t
g = (P t

g1
, P t

g2
, . . . , P t

gn) est la meilleure position de la meilleure particule dans

l’essaim jusqu’à l’itération t.

4. La vitesse courante de la particule k de dimension d est obtenue en utilisant

l’équation suivante :

V t
kd

= wV t−1
kd

+ c1r1(P t−1
kd
−X t−1

kd
) + c2r2(P t−1

gd
−X t−1

kd
) (4.1)

w : coefficient d’inertie qui permet de contrôler l’effet de la vitesse précédente

sur la vitesse présente de la particule.

c1, c2 : deux constantes positives qui permettent de décider si les particules

préfèrent se diriger dans la direction de sa meilleure position ou dans la direc-

tion de la meilleure position de ses voisins.

r1, r2 : deux nombres aléatoires uniformément distribués sur [0, 1] ;

5. Le vecteur de position de la particule k à l’itération t est donné par l’équation

suivante :

X t
kd

= X t−1
kd

+ V t
kd

(4.2)

6. La meilleure position de la particule k à l’itération t est donnée par :

P t
k =

 P t−1
k si f(X t

k) ≥ f(P t−1
k )

X t
k si f(X t

k) < f(P t−1
k )

(4.3)

7. La meilleure position de la particule k dans la population est obtenue par :

P t
g =

 argmin f(P t
k) si min f(P t

k) < f(P t−1
g )

P t−1
g sinon

(4.4)
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L’utilisation de cette méthode ne se limite pas sur un espace de recherche continu,

puisque beaucoup de problèmes d’optimisation sont définis sur des domaines à

valeurs discrètes. Pour cela, des chercheurs ont développé plusieurs versions de

l’algorithme discret de l’OEP qu’ils ont appliqué sur des problèmes d’optimisa-

tion discrète, en particulier dans les problèmes d’ateliers. Cependant, les auteurs

ont proposé des algorithmes discrets de l’OEP pour certains problèmes cités dans

[64],[65],[100].

a. Représentation de la solution :

L’une des clès dans la conception de l’OEP est la représentation ou le codage de

sa solution, qui permet de trouver une solution dans une durée de temps acceptable.

Dans le cas de notre méthode, chaque particule est représentée par un vecteur dont

sa longueur est égale au nombre de tâches et chaque élément indique la position

d’une tâche sur la machine.

T1tâche

position

T2 T3 T4 T5 T6

4 1 6 5 3 2

Figure 4.1 – Codage d’une solution

b. Mise à jour de la particule :

Le comportement de la particule est un compromis entre trois choix possibles :

trouver la position X t
k de la particule, se diriger vers sa meilleure position P t

k et

trouver la meilleure position de la particule dans la population P t
g . La position de

la particule est adjustée par la formule suivante [100] :

X t
k = c2 ⊗ F3(c1 ⊗ F2(w ⊗ F1(X t−1

k ), P t−1
k ), P t−1

g ) (4.5)

Le calcul de la position de la particule consiste en trois composantes. La première

composante correspond à la vitesse de la particule, appelée la composante phy-

sique du déplacement donnée par : λtk = w ⊗ F1(X t−1
k ). L’opérateur F1 représente

l’opérateur de mutation avec la probabilité w tel que :
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λtk =

 F1(X t−1
k ) si r < w

X t−1
k sinon

(4.6)

avec r un nombre réel qui suit la loi uniforme dans [0, 1].

La deuxième composante est δtk = c1 ⊗ F2(λtk, P
t−1
k ). Elle représente la compo-

sante cognititive du déplacement de la particule. Dans cette composante, F2 indique

l’opérateur de croisement avec la probabilité c1. λtk et P t−1
k sont le premier et le

deuxième parent du croisement, respectivement. Il en résulte que δtk = F2(λtk, P
t−1
k )

ou bien δtk = λtk, et cela selon le choix des valeurs du nombre aléatoire uniformément

distribué.

La troisième composante est X t
k = c2 ⊗ F3(δtk, P

t−1
g ). Elle représente la compo-

sante sociale du déplacement de la particule, où F3 est l’opérateur du croisement

avec la probabilité c2. Notons que δtk et P t−1
g sont le premier et le second parent

pour l’opérateur du croisement, respectivement. Alors, X t
k = F3(δtk, P

t−1
g ) oubien

X t
k = δtk selon le choix des valeurs du nombre aléatoire uniformément distribué. Le

pseudocode de l’algorithme de l’OEP est donné dans l’algorithme 6.

Le critère d’arrêt peut être différent suivant le problème posé. Une erreur accep-

table peut être définie comme un critère d’arrêt ou bien fixer un nombre maximum

d’évaluations de la fonction objectif, sinon, fixer un nombre maximum d’itérations

peut être aussi utilisé comme un critère d’arrêt.

Dans la méthode proposée ci-dessus, nous avons fait recours aux mécanismes de

croisement et de mutation utilisés dans les algorithmes génétiques. Ces opérateurs

permettent de diversifier suffisament la population au cours des générations, afin que

l’algorithme ne reste pas bloqué dans un optimum local. L’opérateur de mutation

est utilisé pour explorer différentes parties de l’espace de recherche, et l’opérateur de

croisement tente d’exploiter le voisinage local pour trouver une solution qui améliore

la fonction à optimiser (les résultats des tests de cette méthode sont publiés dans

[81],[83],[89],[90]).
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Algorithme 6: Optimisation par essaim de particules

Paramètres d’entrée : t := 0 ; Np ;

pour k := 1 à Np faire
X t

k := Générer aléatoirement une particule ;

P t
k := X t

k;

fin

P t
g := X t

l |l =arg min
∀k
{Cmax(X t

k)} ;

répéter

pour k := 1 à Np faire

V t
k := wV t−1

k + c1r1(P t−1
k −X t−1

k ) + c2r2(P t−1
g −X t−1

k ) ;

X t
k := X t−1

k + V t
k ;

si Cmax(X t+1
k ) < Cmax(P t

k) alors

P t+1
k := X t+1

k ;

sinon

P t+1
k := P t

k ;

fin

fin

si Cmax(P t
g) > min

1≤l≤k
{Cmax(P t+1

l )} alors

P t+1
g := P t+1

l |l =arg min
∀k
{Cmax(P t+1

k )} ;

fin

t :=t+1 ;

jusqu’à;

critère d’arrêt est satisfait.

c. Mutation :

Dans la littérature, Il existe de nombreuses techniques de mutation employées

dans les algorithmes génétiques. Dans ce travail, nous avons choisi la mutation par

inversion que nous avons appliqué sur toutes les particules. Cet opérateur consiste

à selectionner aléatoirement deux points de coupure sur un parent puis à inverser

l’ordre des gènes situés au milieu, pour avoir une nouvelle séquence appelée enfant.

La figure 4.2 illustre la manière dont nous procédons avec cet opérateur.
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parent

5
??

2 1 9 7 6 8 3 4 =⇒
enfant

5
? ?

2 3 8 6 7 9 1 4

Figure 4.2 – Mutation par inversion

d. Croisement :

L’opérateur de croisement génère de nouvelles séquences en combinant deux

autres séquences ou parents. Sur une longueur d’une séquence, deux points sont

choisis aléatoirement pour déterminer un segment ou block. Ce block est recopié

dans une nouvelle séquence appelée enfant, et le reste des gènes manquants du nou-

vel enfant sont complétés par ceux du deuxième parent en maintenant l’ordre. Une

illustration du fonctionnement de l’opérateur de croisement utilisé est donnée dans

la figure suivante.

P1 5 2 1 9 7 6 8 3 4

P2 6 3 8 1 7

=⇒

??

9 5 4 2

enfant

? ?
3 1 5 9 7 6 8 4 2

Figure 4.3 – Croisement par segment

4.3.2.2 Recuit simulé

Le recuit simulé a été introduit par Kirkpatrick et al. en 1983 [68]. Il est considéré

comme une méthode de recherche locale simple utilisant une stratégie pour éviter

les minimax locaux. Cette métaheuristique est inspirée d’un processus utilisé en

métallurgie. La technique consiste à porter le matériau à une température élevée,

où il devient liquide, puis à abaisser lentement celle-ci pour obtenir un état solide

d’énergie minimale, qui correspond à une structure ordonnée et stable du solide.

Le recuit simulé est une méthode d’optimisation stochastique et itérative utilisée

pour résoudre les problèmes d’optimisation combinatoire. Elle décrit l’évolution de

l’équilibre thermodynamique d’un système dont la fonction objectif (f) à minimi-

ser est son énergie (ce qui correspond au makespan, Cmax, pour notre cas). A partir
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d’une solution initiale ”X0”, l’algorithme génére aléatoirement une nouvelle solution

”X ′” dans le voisinage de ”X0”. Cette nouvelle solution est acceptée si la variation

∆f = f(X ′)− f(X0) < 0, et si ∆f ≥ 0, la solution X ′ est acceptée si la probabilité

p = exp(−∆/T ) > r, où r un nombre généré aléatoirement suivant la loi uniforme

dans [0, 1], et T la température du système. La température est diminuée par paliers

à chaque fois qu’un nombre d’itérations est effectué. La meilleure solution trouvée

est mémorisée et l’algorithme est interrompu lorsque aucune solution voisine n’a

été acceptée pendant un cycle complet d’itérations à température constante. L’al-

gorithme du recuit simulé est présenté comme suit :

Algorithme 7: Recuit Simulé

Paramètres d’entrée : T0, Tf , T, α, Vx, X0, Cmax, Iteration Paliers ;

X := X0 ; T := T0 ;

tant que (T > Tf ) faire
Nbr iter :=0 ;

tant que (Nbr iter < iteration paliers) faire
Choisir X ′ ∈ Vx ;

∆Cmax := Cmax(X ′)− Cmax(X) ;

si ∆Cmax < 0 alors
X := X ′ ;

sinon
Tirer un nombre aléatoire dans [0, 1] ;

si (r < exp(−∆Cmax/T )) alors
X := X ′ ;

fin

fin

Nbr iter :=Nbr iter+1 ;

fin

T := α ∗ T ;

fin

La température initiale T0 est maintenue constante pendant un certain nombre

d’itérations ou paliers, puis elle diminue jusqu’à ce qu’elle soit suffisamment basse et

elle passe à une température Tk = αk ∗ T0, où α ∈ [0, 1] ; un paramètre qui exprime

la diminution de la température. Dans ce cas, le système est considéré comme gelé.
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4.3.2.3 Hybridation de l’OEP avec le recuit simulé

L’optimisation par essaim particulaires a connu un grand succès dans beaucoup

d’applications dans le domaine de l’optimisation, malgrès qu’elle est récente par

rapport à certaines autres métaheuristiques. Cette approche de résolution a l’avan-

tage de fournir une solution réalisable et de bonne qualité, mais son inconvénient

majeur est la possibilité d’être bloquée dans des minimax locaux et possède une

convergence lente. En outre, l’OEP est une méthode simple et facile à hybrider avec

d’autres métaheuristiques ce qui a conduit à développer plusieurs variantes de son

algorithme de base pour améliorer sa convergence et ses performances. D’autres

part, le recuit simulé est un algorithme qui est connu par sa possibilité d’empêcher

le problème des minimax locaux. Par conséquent, nous exposons dans ce qui suit

l’algorithme hydride (Algorithme 8) que nous avons conçu en combinant les deux

approches, l’optimisation par essaims particulaires et le recuit simulé (les résultats

des tests de cette méthode sont publiés dans [81],[83]).
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Algorithme 8: L’algorithme (OEP-RS) Hybridé

Etape 1 : Initialisation (population et paramètres).

Etape 2 : Evaluer la fonction objectif pour chaque particule, et déterminer

P t
k et P t

g .

Etape 3 : Mettre à jour la vitesse et la position de chaque particule.

Etape 4 : Evaluer la fonction objectif pour chaque particule.

Etape 5 : Appliquer le recuit simulé pour chaque particule jusqu’à ce que le

critère d’arrêt soit satisfait comme suit :

Etape 5.1 : Poser X ′ la solution initiale pour le recuit simulé, X t+1 et X t les

positions des particules à l’itération (t+ 1) et t, respectivement. Soit X ′ :=

X t+1 et X := X t. Si ∆Cmax = Cmax(X ′)− Cmax(X) < 0, alors remplacer la

position de la particule X par X ′, sinon générer un nombre aléatoire r ∈ [0, 1]

et la position de la particule X ′ est acceptée selon le critère suivant

exp(−∆Cmax/T > r).

Etape 5.2 : Mettre à jour la vitesse et la position de la particule de X ′ et

calculer la valeur de la fonction objectif.

Etape 6 : Calculer P t
k et P t

g .

Etape 7 : Si le critère d’arrêt est satisfait, aller à l’étape 8 sinon, aller à

l’étape 3.

Etape 8 : Retourner la meilleure solution.

4.4 Expérimentations numériques

Pour évaluer la performance des heuristiques proposées, des expérimentations

numériques ont été réalisées. Les heuristiques sont testées avec les différentes valeurs

des nombres de tâches dans l’ensemble {10, 30, 50, 100, 250, 500, 1000}. Les durées

de traitement et les valeurs du délai pour les différentes instances sont générées

aléatoirement suivant la loi uniforme. Ces durées prennent leurs valeurs dans les

intervalles suivants : aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 50] ; aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 100] ; aj, Lj, bj, cj ∈
[50, 100] ; et aj, Lj, bj ∈ [100, 150], cj ∈ [1, 50]. Les tableaux (4.1 − 4.4) montrent

les résultats obtenus à partir des expérimentations. Pour chaque valeur du nombre

de tâches, nous avons généré 100 instances. Dans chaque tableau, la ligne ”Cmax”
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représente le nombre de fois où la solution trouvée par une heuristique est meilleure

par rapport aux autres heuristiques, la ligne ”opt” indique le nombre de fois où le

Cmax est égale à la valeur de la borne inférieure, et la ligne ”time” indique la durée

moyenne d’exécution de chaque heuristique. Les lignes ”dev” et ”mdev” indiquent la

déviation moyenne et la déviation maximale de chaque heuristique, respectivement.

La déviation d’une heuristique est calculée par la formule dev(H) = Cmax(H)−LB
LB

.

Après la génération des instances, nous avons appliqué les heuristiques proposées.

L’application de la première heuristique (heuristique 1) suivant l’ordre décroissant

des valeurs de (aj, Lj, bj, cj) des tâches (i.e. suivant la règle LPT), en considérant la

selection sérielle (S) ou parallèle (P) des tâches, nous a induit à déceler plusieurs heu-

ristiques que nous avons noté par : LPTajS, LPTajP,LPTbjS, LPTbjP,LPTLjS,

LPTLjP,LPTcjS, et LPTcjP . De même, l’application de la deuxième heuristique

(heuristique 2) suivant l’ordre croissant des valeurs de (aj, Lj, bj, cj) des tâches (i.e.

suivant la règle SPT), en considérant la sélection sérielle (S) ou parallèle (P) des

tâches, nous a induit aussi à déceler plusieurs heuristiques que nous avons noté par :

SPTajS, SPTajP, SPT bjS, SPTbjP, SPTLjS, SPTLjP, SPTcjS, et SPTcjP .

L’application de la troisième heuristique (heuristique 3) basée sur la règle Johnson

(J) en considérant la sélection sérielle (S) ou parallèle (P ) des tâches fournit deux

autres heuristiques notées par JS et JP .

Les figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7 représentent la variation de Cmax en fonction du

nombre de tâches pour les différentes valeurs de aj, Lj, bj et cj. Pour (aj, Lj, bj, cj ∈
[1, 50]), l’heuristique SPTLjP donne de meilleurs résultats de Cmax par rapport

aux autres heuristiques, pour un petit nombre de tâches (n = 10 ou 30). Pour

n = 50, l’heuristique LPTajP est meilleure que les autres et les valeurs de Cmax

croient avec la croissance du nombre de tâches. Pour (aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 100]) et

n = 10, l’heuristique SPTLjP fournit de meilleurs résultats par rapport aux autres

heuristiques, alors que pour n = 30 l’heuristic LPTajP est meilleure. En comparant

les heuristiques dans le cas où (aj, Lj, bj, cj ∈ [50, 100]), alors l’heuristique SPTLjP

est meilleure et les valeurs augmentent avec la croissance du nombre de tâches.

L’heuristique LPTajP devient dominante pour (n = 500, 1000). Pour aj, Lj, bj ∈
[100, 150] et cj ∈ [1, 50], la solution trouvée par l’heuristique SPTLjP est meilleure

en comparant avec les autres solutions, pour atteindre la valeur maximale pour

n = 250. Cette valeur décroit et permet à l’heuristique LPTajP de prendre la
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première position pour n = 1000. En comparant ces heuristiques entre elles dans

certains cas des tests, certaines sont meilleures par rapport aux autres, pour des

petites valeurs de nombre de tâches. Nous avons également comparé les résultats

des heuristiques utilisant la sélection parallèle avec celles qui utilisent la sélection

sérielle (exemple : comparer LPTajS avec LPTajP ), et nous avons constaté que

les heuristique basées sur la sélection parallèle sont plus performantes que celles

utilisant la sélection en série.

Les durées moyennes d’exécution des heuristiques croient avec la croissance du

nombre de tâches. Ainsi, nous avons constaté que les heuristiques qui utilisent les

algorithmes sérielles nécessitent une durée d’exécution importante par rapport aux

heuristiques qui utilisent les algorithmes parallèles.

Toujours dans le cadre de la résolution du problème étudié, nous avons aussi pro-

posé des métaheuristiques que nous avons testé. Ces approches sont : l’optimisation

par essaim particulaires (OEP), le recuit simulé (RS) et l’optmisation par essaim

particulaires hybridée avec le recuit simulé (OEP-RS). Pour les expérimentations

numériques, nous avons suivi le même principe avec lequel nous avons réalisé les

tests sur les heuristiques.

Pour les expérimentations numériques, il faut d’abord fixer et déterminer les va-

leurs de certains paramètres, qui sont utilisés dans les algorithmes de l’OEP et le

recuit simulé.

Les paramètres de l’optimisation par essaim de particules sont : la taille de l’es-

saim ou la population fixée à 45, les probabilités c1 = c2 = 0.7, et le facteur d’inertie

w = 0.5. Ce qui est du recuit simulé, ses paramètres sont : la température ini-

tiale T0 = 100, la température finale, Tf = 0.5, et le coefficient de la température,

α = 0.99. Initialement, la solution initiale est générée aléatoirement et elle offre

plus d’opportunités pour obtenir des solutions diversifiées que l’utilisation des heu-

ristiques constructives qui limitent l’espace de recherche.

Les tableaux 4.5 et 4.6 résument les résultats obtenus des expérimentations

numériques réalisées qui sont également représentés par des diagrammes. Les figures
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(4.8 − 4.11) expriment la variation de Cmax en fonction du nombre de tâches. Les

algorithmes de L’OEP et de l’OEP-RS fournissent de meilleurs résultats par rapport

au recuit simulé (RS), pour tous les tests. Cependant, OEP-RS domine l’algorithme

de l’OEP. Pour la durée moyenne d’exécution, l’algorithme du RS nécessite une durée

d’exécution inférieure comparé avec la durée d’exécution de l’OEP et OEP-RS. Ega-

lement, dans la plupart des cas, la durée d’exécution nécessaire pour l’algorithme

de l’OEP est inférieure à celle de l’algorithme de l’OEP-RS. Nous avons aussi noté

que les valeurs de la déviation moyenne obtenues par l’algorithme de l’OEP-RS

sont meilleures par rapport à celles obtenues avec les deux autres algorithmes, pour

toutes les valeurs de tâches. Ainsi, nous avons constaté que l’algorithme hybridé de

l’optimisation par essaim particulaires et du recuit simulé est plus efficace que les

algorithmes des autres approches de résolution.
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Chapitre 4 Résolution et expérimentations numériques
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Chapitre 4 Résolution et expérimentations numériques

Figure 4.4 – aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 50] Figure 4.5 – aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 100]

Figure 4.6 – aj, Lj, bj, cj ∈ [50, 100] Figure 4.7 – aj , Lj , bj ∈ [100, 150], cj ∈ [1, 50]
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aj , Lj , bj , cj ∈ [1, 50] aj , Lj , bj , cj ∈ [1, 100]

RS OEP OEP −RS RS OEP OEP −RS

n=10 Cmax 0 30 70 1 35 64

opt 0 0 0 0 0 0

time 2.81 186 400 1.60 98.2 318.4

dev 0.2117 0.1128 0.0892 0.1912 0.1286 0.1035

mdev 0.5065 0.3710 0.3567 0.3737 0.3418 0.3247

n=30 Cmax 0 14 86 0 15 85

opt 0 0 0 0 0 0

time 5.7 384 2104 8.59 628.8 4361

dev 0.1899 0.1318 0.1174 0.1937 0.1294 0.1148

mdev 0.3245 0.2695 0.2526 0.3237 0.2525 0.2295

n=50 Cmax 0 10 90 0 7 93

opt 0 0 0 0 0 0

time 10.51 886 4496 27.83 1485.8 9227.5

dev 0.1708 0.1334 0.1196 0.1833 0.1354 0.1219

mdev 0.2334 0.1904 0.1791 0.2567 0.1841 0.1770

n=100 Cmax 0 13 87 0 9 91

opt 0 0 0 0 0 0

time 28.6 2240.5 14602 38.5 3336.9 24511

dev 0.1698 0.1408 0.1267 0.1702 0.1396 0.1315

mdev 0.1736 0.1417 0.1318 0.2504 0.2060 0.1967

n=250 Cmax 0 30 70 0 15 85

opt 0 0 0 0 0 0

time 97.59 6842 27053 89.64 6148 25689

dev 0.1580 0.1375 0.1354 0.1610 0.1416 0.1384

mdev 0.2029 0.1790 0.1746 0.2038 0.1802 0.1767

n=500 Cmax 0 35 65 0 41 59

opt 0 0 0 0 0 0

time 352.5 25694 33765 303 21668 38889

dev 0.1516 0.1363 0.1355 0.1561 0.1412 0.1401

mdev 0.1865 0.1671 0.1663 0.1942 0.1721 0.1719

Table 4.5 – Résultats des tests des métaheuristiques
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aj , Lj , bj , cj ∈ [50, 100] aj , Lj , bj ∈ [100, 150], cj ∈ [1, 50]

RS OEP OEP −RS RS OEP OEP −RS

n=10 Cmax 0 36 64 0 40 60

opt 0 0 0 0 0 0

time 1.7 65.6 251.6 1.99 113.7 556.1

dev 0.1143 0.0698 0.0577 0.1124 0.0588 0.0543

mdev 0.3598 0.3410 0.3412 0.3613 0.2945 0.2906

n=30 Cmax 0 18 82 0 9 91

opt 0 0 0 0 0 0

time 3.8 240.9 1138.7 5.32 387.3 2181

dev 0.1006 0.0583 0.0479 0.0933 0.0566 0.0467

mdev 0.1935 0.1325 0.1261 0.2310 0.1842 0.1792

n=50 Cmax 0 10 90 0 7 93

opt 0 0 0 0 0 0

time 7.1 622 3788 12.14 921.8 5735

dev 0.1008 0.0590 0.0484 0.0834 0.0524 0.0423

mdev 0.1734 0.1023 0.0844 0.1721 0.1302 0.1052

n=100 Cmax 0 5 95 0 7 93

opt 0 0 0 0 0 0

time 16.6 1334 9385 43.87 3109.3 24193

dev 0.0875 0.0575 0.0511 0.0734 0.0409 0.0366

mdev 0.1328 0.0795 0.0668 0.1304 0.0809 0.0706

n=250 Cmax 0 14 86 0 19 81

opt 0 0 0 0 0 0

time 99.23 6977 30784 96.17 5739 30007

dev 0.0720 0.0525 0.0512 0.0494 0.0353 0.0341

mdev 0.0993 0.0653 0.0624 0.0792 0.0581 0.0461

n=500 Cmax 0 39 61 0 37 63

opt 0 0 0 0 0 0

time 311.5 18918 42489 311.21 23627 45912

dev 0.0632 0.0495 0.0485 0.0462 0.0376 0.0312

mdev 0.0776 0.0573 0.0561 0.0663 0.0424 0.0410

Table 4.6 – Résultats des tests des métaheuristiques
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Figure 4.8 – aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 50] Figure 4.9 – aj, Lj, bj, cj ∈ [1, 100]

Figure 4.10 – aj, Lj, bj, cj ∈ [50, 100] Figure 4.11 – aj , Lj , bj ∈ [100, 150], cj ∈ [1, 50]
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la résolution du problème du

flowshop à deux machines avec des opérations couplées en présence des temps de

latence exacts, pour minimiser la date de fin de traitement des tâches. Comme

le problème est NP-difficile, nous avons proposé des méthodes approchées, qui se

résument dans les heuristiques et les métaheuristiques. Ainsi, nous avons proposé

plusieurs heuristiques qui utilisent les règles de priorité LPT et SPT suivant les

valeurs de aj, Lj, bj, et cj, et la règle de Johnson. Pour évaluer la performance des

heuristiques, nous avons réalisé des expérimentations numériques, puis nous avons

comparé les résultats obtenus. D’après ces tests, nous avons constaté que les heu-

ristiques à base de la règle LPT, et utilisant l’algorithme en parallèle pour le calcul

du makespan fournissent de meilleurs résultats par rapport aux autres heuristiques.

Toujours pour le même problème, nous avons proposé deux métaheuristiques, le

recuit simulé (RS) et l’optimisation par essaims particulaires (OEP). Dans l’algo-

rithme de l’OEP, nous avons introduit les opérateurs de mutation et de croisement.

En outre, nous avons élaboré une méthode hybride en combinant ces deux dernières

approches et nous avons comparé les résultats. D’après les expérimentations, nous

avons noté que la méthode hybride est plus performante par rapport aux deux autres

métaheuristiques.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à l’étude du problème du flowshop

dans l’objectif de minimiser la date de fin de traitement des tâches. Notre problème

consiste à ordonnancer un ensemble de tâches dans un atelier de type flowshop à

deux machines. Ces tâches sont composées d’un couple d’opérations sur la première

machine et d’une seule opération sur la deuxième machine. Chaque deux opérations

du couple d’opérations sont séparées par un temps de latence ou un délai exact.

Dans un premier temps, nous avons abordé notre travail par des définitions et

des concepts de base en ordonnancement.

Dans le deuxième chapitre, nous avons mené une étude bibliographique por-

tant sur les travaux existants concernant le problème d’ordonnancement avec la

contrainte des temps de latence. Nous avons présenté les principaux problèmes d’or-

donnancement étudiés dans la littérature dans le cas du flowshop en présence de

la contrainte des temps de latence en distinguant, les problèmes avec des temps de

latence minimaux, les problèmes avec des temps de latence maximaux, les problèmes

avec des temps de latence minimaux et maximaux, et les problèmes avec des temps

de latence exacts.

Dans le troisième chapitre, nous nous sommes focalisés sur la description du

problème étudié. Nous avons aussi étudié la complexité de ses sous problèmes. Nous
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avons prouvé que certains sont NP-difficiles et d’autres sont résolubles en des temps

polynomiaux suite à la variation des valeurs des durées opératoires et des temps

de latence. Nous avons terminé ce chapitre par une synthèse sur la complexité des

problèmes déterminés à partir du problème symétrique à notre problème. Ce dernier

consiste en un problème du flowshop à deux machines, telle que chaque tâche est

composée d’une seule opération sur la première machine et d’un couple d’opérations

sur la deuxième machine. Les opérations de chaque couple sont séparées par un

temps de latence exact.

Le quatrième chapitre est dédié à la résolution du problème général prouvé NP-

difficile dans le troisième chapitre. Pour commencer, nous avons proposé des bornes

inférieures pour ce problème. Ensuite, nous avons proposé des méthodes qui nous

permettent sa résolution approchée. Ainsi, nous avons présenté des approches heuris-

tiques à la base des règles de priorités (LPT et SPT ) et de l’algorithme de Johnson.

Nous avons testé ces heuristiques sur des instances générées aléatoirement et com-

paré les résultats entre eux et avec la borne inférieure proposée. D’autres part, nous

avons proposé des métaheuristiques, le recuit simulé et l’optimisation par essaims

particulaires (OEP), dans laquelle nous avons introduit les opérateurs de mutation et

de croisement. Pour améliorer la convergence de l’OEP, nous avons combiné l’OEP

avec le recuit simulé. Pour tester l’efficacité de ces approches, nous avons réalisé

des expérimentations numériques et nous avons comparé les résultats obtenus. Les

résultats expérimentaux ont confirmé la bonne performance de la méthode hybride.

En perspective, il serait intéressant d’étudier la complexité du problème en

intégrant d’autres contraintes oubien d’étudier le problème en considérant d’autres

critères réguliers. Il serait également important d’étudier le problème en considérant

des opérations couplées sur les deux machines. Un autre axe de recherche pour pour-

suivre ce travail est de proposer une méthode exacte de type Branch and Bound pour

trouver une solution exacte.
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