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Introduction

Les mathématiques jouent un role vital dans notre société. La Recherche
Opérationnelle est a l'origine de résolution de plusieurs problemes de la vie
quotidienne, posés en économie, informatique, défense, stratégie et autres.
La combinatoire est, vaguement, la science des comptes. C’est une branche
de mathématiques pures qui s’intéresse a l’étude des objets discrets. Elle
s’occupe plus de la résolution des problemes que de construction théorique;
bien qu’elle a développée des méthodes théoriques tres puissantes, parti-
culierement depuis le 20°™¢ siecle. Une des plus anciennes et accessible par-
ties de la combinatoire est la théorie des graphes, qui de son coté a plusieurs
connections avec d’autres domaines.

Face a un nouveau objet combinatoire, deux questions fondamentales ap-
paraissent. La premiere est une question d’existence. En effet, les structures
rencontrées sont généralement définies dans le terme de certains parametres
et la question a se poser est : pour quelles valeurs de ces parametres des objets
existent? La recherche d’une réponse a une telle question nous amene, par-
fois, & un probleme de construction. Le deuxieme probleme est un probleme
d’unicité, dans le sens ou si un exemple existe pour un choix donné de pa-
rametres, combien d’exemples y’en a t-il?

Les graphes sont des structures combinatoires de base et le produit de
structures est une construction fondamentale en mathématiques. En effet
des théoremes s’obtiennent en théorie des ensembles et 1’algebre universel;
donc il n’est pas surprenant de voir des résultats importants s’obtenir en
faisant le produit de graphes et ainsi beaucoup d’idées parfois apparaissent,
prenant en compte le coté combinatoire et algébrique.

Le développement de la théorie des graphes est lié a plusieurs autres notions
de la théorie des structures discretes. On cite a titre d’exemples: groupes de



permutations, automorphismes de graphes, partitions régulieres, primitivité,
configurations, codes et d’autres. Chose qui a donné naissance a plusieurs
travaux de recherches ([29], [37], [38], [46], [50], [51], ---). Les graphes de
Hamming par exemple, et plus particulierement les graphes des hypercubes,
sont utilisés dans la représentation des réseaux et ’architecture parallele ou
en série. Et de la, découle un intérét pratique porté a certains graphes.

Les graphes de Hamming constituent une famille de graphes distance-
réguliers. Ils peuvent étre considérés comme un cas de graphes dual polaires,
graphes bilinéaires, graphes de codes et graphes de Coxeter pour ¢ = 2.
Hikoe Enomoto [36] avait caractérisé la classe de graphes de Hamming,
produit cartésien de d cliques de méme ordre n. Ces graphes, considérés
comme une des familles & parametres classiques, étaient et demeurent su-
jet de plusieurs études et recherches ([19], [24], [56], [60], [65], - - ), et ainsi
de plusieurs caractérisations. En s’inspirant des études déja réalisées sur ces
graphes, d’autres propriétés combinatoires et métriques seront démontrés,
le long des cing chapitres constituant cette these. Ces dernieres induisent
alors différentes caractérisations, dus a la régularité parfois et a la symétrie
une autre fois, des graphes de Hamming obtenus par produit cartésien de
différents graphes complets.

Le chapitre 1 regroupe toutes les définitions et concepts de base et nota-
tions, a utiliser le long de ce travail.

Au chapitre 2, nous établissons les propriétés de la classe de graphes am-
plement réguliers en général et nous couvrons l’essentiel des propriétés des
graphes de Hamming d’une maniere particuliere. Ces graphes présentent plu-
sieurs propriétés de régularités intéressantes.

Il est bien connu et démontré de différentes manieres que les hypercubes
(graphes de Hamming H(d,2)) représentent les (0,2)—graphes d’ordre maxi-
mum pour un degré donné ([36], [56], [65], ---). Ces graphes préservent
alors la méme propriété dans la classe des graphes amplement réguliers de
parametre A\ nul. Une caractérisation des autres graphes de Hamming est
établie, d’abord dans la classe des graphes amplement réguliers; puis parmi
les graphes distance-réguliers ([1], [3]).

Au chapitre trois, nous allons discuter un cas plus général, a savoir les
graphes quasi-amplement réguliers et les graphes de Hamming.
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L’outil algébrique est utilisé en plusieurs sens en combinatoire en général
et en théorie des graphes en particulier; ainsi les graphes s’élevent naturelle-
ment dans I'étude des groupes. Et ¢’est dans ce contexte qu’a été la naissance
de la théorie algébrique des graphes a coté d’autres théories ([21], [28], [40],
[42], [61], - - - ). Ainsi, en plus des propriétés combinatoires des graphes relati-
vement simple, il existe des propriétés plus avancés qui sont liées a 1’algebre
et a la théorie des groupes. Le groupe d’automorphismes d’un graphe est un
invariant algébrique dans le sens ou deux graphes isomorphes aient le méme
groupe d’automorphismes. L’algebre combinatoire est une partie importante
des mathématiques discretes, elle s’occupe des structures algébriques ou la
symétrie a un intérét spécial. C’est alors au chapitre 4 que ces notions sont
exploitées. Ainsi la nécessité de se familiariser avec quelques résultats prin-
cipaux d’algebre et certaines méthodes algébriques utilisées en structures
discretes; aussi bien que des méthodes combinatoires qui aident a obtenir
et comprendre les variétés des résultats algébriques. Un rappel de quelques
résultats de base est bien fondamental.

L’objectif est de développer d’autres caractérisations, et notre approche
au niveau de ce chapitre est plutot algébrique. Cependant, apres avoir traité
la régularité des graphes amplement réguliers et les graphes de Hamming dans
les chapitres précédents, on s’occupe ici de la transitivité qui est obtenue a
partir des caractéristiques algébriques. Les propriétés élémentaires découlent
facilement, plusieurs nouveaux résultats sont démontrés et les graphes de
Hamming obtenus par produit cartésien de différents graphes complets sont
de nouveau caractérisés sous certaines conditions.

Le chapitre cing s’intéresse a la coloration des graphes. Il s’agit d’'un
outil mathématique permettant de mettre en évidence certaines de leurs pro-
priétés. Il existe plusieurs parametres de coloration et les plus exploités sont
le nombre de stabilité et le nombre chromatique. Un nouveau parametre in-
troduit récemment (1999) par Robert.W.Irving et David.F.Manlove [48], est
le nombre b-chromatique.

L’étude des différents invariants de graphes est initiée pour les besoins de la
vie active. Le nombre b-chromatique a été étudié pour quelques familles parti-
culieres de graphes. Une premiere étude, réalisée par B.Effantin et H.Kheddouci
[34], s’est focalisée sur trois graphes particuliers : les graphes puissances d'une
chaine, d'un cycle et d’un arbre k-aire complet. Le degré des sommets de ces



graphes évolue tres rapidement avec la puissance et 'évaluation de cette
évolution revient a déterminer le nombre b-chromatique de leurs graphes
puissances. Ces classes de graphes sont intéressantes; et ca est du a leur uti-
lité pratique; car certains parmi eux sont utilisés dans des problemes liés
aux réseaux par exemple. En raison de la difficulté de la recherche de ce
parametre, Mario Valencia-Pabon et J. Vera [76] se sont aussi intéressés au
probleme d’approximation du nombre b-chromatique d’un graphe.

Le nombre b-chromatique ¢(G) du graphe G est un parametre significatif.
Nous allons s’intéresser dans ce chapitre au nombre b-chromatique de cer-
taines classes de graphes.

Ce manuscrit se termine par une conclusion générale ainsi que des pers-
pectives de recherche envisagées.



Chapitre 1

Définitions et notations

1.1 Graphes

La terminologie adoptée dans ce travail est particulierement due a C.Berge
[18] et N.Biggs [21].

1.1.1 Notions élémentaires

La définition de graphe a considérer correspond uniquement aux cas de
graphes simples, finis et non orientés. Un graphe G consiste en deuz éléments :
un ensemble fini V(G), dont les éléments sont appelés sommets et un en-
semble de paires non ordonnées de sommets distincts F(G), dont les éléments
sont appelés arétes. S’il n’y a pas risque de confusion, on note V' a la place
de V(G) et E a la place de E(G).

Le nombre de sommets est appelé ordre de G.

Une aréte {u,v} est noté uv. On dira:
— u et v sont adjacents,
— uv joint uw et v, on notera u ~ v,
— u et v sont voisins et ils sont incidents avec uv,
— uw est incidente a u et v et que u et v sont les deuxr extrémités de uv.

Ainsi un graphe sera représenté par une figure géométrique ou les som-
mets sont représentés par des points; une aréte est une ligne joignant les deuz
points représentants ses deux extrémités.



Un graphe G est vide si V(G) est vide. uv est une non-aréte de G si uv ¢
E(G).

Le complémentaire d'un graphe G est le graphe G ot I’ensemble de som-
mets est V(G) et ensemble de ses arétes est constitué des non-arétes de G.
Un graphe G est dit auto-complémentaire s’il est isomorphe a son graphe
complémentaire.

Soit G = (V,F) un graphe. Un sous graphe de G est un graphe G’, défini par
un ensemble de sommets V' C V et celui de ses arétes est B/ C E et tel que
toute aréte de E’ joint deux sommets de V'. Dans le cas ou V' =V, on dira
que G’ est un graphe partiel de G.

Un sous graphe induit G’ de G, est un sous graphe de G o E(G’) est formé
de toutes les arétes de G ayant leurs extrémités dans V(G').

Le degré d'un sommet u est le nombre d’arétes pour lesquelles u est une
extrémité. Le degré minimum des sommets de G est noté par §(G), tandis
que le degré maximum est A(G).

On définit comme chaine de longueur ! de v; a v;, noté P4, la séquence
finie de sommets de G, v; = up,us, -+ ,u; = v; tel que w—1 et u, sont ad-
jacents pour 1 < ¢ <. On parle aussi d'une (v;,v;)-chaine. Une chaine qui
n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite simple. Elle est dite élémentaire
si elle ne rencontre pas deux fois le méme sommet. Un graphe est dit connexe
si toute paire de sommets v; et v; sont reliés par au moins une chaine. L’aréte
connectivité de graphe G est le nombre minimum d’arétes, qu’il faut éliminer
afin de déconnecter le graphe G. Elle est noté par 6(G). On appelle sommet-
connectivité de G le nombre minimum de sommets qu’il faut éliminer afin de
le déconnecter.

L’intervalle entre deuxr sommets u et v dans G, noté Ig(u,v) (ou I(u,v) s’il
n’y a pas risque de confusion) est ’ensemble de sommets de G appartenant
aux plus courtes (u,v)-chaines.

Un cycle de longueur [ ou un [—cycle est une séquence de sommets dis-
tincts vy, vg, ..., vy tels que v; ~ v, Vi € {1,2,...,1—1} et v; ~ vy. Un triangle
T est un cycle de longueur 3. Un pentagone est un cycle de longueur 5, tels
que deux sommets v; et v; sont adjacents si et seulement si (i — j) = F1[5].
Un graphe connexe et sans cycle est appelé arbre.
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On appelle couplage un ensemble d’arétes Ejy, tel que deux quelconques des
aretes de Fj sont non-adjacentes. Si pour tout sommet u de G, il existe une
aréte de Fy attachée a u.

1.1.2 Distances, décompositions en niveaux

Etant donné un graphe G, la distance dg(u,v) (noté aussi d(u,v) s'iln y’a
pas risque de confusion) est la longueur d’une plus courte (u,v)-chaine de G.
L’excentricité d'un sommet u, notée eg(u), est la longueur de la plus grande
plus courte chaine issue de u. Le diametre d’un graphe G, noté diam(G), est
la plus grande excentricité dans G.

Pour un sommet u de G, N(u) est 'ensemble des sommets voisins a u.
{u} U N(u) est appelé voisinage fermé de u, il est noté Nu]. Pour i un en-
tier, N;(u) est 'ensemble des sommets & distance i de u. Le cas de i = 1,
on retrouve exactement N(u). Une décomposition de G en niveaux relative
au sommet u, est une partition des sommets en No(u), Ni(u), --- ,Np(u); olt

p = eq(u).

Soit F' une propriété. Un graphe G est dit localement F' si pour tout
sommet u de G, le sous graphe induit par N(u) possede la propriété F.
Il est alors dit localement connexe si pour tout sommet u, le sous graphe
induit par N(u) est connexe.

1.1.3 Groupe d’automorphismes d’un graphe

Une premiere notion a définir est d’abord celle de permutation. On sous-
entend par une permutation dans un ensemble 2 de n sommets, une bijection
dans cet ensemble. Sous I'opération de composition de fonctions, si on note
Q par {1,2,....,n}, 'ensemble S, de toutes les permutations d’éléments de €2
est appelé groupe symétrique de degré n. Un groupe de permutations H est
un sous groupe de S,,. H est dit abélien si Vg,g' € H, on a g¢' = ¢'g.

— Homomorphisme : il existe plusieurs définitions pour la notion d’homo-
morphisme entre graphes, la plus classique est la suivante:
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g est un homomorphisme de graphe G dans le graphe G’, §’il existe une
application de V(G) dans V(G’) qui conserve l'adjacence. Autrement
dit G est homomorphe & G’ §'il existe une application g de V(G) dans
V(G") telle que: si wv € E(G) alors g(u) = g(v) ou g(u)g(v) € E(G").

— Isomorphisme: Deux graphes G et G’ sont isomorphes s’il existe une
application bijective f telle que f est un homomorphisme de G dans G’
et f~! est un homomorphisme de G’ dans G. Deux graphes isomorphes
sont usuellement non distinguables.

— Automorphisme: un automorphisme de G est un isomorphisme de G
dans lui méme. En d’autres termes, un automorphisme est une permu-
tation g de V(G) ayant la propriété: pour u,v € V(G), u ~ v si et
seulement si g(u) ~ g(v).

L’ensemble de tous les automorphismes d’un graphe G muni de 'opération

de composition d’applications est le groupe d’automorphismes de GG noté par
Aut(G). Il s’agit d’'un groupe de permutations de n sommets ou n = |V(G)|.
Aut(G) est un sous groupe de S,,. La recherche de Aut(G) est en général un
probleme N P—complet; il consiste a prendre tout élément g de S,,, ou n est
le nombre de sommets de G et tester la condition: Yu,v € V(G), u ~ v si et
seulement si g(u) ~ g(v).
Un groupe trivial est celui réduit a un seul élément, a savoir I'identité. Il est
bien signalé (Peter.J.Cameron [28]) que la proportion des graphes G dont
le groupe d’automorphismes Aut(G) n’est pas trivial tend vers 0. Mais en
raison de l'intérét que ce groupe engendre, il reste toujours important de le
déterminer.

1.1.4 Opérations classiques

Les opérations entre objets en mathématiques discretes est un moyen
de construction combinatoire. Les opérations fondamentales entre graphes a
exploiter sont les suivantes.

— Produit cartésien: Le produit cartésien de deux graphes G et G’ est le

graphe GOG' tel que V(GOG') = V(G) x V(G') et (u,u') est adjacent

10



a (v,0') si et seulement si: soit u = v et u'v’ € E(G’') ou bien v’ = v’ et
uwv € E(G).

Exemple: Le graphe K30OK, (Fig 1.1).

Fic. 1.1

Une des propriétés du produit cartésien est qu’il préserve les structures
d’espaces métriques.

On dit qu'un graphe G est premier relativement au produit cartésien
de graphes, s’il ne peut étre représenté comme produit cartésien de deux
graphes non triviaux. Donc I'égalité G = G10G, implique nécessairement
que G ou G5 est le graphe complet K. Deux graphes sont dits premiers
entre eux s’ils n’ont pas d’éléments communs dans leurs décompositions
en produits cartésien de facteurs premiers. Il est facile de voir que
tout graphe admet une décomposition en éléments premiers. Cette
décomposition est un probleme polynomial.

Produit catégoriel : On définit le produit catégoriel de deux graphes G
et G’ par le graphe G®G’ dont I'ensemble des sommets est V(G)xV (G')
et deuxr sommets (u,u’) et (v,0") sont adjacents si et seulement si uv €
E(G) et vV € E(G"). Ce produit est aussi appelé produit tensoriel,
produit direct, produit de Kroneker ou produit cardinal.

Exemple: Le graphe K3 ® K, (Fig 1.2).

11



Fig. 1.2

— Produit total : Le produit total de deux graphes G et G’ est le graphe
G X G défini par V(G) x V(G') comme ensemble de sommets et (u,u’)
est adjacent a (v,0') si et seulement si:
soit u = v et w'v' € E(G') ouu' =" et uv € E(G), ou bien uwv € E(G)
et u'v' € E(G).

Exemple: Le graphe K3 X K, (Fig 1.3).

Fic. 1.3

1.1.5 Graphes particuliers

— Graphe complet: Un graphe G = (V,FE) est dit complet si pour deux
sommets quelconques u et v de V', uv € E. Un graphe complet de n
sommets se dénote par K, et s’appelle une n—clique.

12



— Graphe biparti et biparti complet : GG est dit biparti si V' peut étre par-
titionné en deux sous ensembles V; et V5 et tel que deux sommets d'un
meéme sous ensemble ne sont pas adjacents. Il est dit biparti complet
si tout sommet de Vi est adjacent a tout sommet de V5. Il est dans ce
cas noté K, ,, ou ny = |Vi| et ng = |Vs|.

Exemple: Le graphe K3, (Fig 1.4).

Fic. 14

Une généralisation de cette notion, donne:

— Graphe multiparti et multiparti complet : Un graphe G est dit p—parti
si V' peut étre partitionné en p sous ensembles V;,V5, -+ |V, et tels que
les sommets d’un méme sous ensemble ne sont pas adjacents. Si la va-
leur de p est inconnu, G est juste dit multiparti.

G est dit p—parti complet si un sommet quelconque de V; est adjacent
a un sommet quelconque de V;, Vi,j € {1,2,--- ,p} et i # j. Il est dans

ce cas noté Ky, y, .. », ot v; = |Vj|, V5 € {1,2,--- p}.

— Graphe de Mulder: G est dit graphe de Mulder ou (0,\)—graphe, si
toute paire de sommets admet 0 ou bien A voisins communs.

Exemple: Le 4 — cycle induit (Fig 1.5) est un (0,2)-graphe.
— Graphe puissance : Le graphe p—puissance d'un graphe G est un graphe

obtenu a partir de G en ajoutant une aréte entre toute paire de som-
mets a distance p ou moins, avec p > 1.
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Fig. 1.5

— Graphe de I'hypercube: L’hypercube de dimension d, noté (), est le
graphe dont les sommets représentent les d—uplets de {0,1}¢. Deux
sommets sont adjacents si et seulement si ils different exactement d’une
composante.

Qo = K1, Q1 = K3 et Qa1 = QuD K.
— Graphe de Hamming: On distingue deux cas.

- Le graphe de Hamming H(d,n) est le graphe obtenu par produit
cartésien de d graphes complets K,,. Le cas particulier H(d,2) est
le graphe de I'hypercube Q).

Exemple: Le graphe H(2,3) (Fig 1.6).

Fic. 1.6
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- Pour k différents entiers positifs non nuls n;, le graphe produit cartésien
de plusieurs graphes complets K, est aussi appelé graphe de
Hamming. Si le graphe K,,, apparait d; fois dans le produit cartésien,
on retrouve le produit cartésien de différents graphes de Hamming
H(dl,TLl)DH(dg,ng)D e DH(dk,nk), noté H(dl,nl; dg,ng; cee ,dk,nk)
Si les d; sont identiques pour toutes les valeurs de 4, on note
H(d;;ny,ng,...,ng).

Exemple: Le graphe H(2;3,2) = H(2,2)0H(2,3) (Fig 1.7).

Fic. 1.7

— Graphe distance-régulier : Un graphe G est dit distance-régulier s’il est
régulier de degré k et il existe des entiers b;,c;, © > 0 tels que pour
une quelconque paire de sommets u et v avec d(u,v) = 1, il existe
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précisément c¢; voisins de v dans N;_1(u), b; voisins de v dans N 1(u)
et donc a; = k — b; — ¢; voisins de v dans N;(u).

On définit dans ce cas le tableau d’intersection de G comme étant
la séquence L(G) = {bo,b1,...,ba_1; C1,Ca,...,cq} ou d est le diametre; a;,
b; et ¢; sont les nombres d’intersection. Il est clair que by = k.

Exemple: Le graphe de Shrikhande est distance-régulier, de degré 6,
diametre 2 et de tableau d’intersection L(G) = {6,3; 1,2}. Une représentation
détaillée de ce graphe est donné en Fig 1.8

FiGg. 1.8

Pour 7 un entier allant de 1 a 16, A; est ’ensemble de tous les som-
mets portants I'étiquette 7. En remplacant I’ensemble A; par un seul
sommet; a qui on relie tous les voisins de A;, on obtient le graphe de
Shrikhande présenté en Fig 1.9.

Graphe aréte-régulier et co-aréte-régulier : Plusieurs graphes distance-
réguliers se présentent comme cas des graphes extrémaux avec une des
propriétés de régularité faible suivantes:

R : toute paire de sommets adjacents possedent A voisins communs.
Ry : toute paire de sommets a distance 2 possedent p voisins communs.
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Rs3: toute paire de sommets non adjacents possedent v voisins com-
muns.
Le graphe régulier G est dit aréte-régulier de parametres (n,k,\) si Ry
est réalisé. Il est dit co-aréte-régulier de parametres (n,k,u) si R3 est
réalisé.

Graphe amplement régulier: Un graphe amplement régulier G de pa-
rametres (n,k,\ 1) est le graphe d’ordre n, régulier de degré k et vérifie
R1 et Rg.

G, désigne la classe de graphes amplement réguliers, tels que deux
sommets adjacents admettent A voisins communs et deux sommets a
distance 2 ont 2 voisins communs.

Il est dit fortement régulier si R; et R3 sont réalisées. Il est facile de
remarquer qu'un tel graphe est de diametre au plus 2 et de parametres
(n,k A\ ).

Signalons qu’une relation étroite existe entre les graphes fortement
réguliers et les configurations symétriques, ou le probleme consiste a
remplir une matrice carré n x n avec n chiffres de 1 a n, de telle sorte
qu’aucune ligne ou colonne ne contient le méme nombre deux fois.

Remarque 1.1.1. Le graphe en Fig 1.10, vérifie la condition Ry avec
A =1 et Ry avec v = 1. Mais remarquons que dans ce cas, la réqularité
n’est pas vérifiée. Ainsi le graphe n’est pas fortement régulier.
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Fic. 1.10

— Graphe quasi-amplement régulier : Le graphe GG d’ordre n est dit quasi-
amplement régulier de parametres (n,k,A1,Aa,pu1,u2), s'il est d’ordre n,
régulier de degré k, une paire de sommets adjacents possedent A\; ou Ao
voisins communs et toute paire de sommets a distance deux possedent
11 OU fi9 VOisins communs. Si 3 = f2 = [, le graphe est représenté par
les parametres (n,k,A1,A2,0). Ga,.x, correspond au cas oll = 2; avec
hypothese A\; < As.

Exemple: Le graphe K30 K, est quasi-amplement régulier de parametres
(12,5,1,2,2).

1.2 Quelques notions d’algebre combinatoire

A titre d’exemple liant la théorie des graphes et l'algebre, on cite les
contraintes algébriques dans les tableaux d’intersections. En effet, considérant
un tableau d’intersection donné L, existe t-il un graphe G, tel que L(G) = L?
Un parametre tres significatif de certaines régularités d’un graphe est son ta-
bleau d’intersection. Certaines propriétés de ce dernier peuvent nous aider
dans la recherche de la réponse a la question précédente. A l'aide d’une
méthode algébrique, il a été prouvé qu'un grand nombre de tableaux d’inter-
sections ne correspond a aucun graphe.

1.2.1 Action d’un groupe sur un ensemble

On dit que le groupe H agit sur un ensemble X s’il existe une application
de H x X dans X, qui fait correspondre a un élément (g,z), 'élément g(z).
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L’application doit vérifier :
— Pour tous g et ¢’ de H et pour tout = de X, on a g¢'(z) = g(¢'(z));
— L’élément neutre e de H vérifie: Vo € X, e(z) = x.

De ces deux axiomes, il s’ensuit que pour tout g de H, la fonction qui
envoie z de X vers g(z) est bijective dans X.

Il existe plusieurs types d’action d'un groupe sur un ensemble donné. On
a:

— H agit transitivement sur X si et seulement si Vu,v € X, dg € H tel
que v = g(u).

— L’action de H est n—transitive si pour x1, 2o,..., ,, n éléments deux a
deux distincts et y1, ya,..., Yn, n €léments aussi deuxr a deux distincts,
dg € H tels que g(zx) = yx pour 1 < k < n. Cas ou n = 2, l'action de
H sur X est dit doublement transitive.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser au cas ou H est un groupe
de permutations. Pour un graphe G, on considere H le groupe de tous les
automorphismes de G, noté Aut(G) agissant sur V(G). On distingue deux
notions élémentaires.

— Graphe sommet-transitif: G est dit graphe sommet-transitif si ’action
de Aut(G) sur V(G) est transitive. Donc pour toute paire de sommets
u et v, Jg € Au(G) tel que: u = g(v).

— Graphe distance-transitif: G est dit distance-transitif si pour tout qua-
druplet u,v,z et y tel que d(u,v) = d(x,y), Ig un automorphisme de G
tel que: g(u) =z et g(v) = y.

Si la propriété est vraie uniquement pour le cas ou d(u,v) = d(x,y) = 1,

c’est a dire wv € E(G) et xy € E(G), le graphe est dit symétrique. G
est dit asymétrique si Aut(G) = {Id}.

Remarque 1.2.1. La distance-transitivité est une forte propriété de symétrie
et la distance-régularité est la propriété de régularité conséquente.
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1.2.2 Produit de groupes

Parmi les opérations définies entre groupes de permutations on a:

— Le produit direct : Soient Hy et Hy deux groupes. Le produit direct de
H, et H, agissants sur deuxr ensembles disjoints V; et V5 respective-
ment est le groupe Hy X Hy agissant sur V) U Vy; tels que: Hy X Hy =
{(91,92)/91 € Hy et go € Hy} et

o) = { 40 5 e

Cette définition est étendue au produit direct d’'un nombre quelconque
de groupes de permutations.

— Le produit semi-direct : soient H et K deux groupes tels que H agit sur
K en préservant sa structure et pour tout élément g de H, la fonction
qui correspond & u, son image ¢g(u) est un automorphisme de K. On
définit le produit semi-direct de K par H, par:

K x H={(ug)/u€ K,g e H} et (u,9)(v,9") = (ug~"(v),99)

— Le produit en couronne: Il s’agit d'un exemple de produit semi-direct.
Soit YV = X7 x Xo x ... x X,,/X; = X;
K" = Ky x Ky x ... x K,,/K; = K et K; est une copie de groupe K
agissant sur X;. K; admet alors une fonction induite sur Y.
On considere maintenant le groupe de permutations H agissant sur
Iensemble d’indices {1,2,...,n}. Alors H admet une fonction induite
sur Y et K™. Le produit semi-direct de K™ par H est le produit en
couronne de K par H. Il est noté K ! H.

Si Ky est un groupe de permutations agissant sur {1,2,...,n}, le produit
en couronne K Ky est généré par le produit direct de n copies de K7,
tels que les éléments de K, agissent sur les n copies de Kj.
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1.3 Quelques invariants de graphes

Les parametres préservés sous automorphismes de graphes sont appelés
les invariants. Parmi les invariants de graphes largement étudiés, ceux liés a
la coloration de sommets ou d’arétes. Les plus élémentaires sont :

— Nombre de stabilité: On appelle un stable d'un graphe G, un sous en-
semble S de sommets de G, 2 a 2 non adjacents. Le nombre de stabilité,
noté a(G), est défini comme étant la cardinalité maximum d’un stable

de G.

— Nombre chromatique: Une k-coloration de graphe G est une applica-
tion ¢ de V(G) dans I'ensemble {1,2,....k}, telle que pour toute paire
de sommets adjacents u et v de G, on a c(u) # ¢(v). Le nombre chro-
matique d'un graphe G est le nombre minimum £ tel que G admet une
k-coloration. Il est noté x(G).

— Indice chromatique : On appelle indice chromatique ¢(G) de graphe G,
le plus petit entier ¢ ayant la propriété suivante: il est possible de co-
lorier les arétes de G avec g couleurs de sortes que deux arétes ayant
une extrémité commune ne portent pas de la méme couleur.

— Taille d'une clique maximum : la taille d’une clique maximum de G est
la taille de la plus grande clique de G, noté par W(G).

D’autres parametres de coloration sont récement introduits. Le nombre
achromatique d'un graphe G est défini ci-apres et le nombre b—chromatique
sera présenté au chapitre 4.

— Le nombre achromatique d’un graphe G est le plus grand nombre de
couleurs, qu’on peut utiliser pour colorier les sommets de GG de sorte que
les sommets adjacents aient des couleurs différentes et toute paire de
distinctes couleurs apparait dans les extrémités d’au moins une aréte.
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Chapitre 2

Graphes de Hamming et
’amplement régularité

2.1 Introduction

La notion de graphe de Hamming a été introduite par Richard W.Hamming.

Hikoe Enomoto [36] s’est intéressé a la caractérisation de ces graphes parmi
d’autres ayant certaines propriétés de régularités communes. Il s’agit en par-
ticulier d'une caractérisation en fonction de nombre de sommets et de degré
dans la classe de graphes, dites amplement réguliers.
La classe des graphes de Hamming constitue une généralisation de celle des
hypercubes. Les graphes de Hamming ont une structure tres particuliere,
riche en différentes propriétés. Ils ont un grand degré de régularité; la no-
tion de codes de Hamming est défini en conséquence par le méme auteur.
La notion de configuration est défini par Bose et Shimamoto en 1952; et
Delsarte, Bennai et Ito ont fait correspondre aux graphes distance-réguliers
les configurations symétriques. Les Configurations de Hamming sont définies
par R.A.Bailey [15].

2.2 Propriétés de base des graphes de Ham-
ming
Pour d et n deux entiers non nuls, le graphe de Hamming H(d,n) est

d’ordre n? et de degré d(n —1). Deuz quelconques sommets de ce graphe ont
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(n — 2) voisins communs s’ils sont adjacents et deux voisins communs s’ils
sont a distance 2. H(d,n) est aussi un graphe sans K, — e.

Des résultats particuliers sont obtenus pour le cas particulier de graphes
de I'hypercube. Nous rappelons ici les plus pertinents.

Proposition 2.2.1. (A.Berrachedi, [19], J.M.Laborde et S.P.Rao Hebbare,
[56]) Soit G un graphe admettant une décomposition en niveauz ou tout 4-
cycle rencontre 3-niveauz, alors G est un hypercube.

M.Mollard [64] s’est intéressé a I'étude des hypercubes dans la classe des
(0,2)-graphes; la proposition suivante constitue une caractérisation de ces
graphes.

Proposition 2.2.2. (M.Mollard, [64]) Soit G un (0,2)-graphe d-régulier. On
a alors :

1. diam(G) < d
2. diam(G) = d si et seulement si G est le graphe de I’hypercube Q.

Une des propriétés saillantes des graphes de Hamming est la suivante.

Proposition 2.2.3. (Wilfried Imrich, Sandi Klazar [47]) Soit u et v, deux
sommets d’un graphe de Hamming tels que d(u,v) = r dans un graphe de
Hamming. Alors I(u,w) induit un hypercube de dimension r.

2.3 La classe des graphes amplement réguliers

Un graphe amplement régulier G’ d’ordre n et de degré k est donné par les
parametres (n,k,\,u) oit A et u sont le nombre de voisins communs de deux
sommets adjacents et de deuxr sommets a distance deux respectivement. Ko
est un graphe amplement régulier. Quelques autres exemples sont donnés ci-
apres.

Exemple 1: Graphe de Johnson.
Considérons X = {1,2,...,n} et soit X,, x I'ensemble de tous les sous ensembles
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de X d’ordre k. Le graphe sous ensemble uniforme J(n,k,i), admet comme en-
semble de sommets X, . Deux sommets u = {iy,ia,...,ix } et v = {J1,72,....0k }
sont adjacents si et seulement si [uNwv| = i. Un tel graphe est appelé le
graphe de Johnson. Il est le premier exemple de la famille de graphes sous
ensembles uniformes.

Le graphe de Johnson J(4,2,1) (Fig 2.1), est le graphe de l'octaedre. 11 est
amplement régulier de parametres (6,4,2,4). Ce graphe est sans Kj.

Fig. 2.1

Exemple 2: Le graphe de 'icosaedre.
Un autre graphe amplement régulier est le graphe de licosaedre (Fig 2.2). 11
est de parametres (12,5,2,2). Il est aussi sans Kj.

Fig. 2.2
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Remarque 2.3.1. Soient X = {1,2,--- ,n} un ensemble de n sommets et
un ensemble L = {iy,is,....ix} C X. Le graphe circulaire Ci,(iy,ia,...,ix) est
le graphe d’ensemble de sommets X et tel que le i sommet est adjacent
au sommet (i — j)[n] et (i + j)[n] pour tout j de L. Le graphe de Johnson

J(4,2,1) est isomorphe au graphe Cig(1,2).

Une caractérisation de graphe de 'icosaedre est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 2.3.1. (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier, [24]) Soit G
un graphe localement un pentagone; alors G est isomorphe a l’icosaédre.

Un des résultats préliminaires sur les graphes amplement réguliers est
donné par A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier [24]. Les auteurs ont prouvé
qu'un graphe amplement régulier, connexe, mais pas localement connexe est
un graphe multiparti complet.

Hikoe Enomoto [36] a démontré la régularité des graphes amplement
réguliers. Pour le cas ou p = 2, une autre preuve est donnée dans ce qui
suit.

Proposition 2.3.2. Soient \ un entier non nul et G un graphe tels que deux
sommets adjacents ont A voisins communs et deux sommets a distance deux
ont 2 voisins communs. Alors G est régulier de degré k. De plus si G est
sans Ky — e alors k = 0[(A + 1)].

Preuve.
Soient u et v deux sommets adjacents de G. On considere N (u,v) 'ensemble
des voisins communs de u et v et nous démontrons que | N(u) |=| N(v) |.

Il suffit alors de vérifier que |N(u) \ N(v)|=|N(v) \ N(u)|.

Nous définissons d’abord une injection de N(u) \ N(v) dans N(v) \ N(u) et
une injection de N(v) \ N(u) dans N(u) \ N(v).

Soit ¢ un élément de N(u) \ N(v).

t et v sont a distance 2; ils possedent un second voisin commun w. On dis-
tingue deux cas:

Si w € N(v) \ N(u), alors on correspond au sommet ¢ de N(u) \ N(v), un
sommet de N(v) \ N(u).
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Dans le cas ot w € N(u,v), on a:

| N(u,w) |= A et t et v sont deux voisins communs de ces sommets. Il existe
alors un élément s de N(u,v) tel que s ¢ N(u,w).

Ainsi s n’est pas adjacent a w.

D’une fagon similaire pour v et w; comme | N(v,w) |= A, ces sommets ont
exactement un voisin commun x dans N(v) \ N(u). x est 'image de ¢ et la
fonction qui fait correspondre a v le sommet x, est une injection; autrement
les deuxr sommets qui sont adjacents vont avoir plus de A voisins communs.
I s’ensuit qu’a tout sommet de N(u) \ N(v), on associe un sommet de
N(v) \ N(u). Inversement, on obtient |N(v)\ N(u)| < |N(u)\ N(v)|.

Donc [N (u) \ N()] < [N (o) \ N(u)| et [N(0)\ N(u)] < [N(u)\ N(v)|

On a alors la double inégalité. D’ou 1’égalité et ainsi G est régulier.
Supposons maintenant que GG ne contient pas de sous graphe induit K, — e.
Et soit v un sommet de N(u). u et v possedent A voisins communs.

Dans ce cas, les sommets de N(u) induisent des composantes connexes de
A+ 1 sommets qui sont des cliques.

Ainsi |N(u)| est un multiple de A + 1; donc k& = 0[(A + 1)]. a

Remarque 2.3.2. Le résultat est aussi vraie st X = 0. En effet; si u et v
sont adjacents, a tout voisin de u, on fait correspondre un et unseul voisin
de v.

Pour A\ un entier positif, G, est la classe de graphes amplement réguliers
tels que deux sommets adjacents ont A\ voisins communs et deuxr sommets a
distance deux ont 2 voisins communs. Afin de construire de nouveaux graphes
dans cette classe, nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Soit la classe de graphes tels que deuxr sommets adja-
cents ont \ voisins communs et deuxr sommets a distance deux ont 2 voisins
communs, avec \ et pu deux entiers positifs. Le produit cartésien est une
opération interne dans cette classe de graphes si et seulement si pu = 2.

Preuve.

Soient G et G deux graphes amplement réguliers de parametres (n,k,\,u) et
(n',k" \,u) respectivement. Et considérons deux sommets (u,u’) et (v,v) de
GOG" & distance i = 1 ou 2.
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1" cas: (un') et (v,v') sont adjacents. Sans perte de généralités, on sup-
pose que u = v et W'V € E(G/), dans quel cas u’ et v" possedent A voisins
communs dans G .

Considérons alors les sommets w;;i € {1,2,...,A}, les voisins communs de u’
et v/ dans G’. Alors (u,w;);i = 1,2,...,\ sont les voisins communs de (u,u’) et
(v,v") dans GOG'.

De la définition de GOG', on déduit que (u,u’) et (v,v") ne peuvent avoir un
autre voisin commun.

2¢me cas: (u,u') et (v,w') sont & distance 2, (w,w’) est I'un de leurs voi-
sins communs. Comme (w,w’) est adjacent & (u,u’) et (v,v'). Sans perte de
généralités, on suppose en premier lieu que w = u = v, w'u', w'v' € E(G')
et d(u',v') = 2. Alors, il existe  — 1 autres sommets ¢, qui sont des voisins
communs de v’ et v’ dans V(G").

(w,t;) sont les voisins communs de (u,u’) et (v,0') dans GOG' .

En second lieu, on suppose que u = w et w' = v alors wv € E(G) et
uw € E(G) et les deur sommets ont alors deux voisins communs.

Ainsi deux sommets a distance deuz ont deux ou bien y voisins communs.
GOG est dans la méme classe de graphes si et seulement si p = 2. O

On déduit facilement que Gy est stable par produit cartésien et que le graphe
de Hamming H(d,\ 4 2) est dans G,.

Une propriété élémentaire des graphes amplement réguliers est donnée
par A.E.Brouwer par le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier, [24]) Dans un
graphe amplement régulier de parameétres (n,k,\u), le nombre ko de som-
mets a distance 2 d’un sommet u est indépendant de u et vérifie la relation

kot = k(k —1— \).

Nous précisons que pour un graphe G, les deuxr conditions: G est sans
pentagone et Yu,v € V(G), le sous graphe induit par I(u,v)\ N[v] ne contient
pas de pentagone, ne sont pas équivalentes.

Cependant I'unique graphe amplement régulier de parametres (19,6,1,2) vérifie
la condition Yu,v € V(G), le sous graphe induit par I(u,v) \ N[v] est sans
pentagone; mais ce graphe contient au moins un pentagone.
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Proposition 2.3.4. Soit G un graphe de Gy de degré k. Alors pour toute
paire de sommets u et v de G, on a:
1. | N(u) N I(uw) | > d(u,v) et diam(G) < k
2. Si G est sans K4 — e et pour toute paire de sommets u et v le graphe
induit par I(u,v) \ N[v] est sans pentagone, alors diam(G) < /\iﬂ

Preuve.

1. La preuve est par induction sur d = d(u,v).
Le résultat est immédiat pour d = 1.
Comme G est dans G, une paire de sommets u et v possedent deux
voisins communs s’ils sont a distance 2. L’inégalité est alors vraie.
Considérons u et v deur sommets a distance d + 1; et soit w un voisin
de v dans I(u,v).
Selon I'hypothese de récurrence, w admet au moins d voisins dans
I(u,w). Dénotons ces sommets par wy, wa,..., Wq.
Pour i = 1,2,....d, w; et v sont a distance 2. w est un voisin commun de
ces deux sommets. Leur deuxiéme voisin commun dénoté v; est dans
I(u,w) N N(v).
Pour w; # wj, certainement v; # v;; car sinon v; et w auront trois
voisins communs.
Les sommets v; (i = 1,...,d) et w, constituent d + 1 voisins de v dans
N(u) N I(u,w). Alors | N(v) N I(u,v) |> d(u,w).
Soient maintenant u et v deuxr sommets tels que d(u,v) = diam(G) et
w un sommet de I(u,v). On a I(u,w) N I(w,v) = {w}.
Donc k >| N(w) N I(u,w) | + | N(w) N I(w,v) |.
Ainsi k = |N(w)| > d(u,w) + d(w,v).
On a alors k > d(u,v) = diam(Q).

2. Supposons que G ne contient pas de K, — e et pour toute paire de
sommets u et v, le graphe induit par I(u,v) \ N[v] est sans pentagone.
Pour un sommet u de G, on considere un sommet v de N;(u). Montrons
par induction sur ¢ que pour v € N;(u), le nombre de voisins de v
dans N;_1(u) U N;(u), dénoté par d;_y ;(v), vérifie d;—y ;(v) > (A + 1)i.
Immédiat pour ¢ = 1.

Comme G est sans Ky — e, la propriété est aussi vraie pour ¢ = 2.
Pour i = 3, supposons que w est un sommet adjacent a v dans No(u)
et x et y sont les deux voisins de w dans Nj(u). x et y induisent deuz
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sommets distincts w; et we dans Ny(u), qui sont les seconds voisins
communs des paires de sommets (w;,v) et (ws,v) respectivement. v
admet alors au moins 3(A + 1) voisins dans Na(u) U N3(u).

Supposons que la propriété est vraie pour ¢ et prouvons la pour ¢ + 1.
Soit v € N;11(u) et w un voisin de v dans N;(u).

De la propriété précédente: v admet au moins ¢ + 1 voisins vq,v9,..,0;
et w dans N;(u).

Si les sommets de 'ensemble {vy,vs,..,v;,w} sont deuz a deuz non adja-
cents; v possedera au moins (A4 1)(i+ 1) voisins dans N;(u) U N4 (u).
Supposons que v et w possedent un voisin commun dans N;(u), et soit
t ce sommet.

Par hypothese, I(u,v)\ N[v] est sans pentagone; alors w admet au moins
i voisins non adjacents dans N;_1(u). Chacun de ces sommets admet \
voisins communs avec w.

w admet alors au moins (A + 1)i voisins dans N;_;(u) U N;(u).

Ces sommets sont tous a distance 2 de v puisque G est sans K4 — e et
un deuxieme voisin commun est induit a chaque fois.

Et comme v et w ont A voisins communs, alors v admettra au moins
(A+1)(i + 1) voisins dans N;(u) U Ny (u).

Si maintenant u et v sont deux sommets diamétraux, alors & > dgiam(a)—1,diam(@)
et ddiam(G)—l,diam(G) Z ()\ + l)dzam(G)
Alors k > (A + 1)diam(G). Ainsi diam(G) < &

A417

Proposition 2.3.5. Soit G un graphe amplement régulier de parameétres
(n,k, A ). Pour tout sommet u de G, on a: |No(u)| = w et |N;(u)| <

(f) pour i un entier tel que v > 3.

Si de plus, G est sans Ky — e et le sous graphe induit par I(u,v) \ Nv] est
sans pentagone pour toute paire de sommets u et v; alors

|Ni(u)] < (A+1)° (Ail) et |V(G)| < (A+2)AL+1.

Preuve.

Considérons la décomposition en niveaux de G relative au sommet u. Le
sommet v de Ny(u) admet A voisins communs avec u. Donc dp;1(v) = A+ 1
et do(v) =k —A—1.

Un sommet quelconque de No(u) admet 2 voisins dans Ny (u).
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On compte le nombre d’arétes entre Ni(u) et No(u) de deux manieres différentes.
On retrouve |Ni(u)| (K — X —1) = 2. |Ny(u)|.
Ainsi |Ny(u)| = EE2=D

Montrons par induction la propriété |N;(u)| <
sitif ¢ non nul.

Soient w et v deux sommets adjacents dans N;(u) et N;;1(u) respectivement.
On a d;yy(w) < k—ietdi(v) >i+ 1, alors en comptant dans les deuz sens
les arétes entre N;(u) et N;yq(u), on retrouve:

k—X—1

- (f) pour un entier po-

[Nigpa(u)] (i + 1) < [Ni(u)| (k — ), ainsi | Niy1 (u)] < |Ni(u)| 5
Comme |N;(u)| < kkf‘ll (l) alors | N1 (u)] < k;i_lf;f f)

Done [Nt (u)] < 5551 (5).
Considérons maintenant le cas ou G est sans K4 — e et pour toute paire de
sommets u et v, le graphe induit par I(u,v) \ N[v] est sans pentagone.

On adiy(w) <k—(A+1)ietd(v) > (i+1).

De la méme maniere que précédemment, on compte le nombre d’arétes
entre N;(u) et N;j1(u) de deux manieres différents. On retrouve | N1 (u)] . (i+
1) < [Ni(u)| (k = (A + 1)i).

Donc: [Ny (u)| < |N;(u)] -k_z(‘f{l)i'

Si [Ni(u)] < (A+1) (3“) alors [Ny (u)| < (A + 1) <+) E-OHD):
Comme k est un multiple de A + 1, il existe un entier d tel que k = (A + 1)d.
Il s’ensuit que | N (w)] < (A4 1)F (§) (/\+1);1+1(>\+1)z
Alors [Nii(u)] < (A + 1) (F) A+ 1)

On obtient ainsi |N;q(u)| < (A + )z+1 f+

Donc Vi = 1,2,.. ,)\+1,|N( )< (A+1) ( )
diam/(G)
Comme [V(G)| = Y |Ni(u)| et diam(G) < .
=1
On retrouve [V(G)| < (A+2)%71. O

Remarque 2.3.3. Pour toute valeur de A\, Ko est le graphe de G, de

diametre 1. Les graphes de Gy de diametre 2, sont d’ordre w ou k

est le degré. Un tel graphe est dit fortement réqulier.
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2.4 Une caractérisation de H(d,3)

Une des caractérisations des graphes des hypercubes est donnée par J.M.Laborde,
S.P.Rao Hebbare et H.M.Mulder dans la classe des (0,2)-graphes. Elle est rap-
pelée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.1. (J.M.Laborde et S.P.Rao Hebbare [56], H.M.Mulder [65])
Soit  la classe des (0,2)—graphes connexes et G est un graphe de p. G est
Ihypercube de degré fini d si et seulement si G posséde 2¢ sommets.

Il est facile de constater que Gy et Gy sont deux sous classes de la classe
des (0,2)-graphes. Ainsi la proposition suivante :

Proposition 2.4.1. Pour G un élément de Gy d’ordre n et de degré k. n
vérifie la relation: n < 2¥. De plus, n = 2F si et seulement si G est iso-
morphe au graphe de ’hypercube Q.

Preuve.

Soit G un graphe de Gy d’ordre n et de degré k. Alors, toute paire de sommets
adjacents aient 0 voisins communs et toute paire de sommets a distance 2
alent deux voisins communs. G est un (0,2)—graphe. D’apres J.M.Laborde
et S.P.Rao Hebbare [56], on a n < 2% .

Il est aussi démontré que I'unique (0,2)-graphe de degré k et d’ordre n = 2F
est le graphe de I’hypercube Q).

Comme Q) est un graphe de Gy, alors n = 2* si et seulement si G est le
graphe de I’hypercube Q. a

Pour le cas A = 1; dans ce qui suit, une autre caractérisation sous d’autres
contraintes, est fournie pour les graphes de Hamming H(d,3).
Remarquons que pour G un élément de Gi; G est sans Ky — e et le degré de
GG est un nombre pair qu’on note par 2d. D’apres la proposition 2.3.5, si pour
toute paire de sommets u et v, le graphe induit par I(u,w) \ N[v] est sans
pentagone alors |V(G)| < 3%
Nous appelons 7 — star un graphe formé par ¢ triangles, arétes disjointes ayant
un sommet commun; ce sommet est appelé le centre du ¢ — star. Soit G' un
graphe de G; ayant comme sous graphe induit un i — star E; G’ le plus petit
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sous graphe induit de G contenant E et tel que G’ € G;. Un tel graphe est
appelé la G-fermeture de F.

Proposition 2.4.2. Soit G un graphe de Gy, la G-fermeture d’un i — star
E de G, est le graphe H(i,3).

Preuve.

Par induction sur 1.

Le résultat est vraie pour 7 =1 et i = 2.

Soit H la G — fermeture de (i + 1) — star E centré en u et soient uu;u;/
(7 = 1,...,i) et wow ses (i + 1)—triangles.

Pour toute valeur de 7, u; (respectivement u;/) admet un deuxieme voisin
commun avec le sommet v dans Ny(u) et un autre voisin commun avec le
sommet w.

Les voisins de v sont adjacents deuzr a deux, et toute paire de sommets ad-
jacents constituent avec v un triangle.

On obtient ¢ triangles centrés en v et i autres triangles centrés en w. D’ou
un ¢ — star centré en v et un autre ¢ — star centré en w.

Soient H,, H, et H,, les G-fermetures de i — star centré en u, v et w respec-
tivement.

D’apres 'hypothese de récurrence H,,, H, et H, sont isomorphes au graphe
de Hamming H (7,3). Ils sont disjoints deuzx a deux.

En effet, deux graphes parmi les trois sont non disjoints, le graphe G ne sera
pas un élément de Gy.

Soient maintenant x, y et z trois sommets a distance ¢ de u, v et w respecti-
vement tels que yz € E(G).

Dans H,, H, et H,, respectivement, d;,_1(z) = d;(x) =i, d;_1(y) = di(y) =i
et di_1(z) =di(z) =1i). y, 2 € Nip1(u) et |N;(v)] = |N;(w)| = 2.

Il s’ensuit que H, U H, U H,, \ N;;+1(u) est isomorphe au graphe H (i + 1,3),
duquel le dernier niveau est éliminé.

A partir des hypotheses précédentes, les sommets =, y et z constituent un
triangle. Il reste & démontrer que N;(v) U N;(w) induits le graphe de 'hyper-
cube Q;y1.

Comme |N;(v)| = |N;(w)| = 2°. Le sommet z est nécessairement adjacent
aux sommets y et z, car les deux sommets y et z constituent avec le sommet
x un triangle. Les sommets de V;1;(u) constituent un (0,2)-graphe de degré
i+ 1. Comme |N;;1(u)| = 2", alors N;(v) U N;(w) induit le graphe de 1'hy-
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percube ;1.

Donc toute aréte est dans un unique triangle et comme deux sommets a dis-
tance 2, admettent deux voisins communs; alors, H, U H, U H,, constituent
le graphe H(i+1,3). O

Théoréme 2.4.2. Soit G un graphe de Gy de degré 2d. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes.

1. |V(@)] = 34;
2. G est le graphe H(d,3).

Preuve.

Si G est le graphe H(d,3) alors |V (G)| = 3%

Supposons maintenant que |V (G)| = 3%. D’apres la proposition précédente,
G contient la G-fermeture de d — star centré en u, qui est le graphe H(d,3).
Alors G contient le graphe H(d,3).

G est un graphe de Gy, contient H(d,3), d’ordre 3% et de degré 2d; ainsi G
est le graphe H(d,3). O

2.5 Caractérisation des graphes de Hamming

Plusieurs caractérisations des graphes de Hamming existent dans la littérature.
Parmi, on trouve:

1. Caractérisation géométrique ;

2. Caractérisation par des parametres ;

3. Caractérisation par le spectre.

Le théoreme de H.Enomoto donné ci-apres représente une caractérisation
géométrique des graphes de Hamming.

Théoréme 2.5.1. (Hikoe ENOMOTO [36]). Soit G = (V,E) un graphe

simple et connexe. Supposons

1. | N(u) |= k pour tout u € V,
2. | N(u)NN(v) |= X st v € N(u),
3. | N(u) " N(v) |= p si la distance d(u,v) de u a v est deuz,

4. N(u) N N(v) ne contient pas d’aréte si d(u,v) = 2
et
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5. (V,E) ne contient pas de pentagone, c’est a dire il n'existe pas cing
sommets u;, 0<1<4, tels que u; et u; sont adjacents si et seulement si

(i —j) = F1[5).
Donc :
— r = est un entier,

A1
— Si > 2, alors |N;(u)| < () (X + 1)%, pour tout u € V' et tout i > 0, le
diamétre de G est au plus r et |[V| < (A+2)".
De plus, si |V| = (A+2)", alors (V,E) est isomorphe a H(r,\+ 2).

En exploitant la proposition 2.3.4, on obtient le théoreme suivant.

Théoreme 2.5.2. Soit G un graphe vérifiant :
1. | N(u) |= k pour tout u € V,
2. | N(u)NN(v) |= X si v e N(u),
3. | N(u)NN(v) |= p si la distance d(u,v) de u a v est deux.
4. N(u) N N(v) ne contient pas d’aréte si d(u,v) =2 et
5. Pour toute paire de sommets u et v, le sous graphe induit par
I(u,w) \ Nv] est sans pentagone.
Alors :
-r= ALH est un entier,
= Sip > 2, alors |N;(u)] < () (A + 1), pour tout u € V et tout i > 0, le
diameétre de G est au plus r et |[V| < (A +2)".
De plus, |V| = (A+2)" si et seulement si G est isomorphe ¢ H(r,A+2).

Preuve.

D’apres la proposition 2.3.6, les mémes résultats de précédent théoreme sont
obtenus en remplagant la condition 5 par la condition :

pour toute paire de sommets u et v, le sous graphe induit par I(u,v) \ N[v]
est sans pentagone. Ainsi, la preuve en découle. O

La notion de graphe amplement régulier est liée a celle de la distance-
régularité. Les graphes de Hamming forment une famille de base des graphes

distance-réguliers.

Proposition 2.5.1. Tout graphe distance-régulier est amplement régulier.
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Preuve.

Soit G est un graphe distance-régulier, d’ordre n et de degré k.

{bo,b1, -+ ,ba_1;C1,C2, - -+ ,cq} est son tableau d’intersection ou d est le diametre.
Alors k =bg et ¢; = 1.

Soient u et v, deux sommets adjacents de G. Donc v € N(u) et le nombre
de voisins communs de ces deuxr sommets est kK — b; — ¢;. On pose alors
A=k—0b — 1L

Si maintenant les deux sommets sont a distance deux, alors le nombre de
leurs voisins communs est c¢s.

On a alors 1 = c5 et ainsi G est un graphe amplement régulier de parametres
(n,bg,k - b1 - 1702). a

Remarque 2.5.1. La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie.

En effet, soit G un graphe amplement régulier de parametres (n,k,\,u).
Si diam(G) = 2, alors il est distance-régulier et son tableau d’intersection est
L(G) = {k,k—1—X;1,u}. Mais si diam(G) > 2, G n’est pas nécessairement
distance-régulier comme le montre I’exemple suivant.

FiGc. 2.3

Le graphe en Fig 2.3 est amplement régulier de parametres (20,3,0,1),
mais pas distance-régulier.

La caractérisation des graphes de Hamming par les parametres revient a

étudier ces graphes dans la classe des graphes distance-réguliers.
Pour d < 1, le graphe de Hamming H(d,q) est une clique. Pour d = 2, si
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n # 4, H(d,q) est completement déterminé par ses parametres dans la classe
des graphes fortement réguliers. Si n = 4, il existe un autre graphe ayant les
mémes parametres, a savoir le graphe de Shrikhande.

La classe des graphes distance-réguliers est stable par produit cartésien. Le
produit cartésien de graphe de Hamming H(d,4) avec le graphe produit
cartésien de m graphes de Shrikhande est distance-régulier. Il admet les
meémes parametres que le graphe de Hamming H(d + 2m,4) et il est ap-
pelé le graphe de Doob.

Proposition 2.5.2. (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier, [24]) Tout
graphe connerxe et amplement régulier de paramétres (n,k,\u) = (¢,3(q —
1),q — 2,2) avec ¢ > T ou bien ay = 2(q — 2) est le graphe de Hamming ou
le produit cartésien de Ky et le graphe de Shrikhande (qui correspond a q = 4).

Un autre résultat fondamental est le suivant:

Théoréme 2.5.3. (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier [24]) Le graphe
amplement régqulier G de paramétres (¢%,d(q — 1),q — 2,2) tel que ay(G) =
2(q — 2) et c3(G) = 3 est le graphe de Hamming ou le graphe de Doob.

Proposition 2.5.3. Soit G un graphe distance-réqulier d’un tableau d’inter-
section L(G) = {2d,2(d—1),...2;1,2,....d}. Alors G est le graphe de Hamming
H(d,3).

Preuve.

Les valeurs de b; et ¢; sont données par le tableau d’intersection L(G) =
{2d.2(d - 1),..2;1,2,....d}.

Par induction sur 7. On a |Ny(v)| = 1 et |Ny(v)| = k.

Supposons que |N;_1(v)] =271 (£,). On a alors:

N:(0)] i = [Ni1(0)] bis.

Et on obtient N (v)] = 2071 (4 ) 2=l

Selon I'hypothese de récurrence, on a |N;(v)| = 2% (¢). Ainsi n = 3¢

Comme tout graphe distance-régulier est aussi amplement régulier; alors G
est un graphe amplement régulier avec A\ = 1, u = 2, d’ordre n = 3% et de
degré k = 2d.

D’apres le théoreme 2.4.2) G est le graphe de Hamming H(d,3). O
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Corollaire 2.5.1. Soit G un graphe distance-régulier de tableau d’intersec-
tion L(G) ={d(A+1),(d—1)(A+1),...,(A+1); 1,2,...,d}, sans K, — e et tel
que pour toute paire de sommets u et v, I(u,v)\ Nv] est sans pentagone.
Alors G est le graphe de Hamming H(d,\ + 2).

Preuve.

Pour v un sommet de GG, on calcule le nombre de sommets dans chaque ni-
veau N;(v) et ainsi le nombre total de sommets de G.

On a |Ny(v)| =1 et [Ny(v)| = d(A+1).

Par induction sur . '

On suppose que [N;(v)| = (A +1)" ().

Puisque |N;(v)|.c; = |N;—1(v)| .b;_1, on obtient :

INi()| = (A -+ 1)) (1) 2

Ainsi [N;(v)] = (A +1)" (¢)
Et donc n = (A + 2)4.

L’ordre de G est alors n = (A + 2)".

D’apres le théoreme 2.5.2; G est le graphe de Hamming H (d,\ + 2). O
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Chapitre 3

Graphes de Hamming et
la quasi-amplement régularité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la classe des graphes quasi-amplement
réguliers ainsi que le cas particulier des graphes de Hamming, produit cartésien
de différents graphes complets. Ces deux classes représentent une généralisation
des classes des graphes amplement réguliers et les graphes de Hamming, pro-
duit cartésien d’'une méme clique respectivement.

3.2 Propriétés de base des graphes de Ham-
ming

Les propriétés des graphes de Hamming produit cartésien de différents
cliques, proviennent de celles des graphes de Hamming obtenus par produit
cartésien d’une méme clique.

Soient dy,ds,A\1 et A9, quatre entiers positifs, tels que d; et ds sont non
nuls. G est le graphe de Hamming H (dy,A\1 +2; d2,A2+2). Alors G est d’ordre
(A1 +2)1 (Ng +2)% et de degré di(A\; + 1) + da(Ng + 1). Deux sommets ad-
jacents de ce graphe admettent A\; ou Ay voisins communs et deur sommets
a distance deux ont deux voisins communs. Il est aussi un graphe sans K, —e.
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Proposition 3.2.1. Soient u et v, deuxr sommets de graphe de Hamming
H(dy, A\ + 2;da,\y + 2). Le sous graphe induit par 1(u,v) est un graphe de
[’hypercube.

Preuve.
Pour u et v, deux sommets de H(dy,\ + 2;d2,Aa + 2). Trois situations sont
a distinguer.
1. Les deux sommets sont dans une méme copie de graphe de Hamming
H (dh)\l + 2),
2. Les deuzr sommets sont dans une méme copie de H(d2,A\2 + 2);
3. Les deux sommets ne correspond ni au premier cas ni au deuxieme.

Dans les cas 1 et 2; d’apres les propriétés des graphes de Hamming, [(u,v)
induit le graphe de '’hypercube. Dans le troisieme cas, I(u,v) est un produit
cartésien de deux graphes de 'hypercube, qui est aussi un graphe de I'hyper-
cube. O

Proposition 3.2.2. Soient dq, do, A1 et Ay un quadruplet d’entiers positifs
avec dy # 0 et dy # 0 et G est le graphe de Hamming H (dy,A\1 + 2; da, Ao + 2).
Tout 4—cycle de G est constitué d’arétes de cliques de méme ordre ou d’arétes
alternativement dans (A + 2)—cliques et (Ag + 2)—cliques.

Preuve.

Il est clair que pour deux quelconques sommets u et v a distance 2 de
H(dy, M\ + 2;de, Ay + 2), I(u,v) induit un intervalle isomorphe au graphe
4 — cycle induit.

Supposons qu’il existe deuxr sommets pour lesquels, ce 4 — cycle n’est pas
constitué d’arétes de meémes types de cliques et non plus d’arétes de cliques
alternativement d’ordres A\; + 2 et Ay + 2. Il existe alors dans ce cycle, deux
aretes incidentes e; et e, de cliques de méme ordre, et une troisieme aréte ez
incidente a e, d’une clique d’ordre différent.

Sans perte de généralités, on suppose que e; relie les sommets (u,x) et (v,z)
et que ey, relie (v,z) a (w,x) et ez relie (w,z) a (w,y). Une quatrieme aréte
incidente a ez ne peut donc étre incidente a e;. Ainsi la contradiction. La
proposition est alors vraie. O
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3.3 La Quasi-Amplement régularité d’un graphe

Comme la classe des graphes quasi-amplement réguliers est une généralisation
de la classe des graphes amplement réguliers, quelques propriétés sont préservées
dans cette nouvelle classe.

Exemple: Le graphe de la figure 3.1 est un graphe quasi-amplement régulier
avec A\ = Ay =0, g = 1 et uy = 2. Il est donc de parametres (12,3,0,0,1,2).

Fic. 3.1

Proposition 3.3.1. Soit G un graphe ou toute paire de sommets adjacents
ont A1 ou Ay voisins communs et deux sommets a distance deux ont j voisins
communs. St pp # 1 et Vu € V(G), d(u) # M\ + 1 et d(u) # Xy + 1, alors G

est régqulier de degré k.

Preuve.

Supposons que u et v sont deux sommets adjacents de G tels que | N(u) |= k
et | N(v) |=1.

On pose S = {(w,t)/w € N(u) \ {v}, t € N(v) \ {u} et d(w,t) = 1}.

Soit u et v possedent \; voisins communs, alors:

S| = M(A — 1) + (k= M\ — 1)(u—1).
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Mais aussi |S| =AM (A — 1)+ (1 — A —1)(p—1). Puisque p # 1, k # A\ + 1
et [ # A\ + 1, on obtient k = [.

Ou bien, u et v possedent Ay voisins communs, et on retrouve de la méme
maniere que k = [. O

Si G est un graphe de Gy, \, sans K4 — e; alors pour tout sommet u, N (u)
est constitué de d; et dy (A; +1)—cliques et (Ay + 1)—cliques respectivement.
D’une fagon similaire a la définition du i — star, on désigne par (d;,ds) —
bistars le graphe défini par les sommets des d; (A + 2)—cliques et des ds
(A2 + 2)—cliques et ayant un sommet commun; appelé le centre du (dy,ds) —
bistars.

Un graphe G est dit localement (dy,ds) — bistars si pour tout sommet u,
N (u) est constitué de dy (A; + 2)—cliques et dy (A3 + 2)-cliques.

Proposition 3.3.2. Soit G un graphe quasi-amplement régulier de G, »,
(dy,dy) — bistars. Il est possible de correspondre a tout sommet u de G,
S D) (M +1)(di—=1) +do(Mo+1)) + Ao+ 1) (A2 +1)(da— 1) +dy (A +1))]

cycles de longueur 4.

Preuve.

Soit u un sommet. Le nombre de 4-cycles incident au sommet u est le total
de 4-cycles utilisant une aréte uv tel que v est dans une (\; + 1)—clique et
ceux tels que v est dans une (Ag + 1)—cliques. Ainsi on fait correspondre a u
S FD (M +1)(di—1) +do(Mo+1)) + (Ao +1) (A2 +1)(da— 1) +dy (A +1))]
4-cycles. O

Proposition 3.3.3. Soit G un graphe de Gy, », localement (dy,ds) — bistars.
Toute aréte est dans (dy — 1)(A1 + 1) + do(Aa + 1) ou bien (dy — 1)(A2 +
1)+ di(A1 + 1) 4—cycles. Le nombre total de 4-cycles de graphe G est donc
gldi(A 1) ((di = 1)(Ar +1) + d2(A2 + 1)) + g[do (A2 + 1)((d2 = 1) (A2 + 1) +
di(A +1)).

Preuve.

Soit w un sommet, N(u) est constitué de (A + 1)—cliques et de (\y +
1)—cliques.

Dans N (u), tout sommet v d'une (A; + 1)-clique constitue avec tout sommet
d'une (A3 + 1)-clique un 4—cycle.
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Donc le nombre de 4-cycles utilisant 'aréte uv est (dy —1)(A+1)+da(Aa+1).
Si v est dans une (A + 1)—clique, alors le nombre de 4-cycles utilisant uv est
(dy —1)(Aa + 1) +di (A + 1).

De cette maniere tout 4-cycle est considéré 4 fois, ainsi le nombre de 4-cycles
dans le graphe G est g[di (A1 +1)((d1 — 1)(A\1 + 1) +da(Aa + 1)) + Fld2(X2 +
D((de — 1) (A2 + 1) +di(A + 1)). O

Proposition 3.3.4. Soit la classe des graphes quasi-amplement réguliers tels
que deux sommets adjacents ont \1 ou Ay voisins communs et deux sommets
a distance deux ont p voisins communs. Cette classe est stable par produit
cartésien si et seulement si p = 2.

Preuve.

La preuve est similaire a celle de la proposition 2.3.3. Nous avons a remplacer
A par I'expression A; ou \s.

En effet, soient deux sommets a distance deuxr dans GOG', si les deux som-
mets sont d’'une méme copie de G ou d'une méme copie de G, ils possedent
1 voisins communs. S’ils sont de deux différentes copies, d’apres la définition
de produit cartésien, ils possedent 2 voisins communs. O

Proposition 3.3.5. Soit G un graphe de Gy, », d’ordre n et de degré k. Alors
pour toute paire de sommets u et v de G, on a:
1. | N(u) N I(u,w) | > d(u,v) et diam(G) < k.
2. St de plus G est sans Ky — e, alors k = dy(A + 1) + da(A2 + 1).
Dans le cas ot dy = da, k = 0[(A1 + A2 + 2)].

Preuve.

1. La preuve est similaire a celle donnée pour la proposition 2.3.4. Elle est
donc par induction sur d(u,v).
La propriété est vraie si d(u,v) = 1 et pour d(u,v) = 2. Si elle est vraie
pour d(u,v) = i, elle sera certainement vraie pour d(u,v) =i + 1.
En effet, le résultat découle comme précédemment, du fait que deux
sommets a distance deux ont 2 voisins communs.
En considérant le cas de deux sommets diamétraux, on retrouve la
relation diam(G) < k.

2. Supposons maintenant que G ne contient pas de K, — e. Donc en
considérant la décomposition en niveaux de graphe G relative au som-
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met u, N(u) est constitué de (A; + 1)—cliques et de (A + 1)—cliques.
IN(u)| = di(A + 1) + da(N2 + 1). Si dy = da, k est un multiple de
A1+ A2 + 2 et dans ce cas k = 0[(A\; + A2 + 2)].

O

Proposition 3.3.6. Soit G un graphe de Gy, , sans K, — e, de degré k et
d’ordre n. St diam(G) > 2 alors n > 1+ dy(M + 1) +da(A2 + 1) + (1 +
A)PABTD (14 20)2 2D gy (14 M) (1 + Ag).

Preuve.

Vu € V(G), |No(u)] = 1 et |Ni(u)] = k. 1l suffit de compter le nombre
d’arétes entre Ny (u) et No(u) pour retrouver |Na(u)l.

Ona?2 ‘NQ(UM = dl()q + 1)(/{5 —-1- )\1) + d2()\2 + 1)(]{5 —-1- )\2)

Comme n > 1+ k + | No(u)l; le résultat en découle. O

Remarque 3.3.1. Un graphe quasi-amplement régulier de paramétres (n,k,\1,A2,2),
sans Ky—e et d'ordren = 1+di(A +1)+da( Ao +1)+ (1+)\1)2w +(1+
>\2)2% +dida(14 A1) (14 X2) est appelé graphe quasi-fortement régulier.

3.4 Produit cartésien de deux classes de graphes
amplement réguliers

On note par G,,0G,, la classe des graphes produit cartésien de deux
graphes de Gy, et G, respectivement.
G, 03, est une sous classe de la classe des graphes quasi-amplement réguliers
G, .5 mais pas tout graphe de Gy, », est un produit cartésien de deux graphes
de Gy, et G, respectivement.
En effet le graphe suivant (Fig.3.2) est dans Gy, mais pas dans GyOG;.

De plus des propriétés générales des graphes quasi-amplement réguliers,
il existe des propriétés propres aux graphes obtenus par produit cartésien de
deux graphes amplement réguliers. Ces propriétés particulieres, sont présentées
dans les propositions suivantes. Il est aussi important de reconnaitre dans
Gxi ns les graphes qui sont produit cartésien de deux graphes de Gy, et G,
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Fic. 3.2

respectivement.

Afin de simplifier I’étude de Gy, 0G,,, on représente les sommets d’une co-
pie de graphe GG; dans le graphe G;0G,, par ensemble de sommets {(u,v),Vu €
V(G,) étant donné v un sommet donné de V(Gy)}. De méme, les sommets
d’une copie de G est ’ensemble de sommets {(u,v),Vv € V(Gy) étant donné
w un sommet donné de V(Gy)}.

Proposition 3.4.1. Soient G un graphe de Gy, de parametres (ny,ki,\1,2)
et G' un graphe de Gy, de paramétres (ng,kz,X2,2). On a:
1. Vz € V(G), siu et v sont deux sommets adjacents de G, alors (u,x)
et (v,x) sont adjacents dans GOG' et ils ont A\, voisins communs .

2. Le nombre de triangles de GOG' est nlngw.

3. Si G et G' ne contient pas de K, — e, il est de méme pour GOG'.
Sinon le nombre de K4 — e est une fonction du nombre de K4 — e dans
les deux graphes.

Preuve.

1. On a u et v deuxr sommets adjacents de G. D’apres la définition de
produit cartésien, Vo € V(G'),(u,x) et (v,z) sont adjacents dans GOG'.
Les voisins de (u,z) sont {(w,x),(u,y)} pour tout sommet w voisin de
u dans G et y voisin de z dans G.

Ainsi, (u,z) et (v,x) ont A\; voisins communs {(w,x)}, ol w est un voisin
commun de u et v.
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2. Le nombre de triangles de graphe G est "1"“6#’\1 et le nombre de triangles

de graphe G’ est % Un triangle ne peut étre constitué d’arétes de
G et d’autres de G'.

Ainsi le nombre total de triangles de GOG' est ng% + nl%.

3. D’apres la définition de produit cartésien, un K, — e de GOG’ est
constitué d’arétes de graphe G ou celles de graphe G'. Ainsi, tout K, —e
dans G ou G’ induit des K4 — e dans GOG".

O

Proposition 3.4.2. Soit G un graphe de Gy, », de degré k et sans K, — e.
Alors pour tout sommet u de G, il existe deux entiers positifs dy et dy tels
que k =di(A1 + 1) + da(Xa + 1) et le sous ensemble de sommets N |u] induit
un (dy,dy) — bistars.

St dy est constant pour tous les sommets, il est alors de méme pour dy; et
donc G est localement (dy,ds) — bistars.

Preuve.

Raisonnons par absurde.

Supposons qu'’il existe un sommet u tel que N[u| n’induit pas un (d;,ds) —
bistars. Alors il existe au moins un sommet v ayant A; voisins communs avec
u, parmi lesquels deux sommets au moins ne sont pas adjacents. Ces sommets
constituent alors avec u et v un Ky — e. Ce qui contredit I’hypothese.
Supposons que pour tout sommet u, la valeur de d; est la méme. Comme G
est régulier, alors par conséquent d, sera identique pour tous les sommets.
G ne contient pas de K, — ¢, il s’ensuit que les voisins de u, constituent des
(A1 + 1)—cliques ou des (Ag + 1)—cliques. O

Corollaire 3.4.1. Si G et G' sont deux graphes sans K, — e, alors GOG'
est sans Ky — e et ce graphe est localement bistars.

Preuve.

On a G et G’ ne contient pas de K, — e; de la proposition précédente, il est
de méme pour GOG'. Done, pour tout sommet u, le sous graphe induit par
I'ensemble de sommets N|u| est isomorphe au graphe bistars de (A; + 1) et
(A2 + 1) sommets. Et ainsi ce graphe est localement bistars. O
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Proposition 3.4.3. Soient G et G' deux graphes et GOG' leur graphe pro-
duit cartésien. u est un sommet de G et u' est un sommet de G'. Si G(u,u’)

est une copie de G qui contient le sommet (u,u’) et G'(u,u') est une copie de
G’ qui contient (u'), alors V(G(uu')) N V(G (u,u')) = {(u,u’)}.

Preuve.

Par définition de produit cartésien de deux graphes, tout sommet de GOG’
est dans une seule copie de G et une seule copie de G'. Ces deux copies ne
peuvent avoir plus d’'un sommet commun.

O

La proposition suivante constitue une propriété de certains graphes de

G, 0Gy,.

Proposition 3.4.4. Soit G un graphe de G\,0G,,, (di,dy) — bistars; alors
les 4 arétes d’un quelconque 4—cycle sont toutes dans des (A1 + 2)-cliques ou
toutes dans des (Mg + 2)-cliques ou alternativement dans (A + 2)-cliques et
(A2 + 2)-cliques.

Preuve.

On définit d’abord le graphe partiel G, de G tel que E(G),) est 'ensemble
de toutes les arétes uv de G avec u et v deuxr sommets ayant A\; voisins com-
muns. G, est le graphe partiel de G tel que E(G,,) = E(G) \ E(Gy,).
Considérons deuxr sommets u et v a distance deuxr dans G et soient w
et t leurs voisins communs. Si les quatre arétes uw,vw,vt et ut sont dans
(A1 + 2) — cliques, alors ils ont aussi deuz voisins communs dans G),.
Sinon sans perte de généralités, supposons que ut € E(G,,). On a alors
nécessairement vw € F(G),), car sinon t et w vont avoir un unique voi-
sin commun dans Gy, et donc Gy, ¢ G,,. Ainsi G ne peut étre un produit
cartésien de deuxr graphes amplement régulier et le graphe partiel G, ne
peut étre un élément de Gy, . O

Proposition 3.4.5. Soit G un graphe de Gy, 0G,,, localement (dy,ds)—bistars.
Alors G est un produit cartésien de deux graphes amplement réguliers sans
Ky — e, Gy de degré di(M\ + 1) et Gy de degré dy(MAy + 1) dans Gy, et Gy,

respectivement.
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Preuve.

G € Gy, 04G,,, il est alors un produit cartésien de deux graphes de Gy, et G,
respectivement.

Soit GG, le graphe partiel de G obtenu par élimination de toutes les arétes
des cliques de G d’ordre Ay + 2. G, est le graphe partiel tel que E(G,,) est
I’ensemble des arétes éliminées.

G, et G, sont réguliers de degré di (A + 1) et da(A2 + 1) respectivement.
Une paire de sommets adjacents dans GG, admettent \; voisins communs.
Dans G,, deur sommets adjacents ont Ao voisins communs. Deuz sommets
a distance 2 ont deux voisins communs. Les deuxr graphes ne contient pas
de K, — e comme sous graphe induit, autrement G ne peut étre localement
(dy,dy) — bistars. On déduit que G, est constitué de composantes connexes
isomorphes G, G, est constitué de composantes connexes isomorphes a G
et G est le graphe G10GS. a

3.5 Caractérisation des graphes de Hamming

Un graphe amplement régulier se décompose en produit cartésien de

graphes premiers et amplement-réguliers. Si G est un graphe dont la décomposition
est G10G,0...0G,, alors G est un graphe quasi-amplement régulier dans
Gx,0G,, si et seulement si Vi € {1,2,...,p},G; € Gy, ou G; € Gy,.
Soit G est un graphe de Gy, »,. On considere la décomposition de ce graphe
en niveaux relative au sommet u et soit v un sommet de N (u). Puisque G est
sans K, — e, 'ensemble des voisins communs de u et v constitue une clique
d’ordre A\; ou Ag. Donc N(u) est composé de d; cliques d’ordre (A 4+ 1) et d
cliques d’ordre (Ag + 1).

Remarque 3.5.1. Dans la sous classe de graphes de Gy, », sans Ky — e, il
existe plusieurs graphes de Hamming de méme degré k.

En effet, plusieurs valeurs de dy et dy donnent k = dy(A+1)+da(Aa+1). Le
graphe de Hamming H(dy,A1 +2)0H (dy,A\o 4+ 2) est a chaque fois un élément
de Gx s -

La proposition suivante caractérise le graphe de Hamming d’ordre maxi-
mum parmi ceux de la classe des graphes quasi-amplement réguliers G, 0G,, .
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Proposition 3.5.1. L’ordre mazimum d’un graphe de Hamming H (dy,\ +
2;do, Ao + 2) dans G\, 0G,, correspond a la plus grande valeur possible de dy,
donnée par | E5 | si (A +2)2 > (A +2)MF1. Le diamétre mazimum est
la plus grande valeur possible de d;.

Preuve.

On cherche le maximum de la fonction (\; + 2)% (s + 2)% pour toutes les
valeurs possible de d; et dy tels que k = dy (A + 1) + da(Aa + 1). On retrouve
Lﬁj si (A + 2)%2 > (Ay + 2)M L Comme par hypothese A\; < \g, la
solution optimale de d; + dy qui représente diam(G) est donné par la plus
grande valeur de d; telle que k = dy (A + 1) + da( Ay + 1). a

Proposition 3.5.2. Soit G un graphe de Gy, »,, localement (dy,ds) — bistars
et tel que tout 4-cycle utilise des aretes de cliques de mémes ordres ou des
arétes alternativement de (A + 2)—cliques et (Mg + 2)—cliques. Alors G est
un produit cartésien de deux graphes amplement réguliers sans Ky — e, G
et G dans Gy, et Gy, respectivement.

Preuve.

Soit le graphe partiel de GG obtenu par élimination de toutes les arétes des dy
(A2 + 2)—cliques. Ce graphe est régulier d’ordre d;(\; + 1) et toute paire de
sommets adjacents admet \; voisins communs. Considérons deux sommets u
et v a distance deuxr dans ce graphe partiel et w et t leurs voisins communs
dans G.

Soit, les quatre arétes uw,vw,vt et ut sont dans les d; (A; + 2)—cliques; dans
quel cas ils ont les mémes voisins communs dans ce sous graphe.

Ou bien sans perte de généralités, on suppose que ut est une aréte d’une
(A2 4+ 2)—cliques. Donc nécessairement v et w ne sont pas adjacent dans ce
graphe partiel; autrement le graphe partiel de G dont les arétes sont celles
des (Mg + 2)—cliques, ne sera pas dans G,,. Donc G ne peut étre un produit
cartésien de deux graphes amplement réguliers.

Le méme raisonnement si on considere le graphe partiel obtenu par élimination
de toutes les arétes des dy (A + 2)—cliques. a

Ainsi une caractérisation dans le théoréme suivant.
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Théoréme 3.5.1. Soit G un graphe de Gy, x,,(d1,d2) — bistars. Un 4—cycle
de G est constitué d’arétes de cliques de méme ordre ou alternativement de
(A1 + 2)—cliques et (A\g + 2)—cliques si et seulement si G est un produit
cartésien de deux graphes sans Ky —e, Gy et Gy de Gy, et de Gy, respective-
ment.

Preuve.

Il est trivial que si G = G10G, tel que G € Gy, et Gy € G, alors G est
un graphe (dy,dy) — bistars et tout 4 — cycle est constitué d’arétes de méme
type de cliques ou d’arétes de (A\; + 2)—cliques et de (A\y + 2)—cliques alter-
nativement.

Supposons maintenant que G est un graphe (dy,dy) — bistars et que tout
4 — cycle est constitué d’arétes de cliques de méme ordre ou alternativement
de (A1 + 2)-cliques et (A + 2)-cliques.

D’apres la proposition 3.5.2 G est le produit cartésien de Gy et Gy. Ainsi
I’équivalence. O

Remarque 3.5.2. Si dy = ds, alors k est un multiple de \y + X o+ 2 et G a
le méme degré que H(dy,A1 + Ao + 3) qui est un élément d’une autre classe
de graphes amplement réguliers Gx, 1 xy+1-

D’apres la derniere caractérisation des graphes produit cartésien de graphes
amplement réguliers, nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 3.5.2. Soit G un graphe de Gy, »,, d’ordre n, de degré k, loca-
lement (dy,dy) — bistars et tel que pour toute paire de sommets u et v, le
sous graphe induit par I(u,w) \ N[v] est sans pentagone. Si les 4 arétes d’un
quelconque 4—cycle sont toutes dans des cliques de méme ordre ou bien al-
ternativement dans (A1 + 2)-cliques et (Ay + 2)-cliques alors, G € Gy, 0G,,,
n < (A +2)%( Xy +2)% et I’égalité découle si et seulement si G est le graphe
de Hamming H(dy, 1 + 2)0H (da,\s + 2).

Preuve.

On ak = dy(A +1)+da(A2+1). De la proposition précédente, on déduit que
G est un produit cartésien de deuxr graphes amplement réguliers G et G5 de
Gy, et Gy, respectivement, tels que d(G1) = di(A +1) et d(Ga) = da(Xa+1).
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De plus, ces graphes ne contiennent pas de K4 — e comme sous graphe induit
et pour deux quelconque sommets u et v, I(u,v) \ N|[v] est sans pentagone.
V(G| < (M +2)% et [V(G)] < (Mg +2)%, alors n < (A + 2)4 (Ag + 2)%.
n = (A +2)4 Ay + 2)% si et seulement si |V (Gy)| = (A +2)% et [V(Gy)| =
(A2 +2)%.

Ainsi, G est isomorphe a H(dy,\; + 2) et Gy est isomorphe a H(dy, A\ + 2).
Inversement, si G est le graphe H(dy,\y + 2)0H (d2,\2 + 2) alors il est loca-
lement (d;,dy)—bistars, pour toute paire de sommets u et v, le sous graphe
induit par I(u,v) \ N[v] est sans pentagone et les 4 arétes d'un quelconque
4—cycle sont toutes dans des cliques de méme ordre ou bien alternativement
dans (A + 2)-cliques et (Ay + 2)-cliques. O
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Chapitre 4

Symétrie et régularité des
graphes de Hamming

4.1 Introduction

L’algebre, la théorie des graphes et celle des configurations sont trois
concepts fortement liés. La littérature de la théorie algébrique des graphes
s’est largement développée depuis 1974. On sous-entend par la représentation
graphique réguliere, symbolisé GRR, d'un groupe donné H, le graphe GG dont
le groupe d’automorphismes, Aut(G) qui agit sur 'ensemble de ses sommets
est isomorphe a H. Le théoreme suivant est un des résultats élémentaires.

Théoréme 4.1.1. (Peter.J.Cameron [28]) Tout groupe (fini ou infini) H,
est isomorphe au groupe d’automorphismes Aut(G) d’un graphe G.

Le résultat le plus célebre en théorie algébrique des graphes est donné par
le théoreme de Frucht. Cependant; en 1938, R.Frucht a répondu positivement
a la question posée par D.Konig, en prouvant qu’'un groupe est isomorphe au
groupe d’automorphismes de quelques graphes. En 1949, Frucht a étendu ce
résultat en prouvant que pour un groupe H, il existe un graphe G 3-régulier
dont le groupe d’automorphismes est isomorphe a H.

Plus loin, G.Sabidussi a encore étendu ce résultat. Il prouve que pour un
groupe H, il existe un graphe G d’un groupe d’automorphismes Aut(G) iso-
morphe a H et tel que:
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— G admet un sommet-connectivité fixé,

— G a un nombre chromatique fixé,
ou

— G est k-régulier pour un certain entier k£ donné,
ou

— G admet un sous graphe partiel X homéomorphe a un graphe connexe
donné X.

Il existe plusieurs constructions de graphes a partir de groupes. Certaines
peuvent étre mises a profit pour construire les graphes de Cayley; qui par
conséquent, ont beaucoup de propriétés importantes.

Pour tout groupe de permutations H < S,,, on désigne S un systeme générateur
de H. Le graphe de Cayley Cay(H,S) est défini comme suit :

— Les sommets de graphe sont les éléments de H,

— Deuz sommets g et h sont adjacents dans Cay(H,S) si et seulement si
ds € S tel que h = gs.

Exemple:
H est le groupe de permutations {12345, 23451, 34512, 45123, 51234} et
S = (12345). Alors Cay(H,S) est le cycle de 5 sommets Cs.

Pour le méme groupe de permutations H, si S = {(12345),(13524)} alors
Cay(H,S) est le graphe complet K.

La construction de Cayley confirme le précédent théoreme. Les différentes
propriétés de I'action de Aut(G) sur G sont alors fondamentales, quand a la
détermination de ses différentes transitivités.

Le groupe d’automorphismes Aut(G) de graphe de Hamming H(d,n) est
un exemple classique; il est déterminé a base de groupe symétrique sur l’en-
semble {1,2,....,n}. Le probleme de recherche de Aut(G) est facile dans ce
cas, aussi bien que dans le cas de graphes de Hamming produit cartésien de
cliques de d’ordres différents.
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4.2 Quelques résultats préliminaires d’algebre
combinatoire

Avant de présenter les notions fondamentales d’algebre a exploiter, il est
d’abord intéressant de rappeler quelques résultats de la théorie spectrale.
Cependant, certains parametres importants des graphes finis sont approchés
plus ou moins efficacement par des méthodes spectrales. Par exemple, le
nombre de stabilité et le diametre.

Soit G un graphe et A sa matrice d’adjacence. A est alors symétrique et
de trace nulle. On sous-entend par une valeur propre d’un graphe G, une
valeur propre de A. Le spectre de cette matrice est ’ensemble de ses valeurs
propres, présentées avec leurs multiplicités; qui est aussi le spectre du graphe
G. Le spectre de graphe de Shrikhande est 6'2%(—2)°.

Parmi les conséquences de certaines régularités combinatoire des graphes,
on cite les caractéristiques importantes du spectre. La régularité, qui est la
premiere qui se manifeste dans un graphe, induit des conséquences impor-
tantes sur les valeurs propres. Les techniques spectrales sont aussi utilisées
dans la coloration des graphes.

II a été démontré par Hoffman que le graphe de Hamming H(d,q) est ca-
ractérisé par son spectre dans le cas ou d < 3. Pour le cas d = 4, le spectre
de graphe de Hamming H(4,2) est (—4)'(—2)*0°2%4'. L’unique graphe qui
lui est isospectral est le graphe de Hoffman présenté en Fig 4.1. Ce graphe
est biparti, d’ordre 16 et régulier de degré 4. Le graphe de Hoffman n’est pas
distance-régulier.

La matrice Laplacienne L est aussi définie pour tout graphe G. L = D—A,
ou D est la matrice diagonale telle que D;; est le degré de sommet ¢. La aussi,
le spectre de la matrice Laplacienne est attaché au graphe, et non a l'ordre
choisi pour les sommets. On parle de spectre Laplacien du graphe. Pour un
graphe régulier, chacun de ces spectres se calcule aisément a partir de I'autre.
Parmi les résultats préliminaires, les propositions suivantes.

Proposition 4.2.1. (Joseph.A.Gallian [40]) Soit G un graphe k-régqulier de
n sommets. Alors:

1. k € Spec(G)
2. k est de multiplicité 1.
3. YA € Spec(G), |A| < k.
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Fig. 4.1

Théoréme 4.2.1. (Joseph.A.Gallian [40]) Le nombre de chaines de lon-
gueur I, de sommet v; au sommet v; dans G est donné par l’élément (i,j) de

Al

O est l'algebre des polynomes de A. Elle est I'algebre d’adjacence du
graphe G. O est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaire des puissances
de A a coefficients complexes. Il s’agit d’un espace vectoriel ou les éléments
peuvent étre multipliés entre eux, pour former ainsi, une algebre.

Proposition 4.2.2. (Joseph.A.Gallian [40]) Soit G un graphe de diamétre
d. Alors la dimension de O est au moins d + 1.

Corollaire 4.2.1. (Joseph.A.Gallian [40]) Pour A une matrice d’adjacence
d’un graphe G de diametre d. A admet au moins d + 1 valeurs propres dis-
tinctes.

Dans un graphe G de diametre d, on définit pour tout entier 7, 0 < i < d
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la i¥™¢ matrice de distance, noté par A;. Pour tout v,,v, € V(Q),

(Ai)ys = { 1 sid(v,v,) =i

0 sinon

Il s’agit d'une généralisation de la notion de matrice d’adjacence (A; =
A(G),Ap = I et d(v,,v5) = 0 si et seulement si v, = v,). La somme de toutes
les matrices de distance est la matrice J dont les éléments sont tous égales a
1. Un résultat particulier est connu dans le cas de graphe distance-régulier.

Théoréme 4.2.2. (Joseph.A.Gallian [40]) Pour un graphe distance-régulier
G de degré k et de diametre d, O est de dimension d+ 1 et {Ag,--- ,Aq} est
une base de O.

{AY At ... A%} est une autre base de O (Joseph.A.Gallian [40]). Si u;
est un vecteur propre a gauche de A correspondant a \;, et v; est le vecteur
propre correspondant a droite. Alors:

Théoréeme 4.2.3. (Joseph.A.Gallian [40]) La multiplicité m; de \; est donnée
par m; = %, ou < u;,v; > dénote le produit scalaire des deux vecteurs
u; et v;.

La caractérisation spéctrale des graphes de Hamming est donnée dans la
proposition suivante.

Proposition 4.2.3. (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier [24]) Sid = 3,
le graphe de Hamming H(d,q) est caractérisé comme étant le graphe ample-
ment réqulier G de paramétres (n,k,\,u), connexe, régulier et tel que n = ¢>,
|Na(u)| = 3(q — 1)* Vu € V(G) et ses valeurs propres sont 3¢ — 3, 2q — 3,
q — 3 et (—3). La condition en Ny(u) peut étre remplacé par la condition :
w2,

Le concept d’action d’un groupe sur un ensemble, nous amene a définir
d’autres notions importantes. Pour H un groupe agissant sur X, on a:
— L’orbite d'un élément u € X dans le groupe de permutations H est

I’ensemble de tous les éléments de X, qui sont images de u par une
permutation g de H. On note Orb(u) = {g(u)/g € H}.
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— Le stabilisateur d’un élément x € X est ’ensemble de toutes les per-
mutations qui translate = en x; staby(z) = {g € H/g(x) = x}.
— H est transitif sur X si Vo,y € X, 39 € H/g(x) = v.
On déduit facilement que, dans un graphe G si u et v sont deux sommets
ayant une méme orbite, alors u et v ont le méme degré. On a aussi:

Proposition 4.2.4. (Joseph.A.Gallian [40])
- Vo € X, Staby(x) est un sous groupe de H.

— Un groupe H est transitif dans X si et seulement siVr € X, Orb(z) =
X

— |H| = |Orby(x)| . |staby(z)].

D’autres propriétés élémentaires sont données par Wojciech Peisert. Rap-
pelons d’abord que l'ordre d'un groupe est sa cardinalité et 'ordre d’un
¢lément de groupe est sa période.

Pour un graphe G sommet-transitif, si pour tout u et v de V(G), il existe un
unique automorphisme ¢ de Aut(G) tel que ¢(u) = v, on dit que G admet
un groupe d’automorphismes régulier.

Aut(G) est le groupe de tous les automorphismes de G et tout sous groupe
H de Aut(G) est appelé sous groupe d’automorphismes de G. Pour un groupe
de permutations .4 donné, s’il existe un graphe G tel que A = Aut(G), alors A
est dit représentable par le graphe GG, ou G représente A. Si A est représenté
par un seul graphe G, a isomorphisme prés, alors A est dit unique. Dans quel
cas aussi le graphe G représentant A est dit unique. Deux groupes de per-
mutations A; et A, agissants respectivement sur Ny et Ny, sont isomorphes
au sens de groupes de permutations (ou équivalent) si |N;| = |Na| et §'il
existe une bijection 7 : Ny «— Ny tel que Ay = {7y 1g7: g € Ai}. On note
(A1,N1) = (Ay,No).

Au sujet de graphes correspondant aux produit direct de groupes, les résultats
suivants sont dus a Wojciech Peisert.

Lemme 4.2.1. (Wojciech Peisert[69]) Soient A, et Ay deux groupes de per-

mutations représentables. Si ces deux groupes me sont pas équivalents, alors
le produit direct A = Ay x Ay est représentable.
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Théoreme 4.2.4. (Wojciech Peisert[69]) Soit Ay et Ay deux groupes de per-
mutations représentables. Alors le produit direct Ay x Ay n’est pas représentable
si et seulement si Ay et Ay sont transitifs, uniques et isomorphes au sens de
la théorie des groupes de permutations.

On déduit facilement que pour un groupe de permutations A non unique,
A x A est représentable. Mais, si A est unique A x A n’est pas représentable.

4.3 Exemples de Groupes d’automorphismes
de graphes

Exemples:
— Soit le graphe G, appelé ”Creu-Grid” (Fig 5.1) et symbolisé G 3.

5 6
3 4
1 2

FiG. 4.2

G admet 4 automorphismes et Aut(G) = {(1,2,3,4,5,6), (2,1,4,3,6,5),
(5,6,3,4,1,2), (6,5,4,3,2,1)}. En effet:

1. La permutation (1,2,3,4,5,6) décrit le graphe lui méme;
2. (2,1,4,3,6,5) décrit la translation du gauche a droite;
3. (5,6,3,4,1,2) décrit la translation du haut au bas;

4. (6,5,4,3,2,1) décrit la translation du haut au bas et du gauche a
droite.
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— On s’intéresse a la recherche du groupe d’automorphismes du cycle de
longueur n C,, tel que n > 3.

Une source importante des groupes est la symétrie dans les figures
géométriques. Considérons le graphe 4-cycle de sommets 1,2,3,4. On
distingue alors 8 axes de symétries; 4 rotations données par l’iden-
tité, (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,4,3,2) et 4 réflexions (1,2)(3,4), (1,4), (2,3),
(2,4)(1,3).

Le graphe n—cycle admet 2n symétries, n rotations et n réflexions, qui
constituent le groupe, dit groupe dihedral D,,. Les n rotations forment
un sous groupe cyclique. Pour les n réflexions, si n est impair, tout axe
de réflexion joint un sommet au milieu de ’aréte opposée. Si n est pair,
5 axes de réflexions joints les milieux des arétes opposées, et les autres
5 joints les sommets opposées.

Alors Aut(G) est le groupe dihedral D,,.

— Soit le graphe simple suivant.

FiGg. 4.3

Le graphe G (Fig 4.3) est le plus petit graphe tel que Aut(G) est trivial.
Il s’agit de Aut(G) = {e} ou e est I'identité.

Parmi les questions importantes posées en théorie algébrique des graphes,
on a:

— Comment déterminer Aut(G) pour un graphe G de n sommets?

— Quels sont les groupes de permutations H, pour lesquels il existe un
graphe G tels que H = Aut(G)?

60



Afin de retrouver une autre caractérisation des graphes de Hamming ob-
tenus par produit cartésien de cliques d’ordres différents, nous allons se baser
sur les groupes d’automorphismes des graphes de Hamming H(d,n), ou d et
n sont deux entiers positifs non nuls. Ces dernieres découlent principalement
du théoreme fondamental suivant, donné par P.J.Caperon.

Théoréme 4.3.1. (Peter.J.Cameron [28])
1. Un graphe et son complémentaire ont le méme groupe d’automorphismes;

2. Soient les composantes connexes de G représentées en ny copies de
G1,...,n, copies de G, ou Gy,...,G, sont des graphes deux a deux non
isomorphes. Alors Aut(G) = (Aut(G1)1Sy,) X -+ X (Aut(G,) 1Sy, );

3. Aut(K,) = S,.

A partir de ce théoreme, il s’ensuit qu’il est suffisant de limiter I’étude de
groupes d’automorphismes aux cas de graphes connexes.
Signalons qu’en général, il n y’a pas de liens entre le groupe d’automor-
phismes d'un graphe G et celui d'un sous graphe de G; mais la situation est
quitte différente dans le cas d’un graphe G écrit comme produit cartésien
d’autres graphes. Cependant, dans ce cas tout automorphisme de G est in-
duit par des automorphismes des graphes G; qui sont facteurs de produit
cartésien.

4.4 Les graphes de Hamming et les groupes
de permutations

Peter.J.Cameron a bien signalé que la question :
Quels sont les groupes de permutations H, pour lesquels il existe un graphe
G de n sommets tel que Aut(G) = H, n’admet pas une réponse facile! Au
moment ou la question: est ce que tout groupe est isomorphe a un groupe
d’automorphismes d’un graphe est facile.

Proposition 4.4.1. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Soit G un graphe,

Aut(G) = Sym(V(Q)) si et seulement si G est le graphe complet ou le graphe
sans aretes.
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Proposition 4.4.2. (A.E.Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier[24]) Le groupe
d’automorphismes de graphe de Hamming H(d,n) est donné par (S, x S, X
e X S,) XSy, noté aussi S, USq; qui non seulement agit transitivement sur
chaque composante, mais aussi permute les composantes transitivement. La
distance de Hamming entre les sommets est préservée par les automorphismes

de S, 1.S,.

Donc le groupe d’automorphismes de graphe de Hamming H(d,n) est
S, 1S Ou S, est le groupe d’automorphismes de graphe complet K,,.

Remarque 4.4.1. 5515, est connu sous le non de groupe hyperoctahedrale.

Il est connu que le groupe d’automorphismes de produit cartésien de d
copies de graphe (&, contient comme sous groupe le produit en couronne de
Aut(G) par le groupe symétrique Sy. Dans beaucoup de cas, ¢a constitue le
groupe d’automorphismes de ce graphe.

Corollaire 4.4.1. Soit G un graphe obtenu par produit cartésien de d; co-
pies d’un graphe connexe Gi. Aut(G) = Sym(V(G1)) 1 Sy, si et seulement
si G est le graphe de Hamming H(dy,n1) ot ny = |V(G1)|. De plus Aut(G)
est aussi le groupe d’automorphismes de produit cartésien de graphe complet
K, par le stable d’ordre d;.

Preuve.

Si G est le graphe de Hamming H (dy,n,), alors Aut(G) = Sym(V(G1))1Sg, .
Supposons maintenant que Aut(G) = Sym(V(G1)) 1Sy, Comme G est un
produit cartésien de d; copies de graphe Gy, alors Aut(G1) 1Sy, C Aut(G).
Mais comme Aut(G) = Sym(V(G1)) 1 Sa,; donc: Aut(Gy) = Sym(V(Gy)).

En effet; si Aut(G1) & Sym(V (Gh1)); il existe une permutation g de Sym(V (G1)),
tel que g ¢ Aut(Gy). Donc (g™, 1d) ¢ Aut(G1) 1Sy C Aut(G).

Mais Aut(G) = Aut(G1) 1Sy, et alors (¢",1d) € Aut(G), ce qui constitue une
contradiction. Ainsi Aut(G;) = Sym(V (Gy)).

Puisque GG est connexe, on déduit qu’il est isomorphe au graphe complet
K,,.
D’apres le théoreme 5.3.1, le groupe d’automorphismes de graphe constitué
de d, copies de graphe Gy est Aut(G1)1Sq,.
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Donc si G est le graphe K,,,, on obtient Aut(G) = Sym(V(G1)) 1 Sq,. Ce
graphe est exactement le produit cartésien de graphe complet K, par le
stable d’ordre d;. 0O

Soit G un graphe connexe et produit cartésien de d graphes isomorphes
G1. On a d(G) = d.d(Gy). Si Aut(G) = Sym(V(G1)) 1 Sy alors Aut(G,) =
Sym(V(Gy). Il s’ensuit que G, est un graphe complet. Ainsi G est le graphe
de Hamming H(d,|V (G;)|). Le théoréme suivant constitu une caractérisation
des graphes de Hamming.

Théoréme 4.4.1. Soit G un graphe connezxe de degré d(n—1). Alors, Aut(G) =
(Sp X Sy X ... X S) xSqg = S, 1Sy si et seulement si G est isomorphe au
graphe de Hamming H(d,n).

Preuve.

Si G est isomorphe au graphe de Hamming H (d,n); il est déja prouvé que
Supposons maintenant que Aut(G) = S, 1 Sy. Alors G est d’ordre n¢. Les
graphes connexes G dont Aut(G) = S, 1.5y sont produit cartésien de graphes
G;. Le degré d(n — 1) est atteint si GG; est isomorphe au graphe complet K,.
Donc, parmi ces graphes G vérifiant la propriété Aut(G) = S, 1 Sy, le seul
qui est régulier de degré d(n — 1) est le graphe de Hamming H(d,n). O

La décomposition d’un graphe G en produit cartésien d’éléments premiers est
exploitée dans la recherche de groupe d’automorphismes de G. Les résultats
de base sont donnés par Wilfried Imrich et Sandi Klavzar [47].

Théoréme 4.4.2. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Soit g un automor-
phisme de graphe connexe G. G1O0G,0...0Gy, est la décomposition de G en
éléments premiers. Il existe une permutation 7 : {1,2,....k} avec un isomor-
phisme ; : G; — G, ; tel que

g(Ul,UQ,...,Uk> - (¢7r*11v7r*117¢7r*12v7r*127‘”7¢7r*1kv7r*1k)'

Corollaire 4.4.2. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Le groupe d’au-
tomorphismes Aut(G) d’un graphe conneze G ayant une décomposition en
facteurs premiers G10G,0...0Gy, est généré par les automorphismes et les
transpositions des facteurs premiers.
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Un autre résultat équivalent est le suivant :

Corollaire 4.4.3. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Soit G le graphe
produit cartésien de k graphes G; 1 <1 < k, connexes et premiers entre eux.
Alors tout automorphisme g de G préserve la structure de G respectivement a
une décomposition donnée et peut étre écrit dans la forme g(vy,ve, -+ vg) =
(101,00ovg, -+ - Wrvy) ot Yy est un automorphisme de Gj.

Proposition 4.4.3. Soit G le graphe produit cartésien des deux graphes com-
plets d’ordres m et n respectivement. Alors si g € Aut(G), g1 € Aut(K,,)

et g2 € Aut(K,) tel que g(u,v) = (g1(u),g2(v)).

Preuve.

K,,0K,, est la décomposition en facteurs premiers de graphe G. D’apres le
théoreme 5.4.2, en considérant 'identité comme une permutation 7 sur {1,2},
I'isomorphisme ¢, : K,, — K,, et ¢, : K,, — K,,; tout automorphisme g
de Aut(K,,0K,) vérifie g(v1,v9) = (1)101,102v2), oll 11 est un automorphisme
de K,, et 1 est un automorphisme de K,. O

Corollaire 4.4.4. Soit G le graphe K,,0K,. Le groupe d’automorphismes
de G est donné par S,, x S,.

Preuve.

A partir de dernier corollaire, pour m # n, K,, et K, sont deux graphes
premiers entre eux. Alors tout automorphisme ¢ de G peut étre écrit dans la
forme ¢(v1,v9) = (11v1,99v7) ol ¥ est un automorphisme de K, et 1o est
un automorphisme de K,,. Et ainsi, d’apres la définition du produit direct de
groupes, on conclut que Aut(G) = S, X S,,. O

D’otu la caractérisation de graphe K,,0K,,.

Théoreme 4.4.3. Soient G et Gy deux graphes connexes de m et n som-
mets respectivement avec m # n, et G est le graphe G10Gy. Aut(G) =
Sym(V(G1)) x Sym(V(Gs)) si et seulement si G = K,,0K,,.
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Preuve.

Si G = K,,0K,, le résultat est trivial.

Inversement, supposons que Aut(G) = Sym(V(Gy)) x Sym(V(Gs)), alors
pour tout automorphisme g de G, g = (g1,92) tel que g1 € Sym(V(Gy)),
go € Sym(V(G2)) et (g1,92)(u,0) = (g1(u),92(v)). Donc le sommet u de G4
est adjacent a tout autre sommet. Ainsi G est le graphe complet K, et Go
est le graphe complet K,,.

G est alors le graphe K,,,0K,. O

Afin de généraliser ces résultats obtenus pour les graphes de Hamming
H(d,n) aux autres graphes de Hamming, on rappelle d’abord les propriétés
élémentaires de ces graphes.

Proposition 4.4.4. La décomposition de H(d,n) en produit cartésien de fac-
teurs premiers est K,0K,0...0K,,. Celle de graphe de Hamming
H(dy,n1)0H (dg,n9)0...0H (dy,ny) est

K, 0K, D.0K,0.0K, 0K, D.O0K,, ouK,, apparait d; fois Vi et n; #

Preuve.

Tout graphe complet K,, est premier. Alors:

K, 0K, O0..0K,0.0K, 0K, 0..0K,, ouVi K, apparait d; fois, est la
décomposition en facteurs premiers de graphe de Hamming

H(dy,n1)0H (dg,n2)0...0H (dg,ng). O

Proposition 4.4.5. Soit G le graphe obtenu par produit cartésien des deux
graphes de Hamming H(d,m) et H(d',n) avec m # n. En considérant u
un sommet de H(d,m) et v un sommet de H(d'n); si g € Aut(G) alors
g(u,v) = (g1(u),g2(v)) tel que g1 € Aut(H(d,m)) et go € Aut(H(d',n)). Ainsi
on a: Aut(G) = (S 1 S4) X (Sp 1 Sa).

Preuve.

La décomposition de G en facteurs premiers est donnée par
(K,,0---0K,)0(K,0---0K,); qui est le produit cartésien de d graphes
complets K, et d’ graphes complets K,,.

D’apres les résultats précédents, il existe une permutation 7 : {1,2,....d + d'}
qui est un produit direct de deux permutations agissantes sur {1,2,...,d} et
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{d+1,d+2,....d+ d'} respectivement et un isomorphisme v, : G; — G, tel
que g(?]l,’l)g,...,’l)der/) = (wﬂ—llfuﬂ—ll>w7r—12v7r—127-"7w7r_1(d+d’)v7r—1(d+d’))-
Comme 7; € {1,....d} sii € {1l,...d} et m;; € {d+1,....d+d}siie {d+
1,....d 4+ d'}, alors pour (u,v) € V(H(d,m)OH(d'n)), g(u,v) = (g1(u),g92(v))
avec g1 € Aut(H(d,m)) et go € Aut(H(d',n)).

Ainsi, on déduit que Aut(G) = (S 1.Sq) X (Sp 1 Sy). O

En exploitant les résultats précédents, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.5. Soit GOG' un graphe connexe, tel que G et G' sont deux
graphes premiers entre eux. G et G' sont aussi produit cartésien de dy copies
d’un graphe G1 et dy copies de Gy respectivement. Alors :

Aut(GOG") = (Sym(V(G1)) 1 S4,) X (Sym(V (G2)) 1 Sy,) si et seulement si
GOG’ est le graphe de Hamming H(dy,n1)0H (ds,ns) avec

ny =| V(Gy | et ng =| V(Gy |.

Preuve.

Si GOG' est le graphe de Hamming H (dy,nq)0H (dg,ns), alors Aut(GOG") =
(Sym(V(G1)) 2 Sa,) x (Sym(V(G2)) 1 Sa,)-

Inversement, on suppose que Aut(G) = (Sym(V(G1))1Sq,) X (Sym(V (Ga))2
Sa,). Puisque G et G’ sont premiers entre eux, alors Aut(GOG') = Aut(G) x
Aut(G").

D’apres le théoreme 4.4.1, G est le graphe de Hamming H(d,m) et G’ est le
graphe de Hamming H(d,n). O

Remarque 4.4.2. H(d,m)dH (dn) = (K,,0K,)0(K,,0K,)0..0(K,,0K,);
(d fois), alors le résultat précédent est aussi valable pour ce produit cartésien
de d graphes K,,0K,.

Ainsi la généralisation pour n’importe quel produit cartésien de graphes
de Hamming.

Proposition 4.4.6. Soit G le graphe de Hamming H(dy,n,)0H (da,no)
O...0H(dg,ng) tel que n; # n; pour i # j et Aut(G) son groupe d’au-
tomorphismes. Alors Aut(G) est généré par les permutations de S,, U Sq,,
Vie {12, k).
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Preuve.

On rappelle que Aut(K,,) = S,, et Aut(H(d;n;)) = Sp, 1Sq;; Vi € {1,....k}.

Le graphe de Hamming H (dy,nq)0H (dg,no)0...0H (dg,ny) est le produit cartésien
de graphes complets K, ,1 <17 < k.

Alors, Aut(G) est généré par les permutations de K, et leurs transpositions.
D’ou Aut(@) est généré par les permutations de S,, 1 Sq, Vi = 1,2,--- k.

O

Proposition 4.4.7. On considére les entiers positifs non nuls d; et n; tels
que i € {1,2,....k} et n; # n; Vi # j. Le groupe d’automorphismes Aut(G),
de graphe de Hamming H(dy,nq)0H (da,no)0...0H (dy,ny) est donné par
(Spy USay) X (Sny 1Sa,) X oo X (S, VSa,)-

Preuve.

Il s’agit d’une généralisation de la derniere proposition.

H(dy,n1)0H (dg,n2)0...0H (dg,ni) est le produit cartésien des graphes de
Hamming H(d;,n;), 1 € {1,2,...,k}. Alors G = K,,,0K,,,0...0K,, 0..0K,, 0..0K,
ou K, apparait d; fois. Alors: g(vi,v9,...,.0qy +dy+..+dy) =

ko

(¢n—1lvn—11,¢7r—12v7r—127~-,¢w—1(d1+d2+...+dk)v7r—1(d1+d2+...+dk))-

On a m: {1,2,....k} et ¢; permute les éléments de I'ensemble {1,2,...,d;} pour
1 = 1,...,k. De la derniére proposition, on déduit que:
Aut(H(dl,nl)DH(dg,ng)D...DH(dk,nk))

= (Sn1 ZSdl) X (Sn2 ! SdQ) X ... X (Snk ZSdk) a

En combinant tous les résultats précédemment démontés, on obtient le théoreme
suivant qui fourni une caractérisation des graphes de Hamming produit crtésien
de différentes cliques.

Théoreme 4.4.4. Soit G un graphe connexe et produit cartésien de k graphes
premiers entre eur G; de degré d;(n; — 1), Vi € {1,2,...,k}. Alors

Aut(G) = (Sny 1Say) X (Sny USa,) X oo X (Sp, U Sa,,) si et seulement si G est
le graphe de Hamming H(dy,n1)0H (dy,n9)0...0H (dg,ng).

Preuve.
La premiere implication est évidente a partir de la proposition précédente.
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Pour la deuxieme, les facteurs de la décomposition de GG sont premiers entre
eux. Il s’ensuit que si Aut(G) = (S, 1Say) X (Sny 1Sd,) X oo X (Sp, 1 S4,)
alors Aut(G;) = Sp; 1S4, Le graphe de Hamming H(d;,n;) est 'unique graphe
connexe ayant comme groupe d’automorphismes 5,15, et un degré d;(n;—1).
Donc G est nécessairement le graphe de Hamming

H(dy,ny)0H (dy,no)0...0H (dg,ny). O

4.5 Cas de groupes d’automorphismes tran-
sitifs et abéliens

Dans la littérature, le cas de groupes d’automorphismes transitifs et
abéliens est séparément étudié. Parmi les résultats connus, on cite:

Théoréme 4.5.1. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Soit G un graphe
non trivial ayant un groupe d’automorphismes transitif et abélien. Alors
Aut(G) est un deux-groupe élémentaire et abélien; ainsi, tout élément de
Aut(G) admet un ordre deux. De plus si G admet plus de deux sommets, il
est alors connexe et contient un graphe partiel i.somorphe au graphe de [’hy-
percube.

Pour les graphes de Hamming, les groupes d’automorphismes sont faciles
a déterminer. S,, n’est pas abélien si n > 3, ainsi S,,1.Sy est transitif et abélien
si et seulement si n = 2. Les groupes d’automorphismes transitifs et abéliens
corresponds aux graphes des hypercubes. On déduit que si un graphe G ne
contient pas de graphe partiel de type hypercube, Aut(G) ne peut étre tran-
sitif et abélien.

Proposition 4.5.1. Soient n et d, deux entiers positifs non nuls. Le graphe
de Hamming H(d,n) contient un graphe partiel isomorphe au graphe de ’hy-
percube si et seulement sin = 27 pour une certaine valeur de lentier positif j.

Preuve.

Nous allons montrer la double implication. Supposons que n # 27 pour toute
valeur de I'entier j. Alors pour un d fixé, n? n’est pas une puissance de 2 et
c’est alors le cas pour |V(H(d,n))|. Ainsi H(d,n) ne peut contenir un graphe
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partiel isomorphe a I'hypercube.

Inversement, s’il existe un entier positif, non nul j tel que n = 27, le graphe
complet K, contient le graphe partiel de type hypercube ;. Donc H(d,n)
contient le graphe partiel de type hypercube Q;l, qui est aussi @;q.

O

On déduit facilement que pour n; et d; (i = 1,2,...,k) des entiers popsitifs
non nuls et G un graphe contenant un graphe partiel isomorphe au graphe
de Hamming H (dy,n1)0H (dg,no)0...0H (dy,ny), tel que Ji € {1,2,....k} pour
lequel n; n’est pas une puissance de 2, le groupe Aut(G) ne peut étre un
groupe transitif et abélien.

On rappelle que la classe des (0,2)—graphes, définie par Mulder, contient
les deux classes de graphes amplement réguliers G, et G,, aussi bien que tout
graphe produit cartésien de deux quelconques graphes de Gy et Gs.

Si un graphe G est sommet-transitif, alors Aut(G) agit transitivement sur
V(G). Bien que la plupart des (0,2)—graphes connus dans la littérature sont
sommet-transitifs, mais quelques exemples de graphes non sommet-transitifs
sont connus.

Corollaire 4.5.1. [l existe des graphes de Go U Go U (GoOGy) qui ne sont pas
sommet-transitifs.

J.M.Laborde et R.M.Madani [58] se sont intéressé aux graphes hyper-
cubes généralisés. Un tel graphe est noté Q(S). Il admet V(Q4) comme
ensemble de sommets et E(Qq(S)) = {uv/dg,(u,v) € S}. Les auteurs ont
donnés une caractérisation des (0,2)—graphes de type hypercube généralisé.
Un des résultas les plus importants est le suivant :

Théoréeme 4.5.2. (J.M.Laborde,R.M.Madani [58]) Soit d > 4. Alors Qq(S)
est un (0,2)—graphe si et seulement si SN{2,3,....d—2} =0 et S 2 {1,d—1}.

La proposition suivante en découle.
Proposition 4.5.2. Soit d > 4 et QQq le graphe de Uhypercube de degré d.

Tous les graphes Qq(S) tels que SN{2,3,....d—2} =0 et S 2 {1,d— 1} sont
dans Gy ou Gs.
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Preuve.

Pour deux quelconques sommets u et v de graphe )y, les deux sous graphes
induits par N[u| et N[v] sont isomorphes. Alors N[u] et N[v] sont aussi iso-
morphes si u et v sont deuxr sommets de Qg(.5).

Deux quelconques sommets adjacents ont le méme nombre de voisins com-
muns & chaque fois. Comme SN {2,3,....d =2} =0 et S 2 {1,d — 1} alors ce
nombre est 0 ou bien 2.

Deux sommets a distance 2, ont nécessairement deux voisins communs puis-
qu’il s’agit d’un (0,2)—graphe. Ainsi ou bien le graphe Q4(S) est dans Gy ou
dans G,. O

Remarque 4.5.1. Soit le graphe de U'hypercube Qg avec d > 4. Qa({1}),
Qa{d —1}), Qa({1,d}) et Qq({d — 1,d}) sont des éléments de Gy. Qq({d})

est non connezxe.

Proposition 4.5.3. Soit G un graphe de Gy. G admet un graphe partiel
1somorphe au graphe de ’hypercube si et seulement si G est le graphe de
Uhypercube Qg ou Uhypercube généralisé Qq({1,d}).

Preuve.

Supposons que GG admet un graphe partiel isomorphe au graphe de I’hyper-
cube. D’apres ce qui précede, les seuls hypercubes généralisés ayant cette
propriété sont Qu{1} et Qu{1,d}.

Supposons qu’il existe un autre graphe G de Gy admettant un graphe partiel
isomorphe au graphe de I'hypercube. GG est donc un graphe de ’hypercube
auquel on a ajouté quelques aretes. Evidement les arétes ajoutés ne peuvent
étre entre des sommets a distance i € {2,...,d — 2}.

Si maintenant G est un graphe partiel de Q4{1,d}, alors il lui est isomorphe;
car sinon il ne sera pas régulier, et ainsi il ne peut étre dans Gy.

La réciproque est vraie d’apres les résultats précédents.

O

Proposition 4.5.4. Considérons le graphe G de Gy et un entier non nul d.
Alors Aut(QG) est transitif et abélien si et seulement si G est le graphe Qg4 ou

Qd({Ld})
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Preuve.

G est un (0,2)—graphe, Aut(G) est transitif et abélien, alors G contient le
graphe de I'hypercube comme graphe partiel. De la proposition précédente,
G ne peut étre que le graphe de I’hypercube Q)4 ou le graphe Q4({1,d}) pour
un d non nul donné.

Si G est le graphe Q4 ou Qq({1,d}), alors Aut(G) = S5 1S4 qui est sommet-
transitif et abélien pour les deux graphes.

Si G est le graphe Qg ou Q4({1,d}), alors Aut(G) = Sz 1Sy qui est a chaque
fois sommet-transitif et abélien. O

4.6 Quelques autres types de symétries

La distance-transitivité est une des principales propriétés de 'action de

Aut(G) sur V(G). 1l existe quatre grandes familles de graphes distance-
transitifs. Il s’agit des graphes de Johnson, les graphes impaires, les graphes
de Grass-mann et les graphes de Hamming.
Afin d’établir une caractérisation de la distance-transitivité, on exploite la
distance partition de G par rapport a un sommet donné. En effet, pour un
graphe connexe G de diametre d et de groupe d’automorphismes Aut(G); G
est distance-transitif si et seulement si il est sommet-transitif et pour tout
sommet v de G, Stabg(v) est transitif dans N;(v) pour ¢ = 1,--- d. Les
nombres d’intersections d'un graphe distance-transitif sont les nombres Sp;;
tels que h,i,j € {o,1,...,d}, pour deux quelconques sommets u et v a dis-
tance j, Shi; est le nombre de sommets a distance h de u et a distance i de
v. 11 existe alors (d + 1)® nombres d’intersections, mais on s’intéresse parti-
culierement au cas ou h = 1. Pour trois sommets u, v et w, tels que w est
adjacent a u et d(u,v) = j; d(v,w) est une des trois valeurs j — 1, j ou j + 1.
Ce qui constitue les graphes distance-réguliers ou uniquement 2d éléments
sont suffisants pour en déduire les autres.

La théorie de sommet-transitivité a été développé en parallele avec la théorie
des groupes de permutations transitifs. Ces deux théories se sont influencés
I'une a I'autre. En particulier, il est intéressant de voir les différents cas ou la
théorie des groupes de permutations est utilisée pour résoudre des problemes
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relatives aux graphes sommet-transitifs. Il y’a a signaler que:

1. Tout groupe de permutations transitif correspond a plusieurs graphes
sommet-transitifs.

2. Tout graphe sommet-transitif fini donne naissance a plusieurs groupes
de permutations transitifs.

Un s—arc de graphe G est une séquence de s+1 sommets; vg,v1, « -+ ,Us/V;_1
est adjacent a v; et v;_1 # v;11 pour 0 < ¢ < s. Selon la maniére dont agit
Aut(G) dans V(G), E(G) ou arcs(G), on a:

— G est dit s — arc-transitif si Aut(G) agit transitivement sur I’ensemble
des s —arcs de G. Un tel graphe est aussi (s — 1) — arc-transitif. Il est
strictement s — arc-transitif s’il ne peut étre (s 4 1)-arc-transitif.

— Un graphe G est 0 — arc transitif s’il est sommet-transitif.

— Un sous groupe H de Aut(G) est dit aréte-transitif s’il est transitif sur
I’ensemble des arétes. G est alors dit aréte-transitif.

— Un graphe 1 — arc transitif est en méme temps un graphe sommet et
aréte-transitif.

G est dit symétrique s’il est 1 — arc transitif.

Signalons qu’il existe des graphes sommet-transitifs mais pas aréte-transitifs
et inversement. Dans ce qui suit, certaines relations entre ces différents tran-
sitivités.

Proposition 4.6.1. (Joseph.A.Gallian [40]) Si le graphe G est aréte-transitif
mais pas sommet-transitif, alors il est bipart.

Il est important de signaler les deux remarques suivantes:

— Si G est sommet-transitif, alors | N;(u)| est indépendant du sommet u,
et dans ce cas on écrit |V;].

— Un s — arc n’est pas nécessairement une chaine.
Proposition 4.6.2. Tout graphe distance-transitif est sommet-transitif.

Preuve.
Considérons les sommets u, v, v’ et v de G, tels que u = v et v/ =v'.
Puisque G est distance-transitif, alors g € Aut(G)/g(u) = ' et donc
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Remarque 4.6.1. La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie.
En effet;
— Le graphe biparti complet K, ,, est sommet-transitif mais pas distance-
transitif,
— Le graphe de Peterson est sommet-transitif et il est aussi distance-
transitif.

Les deux propriétés suivantes découlent facilement des définitions.

1. La distance-régularité est une condition purement combinatoire. Si G
est distance-transitif, alors il est distance-régulier et symétrique. La
réciproque n’est pas vraie.

2. Si G est symétrique, alors il est aréte-transitif et sommet-transitif.

Proposition 4.6.3. (Joseph.A.Gallian [{1]) Soit G un graphe de diamétre d.
Aut(Q) est le groupe d’automorphismes de G. Alors G est distance-transitif
si et seulement si il est sommet-transitif et Stabg(v) est transitif sur N;(v)

pouri=1,---, d et Yv € V(G).

Un autre concept défini est celui de graphe drapeau-transitif (on parle de
flag-transitivité d’un graphe).
Un flag de G est le couple (sommet, aréte). G est dit flag-transitif s’il est
transitif dans I'ensemble des flags; ou lorsqu’il est transitif dans I’ensemble
des paires ordonnées de sommets adjacents.
Il est important de signaler que la propriété de flag-transitivité induit l'aréte-
transitivité mais les deux concepts ne sont pas les mémes.

De plus de la construction de graphe de Cayley précédemment donnée; un
graphe flag-transitif peut étre aussi entierement décri en termes de groupes
comme suit :

Soient H un groupe fini, H’ un sous groupe de H et x un élément de H \ H’
vérifiant H' x H' = H'x — 1H’. On dénote alors par (H,H',z), le graphe dont
I’ensemble de sommets est H et H' = gH'/g € H tel que g1 H' et goH' sont
adjacents si g, 'g; € H'zH'.

Le groupe H agit sur le graphe noté (H,H' x) par multiplication a gauche,
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et il est flag-transitif.

Parmi les résultats élémentaires on a:

Le stabilisateur stabg(x) du sommet z dans H est le groupe gH'g~!. De plus
(H,H',x) est connexe si et seulement si H est généré par H' et x.

Inversement on a:

Proposition 4.6.4. (Joseph.A.Gallian [40]) Soit G un graphe sans som-
mets isolés. Bt soit H un sous groupe d’automorphismes de G qui agit flag-
transitivement sur V(G). Si pour deux quelconques sommets u et v de G tels
que u v, on a x(u) =v pour x € H alors G est isomorphe a (H,Hu,x).

4.7 Transitivité des graphes amplement réguliers

Rappelons le résultat suivant donné par P.Potocnik.

Lemme 4.7.1. (P.Potocnik [71]) Soit G un graphe 2-arc-transitif et conneze.
St G contient un triangle alors G est isomorphe au graphe complet K,.

Pour le cas de graphes amplement réguliers, cela nous induit a:

Proposition 4.7.1. Considérant X > 0 et soit G un graphe amplement
réqulier de paramétres (n,k,\u). Alors G est connexe et 2-arc-transitif si
et seulement si il est isomorphe au graphe complet Ky o.

Preuve.

Il est connu que le groupe d’automorphismes de graphe complet K5 est le
groupe symétrique Sy o, qui est 2-arc-transitif.

Si G est amplement régulier de parametres (n,k,\,u) alors 2 sommets ad-
jacents admettent A voisins communs. Comme A > 0, alors G contient un
triangle. De lemme précédent, on déduit que G est isomorphe au graphe com-
plet K)yo. O

Corollaire 4.7.1. 5i G est un graphe quasi-amplement réqulier de paramétres
(n,k, A1, A2,1), tel que Ay ou Ay # 0 alors G nest pas 2-arc-transitif.
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Preuve.
Un tel graphe contient un triangle. O

Wilfried Imrich et Sandi Klavzar ont prouvé la proposition suivante :

Proposition 4.7.2. (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]) Le produit cartésien
de graphes connexes admet un groupe d’automorphismes transitif si et seule-
ment si le groupe d’automorphismes de chaque facteur est transitif.

La décomposition d’un graphe en produit cartésien de facteurs premiers
est unique (Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47]). Ainsi pour reconnaitre I’am-
plement régularité d’un graphe G, il est suffisant de vérifier la propriété pour
tous les éléments de sa décomposition en facteurs premiers.

Si G10G»0...0G, est la décomposition en facteurs premiers d'un graphe G,
alors G est sommet-transitif si tout facteur premier dans la décomposition
est sommet-transitif.

Proposition 4.7.3. Soient \y et Ao deux entiers positifs, G un graphe de
Gx, et G' un graphe de G,, GOG" de Gy, \, est sommet-transitif si et seule-
ment si G et G' sont sommet-transitifs dans Gy, et dans Gy, respectivement.

Preuve.
Découle immédiatement de la proposition 4.7.2. O

Corollaire 4.7.2. Soit G un graphe de Gy. Si G peut étre écrit comme
H(k X+ 2)0G" pour un entier non nul k; alors G est sommet-transitif si
et seulement si G' est sommet-transitif.

Preuve.

On a Aut(H (k,A+2)) = Sx121Sk qui est sommet-transitif. Si H est le groupe
d’automorphismes de G', alors (Sy120S5k) X H est sommet-transitif si et seule-
ment si H est sommet-transitif. O

Primoz Potocnik [71] a signalé que si G est un graphe connexe 2-arc-
transitif et contient un triangle, alors GG est isomorphe a K,,. On déduit alors
facilement que pour un graphe G quasi-amplement régulier de parametres
(n,k,A1,A2,10); si Ap ou Ay # 0 alors G n’est pas 2-arc-transitif.
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Remarque 4.7.1. Pour s > 2 et A un entier non nul. Lunique graphe
s—arc transitif dans Gy est le graphe complet Ky, s. Un graphe de Hamming
H(d,\+ 2) n’est pas s—arc transitif si A # 0 et d > 1.

Il est prouvé par Wilfried Imrich, Sandi Klavzar [47] que le groupe d’au-
tomorphismes de produit cartésien de graphes connexes est transitif si et
seulement si le groupe d’automorphismes de tout facteur est transitif. Afin
de reconnaitre la propriété dans le cas des graphes amplement réguliers, nous
avons d’abord la proposition suivante :

Proposition 4.7.4. Soit G = G10G5 un graphe. Alors G € Gy si et seule-
ment st G1 € Gy et Gy € G.

Preuve.
Si Gy ¢ Gy ou Gy ¢ Gy, alors G ¢ G,.
En effet, sans perte de généralités, on suppose que G ¢ G,.

— Il existe deuxr sommets adjacents u et v qui ne contient pas A voisins
communs. Dans ce cas, les deux sommets (u,z) et (v,x) sont adjacents
dans G et ils ont le méme nombre de voisins communs pour un sommet
quelconque x de Gs.

— Ou bien il existe deuxr sommets u et v a distance 2 qui n’admettent pas
2 voisins communs. La propriété est alors préservée dans G qui, alors
ne sera pas dans G,.

O

Proposition 4.7.5. Soit G un graphe et G;0G,0...0G), sa décomposition
en produit cartésien de facteurs premiers. Alors G est un graphe de Gy, 0G),
si et seulement si G; € Gy, ou G; € G\,Vi € {1,2,....p}. Il est sommet-transitif
si et seulement si G; est sommet-transitif Vi € {1,2,....p}.

Preuve.

Si G; € Gy, ou G; € Gy, avec i € {1,2,--- p}, alors

G1DG2D...DGp € g)\l’)\z ainsi G € g)\l’)\z.

Aussi G10G-0...0G), est sommet transitif, alors G; est sommet transitif Vi.
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Inversement, si 3i € {1,2,....p} tel que G; ¢ G\, et G; ¢ G,,, alors
G ¢ G,,0G,,. De méme si G; est sommet transitif pour toute valeur de
1, alors G10G,0...0G, est sommet transitif. O

Le graphe de I’hypercube ()4 est 2—arc transitif mais pas 3—arc transitif.
Il est ainsi un graphe symétrique.
Qg est 'unique graphe de Hamming 2—arc transitif. Primoz Potocnik [71] a
prouvé que si GG est un graphe connexe, 2-arc-transitif et contient un triangle,
alors GG est isomorphe au graphe complet. Comme un graphe s—arc transitif
est déja (s — 1)-arc-transitif, on déduit que I'unique graphe s—arc transitif
dans G, avec s > 2 est le graphe complet K .

Dans la classe des graphes amplement réguliers de parametres (n,k,\,u)
avec A > 0, un graphe G est connexe, 2-arc-transitif si et seulement si il est
isomorphe au graphe complet K, .o. La proposition suivante en découle.

Proposition 4.7.6. Si G est un graphe quasi-amplement réqulier de pa-
rametres (n,k,\1,Aa,pi1,p02) avec Ay ou Ao # 0 alors G est 2-arc-transitif s’il
est isomorphe a Ky, 1o ou Ky, 0.

Preuve.

Le groupe d’automorphismes de graphe complet K, est le groupe symétrique
Sii2, qui est 2-arc-transitif.

Si G est quasi-amplement régulier de parametres (n,k,Aj,\o,11,02) avec A
ou Ay # 0 alors, il existe une paire de sommets adjacents ayant des voisins
communs, ainsi G contient des triangles. De ce qui précede, G doit étre iso-
morphe a K, 12 ou K, 9.

O

La proposition suivante constitue une caractérisation de quelques cas de
graphes de Hamming.

Proposition 4.7.7. Soit G un graphe connezxe et produit cartésien de k
graphes premiers entre eux G; de Gy,, sans K4 — e et tel que pour deux quel-
conques sommets u et v, I(u,v)\ N[u| est sans pentagone.

Alors |[V(G)] = (A1 +2)%.( Ay +2)%...( A\ + 2)% si et seulement si

AUt(G) = (SAH-? ! Sdl) X <S>\2+2 ! Sdz) X X (SAIH-? ! Sdk)
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Preuve.

Si G; est un graphe de Gy, avec les propriétés cités; alors |V (G;)| = (\; + 2)%
si et seulement si Aut(G;) = (Si,+2 1 Sq,). Le résultat s’ensuit puisque les
graphes (G; sont premiers entre eux.

Inversement on suppose que Aut(G) = (Sx,+2 1 54,) X (Sxy12 1 Sa,) X ... X
(Sx.+2 154, ). Des hypotheses, on a Aut(G;) = (Si,+21S4,), qui est le groupe
d’automorphismes de H (d;,\; + 2) d’ordre (\; + 2)%. O

La propriété de sommet-transitivité d'un graphe est aussi liée a la pro-
priété de connectivité. Ming Wang et Qiao Li ont prouvé:

Théoréme 4.7.1. (Ming Wang and Qiao Li [78]). Tout graphe connexe
sommet-transitif satisfait 0(G) = 6(G), ou 0(G) et §(G) dénote 'aréte connec-
tivité et le degré minimum des sommets de G respectivement.

Rappelons que pour le cas de graphes amplement ou quasi-amplement
réguliers de parametres (n,k,A1,,Aa,1,12) ot g = 1 ou us = 1, le graphe
n’est pas nécessairement régulier. On présente dans l’exemple suivant (Fig
5.4), un graphe quasi-amplement régulier de parametres (12,3,0,1,1,2) qui est
régulier.

Fi1G. 4.4

Pour ce graphe, on a §(G) = 2 et 6(G) = 3. D’apres le résultat précédent,
on déduit que ce graphe n’est pas sommet-transitif.
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4.8 Graphes de Hamming et le graphe de Shri-
khande

Le graphe de Shrikhande est un graphe premier et ainsi premier avec
K. Son groupe d’automorphismes est connu et il est d’ordre 192. Ce graphe
n’est pas auto-complémentaire; ainsi son groupe d’automorphismes n’est pas
unique. Ici, on note ce graphe par Sh; ainsi Aut(Sh)x Aut(Sh) est représentable.
Le graphe de Shrikhande et le graphe de Hamming H(2,4) sont amplement
réguliers de mémes parametres (16,6,2,2). Aut(H(2,4)) = Sy 152, il est ainsi
d’ordre 1152.

D’apres la proposition 2.5.2, le graphe de Hamming H(3,q) est 'unique
graphe G connexe et amplement régulier de parametres (n,k,\,u) = (¢,3(q—
1),g —2,2) si g > 7 ou as(G) = 2(q — 2). Pour ¢ = 4, le graphe de Hamming
et le produit cartésien de K, avec le graphe de Shrikhande sont les deux
graphes ayant ces parametres.

Deux graphes ayant différents ordres n’ont pas le méme groupe d’auto-
morphismes. Ainsi deux graphes amplement réguliers de différents ordres ont
nécessairement des groupes d’automorphismes distincts. On obtient alors le
collaire suivant.

Corollaire 4.8.1. Soit G un graphe conneze et de Go. On a:
- Si G est de paramétres (¢*,3(q — 1),q — 2,2) tel que ¢ > T ou ax(G) =
2(q — 2), alors Aut(G) = Sy Ss.
— Si G est de parameétres (64,9,2,2), alors Aut(G) = SyS3 oubien Aut(Sh)x
54.

Preuve.
— Si G est un graphe de G, avec parametres (¢%,3(q — 1),q — 2,2), tel que
q > 7ou ay(G) = 2(q — 2) alors G est le graphe de Hamming H(3,q).
Ainsi Aut(G) = 5, 1.5;.

— Les parametres (64,9,2,2) correspondent au cas ¢ = 4. Il existe alors
dans Gy, deuz graphes ayant ces parametres. Il s’agit de H(3,4) et
ShOKy.

Donc le groupe d’automorphismes est 54153, dans le cas de graphe de
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Hamming H(3,q) oubien Aut(Sh) x S, dans le cas de ShOK, (puisque
le graphe de Shrikhande et le graphe complet K, sont premiers entre
eux).

O

Une autre famille de graphes définis a partir des graphes de Shrikhande

est celle constituée des graphes de Doob. Le graphe de Doob est le produit
cartésien de graphe de Hamming H(d,4) et m graphes de Shrikhande. La
famille de ces graphes est stable par produit cartésien.
Le groupe d’automorphismes de graphe produit cartésien de m graphes de
Shrikhande est Aut(Sh)1S,,. En effet; si g est un automorphisme de graphe
ShOShO-.-0OSh, alors g est un élément de produit de produit direct de m
groupes Aut(Sh). Comme toutes les copies de Sh sont isomorphes, on peut
alors obtenir plusieurs autres automorphismes par permutation des automor-
phismes g; sur Sh. L’ensemble de ces automorphismes obtenus est une partie
de Aut(Sh) 1 S,,. Donc g est un élément de Aut(Sh).S,,.

Il s’ensuit que pour un graphe de Doob G, Aut(G) = (Aut(Sh)1S,,) X
(S408,). A partir des résultats précédents, on a:

Corollaire 4.8.2. Soit G un graphe amplement régulier de parameétres (¢¢,d(q—
1),q—2,2) tel que as(G) = 2(q—2) et c3(G) = 3. Alors: dans le cas ot q # 4,
Aut(G) = Sd { Sq.

Siq =4, alors Aut(G) = Sq1S4 ou, dans le cas ot d = 2m + k, le groupe de
permutation (S 1Sy) X (Aut(Sh) 1 Sy,).

Preuve. Du théoreme 2.5.3, le seul graphe G ayant les propriétés données
est le graphe de Hamming H (d,q) ou le graphe de Doob.

Si q # 4, G est alors le graphe de Hamming H(d,q) et ainsi son groupe d’au-
tomorphismes est S4 0 9,.

Dans le cas o g = 4, G est le graphe de Hamming H(d,q), dans quel cas
Aut(G) = S418y; ou bien, si d = 2m + k, G peut étre aussi, le graphe
de Doob obtenu par produit cartésien de graphe de Hamming H(4,k) et
le graphe produit cartésien de m graphes de Shrikhande. Ainsi Aut(G) =
(Sk 1 S4) x (Aut(Sh)1S,,).

O
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Tout graphe complet est premier. Donc pour ¢ # ¢/, les deux graphes
complets K, et K, sont premiers entre eux. Pour d et d’ deux entiers positifs
non nuls, si G et G’ sont deux graphes amplement réguliers de parametres
(¢%d(q —1),q —2,2) et (¢%,d'(¢ — 1), — 2,2) respectivement; alors GOG'
est quasi-amplement régulier de parameétres (¢%¢'* ,d(q — 1) +d'(¢' — 1),q —
2,¢ — 2,2). D’ou la proposition suivante.

Proposition 4.8.1. Soient Gy, Gs, ---, Gy, k graphes amplement réquliers
de parameétres (. di(qn — 1),q1 — 2.2), (¢5*.da(ge — 1).q2 — 2,2), -+ ,(qp*.
di(qr — 1),qx — 2,2) respectivement; tels que Vi = 1,- -+ k, as(G;) = 2(q; — 2),
c3(G;) = 3. Alors G10G20 - - - OGYy, est le graphe de Hamming

H(dy,q1)0H (da,q2)8 - - - OH (dg,qx) ou le graphe de Doob.

Preuve.

Tout graphe G; avec les propriétés données est un graphe de Hamming ou le
graphe de Doob. Le produit cartésien de graphes de Hamming est un graphe
de Hamming, et le produit cartésien de différents graphes de Doob est aussi
un graphe de Doob. O

Corollaire 4.8.3. Soient Gy, Gs, ---, G, k graphes amplement réguliers
de parameétres (¢ .dy(qn — 1),q1 — 2,2), (¢, da(qe — 1),q2 — 2,2), - - - ,(q,‘f"’,
di(qx — 1),q1 — 2,2) respectivement; tels que Vi = 1,--- k, as(G;) = 2(q; — 2),
c3(G) = 3. Alors Aut(G10G20 - - - OGy) = (S, 1Say) X (Sgp 1Sdy) X -+ - X (g, ¢
Sa,) oubien (Aut(Sh)1S,,) x (Aut(H(d'.4)).

Preuve. Si Vi = 1,--- )k, G; est le graphe de Hamming H(d;,q;), ainsi
Aut(G;) = (Sg 1 Say). St q; # ¢;,Vi # j; alors les deux graphes sont pre-
miers entre eux. Son groupe d’automorphismes est alors (S, 1.Sa,) X (Sg,
Sd2) X X (S% ! Sdk)

Si G; est un graphe de Doob Vi, alors ¢; = 4 et d; = 2m,; + d; pour cer-
taines valeurs de m; et d;. G est alors le graphe de Doob obtenu par produit
cartésien de H(d',4) et le produit cartésien de m graphes de Shrikhande, tels
qued =dy+dy+---+d, et m=my+ -+ my.

Son groupe d’automorphismes est (Sy0Sy) X (Aut(Sh)1S,,). O
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Chapitre 5

La b-coloration des graphes de
Hamming

5.1 Introduction

Une k-coloration dominante d’un graphe G est une coloration de ses som-
mets utilisant & couleurs, de sorte que pour chaque couleur 7, 1 <7 < k, il
existe un sommet de couleur i pour lequel toutes les autres couleurs ap-
paraissent dans le voisinage. Un tel sommet est appelé sommet dominant.
L’ensemble de ces sommets constitue un systeme dominant. Le nombre b-
chromatique, noté ¢(G), est défini comme étant le nombre maximum de
couleurs utilisables parmi toutes les k-colorations dominantes d'un graphe
(. Si parmi toutes les colorations, il existe un ensemble de sommets domi-
nants tous, non adjacents, I’ensemble est dit systeme dominant stable.

La détermination du nombre b—chromatique d’un graphe est un probleme
NP-complet dans le cas général. Il reste NP-complet pour les graphes bipartis
(J.Kratochvil, Z.Tuza and M.voigt [55]). Robert.W.Irving et David.F.Manlove
48] ont démontré que le probléeme est polynomial pour le cas des arbres.

Afin d’étudier des propriétés combinatoires des codes, et particulierement
ceux découlant des graphes; il est important de s’intéresser aux propriétés
combinatoires des graphes correspondants. Les valeurs des invariants d'un
graphe, nous renseignent sur les caractéristiques de code associé.
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Il est a rappeler que le nombre b—chromatique d'un graphe donné est un
invariant. Néanmoins, ’existence d’un systeme dominant stable est une pro-
priété saillante en raison des conséquences que cette propriété engendre.

B.Effantin et H.Kheddouci [34] ont donné une valeur exacte du nombre b-
chromatique des graphes puissances d’une chaine. Pour le cas de graphes
puissances d’un cycle, a 'exception d’un cas particulier ou, seul une borne
inférieure a été établi, le résultat donné présente une valeur exacte de ce pa-
rametre.

Un arbre est appelé chenille (caterpillar) si et seulement si tous les sommets
de degré au moins 3 admettent au plus 2 sommets voisins de degré minimum
2. La valeur du nombre b-chromatique des graphes puissances de ce graphe
est aussi connue.

D’autres cas particuliers sont étudiés. Cependant M.Kouider et M.Zaker
[54] se sont intéressés aux graphes sans K s et de nouveau aux graphes bi-
parti, ou une borne supérieure est donnée en fonction de nombre de biclique,
qui est le nombre minimum de cliques disjointes recouvrant le graphe.

Un graphe G est b—parfait si tout sous graphe induit H de G vérifie
X(H) = ¢(H). C.T.Hoang et Mekkia Kouider [46] ont caractérisé certains
cas de ces graphes par des sous graphes induits interdits.

On s’occupe particulierement le long de ce chapitre des graphes de Ham-
ming, produit cartésien d’une méme clique et ceux obtenus par produit
cartésien de différentes cliques.

5.2 Quelques propriétés de base du nombre
b-chromatique

On donne d’abord le nombre b—chromatique pour quelques graphes élémentaires.
Exemples :

— ¢(K4) = 4. La 4-coloration dominante de Ky est présentée en Fig. 5.1

— Le graphe biparti complet K39, (Fig 5.2) admet 2 comme nombre b-
chromatique. On précise que le nombre b—chromatique de tout graphe
biparti complet est 2.
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Fic. 5.1

Co Co

1 G G
Fi1G. 5.2
— Le graphe en Fig. 3.1 est un exemple de graphe biparti régulier de degré

3. Son nombre b-chromatique est 4. Une telle coloration est présentée
en Fig. 5.3 ou on correspond au sommet de couleur ¢ I'étiquette c;.

Une des propriétés simples et préliminaires de la b-coloration d’un graphe
est que: pour tout graphe G; on a: x(G) < p(G) < A(G) + 1.
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Remarque 5.2.1. (Mekkia Kouider-Maryvonne Mahéo [53]) Les bornes
inférieures de x(G) sont valables pour o(G); on rappelle les suivants: Z;
%, s, ou n est l'ordre, a est le nombre de stabilité et o est le degré
minimum de graphe G.

Il s’ensuit de cette remarque que si G admet un sous graphe induit K,
alors p(G) > n.

Dans la proposition suivante, Mekkia Kouider et Maryvonne Maheo ont
donné le nombre b-chromatique pour certains graphes particuliers.

Proposition 5.2.1. (Mekkia Kouider-Maryvonne Mahéo [53]) Si Sy, K, P,
et C, sont respectivement le stable, le graphe complet, la chaine et le cycle
de n sommets, alors (S,) =1, o(K,) =n et p(P,) = ¢(C,) =3, Vn > 5.

Remarque 5.2.2. Si H est un sous graphe induit de G, alors la relation
©(H) < ¢(G) n’est pas nécessairement vérifiée.

Cependant, soit G le graphe K3OKj3. Ce graphe admet une 3-coloration
dominante (Fig. 5.4).

Fi1G. 5.4

Il est facile de démontrer qu’'une 4-coloration dominante n’existe pas pour
ce graphe et non plus une 5-coloration.
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En effet; supposons que le graphe K3OK3 admet une 4-coloration. Donc au
moins une copie de K3 dans K3OK3 admet 2 sommets dominants.

Sans perte de généralités, on affecte les couleurs ¢y, o et c3 aux sommets de
la premiere copie horizontale de Kj.

Supposons que la deuxiéme copie verticale, contient deux sommets domi-
nants de couleurs 2 et 3 respectivement.

Le sommet dominant de couleur ¢; est ou bien dans la copie 1 ou 3.
Supposons qu’il est dans la premiere.

Les sommets de la deuxieme copie horizontale, sont coloriés avec les cou-
leurs: 4, 3 et 1 dans cet ordre. Donc, les sommets de la copie 3 ne peuvent
étre coloriés en entier; car le sommet 2 doit porté la couleur c¢4. Ce dernier
ne peut étre dominant car il n’aura pas de voisin de couleur ¢;.

Par le méme raisonnement, une 5-coloration n’existe pas aussi.

En effet, si ¢1, ¢4 et ¢ sont les couleurs des sommets de la copie 1. ¢a, c5 et
¢y seront affectés aux sommets de la copie 2. Uniquement un sommet de la
copie 3, peut étre colorié par la couleur 3. Ce sommet ne peut étre dominant
pour cg; car les deuxr autres sommets ne peuvent avoir la couleur ¢4 ou cs.
On conclue alors que ¢(G) = 3.

Par contre, il existe un sous graphe induit H de G, obtenu par élimination
d’un sommet et tel que p(H) = 4. Une telle coloration dominante est donnée
en Fig 5.5.

Fi1G. 5.5

La proposition suivante découle immédiatement de la définition.
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Proposition 5.2.2. Soit G un graphe k-régulier, d’ordre n, de nombre de
stabilité v et tel que G admet un systéme dominant stable S. Alors (G) < a.

Les graphes admettant des systemes dominants stables ont des propriétés
particulieres. Le graphe de degré 3, donné en Fig 5.6, admet un 4-systeme
dominant stable. L’ensemble des sommets ayant les étiquettes ci*, co*, c3%
et cy*, constitue un systeme dominant stable pour ce graphe.

Cq
C1*
3 3 Co Co
7 Co Cy 3
C3 Cy*
Co*
C
Co
&
Fi1G. 5.6

Une borne supérieure de ¢(G) est donnée par la proposition suivante.

Proposition 5.2.3. (Mekkia Kouider et Maryvonne Mahéo [53]) Pour tout
graphe G de m arétes, on a p(G) < 14 /2m+ 1.

Il a été signalé par Mekkia Kouider-Maryvonne Maheo [53] que x(G) <
¢(G) et ainsi x(G) < 3 + y/2m+ 1. Mais, il est bien connu aussi que

X(G) <1+ 4/2m — 22 Cette borne est meilleure de la précédente.
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Mekkia Kouider et Maryvonne Maheo [53] ont prouvé qu'un graphe G
peut avoir une coloration dominante de p couleurs, pas une de p + 1 et de
nouveau une, avec p + 2 couleurs. Soit par exemple le graphe 3-cube Q3. Ce
graphe admet une 2-coloration dominante et une 4-coloration dominante,
mais ()3 n’admet pas de 3-coloration dominante.

Proposition 5.2.4. (Mekkia Kouider, Maryvonne Mahéo [53]) Soit G un
graphe conneze d’ordre n et de nombre de stabilité a.. Alors o(G) < n+1—a.
5.3 Cas de graphes réguliers

Des bornes du nombre b—chromatique dans le cas d’un graphe régulier
est:

Proposition 5.3.1. Soit G un graphe régulier de degré k, alors
X(G) < p(G) <k+1.

Preuve.
Si G est régulier de degré k alors A(G) = k. D’apres ce qui précede,
©(G@) < k + 1. La borne inférieure est déja vue précédemment. O

En adoptant la proposition 5.2.3 au cas des graphes réguliers, on obtient :
si G un graphe régulier d’ordre n et de degré k, alors p(G) < Hvinktl V42”k+1. Mais,
on signale la remarque suivante.

Remarque 5.3.1. Pour un graphe G de m arétes, on a p(G) = 24+, /2m + 1

si et seulement si G est un graphe complet.

En effet, si 2L — 4+ 1, alors 4nk + 1 = (2(k 4+ 1) — 1)% Alnsi
n==k+1 et G est le graphe complet K.

Donc cette borne ne peut étre atteinte dans le cas général. On retient alors
dans le cas des graphes réguliers (G) < (k + 1), donnée par la proposition
5.3.1.

Quelques cas de graphes G d—régulier tels que p(G) = § + 1 sont donnés par
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J.Kratochvil, Z.Tuza et M.voigt [55].

Théoreme 5.3.1. (J.Kratochvil, Z. Tuza and M.voigt [55]). Soit G un graphe
contenant des sommets vy, vq, -+, V51 tels que d(v;) = & pour toute valeur
de i et d(v;,v;) >4 Vi#j. Alors p(G) =0 + 1.

D’ou découle le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.1. (J.Kratochvil, Z. Tuza and M.voigt [55]). Soit G un graphe
d—régulier (d > 2) ayant au moins d* sommets. Alors (G) =d + 1.

Le cas de graphes réguliers dont un plus court cycle est uu moins de lon-
gueur 5 a été étudié par Amine El Sahili et Mekkia Kouider [35].

Proposition 5.3.2. (Amine El Sahili and Mekkia Kouider [35]). Tout graphe
G d—régulier dont la longueur d’un plus court cycle est 6, vérifie p(G) =
d+1.

Théoréme 5.3.2. (Amine El Sahili and Mekkia Kouider [35]). Soit G un
graphe d—réqulier dont le plus court cycle est de longueur 5 et n’ayant pas
de cycles de longueur 6. Alors le nombre b—chromatique de G est d + 1.

Et comme la valeur de ¢(G) est liée a celle de x(G), on signale le résultat
suivant :

Proposition 5.3.3. (Amine El Sahili and Mekkia Kouider [35]). Soit G un
graphe d—régulier. Alors x(G*) = d + 1 si et seulement si V(G) peut étre
décomposé en d + 1 stables S1, Sy, ---, Sqy1 tels que pour tout i, j il existe
un couplage parfait entre S; et S;.

En interdisant la chaine de longueur 6 (P7), une borne inférieure est ob-
tenue.

Proposition 5.3.4. (Amine El Sahili and Mekkia Kouider [35]). Pour un
graphe G sans P; et de plus court cycle Cs, on a: varphi(G) > 5773.
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Un résultat particulier est obtenu dans le cas de graphe ayant un systeme
dominant stable.

Proposition 5.3.5. Soit G un graphe d’ordre n et de degré k, possédant un
systeme dominant stable S. Alors o(G) < min{n — k,5}.

Pour n un nombre pair, ¢(G) = % si et seulement si G est isomorphe au

graphe complet biparti Kn » duquel un couplage parfait est éliminé.

Preuve.

Soit S un systeme dominant stable de G, d’éléments u;, 1 < j < p(G).
Comme S est un ensemble stable alors les k voisins d'un quelconque sommet
u; ne sont pas dans S.

Ona:n=|S|+|V(G)\S|

Donc n > ¢(G) + k puisque [V(G) \ S| > k. Dot ¢(G) <n — k.

Comme S est un ensemble stable, on correspond alors a u;, au moins p(G)—1
voisins dans V(G) \ S. Pour us, on fait correspondre un voisin v; de couleur
1; v1 # uy puisque S est stable. Les autres sommets de S peuvent avoir leurs
voisins dans N (uy) U {v;}.

On obtient ainsi au moins 2.¢(G) sommets.

L’égalité découle dans le cas ou les voisins des sommets de S se présentent
dans un ensemble de § sommets ol n est alors un nombre pair.

On a ainsi k = § — 1.

G est donc le graphe biparti complet K 2 2 duquel un couplage parfait est
éliminé.

Il est trivial que si G est le graphe biparti complet Kz » duquel un couplage
parfait est éliminé, alors p(G) = §; et ainsi I'équivalence. O

5.4 Le nombre b—chromatique de quelques graphes
particuliers

Notre objectif est d’étudier la b—coloration des graphes amplement réguliers
et des graphes quasi-amplement réguliers. Mais la valeur du nombre b—chromatique
pour un tel graphe reste inconnu. Pour cela et afin de fournir un résultat par-
tiel, on s’intéresse a la b—coloration de sous graphe de GG induit par I’ensemble
des sommets N[u] U No(u), noté H,.
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On remarque facilement que s’il existe dans G' un sommet u tel que H, n’ad-
met pas une k-coloration propre. Alors ¢(G) > k + 1.

Pour le cas de graphes amplement réguliers, on a:

Proposition 5.4.1. Soit G un graphe amplement réqulier de parameétres
(n,k A\ ) et sans Ky—e. Alors (A+2) < p(G) < d(A+1)+1 avec d(A+1) = k.

Preuve.

G est régulier de degré k. Puisque G ne contient pas de K, — e alors k =
d(A+1). Ainsi ¢(G) <d(A+1)+ 1.

Un sommet u est dans d (A + 2)-cliques. Il est nécessaire de colorier tous les
sommets de N(u) avec (A + 1) différentes couleurs.

Alors A+ 2 = o(K)i2) < ¢(G). O

Rappelons que ¢(c,) = 3 ¥n > 5. Ce graphe est amplement régulier de
parametres (n,2,0,1) avec p(G) = 3.
On s’intéresse ci-apres a la b—coloration des graphes amplement réguliers de
parametres (n,k,0,1).

Pour le cas k = 3, si G est amplement régulier de parametres (n,3,0,1)
et de diametre 2, alors n = |Ny(u) U Ny(u) U Na(u)] = 14+ 3 + 6 pour un

quelconque sommet u de G. La décomposition en niveaux de ce graphe est
donnée en Fig.5.7.

FiG. 5.7
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Le sous graphe induit par No(u) est le graphe Cg. Un tel graphe est donc
isomorphe au graphe de Peterson, noté ici G Pt, dont le nombre b—chromatique
est 3. Une 3-coloration dominante de ce graphe est donnée en Fig 5.8.

C1%

FiG. 5.8

On représente le graphe G Pt par une décomposition en niveaux relative
a un sommet u. On note par A un graphe partiel de ce graphe obtenu par
élimination d’une ou plusieurs arétes entre les sommets de Ny(u). On a alors
©(A) = 4. Un exemple est donné en Fig.5.9.

Cg*

F1G. 5.9

Donc pour tout graphe amplement régulier de parametres (n,3,0,1) tel
que diam(G) > 3, on a H, est isomorphe a un certain graphe A. Il vérifie
alors ¢(H,) = 4 pour tout sommet wu.

Pour un degré k > 4, comme ces graphes sont sans K, — e, la condition
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G ne contient pas de Cs, est suffisante pour garantir une (k + 1)—coloration
de H,. La proposition 5.4.3 est alors donnée comme suit :

Proposition 5.4.2. Soit G un graphe amplement régulier de parameétres
(n,k,0,1) et sans Cs induit. Si k > 4, alors ¢(H,) =k + 1.

Preuve.

Soit u un sommet de G. Afin d’établir une coloration des sommets de sous
graphe induit H,, nous allons commencer par colorier le sommet u par la
couleur ¢; et affecter les couleurs ca, cs,..., cx1 pour ses voisins.

Un quelconque sommet v de N(u) admet (k — 1) voisins dans Ny(u). Ces
sommets peuvent étre coloriés de différentes couleurs; car tout sommet de
Ns(u) admet un voisin unique dans Nj(u) et puisque G est sans Cj, aucun
autre sommet de ce niveau ne lui est adjacent. Ainsi le résultat. O

Remarquons que si GG est un graphe amplement régulier de parametres
(n,k,0,1) et sans C5 induit avec k > 4, alors la longueur d’'un plus court cycle
de G est 6. D’apres la proposition 5.3.2, ¢(G) = k + 1. Ainsi dans ce cas,
Vo € V(G),p(H,) = ¢(G).

5.5 La b-coloration de produit cartésien de
graphes

Soit G un graphe et G10G,0...0G), sa décomposition en facteurs pre-
miers. Le nombre b—chromatique de graphe G' dépend des nombres b—chromatiques

des graphes Gy, i € {1,2,--- ,k}. Rappelons les relations données par Mekkia
Kouider et Maryvonne Mahéo [53].

Proposition 5.5.1. (Mekkia Kouider, Maryvonne Mahéo [53])
Soient G et H, deux graphes. On a o(GOH) > max(p(G),p(H)).

Sous certaines conditions, cette borne peut étre améliorée par le théoreme
suivant.

Théoréme 5.5.1. (Mekkia Kouider, Maryvonne Mahéo [53]) Soient G et
H deux graphes, tels que G admet un o(G)-systéme dominant stable, et H
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admet un p(H)-systéme dominant stable. Alors o(GOH) > o(G)+p(H)—1.
De plus le graphe GOH admet un (o(G)+p(H)—1)-systéme dominant stable.

Remarque 5.5.1. (Mekkia Kouider, Maryvonne Mahéo [53]) L’inégalité du
théoreme précédent est encore vraie si S1 n'est pas un ensemble stable et
2<¢(G) < p(H).

La preuve de la proposition suivante est inspirée de la preuve donnée par
Mekkia Kouider et Maryvonne Mahéo pour le théoreme précédent.

Proposition 5.5.2. Soient G et H deux graphes tels que G admet un b(G)-
systéeme dominant stable et H admet un b(H )-systéme dominant stable, avec
b(G) < p(G) et b(H) < @(H). Alors GOH admet une (b(G) + b(H) —
1)—coloration dominante. De plus, ce graphe admet un systéme dominant
stable de b(G) + b(H) — 1 éléments. Ainsi p(GOH) > b(G) +b(H) — 1.

Preuve.

En procédant de la méme maniere que dans la preuve du théoreme 5.5.1,
on construit une coloration des sommets de graphe GOH avec un systeme
dominant stable de b(G) + b(H) — 1 sommets.

On déduit ainsi que p(GOH) > b(G) +b(H)—1. O

Remarque 5.5.2. L inégalité de la proposition précédente reste aussi vraie
si S1 n'est pas un ensemble stable et 2 < b(G) < b(H).

Soient G et G’ deux graphes amplement réguliers de Gy, et G, respective-
ment. Et Supposons que les deux graphes admettent des systemes dominants
stables S et S’ respectivement. En appliquant la proposition 5.5.2, on déduit
qu’il existe dans Gy, », un graphe admettant un systeéme dominant stable de
|S| + |S’| éléments, donné par GOG'.

Considérons maintenant le graphe de Gy, , de degré k; et on s’intéresse
a existence d’un systeme dominant stable de k + 1 sommets.

Proposition 5.5.3. Soient G et G', deux graphes réguliers de degré k et k'
respectivement. Si G et G admettent des systemes dominants stables de k+1
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et k' + 1 sommets respectivement, alors GOG' préserve cette propriété.

Preuve.

dG)=ket p(G)=k+1.d(G) =K et o(G') =k + 1. d(GOG") =k + F
et o(GOG") <k+K +1.

Comme ce graphe admet un systéme dominant de k+1+&"4+1— 1 sommets.
Il s’ensuit que p(GOG') = k + k' + 1; ce qui induit le résultat. O

On déduit alors:

Corollaire 5.5.1. Le produit cartésien est une opération interne dans la sous
classe de Gy, tel qu’'un graphe quelconque G de degré k admet un systéme do-
mainant stable de k + 1 éléments.

Dans Gy,, soit G un graphe de degré k ayant un systéme dominant stable de
k+1 éléments. G' est un graphe de Gy, de degré k' d’un systéme dominant
stable de k' +1 éléments. GOG' est alors un graphe de Gy, »,, de degré k+ k'
et ayant un systéme dominant stable de k + k' + 1 sommets.

Preuve.

Soient G et G’ deuxr graphes de G, admettant des systemes dominants
stables de d(G) + 1 et d(G’) + 1 sommets respectivement. Alors le graphe
GOG' de Gy, et de degré d(G) + d(G"), admet un systeme dominant stable de
d(G) 4+ d(G") + 1 éléments.

Ona G, 0G), C G- d(G) =k, d(G') =k, o(G) = k+1,et p(G') = K'+1.
Alors GOG' € Gy, »,, d(GOG') = k+ k' et d’apres la proposition précédente,
ce graphe admet un systéme dominant stable de k& + k' 4+ 1 sommets.

Donc le produit cartésien est une opération interne dans cette sous classe de
graphes. O

On s’intéresse au cas plus général de graphes quasi-amplement réguliers.
Une coloration dominante de graphe en Fig 3.2 est donnée en Fig 5.10.

Proposition 5.5.4. Si G est le graphe de G, 0G,,, localement (dy,ds) —
bistars, alors Ao +2 < o(G) < dy(AM + 1) +da(Aa+ 1) + 1.

Preuve.
La plus grande clique de G est d’ordre Ay 4+ 2.Ce qui représente une borne
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C3 C3

Fiac. 5.10

inférieure de p(G). Il est ausi régulier de degré k = dy (A + 1) + da(Aa + 1).
Donc p(G) < di(M +1)+da(Xe+1). DO

5.6 Le nombre b-chromatique des graphes de
Hamming

Afin de déterminer une borne inférieure du nombre b-chromatique d’un
graphe de Hamming obtenu par produit cartésien de cliques de différents
ordres, on commence par chercher une pour le nombre b-chromatique des
graphes de Hamming produit d’une méme clique. Pour cela nous exploitons
les propriétés de ce parametre déja démontrés.

Proposition 5.6.1. (Mekkia Kouider-Maryvonne Mahéo [53]). Soient K,
et K,, deux graphes complets d’ordre n et p respectivement, alors

- n < p(K,0K,) <p(p—1) sip<n<plp-1);
- p(K,0K,) =nsin>p(p—1).

Pour le cas des hypercubes, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 5.6.1. (Mekkia Kouider-Maryvonne Maheo [53]) p(Q1) = p(Q2) =
2 et p(Qn) =n+1Vn>3.
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Afin de donner une borne inférieure de nombre b-chromatique des graphes
de Hamming, on s’intéresse d’abord a ¢(K,0K,).
Pour n = 1, 2 ou 3; on a ¢(K,0K,) = n. On a aussi ¢(K;0K4) > 5 et
o(K50K5) > 6.

Donner une coloration dominante de K, 0K, est équivalent a affecter a
toute case du tableau carré n x n, un élément de I'ensemble {1,2,...,0(G)};
de sorte que tout élément ¢ ne figure pas deux fois dans une méme ligne, non
plus dans une méme colonne. De plus, pour au moins une des cases ayant la
valeur 4, on a: tout élément de {1,2,....0(G)} \ {i} apparait dans une case de
la ligne ou de la colonne de la case .

Une 5—coloration de graphe K,0K, et une 6—coloration de graphe K;OKj
sont présentées dans les deux tableaux suivants.

3| 2% 1* |5

4% 13 |2 1

514 [3 |2

1 |5 |4 |3

et

3| 2% 1* | 6% |5
4% 13 |2 1 |6
514 |3 |2 1
5 |4 |3 |2
1 16 |5 |4 |3

Le systeme dominant de graphes K,0K, et celui de graphe K;OKj5 sont
donnés respectivement par les sommets des ensembles {1*,2* 3* 4* 5%} et
{1*,2%,3* 4* 5* 6*} présentés dans les deux tableaux respectivement.

Une coloration dominante est aussi obtenue pour le cas de n = 6 et de
n = 7. Il s’ensuit que p(KsOKg) > 8 et p(K7;0K;) > 9. La b—coloration de
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ces graphes avec 8 et 9 couleurs respectivement sont présentées dans ce qui
suit. Les sommets dominants sont ceux correspondants aux cases affectées
de x*, pour toutes les valeurs possibles de x.

I*12% | 3% | 4% | 516
7T 18 |1 |2 |34
Bl 6% | 7F 8% |12
3 |4 |5 |6 |7]8
8 |7 |4 |3 |2]1
4 |3 |8 |7 |6]5
et pour n =7, on a:
12 |3 (4 |[5]6 |7
819 |1 [2 |3]|4%]|5*
6 |7 |8 [9F|1]2%]3
4 |5 [6%|7TF|8[9F|1
2 |3*|4 |5 |6|7 |8
9 |1 |2 |3 |4]|5 |6
718 19 |1 |23 |4

Bien que le nombre b—chromatique consiste a chercher le maximum de
toutes les colorations dominantes possibles; mais I'existence d’un dominant
stable est une propriété importante pour un graphe donné. Ainsi la proposi-
tion suivante.

Proposition 5.6.2. Soit K, le graphe complet de n sommets; avec n un
nombre impair différent de 1. Alors K,OK, admet un systeme dominant
stable de n sommets. De plus, un quelconque sommet de K,0K,, est dans un
systeme dominant stable approprié.

Preuve.

Le graphe K,0K,, est constitué de 2n cliques d’ordre n. Dans une représentation
graphique, on retrouve n copies horizontales et n copies verticales de K,,.
Dans un tableau n x n, on peut simulé le probleme de la recherche d’'un
dominant stable de n éléments, a celui d'une configuration symétrique de n
symboles. Il existe alors plusieurs représentations possibles.
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Parmi les différentes colorations, quelques unes induisent un systeme do-
minant stable. Une des possibilités est la suivante.

On a n est impair.
— On colorie les cases de la premiere ligne par les couleurs 1, 2, ---, n de
gauche vers la droite dans cet ordre.
— On translate par la suite, I’affectation des couleurs 1, 2, - - -, n de gauche
vers la droite de deux cases, pour toute nouvelle ligne.
Les sommets de la diagonale vont constitués un systéeme dominant stable
pour les couleurs 1,n,n — 1,...,2 dans cet ordre.
Le sommet (1,1), qui correspond a la premiere case du tableau est donc un
élément de ce stable.
En changeant le premier élément de la premiere ligne, on obtient un nouveau
systeme dominant stable disjoint avec le précédent. De cette maniere, on ob-
tient tous les systemes dominants stables. O

Remarque 5.6.1. Cas ou n est pair. Il est possible de construire une colo-
ration dominante comme suit :

— On commence par colorier les cases de la premiere ligne du tableau par
les couleurs 1, 2, ---, n, dans cet ordre, allant de la gauche vers la
droite.

~ Pour les premieres 5 lignes, on translate cette méme coloration, de
deux cases pour toute nouvelle ligne.

— Pour la deuxieme partie de lignes, on inverse la coloration de la premiere
partie dans le méme ordre (de la droite vers la gauche).

Mais, pour une telle coloration, les éléments de la diagonale ne forme pas un
systeme dominant.

Proposition 5.6.3. Pour deux entiers positifs n et d, tels que n est im-
pair, n # 1 et d > 1; le nombre b—chromatique de graphe de Hamming
H(2d,n) vérifie la relation (H(2d,n)) > (dn — (d — 1)) et ce graphe admet
un (dn — (d — 1))-systéeme dominant stable.

On a aussi p(H(2d+1,n)) > (d+1)n—d sid > 1.

Preuve.
p(H(2,n)) = p(K,0K,) > n.
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Par induction sur d.

H(2,n) admet un n-systeme dominant stable de n éléments (d’apres la pro-
position précédente).

De la proposition 5.5.2, le graphe de Hamming H (4,n) admet un (n+n — 1)-
systéeme dominant stable; du fait qu’il s’agit de H(2,n)0H (2,n).

I1 admet alors, un (2n — 1)-systéme dominant stable. La propriété est donc
vraie pour d = 2.

Supposons que ¢(H (2d,n)) > dn — (d — 1) et le systeme dominant de (dn —
(d — 1)) sommets est stable.

On a H(2(d+ 1),n) = H(2d,n)OH (2,n).

D’apres la méme proposition; on conclue que le graphe H(2(d+ 1),n) admet
un (dn — (d — 1) + n — 1)-systéme dominant stable.

Considérons maintenant le graphe de Hamming H(2d + 1,n). On a:

H(2d + 1,0) = H(2d,n)0K,.

Le graphe K, n’admet pas de systéme dominant stable et ¢(K,,) = n.
H(2d,n) admet un (dn — (d — 1))-systéme dominant stable.

On a:n <dn— (d—1) puisque n > 3 et d > 1. D’apres la remarque 4.5.2,
on obtient: p(H(2d + 1,n)) > p(H(2d,n)) + p(K,) — 1.

Puisque 2 < n < (dn — (d — 1)), on retrouve:

e(H2d+1),n) > (dn—(d—1)) +n — 1.

Donc p(H(2d+ 1,n)) > (d+ 1)n — d. O

Corollaire 5.6.2. Pour n > m(m — 1), ¢(H(d,m,n)) > n.

Preuve.

Sin>m(m—1),ona: p(K,0K,,) > n.

Pour deux graphes G et H; on a: o(GOH) > max(p(G),p(H)).

Le graphe H(d,m,n) est un produit cartésien de d graphes K, 0K,,.
Alors ¢(H (d,m,n)) > o(K,0K,,).

Ainsi p(H(d,m,n)) > n. O

La proposition suivante donne une borne inférieure du nombre b—chromatique
pour certains graphes de Hamming.

Proposition 5.6.4. Pour le triplet d’entiers positifs non nuls n, m et d; tels

que n et m sont impairs. On a:
1. p(H(2d;mm)) > d(n+m) —2d + 1,
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2. p(H(2d+1;mn)) > d(n+m) —2d + 1,
3. Sin>2etm<n, alors o(H(2d+ 1;mmn)) > d(n+m —2) +n.

Preuve.

1. On a ¢(H(2d,n)) > (dn — (d — 1)) et ¢(H(2d,m)) > (dm — (d — 1)).
Chacun des deux graphes admet un systeme dominant stable.
On a alors p(H(2d;m,n)) > (dn — (d—1)) + (dm — (d — 1) — 1).
Donc ¢(H(2d;m,n)) > (d(n +m) — 2d + 1).
Ainsi H(2d; m,n) admet un (d(n+m)—2d+1)-systeme dominant stable.

2. On a H(2d+ 1;m,n) = H(2d,m,n)0H(1;m,n).
Alors p(H(2d + 1;m,n)) > maz(p(H (2d; m,n)),0(H(1;m,n))).
Ainsi o(H(2d + 1;m,n)) > d(n+m) — 2d + 1.

3. Sin > 2 et m < n, alors o(H(2d + 1;m,n)) > p(H(2d;m,n)) +
p(H(1;mn)) — L
On retrouve: o(H (2d+ 1;m,n)) > (H(2d;m,n)) + ¢(H(1;m,n)) — 1.
Et o(H(2d+ 1;mn)) >d(n+m) —2d+1+n— 1.
Donc p(H(2d + 1;m,n)) > d(n+m —2) +n.

O

Proposition 5.6.5. Considérons le quadruplet d’entiers positifs n, m, d et
d' tels que, n et m sont impairs et différents de 1 et d et d' sont non nuls.
On a:
1. p(H(2d,m;2d'n)) > (dm +d'n— (d+d') + 1) et ce graphe admet un
systéme dominant stable de (dm + d'n — (d+ d') + 1) sommets.
2. Si(d+1)n—d <dm—(d—1), alors o(H(2d,m;2d' 4+ 1,n)) > (dm +
(d+1n—(d+d)).
3.9 ((d+1)n—d) > (dn—(d—1)), alors o(H(2d,m;2d' + 1,n)) >
(d+1)n—d.

Preuve.

1. H(2d,m) admet un systéme dominant stable constitué de (dm—(d—1))
sommets et H(2d',n) admet un systeme dominant stable de (d'n — (d' —
1)) sommets.

Alors p(H(2d,m;2d' n)) > ¢(H(2d,m)) + ¢(H(2d',n)) — 1.
On retrouve: p(H (2d,m;2d' ,n)) > (dm—(d—1))+ (d'n—(d' —1)) — 1.
D’ou p(H(2d,m;2d',n)) > (dm +dn — (d+d') + 1).
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2.8 (d+1)n—d <dm—(d—1).
Comme H(2d,m) admet un systeme dominant stable de (dm — (d—1))
sommets et b(H (2d' + 1,n)) < b(H(2d,m)).
e(H((2dm;2d" +1,n)) > (dm— (d—1)) + (' +1)n—d') — 1.
Ainsi o(H(2d,m;2d' + 1,n)) > (dm + (d' + 1)n — (d + d)).

3. Si(d+1)n—d >dm—(d—1).
On a p(H(2d,m;2d" + 1,n)) > max(p(H (2d,m)),o(H(2d' + 1,n)).
Donc ¢(H (2d,m;2d + 1,n)) > ((d' + 1)n — d').

5.7 Le produit total et la b-coloration

Soient G et G’ deux graphes amplement réguliers de parametres (n,k,\,2)
et (n/ k' \,2) respectivement. Le produit total de G et G’ est le graphe GKG'.

Proposition 5.7.1. Soient deux graphes réguliers G et G' de degré k et k'
respectivement. Alors G G’ est régulier de degré (k+ 1)(kK'+1) — 1.

Preuve.

Comme un sommet u de G admet k voisins dans G et un sommet v de G’
admet £’ voisins dans G’, alors le nombre de voisins d’un sommet (u,v) de
GXRG est k+k + kK.

Ainsi d(GXRG') = (k+1)(K'+1)—-1. O

Corollaire 5.7.1. Soient K,, et K,, deux graphes complets de n et m som-
mets respectivement. Alors K, X K,, est le graphe complet K, .

Preuve.

L’ordre de graphe K, X K, est nm et son degré est (n—1+1)(m—141)—1 =
nm — 1.

Ainsi un sommet de K, X K,, est adjacent a tous les autres sommets de ce
graphe. Donc K, X K,, est le graphe complet K,,,. O

Le nombre de voisins communs de deuzr sommets adjacents (u,v) et (u,v’)
de GRG', tels que v # v' est k+ kX +k+ X. On retrouve alors (k4 1)\ + 2k
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sommets.
Ces sommets sont donnés par :

— (u',v) et (u/ ') pour tout sommet v’ adjacent a u;
— (u,w) et (v/,w), pour tout sommet w, voisin commun de v et v' et v’
un sommet adjacent a u.

Pour deuz sommets adjacents (u,v) et (u',v), le nombre de voisins communs
est k' + E'A + k' + \. On retrouve ainsi (k' + 1)\ + 2k’. Ces sommets sont
donnés par:

— (u,0') et (u/,0") tels que v’ est un sommet adjacent a v;
— (t,v) et (t,0) tels que ¢ est un voisin commun de u et v/, et v' est un
sommet adjacent a v.

Deux sommets adjacents (u,v) et (u/',v") avec u # u' et v # v’ admettent
A2 4+ 4\ + 2 voisins communs. Ils sont donnés par :

— Les deux sommets (u',v) et (u,0’);

— (u,w) et (u/,w), tels que w est un voisin commun de v et v';

(t,v) et (t,0), t est un voisin commun de u et u';

A? sommets de la forme (¢,w), ou ¢ est un voisin commun de u et u’ et
w est un voisin commun de v et v'.

Pour les sommets a distance 2, on distingue plusieurs cas, a savoir :

— Les deux sommets sont donnés par (u,v) et (u,v’); on v et v sont alors
a distance deux dans G'. Ils admettent 2k 4 2 voisins communs, donnés
comme suit :

— Deuz sommets (u,w) ol w est un voisin commun de v et v' dans
G,
)
— 2k sommets (t,w) ol w est un voisin commun de v et v dans G’
et t est un sommet adjacent de v dans G.

— Les sommets a distance 2, (u,v) et (u/,v). Leurs voisins communs sont :
— Deux sommets (t,v) ou ¢ est un voisin commun de u et u';

— 2k sommets (t,w), ou w est un adjacent de v dans G’ et t est un
voisin commun de u et v’ dans G.
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— (u,v) et (v',0) tels que u # v’ et v # v'. On distingue 3 cas.

—u ~ u et v ¢ v: dans ce cas (u,v) et (u',v') possedent 2A\+4
voisins communs. Puisque u et v possedent A voisins communs
dans G, et v et v’ sont nécessairement a distance 2 dans G'.

—u~u et v~ dans cecas (u,w) et (u',v') ont aussi 2A+4 voisins
communs. v et v ont \ voisins communs dans G’; u et u’ ont 2
voisins communs dans G.

— u » u' et v = v :les deur sommets ont 4 voisins communs, puisque
u et v’ sont a distance deux dans G; v et v’ sont a distance deux

dans G'.

Ainsi, deux sommets a distance deux admettent 2k +2 ou 2k’ +2 ou 2\+4
oubien 4 voisins communs.

Corollaire 5.7.2. Pour deux graphes amplement réguliers, on a:
1. Le produit total de deux graphes non complets de Gy n’est pas un graphe
amplement régulier, non plus quasi-amplement réqulier.
2. Le produit total de deux graphes de Gy, d’ordres n et n' respectivement
et ayant le méme degré est un graphe quasi-amplement réqulier.

Preuve.

1. Soient G et G', deux graphes de G, de parametres (n,k,\,2) et (n/,k',\,2)
respectivement.

Une paire de sommets adjacents admet A? + 4\ + 2 ou (k + 1)\ + 2k
voisins communs.

Si G X G’ est amplement régulier, alors :

(k+ )X+ 2k =X+ 4X\+2. Donc k= X + 1.

Le méme raisonnement pour G’'. Ainsi k = k' = XA 4+ 1. D’apres le
précédent résultat, GOG' est le graphe K (A42)2-

2. Si on suppose que k = k', les sommets adjacents dans GOG’ ont 2k
oubien 2 voisins communs. Les sommets a distance 2 ont 4 ou 2k + 2
voisins communs.

Alors G ¥ G’ est quasi-amplement régulier avec parametres (nn' k* +
2k,2k,2,4,2k + 2).
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Soit. Cy le cycle de longueur 4. On a ¢(Cy) = 2. Dans ce qui suit, une
b—coloration de Cy X Cy. On retrouve ¢(Cy X Cy) > 5.

Cq Cx

C3

Fic. 5.11

Ce graphe peut étre représenté sous forme d’un tableau carré 4 x 4. Les
voisins d'une case (7,5) sont {(i,j —1),(¢,j+1),(i —1,7—1),(¢ —1,5),(i — 1,5+
1),(i+1,5—1),(¢+1,5),(¢+ 1,5+ 1)}. On précise que les lignes 1 et 4, aussi
bien que les colonnes 1 et 4 sont considérées consécutives. Ainsi sii+1 =5
ou j + 1 =5, ces valeurs sont remplacées par 1.

Colorier ce graphe revient a affecter une couleur de I'ensemble {1,2,3,4,5}
a toute case du tableau. On obtient :

*12% 1115
3 14 |32
1 12 |1]5*
4% 15 1413

On s’intéresse a la borne inférieure du nombre b-chromatique de graphe
produit total de deux graphes. Pour le graphe produit total de graphes com-
plets, o(K,, X K,,) = ¢(K,).p(K,). Aussi, pour le graphe Cy,
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0(Cy R’ Cy) > ¢(Cy)p(Cy). Cas de graphe Cy X C,, nous avons la suivante
proposition.

Proposition 5.7.2. Pour n un entier positif pair, tel que n > 4, on a:

Preuve.

On se base sur la coloration de Cy X Cy donnée précédemment, pour obtenir
une coloration dominante de Cy X C,,.

Ce graphe peut étre représenté sous forme d’un tableau rectangulaire 4 x n.
On affecte dans la premiere colonne, la deuxieme, 'avant derniere et la
derniere les mémes couleurs que dans Cy X C}.

Pour le reste des colonnes, on affecte dans toute colonne impair les couleurs
affectées dans la colonne 1 et dans toute colonne pair, celles affectées dans
la colonne 2. Une telle coloration, restera propre et le systéeme dominant
précédent est aussi dominant pour ce nouveau graphe. a
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Conclusion générale

Cette présente these s’articule principalement autour de la régularité et
de la symétrie des graphes de Hamming. Le probleme de coloration des som-
mets est un probléeme aussi évoqué.

Vu la structure particuliere des graphes de Hamming, qui a incité plu-
sieurs études, une extension de ces derniers au cas plus général de ces graphes,
constitue notre sujet de recherche. Une caractérisation en fonction des pa-
rametres est déja donnée pour les graphes de Hamming. Cette derniere est
étendue, sous certaines conditions, au cas de graphes obtenus par produit
cartésien de différentes cliques, en exploitant particulierement le produit
cartésien comme opération principale.

L’étude de la transitivité de ces graphes est liée a la recherche de leurs
groupes d’automorphismes. Pour les graphes de Hamming d’une maniere
générale, les groupes d’automorphismes sont connus, et une caractérisation de
ces graphes en fonction de ce parametre, est obtenue sous certaines conditions
supplémentaires. Les propriétés de sommet-transitivité, aréte-transitivité et
distance-transitivité sont les principales trois types d’action de groupe d’au-
tomorphismes dans le graphe, auxquels on s’est intéressé.

L’algebre combinatoire est une discipline exploitant a la fois 1'algebre et la
combinatoire. De nouveaux résultats sur les graphes sont alors obtenus.

Le nombre b—chromatique est un invariant récemment défini. Apres avoir
démontré quelques propriétés importantes, on s’est intéressé a la recherche de
bornes inférieures de ce parametre pour certaines familles de graphes. Pour
le cas des graphes de Hamming, le calcul se base sur celui de p(K,0K,). Le

1. On ne meurt pas riche de ce qu’on a fait mais pauvre de ce qu’on a pas fait. "SAN
ANTONIO”.
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résultat dépend de la parité de nombre de graphes complets utilisés. Pour
différents cas de graphes de Hamming, nous avons exploité les propriétés
de produit cartésien de graphes et les résultats obtenus pour les graphes de
Hamming.

Comme perspectives, nous proposons d’étudier les problemes suivants:
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Problemes ouverts

1. Caractérisation des graphes de Hamming dans la classe des graphes
quasi-amplement réguliers.

(a) PROBLEME 1: Le probleme de reconnaissance des graphes de

G0, qui sont produit cartésien de deux graphes G et G’ de G, et
G, respectivement est encore posé. La caractérisation des graphes
de Hamming H (dy,A\; +2)0H (da, A2 + 2) dans G, 0G,, sera alors
généralisé dans une sous-classe plus grande de Gy, »,, a savoir la
sous classe des graphes localement (d,ds)—bistars; et de suite dans
toute la classe de graphes Gy, »,.
Résoudre le probleme posé, revient a montrer si pour G' un graphe
localement (d;,ds)—bistars et G (respectivement Gy) est le graphe
partiel de G obtenu par élimination de toutes les arétes des (Ag +
2)—cliques (respectivement des (A\; + 2)—cliques); alors les deux
graphes (G; et (G5 sont non connexes et constitués respectivement
de d; et dy composantes connexes isomorphes, de Gy, et Gy,.

(b) PROBLEME 2: Soit G un graphe de G, \,. Si G est un pro-
duit cartésien de deux graphes amplement-réguliers sans K, — e,
G, et Gy de Gy, et G, respectivement, alors il est localement
(dy,ds) — bistars. L'inverse est-il vraie?

(¢c) PROBLEME 3: Soit G un graphe de Gy, ,, (d1,d2) — bistars.
Supposons que tout 4 — cycle est constitué d’arétes de cliques de
méme ordre ou d’arétes de (A\; + 2)—cliques et (A\y 4+ 2)—cliques

2. The important thing in science is not so much to obtain new facts as to discover
new ways of thinking about them. ”SIR WILLIAM LAWRANCE BRAGG, BEYOND
REDUCTIONISM”.
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alternativement. Peut-on écrire G comme G10G5 ou GGy est dans
Gy, et Go est dans G,,7.

(d) PROBLEME 4: Pas tout (0,2)—graphe est sommet-transitif. Les
exemples de (0,2)—graphes non sommet-transitifs donnés par J.M.
Laborde et R.M.Madani ne sont pas dans Gy U Gs. Existe-t-il
d’exemples de (0,2)—graphes non sommet-transitifs qui ne sont
pas dans Gy U Gs.

2. Caractérisation des graphes de Hamming par I'algebre combinatoire.

(a) PROBLEME 5: Caractérisation d’un graphe par son groupe d’au-
tomorphismes Aut(G).

(b) PROBLEME 6: Primitivité d’un graphe. Soit G' un graphe et u
un sommet quelconque de G. G est dit primitive s’il est connexe
et tous les N;(u) (i = 1,--- ,d) sont connexes; il est imprimitive
sinon. Ces notions sont fortement liées aux concepts correspon-
dants sur les groupes de permutations. Ainsi la primitivité d’un
graphe G est-elle équivalente a celle de Aut(G).

3. PROBLEME 7: Probleme de la b—coloration sous contraintes de Aut(G).
Soit G un graphe, Aut(G) son groupe d’automorphismes et ¢(G) son
nombre b—chromatique. Une coloration dominante de G a l'aide de b
couleurs, est une fonction qui correspond a un sommet u une couleur
de {1,2,...,b}. Deux colorations C; et Cy sont dites équivalentes s'il
existe un automorphisme de graphe G, et une b—permutation tel que
Cy0g = mo(Cy. Pour le cas de graphe H(d,n), la question est de savoir
si toute b—coloration C; de H(d,n) admet une autre b—coloration c;
qui lui est équivalente.

4. PROBLEME 8: Construction de codes mixtes. Quelques codes mixtes
sont définis par Gerzson Kéri [50]. Il s’agit d’une combinaison de codes
binaires, ternaires et quaternaires. On s’intéresse a d’autres combinai-
sons, plus particulierement combiner un nombre fini de ¢;—codes tels
que les nombres ¢; sont premiers, ou premiers entre eux ou vérifient
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certaines relations de multiplicité.

5. La b-coloration des graphes de Hamming.

(a)

PROBLEME 9: Le probleme de b—coloration de K,0K,.
Plusieurs colorations dominantes de ce graphe sont données et
la question est de chercher le nombre b—chromatique. On veut
démontrer si o(K,0K,,) > 2n — 3.

PROBLEME 10: Dans le graphe de 'hypercube @, tel que n > 3;
tout sommet u; de couleur j est dans un systeme dominant stable
approprié. Cette propriété constitue-t-elle une caractérisation de
ces graphes parmi les autres éléments de Gy ou Gs.
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Abstract

Let G, be the class of the amply-regular graphs of parameters
(n, k, A, 2), where n is the order, k is the degree, A is the number of
common neighbors of adjacent vertices and those at distance 2 have two
common neighbors. G, 3, is the class of the quasi-amply-regular
graphs where a pair of adjacent vertices has Ay or Xig common
neighbors; such a graph is defined by parameters (n, k, A1, A9, 2). The

b-chromatic number of a graph G is defined as the maximum number &
of colors that can be used to color the vertices of G, such that we obtain a

proper coloring and each color i, with 1<i <k, has at least one
representant u; adjacent to a vertex of every color j, 1 <i# j <k We

give in this paper some general properties of this parameter, and we
elaborate some bounds of the b-chromatic number of the Hamming and

generalized Hamming graphs.
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1. Introduction

We consider undirected, finite graphs without loops or multiple
edges. Let G be a connected graph. We denote it by (V, E), where V is

the vertex set and E is the edges set. An edge between u and v is denoted

uv. dg(u) is the degree of a vertex u, A(G) is the maximum degree and

d(G) is the degree of the graph G in the case of a regular graph.

We denote by N(u) the open neighborhood of the vertex u in G and
by N;(u) the set of vertices at distance i from u in a level decomposition
of G from a vertex u. N(u, v) is the set of common neighbors of u and v.
The distance d(u, v) is the length of the shortest induced (u, v)-paths

linking the vertices u and v in G.

The Cartesian product of two graphs G and G’ is the graph G [1 G/,
where V(G 11 G') = V(G)x V(G') and (u, u') is adjacent to (v, v') if and
only if either u =v and u'v' € E(G') or u' =v'" and wv e E(G). We
denote by K, a complete graph on n vertices. A Cartesian product of d

copies of K,, is the Hamming graph H(d, n).

H(d, m, n) is the Cartesian product of H(d, m) and H(d, n), and
H(d, m, d', n) is the Cartesian product of H(d, m) and H(d', n).

An amply-regular graph with parameters (n, k, A, n) is a k-regular

graph on n vertices, where any two vertices have A common neighbors if
they are adjacent and p common neighbors if they are at distance 2. We

indicate by G; the class of the amply-regular graphs with parameters
(n, k, A, 2). A k-regular graph G of order n is said to be quasi-amply-
regular of parameters (n, k, A;, Ag, 1y, Ug) if any pair of vertices have
A1 or Ay common neighbours if they are adjacent and p; or pg common

neighbours if they are at distance 2. We consider in this work the quasi-

amply-regular graphs such that p; = pg = p and we suppose that
M < Ag; then the parameters of these graphs are (n, k, Aj, Ay, n).

Gy, ,», correspond to the case of p = 2.
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Characterizing the Hamming graphs is a very old question. In the
following, we exploit some known results to provide a useful new
characterization of these graphs. Let give in first the definition of the
distance regularity.

A connected graph G is called distance regular graph if it is regular of

degree k and there are integers b;, ¢ > 0 and ¢;, ¢ 2 1 such that for any
two vertices u and v, where d(u, v) = i, there are precisely ¢; neighbors
of vin N;_;(u), b; neighbors of v in N;,;(u) and then a; = k- b; —¢;
neighbors of vin N;(u).

The sequence L(G) = {by, by, ..., bg_1; €1, €9, ..., ¢q}, Where d is the
diameter, is called the intersection array of G. b; and c¢; are the

intersection numbers. It is clear that by = k.

Theorem 1 [1]. Let G be a graph of G; of degree 2d. The two

following assertions are equivalent:
M |V(@)| = 3%,
(2) G is the graph K?‘f.

Proposition 1. Let G be a distance regular graph with intersection
array L(G)={2d,2(d-1),...,2;1,2,...,d}. Then G is the Hamming graph
3
H.
As the proof of this proposition is easy, we give it here.

Proof. The values of b; and ¢; are given in the intersection array.
Using the relation | N;(v)|-¢; = | N;_1(v)| - b;_1, starting by | Ny(v)| =1
and | N;_1(v)| = 2d, we calculate the numbers of vertices in every level

N;(v) and then the numbers of vertices of G. By induction, we obtain

|N;(v)| = 2{?), and then n = 3%,

As every distance regular graph is also an amply-regular graph; then

G is an amply-regular graph of parameters (3%, 2d, 1, 2). Under the last
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theorem, G is the Hamming graph H(d, 3).

Proposition 2. Let G be a distance regular graph with intersection
array L(G)={dA+1),(d-1)(A+1),..,(A+1)1,2,..,d}, N@u)NN_)
contains no edge if d(u,v)=2 and the graph induced by
I(u, v)\{v, N(v)} is pentagon free for any two vertices u and v. Then G is
the Hamming graph H(d, A + 2).

Proof. Using the relation | N;(v)|-¢; = | N;_1(v)|-b;_1, we get the

numbers of vertices in every level N;(v) and then the number of vertices

of G. By induction, we obtain |N;({)|= (7»+1)i(cii), and then

n = (. +1)%. Thus G is the Hamming graph H(d, A + 2).

The ordinary stable of a graph G is a subset S of V(G) such that all

the vertices are no adjacent. The maximum order of S is called the

stability number a(G). The chromatic number y(G) of a graph G is the

minimum number k2 such that G has a k-coloring. Moreover in 1999,
Irving and Manlove [3] defined the b-chromatic number of a graph G as
being the maximum number %k of colors that can be used to color the
vertices of G, such that we obtain a proper coloring and each color i has

at least ome representant x; adjacent to a vertex of every color
b1<j#i<k {x,x9,..x,} 1is a k-dominating system. This

parameter can be used to represent some networks communication.

Kouider and Mahéo [4] gave some lower and upper bounds for the
b-chromatic number of the Cartesian product of two graphs; Effantin and
Kheddouci [2] studied this parameter for the power graph of a path and a
cycle. And here, among the graphs with particular structure, we consider
the well known Hamming graphs studied and characterized in several
ways by many authors using both algebraic and metric aspect in a
specific classes. In this paper, we study the b-chromatic number for the
case of regular graphs, graphs with a stable dominating system and
especially the Hamming and generalized Hamming ones. Whenever, in
Section 2, we gives some general properties of the b-chromatic number.
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We consider in Section 3, the b-chromatic number of amply-regular and
quasi-amply- regular graphs. Later in Section 4, we exploit the previous
results to get some bounds of the b-chromatic number in the case of

Hamming graphs and generalized Hamming graphs.

2. Some Properties of the b-chromatic Number of Amply and
Quasi-amply-regular Graphs

We need to recall the following proposition regarding the complete
graph.

Proposition 3 [4]. If S,,, K,,, P, and C,, are respectively the stable
graph, the complete graph, the path and the cycle on n vertices, then
0(Sy) =1 o(Ky,) =n, o) =¢(C,) =3Vn 2 5.

Proposition 4. Let G be a graph. If K,, is a subgraph of G, then
o(G) > n.

Proof. Suppose the opposite (¢(G) < n). Then the vertices of the
subgraph K, are colored with less then n colors. Then necessarily at
least two adjacent vertices in K, have a same color, this constitute a
contradiction with the definition of the proper coloring.

Remark 1. If H is an induced subgraph of G, then we have not
necessarily ¢(H) < ¢(G).

Whenever G is considered as the graph Kj [1 K5, it admits a

3-coloration and it is easy to prove that neither a 4-coloration nor a
5-coloration is possible for this graph.

Thus ¢(K5 ] K3) = 3 and this coloration is given in the following.
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i o

[

Figure 1.

And a subgraph H of G with ¢(H) = 4 is given in Figure 2.

[r] 4

Figure 2.
It is also easy to prove that a 5-coloration cannot exist.

Proposition 5 [4]. For any graph G of size m, we have

1 / 1

Proposition 6. Let G be a regular graph of degree k. Then

1++4nk +1
(p(G)ST.

Proof. If G is regular then m = n?k; by applying Proposition 5, we
get the result.
Proposition 7. Let G be a graph of order n, degree k and a stable

dominating system S. Then ¢o(G) < n -k and ¢(G) < % If oG) = %,
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then G is isomorphic to the complete bipartite graph from which a perfect

matching is removed.

Proof. Let S be a stable dominating system of elements u;,
1 < j < ¢(G). As S is stable then the k neighbors of any vertex u; is not

in S-n=|S|+|V(G)\S|. Then n > ¢(G) + k.

As S is a stable set, then we correspond to u;, at least ¢(G)-1
neighbors in V(G)\S. And we correspond to us at least one neighbor vy
of color 1 which is different from u;. The other vertices of S may have

there neighbors in N(u;) U {v;}. We obtain then at least 2 - ¢(G) vertices.

The equality holds in the case of complete bipartite graph from which

a perfect matching is removed.

Proposition 8. Let G be an amply-regular graph of parameters
(n, k, A, n) and G does not contain K, —e, then k =d(A+1) and A + 2

< 0(G) < 5 +yn-dh+1)+ 1.

Proof. An amply-regular graph is regular of degree k. Moreover, if G

does not contain K, —e, then, for any vertex u, N(u) is constitute of
complete graphs of (A +1) vertices. Let d be the number of these
complete graphs. Every vertex u is in d complete graphs of (A + 2)

vertices. Then A + 2 = ¢(K; ,9) < o(G).

Since Proposition 5, we get ¢(G) < % +yn-d+1)+ i

Corollary 1. Let G be a graph of G;, does not contain K, —e and
for any pair of vertices u and v, the graph induced by I(u, v)\{v, N(v)} is

pentagon free. Then ¢(G) < % + \/(k + Z)d dlh +1) + %

Proof. In this case, we have k = d(A +1) and n < (A + 2)%.

Let us recall that the Cartesian product of fwo classes of amply-
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regular graphs of parameters (n, k, A, 2) and (n', k', Lq, 2) is a subclass
of the «class of quasi-amply-regular graphs of parameters
(nn', k+ k,, }\.1, }\.2, 2)

Theorem 2 [1]. Let G be a graph of G, U G,,, locally (dy, dy)-

bicliques. Such that for any pair of vertices u and v, the graph induced by
I(u, v)\{v, N(v)} is pentagon free. Then

1.n< (M + 2)d1 (Ao + 2)d2; the equality holds if and only if G is the
generalized Hamming graph H(dy, A, + 2) [1 H(dg, Lo + 2).

2. diam(G) < dy +dy and diam(G) = d; +dy if and only if G is
isomorphic to Gy [ Gy such that diam(G;) = d; and diam(Gs) = ds.

Proposition 9. If G is a graph of Gy, [ G,,, locally (dy, dy)-

bicliques with the graph induced by I(u, v)\{v, N(v)} is pentagon free for

any pair of vertices u and v, then

by +2<9(G) < 5 + \/(xl + 2% (g + 22(d) (g +1)+ daylhy +1) + -
Proof. We have max(A; + 2, Ag +2) = Lo + 2.

Since the previous theorem n < (A +2)% (Ay + 2)%2, the result is

obtained.

3. Some Other Bounds of ¢(G)

An immediate and useful remark given by Kouider and Mahéo [4] is
that for any graph G, %(G) < ¢(G) < A(G) + 1.

Corollary 2. Let G be a regular graph of degree k. Then %(G) < ¢(G)
<k+1.

Proof. If G is a regular graph of degree k, then A(G)= k. Thus
o(G) < k+1.

Remark 2. Let G be a connected regular graph of order n, degree k



SOME BOUNDS FOR THE 5-CHROMATIC NUMBER ... 9

and stability number o(G). And suppose that G admits a stable
dominating system. Then ¢(G) < a(G).

Proof. The stable dominating system is one of the different stables of
the graph; it may be at most the one of maximum cardinality o(G).

Remark 3. The last upper bound of ¢(G) given in Section 2 may be

the exact value of this parameter in the case of complete graphs only.

Whenever, in the case of vregular graphs of degree &,

1++4nk +1
2

> k +1 for any no complete graph. Thus, this relation is
improved by ¢(G) < k + 1.

Proposition 10. Let G be an amply-regular graph of parameters
(n, k, A, 2) and does not contain K4 —e. Then o(G) < d(h+1)+1 such

that k = d(» +1) for a given d.
Proof. G is regular of degree d(A +1) and o(G) < k + 1.

Proposition 11. If G is a graph of G,, [ G,,, locally (dy, dy)-
bicliques, then Ay + 2 < ¢(G) < dj(A; +1) + dy(hg +1).

Proof. dij(A; +1)+ dy(rg +1) is the degree of this graph.

Proposition 12. Let G be a graph and H, is a subgraph of G

induced by the set of wvertices {u}U N(u)U Ny(uw). Then o(G)=
Max{p(H, )}, Yu € V(G).

Proof. Let & be an integer. Suppose the existence of a vertex u such
that the subgraph induced by {u}U N(u)U Ny() cannot have a

k-coloration. Then ¢(G) < k.

Thus ¢(G) = k if and only if for every vertex u, the subgraph induced
by the vertices {u} U N(u)U Ny(u) can be colored with k-colors and there
is at least a vertex u such that o(H,) = k.

Corollary 3. Let G be a graph. If the graphs induced by H, are
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isomorphisms Yu € V(G), then o(G) = ¢(H,) for any vertex u.

Proof. The corollary holds from the last proposition.

Effantin and Kheddouci [2] proved that ¢(c,) = 3,n > 5.

This graph is an example of amply-regular graph G of parameters

(n, 2,0,1) with ¢(G) = 3. The following proposition gives the value of

this parameter for any amply-regular graph of parameters (n, &, 0, 1).
Proposition 13. Let G be an amply-regular graph of parameters
(n, k, 0,1). Then o(G) = k +1.
Proof. We need to prove that ¢(H,) = k+1, u € V(G). Let then give

a coloration of the vertices {u} U N(u) U No(u) for a given vertex u.

Let give a color 1 for u and a colors 2, 3, ..., k +1 for its neighbors.
For v e N(u), v have k-1 neighbors in Ny(x); which may have

different colors. This is true for every vertex v.

For w € Ny(u), it may have at most k-1 neighbours in Ny(u)

which are necessarily no adjacent. Then it is always possible to arrange
the coloration of the vertices of N(v) in such a way that no two adjacent

vertices with a same color.

In this way every vertex is a dominating vertex for it is own color.
Thus ¢(G) = k + 1.

Proposition 14 [4].
oG U H) > max(p(G), o(H)).
Theorem 3 [4]. Let G and H be two graphs such that G has a ¢o(G)-
stable dominating system, and H has a ¢(H)-stable dominating system.

Then oG T H) > (p(G)+@(H)-1); and the graph G H has a
(o(G) + o(H) — 1) -stable dominating system.

Remark 4 [4]. The inequality of the previous theorem is still true if
S; is not a stable set and 2 < ¢(G) < ¢(H).
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Proposition 15. Let G and H be two graphs such that G has a b(G)-
stable dominating system and H admit a b(H)-stable dominating system.
Then G 11 H can be colored with b(G)-b(H)-1 colors and the
dominating set will be stable. Thus ¢(G 11 H) > b(G) - b(H) - 1.

Proof. Following the proof given by Kouider and Mahéo for the last
theorem. We construct in the same way a coloration of the vertices of the
graph G [ H with a stable dominating system of b(G)-b(H)-1

vertices. We deduce then that (G (1 H) > b(G) - b(H) — 1.

Remark 5. The inequality of the previous proposition is still true if
S; is not a stable set and 2 < b(G) < b(H).
Given a graph of G; ;, of degree k. We look for the existence of a

stable dominating system of & +1 vertices.

Proposition 16. Let G and G' be two regular graphs of degree k and
k' respectively. If each of these two graphs has a stable dominating

system of k+1 and k' +1 vertices respectively, then G U G' preserve this
property.

Proof. d(G) = k, then ¢(G)=k+1 and d(G')=Fk', then ¢(G')=k'+1.
dGOG)=k+k and ¢(G 0 G') < k+ k' +1. As this graph has a stable

dominating system of 2+ 1+ k' +1 —1 vertices.

Then ¢(G [ G') = k + k' + 1; this induce the equality.

Corollary 4. If there is in GM a graph G of degree k and a stable
dominating system of k+1 elements and G' of degree k' in sz with a
stable dominating system of k' +1 elements, then there is in GM,M a

graph of degree k + k' with the same properties. Thus this property is

closed in Gy, ;, under the Cartesian product.
Proof. We have G, [ G;, = Gy, 5,-

Since the previous proposition, d(G) =k, ¢(G)=k+1, d(G')=k' and
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®G)=Fk+1 GUG €G3, dG1G)=Fk+Fk' and this graph has a
stable dominating system of & + k' +1 vertices.

The Cartesian product is a closed operation in the class of a quasi-

amply-regular graphs G;, ;,, then the result.

4. Case of Hamming Graphs and Generalized Hamming Graphs

Proposition 17 [4]. Let K,, and K, be two complete graphs of order
n and p respectively. Then n<oK, 1K, <pp-1) if
p<n<plp-1)and oK, ) K,)=nif n> p(p-1).

In order to give a bound of the b-chromatic number of the Hamming

graph, we develop the result of the previous proposition for the case
n=p.

Let us give in first, the results for some particular cases.
Forn=1,2 or3, oK, [1K,)=n
oKy 1 K4)>25 and o(K5 [l K5)>6. Giving a coloration of

K, U K, is equivalent to fill in the n? cells of a square array with the
elements of the set {1, 2, ..., o(G)} in such a way that the cells of the

same row or a same column must be different and for each element i,
there is at least one cell which has this value and such that each other

element must appear at least one’s in the row or column of the cell i.

3 |28 |17 |5
4" 3 2 |1
5" 4 3 |2
1 5 4 | 3

and
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3 | 2" | 1" | 6" | 5
4" 3 2 1 | 6
5" 4 3 2 1
6 5 4 3 | 2
1 6 5 4 | 3

A dominating system of the graphs K, [0 K, and Kj; [] K5 is given

respectively by the vertices of the sets {1*, 2%, 3%, 4", 5"} and {1%, 2%, 3%,

4%, 5%, 6"}

A b-coloration i1s also obtained for the case n =6 or n =7, thus

(P(KG O KG) > 8 and (p(K7 0 K7) > 9.

These colorations are given in the

following.

1" | 2" | 3" | 4" | 5| 6

7 8 1 2 | 3| 4

5 | 6" | 7t | 8 |1 | 2

3 4 5 6 | 7| 8

8 7 4 3 |21

4 3 8 716 |5

For n = 7, we have

1" 2 3 4 | 5| 6 7
8" 9 1 2 3 | 4" | 5"
6 7 8 [ 9" |1 | 2 3
4 5 6" | 77| 8 | 9 1
2 3" 4 5 6 7 8
9 1 2 3 |41 5 6
7 8 9 1 | 2] 3 4
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Proposition 18. Let K, be the complete graph of n vertices. Then
K, 1 K, has a stable dominating system of n vertices. Moreover, for

every n = 2, every vertex is in an appropriate stable dominating system.

Proof. Let consider the graph K, [ K,,. It constitutes 2n complete
graphs K, (n horizontal and n vertical copies). We can simulate the

problem to a Latin square of n symbols.

Among the different colorations, some induced a dominating system,

which is stable. One of the possibilities is
If n is even, we color the cells of the first row by the colors 1 to n in
this order and then for the first % rows, we translate the coloration with

two cells for every row. For the second part of the rows, we reverse the
firsts ones in the same order. If n is odd we color the cells of the first row
by the colors 1 to n in this order and then we translate the coloration
with two cells for every row. The vertices of the diagonal constitute a

stable dominating system.

We need to change the labelling of the first element to get a new
stable dominating system, and then every element is in a stable

dominating system.

Proposition 19. Vn > 1, d >1, the Hamming graph (H(2d, n))
verify o(H(2d, n)) = (dn - (d —1)). This graph admit a (dn - (d -1))-
stable dominating system. And ¢(H(2d +1), n) > ((d +1)n —d) for n > 1.

Proof. ¢(H(2, n)) = o(K,, [ K,,) = n.

By induction on d.

H(2, n) admit a n-stable dominating system (since last proposition).

Since Theorem 2, H(4, n) = H(2, n) [1 H(2, n) admit a (¢(H(2, n))+
¢(H(2, n)) — 1) -stable dominating system.

Then it has a (2n — 1)-stable dominating system. The property is true
for d = 2.



SOME BOUNDS FOR THE 5-CHROMATIC NUMBER ... 15

Let suppose that ¢(H(2d, n)) > (dn —(d —1)) with a stable dominating

system.
We have H(2(d +1),n)= H(2d, n) 1 H(2, n).

Since Kouider and Mahéo [4] H(2(d +1),n) have a (dn—(d-1)+n-1)-
stable dominating system, then a ((d+1)n —d)-stable dominating

system.

Let consider (H(2d +1, n)).
H(2d+1,n)=K, [1 H(2d,n).

¢(K,) =n and this graph has not a stable dominating system;
H(2d, n) has a (dn —(d —1))-stable dominating system and 2 <n <
(dn—(d-1)).

Since the last result, we get ¢(H(2d +1), n) > o(H(2d, n))+ o(K,) - 1.
o(H(2d +1),n)>(dn—(d -1))+n —1.

Thus o(H(2d +1),n)>((d+1)n—d).

Corollary 5. For n>m(m-1), ¢(H(d, m, n)) > n.

Proof. In this case, we have o(K, [1K,,)=n. And ¢(H(d, m, n))
> oK, [ Kp).

Proposition 20. For d >1, we have ¢(H(2d, m, n)) > d(n+ m)-
2d +1. o(H2d +1, m, n)) > d(n+m)-2d +1 and if n>2,
e(H2d +1, m,n)>dn+m-2)+n.

Proof. ¢(H(2d, n)) > (dn - (d — 1)) and ¢(H(2d, m)) = (dm - (d - 1))

and each one has a stable dominating system.
Then o(H(2d, m, n)) > (dn-(d-1)+dm - (d -1)-1).
Thus ¢(H(2d, m, n)) = (d(n + m) - 2d +1).

H(2d, m, n) has a (dn — (d - 1))-stable dominating system and
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H(2d +1, m, n) = H(2d, m, n) [1 H(1, m, n);
then
o(H(2d + 1, m, n)) > max(p(H(2d, m, n)), o(H(1, m, n))).
In other part, if m > 2, then o(H(2d +1, m, n)) > o(H(2d, m, n))
+o(H(@1, m, n)) - 1.
Then
o(H(2d +1, m, n)) > o(H(2d, m, n))+ o(H(1, m, n)) — 1.
and
o(H2d +1, m,n))>dn+m)-2d +1+n-1.
Thus ¢(H(2d +1, m, n)) > d(n + m — 2) + n.
Proposition 21. Let consider n, m, d and d', four integers. Then
1. o(H(2d, m, 2d', n)) > (dm + d'n — (d + d') + 1) and this graph has a
stable dominating system of (dm + d'n — (d + d') + 1) vertices.
2. o(H(2d, m,2d'+1,n))>(dm+(d +1)n-(d+d") if (d'+1)n-d')
-1<(dm - (d -1)).
3. If (d+1)n-d')>(dm-(d-1)), then o(H(2d, m, 2d' +1, n)) >
((d+1Dn-d).
Proof. 1. H(2d, m) have a stable dominating system of (dm—(d-1))

vertices and H(2d', n) have a stable dominating system of (d'n — (d' — 1))

vertices. Then
o(H(2d, m, 2d', n)) = ¢(H(2d, m)) + ¢(H(2d', n)) — 1.
Thus
o(H(2d, m, 2d', n)) =2 (dm - (d -1))+ (d'n — (d' -1)) - 1.
So
o(H(2d, m,2d',n))>(dm+d'n—(d+d')+1).
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2.If (d'+1)n—-d')-1<(dm—(d -1)).
H(2d, m) have a stable dominating system of (dm — (d — 1)) vertices
and o(H(2d' +1, m)) < ¢(H(2d, n)). Then
o(H(2d, m, 2d' +1,n)) =2 (dm - (d -1))+ ((d' +1)n - d') - 1.
Thus
o(H(2d, m,2d' +1,n))> (dm+(d'+1)n—(d +d')).
3.If (d' +1)n—-d') > (dm - (d - 1)).
o(H(2d, m, 2d' +1, n))> max(p(H(2d, m)), o(H(2d' +1, n))).

Then
o(H(2d, m,2d' +1,n))>((d'+1)n—-d’).
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1 Introduction

All graphs considered are connected, undirected finite graphs without loops
or multiple edges. In a graph G, the symbols V(G), E(G), wv, d(u,v) and
diam(G) will denote, respectively the vertices set, the edges set, an edge be-
tween u and v, the length of the shortest induced {u, v}-path and the diameter
of G.

A subgraph G’ of a graph G is called a spanning subgraph if V(G') = V(G).
For a vertex u, N(u) is the set of neighbours of u. I(u,v) is the set of vertices
located on shortest (u,v)-paths. N(u,v) is the set of common neighbours of
w and v. The cartesian product of two graphs G and G is the graph GOG’
where V(GOG) = V(G) x V(G') and (u,u) is adjacent to (v,v") if and only
if either v = v and v'v' € E(G') or v’ =" and wv € E(G).

For a given n, K, denote the complete graph and H(d,n), the Hamming
graph obtained by cartesian product of d complete graphs K,,. Qg is H(d,2).
The generalized Hamming graph H,, 4,4, is the graph K, OK,,0..0K,,
and H(d,m;d',n) = H(d,m)OH(d,n).

A (0, 2)-graph is a Mulder graph. An amply-regular graph is denoted by the
parameters (n, k, A, u). We will deal with the class of the amply-regular graphs
with parameters (n, k, \,2), denoted G. We consider a quasi-amply-regular
with parameters (n, k, A1, A2, p1, f12), we also consider here G, »,, which cor-
respond to the case \; < Ay and p; = s = 2.

An automorphism of a graph G is a permutation ¢ in V(G) with the prop-
erty that Yu,v € V(G), u is adjacent to v if and only if g(u) is adjacent to
g(v). The set of all the automorphisms of a graph G is the group Aut(G).
The direct product of two groups H and H' is H x H' such that (g1, g2) (91, 95) =
(9197, 9295). If H is acting on H' in such a way that the group structure of
H’ is preserved; we define the semi-direct product of H and H by H' x H =
{(¢.9)/g' € H',g € H} and (g1, 91)(95, 92) = (9191 ' (92): 9192)-

Suppose we have a group H acting on a set X. Then consider the cartesian
product Y = X7 x X5 x ... x X,, where each X; = X. If H' is a group of
permutations acting on the labels {1,2,...,n}, the semi direct product of H"
by H' is the wreath product H ! H'.

(G is said to be vertex-transitive, edge-transitive or s — arc-transitive if
Aut(G) act transitively respectively in V(G), E(G) or s — arcs of G. S, is

! Email: f_affif@yahoo.fr
2 Email: abdelhafid_berrachedi@yahoo.fr
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the symmetric group of n vertices. We call a graph prime with respect to a
cartesian product if it can not be represented as the product of two nontrivial
graphs. Two graphs are said to be relatively prime if the unique common
element in the prime factor decomposition of the two graphs is K. For a
undefined notions the reader can refer to Wilfried Imrich, Sandi Klazar [4].

2 Automorphisms groups of generalized Hamming graphs

It’s proved by Peter J. Cameron [3] that any graph and its complement have
the same automorphism group and Aut(K,) = S,.

Proposition 2.1 (A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier[2]) The automor-
phism group of the Hamming graph H(d,n) is given by (S, XSy X ... X.S,) XS =
Sn USq; which not only acts transitively in each co-ordinate, but also permutes
the co-ordinates transitively. The Hamming distance between the vertices is
preserved by S, 1 Sy.

Corollary 2.2 G is a connected graph of degree d(n—1) and Aut(G) = (S, X
Sp X . X Sp) ¥ Sy =5, 08¢ if and only if G is isomorphic to the Hamming
graph H(d,n).

Proposition 2.3 Let be G a graph obtained by cartesian product of dy copies
of a graph G1. Aut(G) = Sym(V(G1)) 1 Sy, if and only if G is the Hamming
graph H(dy,mq1) or the disconnected graph constitute of ny copies of Kq, or the
complement graph of any of the two.

Corollary 2.4 (Wilfried Imrich, Sandi Klazar [4]) Let G be the cartesian
product G\0OG.0...0Gy of connected relatively prime graphs, then every auto-
morphism ¢ of G preserves the layer structure of G with respect to the given de-
composition and can be written in the form o(vy, va, ..., k) = (Y101, Yavs, ..., Vi Ug)
where the 1; are automorphisms of Gj.

Proposition 2.5 Let be G the cartesian product of the two complete graphs
of order m and n respectively. If ¢ € Aut(G) then Jp; € Aut(K,,) and Jpy €
Aut(K,) such that o(u,v) = (¢1(u), p2(v)); and then p(K,,0K,) = Sy X S,.

Proposition 2.6 Let be G the cartesian product of the two Hamming graphs
H(d,m) and H(d',n) with m # n. Then let consider u € H(d,m) and
v € H(d n); if p € Aut(G) then p(u,v) = (p1(u),p2(v)) for some p1 €
Aut(H(d,m)) and ¢y € Aut(H(d',n)) and Aut(G) = (S, 1Sq) X (Sp 0 Sa).

Proposition 2.7 Let G be the generalized Hamming graph H (dy,n,)3H (dy, ny)O
..OH (di, ni,) such that n; # n; fori # j and Aut(G) its automorphisms group.
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Then Aut(G) is generated by the permutations of Sy, 1 Sq,, Vi € {1,2, ..., k}.

Corollary 2.8 Let be GOG' a connected graph, such that G and G' are two
relatively prime graphs. G and G’ are a cartesian product of dy copies of a
graph Gy and dy copies of a graph G respectively. Aut(GOG") = (Sym(V(G1))
Say) X (Sym(V(G2)) ¥ Sa,) if and only if GOG' is the generalized Hamming
graph H(dy,n1)0H (da, ns).

Proposition 2.9 The automorphism group of the generalized Hamming graph
H(dy,n1)0OH (da, n2)0...0H (dg, ny) is given by (Sn, 1S4, ) O(SnySay)D...0(Sy, 0
Say,)-

Combining all the previous results, we get the following theorem which
give a characterization of the generalized Hamming graphs.

Theorem 2.10 Let G be a connected graph with nill.ng?...nzk vertices. Then

Aut(G) = (Sn; USay)O(Sny U Say)O(Sk, 1 Sa,) of degree (ny — 1)dy + (ng —
l)ds + ... + (ng — V)dg if and only if G is the generalized Hamming graph
H(dl,nl)DH(dz,nz)D...DH(dk,nk).

3 Some graphs with transitive abelian automorphism
group

Theorem 3.1 (Wilfried Imrich, Sandi Klazar [4]) Let G be a non trivial
graph with transitive abelian automorphism group. Then Aut(G) is an ele-
mentary abelian two-group, that is every element of Aut(G) has order two.
Moreover if G has more then two wvertices, it is connected and contains a
proper spanning hypercube.

Corollary 3.2 The unique Hamming graph which have a transitive abelian
automorphism group is the graph of hypercubes.

Lemma 3.3 A Hamming graph H(d,n) contain a proper spanning hypercube
if and only if n =27 for some integer j.

Corollary 3.4 Let consider G a graph. If it contain a proper spanning gen-
eralized Hamming graph H(dy,a1)0H (ds, a2)0...0H (dy, ag), such that Ji €
{1,2,...,k} for which a; is not a power of 2; then Aut(G) can not be a transi-
tive abelian group.

Let recall that the class of (0,2)—graphs define by Mulder contain the
amply regular graphs Gy, G5 and any cartesian product of two graphs of Gg
and G, respectively.
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Theorem 3.5 (J.M.Laborde,R.M.Madani [5]) Let d > 4. Then Q4(S) is a
(0,2)—graph if and only if SN{2,3,...,d—2} =0 and S 2 {1,d — 1}.
Proposition 3.6 Let Qg be the hypercube graph of degree d, all the graphs
Qa(S) such that SN{2,3,....,d —2} =0 and S{1,d — 1} are in Gy or Gs.

Proposition 3.7 Let G be a graph in Gy. G has a spanning hypercube if and
only if G is the graph of hypercube Q4 or the generalized hypercube Q4(1,d).

Proposition 3.8 Let consider G a graph in Gog. Then Aut(G) is transitive
abelian if and only if G is the graph of hypercubes Qq or Q4(1,d).

Corollary 3.9 Let consider G be a graph of G of degree d, then Aut(G) is
transitive abelian if and only if G is the Hamming-graph H(4,d).

4 Transitivity of Amply-regular graphs

It’s proved that for every connected vertex-transitive graph, we have a(G) =
0(G), where A(G) and a(G) denote the edge connectivity and minimum ver-
tex degree of GG. Thus the following graph which is quasi-amply-regular of
parameters (12,3,0,1,1,2) is not vertex-transitive.

Fig. 1.
Lets recall the following result given by P.Potocnik

Lemma 4.1 (P.Potocnik [6]) Let X be a connected 2-arc-transitive graph
which contains a triangle. Then X s isomorphic to K, .

Then the following proposition :

Proposition 4.2 Let consider A > 0 and let be G an amply regular graph of
parameters (n, k, A\, p), then G is connected 2-arc-transitive if and only if it is
1somorphic to Ky,o.
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Corollary 4.3 IfG is a quasi-amply reqular graph of parameters (n, k, A1, Ao, ),
with \1 or Xy # 0 then G is not 2-arc-transitive.

Proposition 4.4 (Wilfried Imrich, Sandi Klazar [4]) A cartesian product of
connected graphs has transitive automorphism group if and only if every factor
has transitive automorphism group.

A characterization of the generalized Hamming graph H(dy, \y+2)0H (dg, Ao+
2) in G, 0G,, is already given by F.Affif Chaouche, A.Berrachedi [1]. We get
then the following corollary.

Corollary 4.5 Let G be a graph in G5, 0G,,, locally (dy,ds) —bicliques. Such
that for any pair of vertices w and v, the graph induced by I(u,v) \ {v, N(v)}
is pentagon free. Then |V(G) = (A + 2)4.(Xg + 2)% if and only if Aut(G) =
(SM 2Sd1) X (S>\2 ! SdQ)'

To recognize the amply-regularity in GG, we need to do it for their prime
factors.

Lemma 4.6 Let consider the prime factor decomposition G10G,0...0G, of
of a graph G. Then G 1is verter transitive if every prime factor is vertex
transitive.

Corollary 4.7 Let G be a graph of Gy, and G' be a graph of Gy, GOG' €
G, 08 vertex transitive if and only if G and G are vertez-transitive in Gy,
and in G, respectively.

Lemma 4.8 Let be G = G10OG>5 a graph. Then G € G, if and only if G € G,
and G2 € G)\.

Proposition 4.9 Let G10G20...0G, be a prime factor decomposition of a
graph G. Then G is a quasi-amply regular graph of Gy, x, if and only if
G; € G)q or G; € G}QVi € {1, 2, ,p}

Proposition 4.10 Let consider G a graph of Gx. Then Aut(G) is an ele-
mentary abelian two-group if and only if A+ 2 is a power of 2, G does not

contain K4 — e and for any pair of vertices u and v, the graph induced by
I(u,v) \ {v,N(v)} is pentagon free.

Proposition 4.11 Let G be an amply reqular graph in Gy with A # 0. If G
15 2-arc-transitive then it is isomorphic to Kys.

Corollary 4.12 Let A # 0. The unique s—arc transitive in G with s > 2 is
the complete graph Kys.



E. Affif Chaouche, A. Berrachedi / Electronic Notes in Discrete Mathematics 24 (2006) 9—15 15

It is known that Q)4 is symmetric, edge-transitive and vertex transitive.
Regarding the Hamming graphs, we get :

Corollary 4.13 The Hamming graphs H(d,n) are not s—arc transitive for
n=#2 andd > 1.

References

[1] F.Affif Chaouche, A.Berrachedi, Quasi-amply-regularity and Generalized
Hamming Graphs. Submited to Discrete Mathematics.

2] A.E Brouwer, A.M.Cohen, A.Neumaier, Distance-Regular Graphs. Springer-
verlag, 1989.

[3] Peter J. Cameron, Topics in Algebraic Graph Theory (ed LWBemeke,
R.J.Wilson) Cambridge, 2005.

[4] Wilfried Imrich, Sandi Klazar, Product graphs, Structure and recognition. 2000

[5] J.M.Laborde,R.M.Madani, Generalized hypercubes and (0, 2)—graphs. Discrete
Mathematics 165/166 (1997) 447-459.

[6] P.Potocnik, On 2-arc transitive Cayley graphs of abelian groups. Discrete
Mathematics 244 (2002) 417-421.

[7] Ming Wang and Qiao Li, Conditional edge connectivity properties, reliability
comparisons and tramsitivity of graphs. Discete Mathematics 258(2002) 205-214.



ANNEXE 3

151



152



Available online at www.sciencedirect.com

SCIENCE@DIREOT° Electronic Notes in
DISCRETE
£l MATHEMATICS
ELSEVIER Electronic Notes in Discrete Mathematics 22 (2005) 113-117

www.elsevier.com/locate/endm

Quasi-amply-regularity and Generalized
Hamming Graphs

F.AFFIF CHAOUCHE!

Faculty of mathematics
U.S.T.H.B, B.P. 32 El Alia,
Bab-Ezzouar 16111, Algiers, Algeria

A.BERRACHEDI

Faculty of mathematics
U.S.T.H.B, B.P. 32 El Alia,
Bab-Ezzouar 16111, Algiers, Algeria

Abstract

Let Gy be the class of the amply-regular graphs with parameters (n,k, A,2) and
G\, .2, be the one of the quasi-amply-regular graphs with parameters (n, k, A1, A2, 2).
We first give some particular properties of G; with new proofs and a new character-
ization of the Hamming graphs H (d, 3). Then under some conditions, we provides a
characterization of the generalized Hamming graphs H (dy, A1 +2; d2, A2+2) obtained
by a cartesian product of H(di, A1 + 2) and H(d2, A2 + 2) as a quasi-amply-regular
graphs with parameters (n, k, A1, A2, 2) of maximum order for a given degree.

Keywords: Amply-regularity, Quasi-amply-regularity, Generalized Hamming
graph.

! Email: £ affif@yahoo.fr
2 Email: abdelhafid berrachedi@yahoo.fr

1571-0653/$ — see front matter © 2005 Elsevier B.V. All rights reserved.
doi:10.1016/j.endm.2005.06.020


http://www.elsevier.com/locate/endm

114 F. Affif Chaouche, A. Berrachedi / Electronic Notes in Discrete Mathematics 22 (2005) 113—-117

1 Introduction

The Hamming graphs have a lot of applications in reason of their particular
structure. Mixed codes are a widely used codes. In keeping with the moti-
vation of coding theory, in order to develop these codes, we look here at the
properties of these graphs and we give a characterization of some particular
generalized Hamming graphs.

J.M.Laborde and S.P.Rao Hebbare [3] showed that the hypercube H(d,2)
is characterized as the (0, 2)-graph with the maximum order for a given degree
d. M.Mollard [4] showed that this graph is the (0,2)-graph with maximum
diameter. Hikoe Enomoto [2] proved that the Hamming graph H(d, A + 2)
is characterized as being an amply-regular graph with parameters (n, k, A, 2)
with maximum order under some conditions.

We will be considering the graphs H(d;m,n) (the cartesian product of
H(d,m) and H(d,n)) and H(d,m;d,n) (the cartesian product of H(d,m)
and H(d',n)).

Our basic terminology and notation follows that of C.Berge [1]. A (0, \)-
graph is a graph where any pair of vertices have 0 or A common neighbours.
An amply-regular graph with parameters (n, k, A\, ) is the graph with n ver-
tices, valency k, any two adjacent vertices have precisely A = A\(G) common
neighbours and any pair of vertices at distance 2 have precisely u = u(QG)
common neighbours. The class G correspond to the case of p = 2. A graph
G is said to be quasi-amply-regular if any pair of adjacent vertices have A\; or
Ay common neighbours and any pair of vertices at distance two have py or ps
common neighbours. We consider in this work the case 1 = ps = v and we
suppose that A\; < Ay. G, ), correspond also to the case of u = 2.

2 Preliminaries

Theorem 2.1 (Hikoe Enomoto [2])
Let (Q,A) be a connected undirected graph without loops. (Forxz € Q, A(x)
denotes the set of vertices adjacent to ). Suppose

o | A(z) |=k for every z€€,

| M) NAG) [= X i yed(w),

| A(z) N A(y) |= p if the distance d(z,y) of x and y is two.
A(x) N A(y) contains no edge if d(z,y) = 2 and

(Q,A) is a pentagon-free, i.e. there exist no five vertices x;, 0<i<4, such
that x; and x; are adjacent if and only if (i — j) = F1lmod5.

x)
x)
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Then r = 5 is an integer. If p>2, then |Di(z)| < () (A + 1), for every ze Q
and every i>0, where D;(x) = {ye Q/d(x,y) =i}.

In particular, the diameter of (Q,A) is at most r,and |Q|<(\ + 2)". Fur-
thermore, if p>2 and |Q = (A +2)", then (Q, A) is isomorphic to L)}2.

The following proposition is proved independently of the one of Hikoe
Enomoto given for the amply-regular graphs.

Proposition 2.2 Let G be a graph in G. Then G is reqular with degree k;
and if G does not contain Ky — e then k =0 mod (A + 1).

Proposition 2.3 Let G be a graph in Gy of degree k, then for any pair of
vertices u and v in G.
o | N(u)NI(u,v) | > d(u,v) and diam(G) < k
e Moreover if G does not contain K4—e, and for any pair of vertices u and v,
the graph induced by I(u,v) \ {v, N(v)} is pentagon free, then diam(G) <
k
P
Remark 2.4 The theorem 2.1 is also true if the condition (5) is replaced

by the condition: for any pair of vertices u and v, the graph induced by
I(u,v) \ {v, N(v)} is pentagon free.

Proposition 2.5 Let G be a graph in Gy with degree k. For any vertexr u
of G, we have |Ny(u)| = w |N;(u)] < 5251 (9). Moreover if G does

1

not contain Ky — e and for any pair of vertices u and v, the graph induced

ke
by I(u,v) \ {v,N(v)} is pentagon free, then |N;(u)| < (A + 1)° (3+1)and

V(G < (A+2)%T.

3 Another characterization of H(d,3)

We indicate by ¢ — star a graph formed by ¢ triangles of disjoint edges and
having a common vertex, called the center of the 7 — star. Let be G a graph of

GG1 having a ¢ — star E, the smallest induced sub-graph of G in G containing
E is called a G-closing of E.

Proposition 3.1 Let G be a graph of G, the G-closing of a i — star E of G,
is a graph Kj.
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Theorem 3.2 Let G be a graph of Gy of degree 2d. The two following asser-
tions are equivalents.

- V(G)] =37,
G is the graph K3.

4 The basic properties of a quasi-amply regular graph

Proposition 4.1 Let G be a quasi-amply-reqular graph such that a pair of
adjacent vertices have Ay or Ay common neighbours and any pair of vertices
at distance two have i common neighbours, then G is reqular. We denote
this class by the parameters (n, k, A1, Ao, ) where n is the order and k is the
degree.

Proposition 4.2 Let G be a graph in Gy, , of order n and degree k. Then
for any pair of vertices u and v in G, we have:

o | N(uw) N I(u,v) | > d(u,v) and diam(G) < k.

o Moreover if G does not contain Ky —e, then k = dy(A +1) +day(Na+1). If
dy = dy then k =0 mod (A + Ag + 2).

5 Characterization of a generalized Hamming graphs

We indicate by (dy,dy) — bicliques a graph defined by d; cliques of A\; + 2
vertices and dy cliques of Ay + 2 vertices having a common vertex called the
center.

A graph G is said to be locally a (di,ds) — bicliques if for every vertex u,
{u, N(u)} induce a (dy,dy) — bicliques where u is the center.

Proposition 5.1 Let G be a graph of Gy, & G.,, locally (dy,ds) — bicliques.
Then G is a cartesian product of two amply-regular-graphs which does not
contain Ky — e, G1 of degree di(\ + 1) and Gy of degree do(Ao + 1) in Gy,
and G, respectively.

Theorem 5.2 Let G be a graph of Gy, G, locally (dy, ds) —bicliques. Such
that for any pair of vertices u and v, the graph induced by I(u,v) \ {v, N(v)}
s pentagon free. Then

o n < (A +2)1(\y+2)%, the equality holds if and only if G is the generalized
Hamming graph H(dy, \1 + 2) @& H(da, A2 + 2)
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o diam(G) < dy + dy and diam(G) = dy + ds if and only if G is isomorphic
to H(dl, A1+ 2) D H(dg, Ao + 2)
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