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0.1 Introduction générale

L�analyse des séries temporelles �nancières permet d�expliquer les phénomènes des mar-

chés �nanciers. A cet e¤et, plusieurs modèles ont été mis en évidence a�n d�analyser ces

séries et par conséquent permettant d�expliquer au mieux les phénomènes des marchés.

Il est bien connu que les séries �nancières sont caractérisées par plusieurs faits stylisés en

particulier la volatilité. La littérature, pour les travaux liés à l�étude de la volatilité, est très

diversi�ée. Plusieurs approches ont été utilisées pour traiter ce sujet.

La plus grande partie de ces approches utilise une modélisation basée sur les outils des

séries chronologiques pour évaluer et interpréter les données. Ces travaux utilisent, dans la

majorité des cas, une version des modèles de type ARCH /GARCH. Ces modèles sont utilisés

généralement pour des raisons de simplicité mais ils introduisent un déterminisme entre

le rendement et la volatilité.

L�autre alternative est les modèles de la volatilité stochastique qui o¤rent une plus grande

souplesse dans l�ajustement des données.

Le modèle à volatilité stochastique (SV) a été présenté par Taylor (1982) ; et Tauchen et

Pitts (1983) comme une façon de décrire la volatilité variant dans le temps des rendements

des actifs, en 1987 les modèles à volatilité stochastique ont donc été introduits par Hull

et White (1987) comme réponse aux critiques adressées au modèle fondateur de Black

et Scholes 1973. En e¤et le modèle a émergé comme une alternative à la famille ARCH

(hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive) (dans le cas discret) , car il est directement

relié au type de processus de di¤usion utilisé dans la théorie du prix des actifs en �nance

(voirMelino et Turnbull; 1990) et de capturer les principales propriétés empiriques souvent

observée dans les séries quotidiennes de rentabilité �nancière (voir, par exemple, Carnero;

Pena et Ruiz; 2003).

L�utilisation pratique des modèles à volatilité stochastique nécessite l�estimation
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des paramètres du modèle de volatilité. Cette estimation est délicate car la volatilité n�est

pas une variable d�état observable.

1. Revue de littérature

L�utilisation de l�outil statistique pour modéliser les données �nancières a probablement

commencé en 1900 avec Bachelier. Mais c�estMarkowitz (1952) qui l�utilise pour introduire

la variance en �nance, dans son approche �moyenne-variance�, appliquée à la sélection de

portefeuilles. En 1973; Black et Scholes formalisent l�utilisation de la volatilité pour l�éva-

luation des options d�achat et de vente d�actions. Celle-ci y apparaît comme l�́ ecart-type de

la loi normale qu�est supposée suivre le rendement relatif d�une action.

Depuis lors, les modèles �nanciers se sont sophistiqués pour mieux rendre compte des

observations empiriques (faits stylisés), comme l�excès de kurtosis, la segmentation de la

volatilité, l�asymétrie des réponses aux chocs, la corrélation des puissances, la persistance ...

Ils tentent de mieux appréhender cette volatilité. Parmi ces modèles, on peut distinguer ceux

qui sont basés sur l�observation, dans lesquels une variable va dépendre de ses observations

passées, et ceux qui sont basés sur des facteurs inobservables, dans les quels une variable

observée va dépendre de processus stochastiques latents.

Pour les modèles basés sur l�observation, Engle propose en 1982 les modèles ARCH

(AutoRégressifs Conditionnellement Hétéroscédastiques) ; ils furent étendus aux modèles

GARCH, ARMA-GARCH, E-GARCH , I-GARCH M-GARCH, GARCH multivariés... .

Ces modèles, sont relativement faciles à estimer analytiquement ou numériquement par l�es-

timateur du maximum de vraisemblance (EMV).

Pour les modèles basés sur des facteurs inobservables, cette méthode peut parfois en-

core être utilisable. C�est le cas des modèles linéaires, et des modèles à chaînes de Markov

cachées. D�autres outils doivent alors être utilisés : �ltre de Kalman, algorithme de Kitagawa-

Hamilton, algorithme Espérance Maximisation EM.

La variance conditionnelle du taux de rendement d�un actif �nancier, qu�on appelle sou-

vent la volatilité, a été capturée pour la première fois, en 1982, par Engle moyennant un

modèle de type ARCH. Depuis, plusieurs modèles ont été développés dans le but de généra-

liser et capturer ce phénomène.

Avant Engel, les auteurs utilisent des approximations pour traiter ce genre de problème.
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Cependant tous ces modèles qui ont été développés introduisent un déterminisme entre le

rendement et cette volatilité alors que celle ci est un processus stochastique latent.

Le modèle à la volatilité stochastique a été proposé par Jacquier; Polson, Rossi dans leur

article, "Bayesian analysis of stochastic volatility models", (1994). Ces auteurs comparent

l�approche ARCH avec celle de type bayésien, et montrent le caractère réaliste des modèles

de type SV ainsi la di¢ culté de connaître la fonction de maximum de vraisemblance pour

ce genre de modèle.

Ainsi et a�n de détourner ce problème, ces auteurs exploitent l�avantage que présente la

méthode de Monte Carlo par Chaîne de Marko (MCMC) qui permet de simuler les distri-

butions a posteriori des paramètres, malgré que le fait qu�on ne connaît pas la forme exacte

de la distribution. Ces auteurs, simulent la volatilité d�une seule observation pour un temps

donné. Et proposent ensuite des améliorations de ce modèle de base en introduisant des

queues épaisses dans la distribution du processus d�innovation "t et un e¤et de levier avec

une corrélation entre la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle des erreurs.

Shephard et P itt (1997) simulent des blocs de log-volatilités en utilisant l�algorithme

de Metropolis-Hasting . Ils génèrent une variable aléatoire pour le bloc des log-volatilités,

l�accepte ou la rejette avec une probabilité donnée, généralement, par le ratio de Hasting.

Durham dans son article, "Monte Carlo methods for estimating, smoothing and �ltering

one- and two-factor stochastic volatility models", (2005), décrit une approche qui permet de

capturer le log-volatilité, pour un et deux facteurs . En s�appuyant sur le travaux de : Pitt et

Shephard (1997), Durbin et Koopman (1997) , Durbin et Koopman (2000); Sandmann et

Koopman (1998) et Kim; Shephard; et Chib; (1998). L�auteur décrit, pour un et deux fac-

teurs, les outils d�une analyse fondée sur la fonction de vraisemblance de la volatilité stochas-

tique appliquée dans le domaine de la �nance. L�estimation de la fonction de vraisemblance

est e¤ectuée en utilisant la simulation qui intègre une variable auxiliaire non observée (le

processus de la volatilité) et en maximisant cette fonction de vraisemblance approximative.

Cette approche, communément appelée simulation de l�estimation de maximum de vraisem-

blance (SMLE), a beaucoup d�a¢ nité avec l�approche Bayésienne et La Monte Carlo par

Chaîne de Marko (MCMC), mais elle est vaguement liée à la méthode des moments.

J:McCausland, 2008, propose une méthode de tirage des paramètres et des log-volatilités
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à partir de leurs distributions a posteriori et essaie de les améliorer par la suite en introdui-

sant des ra¢ nements. L�avantage de cette méthode est dû à l�importance de ses résultats

théoriques et pratiques qu�il proposent. Les outils de simulations sont puissants, de calcul

e¢ cace pour un nombre d�observations raisonnable.

2. Présentation du mémoire

L�objectif principal de ce mémoire de Magistère en Mathématiques, Spécialité Recherche

Opérationnelle : Option Méthodes Stochastiques, dont l�intitulé est :

Modélisation de la volatilité stochastique des séries �nancières périodiquement corrélées

est d�étudier et de modéliser la à Volatilité Stochastique, nous avons appliqué les méthodes

de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC) , une méthode e¢ cace pour estimer les

paramètres du modèle, d�autre part, on présente la méthode du �ltre de kalman permettant

d�estimer la volatilité stochastique. Nous montrons comment on peut l�utiliser pour prévoir,

la volatilité des rendements boursiers. Nous avons e¤ectué des simulations intensives. Elles

a con�rmé les performances des estimateurs obtenus.

Pour ce faire, nous progressons comme suit :

Chapitre 1 : il comporte deux parties, fournira en premier lieu, quelques notions de bases

des séries �nancières. Dans la deuxième partie, on présente des plus grandes approches des

modèles à volatilité , volatilité déterministe et volatilité stochastique.

Chapitre 2 : L�objectif de ce chapitre est la représentation des modèles SV et quelques

propriétés de base, ensuite on se base sur la méthode de Filtre de Kalman appliquée à

l�estimation de la volatilité stochastique avec un exemple de données simulées.

Chapitre 3 : Ce chapitre a pour but d�introduire quelques notions de bases liées aux tech-

niques MCMC. Après un bref rappel théorique sur les chaînes de Markov, nous abordons la

construction de certains algorithmes MCMC les plus utilisés. En dernier lieu, nous présentons

des applications de ces algorithmes aux Modèles à volatilité stochastique.

Chapitre 4 : Ce chapitre présente une étude sur deux séries de données réelles, (FTSE 100)

ainsi que les données (Nikkei 225), ainsi nous e¤ectuons des simulations intensives. Elles ont

con�rmé les performances des estimateurs obtenus.
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Chapitre 5 : Dans ce dernier chapitre on présente les modèles à Volatilité Stochastique à

coe¢ cients périodiques.

On termine notre travail par une conclusion.



Chapitre 1

Séries �nancières et les modèles à
volatilité

1.1 Séries �nancières

1.1.1 Introduction

La modélisation des séries �nancières est un problème complexe. Cette complexité n�est

pas seulement due à la grande variété des séries utilisées (prix d�action, taux d�intérêt, taux

de change etc.), à l�importance de la fréquence d�observation (seconde, minute, heure, jour,

etc.) ou à la disponibilité d�échantillons de très grande taille. Elle tient surtout à l�existence

de régularités statistiques " faits stylisés " communes à un très grand nombre de séries

�nancières et di¢ ciles à reproduire arti�ciellement à partir de modèles stochastiques.

Dans un article paru en 1963; Mandelbrot mettait en évidence un ensemble de telles pro-

priétés. Ces régularités empiriques, véri�ées et complétées depuis par de nombreux auteurs,

apparaissent plus ou moins nettement en fonction de la fréquence d�observation de la série

et de sa nature. Les propriétés que nous présentons ci-dessous, sont valables surtout pour

des séries de prix d�action.

6
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1.1.2 Les principales propriétés des séries �nancières

Les séries de prix d�actif et de rendements présentent généralement un certain nombre

de propriétés similaires suivant leur périodicité. Soit pt le prix d�un actif à la date t et rt le

logarithme du rendement correspondant dé�ni comme suit :

Dé�nition 1.1 :

Le rendement d�un actif �nancier, à l�instant t, noté rt, est donné par :

rt = log(
pt
pt�1

) = log(pt)� log(pt�1) (1:1)

Variation relative d�un actif.

Le rendement d�un actif �nancier est lié à la notion de la variation relative d�un actif :

Dé�nition 1.2 :

La variation relative d�un actif à l�instant t, notée Rt, est donnée par :

Rt =
(pt � pt�1)
pt�1

(1:2)

ce qui est équiavlent à Rt + 1 =
pt
pt�1

. A partir des dé�nitions du rendement d�un actif et sa

variation relative on peux facilement établir la relation fonctionnelle suivante :

rt = log(1 +Rt)
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Exemple : Trajectoire d�Indice Boursier SP500 du 2/1/1970 au 30/9/2008

Figure 1. Trajectoire de l�Indice Boursier SP500 du 2/1/1970 au 30/9/2008

Propriété 1 (Autocorrélations des carrés des variations de prix)

La série r2t associée aux carrés des rendements présente généralement de fortes auto-

corrélations tandis que les auto-corrélations de la série rt sont souvent très faibles (hypothèse

de bruit blanc).

L�absence d�auto-corrélation des rendements renvoit à la notion d�e¢ cience. en e¤et l�hy-

pothèse d�e¢ cience du marché implique que les rendements anticipés d�équilibre corrigés du

risque ne sont pas prévisibles.

Quelle que soit la dé�nition retenue, les cours ne peuvent varier entre t et t+1 qu�en raison

de l�arrivée de �nouvelles�non anticipées. Sous l�hypothèse d�anticipations rationnelles, les

erreurs de prévisions dé�nies par "t+1 = Pt+1 � EtPt+1 , (Et représente l�espérance condi-

tionnelle) doivent être nulles en moyenne et ne doivent être corrélées avec aucune information

de l�ensemble �t d�information disponible à la data t. Cette dernière propriété est appelée

propri�et�e d0orthogonalit�e. Or, il est possible de démontrer que si "t est auto-corrélé alors la

propriété d�orthogonalité n�est pas respectée.

Par exemple, supposons que "t suit un processus AR(1), "t+1 = �"t + vt où vt désigne

un bruit blanc. L�erreur de prévision Pt+1 � EtPt+1 ou profit non anticip�e, est connu en

partie à la date t et par conséquent forme une partie de �t, i.e. E("t+1=�t) = 0. Autrement
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dit, l�erreur de prévision à la date t améliore les prévisions à la période suivante et donc aide

à prévoir le cours de la date t+ 1.

Exemple 2 : Rendements d�Indice Boursier SP500 du 2/1/1970 au 30/9/2008

Figure 2.Rendements d�Indice Boursier SP500 du 2/1/1970 au 30/9/2008

Propriété 2 (Distributions à queues épaisses)

L�hypothèse de normalité des rendements est généralement rejetée. Les queues des dis-

tributions empiriques des rendements sont généralement plus épaisses que celles d�une loi

gaussienne. On parle alors de distribution leptokurtique.

En fait, cet aspect, qui entraîne extrêmement une grande kurtosis (applatissement) relati-

vement à celui de la loi normale fréquemment utilisée, est reconnu depuis les années soixante

parmi beaucoup d�investigateurs, en particulier par Mandelbrot. D�où la nécessité d�avoir

recours à des lois d�innovations dont les queues sont plus épaisses que celles de loi de Gauss.

Dé�nition 1.3 :

On rappelle que le Kurtosis d�une variable aléatoire X, de moyenne � et de variance �2;

correspond à son moment centré d�ordre 4.

La Kurtosis est une mesure de l0�epaisseur des queues de distributions. En règle générale,

il est donné par :

Kurt =
E (X � �)

�4

4

(1:3)
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:

Cette dernière mesure est comparée à celle de la distribution normale, qui est considérée

comme une distribution de référence.

1) La distribution pour laquelle Kurt(X) = 3 est dite mésokurtique (mesokurtic).

2) Si Kurt(X) > 3, alors la distribution de X est plutôt pointue en sa moyenne que

celui d�une variable aléatoire normalement distribuée et par conséquent ces queues sont plus

épaisses (fat tails) et la loi est dite leptokurtique (leptokurtic).

3) Si Kurt(X) < 3, alors la distribution de X est relativement plus aplatie que celle

d�une loi normale ces queues sont moins épaisses et la loi est dite platykurtique (platykurtic)

Le tableau et la �gure (3) représente les caractéristiques essentielles de la série SP500

présentée précédemment (la Kurtosis est 5.1876 qui est supérieur de celle de la loi normale

3) :

Figure 3.Les caractéristiques de la série d�Indice Boursier SP500

Propriété 3 (Clusters de Volatilité)

Mandelbrot (1963) fait observer une caractéristique importante de la volatilité qu�il ré-

sume par une remarque célèbre : "... large changes tend to be followed bye large changes - of

either sign - and small changes tend to be followed bye small changes."
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Ce phénomène est connu sous le non de " regroupement de la volatilité" ( volatility

clustering ). On observe sans di¢ culté un tel phénomène sur les rendements du SP500 avec

la �gure (2). On peut observer que la période de la volatilité faible succède à la période de

la volatilité élevée, et vise versa. Une explication possible à ce phénomène a été donnée par

Fama (1965) l�information aurait tendance à heurter les marchés d�une manière regroupée,

ce qui expliquerait un comportement similaire de la volatilité.

Naturellement, ce type de phénomène remet en cause l�hypothèse d�homoscédasticité

généralement adopté en économétrie linéaire.

Propriété 4 (Queues épaisses conditionnelles) .

Même une fois corrigée de la volatilité clustering (par exemple avec des modèles ARCH),

la distribution des résidus demeure leptokurtique et ce même si la kurtosis est plus faible

que dans le cas non conditionnelle.

Propriété 5 (E¤et de levier)

Il existe une asymétrie entre l�e¤et des valeurs passées négatives et l�e¤et des valeurs

passées positives sur la volatilité des cours ou de rendements. On nomme ainsi cette propriété,

remarquée par Brock (1976), "E¤et de levier". Les baisses de cours tendent à engendrer

une augmentation de la volatilité supérieure à celle induite par une hausse des cours de même

ampleur.

Cette propriété n�est pas à confondre avec celle de l�asymétrie de la distribution des cours

ou des rendements (propriété 6). Il s�agit ici d�une asymétrie de la relation liant les valeurs

passés des cours ou rendements à la volatilité de ces derniers.

Propriété 6 (Asymétrie perte/gain)

La distribution des cours est généralement asymétrique : il y a plus de mouvements forts

à la baisse qu�à la hausse.



CHAPITRE 1. SÉRIES FINANCIÈRES ET LES MODÈLES À VOLATILITÉ 12

Dé�nition 1.4 :

On rappelle que le coe¢ cient d�asymétrie (Skewness coe¤ecient) d�une variable aléatoire

X, sous réserve que son moment d�ordre 3 existe, est donné par :

SK =
E (X � �)3

�3
: (1:4)

1) Si SK > 0, alors la distribution de X est non symétrique. Plus précisément, ceci

indique que la probabilité que cette variable prenne des valeurs qui sont supérieures à sa

valeur moyenne est plus importante que celle de prendre des valeurs plus petites que la

moyenne.

2) Si SK < 0, la distribution est asymétrique et la variable aléatoire a tendance à prendre

des valeurs inférieures à sa valeur moyenne avec une probabilité plus grande que celle associée

aux valeurs supérieures à la moyenne.

Il est à noter que SK = 0, n�implique pas nécessairement que la distribution est symé-

trique.

On véri�e ainsi aisément sur la �gure (3) que l�hypothèse nulle de symétrie de la distribu-

tion des rendements sur le SP500 est rejetée : le coe¢ cient de skewness est signi�cativement

négative, dès lors la distribution est non symétrique ; la probabilité d�obtenir des valeurs

inférieures à la moyenne étant supérieure à celle d�obtenir des valeurs plus fortes que la

moyenne. On retrouve la propriété d�asymétrie aux pertes et gains.

Propriété 7 : (Saisonnalité).

Lorsque les marchés ne fonctionnent pas (week-ends, fêtes), la volatilité tend à augmenter,

re�ètant ainsi l�information accumulée pendant cet arrêt. Pourtant, on constate souvent que

cette hausse est moins forte que si l�information s�accumulait à vitesse constante..
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1.2 Les modèles de la volatilité sur les marchés �nan-
ciers

1.2.1 Introduction

Les rendements des actifs �nanciers sont quali�és par leur non constance ; ceci mène à

dire que les niveaux de volatilité di¤érent d�un jour à un autre. Pour cette raison, la mesure

de la volatilité représente une étape importante dans la détermination de l�évolution des

marchées �nanciers.

L�analyse des séries temporelles �nancières permet d�expliquer les phénomènes des mar-

chés �nanciers. A cet e¤et, plusieurs modèles ont été mis en évidence a�n d�analyser ces

séries et par conséquent permettent d�expliquer mieux les phénomènes des marchés.

Une littérature abondante a été consacrée au mode de formation de la volatilité des actifs

�nanciers au cours de ces dernières années. Plusieurs approches ont été proposées pour décrire

sa dynamique. Toutefois, ce sont les spéci�cations de type AutoRegressive Conditional He-

teroskedasticity (ARCH; Engle1982) ou (GARCH;Bollerslev; 1986) qui sont généralement

utilisées pour décrire l�évolution de la volatilité des cours boursiers. On peut citer, à titre

ulistratif, les travaux de French, Schwert et Stambaugh (1987), Chou (1988) ou Baillie et

DeGennaro (1990) pour les rendements américains, ou ceux de Poon et Taylor (1992) pour

les rendements britanniques. Avec l�accumulation des travaux sur la volatilité, un certain

nombre de faits stylisés ont été établis.

Plusieurs études (Black 1976, Christie 1982, Nelson 1991 ) indiquent que réaction de la

volatilité à un choc sur le rendement est di¤érent selon le signe du choc : un choc à la baisse

a généralement un e¤et plus fort sur la volatilité qu�un choc à la hausse. Cette propriété est

dénommée e¤et d�asymétrie ou de levier (leverage e¤ect) dans la littérature. De nombreuses

spéci�cations de ces e¤ets ont été proposées pour tester la pertinence de cette hypothèse

sur les marchés boursiers (Nelson, 1991 ; Glosten, Jagannathan et Runkle, 1993 ; Zakoïan,

1994 ). Des synthèses de la littérature s�y référant ont également été exposées notamment par

Engle et Ng (1993) et Hentschel (1995). En outre, la densité conditionnelle des rendements

des actions a¢ che presque systématiquement un excès de Kurtosis. Certes, l�estimation des

modèles GARCH, sous l�hypothèse de normalité des innovations, engendre mécaniquement
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un excès de Kurtosis de la distribution non conditionnelle. Toutefois, cette propriété in-

trinsèque des modèles GARCH n�est pas, en général, su¢ sante pour rendre pleinement du

caractère leptokurtique des séries modélisées.

L�identi�cation de l�excès de Kurtosis traduit donc le fait que la distribution condition-

nelle est non-normale. Pour prendre en compte cette propriété, on a recours aux densités

conditionnelles autorisant des queues plus épaisses que celle la loi normale. La « distribution

de loi de l�erreur généralisée » (Generalized Error Distribution, ou GED, Nelson 1991 ) et la

distribution de Student (Bollerslev, 1987 ) sont des distributions permettant de tenir compte

de cette caractéristique des rendements boursiers. Des distributions alternatives, fondées sur

des développements autour d�une loi de référence (comme les développements en polynômes

d�Hermite, proposés par Gallant et Tauchen, 1989 ) ou se présentant sous forme de mélange

de lois (loi de poisson et loi normale par exemple), permettent de résoudre, au moins en

partie, le problème de non- normalité des distributions conditionnelles des rendements.

Dans cette section nous présentons les plus grandes approches des modèles à volatilité :

volatilité déterministe et volatilité stochastique.

1.2.2 La famille de modèles ARCH-GARCH et leurs di¤érentes
extensions

Introduction :

Le principe général proposé par Engle(1982) consiste à supposer que la variance dépend

de l�ensemble informationnel dont on dispose. Il propose une spéci�cation ARCH(q) où

le carré des perturbations suit un processus autorégressif d�ordre q. Les modèles ARCH

sont donc des modèles autorégressifs conditionnellement hétéroscédastiques. Engle (1982)

a donc proposer ces processus pour palier aux insu¢ sances de la classe des représentations

ARMA, notamment en ce qui concerne les séries �nancières qui présentent une volatilité (ou

variabilité instantanée mesurée par la variance conditionnelle) fonction du temps et par des

ajustements asymétriques.

Ainsi, les modèles ARCH sont basés sur une paramétrisation endogène de la variance

conditionnelle. La famille des modèles ARCH peut se décomposer en deux sous-ensembles :



CHAPITRE 1. SÉRIES FINANCIÈRES ET LES MODÈLES À VOLATILITÉ 15

les modèles ARCH linéaires et les modèles ARCH non linéaires.

Les premiers reposent sur une spéci�cation quadratique de la variance conditionnelle des

perturbations : modèles ARCH(q), GARCH(p; q) et IGARCH(p; q). Les modèles ARCH

non linéaires sont caractérisés par des spéci�cations asymétriques des perturbations.Ce sont

les modèles EGARCH(p; q), TARCH(q) et TGARCH(p; q). (Bresson et Pirotte, Séries

temporelles)

1. Présentation théorique du modèle ARCH

Les modèles ARCH (AutoRegressive Conditional Hétéroskeédasticity), ont été introduit

dans le but de mieux analyser les séries �nancières et monétaires.

Objectivement, le large développement des prévisions, due aux séries chronologiques,

provient de l�utilisation de la moyenne conditionnée par le passé du processus. Pour des séries

�nancières, il est évident d�admettre, qu�à a�n d�obtenir un meilleur intervalle de prévision,

il su¢ t d�adjoindre des informations supplémentaires du passé à la prédiction de la variance.

Le modèle ARCH fut la réponse à cette ré�exion, et sa conséquence fut immédiate, puisqu�il

donna, ainsi, un nouveau sou­ e à la macro-économie. L�approche la plus utilisée jusqu�alors,

pour modéliser l�hétéroscédasticité était d�introduire une variable exogène , a�n de prédire

la variance de la variable endogène . Cette solution présente le désavantage de requérir à

la détermination des causes pouvant induire une variance non constante et de plus, elle ne

prend pas en considération le fait que les moyennes et variances conditionnelles puissent

évoluer de manière conjointe dans le temps.

En supposant la normalité des innovations, un modèle préférable est donné par Engle

(1982), permettant à la variance conditionnelle de changer dans le temps, tout en préservant

la variance non conditionnelle constante :

"t = �t
p
ht;

ht = �0 + �1 "
2
t�1 + �2 "

2
t�2 + :::+ �q "

2
t�q = �0 +

qP
j=1

�j "
2
t�j;

et �t i:i:d.  N (0; 1)

(1:5:a)

(1:5:b)

Ce modèle a été appelé par Engle (1982) par modèle ARCH (q). Il apparaît comme un bruit

blanc gaussien, multiplié à chaque temps t par une variable aléatoire dont le carré dépend
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de manière linéaire des q dernières valeurs du processus.

Comme on peut l�écrire sous la forme :

"t jIt�1  N (0; ht) ;

ht = �0 +
qP
j=1

�j "
2
t�j;

(1:6:a)

(1:6:b)

It�1 où désigne l�ensemble d�information disponible à la date (t� 1).

Ce qui montre que la distribution conditionnelle de "t est normale centrée, de variance ht,

laquelle dépend linéairement des q dernières valeurs du processus

En�n, en notant , il vient une dernière formulation ut = "2t � ht :

"2t = �0 +

qX
j=1

�j "
2
t�j + ut; (1:7)

Ce qui montre une forme AR (q) pour les carrés du processus d�innovation "2t , avec toutefois,

la remarque que les variables :

"2t = �
2
t ht � ht =

�
�2t � 1

�
ht; (1:8)

ne sont pas de variance constante mais sont de moyenne nulle et non corrélées entre elles.

Note 1

On note que la dernière formulation donne lieu à des dé�nitions plus générales de modèles

ARCH où la normalité n�est pas requise.

Note 2

Il faut évidement que �0 > 0 et que �1; �2; :::, �q � 0, sans quoi la variance conditionnelle

pourrait être négative.

Bollerslev (1986) a généralisé l�e¤et ARCH en le dotant d�un e¤et de persistance au

niveau de la variance conditionnelle, nous parlons alors de Generalized ARCH, ou encore

modèle GARCH.
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2. Présentation théorique du modèle GARCH

Le modèle GARCH a été une spectaculaire amélioration du modèle ARCH, car en

étudiant les di¤érentes applications de ce dernier, il paraît souvent nécessaire d�introduire

arbitrairement une structure de retards dans l�équation de la variance conditionnelle pour

prendre, en compte la longue mémoire observée dans les travaux empiriques, vu que l�esti-

mation sans la structure de retards imposés, mène souvent à la violation des contraintes de

non-négativité [Cf. Engle (1982) ; Engle (1983) ; Engle et Kraft (1983)]. Prenant en considé-

ration ces observations, et après de fructueuses discutions, Bollerslev (1986), introduit une

dynamique Autorégressive Moyenne Mobile, par analogie avec la démarche usuelle de Box

et Jenkins (1976), permettant ainsi, à la structure de retards d�être plus �exible.

L�extension des processus ARCH aux processus GARCH est similaire à l�extension des

processus AR aux processus ARMA : elle o¤re dans la plupart des situations une représen-

tation plus parcimonieuse.

Le modèle GARCH (p; q) est donné par :

"t jIt�1  N (0; ht) ;

ht = �0 +
qP
i=1

�i "
2
t�i +

pP
j=1

�j ht�j tel que :

�0 > 0; �i � 0; �j � 0; i = 1; 2; :::; q; j = 1; 2; :::; p
et (q; p) 2 N� N

(1:9:a)

(1:9:b)

Note 3

On peut écrire l�équation (1:9:b) sous la forme symbolique :

ht = �0 + A (L) "
2
t +B (L) ht (1:10)

où les deux polynômes A (L) et B (L) sont donnés par :

A (L) =
qP
i=1

�i L
i;

B (L) =
pP
j=1

�jL
j;

(1:11:a)

(1:11:b)
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Dans le processus ARCH (q), la variance conditionnelle n�est que fonction du carré des

innovations tandis que le processus GARCH (p; q) fait intervenir, en sus, des valeurs pas-

sées de la variance conditionnelle, en quelque sorte, il semble correspond à un mécanisme

adaptateur d�apprentissage.

3. Présentation théorique des extensions du processus ARCH-GARCH

3.1. Le processus ARMA-GARCH

C�estWeiss (1986) qui a introduit dans la variance conditionnelle des e¤ets additionnels

des variable expliquées. En e¤et, la modélisation GARCH peut être appliquée non au pro-

cessus initial, mais d�innovation. Ceci permet alors d�introduire divers e¤ets additionnnels

de variables explicatives soit dans la moyenne conditionnelle, soit dans la variance condition-

nelle. Par exemple, on peut considérer un modèle de régression linéaire avec erreur GARCH.

yt = xtb+ "t "t � GARCH (p; q) (1:12)

On peut aussi considérer un modèle ARMA avec erreur GARCH (p; q) :

� (L) yt = �(L) "t "t � GARCH (p; q)

En�n, on peut concevoir un modèle ARMA dans lequel la variance non conditionnelle de

y peut avoir un e¤et sur la variance conditionnelle :

et
� (L) yt = �(L) "t

E ("t jIt�1 ) = 0

(1:13:a)

(1:13:b)

V ("t jIt�1 ) = c+;
qP
j=1

�j "
2
t�j + �0 [E (yt /yt�1 )] +

pP
j=1

�j y
2
t�j (1:14)

3.1. Le processus I-GARCH

Les processus I �GARCH(p; q) proposés par Engle et Bollerslev(1986); correspondent

au cas d�une racine unitaire dans le processus de variance conditionnelle. Ces modèles sont

alors par e¤et de persistance dans la variance c�est à dire qu�un choc sur la variance condi-

tionnelle actuelle se répercute sur toutes les valeurs futures prévues.

Un processus "t satistait une représentation I �GARCH si et seulement si :
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V ("t jIt�1 ) = ht

= �0 +
qP
j=1

�j "
2
t�j +

pP
j=1

�j "
2
t�j;

(1:15:a)

(1:15:b)

Avec : �0 � 0; �j � 0 pour j = 1; :::; q et �j � 0 pour j = 1; :::; p tel que :

qP
j=1

�j +
pP
j=1

�j = 1

3.2. Le processus GARCH-M

Engle; Lilien et Robbins(1987) ont proposé un nouveau modèle GARCH �M dont la

variance conditionnelle représente un variable explicative de la moyenne conditionnelle. C�est

un processus adopté à une description de l�in�uence de la volatilité sur les rendements des

titres.

Un processus yt satistait une représentation GARCH �M si et seulement si

yt = xtb+ �ht + "t

= xtb+ �V ("t /"t�1 ) + "t

(1:16:a)

(1:16:b)

où "t = zt
p
"t (1:17:a)

où zt � N (0; 1) et

ht = �0 +
qP
j=1

�j "
2
t�j +

pP
j=1

�j "
2
t�j; (1:17:b)

avec E ("t jIt�1 ) = 0 et V ("t jIt�1 ) = ht

3.3. Les modèles ARCH/GARCH asymétriques

Diverses études ont montré que la plupart des séries �nancières sont fortement asymé-

trique, dans le sens ou les variations négatives des prix d�actifs sont suivies par des hausses

plus marquées de la volatilité que des variations positives de même ampleurs.

De nombreux modèles se sont développés permettront de détecter cet e¤et d�asymétrie à
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savoir le modèle GARCH exponentiel (EGARCH) de Nelson (1991), le modèle GARCH

à seuil (TGARCH) de Zako{̂an (1994) le modèle GARCH asym�etrique (AGARCH) de

Engle et Ng (1993):

3.3.1. Le modèle EGARCH

Un inconvénient majeur du modèle GARCH est la symétrie entre les e¤ets des valeurs

positives et négatives des innovations sur les rende- ments des actifs �nanciers. De plus,

il est connu que l�asymétrie est une évidence dans beaucoup de séries chronologiques

�nancières.

Pour surmonter cette faiblesse, Nelson (1991) a introduit le modèle GARCH expo-

nentiel (EGARCH) pour capturer les e¤ets asymétriques entre les valeurs postives et les

valeurs négatives des rendements.

Un processus "t satistait une représentation EGARCH si et seulement si :

V ("t jIt�1 ) = ht

log (ht) = �0 +
qP
j=1

�jg (zt�j) +
pP
j=1

�j log (ht�j) ;

(1:18:a)

(1:18:b)

où zt est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées gaus-

siennes centrées réduites et où la fonction g (:) véri�e :

g (zt�j) = �zt�j + 
 (jzt�jj � E jzt�jj) (1:19)

3.3.2. Le modèle MAR-ARCH

Introduit par Wong et Li (2001), pour capturer de l�hétéroscédasticité et une meilleure

modélisation des séries temporelles ayant des valeurs aberrantes, des valeurs explosives, des

distributions conditionnelles multimodales, et d�autres propriétés de non linéarité et non

normalité. Ce type de modèles est composé d�un mélange de K modèles autoregressifs à

erreur ARCH, c�est à dire la moyenne conditionnelle suit un mélange de modèles AR et la

variance conditionnelle suit un mélange de modèle ARCH.
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3.3.3. Les modèles TGARCH et le modèle GJR-GARCH

En 1993, Glosten; Jaganathan et Runkle présentent un nouveau modèle non linéaire, le

modèle GJR � GARCH ou encore TGARCH. présenté par Zakoian (1994). Sachant que

les deux modèles sont similaires sauf que le modèle TGARCH spéci�e une asymétrie sur

l�écart type et non sur la variance conditionnelle.

Outre ces processus, la famille des modèles ARCH-GARCH s�est élargie au cours des

années. Pour plus d�approfondissement, on trouve d�autres modèles appartenant a la fa-

mille ARCH a savoir les modèles GARCH à longue mémoire ou nous trouvons les mo-

dèles FIGARCH qui ont des liens de parenté avec les modèles IGARCH, et le modèle

HYGARCH développé par Davidson (2002).

1.2.3 Modèle à Volatilité stochastique

Dans le modèle de la volatilité stochastique, la volatilité est soumise à une source d�erreurs

qui peut être liée à celle qui a¤ecte les rendements. Ce modèle se présente sous la forme

suivante :

yt = �e
ht=2"t; (1:20:a)

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t;

h1 ! N

�
�;

�2�

1� �2
�
:

(1:20:b)

Où �t et "t sont des bruits blancs Gaussiens qui sont non corrélés centrés et de variance

égale à 1.

La modélisation de la volatilité comme une variable stochastique mène immédiatement à

des distributions avec des queues épaisses pour les rendements. Le terme autorégressif dans

le processus de la volatilité introduit une persistance et une corrélation entre les deux termes

innovateurs de ce processus ainsi que le processus du rendement provoquant une asymétrie

de la volatilité ( Hull et White (1987)).

En e¤et, le terme de bruit de la volatilité rend ce modèle stochastique plus �exible,

toutefois, l�inexistence d�une forme rapprochée laisse impossible l�estimation directe via la
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méthode du maximum de vraisemblance. L�approche du quasi-maximum de vraisemblance

de l�estimation (QMLE) développée par Harvey;Ruiz et Shephard (1994).

Les méthodes alternatives sont la méthode des moments généralisés à travers les simula-

tions (GMM) ( Duffie et Singleton(1993)), ou les solutions analytiques (Singkton(2001)),

l�approche de vraisemblance à travers l�intégration numérique (Friedman et Harris(1988)

et l�intégration de Monte Carlo (Danielsson (1994), Pitt et Shephard (1997), Durbin et

Koopman (2000)) ou la chaîne de Markov (Jacquier; Polson etRossi(1994),Kim; Shephard

et Chib(1998)).

Les détails de la déscription de ce modèle, ses importantes propriétés, l�estimation de ses

paramètres sont traités dans les chapitres suivants.



Chapitre 2

Modèles à Volatilité Stochastique et
Filtre de Kalman

2.1 Modèle à Volatilité stochastique

2.1.1 Introduction

La classe des modèles de volatilité stochastique est apparue comme une approche al-

ternative pour les modèles de type ARCH. Cette approche consiste à formuler un modèle

contenant une composante de variance non observable, son logarithme est modélisé direc-

tement comme un processus stochastique d�autorégression linéaire. Ces modèles exploitent

donc la prévisibilité de la volatilité à partir des variances conditionnelles passées pour dé-

terminer les rendements d�actifs. Une approche plus ancienne explique la dynamique des

rendements par le �ux d�information ( Clark (1973)). Cette idée est justi�ée par plusieurs

études empiriques où l�on observe l�e¤et de publication de données économiques importantes

sur la volatilité (voir, par exemple, Baillie et Bollerslev [1991]). Nous pouvons introduire

aussi les valeurs absolues des rendements passés pour modéliser une asymétrie dans le com-

portement de la volatilité suite à un accroissement ou une baisse des prix. Les liens entre la

23
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dynamique des rendements �nanciers et celles du volume d�échanges peuvent être analysés

d�avantage dans le cadre d�un modèle bi-varié de volatilité stochastique.

Nous avons vu que les modèles ARCH � GARCH reposent sur l�adéquation entre les

concepts de variance conditionnelle et de volatilité. Cette spéci�cation, qui fait de la volati-

lité une variable observable, a d�immenses avantages du point de vue statistique (prévision,

inférence), mais elle rend l�étude probabiliste complexe et elle implique des limitations im-

portantes sur les propriétés dynamiques.

A l�opposé, les modèles dits à volatilité stochastique font de la volatilité une variable

latente (non observable) possédant une dynamique propre. Le processus observé, yt, et sa

volatilité, ht, sont liés par l�équation

yt = �
p
ht"t;

où "t est un bruit blanc indépendant, généralement supposé indépendant du processus ht.

On complète le modèle en spéci�ant la dynamique de ht , a priori quelconque pourvu qu�elle

soit compatible avec la positivité cette variable. Comme dans le cas GARCH, il existe une

spéci�cation simple, courramment utilisée, su¢ samment riche pour reproduire les principales

caractéristiques des séries �nancières et susceptible d�extensions. Cette spéci�cation, appelée

modèle canonique, consiste à supposer que le logarithme de la volatilité, ou de son carré,

suit un modèle AR(1) avec terme constant. Dans ces modèles, les processus (yt) et (�t) ne

sont évidemment pas indépendants mais, contrairement au cas GARCH, la variable ht ne

s�interprète plus comme la variance de ht conditionnelle à son passé : celle-ci n�a pas, dans

ces modèles, une forme explicite. Il existe cependant de nombreuses analogies entre les deux

classes de processus et celles-ci doivent être vues comme concurrentes, en particulier pour la

modélisation des séries �nancières.

2.1.2 Modèle canonique

Le modèle canonique et transformation :

Le modèle à volatilité stochastique canonique semble avoir été introduit dans la litté-

rature économétrique par Taylor (1986). Les méthodes statistiques permettant de l�utiliser
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en pratique n�ont cependant été développés que dans le courant des années 90. Si les pro-

priétés probabilistes de ces processus sont simples à établir, du moins par comparaison aux

modèles ARCH/GARCH, l�inférence statistique pose, comme nous le verrons, de nombreux

problèmes pouvant justi�er l�utilisation de méthodes sophistiquées.

Nous commençons par passer en revue les propriétés élémentaires du modèle canonique.

Dé�nition 2.1 :

Considérons le modèle introduit par Kim; S, Shephard;N . et Chib; S. (1998), dans l�ar-

ticle Stochastic Volatility : Likelihood Inference and Comparison with ARCHModels, présenté

comme suit :

yt = �e
ht=2"t; (2:1:a)

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t;

h1 ! N

�
�;

�2�

1� �2
�
:

(2:1:b)

où �t et "t sont des bruits blancs Gaussiens qui sont non corrélés centrés et de variance

égale à 1.

La variable yt represente le taux de rendement d�un titre �nancier soit observable et.depend

de la variable ht qui est pas observable. Cette dernière represente le log-volatilité à l�instant

t qui est supposée suivre un processus stationnaire (j�j < 1).

Le modèle (2:1), appelé modèle à volatilité stochastique canonique, a été le plus étudié

dans la littérature. L�amplitude de yt est proportionnelle à ht mais son signe est indépendant

de cette variable. Le log-volatilité ht étant dépendant de son passé, il est clair que le module

de yt dépend également de celui de ses valeurs passées.

Dans ce modèle, le paramètre � joue le rôle du coe¢ cient de persistance. En e¤et, que

lorsque � est proche de 1, un choc positif sur la volatilité (assimilable à une grande valeur

positive de "t) a généralement pour e¤et de maintenir la volatilité a un niveau élevé sur

plusieurs périodes. L�e¤et du choc est évidemment atténué, puisque � < 1, et tend à dispa-

raitre. Un choc négatif a inversement un impact négatif sur la volatilité. Si � est proche de

0; l�e¤et du choc est transitoire, la volatilité dépendant peu de ses valeurs passées. En�n,
1Kim, Shephard et Chib, (1998)
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si � est proche de �1; l�e¤et instantanné d�un choc positif est une volatilité anormalement
élevée mais, dès la date suivante, cette volatilité prend une petite valeur, puis à nouveau une

grande valeur etc., ceci sous réserve qu�aucun nouveau choc n�intervienne entre temps. Un

choc négatif génère le même type d�e¤ets alternés. Ceux-ci n�étant généralement pas obser-

vés pour les séries �nancières. L�interprétation des autres coe¢ cients est plus immédiate. Le

paramètre � tel que
�
� = exp(�=2)

�
est un facteur d�échelle pour la volatilité tandis que

�� mesure l�amplitude des oscillations autour de sa moyenne : la volatilité de la log-volatilité

est constante dans ce modèle.

Mais précisément parce que l�on a cet état non-observable (latent), il est nécessaire d�uti-

liser le Filtre de Kalman pour intégrer l�état inobservable qui sera détaillé dans le prochain

chapitre.

Sous l�hypothèse : E[y4t ] <1 , les deux premiers moments de yt sont donnés par :

E[y2t ] = E [exp(ht)]E["
2
t ] = exp(�h +

�2h
2
) ; (2:2)

E[y4t ] = E [exp(2ht)]E["
4
t ] = 3 exp(2�h + 2�

2
h) : (2:3)

Tel que :
� �h = �

�2h =
�2

1� �2

Par conséquent, la Kurtosis est égale :

K(yt) =
E[y4t ]

E [y2t ]
2 = 3 exp(�

2
h) = 3 exp

�
�2�

1� �2
�

(2:4)

La fonction d�autocorrelation de y2t est donnée par :

Corr(y2t ; y
2
t�� ) =

exp(�2h�
� )� 1

3 exp (�2h)� 1
; � = 1; 2; :::; (2:5)

et se décroit donc de façon exponentielle dans � .

2Nikolaus Hautsch et Yangguoyi Ou (2008) , Discrete-Time Stochastic Volatility Models and MCMC-
Based Statistical Inference
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Par conséquent, pour � 2 (0; 1), le carré des rendements sont positivement autocorrélées.

Démonstration :

1) E (y2t ) :

Nous avons E (y2t ) = E [exp(ht)]E ("
2
t )

Sachons que "t � N (0; 1) c�est à dire E ("2t ) = 1

Calculons E (exp (ht)) :

E (exp (ht)) =

Z +1

�1
exp (ht)

1

�h
p
2�
exp (0:5 (ht � �h) =�2h) dht

On prend x = ht ; alors

E (exp (ht)) =

Z +1

�1
exp (x)

1

�h
p
2�
exp

�
� (x� �h)

2 =2�2h
�
dx

=
1

�h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
x� (x� �h)

2 =2�2h
�
dx

=
1

�h
p
2�

Z +1

�1
exp (A) dx

Notons A = x� (x� �h)
2 =2�2h

A = x� [(x2 + �2h � 2x�h) =2�2h]

=
�1
2�h

[x2 � 2 (�h + �2h)x+ �2h]

=
�1
2�h

h
(x� (�h + �2h))

2 � (�h + �2h)
2
+ �2h

i
Par élimination du terme �2h on aurra :

A =
�1
2�2h

h
(x� (�h + �2h))

2 � �2h (2�h + �2h)
i

=
�1
2�2h

[x� (�h + �2h)]
2
+

�
�h +

�2h
2

�
On remplace le terme A dans E (exp (ht))

E (exp (ht)) =
1

�2h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
�1
2�2h

(x� (�h + �2h))
2
+

�
�h +

�2h
2

��
dx

=
1

�2h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
�1
2�2h

(x� (�h + �2h))
2

�
exp

�
�h +

�2h
2

�
dx
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Dans ce cas, E (exp (ht)) = exp
�
�h +

�2h
2

�
et E (y2t ) = exp

�
�h +

�2h
2

�
2) E (y4t ) :

Nous avons E (y4t ) = E [exp(2ht)]E ("
4
t )

Sachons que "t ! N (0; 1) c�est à dire E ("4t ) = 3

Calculons E (exp (2ht)) :

E (exp (2ht)) =

Z +1

�1
exp (ht)

1

�h
p
2�
exp [0:5 (ht � �h) =�2h] dht

On prend x = ht ; alors

E (exp (2ht)) =

Z +1

�1
exp (2x)

1

�h
p
2�
exp

�
� (x� 2�h)

2 =2�2h
�
dx

=
1

�h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
2x� (x� 2�h)

2 =2�2h
�
dx

=
1

�h
p
2�

Z +1

�1
exp (A) dx

Notons B = 2x� (x� 2�h)
2 =2�2h

B = 2x� [(x2 + 4�2h � 4x�h) =2�2h]

B =
�1
2�2h

[x2 � 2 (2�h + 2�2h)x+ 4�2h]

B =
�1
2�2h

h
(x� (2�h + 2�2h))

2 � (2�h + 2�2h)
2
+ 4�2h

i
Par élimination du terme 4�2h on aurra :

B =
�1
2�2h

h
(x� (2�h + 2�2h))

2 � 2�2h (2�h + 2�2h)
i

=
�1
2�2h

[x� (2�h + 2�2h)]
2
+ (2�h + 2�

2
h)

On remplace le terme B dans E (exp (2ht))

E (exp (2ht)) =
1

�2h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
�1
2�2h

(x� (2�h + 2�2h))
2
+ (2�h + 2�

2
h)

�
dx

=
1

�2h
p
2�

Z +1

�1
exp

�
�1
2�2h

(x� (�h + �2h))
2

�
exp (2�h + 2�

2
h) dx
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Dans ce cas, on obtient E (exp (2ht)) = exp (2�h + 2�
2
h)

Alors E (y4t ) = E (exp (2ht))E ("
4
t ) = 3 exp (2�h + 2�

2
h)

Les propriétés probabilistes du modèle1

Nous étudions maintenant les propriétés probabilistes du modèle.

1. Stationnarité stricte

Appellons non anticipative toute solution de (2:1) appartenant à la tribu engendrée par

f("u; �u) : u � t:g On a le résultat suivant :

Proposition 2.1 :

Le modèle (2:1) admet, sous la contrainte j�j < 1, une unique solution strictement sta-

tionnaire. Cette solution est non anticipative et donnée par

yt = exp

(
�

2
+
��
2

1X
i=0

�i�t�i

)
"t ; t 2 Z (2:6)

Si j�j > 1, il n�existe pas de solution strictement stationnaire non anticipative. �

La forme de la solution strictement stationnaire permet de préciser ses caractéristiques

du second ordre.

2. Stationnarité au second ordre

Proposition 2.2 :

Soit �i = E
�
exp

�
���

i�t
�	
; i � 0 . Si j�j < 1 et

Q1
i=0 �i <1 , le processus (yt) dé�ni

par (2:6) est un bruit blanc de variance :

V ar (yt) = e
�
1Q
i=0

�i (2:7)

�

1Francq et Zakoïn ( 2009) Modèles GARCH et à volatilité stochastique
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Preuve :

On a, d�après les hypothèses d�indépendance sur les suites "t et �t

E (yt) = E
n
exp

��
2
+
��
2

P1
i=0 �

i�t�i

�o
E ("t) = 0; (2:8)

V ar (yt) = E
n
exp

��
2
+
��
2

P1
i=0 �

i�t�i

�o2
E ("2t ) ;

= exp (�)
Q1
i=0E

n
exp

���
2
�i�t�i

�o2
V ar (yt) = e

�
Q1
i=0 �i (2:9)

De plus, pour tout k > 0, Cov (yt; yt�k) = 0 qui provient de l�indépendance entre "t et

�t:

Remarque :(Francq et Zako�{n ( 2009 ))

Dans le cas où (�t) est un processus gaussien, il est possible de donner des résultats plus

explicites. Si X � N (0; 1) on a E
�
e�X
�
= e�

2=2 pour toute constante �. Donc �i = exp
���
2
�2i
�

et il est clair que la condition 0 <
Q1
i=0 �i <1 est réalisée si et seulement si j�j < 1:

De plus

V ar (yt) = exp

 
�+

��

2
�
1� �2

�! (2:10)

Lorsque �t suit une loi normale centrée réduite.

Le processus (yt) ne constitue pas un bruit blanc au sens fort (i.e. un bruit blanc indé-

pendant)

�

2Francq et Zakoïn ( 2009) Modèles GARCH et à volatilité stochastique.
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Formulation du modèle « espace d�états » (Transformation du modèle)

L�avantage de modèles SV représenté par les équations (2:1) est qu�il peut être transformé

en un modèle linéaire en prenant le logarithme des carrés des observations

Remarque :

Par la suite, on suppose � = 1 (problème d�identi�cation)

Harvey;Ruiz; et Shephard (1994) pose que � est égal à 0 dans l�équation (2:1) car,

habituellement, la moyenne des rendements journaliers et intra-journaliers des actions et des

taux d�échange est nulle. De manière à linéariser l�équation (2:1), nous élevons yt au carré

et nous l�exprimons sous forme logarithmique.

On peut donc réécrire l�équation (2:1) comme suit :

log y2t = ht + log "
2
t ; (2:11)

Nous pouvons développer davantage l�équation (2:11) puisque nous savons que "t � N (0:1) ;

On connaît donc par conséquent la distribution de log "2t ; . Elle correspond à une dis-

tribution logarithmique �21 , dont l�espérance est de E (log "
2
t ) = �1; 27 et la variance de

V ar (log "2t ) = 4:93:

Finalement, le système d�équations que nous voulons estimer est le suivant :

y�t = ht + log "
2
t (2:12:a)

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t (2:12:b)

Les équations (2:12:a) et (2:12:b) sont dans la forme appropriée pour utiliser le Filtre de

Kalman qu�on va présenter dans la section suivante. L�équation (2:12:a) est l�équation dite

de mesure puisque la variable y�t est observée. L�équation (2:12:b) est une équation d�état ou

de transition puisque ht+1, la variable d�état, n�est pas observée. Cette dernière variable est

simulée par le Filtre de Kalman (détaillé dans la prochaine section).
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2.1.3 Approximation du log
�
"2t
�

Proposition 2.3 :

Dans cette section nous avons présenté une approximation du log ("2t ), la meilleure ap-

proximation est un mélange gaussien :

Réecrivons l�équation (2:12:a)

y�t = ht + zt (2:13) ;

Tel que y�t = log (y
2
t + c) et zt = log "

2
t

f(zt) =

KX
i=1

qifN
�
ztjmi � 1:2704; v2i

�
(2:14)

L�équation précédante représente un mélange de K lois gaussiennes univariées avec qi; les

probabilités d�acceptation, mi = �1:2704 les moyens, et v2i les variances. et fN représente la

densité d�une loi normale

Les constantes fqi;mi; v
2
i g sont sélectionnés de sorte que la densité de log ("2t ) soit ap-

proximativement exacte. La constatnte c est introduit dans la littérature SV par Fuller(1996; p:494�

7) pour accroître la robustesse de l�estimateur QML du modèle SV à y2t étant très faible.

Tout au long nous allons mettre en c = 0; 001 (Kim; S:; Shephard;N:; et Chib; S:(1998).).

Il convient de noter que la densité du mélange peut également être écrite en termes du

variable st tel que :

ztjst=i � N(mi � 1:2704; v2i ) (2:15)

Pr(st = i) = qi (2:16)

Dans le cadre de ce mémoire nous avons choisi l�algorithme EM pour approximer log ("2t ) :

2.1.4 Algorithme EM

L�algorithme espérance-maximisation ( Expectation-maximisation algorithm, EM), pro-

posé par Dempster et al. (1977), est un processus itératif qui utilise la distribution des
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données complètes pour calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance lorsque les

données observées sont incomplètes. Ce procédé se fait en deux étapes. La première est l�étape

E (pour Expectation), c�est-à-dire l�étape d�espérance., elle consiste à prendre l�espérance

conditionnelle de la fonction de log-vraisemblance des données complètes sachant les don-

nées observées. La deuxième étape est l�étape M (pour Maximisation), consiste à trouver

l�estimateur qui maximise l�équation trouvée sous l�étape E.

Ces étapes sont répétées itérativement jusqu�à convergence

Formulation de l�algorithme EM :

Dans la présentation de Dempster; Laird et Rubin, on oppose les données dites incom-

plètes représentées par la variable aléatoire y de densité g(yj�) aux données dites complètes

x = (y0; z0)0 formées de la suite des données incomplètes y et des données manquantes z et

de densité f(xj�) . Aux variables aléatoires x et y correspondent respectivement les espaces

d�échantillonnage X et Y qui sont liés entre eux par une application de X dans Y .

Comme on n�observe pas x 2 X , mais seulement y = y(x) 2 Y , on peut spéci�er de

façon générale la relation entre les deux types de variables (complètes et incomplètes) par :

g (y=�) =

Z
f (x=�) dx; (2:17)

où Xy est un sous-espace observable de X dé�ni par l�équation y = y(x) (espace dit antécé-

dent de Y ), soit Xy = fx 2 X; y = y (x)g � X:

Dans son acception générale, l�algorithme EM se dé�nit par les deux phases suivantes.

Phase E dite «Expectation» (ou Espérance)

Sachant la valeur courante du paramètre �[t] à l�itération [t], la phase E consiste en la

détermination de la fonction :

Q
�
�; �[t]

�
= E[t]c [L (�;x)] (2:18)

Où x = (y
0
; z0)0, Q(�;�[t]) l�espérance conditionnelle de la logvraisemblance des données

complètes par rapport à la distribution des données manquantes z sachant les données
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incomplètes y et la valeur courante �[t]du paramètre soit :

Q(�;�[t]) =

Z
L(�; y; z)h(zjy; � = �[t])dz : (2:19)

Avec une spéci�cation générale des données complètes, cette fonction s�écrit

Q(�;�[t]) =

Z
L(�;x)k(xjy; � = �[t])dx (2:20)

où

k(xjy; � = �[t]) = f(xj�)=g(yj�) (2:21)

Phase M dite «Maximisation»

On actualise la valeur courante du paramètre en maximisant la fonction obtenue à la

phase E par rapport à � , soit

�[t+1] = argmax
�

Q(�;�[t]): (2:22)

�[t+1] = argmax
�

Q(�;�[t]) : (2:23)

Il existe une version généralisée de l�algorithme dite GEM dans laquelle la valeur actualisée

ne maximise pas nécessairement Q mais l�augmente simplement c�est-à-dire, satisfait

n
Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);8t:Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);

t:Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);8t:
o (2:24)

n
Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);8t:Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);

t:Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);8t:
o

Q(�[t+1];�[t]) � Q(�[t];�[t]);8t: (2:25)
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Cas d�un mélange gaussien :

Dans l�algorithme précédent, la phase de maximisation ne peut être décrite car elle dépend

du modèle théorique choisi pour les classes. L�algorithme suivant exprime celle-ci dans le cas

d�un mélange de composantes gaussiennes non contraintes.

En pratique, cet algorithme fournit de bons résultats même s�il n�échappe pas aux prin-

cipaux problèmes des algorithmes de classi�cation :

1) L�algorithme EM converge de manière presque sûrement vers un optimum éventuelle-

ment local.

2) Le résultat �nal dépend de l�initialisation.

3) On doit �xer le nombre de classes cherchées via le nombre de composantes estimées.

4) La convergence de l�algorithme peut être très lente.

5) L�algorithme peut échouer lorsque le système est mal conditionné (Exemple : inversion

de matrices singulières).

6) Il est sensible aux données aberrantes

Un exemple particulièrement illustratif des potentialités de l�algorithme EM réside dans

son application au cas d�un mélange de distributions (Dempster et al 1977,Titterington et

al 1985, Celeux et Diebolt 1985;McLachlan et Basford 1985, McLachlan et Peel 2000):

Nous considérerons le cas d�un mélange d�un nombre �xé de lois gaussiennes univariées

N
�
�j; �

2
j

�
d�espérance �j et de variance �

2
j en proportion qj pour chacune des composantes

j = 1; :::; K du mélange.

Soit y
Nx1

= fyig le vecteur des N observations yi supposées indépendantes et de densité :

fYi (y;�) =
KX
j=1

qjfj (y; �j) (2:26)

où q
K�1 =

�
q
j

	
; � =

�
q0; �01:::; �

0
j::::; �

0
K

�0
représentent les paramètres et fj (y; �j) est la

densité de la loi N
�
�j; �

2
j

�
relative à la composante j du mélange.
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Compte tenu de l�équation (2:26) et de l�indépendance des observations,la logvraisem-

blance des données observées s�écrit :

L (�; y) =
NX
i=1

ln

 
KX
j=1

qjfj (y; �j)

!
(2:27)

L est une expression qui ne se prête pas aisément à la maximisation.

Une façon de contourner cette di¢ culté est d�avoir recours à l�algorithme EM. On in-

troduit alors des variables si non observables indiquant l�appartenance de l�observation i

à une certaine composante j du mélange telle que Pr(si = j) = qj. Par dé�nition, cette

appartenance étant exclusive, la densité g (xi;�) du couple xi = (yi; zi)
0 peut alors s�écrire

g (xi;�) =
KY
j=1

[g (yi; si = j;�)]
aij (2:28)

aij désignant l�indicatrice aij = I[si=j] , soit encore, en décomposant la loi conjointe de yi et

zi ,

g (xi;�) =
KY
j=1

�
qjfj

�
yi;�j

��aij
(2:29)

Les couples xi étant indépendants entre eux, la densité des données complètes x =

(x01; ::::; x
0
i; ::::x

0
N) est le produit des densités élementaires soit

g (x;�) =
NY
i=1

KY
j=1

�
qjfj

�
yi;�j

��aij (2:30)

On en déduit immédiatement l�expression de la logvraisemblance correspondante

L (x;�) =

NX
i=1

KX
j=1

aij
�
ln qj + ln fj

�
yi;�j

��
(2:31)

En prenant l�espérance de L(�;x) par rapport à la distribution des données manquantes aij

sachant les données observées et les paramètres pris à leurs valeurs courantes, on obtient :
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1) la phase E :

l�expresion de la fonction Q(�;�[t])

Q(�;�[t]) =

NX
i=1

KX
j=1

�
[t]
ij

�
ln qj + ln fj

�
yi;�j

��
(2:32)

où �[t]ij = E
�
aij=yi; � = �

[t]
�
s�interprète comme la probabilité conditionnelle d�apparte-

nance de l�observation i à la composante j du mélange, soit

�
[t]
ij = Pr (si = j=yi; �) =

q
[t]
j fj

�
yi;�

[t]
j

�
PK

j=1 q
[t]
j fj

�
yi;�

[t]
j

� (2:33)

2) la phase M

Il ne reste plus maintenant qu�à maximiser la fonction Q(�;�[t]) par rapport à � , ou plus

précisèment

Q(�;�[t])� = Q(�;�[t])� �
 

KX
j=1

qj � 1
!

(2:34)

pour prendre en compte, grâce au multiplicateur de Lagrange � , la relation d�exhaustivité

qui lie les probabilités d�appartenance.

Les dérivées partielles s�écrivent pour j = 1::: (K � 1) :

@Q�

@qj
=
PN

i=1

�
[t]
ij

qj
� �; (2:35:a)

@Q�

@�j
=
PN

i=1 �
[t]
ij

�
yi � �j

�
�2j

; (2:35:b)

@Q�

@�2j
= �1

2

(PN
i=1 �

[t]
ij

"
1

�2j
�
�
yi � �j

�
�4j

#)
(2:35:c)
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Par annulation, on obtient les solutions à savoir

Estimation de la probabilité a priori q[t+1]j de la j-ième classe

q
[t+1]
j =

PN
i=1 �

[t]
ij

N
(2:36:a)

Estimation de la moyenne �[t+1]j de la j-ième classe

�
[t+1]
j =

PN
i=1 �

[t]
ij yiPN

i=1 �
[t]
ij

(2:36:b)

Estimation de la variance �2[t+1]j de la j-ième classe

�
2[t+1]
j =

PN
i=1 �

[t]
ij

�
yi � �[t+1]j

�2
PN

i=1 �
[t]
ij

(2:36:c)

Si l�on avait fait l�hypothèse de variances homogènes,
�
�2j = �

2;8j
�
, la formule (2:36:c)

s�écrivant :

�2[t+1] =

PN
i=1

PJ
j=1 �

[t]
ij

�
yi � �[t+1]j

�2
N

2.1.5 Simulation

Il est important de s�attarder sur la distribution de log ("2t ) Pour établir cette distribution,

nous avons généré 1000 nombres aléatoires : "t � N(0; 1). et nous avons calculé les "2t et

log ("2t ). Nous avons appliqué l�algoritme EM cité précédement pour estimer les probabilités,

les écarts types et les moyennes du mélange, avec K = 7 .

Les résultats d�estimation sont donnés dans le tableau suivant :
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st V V(qi) q̂i = p(st = i) V V(mi) m̂i V V
�
v2i
�

v̂2i
1 0.00930 0.012596 -10.12999 -10.374566 5.79596 5.1341846
2 0.10556 0.1743980 -3.97281 -4.0292851 2.61369 3.5042949
3 0.008 0.0046147 -8.56686 -8.4248846 5.17950 0.0072094
4 0.04395 0.00388411 2.77786 1.93126407 0.16735 0.0001647
5 0.34001 0.3309747 0.61942 0.2972565 0.64009 0.4048415
6 0.04566 0.0306912 1.79518 1.5777450 0.34023 0.1226788
7 0.25750 0.4428408 -1.08819 -1.2739456 1.26261 1.3531950

Selection of the Mixing Distribution to be log�2

V V : Vraie Valeur

La �gure suivante illustre un mélange de 7 gaussiennes , Les courbes en blue représentent

les densités de probabilité du composante du mélange.

­15 ­10 ­5 0 5 10
0
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0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
Approximation du mélange Gaussien par la méthode EM

composante du mélange
mélange gaussien
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2.2 Modèle espace d�état et �ltre de Kalman

2.2.1 Introduction

Le �ltre de Kalman est un des outils de traitement du signal dans des domaines très

variés, tels que les communications numériques, la géophysique, les disciplines biomédicales

et le traitement de la parole. Il s�agit d�une méthode à la fois de prévision et de �ltrage, créée

par Kalman (1960 ) a�n d�estimer l�état d�un système bruité.

Le �ltre de Kalman a été utilisé dans un certain nombre d�études pour analyser la va-

riabilité des paramètres dans le temps : dans ce cadre, Carraro (1986) a fait une analyse

comparative de la méthode de régression et de la méthode du �ltre de Kalman ; Lii-Tarn

et al. (2000) ont fait appel au modèle « espace d�état » ainsi qu�au �ltre de Kalman pour

étudier l�impact des bulles et de la variabilité des primes de risque sur les prix des titres.

Ils ont conclu à la pertinence de la prime de risque dans l�explication des mouvements des

titres.

Racicot et Théoret (2005) ont eu recours au �ltre de Kalman pour prévoir deux variables

�nancières : la volatilité des taux d�intérêt et de rendements boursiers et le rapport « cours

-béné�ce » de l�indice boursier SP500.

La forme « espace d�état » et l�algorithme du �ltre de Kalman qui lui est associé, per-

mettent donc de tenir compte de la variabilité des paramètres du modèle. Notons en outre

que c�est l�un des rares modèles dans lequel la covariance (ou la pente de la régression) peut

être présentée sous sa forme conditionnelle en la modélisant soit par un processus AR(1),

soit par un processus de marche aléatoire

Le �ltre de Kalman procure de nombreux avantages, de par son caractère optimal en tant

qu�estimateur linéaire. Cependant, en tant que modèle dynamique, les di¢ cultés sont liées

à sa mise en �uvre : la première est celle de l�estimation d�une moyenne qui varie dans le

temps.
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2.2.2 Modèle espace d�état

Dé�nition 2.2

L�écriture d�une représentation espace-état se présente sous la forme de deux équations

yt = ct + Zt
t +Gtut


t+1 = dt + Tt
t +Htut

(2:37:a)

(2:37:a)

Avec ut ! N (0; I) ; les comstantes ct et dt sont supposées.

La variable yt est observable et à valeurs dans RN tandis que les composantes du vecteur


t, appelé vecteur d�état, sont généralement inobservables. Les matrices ct; Zt; Gt; Tt; Ht et

dt sont généralement supposées non stochastiques mais peuvent dépendre de t. Les suites

(Gtut) et (Htut) sont centrées, sériellement non corrélées mais leur variance peut dépendre

du temps.

Le �ltre de Kalman est un algorithme permettant de

(i) prédire la valeur du vecteur d�état à la date t sachant ses valeurs passées ;

(ii) �ltrer, c�est à dire estimer la valeur de 
t à partir des observations de y jusqu�à la

date t ;

(iii) lisser,c�est à dire estimer la valeur de 
t à partir des observations de y jusqu�à la

date T , avec T > t.

Sous des hypothèses de normalité des termes d�erreur et de la distribution initiale du

vecteur d�état :


1=0 � N
�
a1=0; P1=0

�
GtH

0
t = 0; GtG

0
t = �t et HtH

0
t = ��t

L�agorithme permet de calculer récursivement la distribution conditionnelle de 
t sachant

y1; :::; yt:Cette distribution est gaussienne et sa moyenne fournit donc un �estimateur�op-

timal (au sens L2 (espace de v.a carré integrable)) de 
t. Lorsque l�hypothèse de normalité

est en défaut, le �ltre de Kalman ne fournit généralement plus l�espérance conditionnelle

de 
t. L�estimateur obtenu n�est plus optimal mais seulement optimal parmi les estimateurs

linéaires.
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Proposition 2.4 (Kim et al (1998))

La forme espace état du modèle (2:1) est obtenue par passage au logarithme :

y�t = ht + zt (2:38:a);

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t (2:38:b);

On note zt = log "
2
t

Et "tjst = i � N(mi; v
2
i ) et �t � N(0; �2�) : �

On prend yt = y�t ; ct = �i; Gt = (�i 0); 
t = ht et Zt = 1: de même dt = �(1 � �);

Tt = � et Ht = (0 ��) :

Pour la condition de stationarité initiale,

a1j0 = �etP1j0 = �
2
�=
�
1� �2

�
.

"t = Gtut; �t = Htut

2.2.3 Algorithme du Filtre de Kalman

Première étape :

Le �ltre de Kalman va se derouler comme suit :

Pour t = 1:::n :


t+1=t = dt + Tt
t=t�1 +Ktvt;

Pt+1=t = TtPt=t�1L
0
t + ��t ;

Ft = ZtPt=t+1Z
0
t + �t;

Kt = TtPt=t�1Z
0
tF

�1
t ;

(2:39)

(2:40)

(2:41)

(2:42)

où


t+1=t = E
�

t+1=y1; y2; :::; yt

�
;

Dont l�erreur quadratique moyenne associée est notée par Pt+1=t , et vt et Lt sont données

par :
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vt = yt � Zt
t=t�1 � ct et Lt = Tt �KtZt:

Deuxième étape :

Le signal de simulation lissage1 (de Jong et Shephard (1995)) s�inspire de la densité a pos-

tériori normale multivariée

(c1 + Z1
1; :::; cn + Zn
n)jy; � ((2:43))

� représente le vecteur du paramêtres, prenant rn = 0 et Nn = 0, et

Dt = F
�1
t +K 0

tNtKt;

nt = F
�1
t vt �K 0

trt:

(2:44)

(2:45)

Pour t = n:::1

Ct = �t � �tDt�t; �t � N(0; Ct);
rt�1 = Z

0
tF

�1
t vt + L

0
trt � V 0tC�1t �t;

Vt = �t(DtZt �K 0
tNtTt);

Nt�1 = Z
0
tF

�1
t Zt + L

0
tNtLt + V

0
tC

�1
t Vt:

(2:46)

(2:47)

(2:48)

(2:49)

Par la suite, yt � �tnt � �t est tiré à partir du signal :

ct + Zt
tjy; �; ct+1 + Zt+1
t+1; :::; cn + Zn
n (2:50) :

Démonstration :

1) 
t+1=t :

En prenant l�espérance de yt conditionnellent à y1; y2; :::; yt�1 on obtient :

yt=t�1 = E (ct + Zt
t +Gtut=y1; y2; :::; yt�1)

= ct + ZtE (
t=y1; y2; :::; yt�1)

= ct + Zt
t=t�1

En notant par vt l�erreur de cette approximation, on a :

1kim et al (1998)
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vt = yt � yt=t�1
= ct + Zt
t +Gtut �

�
ct + Zt
t=t�1

�
= Zt

�

t � 
t=t�1

�
+Gtut

D�autre part on a :

E
�

t+1=t

�
= E(
t+1=t� 1) + E

�

t+1=vt

�

t+1=t = E (dt + Tt
t +Htut=t� 1) + E

�

t+1=vt

�
= dt + Tt
t=t�1 + E

�

t+1=vt

�
Considérons l�approximation linéaire :


t+1 = Bvt + �t

dt + Tt
t +Htut = Bvt + �t

D�autre part, on a :

dt + Tt
t=t�1 = 0

Ce qui permet d�avoir

Tt
�

t � 
t=t�1

�
+Htut = Bvt + �t


t+1 � 
t+1=t = Bvt + �t

On multipliant à droite par v
0
t, on obtient :

BV ar(vt) = E
�
Tt
�

t � 
t=t�1

�
+Htu

� ��

t � 
t=t�1

�0
Z
0
t + u

0
tG

0
t

�
= TtE

��

t � 
t=t�1

� �

t � 
t=t�1

�0�
Z
0
t +HtE

�
utu

0
t

�
G

0
t

= TtE
��

t � 
t=t�1

� �

t � 
t=t�1

�0�
Z
0
t +HtG

0
t car E

�
utu

0
t

�
= I

= TtPt=t�1Z
0
t ; car HtG

0
t = 0;

D�où on obtient :

B =
�
TtPt=t�1Z

0
t

�
(V ar(vt))

�1
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Calculons V ar(vt) :

V ar(vt) = E
n�
Zt
�

t � 
t=t�1

�
+Gtut

� ��

t � 
t=t�1

�0
Z
0
t + u

0
tG

0
t

�o
= ZtE

��

t � 
t=t�1

� �

t � 
t=t�1

�0�
Z
0
t + E

�
Zt
�

t � 
t=t�1

�
u
0
tG

0
t

�
+GtE

�
ut
�

t � 
t=t�1

�0�
Z
0
t +GtE

�
utu

0
t

�
G

0
t

= ZtPt=t�1Z
0
t +GtG

0
t car E

�
utu

0
t

�
= I

Alors, on a :

B =
�
TtPt=t�1Z

0
t

� �
ZtPt=t�1Z

0
t +GtG

0
t

��1

Et donc

E (
t=t� 1) = Bvt

=
�
TtPt=t�1Z

0
t

� �
ZtPt=t�1Z

0
t +GtG

0
t

��1
vt

Alors, on a :


t=t�1 = dt + Tt
t=t�1 + E (
t=vt)

= dt + Tt
t=t�1 +
�
TtPt=t�1Z

0
t

� �
ZtPt=t�1Z

0
t +GtG

0
t

��1
vt

= dt + Tt
t=t�1 +
�
TtPt=t�1Z

0
t

� �
ZtPt=t�1Z

0
t + �t

��1
vt

= dt + Tt
t=t�1 +Ktvt

2) Pt+1=t :

Finalement, on montre que Pt+1=t = TtPt=t�1L
0
t + ��t :En e¤et, on a :


t+1 = dt + Tt
t +Htut ;

et


t+1=t = dt + Tt
t=t�1 +Ktvt
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t+1 � 
t+1=t = (dt + Tt
t +Htut)�
�
dt + Tt
t=t�1 +Ktvt

�
= Tt

�

t � 
t=t�1

�
�Ktvt +Htut

= Tt
�

t � 
t=t�1

�
�Kt

�
Zt
�

t � 
t=t�1

�
+Gtut

�
+Htut ;

= (Tt �KtZt)
�

t � 
t=t�1

�
� (KtGt �Ht)ut:

Alors, l�erreur quadratique moyenne est donnée par :

Pt+1=t = E
��

t+1 � 
t+1=t

� �

t+1 � 
t+1=t

�0�
= E

��
(Tt �KtZt)

�

t+1 � 
t+1=t

�
� ((KtGt �Ht)ut)

�
��

(Tt �KtZt)
�

t+1 � 
t+1=t

�
� ((KtGt �Ht)ut)

�0o
;

= E
h
(Tt �KtZt)

�

t+1 � 
t+1=t

� �

t+1 � 
t+1=t

�0
(Tt �KtZt)

0
i

+ E
h
(KtGt �Ht)utu

0
t (KtGt �Ht)

0
i

� E
h
(Tt �KtZt)

�

t+1 � 
t+1=t

�
u
0
t (KtGt �Ht)

0
i

� E
h
(KtGt �Ht)ut

�

t+1 � 
t+1=t

�0
(KtGt �Ht)

0
u
0
t

i
:

Ce qui donne :

Pt+1=t = (Tt �KtZt)Pt=t�1 (Tt �KtZt)
0
+ (KtGt �Ht) (KtGt �Ht)

0

= TtPt=t�1 (Tt �KtZt)
0
�KtZtPt=t�1 (Tt �KtZt)

0

+ (KtGt �Ht) (KtGt �Ht)
0

= TtPt=t�1 (Tt �KtZt)
0
�KtZtPt=t�1T

0
t +KtZtPt=t�1Z

0
tK

0
t

+Kt�tK
0
t +HtH

0
t

En remarquant que ZtPt=t�1T
0
t = FtK

0
t ; ZtPt=t�1Z

0
t = Ft��t; GtG

0
t = �t et HtH

0
t = ��t

on peut réecrire l�expression précédante sous la forme suivante :

Pt+1=t = TtPt=t�1 (Tt �KtZt)
0
�KtFtK

0
t +Kt (Ft � �t)K

0
t

+Kt�tK
0
t + ��t
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2.2.4 Simulation

Dans cette partie on s�intéresse à l�estimation de la volatilité stochastique par l�utilisation

de �ltre de Kalman.

Les processus générateurs de données et leurs trajectoires sont données comme suit :

Modèle (1) :

yt = e
ht=2"t ;

ht+1 = 0:95 (ht) + 0:15�t

h1 ! N

�
0;

0:152

1� 0:952

�
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Histogramme de la série simulée

Figure 4. Trajectoire Simulée généré à partir de Mod�ele(1)
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Modèle (2) :

yt = 0:6440e
ht=2"t ;

ht+1 = �0:88 + 0:98 (ht + 0:88) + 0:2�t

h1 ! N

�
0;

0:22

1� 0:982

�

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
­10

­5

0

5
La série simulée

­8 ­6 ­4 ­2 0 2 4
0

1000

2000

3000
Histogramme de la série simulée

Figure 5. Trajectoire Simulée généré à partir de Mod�ele(2)

Les resultats des estimations de la volatilité �ltrées et lissées sont donnés dans la �gure

suivante, avec un graphique des valeurs absolues des rendements. Le graphique montre la

fonctionnalité attendue de la volatilité �ltrée et la volatilité lissée. Tout au long de l�échan-

tillon, la volatilité �ltrée est légèrement plus élevé que les valeurs lissées en raison de la baisse

progressive de la volatilité observée pour cette série simulée.

Nous avons pris les vraies valeurs des paramètres pour chaque modèle.
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Mod�ele(1)
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Chapitre 3

Estimation des paramètres d�un
modèle SV

3.1 Introduction

Le caractère latent (inobservable) de la volatilité rend l�inférence statistique des modèles

à volatilité stochastique plus complexe que celle des modèles de type ARCH-GARCH. En

particulier, la loi conditionnelle du processus observé n�est pas explicite, ce qui empêche

d�écrire la vraisemblance sous une forme simple permettant de la maximiser. Cette complexité

explique que jusqu�au début des années 90, les articles consacrés à l�estimation de tels modèles

étaient peu nombreux. Depuis, la situation a radicalement changé et de nombreuses méthodes

sont disponibles dans la littérature statistique :

Pseudo-maximum de vraisemblance, moments généralisés, méthode fondée sur les repré-

sentations ARMA, méthode Bayésienne et MCMC, utilisée dans ce travail

Dans ce travail, nous avons choisi la méthodologie Bayesienne pour estimer les paramètres

du modèle étudié, où chaque paramètre est considéré non plus comme �xe mais comme une

variable aléatoire. On peut donc, d�abord choisir des distributions a priori pour les paramètres

et par la suite les mettre à jour pour obtenir les distributions a posteriori.

50
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Nous devons (probablement) choisir les distributions a priori de ces paramètres de manière

aussi générale que possible pour ne pas in�uencer les résultats subjectivement. Après cela,

on peut considérer la moyenne a posteriori de chacun de ces paramètres pour l�estimation.

Pour certaines distributions les densités a priori et a posteriori appartiennent à la même

famille. Dans ce cas, on appelle ces distributions a priori conjuguées.

Pour certains cas élémentaires, les distributions a posteriori sont analytiquement connues

et par conséquent on peut calculer la moyenne et la variance des paramètres directement.

Cependant en pratique, ceci n�est souvent pas possible et de ce fait on a besoin de techniques

numériques de Cha{̂ne de Markov Monte Carlo (MCMC); comme l�Échantillonneur de

Gibbs où l�on simule les paramètres et l�état (la volatilité) alternativement.

En outre, on peut rarement simuler directement par la distribution a posteriori, et par

conséquent on devra utiliser un algorithme de Metropolis-Hastings (MH) où l�on simule par

une distribution candidate connue (par exemple la distribution a priori) et ensuite on accepte

ou l�on rejette le point simulé.

Ce quotient MH est simplement le quotient de la densité a posteriori et la densité candi-

date à l�itération k, divisé par la même quantité à l�itération k-1. Ce quotient (du moment

qu�il est plus petit que 1) peut être interprété comme la probabilité avec laquelle on accepte

le point simulé par la distribution candidate. On peut donc comparer cette quantité avec

une variable aléatoire uniforme entre zéro et un, et si la première est plus grande que la

dernière alors on accepte le point.

Cependant les algorithmes MCMC sont très spéci�ques au modèle que l�on choisit. Ils sont

donc bien moins �exibles que les algorithmes basés sur la maximisation de la vraisemblance.

Nous rappelons les éléments de base de la technique bayesienne et de la méthode MCMC.
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3.2 La méthode MCMC

3.2.1 Introduction aux méthodes de Monte Carlo par chaînes de

Markov

Les méthodes de Monte Carlo ont été développées pour calculer de manière numérique,

et donc approchée, certaines intégrales dont l�expression théorique rendait les calculs rédhi-

bitoires. Depuis que les ordinateurs sont devenus su¢ samment puissants, ces méthodes de

calcul sont maintenant largement utilisées, et l�on trouve un vaste choix de livres traitant

ce sujet. On pourra citer Gentle; 2002 et Chen et al:2000, ce dernier traitant de manière

approfondie les méthodes de Monte Carlo appliquées à l�analyse Bayésienne. Les chaînes

de Markov o¤rent quant à elles un moyen aisé de simuler des valeurs distribuées asymp-

totiquement selon la loi désirée. La combinaison de ces deux aspects donne lieu à ce que

l�on appelle les méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC). Il devient alors

aisé de calculer certaines intégrales dépendant de lois à partir desquelles on ne peut simuler

directement. Robert; 1996a et Robert et Casella; 1999 constituent des ouvrages de référence

très complets sur le sujet.

Ce chapitre a pour but d�introduire quelques notions de bases liées aux techniques

MCMC. Après un bref rappel théorique sur les chaînes de Markov, nous abordons la construc-

tion de certains algorithmes MCMC les plus utilisés. En dernier lieu, nous présentons des

applications de ces algorithmes aux Modèles à volatilité stochastique.

Problèmes inhérents à l�approche Bayésienne

Nous introduisons ici quelques unes des di¢ cultés rencontrées par l�approche bayesienne

ayant trouvées leurs solutions avec les méthodes MCMC. L�approche bayésienne considère

que l�information apportée par les données y est résumée par une loi de probabilité �(�jy),

dite loi a posteriori, qui se déduit de la loi jointe �(�)f(yj�) par calcul de la loi marginale de

y notée m(y) :

�(�jy) = �(�)f(yj�)
m(y)

avec m(y) =
Z
�(�)f(yj�)d� ;

Où �(�) est appelée loi a priori sur le paramètre �. On est alors amené à évaluer des

estimateurs d�une fonction de �, notée h(�), sous une certaine fonction de coût L(�; �), ceci
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conduisant à minimiser en � le coût a posteriori :Z
L(�; �)�(�jy)d� (3:1)

Dans le cas particulier d�un coût quadratique

L(�; �) =


h(�)� �2

 ; (3:2)

L�estimateur de Bayes de la fonction h(�) minimisant le coût a posteriori est alors :

��(y) = E� [h(�)jy] (3:3)

=

Z
h(�)�(�jy)d�

On est ainsi conduit à évaluer une intégrale par rapport à la mesure �(�jy)d�. Cet exemple

nous permet d�illustrer les problèmes liés à l�utilisation de l�approche bayésienne, problème

d�intégration essentiellement. En e¤et, les di¢ cultés liées au calcul de ��(y) sont, d�une

part que �(�jy) n�est généralement pas connue sous forme explicite et, d�autre part, que

l�intégration de h(�) suivant �(�jy) ne peut pas être faite analytiquement dans la plupart

des cas.

L�inférence statistique traditionnelle se base sur les probabilités d�échantillonnage, p(yj�);

pour construire le test d�hypothèse et l�intervalle de con�ance. Dans le cas d�inférence baye-

sienne, pour obtenir un estimateur �̂(y) de �;nous avons besoin de sélectionner la caratéris-

tique qui résume la densité a posteriorif(�jy); comme la moyenne, le médiane ou le mode.

Pour obtenir une mesure de précision d�un estimateur �̂(y),on utilise la variance a posteriori

de �̂(y) :

var�̂(y) = E(�jy(� � �̂(y))2 (3:4)

On montre dans la littérature, Carlin et Louis (2000,chapitre2), que la moyenne a posteriori

est le meilleur estimateur qu�on peut prendre

Tout ceci permet donc de mettre en évidence les problèmes d�intégration comme faisant

partie des principaux écueils de la statistique bayésienne, un autre étant constitué par les

problèmes de minimisation.
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C�est cette classe de problèmes que se proposent d�aborder les méthodes MCMC.

3.2.2 Méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov

Nous allons montrer qu�il est possible d�obtenir un échantillon y1; :::; ym de loi f ,sans

simuler directement suivant f .

A ce stade de l�étude des méthodes MCMC, il est nécessaire de rappeler quelques résul-

tats et dé�nitions propres aux chaînes de Markov dont nous aurons besoin par la suite.

3.2.3 Notions sur les chaînes de Markov

Une chaîne de Markov homogène à temps discret et d�espace d�état E continu est dé�nie

par une séquence de variables aléatoire
�
X(0); X(1); :::

	
avec X(t) 2 E, véri�ant la propriété

de Markov en temps. Celle-ci sigi�e que, étant donné l�état courant X(t)(t � 0), la loi de

X(t+1) est indépendante du passé de la chaîne
�
X(0); X(1); :::X(t�1)	, l�homogénéité signi�ant

l�invariance de cette propriété par rapport au temps.

Remarque :

L�espace d�état peut être très complexe et contenir aussi bien des espaces discrets que

des espaces continus.

La loi d�une chaîne de Markov homogène en temps (discret)
�
X(t)

	
est alors caractérisée

par l�état initial X(0) et par le noyau de transition

P (x;A) = P
�
X(t+ 1) 2 AjX(t) = x

�
pour A � E : (3:5)

Dé�nition 3.1

Un noyau de transition est une fonction P dé�nie sur E � B(E) (B(E) désignant la

tribu Borélienne) à valeurs dans [0; 1] telle que :

1.8x 2 E; P (x; :) est une mesure de probabilité,

2.8A 2 B(E); P (:; A) est mesurable.
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Ce n�est rien d�autre qu�une probabilité sur B(E), dépendant mesurablement du para-

mètre x. Lorsque l�espace E est discret, le noyau de transition est simplement une matrice de

transition ayant pour éléments Pxy = P
�
X(t+1) = yjX(t) = x

�
pour x; y 2 E. Dans le cas

continu avec densité, le noyau représente la densité conditionnelle P (x; x0) de la transition.

C�est-à-dire que

P (X 2 Ajx) =
Z
A

P (x; x0)dx0 (3:6)

Remarque :

On ne s�intéresse ici qu�aux chaînes de Markov homogènes et n�ayant pas de comporte-

ment périodique.

Si X(t) est distribuée selon � sur E, alors X(t+1) est distribuée selon �P donnée par

�P (A) =

Z
P (x;A)�(dx) : (3:7)

Une chaîne de Markov est de mesure invariante � si � = �P c�est-à-dire :

X(t) � � =) X(t+1) � � : (3:8)

Il nous faut déterminer les conditions nécessaires pour pouvoir obtenir un échantillon distri-

bué selon la loi �,ceci dans le but d�approcher des intégrales par rapport à cette loi. On voit

facilement qu�une propriété nécessaire est que la chaîne X(t) générée puisse atteindre tous les

points du support de �. C�est ce que l�on appelle précisément la propriété d�irréductibilité,

indiquant qu�il est alors possible pour la chaîne de joindre deux états quelconques avec une

probabilité non nulle.

Dé�nition :

Une chaîne de Markov est dite irréductible (ou ' � irr�eductible) s�il existe une densité

' sur E telle que pour tout A � E avec '(A) > 0

P
�
9 t > 0 X(t+1) 2 A

�
X(0) = x

�
> 0 pour tout x 2 E : (3:9)

Lorsqu�il existe une mesure de probabilité invariante pour une chaîne irréductible, la

chaîne est dite positive. Dans un cadre discret, la récurrence d�un état se dé�nit comme une
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garantie de retour, c�est-à-dire que la probabilité d�y revenir est égale à un. On devine donc

que cette notion est automatiquement satisfaite pour les chaînes irréductibles sur un espace

d�état �ni. On dit alorsque la chaîne X(t) est récurrente et irréductible. Lorsque l�espérance

du temps de retour a l�état x est �nie, on dit que cet état est récurrent positif.

Lorsque la chaîne est à espace d�état continu, il faut utiliser à la place une notion sensi-

blement plus forte appelée récurrence au sens de Harris dont on pourra trouver les détails

dans Robert [1996a]. Sil�on ajoute à cette propriété le fait que la chaîne est positive et apé-

riodique,on obtient alors ce qui est appelé une chaîne ergodique, cette notion assurant la

convergence de la chaîne vers une loi limite.

Nous allons maintenant introduire le concept de chaîne de Markov réversible, dé�nition

que l�on peut résumer par la condition suivante

Z
A

P (x;B)�(x)dx =

Z
B

P (x;A)�(x)dx ; (3:10)

pour tout x 2 E et tout A et B inclus dans E.

cette condition signi�e que le taux auquel la chaîne se déplace de x à y (i.e. �(x)P (x; y))

lorsqu�elle est à l�équilibre (lorsque la convergence vers la distribution stationnaire est at-

teinte), est égal au taux auquel elle se déplace de y à x (i.e. �(y)P (y; x) ). La condition

ci-dessus est souvent appelée condition de balance. Les chaînes de Markov véri�ant cette

condition sont appelées des chaînes réversibles.

La réversibilité permet de montrer des résultats de type théorème de la limite centrale (de

Robert; 1996a). Les conditions nécessaires à ce type de théorème sont assez contraignantes,

mais la réversibilité permet de les obtenir.L�intérêt est que la réversibilité, généralement

très contraignante,est facile à imposer dans la plupart des algorithmes de Monte Carlo par

chaînes de Markov grâce à des étapes de simulation supplémentaires (cf Green [1995]ou

Tierney [1994]).

Les chaînes réversibles sont très utiles car pour toute chaîne irréductible de noyau de

transition P,si � est une distribution véri�ant (3:10), alors la chaîne est récurrente au sens

de Harris, réversible et de loi stationnaire �.
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De manière intuitive, on peut considérer qu�une chaîne de Markov récurrente irréductible

de loi invariante � va nous permettre d�approcher les intégrales de la forme
R
E
h(y)f(y)dy.

C�est ce que précise le théorème suivant (Tierney; 1996; p65) :

Théorème :

Soit
�
X(0); :::; X(t�1)	 une chaîne de Markov irréductible sur E de noyau de transition P

et de distribution invariante �. Soit h une fonction à valeurs réelles sur E � � int�egrable.

Alors

P

 
1

m

mX
j=1

h(xj) �!
Z
E

h(x)�(x)dx n X(0) = x(0)

!
= 1 (3:11)

Pour presque tout x(0).�

Ce théorème implique notamment que sous certaines conditions de régularité pour h,

la moyenne empirique de l�échantillon généré par une chaîne de Markov de distribution

invariante p
�
xjy(n)

�
converge presque sûrement vers E

�
h(X)jy(n)

�
:

3.3 Quelques algorithmes MCMC

Le principe fondamental des méthodes MCMC consiste donc à utiliser une chaîne de

Markov irréductible véri�ant le théorème précédent. Partant d�une valeur initiale arbitraire

x(0) 2 E, on génère une chaîne
�
x(t)
�
à partir d�un noyau de transition de loi stationnaire f ,

qui garantit de plus la convergence en loi vers f . Pour T �assez grand�, on peut considérer

x(T ) comme étant distribué suivant f et obtenir ainsi un échantillon
�
x(T ); x(T+1):::

�
qui est

e¤ectivement distribué suivant f , même si les x(T+t) ne sont pas indépendants.

Dé�nition 4.2 :

On appelle algorithme MCMC toute méthode produisant une chaîne de Markov
�
x(t)
�

ergodique dont la loi stationnaire est la distribution d�intérêt.

Nous allons aborder deux grands types de méthodes MCMC : les méthodes de Metropolis

Hastings, très générales, et l�échantillonnage de Gibbs. Ce dernier est d�une importance

pratique et historique considérable.
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3.3.1 L�algorithme de Metropolis-Hastings

Il repose sur l�utilisation d�une densité conditionnelle q (yjx) par rapport à la mesure

dominante pour le modèle,et ne peut être mis en pratique que si q (:jx) est soit simulable

rapidement, soit disponible analytiquement. L�algorithme de Metropolis-Hastings associé à

la loi objectif f et la loi conditionnelle q produit une chaîne de Markov
�
x(t)
�
générée par

l�algorithme suivant :

Algorithme :

Etant donné x(t)

1- Générer yt � q
�
:jx(t)

�
2- Générer une v.a B à partir d�une loi du Bernolli de paramètre �

�
x(t) ; yt

�
où �

�
x(t) ; yt

�
= min

"
1;
f (yt)

f (x(t))

q
�
x(t)= (yt)

�
q (yt=x(t))

#

3- Prendre

x(t+1) =

�
yt si B = 1
x(t) si B = 0

Remarque : q est appelée la loi instrumentale

Il est nécessaire d�imposer des conditions minimales sur loi conditionnelle q pour que f

soit e¤ectivement la loi limite de la chaîne
�
x(t)
�
produite. Par exemple, si E, support de f ,

que nous supposerons connexe, est systématiquement tronqué par q, c�est-à-dire s�il existe

A � E tel que Z
A

f(x)dx > 0 et
Z
A

q(yjx)dy = 0 8x 2 E; (3:12)

L�algorithme de Metropolis-Hastingsne peut admettre f comme loi stationnaire puisque,

partant de x(0) =2 A, la chaîne
�
x(t)
�
ne visite jamais A. La condition nécessaire et minimale

à imposer est alors : [
x2supp f

supp q (:=x) � supp f (3:13)
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En supposant de plus que supp f est connexe.

Sous la condition précédente, la chaîne de Markov dé�nie par l�algorithme de Metropolis

Hastings admet le noyau de transition suivant :

P (x;A) = 1[x=2A]

Z
A

q(yjx)�(x; y)dy + 1[x2A]
�
1�

Z
A

q(yjx)�(x; y)dy
�

(3:14)

Ceci représente la probabilité de se déplacer vers l�ensemble A � E en partant de n�im-

porte quel x ; le premier terme étant la probabilité d�arriver dans A en partant de x =2 A,
le second, la probabilité de rester dans A alors qu�on y était déjà. Ce noyau de transition

dé�nit alors une chaîne réversible ayant donc f pour loi stationnaire, qu�on peut résumer

par le théorème suivant (Saint Pierre 2003)

Théorème :

Pour toute loi conditionnelle q, véri�ant la condition minimale, f est une loi stationnaire

de la chaîne
�
x(t)
�
produite par l�algorithme de Metropolis-Hastings .�

Ce théorème nous donne une mesure de l�universalité de ce type d�algorithmes. A�n de

véri�er que celui présenté entre bien dans le cadre des algorithmes MCMC, il faut établir

l�ergodicité de
�
x(t)
�
. En se référant à Tierney; 1994 et Robert; 1996a, on apprend qu�il su¢ t

de montrer la f � irr�eductibilit�e et l�apériodicité de
�
x(t)
�
.

L�irréductibilité de
�
x(t)
�
découle de conditions su¢ santes comme la positivité : q(yjx) > 0

pour tout (x; y) 2 E2.

L�apériodicité semble évidente puisque l�algorithme autorise formellement les événements�
x(t+1) = x(t)

	
. Il faut cependant que la probabilité de ces événements soit non nulle, c�est-

à-dire :

P
�
f
�
x(t)
�
q
�
yt=x

(t)
�
= f (yt) q

�
x(t)=yt

��
< 1 (3:15)

Cette condition signi�e que q ne doit pas être le noyau de transition d�une chaîne de

Markov réversible admettant f comme loi stationnaire.
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3.3.2 Algorithme de Metropolis-Hastings composant par compo-

sant

Les algorithmes habituels mettent à jour tout les composants de x(t) à la fois. Il peut

parfois être utile de mettre à jour les di¤érents composants de
�
x
(t)
1 ; :::; x

(t)
d

�
séparément,

c�est ce que fait l�algorithme présenté ici. Les composants seront mis à jour selon leur ordre

d�indiçage, c�est-à-dire que l�on mettra successivement à jour x(t)1 ; x
(t)
2 ; :::;et x

(t)
d :On notera

les lois conditionnelles fi
�
x
(t)
i

�
= fi

�
x
(t)
i =x

(t)
�i

�
avec

x
(t)
�i =

�
x
(t)
1 ; :::; x

(t)
i�1; x

(t)
i+1; :::; x

(t)
d

�
.

La valeur yi utilisée pour la mise à jour de x
(t)
i est générée selon la densité notée

gi

�
yi=x

(t)
i

�
même si elle peut dépendre de x(t)�i. L�algorithme de mise à jour du i

�eme composant

à l�étape t est alors :

1- Générer yi � gi
�
:jx(t)i

�
2- Générer une v.a B à partir d�une loi du Bernolli de paramètre �i

où �i = min

241; fi (yi)
fi

�
x
(t)
i

� gi
�
y
(t)
i = (yt)

�
gi

�
x
(t)
i =yi

�
35

3- Prendre

x
(t+1)
i =

�
yi si B = 1

x
(t)
i si B = 0

En fait, c�est sous cette forme qu�était présenté l�algorithme dans l�article original de

Metropolis et al 1953: C�est un compromis entre l�algorithme de Metropolis Hastings pré-

senté plus haut et celui del�échantillonnage de Gibbs que nous allons voir.
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3.3.3 L�échantillonnage de Gibbs

Formellement,celui-ci peut se décrire comme un cas particulier de l�algorithme de Metro-

polis Hastings, cependant il s�en distingue par plusieurs caractéristiques.

1. Le taux d�acceptation est uniformément égal à 1 (Toutes les valeurs simulées sont

acceptées).

2: Son utilisation entraîne des limitations fortes sur le choix des paramètres des lois

instrumentales et suppose la connaissance de certaines propriétés de f .

3: L�échantillonnage de Gibbs ne fonctionne pas lorsque le nombre de paramètres est

variable :

Dé�nissons maintenant la structure de cet algorithme. :

Dé�nition 4.3 :

Etant donné une densité f , une densité g satisfaisant :Z
E

g(x; z)dz = f(x); (3:16)

Est appelée une complétion de f

Soit f la densité ciblée par l�algorithme. On choisit alors une complétion de f de manière

à ce que ses lois conditionnelles soient faciles a simuler. On échantillonnera g plutôt que f .

Pour p > 1, en notant y = (x; z), les lois conditionnelles de g(y) = g(y1; :::; yp) s�écrivent :

g1(y1jy2; :::; yp); g2(y2jy1; y3; :::; yp); :::; gp(ypjy1; :::; yp�1): (3:17)

L�algorithme d�échantillonnage de Gibbs associé à cette décomposition est alors fourni

par la transition de y(t) à y(t+1) suivante :

Simuler 1 - y(t+1)1 � g1
�
y1jy(t)2 ; :::; y

(t)
p

�
2 - y(t+1)2 � g2

�
y2jy(t)1 ; y

(t)
3 ; :::; y

(t)
p

�
:
:

p - y(t+1)p � gp
�
ypjy(t)1 ; :::; y

(t)
p�1

�
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Cette technique de complétion d�une densité f en une densité g telle que f apparaisse

comme densité marginale de g est souvent naturelle. On peut noter la similarité de cette

approche avec l�algorithme EM de maximisation de la vraisemblance. De même, il faut

remarquer que la méthode d�échantillonnage de Gibbs ne requiert aucunement que la com-

plétion de f en g et de x en y = (x; z) soit reliée au problème inférentiel. Ceci signi�e que

cette façon d�aborder les choses est justi�ée techniquement sans qu�il soit nécessaire de la

relier au problème réel sous-jacent.

Robert et Casella, 1999 montrent que la plupart des algorithmes de Gibbs véri�ent les

conditions minimales nécessaire à l�ergodicité de la chaîne. Pour ce qui est des propriétés de

convergence de cet algorithme, il faut montrer que la chaîne
�
y(t)
�
converge vers la distri-

bution g et que
�
x(t)
�
est une chaîne qui converge vers f . En e¤et, même si

�
y(t)
�
est par

construction une chaîne de Markov,
�
x(t)
�
n�en est pas forcément une.

Théorème :

Si la chaîne
�
y(t)
�
produite par l�algorithme de Gibbs est ergodique, alors la distribution

g est stationnaire pour la chaîne
�
y(t)
�
et f est la distribution limite de la chaîne

�
x(t)
�
.

On pourra trouver la preuve de ce théorème dans Robert et Casella; 1999. A�n de com-

pléter le parallèle entre l�échantillonnage de Gibbs et les méthodes de Metropolis-Hastings,

on peut citer le théorème suivant. ( Robert et Casella ; 1999 p:296:)

Théorème :

La méthode d�échantillonnage de Gibbs décrite plus haut correspond à la composition de

p algorithmes de Metropolis-Hastings de probabilités d�acceptation égales à 1.

Preuve

On peut considérer l�échantillonnage de Gibbs comme la composition de p algorithmes

"élémentaires" correspondant chacun à la simulation suivant une des lois conditionnelles de

g. Il su¢ t donc de montrer que chacun de ces algorithmes a une probabilité d�acceptation

égale à 1.

Considérons l�étape i. La loi instrumentale s�écrit

qi(y
0=y) = �(y1;:::;yi�1;yi+1;:::;yp)

�
y01; :::; y

0
i�1; y

0
i+1; :::; y

0
p

�
gi(y

0
ijy1; :::; yi�1; yi+1; :::; yp): (3:18)
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Le rapport dé�nissant la probabilité �(y; y0) s�écrit alors

g(y0)qi(yjy0)
g(y)qi(y0jy)

=
g(y0)gi(yijy01; :::; y0i�1; y0i+1; :::; y0p)
g(y)gi(y0ijy1; :::; yi�1; yi+1; :::; yp)

=
gi(y

0
ijy1; :::; yi�1; yi+1; :::; yp)gi(yijy01; :::; y0i�1; y0i+1; :::; y0p)

gi(yijy01; :::; y0i�1; y0i+1; :::; y0p)gi(y0ijy1; :::; yi�1; yi+1; :::; yp)
= 1

Considérations pratiques : initialisation, et convergence :

En tant qu�algorithmes MCMC, les diverses méthodes présentées ici nécessitent toutes

le choix d�une initialisation x(0). De manière idéale, on devrait choisir x(0) selon la loi inva-

riante f ciblée par l�algorithme. Cela est rarement possible, c�est pourquoi nous utiliserons

généralement une valeur au hasard tirée selon la loi a priori. L�in�uence du point de départ

de l�algorithme devient vite négligeable. Toutefois, pour réduire au maximum l�in�uence de

x(0) sur l�estimation de la densité ciblée, il est d�usage de ne pas tenir compte d�un certain

nombre m d�itérations, ceci signi�ant que les m premières valeurs générées par l�algorithme

ne seront tout simplement pas prises en compte. Les auteurs anglophones font alors référence

à la période de "burn in" ou "temps de chau¤e".

Si la chaîne de Markov générée est capable de mouvements rapides et amples permettant

de se déplacer rapidement dans tout l�espace d�état, alors la valeur générée x(m) pourra être

considérée comme étant indépendante de x(0) pour m relativement grand.

Les bonnes ou mauvaises propriétés d�estimation de la chaîne déterminent aussi la taille

totale N de la chaîne à générer a�n d�obtenir une estimation �able de la densité f ciblée. Plus

la chaîne se déplace vite, plus la convergence sera rapide.

Plusieurs méthodes existent permettant de déterminer de manière théorique les ordres

de grandeur pour m et T . On pourra par exemple se référer à Cowles et Carlin; 1996 pour

un passage en revue des diverses solutions existantes. On remarquera cependant qu�on ne

peut connaître a priori le nombre d�itérations nécessaires à la convergence.

Dans la prochaine section, nous utilisons cette méthode permettant d�estimer les para-

mètres du modèle présenté dans le chapitre 2.
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3.4 Estimation des paramètres d�un modèle SV

3.4.1 Estimation

On se place dans la cadre du modèle canonique (2:1). (aprés tansformation sous équations

d�espace d�état.) Notons � = (��; �; �) le vecteur des paramètres et �0 la vraie valeur. On

observe une trajectoire de longueur N , soit y = (y1; :::yT ), du processus (yt).

Réecrivons le modèle :

yt = �e
ht=2"t; (2:1:a)

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t;

h1 ! N

�
�;

�2�

1� �2
�
:

(2:1:b)

Aprés transformation sous espace d�état

y�t = ht + zt (2:38:a);

zt = log "
2
t

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t (2:38:b);

Rappelons que les autres variables du modèle, en particulier la volatilité ht, ne sont

pas observables, pour l�estimation des paramètres de modèle SV on va suivre l �algorithme

suivant :

3.4.2 Procédure d�estimation

Nous allons suivre l�algorithme suivant :

1) Initialiser s(0); �(0); �2(0)� et �(0):

2) Pour m = 1:::::M

1- pour t = 1:::::T

Echantilloner h(m)t à partir du hjy�; s; �; �2�:

2- Echantillonner s à partir de sjy�; h. avec s = (s1; :::sT )
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3- calculer �2(m)� à partir de p(�2�jy; h(m); �(m�1); �(m�1)):

4- calculer �(m);à partir de p(�jy; h(m); �2(m)� ; �(m�1)):

5- calculer �(m) à partir de p(�jy; h(m); �(m); �2(m)� ):

Notons que nous avons utilisé y� = flog(y21+c); :::; log(y2t+c); :::; log(y2T+c)g, Les vecteurs

y� et y, contiennent les mêmes informations.

Proposition 4.1 (Kim et al; 1998)

Kim et al; 1998 ont supposé que les paramètres du modèle sont a priori indépendamment

répartis comme suit :

p(�2�) � GI
�
��; �

2
�

�
(3:19:a)

p(�) /
�
(1 + �)

2

��(1)�1�
(1� �)
2

��(2)�1
; (3:19:b)

p(�) � N(��; �2�) (3:19:c)

Où GI (:; :) dénote une distribution Gamma�Inverse, .et � = 2���1 tel que �� � Bêta(�(1); �(2));

Les paramètres �(:) et �(:), caractérisant les distributions a priori, sont appelés "hyper�

parameter", qui sont spéci�és par Kim et al; 1998.

�
Proposition 4.2(Kim et al; 1998)

Étant donné les distributions a priori, les densités a postériori des paramètres du modèle

sont calculées de la manière suivante :

p(�2�jy; h; �; �) _ p(yjh; �; �; �2�)p(hj�; �; �2�)p(�2�) (3:20:a)

p(�jy; h; �; �2�) _ p(yjh; �; �; �2�)p(hj�; �; �2�)p(�): (3:20:b)

p(�jy; h; �2�; �) _ p(yjh; �; �; �2�)p(hj�; �; �2�)p(�) (3:20:c)

�
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Puisque l�état de la volatilité h subsume toutes les informations sur les paramètre
�
�; �; �2�

�
,

l�information complète de la fonction de vraisemblance
�
yjh; �; �; �2�

�
est une constante, et

par conséquent elle peut être omise.

Successivement nous obtenons :

p(hj�; �; �2�) _ p(h1j�; �; �2�)
T�1Y
t=1

p(ht+1jht; �; �; �2�) (3:21)

Où p(ht+1jht; �; �; �2�) est donné en (2:1:b).Les densités a posteriori peut être reformulées,

après élimination des termes constants. (pour plus de détails, voir ci-dessous).

1) Estimation de �2� à partir de p(�
2
�jy; h; �; �) :

Proposition 4.3 (Kim et al; 1998)

La densité à posteriori p(�2�jy; h; �; �) est proportionnelle à une densité Gamma�Inverse.

Par conséquent, nous avons :

�2�=y; h; �; � � IG (a; b) (3:22)

Si on suppose que �� =
�r
2
;

�2� =
S�
2

Alors :

a =
T

2
+ ��

=
n+ �r
2

b = �2� +
(h1 � �) 2

�
1� �2

�
+
PT�1

t=1 ((ht+1 � �)� � (ht � �)) 2

2

=
S� + (h1 � �) 2

�
1� �2

�
+
PT�1

t=1 ((ht+1 � �)� � (ht � �)) 2

2

On prend �r = 5 et S� = 0:01� �r �
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Preuve

En utilisant le théorème de Bayes, la distribution à postériori conditionnelle de �2� est

donnée par :

p(�2�jy; h; �; �) _ p(yjh; �; �; �2�)p(hj�; �; �2�)p(�2�):

p(�2�jy; h; �; �) _ p(h1j�; �; �2�)
T�1Y
t=1

p(ht+1jht; �; �; �2�)IG(�2�j��; ��);

Tel que la fonction de densité p(ht+1jht; �; �; �2�) est donnée en (2:1:b).

Aprés l�élimination de touts les termes constants , on obtient :

p(�2�jy; h; �; �)

_ exp

24�(h1 � �)2(1� �2)
2�2�

�

XT�1

t=1
fht+1 � �� �(ht � �)g2

2�2�

35
�
�
1

�2�

�T
2 (��)

�� exp
�
���
�2�

�
� (��)

�
�2�
���+1

_ exp

264��� + 12(h1 � �)2(1� �2) + 12
XT�1

t=1
fht+1 � �� �(ht � �)g2

�2�

375
�
�
1

�2�

�(��+T
2 )+1

2) Estimation de � à partir de p(�jy; h; �; �2�) :

Proposition 4.2 (Kim et al; 1998)

Pour �, nous avons brièvement illustré une procédure d�échantillonnage qui est également

utilisée par Kim et al:(1998). l�échantillonnage de la densité conditionnelle est fait par

l�utilisation de l�algorithme Metropolis-Hasting.

Soit � = 2�� � 1 tel que �� est réparti comme une distribution Bêta des paramêtres

(�(1); �(2)), (par la suite on prend �(1) = 20 et �(2) = 1:5):
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Par conséquent, la densité a priori de � est proportionnelle à :

p(�) /
�
(1 + �)

2

��(1)�1�
(1� �)
2

��(2)�1
; �(1); �(2) >

1

2
(3:23)

Ce qui donne

p(�jy; h; �; �2�) _ p(hj�; �; �2�)p(�): (3:24)

De telle sorte que :

p(hj�; �; �2�) / exp

(
�(h1 � �)2

�
1� �2

�
2�2�

+
1

2
log
�
1� �2

�
(3:25)

�
PT�1

t=1 f(ht � �)� �(h1 � �)g
2

2�2�

)

�

On note :

g(�) = log p(�)�
(h1 � �)2

�
1� �2

�
2�2�

+
1

2
log
�
1� �2

�
(3:26)

La méthode de Chib et Greenberg 1994, qui est basée sur l�algorithme de Metropolis�
Hastings, est appliquée de sorte à échantillonner cette distribution. Plus précisément, étant

donné la valeur actuelle �(i�1) à la (i� 1) �eme itération, nous échantillonnons la valeur �� à

partir de la distribution normale proposée N(�̂; V�), où

�̂ =

PT�1
t=1 (ht+1 � �)(ht � �)PT�1

t=1 (ht � �)2
et V� =

�2�PT�1
t=1 (ht � �)2

Ensuite, accepter cette proposition comme une valeur �(i) avec la probabilité

exp
n
g(��)� g(�(i�1)):

o
Si la valeur proposée est rejetée, alors �(i) est égal à �(i�1):
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3) Estimation de � à partir de p(�jy; h; �2�; �) :

Proposition 4.3 (Kim et al; 1998)

Le parametre � est estimé à partir de la densité à posteriori donnée par la formule

suivante

�=y; h; �; �2� � N
�
�̂; �2�

�
(3:27)

Telque :

�̂ = �2�

(�
1� �2

�
�2�

+
(1� �)
�2�

Pn�1
t=1 (ht+1 � �ht)

)

Et

�2� = �
2
�

�
(n� 1) (1� �) 2 +

�
1� �2

�	�1 �
On consédère � = exp (�=2)

Pour des raisons techniques, Kim et al; 1998 ont pris : �� = 0; et �2� = 10 (i.e. la

densité a priori � � N(0; 10))

Preuve

p(�jy; h; �2�; �) _ p(hj�; �; �2�)p(�):

_ p(h1j�; �; �2�)
Yn�1

t=1
p(ht+1jht; �; �; �2�)N(��; ��);

_ exp

0B@�1
2

264�2(1� �2 + (T � 1) (1� �)2
�2�

+
1

�2�

)
| {z }

A

�2�
(
h1
�
1� �2

�
+ (1� �)

Pn�1
t=1 (ht+1 � �ht)

�2�
+
��

�2�

)
| {z }

375
1CA

B

_ N
�
B

A
;
1

A

�
D�où �=y; h; �; �2� � N

�
�̂; �2�

�
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Remarque

1. Pour l�estimation de ht On applique la méthode du �ltre de kalman détaillée dans le

chapitre 2

2. En utilisant la fonction de probabilité suivante pour l�échantillonnage de st

Pr(st = i /y
�
t ; ht ) / qifN (y�t jht +mi � 1:2704; v2i ) ; i � K



Chapitre 4

Application numérique

4.1 Simulation et Estimation d�un modèle SV

Les résultats qui seront présentés dans cette section sont basés sur des données simulées.

En e¤et, on a simulé la variable ht, à partir de l�equation suivante :

ht+1 = �+ � (ht � �) + ���t
h1 ! N

�
�;

�2

1� �2
�

En deuxième lieu, on a simule yt, à partir de :

yt = �e
ht=2"t;

En�n, on simule la variable latente y� comme suit :

y�t = ht + zt; avec zt = log ("
2
t ) (un mélange gaussien)

Où la vraie valeur du paramètre (�; �; �; �) = (0:96; 0:15;�0:88; 0:6440) pour le modèleM1

et (�; �; �; �) = (0:7; 0:15;�0:88; 0:6440) pour le deuxième modèle M2

Nous nous servirons ensuite de ces données arti�cielles (estimées) pour estimer les pa-

71
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ramètres du modèle supposés inconnus en utilisant l�algorithme MCMC présenté dans le

chapitre 3, que nous avons implémenté sous l�environnement Matlab 7.0. Pour chaque cas,

le processus est simulé avec des échantillons de tailles 100; 500; 700 et 1000, pour un nombre

de réplique égale à 200,

Nous avons généré des chaînes de taille M = 15000 et on élimine les m = 5000 premières

itérations. On pourra noter que l�algorithme converge plus rapidement et ne nécessite que

10000 à 15000 itérations. Les résultats sont donnés dans les tableaux (1) et (2) tel que :

La colonne (1) contient les vraies valeurs des paramètres ;

La colonne (2) contient les diverses estimations ; autrement dit les moyennes a postériori

La colonne (3) contient les écarts types.

Nous tenons à préciser aussi que nous voulons étudier l�in�uence � lorsqu�il est proche

de la zone de non stationnarité sur l�estimation des paramètre.
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Modèle M1 :

N = 100
(1) (2) (3)

Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:96 0:9012 0:09531

�jy 0:15 0:14395 0:03531

�jy �0:88 �0:81398 0:331288

�jy 0:6440 0:668389 0:11638

N = 500
(1) (2) (3)

Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:96 0:95012 0:095

�jy 0:15 0:1457 0:0991

�jy �0:88 �0:904009 0:129

�jy 0:6440 0:6364 0:1013

N = 700
(1) (2) (3)

Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:96 0:95598 0:088

�jy 0:15 0:152070 0:098

�jy �0:88 �0:8582 0:051

�jy 0:6440 0:6511 0:073

N = 1000
(1) (2) (3)

Vrai valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:96 0:96033 0:005

�jy 0:15 0:15009 0:017

�jy �0:88 �0:8785 0:014

�jy 0:6440 0:6445 0:032
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Modèle M2 :

Table (2)
N = 100

(1) (2) (3)
Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std

�jy 0:70 0:8549 0:25185

�jy 0:15 0:14784 0:29931

�jy �0:88 �0:7094 0:3588

�jy 0:6440 0:70197 0:18972

N = 500
(1) (2) (3)

Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:70 0:7955 0:1985

�jy 0:15 0:1477 0:19597

�jy �0:88 �0:8266 0:1792

�jy 0:6440 0:6616 0:11007

N = 700
(1) (2) (3)

Vrai Valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:70 0:7517 0:0993

�jy 0:15 0:1472 0:0125

�jy �0:88 �0:8167 0:12951

�jy 0:6440 0:6647 0:09713

N = 1000
(1) (2) (3)

Vrai valeur Valeur Estimée par MCMC Écart type std
�jy 0:70 0:7446 0:015

�jy 0:15 0:15009 0:0017

�jy �0:88 �0:8748 0:0195

�jy 0:6440 0:6457 0:0062
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Figure 1 : Valeurs estimées de � pour � = 0:96
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Figure 2 : Valeurs estimées de � pour � = 0:70
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Figure 3 : Valeurs estimées de � pour � = 0:96 et � = 0:70
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Figure 4 : Valeurs estimées de � pour � = 0:96 et � = 0:70
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Figure 5 : Valeurs estimées de � = exp(�=2) pour � = 0:96 et � = 0:70

Remarque

Les notations dans la légende désigne :

- V.E : désigne la valeur estimée du paramètre qui n�est autre que la moyenne a postériori

pour le modèle M1 et le modèle M2.

- V.V : désigne la vraie valeur du paramètre que nous avons estimer

Commentaire

Il peut être remarqué que pour chaque instance, les vraies valeurs sont bien estimées

particulièrement le paramètre � et les �; Cependant � ainsi que � sont relativement moins

précises. Comme on peut remarqué aussi que la qualité des estimateurs, devient relativement

plus précise lorsque la taille de l�échantillon augmente ce qui est bien illustré par la suite et

qui est con�rmé par les résultats donnés dans la Table (3) et Table (4) correspondant à

la deuxième expérience dans laquelle on applique notre algorithme sur des données réelle

Il faut noter aussi que les temps de calcul ont été élevé.

Nous remarqons que les graphes (voir Figure 1 , Figure 2 et Figure 3 ) re�ètant
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l�estimation de � et � n�ont pas la même allure. mais ceci n�est pas probablement dû qu�aux

�uctuations des échantillons de base, car dans tout les cas , les valeur estimées ne semble pas

trés éloignées des vraies valeurs des paramètres respectifs surtout si la taille de l�échantillon

est grande.

Les graphes Figure 4 et Figure 5 représentant l�estimation de � et � ont a peu prés

la même allure, il se caractérise par une certaine instabilité lorsque T est relativement faible

On peut noter que la convergence vers la vraie valeur du parametre est plus rapide lorsque

� est plus proche de la zone de stationnarité.
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4.2 Application sur une série de données réelle :

Cette section comporte la description des données (FTSE 100) ainsi que les données

(Nikkei 225) sur lesquelles nous allons travailler, la motivation d�utiliser les modèles à Vo-

latilité Stochastique et les résultats de l�estimation et des prévisions. ( où les données sont

journalières, 974 observations pour chaque série qui vont du 01 Janvier 1999 au 24 Septembre

2002).

Par la suite tous les résultats seront comparés avec ceux obtenus paKrichene (2003)dans

son article "Modelling stochastic volatility with application to Stock Returns"

4.2.1 Description des données FTSE 100

L�indice FTSE 100 que l�on appelle également FTSE, ou, de façon familière, le «

footsie» est un indice boursier des cent entreprises britanniques les mieux capitalisées cotées

à la bourse de Londres. Les quatre initiales signi�ent Financial T imes Stock Exchange.

L�indice a été lancé le 3 janvier 1984 sur une base de 1000 points ; son plafond historique

(en 2010) a été atteint le 30 décembre 1999 avec 6950,6 points.

Le FTSE 100 est l�indice boursier le plus largement utilisé de tous les indices proposés

par le FTSE Group, et est fréquemment usité (notamment dans les informations �nancières)

comme une mesure de la bonne santé de l�économie.
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Estimation des paramètres

On a généré des chaînes de tailleM = 25000 et élimine lesm = 5000 premières itérations.

Les résultats ont été comparés à ceux obtenus par Krichene (2003).

Ligne (1) : nos estimations autrement dit les moyenne a postériori

Ligne (2) : estimations obtenus par Krichene

Ils sont résumés dans les tableaux suivants :.

Table (3)
valeur estimée par MCMC Écart type std mse

�jy
�
(1) 0:9739

(2) 0:974
0:0060 3:2858� 10�7

�jy
�
(1) 0:1576

(2) 0:157
0:01882 6:9996� 10�8

�jy
�
(1) 0:2999

(2) 0:334
0:05482 0:0081

�jy
�
(1) 1:1622

(2) 1:182
0:031 6:9247� 10�4

Elapsed time is 10415.902000 seconds.
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Graphiques :

Les �gures ci-après représentent les traces des paramètres pour M = 25:000 ainsi que

leurs distributions à posteriori.
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2) Estimation de �2� à partir de p(�
2
�jy; h; �; �)
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3) Estimation de � à partir de p(�jy; h; �2�; �)
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4) Estimation de � = exp (�=2)
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4.2.2 Description des données Nikkei 225

Le Nikkei 225 est le principal indice boursier de la bourse de Tokyo. Le terme Nikkei

est l�abréviation de « Nihon Keizai Shinbun » , le nom du quotidien économique qui publie

cet indice. Il est composé de 225 sociétés.

Le Nikkei a été créé le 16 mai 1949 (année de la base 100). Le Nikkei 225 se calcule par

une moyenne arithmétique des valeurs qui le compose, sans pondération par la capitalisation

boursière des titres qui le composent.

Cet indice se trouvait à près de 40000 points à la �n 1989 et à 15000 en 1992, suite à

l�explosion de la bulle �nancière. Entre 2000 et 2003, il a accentué sa chute pour atteindre

un plus bas de vingt ans. À la faveur du retour en grâce de l�économie nipponne après une

stagnation longue d�une décennie, l�indice a repris du terrain, clôturant �n 2005 à plus de

16000 points, à la suite des seconds semestres 2004 et 2005 qui ont été le théâtre de rallyes

boursiers particulièrement marqués
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Estimation du paramètres

Les résultats ont été comparés à ceux obtenus par Krichene (2003).

Ligne (1) : nos estimations autrement dit les moyennes a postériori

Ligne (2) :estimations obtenus par Krichene

Ils sont résumés dans les tableaux suivants [1].

Table (4)
valeur estimée par MCMC Écart type std Erreur quadratique moyenne mse

�jy
�
(1) 0:9463

(2) 0:944
0:01503 1:87231� 10�10

�jy
�
(1) 0:1706

(2) 0:178
0:02784 7:29322� 10�7

�jy
�
(1) 0:7027

(2) 0:6543
0:04763 0:24384

�jy
�
(1) 1:42139

(2) 1:387
0:0338 0:03153

Elapsed time is 10577.585000 seconds.
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1) Estimation de � à partir de p(�jy; h; �2�; �)

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 104

0.8

0.85

0.9

0.95

1

ph
i

Itération

Estimation du phi/y par MCMC

0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02
0

100

200

300

400

500

600

700

800

phi/y



CHAPITRE 4. APPLICATION NUMÉRIQUE 92

2) Estimation de �2� à partir de p(�
2
�jy; h; �; �)
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3) Estimation de � à partir de p(�jy; h; �2�; �)
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4) Estimation de � = exp (�=2)
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Commentaire

Krichene (2003)a appliqué aussi la méthode MCMC dans ce modèle avec une vraie valeur

du paramètre égale à celle estimée dans la littérature pour des séries temporelles de données

économiques. On remarque que nous avons obtenu les même valeur des estimations pour la

séries des données FTSE 100 et les données Nikkie 22 ; elle converge vers les vraies valeurs

que nous avons utilisé comme valeurs initiales
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4.2.3 Ajustement de la série FTSE 100 par le modèle SV

Nous avons ajusté la série à un modèle SV en utilisant notre programme informatique

écrit en langage MATLAB. Le modèle estimé est comme suit :

yt = 1:1622� eht=2"t;

ht+1 = 0:2999 + 0:9739 (ht � 0:2999) + 0:1576�t
h1 ! N

�
0:2999;

0:15762

1� 0:97392

�
"t ! N (0; 1)
�t ! N (0:1)

Les �gures sont une repésentation conjointe de la série des rendements logarithmiques et

de la série ajustée et les résidus correspondant.
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La �gure précédente montre le graphe des prévisions obtenues à partir du modèle SV en

plus de la série transformée.
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4.2.4 Ajustement de la série Nikkie 225 par le modèle SV

Nous avons ajusté la série à un modèle SV en utilisant notre programme informatique

écrit en langage MATLAB. Le modèle estimé est comme suit :

yt = 1:421398� eht=2"t;

ht+1 = 0:7027 + 0:9463 (ht � 0:7027) + 0:1706�t
h1 ! N

�
0:7027;

0:17062

1� 0:94632

�
"t ! N (0; 1)
�t ! N (0:1)
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Les �gures sont une repésentation conjointe de la série des rendements logarithmiques et de

la série ajustée et les résidus correspondant.
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Les resultats de l�estimations de volatilité �ltrées et lissées sont donnés à la �gure sui-

vante, avec un graphique des valeurs absolues des rendements. Le graphique suivant montre

la fonctionnalité attendue de la volatilité �ltrée et la volatilité lissée. Tout au long de l�échan-

tillon, la volatilité �ltré est légèrement plus élevé que les valeurs lissées en raison de la baisse

progressive de la volatilité observée pour les séries FTSE 100 et Nikkie 225.
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Chapitre 5

Modèle à volatilité stochastique
périodique

5.1 Introduction

Au cours des dernières décennies, de nombreuses études menées sur des séries �nan-

cières ont focalisé sur "l�e¤et saisonnalité". Une liste non exhaustive comprend les travaux

d�Abraham et Ikenberry (1994), Bessenmbinder et Hertzel (1993), French (1980)... , Ces

études se sont souvent intéressées à " l�e¤et week end", qui pour un grand nombre de place

bourcières se traduit par par des rendements sigin�cativement plus faible, voir même négatifs

les luindi et des rendements souvent fort élevés le vendredi avant la clôture des marchés.

Nonobstant à la volatilité des séries, Abraham et Ikenberry (1994) et Bessenmbinder

et Hertzel (1993) utilisèrent des Autorégressions périodiques pour l�analyse de la structure

d�autocorrélation des rendements aux alentours des jours de fermeture. Pourtant, si on consi-

dère, maintenant, la variabilité instantanée des séries, des observations similaires peuvent être

faites, puisque la volatilité du marché semble en général être plus importante le lundi que le

reste de la semaine. Ainsi, la structure dynamique de la volatilité parraît elle aussi témoigner

d�assez évidents "e¤et saisonniers" (cf. Ederington et Lee (1993))

101
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Dans ce chapitre, on s�attellera à présenter la modélisation des processus périodiquement

corrélés. Tout d�abord, on exposera les dé�nitions des processus périodiquement corrélés, puis

on donnera un aperçu succinct des modèle à volatilité stochastiqe à coe¢ cients périodiques

5.2 Processus périodiquement corrélé

5.2.1 Historique :

La moitie de sciècle , a vu l �émergence de diverse méthodes décrivant les caractiristiques

stochastique de processus de séries chronologiques trouvant leurs applications dans plusieurs

domaines tels que l�economie, l�envirenement, et autres.

En e¤et depuis les travaux de Wold (1938),de nombreux chercheurs se sont attelés sur

cette voie et l�an 1970, fût, à travers le fameux ouvrage de Box et Jenkins (1976), la consé-

cration de tant d�années de labeur et de recherche sur des méthodes d�analyse de séries

chronologiques.

Connuse dans la littérature sous le nom de Méthodologie de Box et Jenkins, ce recuil est

devenu, un livre référence sur le traitement, selon une approche standard, des modèle au-

toréssifsmoyenne mobile univariés à coe¢ cients canstants, d�où l�appellation anglo-saxonne

de �standard text book� selon Ghysels et al (1996). Cependant , de nombreux séries ren-

contrées dans la pratique, font apparaître une tendence saisonnière, pour laquelle des trans-

formations adéquates (di¤érence ordinaire, di¤érence saisonnière, di¤érence mixte, ...) sont

usuelllement appliquées a�n d�assurer la stationnarité au seconde ordre. Toutefois, dans

l�analyse des séries exhibant une saisonalité forte ou une tendance cyclique, supposé une

homogénéité au seconde ordre et quelle fois, clairement, non appropriée.

A travers l�exemple de McCollister et Wilson (1775), concernant la mesure heure par

heure du taux d�ozone ambiant du bassin de Los Angeles (USA), durant plusieure mois,

Tiao et Grupe (1980), ont mis en évidence les conséquence d�une analyse standard.. En e¤et

une telle approche, a conduit à une mauvaise spéci�cation du modèle homogène car elle

n�as pas pris en consédiration la nature périodique des données. De même Osborn (1992)

a montré qu�une telle modélisation, erronée,conduit à une surévaluation des ordres, la non-
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convergence des estimateurs des paramètres et l�iné¢ cacité de la prévision. dés lors, cela

devenait plus approprié et plusjudicieux de traiter les processus périodiquement corrélés, non

pas par la classe desmodèles saisonniers classiques, mais plutôt mais par celle des modèle

linéaires périodiquesautoregressifs moyenne mobile PARMAS (pt; qt) dont les paramètres

�t;i i = 1:::pt et �t;i i = 1:::qt; les ordres, ainsi que la variance du processus bruit blanc, sont

des fonctions périodiques du temps, de période S , S � 2

Dans le célèbre théorème de décomposition linéaire de Cramér (1961), connu sous le

nom Décomposition de Wold-Cramér qui n�est qu�une généralisation de théorème de Wold

(1983),les modèles linéaire périodiques, une classe particulière des modèles évolutifs dans

le temps, s�averent indéqués pour la représentation des processus périodiquement corré-

lés.originellement présenter par Gladyshev (1961) a�n de représenter les processus, du se-

conde ordre, dont les fonction d�autocovariance sont des fonctions périodique du temps, de

periode S , les processus périodiquement corrélés , connurent un essor fulgurant, et cela grâce

au lien établi avec les processus multivariés stationnaires, qui leurs sont associés [Pagano,

M. (1978), Newton, H. J.(1982)].

En e¤et Gladyshev (1961) donna une dé�nition formelle de la stationnarité périodique

des processus périodiques, et montra qu�une condition nécessaire et su¢ sante, pour une telle

stationarité, est la stationnarité du vecteur contenant toutes les variables périodiques.

Une approche connue sous "period span lumping" ? a fait l�objet de nombreux traveaux :

Ula et Smadi (1997), Franses (1996) Bentarzi (195), Bentarzi et Hallin (1994), Tiao et

Grupe (1980), Cleveland et Tiao (1979, ces deux dernières publication furent les pion-

nières, puisqu�elles donnèrent les formules relatives aux paramètres, et à l�ordre du modèle

PARMAS à ceux des processus ARMA S-varié correspondant.

Certains aspect de l�étude des modèles de séries chronologiques périodiques reste di¢ cile

à analyser par le biais de cette approche, on cite à titre d�exemple, le problème de la facto-

risation spéctrale d�un processus périodiquement corrélé q dépendant univarié ou multivarié

et les test ( Bentarzi (1995) et (1998), Bentarzi et Hallin (1994), (1996) et (1998)).
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5.2.2 Processus périodiquement corrélé

Soit ytun processus du second ordre, de moyenne :

�t = E(yt) ; t 2 Z (5:1)

et de fonction d�autocovariance :


(t; s) = Cov(yt; ys) ; t; s 2 Z (5:2)

Sans perte de généralité on suppose que �t = 0 8 t 2 Z, i.e on assume que yt est un processus
centré.

Un cas particulier de cette classe de modèle, est le processus périodiquement corrélés,

introduit initialement par Gladyshev (1961).

Dé�nition 5.1

Un processus du second ordrefyt; t 2 Zg est dit Périodiquement Corrélé ou faiblement

Périodique s�il existe un entier positif S tel que 8t; s et � 2 Z , on a :

�t+S� = �t ; (5:3:a)

Et


(t+ S�; s+ S�) = 
(t; s) ; (5:3:b)

L�entier positif S est dans ce cas est appelé la Période du processus périodiquement corrélé.

On remarque qu�un processus faiblement stationnaire de second ordre est un cas parti-

culier des processus périodiquement corrélés.(S = 1)

5.2.3 Fonction d�autocovariance d�un processus périodiquement

corrélé

On considère un processus yt centré, périodiquement corrélé, de période S .

Soient, pour tout t 2 Z l�entier positif i; i = 1; :::; S et l�entier � 2 Z;tels que :

t = i+ S� (5:4)

Dés lors la fonction d�autocovariance , d�ordre h relative à la i�eme période du processus S

périodique yt noté 

(i)
h est dé�nie comme suit : (voir Bentarzi (1995) et Franses(1996))
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(i)
h = 
(t; t� h) = 
(i; i� h); i = 1; :::; S h 2 N et t 2 Z (5:5)

Il est facile de véri�er que :



(i+S�)
h = 


(i)
h et 


(i)
�h = 


(i+h)
h (5:6)

5.2.4 Processus périodiquement corrélés et processus multivariés

stationnaires

Processus périodiquement corrélés et processus multivariés stationnaires de prime abord,

il semble qu�il n y a aucun lien entre eux, ce constat est erroné, en e¤et dés 1961, Gladyshev

établit la relation et a montré que l�on peut représenter un processus périodique, de période

S (S � 2); par un processus S-varié stationnaire. Le modèle ainsi obtenu , est exploité, a�n

de déduire les propriétés du modèle périodique, i.e. que l�étude des modèles périodiques se

ramène à celle du modèles multivariés stationnaire associés.

sois le processus S-varié, X (�), dont la j�eme composante, Xj (�), est dé�nie par :

Xj (�) = yj+S� ; j = 1; 2; :::; S et � 2 Z (5:7)

Ce processus est alors, donné par le vecteur :

X (�) = (X1 (�) ; X2 (�) ; :::; XS (�)) �

= (y1+S� ; y2+S� ; :::; yS+S� )� (5:8)

Théorème de Gladyshev (1961)

Un processus yt est Périodiquement Corrélé de Période S si, et seulement si, le processus

X (�) S-varié qui lui associé, est faiblement stationnaire.

5.2.5 Relation entre les autocovariances d�un processus périodi-

quement corrélé et celles processus multivariés stationnaires

inhérent

soit � (� 1; � 2) la matrice de variance covariances de X (� 1) et X (� 2), dont les éléments

sont donnés par :

�ij (� 1 ; � 2) = (Xi (� 1) ; Xj (� 2)) i; j = 1; 2; :::; S et � 1 ; � 2 2 Z (5:9)
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On peut vérié que le terme (1.9) s�exprime en fonction de la fonction d�autocovariance



(i)
h du processus périodique yt , comme suit :

�ij (� 1 ; � 2) = 

(i)

i�j+S(�1��2)
i; j = 1; 2; :::; S et � 1 ; � 2 2 Z (5:10)

Le processus S-variéX (�), étant stationnaire, il en dérive que sa matrice d�autocovariance

à l�horison h est de la forme :

� (h) = � (� ; � � h) = (�ij (� ; � � h))i;j=1;:::;S (5:11)

Où �ij (� ; � � h) = 
(i)i�j+Sh � 2 Z

5.3 Présentation du modèle

Dé�nition :

Un processus aléatoire yt est dit satisfait un modèle à volatilité stochastique à coe¤ecients

périodiques, en t de période S, noté PSV , si il est solution d�une équation aux di¤érences

stochastiques de la forme suivante :

yt = �te
ht=2"t; (5:12:a)

ht+1 = �t + �t (ht � �t) + ��;t�t

hs ! N

 
�s;

�2�;s

1�
QS
1=1 �

2
i

!
(5:12:b)

Où �t et "t sont des bruits blancs Gaussiens qui sont mutuellement indépendants centrées et

de variance égale à 1.

on supposse yt la serie temporelle , soit observable. Cette variable represente le taux de

rendement d�un titre �nancier, elle depend de la variable ht qui est pas observable. cette

deriere represente le log-volatilité à l�instant t
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Les coe¢ cients du système sont des fonctions périodiques du temps, de période S c�est

à dire :

�t = �s+S� = �s
�t = �s+S� = �s
�t = �s+S� = �s
�2�;t = �

2
�;s+S� = �

2
�;s

Tels que : � ; t 2 Z et s 2 f1; 2; :::; Sg

Simulation

Le processus générateur de donnée et le trajectoire sont données comme suit :

ys+S� = �s+S�e
hs+S�=2"s+S� ;

hs+S� = �s + �s (hs+S��1 � �s) + ��;s�s+S��1

Le processus est simulé d�un modèle à volatilité stochastique à coe¢ cients périodiques, PSV

de période S = 2

Les vecteurs du paramètres périodiques sont : � = (0;�0:8)0 , � = (0:95; 0:97)0 et

��; = (0:1; 0:2)
0 :

On prend

� = exp(�=2) dans ce cas on trouve � = (1; 0:6703)0

D�où

y1+2� = �1+2�e
h1+2�=2"1+2�

h1+2� = �1 + �1 (h1+2��1 � �1) + ��;1�1+2��1

y2+2� = �2+2�e
h2+2�=2"2+2�

h2+2� = �2 + �2 (h2+2��1 � �2) + ��;2�2+2��1
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce travail de mémoire, nous avons considérer le problème de la modélisation de la

volatilité des séries �nancieres, en particulier les modèles de séries chronologique à volatilité

stochastique.

Nous avons utiliser l�algorithme du Filtre de Kalman pour intégrer l�état non observable.

La performance de cette méthode a été montrée par des simulations intensives. D�autre part,

nous avons choisi l�approche Bayesienne pour estimer les paramètres du modèle étudié où

chaque paramètre est considéré comme étant une variable aléatoire ; pour cela, nous avons

appliqué la méthode MCMC. Par la suite, nous avons e¤ectué des applications sur des séries

réelles

A travers une série de simulations, nous avons canstaté que les estimations obtenues sont

e¢ caces. Nous avons relevé que la méthode MCMC est nettement meilleure, mais son implé-

mentation est lourde ; et par comparaison avec des résultats obtenus par d�autre chercheurs

sur des données réelles les notres sont considérés bons.

Nous envisageons, suite à ces conculants résultats et en égard à leur importance dans

le monde de la �nance, détendre notre horison vers l�étude des propriétés probabilistes et

statistiques que nous avons commencé dans le chapitre " Modèle à volatilité stochastique

périodique", tout en oeuvrant à approfondir et enreichir les notions acquises.
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