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Notations

On désignera par :

U , le disque unité et par ∂K, le contour de l’ensemble K.

S(O′, r1, r2), la couronne du centre O′, de rayon intérieur r1 et rayon extérieur r2.

b = [a1, a2, a3, a4, ...], le développement de b en fractions continues.

pgcd(p, q), le plus grand commun diviseur des entiers p et q.

min
0≤k≤n−1

(ak), la valeur minimale des ak pour 0 ≤ k ≤ n− 1.

max
0≤k≤n−1

(ak), la valeur maximale des ak pour 0 ≤ k ≤ n− 1.

P (n)(x), la nème dérivée du polynôme P (x).

P ∗(x), le polynôme réciproque du P (x), on a : P ∗(x) = xnP (1/x).

Re(z), la partie réelle du nombre complexe z.

Im(z), la partie imaginaire du nombre complexe z.

arg(z), l’argument du nombre complexe z.

C, corps des nombres complexes.

Z = {...− 3, −2, −1, 0, 1, 2, 3...}, anneau des nombres entiers rationnels.

N = {0, 1, 2, 3, 4, ...}, monoïde des nombres entiers naturels.
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Introduction

La localisation des zéros de polynômes dans le plan complexe présente un intérêt certain en

analyse et en physique, notamment en théorie du signal.

Plusieurs chercheurs se sont intéressés à ce problème, nous citons par exemple, A. Schinzel

(cf [25]), K. B. Stolarsky (cf [26]), K. Dilcher (cf [9]) et M. Mignotte (cf [18]),...etc

Dans de nombreux secteurs de l’activité scientifique, on est amené à résoudre des équations

et des inégalités de type polynômiales ; les méthodes heuristiques classiques pour obtenir les

solutions approchées, ne donnent, en fait ne peuvent donner de bons résultats que si les zéros du

polynôme considéré ont été préalablement localisés, d’où l’intérêt de l’étude de la localisation

des zéros de polynômes à coefficients réels ou complexes dans le plan complexe.

Plusieurs inégalités classiques d’analyse, peuvent se ramener à la forme P (x) ≥ 0, pour x dans

I ou P (x) > 0 pour x dans J , où P (x) est un polynôme à coefficients réels et J ⊂ I sont des

intervalles de nombres réels.

Comment les zéros du polynôme P (x) sont-ils répartis dans le plan complexe ?

Si f est un polynôme qui a tous ses zéros réels, l’inégalité de Laguerre (cf [15]), affirme que le

polynôme défini par,

P (x) = (f ′(x))2 − f(x)f ′′(x),

vérifie l’inégalité P (x) > 0 pour tout x ∈ R.

Nous apporterons des réponses à la première question et nous montrerons comment grâce à

l’inégalité de Laguerre on peut obtenir l’inégalité P (x) > 0.

Notons qu’une étude détaillée de la localisation des zéros de ce polynôme particulier P (x), se

trouve dans [9].
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Introduction

De nombreuses études ont été faites sur la répartition des zéros de polynômes à coefficients

réels ou complexes dans le plan complexe (cf [13], [14]).

Le livre de Marden (cf [17]) "Geometry of polynomials" qui rassemble de très nombreux ré-

sultats issus des travaux de plusieurs auteurs sur les zéros de polynômes, constitue une référence

importante dans ce domaine. Le nombre important d’articles publiés sur ce sujet, témoigne de

l’intérêt à la fois théorique et pratique de cette vaste étude.

Dans ce mémoire, notre intérêt s’est porté essentiellement sur l’étude de la localisation des

zéros de deux familles particulières de trinômes définies pour n et m entiers par,

T (x) = Tn, m(x) = mxn − nxm + n−m, où n > m > 0. (0.1)

Pn(z) = Pn, λ(z) = λzn + 1− λ− (λz + 1− λ)n où 0 < λ < 1. (0.2)

Ces deux familles de trinômes jouent un rôle très important dans l’étude de certaines inégalités

intervenant en analyse.

Les deux familles de trinômes (0.1) et (0.2) ont été étudiées dans (cf [8]) par K. Dilcher, J. D.

Nulton et K. B. Stolarsky .

Notre travail consiste d’abord à faire une synthèse de certains résultats fondamentaux né-

cessaires pour la localisation des zéros de polynômes à coefficients réels ou complexes, puis

d’appliquer ces résultats pour l’étude des deux familles de polynômes définies par (0.1) et (0.2).

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à quelques rappels d’analyse complexe et de certains résultats

classiques concernant la localisation des zéros d’un polynôme dans le plan complexe. Nous citons

certains théorèmes et détaillons leurs démonstrations. Nous avons pour cela énoncé le théorème

de Cauchy (cf [17]) qui donne la localisation dans un disque, et le théorème d’Enestrom-Kakeya

(cf [7]) qui donne la localisation dans une couronne. Des exemples d’application ont été égale-

ment donnés à la fin de ce chapitre.

Dans le deuxième chapitre, nous avons utilisé les théorèmes de Cauchy (cf [17]), d’Eneström-

Kakeya (cf [7]), et de Rouché (cf [17]), pour montrer la proposition 2.1, qui précise la localisation
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Introduction

des zéros du trinôme T (x) dans une couronne suivant les valeurs de l’entier m ; nous avons ap-

pliqué ces théorèmes au trinôme T (x) pour déterminer le nombre de ses zéros à l’intérieur du

disque unité U . Nous avons également exposé et repris dans le détail la démonstration de la

proposition 2.1 (cf [8]), qui donne un encadrement du module des zéros z 6= 1 de T (x).

Le troisième chapitre de ce mémoire, est consacré à l’étude de la localisation des zéros de

la famille de polynômes définie par (0.2) ; l’application du théorème de Cohn (cf [5]), nous a

permis de démontrer le théorème 3.3, qui précise la localisation des zéros d’un polynôme P (x)

lorsque P (x) = P ∗(x) où P ∗(x) est le polynôme réciproque de P (x).

Enfin nous terminons notre mémoire par une conclusion, une bibliographie et une annexe où

nous donnons quelques exemples de courbes E(ρ) où E(ρ) est définie dans la proposition 3.2.
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Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux.

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous énonçons quelques rappels d’analyse complexe et quelques propriétés

des fractions continues ainsi que certains resultats sur la localisation des zéros d’un polynôme

dans le plan complexe. Nous nous sommes intéressés particulièrement à la localisation des zéros

d’un polynôme dans un disque, dans une couronne, et relativement à un secteur.

Nous avons présenté et détaillé les démonstrations des théorèmes de Cauchy (cf [17]), de Rouché

(cf [17]) et de Hurwitz, que nous avons fait suivre par des exemples d’application. Aussi nous

avons fait suivre le théorème d’Enestrom-Kakeya (cf [17]) concernant la localisation des zéros

d’un polynôme à coefficients réels dans une couronne d’une démonstration détaillée.

Ce chapitre contient donc les outils préliminaires nécessaires à notre étude. Notre intérêt s’est

porté à l’application de ces résultas aux deux familles de trinômes suivantes que nous éxposerons

aux chapitres 2 et 3, de ce présent mémoire :

T (x) = mxn − nxm + n−m, où n > m > 0.

Pn(z) = λzn + 1− λ− (λz + 1− λ)n où 0 < λ < 1.
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chapitre1

1.2 Rappels de quelques résultats fondamentaux.

Définition 1.1

L’ensemble {z ∈ C, |z − a| ≤ r} est appelé le disque fermé de centre a et de rayon r.

Définition 1.2 (cf [4])

Une fonction f(x) à valeurs réelles ou complexes définie dans un ouvert D, est dite

analytique dans D si pour tout point x0 ∈ D, la fonction f(x) est développable en série entière

au point x0.

Autrement dit, il existe un nombre réel positif α > 0 et une série entière S(x) =
∑
n≥0

anx
n de

rayon de convergence r ≥ α telle que l’on ait,

f(x) =
∑
n≥0

an(x− x0)n.

Définition 1.3 (cf [6])

On dit qu’une fonction f : Ω −→ C est holomorphe dans Ω si f est de classe C1 et C−dérivable

en tout point.

Définition 1.4 (cf [6])

On appellera fonction méromorphe dans Ω toute fonction f holomorphe dans Ω S, où S est un

fermé discret de Ω, telle que les singularités de f aus points de S soient toutes des pôles.

Remarque 1.1

Toute fonction polynomiale est analytique dans R et holomorphe dans tout ouvert de C.

Proposition 1.1 (Principe de l’argument)

Soit f(z) une fonction méromorphe, non constante dans un ouvert connexe D de C, soit K ⊂ D

un ensemble compact, on suppose que f(z) n’a ni zéros ni pôles sur le contour ∂K de K. Alors,

1
2πi

∫
∂K

f ′(z)
f(z) dz = R− S.

où R désigne le nombre de zéros de f(z) comptés avec leur multiplicité contenus dans K.

et S le nombre de pôles de f(z) comptés avec leur multiplicité contenus dans K.
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chapitre1

Preuve : (cf [6]) et (cf [4]).

Théorème 1.1 (Principe du maximum)(cf [6])

Soit D un ensemble ouvert connexe dans C, r un nombre réel positif, z0 ∈ D et f(z) une

fonction de la variable complexe z, analytique dans D.

Si |f(z)| ≤ |f(z0)|, pour tout z ∈ D tel que |z − z0| < r, alors f(z) est constante dans D.

Preuve : (cf [4]).

Définition 1.5 (cf [22])

Soit P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ... + a1z + a0 un polynôme de degré n ≥ 1 à coefficients réels

ou complexes, le polynôme défini par znP (1/z) = an + an−1z + ...+ a1z
n−1 + a0z

n est appelé le

polynôme réciproque du polynôme P (z), on le note P ∗(z).

Remarque 1.2

De plus si z est une racine de P (z), alors 1/z est une racine de P ∗(z).

Théorème 1.2 (Cohn) (cf [22])

Soit P (z) un polynôme de degré n ≥ 1 tel que P (z) = znP (1/z). Alors tous les zéros du

polynôme P (z) sont dans le disque unité U si et seulement si, les zéros de son polynôme dérivé

P ′(z) sont dans le disque U .

Preuve :

La preuve de ce théorème se trouve dans ([5], [11]).

1.2.1 Développement d’un nombre réel positif en fractions continues

Proposition 1.2 (cf [16])

Tout nombre réel positif b s’écrit d’une manière unique comme fractions continues,

b = a1 + 1
a2 + 1

a3+ 1
a4+....

= [a1, a2, a3, a4, ...]

où, a1, a2, a3, a4, ... sont des entiers positifs.
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Preuve :

La preuve se trouve dans (cf [16]).

Proposition 1.3

Soit b un nombre rationnel positif alors, il existe un entier n ≥ 1, tel que b = [a1, a2, a3, a4, ..., an] =
pn
qn

où, pn et qn sont des entiers positifs premiers entre eux.

Preuve :

La preuve se trouve dans (cf [16]).

Théorème 1.3

Soit x un nombre irrationnel alors, il existe deux entiers a et b tel que l’on ait,
∣∣∣∣x− a

b

∣∣∣∣ < c0

b2

où c0 est une constante positive.

Preuve : (cf [16]).

1.2.2 Nombre de zéros d’un polynôme à l’intérieur d’un disque.

Théorème 1.4 (Rouché) (cf [17])

Soit ρ un nombre réel positif, soient f et g deux fonctions holomorphes dans le disque |z| < ρ

telle que,

|g(z)| < |f(z)| pour |z| = ρ.

alors,

f(z) + g(z) et f(z) ont le même nombre de zéros à l’intérieur du disque |z| < ρ.

Preuve :

Considérons la fonction,

h(z) = f(z)
g(z) + 1

h(z) est méromorphe dans le disque |z| < ρ puisque f(z) et g(z) sont holomorphes dans le

disque |z| < ρ, il s’en suit de l’hypothèse que pour tout t ≥ 0, la fonction f(z)− t, n’a ni pôles
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ni zéros sur le cercle |z| = ρ.

L’intégrale,

N(t) = 1
2πi

∫
|z|=ρ

h′(z)
h(z)− tdz,

ne dépend pas de t puisque on intégre par rapport à z.

Pour t = 0, d’après le principe de l’argument on a,

N(t) = R− S.

où R est le nombre de zéros et S le nombre de pôles de h(z).

Si t −→ +∞, alors N(t) = 0.

d’où l’on a,

N(t) = R− S = 0.

Les zéros de h(z) sont des zéros de f(z) + g(z).

Les pôles de h(z) sont des zéros de g(z). Ce qui achève la démonstration.

Exemple :

Soit,

P (z) = z4 + 3z + 1,

Le polynôme P admet une seule racine dans le disque |z| < 1.

En effet, on pose f(z) = 3z + 1 et g(z) = z4.

Pour |z| = 1 on a,

|g(z)| = |P (z)− f(z)| = |z4| = 1.

et

|f(z)| = |3z + 1| ≥ 3|z| − 1 = 2.

donc,

|g(z)| < |f(z)|.

Puisque f(z) possède un seul zéro z = −1/3 dans le disque ouvert |z| < 1, on conclut d’après

le théorème de Rouché que P (z) possède un seul zéro dans le disque ouvert |z| < 1.

12
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Théorème 1.5 (cf [27])

Soit F (z) = zn + a1z
n−1 + ...+ an un polynôme de degré n ≥ 2, à coefficients complexes alors,

F (z) admet n zéros (comptés avec leur multiplicité) à l’intérieur du disque

|z| ≤ 1 + max
1≤i≤n

|ai|.

Preuve : (cf [27]).

Soit F (z) = zn + a1z
n−1 + ... + an, un polynôme de degré n ≥ 2 et a1, a2, ..., an des nombres

complexes.

Posons,

A(z) = zn, B(z) = a1z
n−1 + ...+ an et % = max

1≤i≤n
|ai| alors,

pour |z| = 1 + % on a,

|a1z
n−1 + ...+ an| ≤ %(|z|n−1 + ...+ 1),

ce qui implique,

|a1z
n−1 + ...+ an| ≤ %

|z|n − 1
|z| − 1 = |z|n − 1,

d’où,

|a1z
n−1 + ...+ an| ≤ |z|n − 1 < |z|n,

donc,

|B(z)| < |A(z)|.

Le théorème de Rouché (cf [17]), permet alors de conclure que les polynômes F (z) = A(z)+B(z)

et A(z), ont le même nombre de zéros à l’intérieur du disque |z| ≤ 1 + max
1≤i≤n

|ai|, et comme A(z)

admet un zéro z = 0 d’ordre de multiplicité n dans ce disque, alors le polynôme F (z) admet n

zéros à l’intérieur du disque |z| ≤ 1 + max
1≤i≤n

|ai|, d’où le résultat.
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Théorème 1.6 (Hurwitz)

Soit D un compact de C et ∂D son bord. Soient fm (m ≥ 0) et f des fonctions holomorphes

sur un ouvert Ω de C contenant D. On suppose que (f)m≥0 converge uniformément vers f sur

D telle que f ne s’annule pas sur ∂D.

Alors,

(i) fm ne s’annule pas sur ∂D.

(ii) Il existe une constante positive m0 tel que, f et (f)m≥0 possèdent le même nombre de zéros

dans D, pour m > m0.

Preuve :

Posons,

S = inf
z∈C
|f(z)|.

Comme f ne s’annule pas sur ∂D, alors S est strictement positif.

Puisque (f)m≥0 converge uniformément vers f sur D, il existe alors un entier m0 tel que pour

tout m > m0, on ait :

sup
z∈D
|fm(z)− f(z)| < S

alors,

|fm(z)− f(z)| < S < |f(z)| sur ∂D.

Le théorème de Rouché implique que fm(z) et f(z) ont le même nombre de zéros dans D, d’où

le résultat.

Exemple :

Soit Pn(z) = nzm − z − n+ 1, et nfn(z) = Pn(z) où n, m ∈ N∗.

Soit r > 1 et soit le disque |z| < r. On a :

lim
n−→+∞

fn(z) = lim
n−→+∞

1
n
Pn(z) = lim

n−→+∞

(
zm − 1

n
z − 1− 1

n

)
d’où,

lim
n−→+∞

fn(z) = zm − 1

donc fn converge uniformément vers f(z) = zm − 1. Comme f(z) ne s’annule pas sur le cercle

|z| = r et admet m racines dans le disque |z| < r (r > 1), le théorème de Hurwitz implique
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alors qu’il existe un entier n0 ≥ 1 tel que fn ne s’annule pas sur le cercle |z| = r pour n > n0,

de plus fn possède m racines dans le disque |z| < r.

1.3 Localisation des zéros de polynômes dans le plan

complexe.

1.3.1 Localisation des zéros d’un polynôme dans un disque.

Théorème 1.7 (Cauchy) (cf [17])

Soit P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + ... + an−1z

n−1 + anz
n, un polynôme à coefficients complexes de

degré n ≥ 2 (an 6= 0) tel que les coefficients a0, a1, ..., an−1, ne soient pas tous nuls.

Alors tous les zéros de P (z) sont dans le disque |z| ≤ r, où r est l’unique racine réelle positive

de l’équation,

|a0|+ |a1|z + |a2|z2 + ...+ |an−1|zn−1 − |an|zn = 0

.

Preuve :

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1

Soit n ≥ 1, et a0, a1, ..., an−1, an, (n+ 1) nombres complexes tels que an 6= 0 et

(a0, a1, ..., an−1) 6= (0, 0, ..., 0)

et

F (z) = |a0|+ |a1|z + |a2|z2 + ...+ |an−1|zn−1 − |an|zn.

Alors il existe un unique nombre réel α > 0 tel que F (α) = 0 et vérifiant de plus

F (x) > 0 si 0 < x < α, F (x) < 0 si x > α.
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Preuve du lemme 1.1

Soit a0, a1, ..., an−1, n nombres complexes non tous nuls et an un nombre complexe non nul.

Posons,

F (z) =
n−1∑
k=0
|ak|zk − |an|zn,

et pour x > 0 et n ≥ 1, on pose,

f(x) = F (x)
xn

= |a0|
xn

+ |a1|
xn−1 + ...+ |an−1|

x
− |an|.

La fonction f ainsi définie est continue et strictement décroissante de +∞ à −|an| quand x

varie de 0 à +∞, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique nombre

réel positif α tel que f(α) = 0.

Nous vérifions que F (x) > 0 si 0 < x < α et F (x) < 0 si x > α.

Comme pour tout x > 0, on a F (x) = xnf(x), le lemme en résulte.

Preuve du théorème de Cauchy :

Soit P (z) = a0 +a1z+ |a2|z2 + ...+an−1z
n−1 +anz

n, un polynôme à coefficients complexes avec

an 6= 0 et n ≥ 2 alors,

|P (z)| ≥ |an||zn| −
(
|a0|+ |a1||z|+ |a2||z2|+ ...+ |an−1||zn−1|

)
.

D’après le lemme 1.1, il existe un unique nombre réel positif r tel que,

|an|rn −
(
|a0|+ |a1|r + |a2|r2 + ...+ |an−1|rn−1

)
= 0.

De plus, pour |z| > r, on a d’après le lemme 1.1,

|an||zn| −
(
|a0|+ |a1||z|+ |a2||z2|+ ...+ |an−1||zn−1|

)
> 0,

d’où l’on déduit que |P (z)| > 0, pour |z| > r. Donc tous les zéros de P (z) sont dans le disque

|z| ≤ r, d’où le théorème de Cauchy.
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Exemple : (cf [14], [13])

Soit P (z) = zn+1 − (n+ 1)z + n.

Montrons que tous les zéros de P (z) sont situés dans le disque |z| ≤ (2n) 1
n .

Pour n = 1 et n = 2, le résultat est trivialement vérifié à l’aide d’un calcul direct des racines.

Pour n ≥ 3, l’équation associée à P (z) s’écrit,

f(x) = n+ (n+ 1)x− xn+1.

Soit α la racine réelle positive de f(x), pour monter que |z| ≤ (2n) 1
n , il suffit pour cela de

monter que, α ≤ (2n) 1
n .

On a :

f
(
(2n) 1

n

)
= (n− 1)

[
(1 + 1

n− 1)− (2n) 1
n

]
,

comme, (
1 + 1

n− 1

)n−1
≤ 3,

alors, (
1 + 1

n− 1

)n
≤ 3

(
1 + 1

n− 1

)
≤ 2n,

d’où, (
1 + 1

n− 1

)
≤ (2n) 1

n .

si et seulement si (
1 + 1

n− 1

)
− (2n) 1

n ≤ 0,

donc,

f
(
(2n) 1

n

)
≤ 0.

Ceci d’une part.

D’autre part on a f(0) = n > 0, alors f
(
(2n) 1

n

)
f(0) ≤ 0.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, la racine réelle positive α de la fonction f(x) vérifie :

0 < α < (2n) 1
n , ce qui prouve d’après le théorème de Cauchy, que tous les zéros de P (z) sont

situés dans le disque |z| ≤ (2n) 1
n .
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1.3.2 Localisation des zéros d’un polynôme dans une couronne.

Théorème 1.8 (Eneström - Kakeya)(cf [17])

Soit P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + ...+ an−1z

n−1 + anz
n, où an 6= 0, un polynôme de degré n ≥ 1,

à coefficients strictement positifs. Soit z un zéro de P (z), alors,

ρ1 ≤ |z| ≤ ρ2.

où

ρ1 = min
0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
et ρ2 = max

0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
.

Preuve : (cf [17]).

Soit P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + ...+ an−1z

n−1 + anz
n, où an 6= 0, un polynôme de degré n ≥ 1,

à coefficients réels strictement positifs, alors P (|z|) > 0.

Posons :

ρ1 = min
0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
et ρ2 = max

0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
.

Comme pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a ak > 0, alors ρ1 > 0 et ρ2 > 0,

de plus pour tout 0 ≤ k ≤ n− 1, on a

ak − ρ1ak+1 ≥ 0 et ρ2ak+1 − ak ≥ 0.

Soit z une racine complexe de P (z).

En multipliant P (z) par (ρ1 − z) on obtient,

(ρ1 − z)P (z) = a0ρ1 −
[
anz

n+1 +
n−1∑
k=0

(ak − ρ1ak+1)zn+1
]
, (1.1)

et en prenant le module des deux membres de la relation (1.1) il vient,

|(ρ1 − z)P (z)| ≥ |a0||ρ1| − |an||zn+1| −
n−1∑
k=0
|ak − ρ1ak+1||zn+1| =

= a0ρ1 − an|zn+1| −
n−1∑
k=0

(ak − ρ1ak+1)|zn+1|.

= ρ1

(
a0 +

n∑
k=1

ak|zk|
)
− |z|

(
an|zn|+

n−1∑
k=0

ak|zk|
)
.

18
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= (ρ1 − |z|)P (|z|) .

d’où l’on a,

(ρ1 − |z|)P (|z|) ≤ |(ρ1 − z)P (z)| = 0.

comme P (|z|) > 0 alors ρ1 − |z| ≤ 0 d’où ρ1 ≤ |z|.

De la même manière, en multipliant P (z) par (z − ρ2) on obtient,

(|z| − ρ2)P (|z|) ≤ |(z − ρ2)P (z)| = 0.

d’où |z| − ρ2 ≥ 0, ce qui est equivalant a |z| ≥ ρ2, d’où le résultat.

Exemple :

Soit P (z) = 1 + 2z + ...+ nzn−1 + (n+ 1)zn, un polynôme de degré n ≥ 1.

Tous les coefficients de P (z) sont des nombres réels positifs, de plus on a an = n+ 1 6= 0,

alors,

ρ1 = min
0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
= 1

2

ρ2 = max
0≤k≤n−1

[
ak
ak+1

]
= n

n+ 1

comme ρ2 tend vers 1, lorsque n −→ +∞, le théorème d’Eneström-Kakeya (cf [17]), implique

alors que tous les zéros de P (z) sont dans le couronne définie par 1
2 ≤ |z| ≤ 1.

Le résultat suivant, donne la répartition dans le plan complexe des arguments des zéros d’un

polynôme à coefficients quelconques (cf [10]).
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Théorème 1.9 (d’Erdös-Turàn) (cf [10])

Soit P (X) = anX
n+an−1X

n−1 + . . .+a0, ana0 6= 0, un polynôme à coefficients complexes. Soit

L(P ) = |an|+ |an−1|+ . . .+ |a0|, la langueur de P .

Soient z1 = r1 exp(iϕ1), . . . , zn = rn exp(iϕn), les racines de P (z), avec rk > 0 et 0 ≤ ϕk < 2π

pour k = 1, . . . , n.

Alors, ∣∣∣∣∣N(α, β)− β − α
2π n

∣∣∣∣∣ <
√√√√√n log L(P )√

|a0an|
,

où N(α, β) est le nombre des arguments ϕk tel que α ≤ ϕk ≤ β.

Preuve : (cf [10]).

1.3.3 Localisation des zéros d’un polynôme relativement

à un secteur

Théorème 1.10 (cf [13])

Soit p, n ∈ N∗ et a ∈ C∗ alors, le trinôme 1 + zp + azn, admet au moins un zéro dans chacun

des secteurs définis par,∣∣∣∣∣arg z − (2k + 1)π
p

∣∣∣∣∣ ≤ π

n+ 1 , k = 0, 1, ..., (p− 1).

Preuve : (cf [17], [13])

Proposition 1.4 (cf [13])

Soit P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + ...+ an−1z

n−1 + anz
n, un polynôme de degré n ≥ 2, à coefficients

réels strictement positifs, alors tout zéro z de P vérifie,

| arg z| > π

n
.

Preuve : (cf [13]).

Soit P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + ...+ an−1z

n−1 + anz
n, un polynôme de degré n ≥ 2.

On suppose que ai > 0 pour tout i = 0, 1 ,..., n.
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Soit z un zéro de P (z) tel que θ = arg z.

La proposition 1.3 est équivalente à : si |θ| ≤ π

n
alors P (z) 6= 0. Il suffit donc de montrer que

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) θ = 0, implique P (z) 6= 0.

(ii) 0 < θ ≤ π

n
, implique Im(P (z)) > 0.

(iii) −π
n
≤ θ < 0, implique Im(P (z)) < 0.

En effet,

(i) Si θ = 0, alors z est un nombre réel positif donc P (z) > 0, puisque tous les coefficients de

P (z) sont des nombres réels strictement positifs.

(ii) si 0 < θ ≤ π

n
, alors pour 1 ≤ k ≤ n, on a : 0 < kθ ≤ π et 0 < θ ≤ π, par suite

Im(P (z)) ≥ a1|z| sin θ > 0.

(iii) si −π
n
≤ θ < 0, alors 0 < −θ ≤ π

n
et d’après (ii) on a Im(P (z)) = −Im(P (z)) < 0, d’où

le résultat de la proposition 1.3 (cf [13]).
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Chapitre 2

Localisation des zéros du trinôme

T (x) = mxn − nxm + n−m.

2.1 Introduction

Plusieurs inégalités classiques en analyse mathématique, se ramènent à des inégalités de la

forme P (x) ≥ 0 pour x ∈ I ou à P (x) > 0 pour x ∈ J , où P (x) est un polynôme et J ⊂ I sont

deux intervalles de nombres réels.

La question de savoir comment sont répartis les zéros d’un tel polynôme se pose alors d’elle

même.

La réponse à cette question est liée à la localisation des zéros de polynômes dans le plan

complexe.

Dans le cas d’un polynôme f(x) ayant tous ses zéros réels, Laguerre (cf [15]) affirme que :

P (x) = (f ′(x))2 − f(x)f ′′(x) ≥ 0,

pour tout nombre réel x. Une étude détaillée des zéros de ce polynôme particulier P (x) a été

faite dans (cf [9]).

Le trinôme T (x) = Tn, m(x) = mxn−nxm+n−m, où n > m > 0, que nous étudions dans ce

chapitre, joue un rôle important dans l’étude de certaines inégalités particulières en considérant

l’inégalité correspondante T (x) > 0 pour 0 < x < 1 (cf [1]).
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Le changement de variable x par (x
y

)1/n avec y ≥ x et m
n

par λ dans T (x) > 0, nous conduit à

l’inégalité,

λx+ (1− λ)y ≥ xλyλ−1. (2.1)

Si on remplace dans (2.1) y par 1, on obtient l’inégalité :

1− λ+ λx− xλ ≥ 0, 0 < x < 1, 0 < λ < 1.

Nous commençons par l’étude de la localisation d’une classe plus générale de trinômes, c’est-à-

dire les trinômes de la forme :

P (z) = bzn − azm + a− b, a > b > 0 et n > m > 0, où m et n sont des entiers naturels.

Notons que des études de certains trinômes similaires, ont été faites par G. Boese, Q. I. Rahman,

J. Szynal et J. Waniurski (cf [3], [23], [24]).

2.2 Localisation des zéros du trinôme T (x).

2.2.1 Le nombre de zéros du trinôme P (x) = bzn − azm + a − b (a, b)

des nombres réels.

Le théorème qui suit, donne le nombre de zéros du polynôme P (z) = bzn − azm + a− b,

à l’intérieur et à l’extérieur du disque unité U , en fonction du plus grand commun diviseur des

entiers n et m.

Théorème 2.1

Soit n et m deux entiers positifs et P (z) = bzn − azm + a− b, un polynôme de degré n ≥ 2,

à coefficients réels tel que a > b > 0.

Soit ℵ le nombre de zéros de P (z) à l’intérieur du disque unité U alors,

(i) ℵ = m− pgcd(m,n) si a

b
≥ n

m
.

(ii) ℵ = m si a

b
<

n

m
.

23



chapitre2

Preuve : La preuve se trouve dans (cf [8]).

Elle repose essentiellement sur les deux lemmes suivants, que nous démontrerons ultérieurment.

Lemme 2.1

Soit a, b deux nombres réels tel que b > a > 0 et p, q deux entiers positifs.

Si

bzq − azp = b− a avec z = eiθ, (2.2)

alors,

p θ ≡ q θ ≡ 0(mod 2π)

Preuve de lemme (2.1) :

Soit θ un nombre réel et z = exp(iθ). L’equation (2.2) est équivalante à l’équation,

b(zq − 1)− a(zp − 1) = 0,

d’où l’on déduit que,

zq − 1
zp − 1 = a

b
. (2.3)

d’autre part on a,

zq − 1 = cos (q θ)) + i sin (q θ))− 1 = cos2
(
q
θ

2

)
− sin2

(
q
θ

2

)
+

2i cos
(
q
θ

2

)
sin

(
q
θ

2

)
− cos2

(
q
θ

2

)
− sin2

(
q
θ

2

)

= −2 sin
(
q
θ

2

)(
sin(q θ2)− i cos(q θ2)

)
(2.4)

et aussi,

zp − 1 = −2 sin
(
p
θ

2

)(
sin pθ2 − i cos pθ2

)
. (2.5)

Les relations (2.4), (2.5) et (2.3) impliquent,

zq − 1
zp − 1 =

sin(q θ2)
sin(p θ2)

[
cos

(
(q − p)θ2

)
+ i sin

(
(q − p)θ2)

)]
= a

b
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donc,

sin
(

(q − p)θ2

)
= 0.

par suite,

(q − p) θ
π
≡ 0(mod 2π).

d’où l’on déduit que q = p ou θ ≡ 0(mod 2π).

Examinons ces deux cas :

Si p = q, l’equation (2.2) s’écrit zp = zq = 1, si et seulement si, eip θ = eiq θ = 1,

d’où p θ ≡ q θ ≡ 0(mod 2π).

Si θ ≡ 0(mod 2π) on a p θ ≡ q θ ≡ 0(mod 2π), d’où le résultat.

Lemme 2.2

Soient n, m deux entiers positifs tel que n > m > 0 et A, B, C des nombres complexes tels

que |B| > |A|+ |C|.

Alors, l’équation Azn +Bzm + C = 0, admet m zéros à l’intérieur du disque unité U .

Preuve de lemme 2.2 :

L’équation Azn +Bzm + C = 0, implique Azn + C = −Bzm.

Posons f(z) = −Bzm et g(z) = Azn + C.

Pour |z| = 1 on a |f(z)| > |g(z)|, puisque on a |B| > |A|+ |C|, et d’après le théorème de Rouché

(cf [17]), f(z) + g(z) = Azn +Bzm +C et f(z) = −Bzm, ont le même nombre de zéros dans le

disque |z| < 1 et comme f(z) admetm zéros dans ce disque, alors l’équation Azn+Bzm+C = 0

admet éxactement m zéros à l’intérieur du disque unité U , d’où le résultat du lemme 2.2.

Corollaire 2.1

Soit n et m deux nombres premiers tels que n > m, alors le trinôme T (x) admet (m− 1) zéros

dans le disque unité U et (n−m− 1) zéros à l’extérieur de ce disque.

Preuve du corollaire 2.1 :

m et n étant deux nombres premiers, alors pgcd(n,m) = 1. En appliquant le théorème 2.1 avec

n = a, m = b, on déduit que le polynôme T (x) admet (m− 1) zéros dans le disque unité U .
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Pour z = 1 on a,

T (1) = T ′(1) = 0 et T ′′(1) 6= 0,

donc z = 1, est un zéro double de T (x).

Comme T (x) admet (m − 1) zéros à l’intérieur du disque U et un zéro double z = 1, alors le

nombre de zéros à l’extérieur de U est égal à n− (m−1 + 2) = n−m−1, d’où le corollaire 2.1.

Remarque 2.1

Notons que le trinôme T (x), admet un zéro double z = 1, puisque T (1) = T ′(1) = 0 et

T ′′(1) 6= 0.

Preuve de théorème 2.1 :

Soit ε > 0 et a, b des nombres réels tels que a > b > 0. Soit Pε(z) le polynôme défini par,

Pε(z) = bzn + azm + a− b− ε,

Posons B = a, A = b et C = a − b − ε, alors |B| = a > |A| + |C| = a − ε, donc d’après le

lemme (2.2), Pε(z) admet m zéros à l’intérieur du disque unité U .

Soit αk (1 ≤ k ≤ m), les m racines de Pε(z) dans U , lorsque ε −→ 0, certain zéros de Pε(z)

tendent en module vers 1.

Soit αj = exp(iθj) = exp(iθ) avec θ ∈ R, l’un de ces zéros.

Posons d = pgcd(n,m), d’après le lemme 2.1, on a nθ ≡ mθ(mod 2π), alors αj = exp(iθ)

est une racine mième et nième de l’unité, donc exp(iθ) est une racine dième de l’unité, puisque

d = pgcd(n,m).

Soit ω une racine dième de l’unité, alors ωd = 1 et P (ω) = 0.

Supposons que αj = ω. On a,

P ′(z) = nbzn−1 − amzm−1.

Nous distinguons alors deux cas :

Si m
n
6= b

a
, alors P ′(ω) 6= 0 et ω est une racine simple de P (z).

Si m
n

= b

a
, alors P (ω) = P ′(ω) = 0, et P ′′(ω) 6= 0 alors ω est une racine double de P (z) .
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Posons β = rω (r > 0) où r est une racine du polynôme h(r) défini par,

h(r) = Pε(β) = brn − arm + a− b− ε,

alors,

h(0) = a − b − ε > 0 et h(1) = −ε < 0, et d’après le théorème des valeurs intermédiaires il

existe une racine r0 de h(r) = 0 vérifiant 0 < r0 ≤ 1, et comme h(1)h(x) < 0 lorsque x tend

vers l’infini, alors il existe r1 tel que h(r1) = 0 et vérifiant r1 ≥ 1, donc h(r) admet deux racines

positives.

D’autre part on a,

h′(r) = nbrn−1 −marm−1,

donc l’équation h′(r) = 0, admet une racine positive r′ =
(
am

bn

)n−m
, telle que,

r′ > 1 si a

b
>

n

m
, où n > m

et

r′ < 1 si
a

b
<

n

m
, où n > m.

De plus pour r0 < r < r1, on a h(r) < 0 et la racine r′ de h′(r) = 0 est indépendante de ε.

Si r′ > 1, dans ce cas la racine r0 de h(r) tend vers le bord de U lorsque ε −→ 0, puisque r0 < r′

et r1 ≥ r′ , ce qui prouve que d racines de Pε(z) = P (z) tendent vers le bord de U

(puisque β = rω, r −→ 1 et wd = 1 ) donc il y a (m− d) racines de Pε(z) = P (z) à l’intérieur

du disque unité U .

Si r′ < 1, dans ce cas c’est la racine r1 ≥ r′ de h(r), qui tend vers le bord de U lorsque ε −→ 0,

ce qui implique qu’il y a éxactement m racines de Pε(z) = P (z) à l’intérieur du disque unité U .

Si r′ = 1, alors z = 1 est un zéro double de h(r) lorsque ε −→ 0.

Soit l’équation,

P (z) = bzn − azm + a− b = 0

En divisant les deux membres de l’équation précédente par b on obtient,

zn − a

b
zm + a

b
− 1 = 0,

27



chapitre2

ce qui implique,

zn − n

m
zm + n

m
− 1 = 0, car a

b
= n

m
,

d’où l’on obtient l’équation,

mzn − nzm + n−m = 0. (2.6)

Posons d = pgcd(n,m), alors n = dn′ et m = dm′ avec pgcd(n′,m′) = 1.

En faisant le changement de variable y = zd et en divisant l’équation (2.6) par d on trouve,

m′yn
′ − n′ym′ + n′ −m′ = 0, (2.7)

mais d’après le corollaire 2.2, l’équation (2.7) admet (m′ − 1) racines yl, 1 ≤ l ≤ m′ − 1,

à l’intérieur du disque unité U .

Donc les zéros de l’équation (2.6) vérifient,

zd = yl pour 1 ≤ l ≤ m′ − 1

d’où l’on a,

zk = yl exp
(

2ikπ
d

)
pour 1 ≤ l ≤ m′ − 1 et 1 ≤ k ≤ d.

par suite P (z) admet d(m′ − 1) = (m− d) zéros à l’intérieur de U , ce qui achève la démons-

tration du théorème 2.1.

Proposition 2.1

Pour n ≥ 3, les zéros du polynôme (z − 1)−2T (z) vérifient :

(i) 1 + 1
n− 2 ≤ |z| ≤ [2(n− 1)]

1
n−1 pour m = 1.

(ii) Max

(2m)− 1
m , 1− 1

n−m

√
2n
m

 ≤ |z| ≤Min

[2(n−m)]−
1

n−m , 1 + 1
n−m

√
2n

n−m

,
pour 2 ≤ m ≤ n− 2

(iii) [2(n− 1)]
1

n−1 ≤ |z| ≤ 1− 1
n− 1 pour m = n− 1.

Preuve de la proposition 2.1 :

Preuve de (i) : La preuve se trouve dans (cf [19]), nous la reprenons et nous la détaillons
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dans ce qui suit :

Pour m = 1, on obtient T (z) = zn−nz+n−1. Supposons que z 6= 1, dans ce cas nous pouvons

utiliser le théorème de Cauchy.

Considérons l’équation,

h(x) = xn − nx− (n− 1) = 0,

associée au polynôme T (z). Soit α l’unique racine positive de h(x) = 0.

On a,

h′(x) = nxn−1 − n > 0, pour x > 1,

donc la fonction h est croissante si x > 1 et de plus on a h(1) = −2(n− 1) < 0, pour n ≥ 3.

Posons x0 = [2(n− 1)]
1

n−1 alors h([2(n− 1)]
1

n−1 ) > 0.

En effet on a,

h(x0) = xn0 − nx0 − (n− 1) = x0[2(n− 1)− n]− (n− 1).

= (n− 2)
[
x0 −

n− 1
n− 2

]
.

= (n− 2)
[
(2(n− 1))1/n−1 − n− 1

n− 2

]
.

Comme, (
n− 1
n− 2

)n−2
=
(

1 + 1
n− 2

)n−2
< 3, (2.8)

en multipliant les deux membres de l’inégalité (2.8) par n− 1
n− 2 on obtient,

3
(
n− 1
n− 2

)
>
(

1 + 1
n− 2

)n−1
,

d’où l’on déduit puisque n ≥ 3,

2(n− 1) > 3
(
n− 1
n− 2

)
>
(
n− 1
n− 2

)n−1
,

par suite,

(2(n− 1))1/n−1 >
n− 1
n− 2

d’où,

h(x0) =
(
x0 −

n− 1
n− 2

)
(n− 2) > 0.
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D’après le théorème des valeurs intermédiaires, h(x) admet une racine réelle positive dans

l’intervalle ]1, x0[ et puisque α est l’unique racine positive de h(x) = 0, donc 1 < α < x0,

le théorème de Cauchy (cf.[17]) permet alors de conclure que tous les zéros de T (z) sont de

modules inférieurs ou égaux à α, ceci implique que toutes les racines de T (z) = 0, se trouvent

à l’intérieur du disque |z| ≤ x0 = [2(n− 1)]
1

n−1 , ceci d’une part.

D’autre part on a,

T (z) = zn − 1− n(z − 1) = (z − 1)(zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1)− n(z − 1)

= (z − 1)
[
(zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1)− n

]
= (z − 1)

[
(zn−1 − 1) + (zn−2 − 1) + ...+ (z2 − 1) + (z − 1)

]
= (z−1)2

[
(zn−2 + zn−3 + ...+ z + 1) + (zn−3 + zn−4 + ...+ z + 1) + ...+ (z2 + z + 1) + (z + 1) + 1

]
d’où,

T (z) = zn − 1− n(z − 1) = (z − 1)2[zn−2 + 2zn−3 + ...+ (n− 2)z + (n− 1)] (2.9)

par suite en divisant l’équation (2.9) par (z − 1)2 avec z 6= 1 il vient ,

(z − 1)−2T (z) =
n−2∑
k=0

(n− 1− k)zk,

comme on a,
ak
ak+1

= n− 1− k
n− 1− (k + 1) = 1 + 1

n− 2− k , 0 ≤ k ≤ n− 3,

alors ak
ak+1

, atteint sa valeur minimale lorsque (n− 2− k) prend sa valeur maximale, ce qui est

vérifié pour k = 0.

Posons :

ρ = min
0≤k≤n−3

(
ak
ak+1

)
,

alors on a,

ρ = min
0≤k≤n−3

(
1 + 1

1− 2− k

)
= 1 + 1

n− 2 .

Comme tous les coefficients du polynôme (z − 1)−2T (z) sont positifs, le théorème d’Enestrom-

Kakeya (cf [17]) implique que tous les zéros de (z − 1)−2T (z) sont de modules supérieurs ou

30



chapitre2

égaux à ρ = 1 + 1
n− 2 donc,

|z| ≥ 1 + 1
n− 2 n ≥ 3,

ce qui prouve (i).

Preuve de (ii) :

Soit l’équation f(x) = mxn − nxm − (n−m) = 0 associé à T (z) et α l’unique racine positive

de l’équation f(x) = 0.

Pour x ≥ 1, on a f ′(x) = mn(xn−1 − xm−1) ≥ 0, alors la fonction f(x) est croissante et on a

f(1) = 2(m− n) < 0.

Posons x0 = [2(n−m)]
1

n−m alors,

f(x0) = xm0 (mxn−m0 − n)− n+m.

Comme xm0 > 1, alors

f(x0) ≥ 2(m− 1)n− 2m2 +m ≥ 2(m− 1)(m+ 1)− 2m2 +m > m− 2 > 0,

d’où f(1)f(x0) < 0. Le théorème des valeurs intermédiaires permet alors d’affirmer

que 1 < α < x0, ensuite le théorème de Cauchy, permet de conclure que tous les zéros

de (z − 1)−2T (z) sont à l’intérieur du disque |z| ≤ x0 = [2(n−m)]
1

n−m , ceci d’une part.

D’autre part, le polynôme T (z) peut se mettre sous la forme,

T (z) = mzn − nzm + n−m = m(zn − 1) + n(zm − 1).

Posons z = (1 + δ)eit où δ et t sont deux nombres réels tel que δ > 1 alors,

|zn − 1| ≥ |(1 + δ)neint − 1| ≥ (1 + δ)n − 1 et |zm − 1| ≤ |(1 + δ)meimt + 1| ≤ (1 + δ)m + 1.

L’inégalité,

|m(zn − 1)| > |n(zm − 1)| (2.10)

est vérifiée si l’on a,

m [(1 + δ)n − 1] > n [(1 + δ)m + 1] ,
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c’est-à-dire si l’inégalité,

m(1 + δ)n −m > n(1 + δ)m + n,

est vérifiée,

ceci est équivalant à,

(1 + δ)m
(
m(1 + δ)n−m − n

)
> n+m. (2.11)

En utilisant l’inégalité,

(1 + δ)k > 1 + kδ, valable pour k ≥ 2 et δ > −1, (2.12)

on obtient,

(1 + δ)m > 1 +mδ. (2.13)

et donc,

(1 + δ)n−m > 1 + (n−m)δ. (2.14)

En multipliant l’inégalité (2.14) par m puis en retranchant n des deux membres de l’inégalité

obtenue il vient,

(1 + δ)n−mm− n > m− n+m(n−m)δ. (2.15)

Les inégalités (2.13), (2.15) impliquent alors que,

((1 + δ)m)((1 + δ)n−mm− n) > (1 +mδ)(m− n+m(n−m)δ) (2.16)

Grâce à l’inégalité (2.16), on déduit que (2.11) est vérifiée si,

(1 +mδ)(m− n+m(n−m)δ) > n+m,

c’est-à-dire si l’on a,

(n−m)(1 +mδ)(mδ − 1) > n+m,

ce qui équivalant à,

m2δ2 >
n+m

n−m
+ 1.

d’où,

(1 + δ)n−mm− n) > δ > δ0 = 1
m

√
2n

n−m
.
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L’inégalité (2.10) est donc vérifiée si δ > δ0 et par le théorème de Rouché (cf.[17]),

T (z) = m(zn− 1) + n(zm− 1) et S(z) = m(zn− 1), ont donc le même nombre de zéros dans le

disque |z| < 1 + δ0, où δ0 = 1
m

√
2n

n−m
.

Comme S(z) admet n racines dans ce disque, alors tous les zéros de T (z) sont dans le disque

|z| ≤ 1 + δ0.

On conclut donc que tous les zéros de (z − 1)−2T (z) vérifient l’inégalité,

|z| ≤Min

[2(n−m)]
1

n−m , 1 + 1
m

√
2n

n−m

 .
Pour la minoration des modules des zéros de (z−1)−2T (z), on considère le polynôme réciproque

znT (1/z) = (n−m)zn − nzn−m + n− (n−m) de T (z).

Soit w(x) = 0, l’équation associé à znT (1/z), c’est-à-dire l’équation (n−m)xn−nxn−m−m = 0.

Soit α l’unique racine positive de w(x) ; pour x > 1 on a, w′(x) = n(n−m)(xn−1−xn−m−1) > 0,

donc la fonction w(x) est croissante.

Posons x0 = (2m) 1
m , on a w(x0) > 0, en effet on a,

w(x0) = xn−m0 ((n−m)xm0 − n)−m

d’où,

w(x0) > (n−m)(2m− 1)− 2m > 0, où n > m > 0.

et pour m > 0, ona w(1) = −2m < 0, donc w(1)w(x0) < 0, par suite le théorème des valeurs

intermédiaires implique que 1 < α < x0 et par le théorème de Cauchy ( cf [17]) on conclut que

tous les zéros de znT (1/z), sont à l’intérieur du disque |z| < x0 = (2m) 1
m .

Comme si z est un zéro de T (z) alors 1
z
est un zéro de znT (1/z) et que les zéros z de znT (1/z)

vérifient |z| < (2m) 1
m c’est-à-dire, les zéros de T (z) vérifient |1

z
| ≤ (2m) 1

m , donc |z| ≥ (2m)− 1
m .

Ceci d’une part.

D’autre part, znT (1/z) s’écrit aussi sous la forme,

znT (1/z) = (n−m)(zn − 1) + n(zn−m − 1),
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posons : R(z) = (n − m)(zn − 1), S(z) = n(zn−m − 1), et cherchons une condition pour que

l’inégalité,

|R(z)| = |(n−m)(zn − 1)| >
∣∣∣n(zn−m − 1)

∣∣∣ = |S(z)|,

soit vérifiée.

Posons, z = (1 + δ)eit, où δ et t sont deux nombres réels tel que δ > 0 alors on a,

|zn − 1| > (1 + δ)n − 1,

et

|zn−m − 1| < (1 + δ)n−m + 1.

L’inégalité

|(n−m)(zn − 1)| > |n(zn−m − 1)|, (2.17)

est vérifiée si,

(n−m)(1 + δ)n − (n−m) > n(1 + δ)n−m + n,

si et seulement si,

(1 + δ)n−m ((n−m)(1 + δ)m − n) > 2n−m. (2.18)

D’après (2.12) l’inégalité (2.18) est donc vérifiée si l’on a,

m (1 + (n−m)δ) ((n−m)δ − 1) > 2n−m.

autrement dit si,

(n−m)2δ2 − 1 > 2n−m
m

,

est vérifiée, c’est-à-dire si,

δ > δ0 = 1
n−m

√
2n
m
,

L’inégalité (2.17) et le théorème de Rouché (cf [17]) impliquent alors que les polynômes

R(z) + S(z) = znT (1
z

) = (n − m)(zn − 1) + n(zn−m − 1) et R(z) = (n − m)(zn − 1), ont le

même nombre de zéros à l’intérieur du disque |z| < 1 + δ0, donc tous les zéros de znT (1
z

) sont

dans le disque |z| < 1 + δ0.
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Or si z est un zéro de T (z), alors 1
z
est un zéro de znT (1/z), ce qui implique |z| > (1 + δ0)−1.

L’inégalité (2.12) implique |z| > 1− δ0 où δ0 = 1
n−m

√
2n
m

, d’où l’on déduit que,

|z| ≥Max

(2m)
−1
m , 1− 1

n−m

√
2n
m

 , où 2 ≤ m ≤ n− 2.

ce qui achève la preuve de (ii).

Preuve de (iii) :

Pour m = n− 1, T (z) s’écrit,

T (z) = Tn, n−1(z) = (n− 1)zn − nzn−1 + n− (n− 1).

Nous remarquons que Tn, n−1(z) = T ∗n, 1(z), où T ∗n, 1(z) est le polynôme réciproque du polynôme

Tn, 1(z) = zn−nz+n−1. Puisque Tn, 1(z) vérifie la condition (i), alors Tn, n−1(z) = znTn, 1(1/z)

vérifie aussi la condition (i).

Soit z une racine du trinôme Tn, n−1(z) alors 1
z
est une racine de Tn, 1(z), d’après (i) on a,

1 + 1
n− 2 ≤ |

1
z
| ≤ [2(n− 1)]

1
n−1 .

par suite,

[2(n− 1)]
−1
n−1 ≤ |z| ≤ 1− 1

n− 1 .

d’où le résultat de la proposition 2.1.

La proposition qui suit précise la distribution des zéros du polynôme T (z) par rapport au disque

unité.

Proposition 2.2

Soient n, m deux entiers positifs tels que n > m ≥ 1, alors le trinôme T (z) admet :

(i) (m− 1) zéros à l’intérieur du disque unité U voisins des racines mème de l’unité différentes

de 1.

(ii) (n−m− 1) zéros à l’extérieur du disque unité U voisins des racines (n−m)ème de l’unité

différentes de 1.
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Preuve : La preuve se trouve dans (cf [8]).

La proposition 2.2, signifie d’une façon plus explicite que pour ε > 0 et m fixés, il existe un

entier n0 tel que ∀n > n0, les zéros intérieurs à U sont situés à une distance inférieure ou égale

à ε des racines mième de l’unité.

Pour n − m et ε > 0 fixés, il existe un entier m0 tel que ∀n > m0, les zéros qui sont à

l’extérieur de U se trouvent à une distance inférieure ou égale à ε des racines (n −m)ième de

l’unité.

Soit δ > 0, posons :

Tn, m, δ(z) = Tδ(z) = mzn − nzm + n(1− δ)−m.

Pour δ fixé, on associe à chaque zéro de T (z) dans U , un zéro de Tδ(z). Pour le zéro double

z = 1 de T (z), on associe un zéro de Tδ(z) = mzn − nzm + n(1 − δ) − m, qui se trouve à

l’intérieur du disque U et un zéro à l’extérieur de U .

Posons,

ψn(z) = lim
n−→+∞

( 1
n
Tn, m, δ(z)

)
= −zm + 1− δ pour |z| ≤ 1.

La fonction ψn(z) est holomorphe dans C et converge uniformément vers h(z) = −zm + 1− δ.

D’après le théorème de Hurwitz, les zéros de Tn, m, δ(z) qui se trouvent à l’intérieur du disque

U , tendent vers les zéros de h(z), c’est-à-dire vers (1−δ) 1
m ζi, où ζi, 1 ≤ i ≤ m, sont les racines

mième de l’unité.

Si on choisit δ assez petit, alors chaque zéro de T (z) se trouve au voisinage d’une racine mième

de l’unité.

Nous appliquons la méthode précédente au polynôme réciproque de Tn, m, δ(z), en posant :

nϕn(z) = znTn, m, δ

(1
z

)
= (n−m)zn − nzn−m + n(1− δ)− (n−m),

pour δ > 0 fixé, on associe à chaque zéro de T (1/z) dans le disque U , parmi les (n−m− 1)

zéros, un zéro de Tn, m, δ(
1
z

) à l’intérieur du disque unité U , et pour le zéro double z = 1 de

T (1/z), on associe un zéro de Tn, m, δ(
1
z

) à l’intérieur de U et un zéro à l’extérieur du disque U .

La fonction ϕn(z) est holomorphe et converge vers la fonction g(z) = −zn−m + 1 − δ pour
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|z| ≤ 1.

Le théorème de Hurwitz, nous permet alors de conclure que les (n −m) zéros de Tn, m, δ(1/z)

tendent vers (1− δ)
1

n−m ζj, où ζj (1 ≤ j ≤ n−m), sont les racines (n−m)ième de l’unité.

Donc pour δ choisi assez petit, chaque zéro de T (1/z) se trouve au voisinage d’une racine

(n−m)ième de l’unité, ce qui achève la preuve de la proposition 2.2.
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Localisation des zéros du polynôme

Pn(z) = λzn + 1− λ− (λz + 1− λ)n.

3.1 Introduction

Soit T (x) le trinôme défini par,

Tn, m(x) = T (x) = mxn − nxm + n−m, où n > m > 0.

Le trinôme T (x) joue un rôle important dans l’étude de certaines inégalités intervenant en

analyse. Le changement de variable x par ( t
y

) 1
n et m

n
par λ dans l’inégalité T (x) > 0 (cf [12])

conduit à :

λt+ (1− λ)y > tλyλ−1.

En remplaçant de nouveau dans cette dernière inégalité y par 1 et t par
(

1 + au

n

)n
où a est

un nombre réel, on obtient le polynôme Pn, λ(z) = Pn(z) = λzn + 1 − λ − (λz + 1 − λ)n, avec

z = 1 + u

n
.

Dans ce qui suit, nous étudions la répartition des zéros du polynôme Pn, λ(z) = Pn(z).

Dans la première partie de ce chapitre nous avons appliqué les théorèmes d’Eneström-Kakeya

(cf [17]), de Rouché (cf [17]) et de Hurwitz pour montrer que pour des petites valeurs de n,

n ≤ 1
51λ + 1, Pn(z) n’a aucun zéro à l’intérieur du disque unité U .
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Dans la deuxième partie, nous montrons que pour n assez grand, la répartition des zéros du

polynôme Pn, λ(z), dépend de la valeur du paramètre λ ; nous distinguons alors deux cas selon

que λ est l’inverse ou n’est pas l’inverse d’un entier.

Les mêmes théorèmes utilisés dans la première partie, nous ont permi de montrer que Pn, λ(z)

à un zéro dans le disque unité U .

Dans le cas où λ est l’inverse d’un entier, le théorème de Cohn (cf [17]), nous a permi de prouver

que tous les zéros de Pn, λ(z) sont à l’intérieur du disque unité U si λ = 1
2 et pour λ < 1

2, nous

utilisons le développement de Taylor ainsi que quelques propriétés géométriques de la courbe

E(ρ) définie dans la proposition 3.3, pour montrer que Pn, λ(z) n’a aucun zéro dans le disque

unité U .

3.2 Localisation des zéros du polynôme Pn(z).

Soit Pn(z) = λzn + 1− λ− (λz+ 1− λ)n, un polynôme de degré n ≥ 2, le théorème suivant

affirme que pour tout entier n tel que 0 < n ≤ 5
51λ + 1, Pn(z) n’a aucun zéro à l’intérieur du

disque unité U .

Théorème 3.1

Soit λ un nombre réel positif tel que 0 < λ < 1.

Alors Pn(z) n’admet aucun zéro dans le disque unité U pour n ≤ 5
51λ + 1.

Preuve :

Pour démontrer ce théorème, nous citons le lemme suivant que nous démontrerons ultérieure-

ment.

Lemme 3.1

Soient λ un nombre réel tel que 0 < λ < 1, H(z) = zn−2 + 2zn−3 + ... + (n − 2)z + n − 1 et

Q(z) =
n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−k−2qk, deux polynômes à coefficients strictement positifs.

Si n ≤ 1
51λ + 1, alors

|H(eiθ)|qn−1 > |Q(eiθ)|, pour 0 < θ < 2π. (3.1)

39



chapitre3

Preuve du lemme 3.1

On a,

H(z) = zn−2 + 2zn−3 + ...+ (n− 2)z + n− 1 et Q(z) =
n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−k−2qk.

Commençons d’abord par éstimer |H(eiθ)| et |Q(eiθ)|.

Estimation de |Q(eiθ)| :

On a,
(n
k

)
= n(n− 1)

(n− 1− k)(n− k)

(n−2

k

)
<
n(n− 1)

2

(n−2

k

)
pour 0 ≤ k ≤ n− 2,

comme on a, |eiθ − 1| =
√

2− 2 cos θ = 2 sin θ2,

alors,

|Q(eiθ)| ≤
n−2∑
k=0

(n
k

)(
2 sin θ2

)n−k−2

qk <
n(n− 1)

2

n−2∑
k=0

(n−2

k

)(
2 sin θ2

)n−k−2

qk,

d’où l’on déduit l’inégalité

|Q(eiθ)| < n(n− 1)
2

(
q + 2 sin θ2

)n−2

, 0 ≤ θ ≤ 2π. (3.2)

Estimation de |H(eiθ)| :

On considère le trinôme,

(z − 1)2H(z) = zn − 1− n(z − 1), (3.3)

et on suppose que 0 < θ ≤ π

2 .

Alors,

|H(eiθ)| =
∣∣∣∣∣einθ − 1− n(eiθ − 1)

(eiθ − 1)2

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣2 sin nθ

2 (− sin nθ
2 + i cos nθ

2 )− 2n sin θ
2(− sin θ

2 + i cos θ
2)

4 sin2 θ
2(− sin θ

2 + i cos θ
2)2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣2i(cos θ
2 + i sin θ

2)
∣∣∣ ∣∣∣sin nθ

2 (cos (n−1)θ
2 + i sin (n−1)θ

2 )− n sin θ
2

∣∣∣
4 sin2 θ

2 | cos θ
2 + i sin θ

2 |2

d’où l’on a,

|H(eiθ)| = 1
2 sin2 θ

2 |(cos (n−1)θ
2 + i sin (n−1)θ

2 ) sin nθ
2 − n sin θ

2 |
.
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Comme pour tout nombre complexe z, on a |z| ≥ |Im(z)| alors,

|H(eiθ)| ≥ 1
2 sin2 θ

2

∣∣∣∣∣sin (n− 1)θ
2 sin nθ2

∣∣∣∣∣ . (3.4)

Si 0 < nθ

2 ≤
π

2 , la fonction sin x
x

étant décroissante sur l’intervale ]0, π2 ] donc,

| sin nθ2 | ≥
2
π

nθ

2 = nθ

π
,

et comme 0 < sin θ2 ≤
θ

2, l’inégalité (3.4) implique alors,

|H(eiθ)| ≥ 2
π2n(n− 1), pour 0 < θ ≤ π

n
. (3.5)

Si π
n
≤ θ ≤ π, et si z 6= 1, en divisant la relation (3.3), par (z − 1) on obtient,

(z − 1)H(z) = zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1− n,

ce qui équivalant à,

H(z) = n− (zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1)
z − 1

par suite,

|H(eiθ)| =
∣∣∣∣∣n− (1 + eiθ + ...+ ei(n−1)θ)

eiθ − 1

∣∣∣∣∣ .
Fixons n et K tel que 2K ≤ n < 2K+1, et posons M = 2K , alors n

2 < M ≤ n.

Soit k un entier fixé tel que 1 ≤ k < K et posons m = 2k, alors M = hm, avec 1 < h < 2K−k

et M
m

= 2K−k.

Pour minorer |H(eiθ)|, nous allons minorer d’abord
∣∣∣∣∣n−

n−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣.

Pour cela on a, ∣∣∣∣∣n−
n−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≥ n− |

M−1∑
k=0

eikθ| − |eiMθ| − ...− |ei(n−1)θ|, (3.6)

il suffit donc de majorer
∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣.

Ecrivons que, ∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤ |

m−1∑
k=0

eikθ|+ |
2m−1∑
k=m

eikθ|+ ...+ |
hm∑

k=h(m−1)
eikθ|
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alors, ∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣+ ∣∣∣eimθ∣∣∣ ∣∣∣∣∣

m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣ei(h−1)mθ
∣∣∣ ∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣

d’où, ∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤

(h−1)m∑
k=0

|eikθ|

(∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣
)

comme |eilθ| = 1 pour tout entier l alors,∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤ h

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ,

ce qui implique, ∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤ 2K−k

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ,

d’où la majoration, ∣∣∣∣∣
M−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≤ M

m

∣∣∣∣∣eimθ − 1
eiθ − 1

∣∣∣∣∣ , (3.7)

les inégalités (3.6), (3.7) impliquent alors,∣∣∣∣∣n−
n−1∑
k=0

eikθ
∣∣∣∣∣ ≥M − M

m

∣∣∣∣∣eimθ − 1
eiθ − 1

∣∣∣∣∣ , (3.8)

en divisant les deux membres de l’inégalité (3.8) par |eiθ − 1| on obtient,

|H(eiθ)| ≥ M

|eiθ − 1|2
(
|eiθ − 1| − 1

m
|eimθ − 1|

)
,

d’où l’on déduit que,

|H(eiθ)| ≥ M

2 sin2( θ2)

(
sin(θ2)− 1

m
sin(mθ2 )

)
. (3.9)

En écrivant le développement de Taylor de la fonction sin(θ2) à l’ordre 2 sur l’intervalle ]0, π[

et sin(mθ2 ) à l’ordre 5 on obtient,

sin
(
θ

2

)
≥ θ

2 −
1
6

(
θ

2

)3

(3.10)

et
−1
m

sin(mθ2 ) ≥ −1
m

mθ
2 −

1
6

(
mθ

2

)3

+ 1
120

(
mθ

2

)5
 . (3.11)
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Grâce aux relations (3.9), (3.10), (3.11) ainsi qu’à l’inégalité sin(θ2) ≤ θ

2 on déduit que,

|H(eiθ)| ≥ Mm2

24 θ

(
1− 1

m2 −
(mθ)2

80

)
. (3.12)

Comme pour tout m ≥ 4, on a π

2m ≤ θ ≤ π

m
, alors mθ ≥ π

2 .

Le deuxième membre de la relation (3.12) est donc minoré par,

1− 1
m2 −

(mθ)2

80 ≥ 1− 1
16 −

π2

80 >
48
59 ,

Comme Mm ≥ 4M > 2n, (3.12) implique,

|H(eiθ)| ≥ 2π
59n. (3.13)

L’inégalité (3.13), est vérifée pour 4 ≤ m ≤M .

En effet, si π

2M ≤ θ ≤ π

4 , alors 2M > n et pour n ≥ 2, on a 2π
59 ≤

2(n− 1)
π2 , ce qui implique,

2π
59n ≤

2(n− 1)
π2 n,

par suite,
2π
59n ≤ |H(eiθ)|,

donc la minoration (3.13) est vérifiée pour tout θ tel que 0 ≤ θ ≤ π

4 .

Si π

4 ≤ θ ≤ π et m = 2, l’inégalité (3.9) implique,

|H(eiθ)| ≥
M(1− cos θ

2)
2 sin θ

2
= M

1− (1− sin2 θ
2) 1

2

2 sin θ
2

≥M
1− (1− 1

2 sin2 θ
2)

2 sin θ
2

d’où l’on déduit que,

|H(eiθ)| ≥ n

8 sin θ2 , pour π

4 ≤ θ ≤ π et M >
n

2 . (3.14)

Pour θ ∈ [π4 , π], les inégalités (3.2) et (3.14) montrent que la minoration (3.1)

du lemme 3.1, est vérifiée dès que l’on a,

qn−1n

8 sin θ2 >
n(n− 1)

2

(
q + 2 sin θ2

)n−2
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ceci est équivalent à,

q
sin( θ2)
n− 1 > 4

(
1 +

2 sin( θ2)
q

)n−2

. (3.15)

Pour q ≥ 4n, la fonction q → q
sin( θ2)
n− 1 croit plus rapidement que la fonction q → 4

(
1 +

2 sin( θ2)
q

)
pour tout θ tel que 0 ≤ θ ≤ π.

Posons a = sin π8 , alors l’inégalité (3.15) est vérifiée pour tout θ tel que π4 ≤ θ ≤ π pour vu

que,
q

n− 1 >
4
a

(
1 + 2a
q

)n−1

. (3.16)

En posant d = q

(n− 1)a dans (3.16) on obtient,

d >
4
a2

(
1 +

2
d

n− 1

)n−1

,

cette dernière inégalité est vérifiée lorsque,

d >
4
a2 exp

(2
d

)
,

les calculs numériques montrent alors que d ≥ 26.58 donc,

q

n− 1a ≥ 26.58

cela implique q ≥ 51
5 (n − 1), par suite l’inégalité (3.1) est vérifiée sur l’intervalle π4 ≤ θ ≤ π,

pour n ≤ 5
51q + 1.

Si θ est dans l’intervalle 0 ≤ θ ≤ π

4 , les relations (3.2) et (3.13) impliquent que l’inégalité (3.1)

est satisfaite dès que l’on a,

2π
59nq

n−1 >
n(n− 1)

2

(
q + 2 sin θ2

)n−2

,

mais cette dernière inégalité est vérifiée si on a,

q

n− 1 ≥
59
4π

(
1 + 2a

q

)n−1

. (3.17)

En remarquant que 4
a
>

59
4π , l’inégalité (3.15) nous permet alors de conclure que (3.17) est

vérifiée pour tout n ≤ 5
51q + 1, d’où l’on déduit que (3.1) est vérifiée sur tout l’intervalle
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0 ≤ θ ≤ π, pour n ≤ 5
51q + 1.

Par symétrie puisque |z| = | − z| et avec le même raisonnement, nous prouvons que le lemme

3.1 est vérifié pour θ ∈ [0, 2π].

Preuve du théorème 3.1 :

Soit un nombre réel q > 1. Poson λ = 1
q
dans Pn(z), alors

Pn(z) = 1
q
zn + 1− 1

q
−
(

1
q
z + 1− 1

q

)n
,

en multipliant les deux membres de cette dernière expression par qn on obtient,

qnPn(z) = qn−1(zn + q − 1)− (z + q − 1)n,

comme,

(z + q − 1)n =
n∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−kqk = qn + nqn−1(z − 1) +

n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−kqk.

et que d’après la relation (2.9) on a,

zn − 1− n(z − 1) = (z − 1)2
[
zn−2 + 2zn−3 + 3zn−4 + ...+ (n− 2)z + (n− 1)

]
.

alors,

qnPn(z) = (zn − 1− n(z − 1)) qn−1 −
n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−kqk,

pour z 6= 1, en divisant les deux membres par (z − 1)2 il vient,

qn

(z − 1)2Pn(z) = (zn−2 + 2zn−3 + ...+ (n− 2)z + n− 1)qn−1 −
n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−k−2qk,

d’où l’on déduit que,
qn

(z − 1)2Pn(z) = H(z)qn−1 −Q(z), (3.18)

avec,

H(z) = zn−2 + 2zn−3 + ...+ (n− 2)z + n− 1,

et

Q(z) =
n−2∑
k=0

(n
k

)
(z − 1)n−k−2qk.
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D’après le lemme 3.1 et le théorème de Rouché (cf [17]), les polynômes qn

(z − 1)2Pn(z) et H(z)

ont le même nombre de zéros à l’intérieur du disque U .

Au chapitre 2, nous avons grâce au théorème d’Enestrôm-Kakeya (cf [21]), prouvé que H(z) n’a

aucun zéro dans le disque unité U , donc Pn(z) ne s’annule pas dans ce disque. Ce qui achève

la démonstration du théorème 3.1.

3.2.1 Cas où λ n’est pas l’inverse d’un entier

Lorsque λ n’est pas l’invese d’un entier, K. Dilcher a dans (cf [8]) montré que :

Théorème 3.2 (cf [20])

Soit λ un nombre réel positif 0 < λ < 1 tel que 1
λ

ne soit pas un entier.

Alors pour n assez grand Pn(z) a un zéro à l’intérieur du disque unité U .

Preuve : (cf [8])

La preuve de ce théorème nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.2

Soit α un nombre réel positif non entier tel que α > 1.

Alors l’équation,

h(s) = eαs − αes + α− 1 = 0,

admet une infinité de racines complexes de parties réelles négatives.

Preuve du lemme 3.2 :

Soit α > 1, un nombre réel tel que α ne soit pas un entier et h(s) = eαs − αes + α− 1,

On a deux cas : soit α est rationnel soit α est irrationnel.

Cas où α est rationnel :

Posons α = n

m
, avec n, m des entiers positifs tel que n > m et pgcd(n,m) = 1.

Considérons le polynôme P (z) = zn − αzm + α− 1.

D’après le théorème 2.1, P (z) admet (m− 1) zéros dans le disque unité U .

Soit z0 = reiθ, r < 1, l’un de ces zéros alors,

P (z0) = en ln z0 − αem ln z0 + α− 1 = 0,

46



chapitre3

comme pour tout nombre complexe z on a ln(z) = ln|z|+ 2iπarg(z), alors

exp
[
n

m
m(ln r + iθ + 2πik)

]
− α exp [m(ln r + iθ + 2πik)] + α− 1 = 0 où k ∈ Z,

d’où,

exp [α(m ln r + imθ + 2πimk)]− α exp [m ln r + imθ + 2πimk] + α− 1 = 0, avec k ∈ Z,

par suite,

h(m ln r + im(θ + 2πk)) = 0, k ∈ Z,

donc sk = m ln r + im(θ + 2πk) est une racine de l’équation h(s) = 0, tel que Re(sk) < 0, car

r < 1.

Cas où α est irrationnel :

Soit 2α = [a0, a1, a2, ...], le développement de 2α en fractions continues, d’après

la proposition 1.1, il existe des nombres entiers pm et qm tel que 2α = pm
qm

, avec

pgcd(pm, qm) = 1, où m ∈ N∗.

D’après le theoréme 1.1 et les propriétés des fractions continues (cf [16]), pm et pm+1 sont des

entiers impaires pourm ≥ 1 et pour une infinité d’entiers positifs q, il existe des nombres entiers

p impaires tels que l’on ait,∣∣∣∣∣2α− p

q

∣∣∣∣∣ < c0

q2 , où c0 est une constante réelle positive,

d’où l’on a pour p = 2k + 1, k ∈ N,∣∣∣∣∣α− 2k + 1
2q

∣∣∣∣∣ < c1

(2q)2 , où c1 est une constante positive. (3.19)

On pose, f(x) = −xα − αx + α − 1, alors f(0) = α − 1 > 0 et f(1) = −2 < 0. D’après le

théorème des valeurs intermédiaires, il existe un nombre réel l, 0 < l < 1, tel que f(l) = 0

c’est-à-dire :

−lα − αl + α− 1 = 0, (3.20)

posons alors,

s = ln l + (2k + 1)πi
α

. (3.21)
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En multipliant les deux membres de l’inégalité (3.19) par q
α

on obtient,

∣∣∣∣∣q − 2k + 1
2α

∣∣∣∣∣ < c1

2αq , où c1 est une constante réelle positive et k un entier positif,

d’où,
2k + 1
α

= 2q +O

(
1
q

)
, (3.22)

les relations (3.21) et (3.22) impliquent, s = ln l + 2πiq +O

(
1
q

)
.

Calculons h(s).

On a,

h(s) = exp(α(ln l + 2πiq +O(1
q

))− αexp(ln l + 2πiq +O(1
q

)) + α− 1

d’où,

h(s) = −lα − αl exp
[
O( 1
Q

)
]

+ α− 1.

Comme h(s) tend vers 0 lorsque q tend vers l’infini, alors h(s) prend des petites valeurs dans

le plan Re(z) ≤ ln l < 0. D’où le résultat du lemme 3.2.

Preuve de Théorème 3.2 :(cf [8], [2])

Soit λ un nombre réel positif tel que λ < 1. D’après le lemme 3.2, l’équation

h(s) = eαs − αes + α− 1 = 0, (3.23)

a une infinité de zéros s tels que Re(s) < 0.

Dans l’équation (3.23), posons s = λu et α = 1
λ

on obtient alors l’équation :

λeu + 1− λ− eλu = 0,

qui admet aussi une infinité de racines complexes u telle que Re(u) < 0.

Soit u0 l’une de ces racines, le théorème de Hurwitz nous permet d’affirmer qu’il existe une

suite (un)n∈N convergente vers u0 et vérifiant la relation,

λ(1 + u

n
)n + 1− λ = (1 + λu

n
)n, (3.24)
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et puisque Re(u0) < 0, alors pour δ > 0 fixé on a,

π

2 + δ < arg(u0) < 3π
2 − δ,

et pour n assez grand, la suite (un)n∈N converge vers u0 donc,

π

2 + δ < arg(un) < 3π
2 − δ.

Posons : wn = 1 + un
n
, alors |wn| < 1 pour n assez grand où un vérifie la relation (3.24),

c’est-à-dire on a,

λ(1 + un
n

)n + 1− λ− (1 + λun
n

)n = 0,

ce qui implique,

λ(1 + un
n

)n + 1− λ− (λ(1 + un
n

) + 1− λ)n = 0,

d’où la relation,

λwnn + 1− λ− (λwn + 1− λ)n = 0,

donc wn est un zéro de Pn(z), d’où le résultat.

3.2.2 Cas où λ est l’inverse d’un entier

Théorème 3.3

Soit q un entier q > 2 et λ = 1
q
.

Alors, pour n ≥ 475 tous les zéros différents de 1 de Pn(z) sont de module supérieur à 1 .

Preuve du Théorème 3.3 :(cf [8])

Nous montrons le théorème 3.4 plus général. Et pour q = 2, nous montrons la proposition

suivante qui est une conséquence du théorème 3.3 :

Proposition 3.1

Soit n ≥ 2, un entier et λ = 1
2 .

Alors tous les zéros du polynôme Pn(z) sont à l’intérieur du disque unité U .
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Preuve de la proposition 3.1 :

Dans Pn(z), posons λ = 1
2 on obtient,

Pn(z) = 1
2z

n + 1
2 −

(1
2z + 1

2

)n
= znPn

(1
z

)
,

comme Pn(z) = znPn(1/z), on peut donc appliquer le théorème de Cohn (cf [17]).

Calculons P ′n(z).

Pour n ≥ 2, on a :

P ′n(z) = n

2 z
n−1 − n

2

(1
2z + 1

2

)n−1
,

l’équation P ′n(z) = 0 est équivalente à,

zn−1 =
(1

2z + 1
2

)n−1
, (3.25)

pour z 6= 0, la relation (3.25) s’écrit, (
z + 1

2z

)n−1
= 1. (3.26)

Posons Z = z + 1
2z alors,

Zn−1 = 1, (3.27)

les solutions de l’équation (3.27), sont les nombres coplexes Zk = exp
(

2iπk
n− 1

)
, 0 ≤ k < n−1,

comme,

Zk = zk + 1
2zk

, pour 0 ≤ k < n− 1,

alors,

zk =
(

2 exp(i 2kπ
n− 1)− 1

)−1

, 1 ≤ k ≤ n− 1.

mais pour tout k, 1 ≤ k ≤ n− 1 on a,∣∣∣∣∣2 exp
(
i

2kπ
n− 1

)
− 1

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣2 exp

(
i

2kπ
n− 1

)∣∣∣∣∣− 1 ≥ 1

donc,
1

|2 exp(i 2kπ
n−1)− 1|

≤ 1, 1 ≤ k ≤ n− 1,

c’est-a-dire on a : |zk| ≤ 1, pour 1 ≤ k ≤ n− 1.

Le théorème de Cohn (cf [17]) implique alors que tous les zéros de Pn(z) sont à l’intérieur du

disque unité U , ce qui achève la preuve de la proposition 3.1.
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Théorème 3.4

Soient q un entier supérieur ou égal à 3, λ = 1
q

et 0 ≤ θ ≤ 2π.

Alors le polynôme Pn(eiθ) n’admet pas de zéros de partie réelle négative pour n ≥ 475.

Preuve : (cf [8])

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur les propositions 3.2, 3.3 et 3.4 suivantes,

que nous allons d’abord démontrer ensuite nous exposerons la preuve détaillée du théorème 3.4

ultérieurement (cf pages 72, 73 et 74).

Pour un nombre réel ρ fixé tel que 0 ≤ ρ ≤ 1, soit E(ρ) la courbe de la fonction F (t, ρ) où t ≥ 0

alors,

Proposition 3.2

Le point le plus proche de la courbe E(ρ) sur l’axe des nombres réels négatifs, est l’origine (0, 0).

Preuve :

Nous utilisons les deux lemmes 3.3 et 3.4 suivants :

Lemme 3.3

Soit λ = 1
q
où q ≥ 3 est un entier et ρ un nombre réel 0 < ρ < 1, alors la courbe E(ρ) ne coupe

pas l’axe des nombres réels négatifs.

Preuve du lemme 3.3 :

La relation (3.36) implique,

F (0, ρ) = F (2π, ρ) = 1− ρ > 0,

et

F (π, ρ) = λ(−1)q + 1− λ+ ρ > 1− 2λ+ ρ > 0,

on peut donc supposer que sin t 6= 0.

Ecrivons,

F (t, ρ) = λ
(

cos( t
λ

) + i sin( t
λ

)
)

+ 1− λ− ρ (cos(t) + i sin(t)) , (3.28)
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en séparant les parties réelles et imaginaires de F (t, ρ) dans la relation (3.28) et en les multi-

pliant par q on obtient,

qRe(F (t, ρ)) = cos qt+ q − 1− qρ cos t,

qIm(F (t, ρ)) = sin qt− qρ sin t.

Si la courbe E(ρ) coupe l’axe des réels négatifs, autrement dit si,

Im(F (t, ρ)) = 0,

alors,

ρ = sin qt
q sin t < 1.

Pour cette valeur de ρ, calculons Re(F (t, ρ)).

On a,

qRe(F (t, ρ)) = cos qt+ q − 1− sin qtcos t
sin t ,

= (q − 1)− sin(q − 1)t
sin t

Nous montrons par récurrence sur q que l’on a,

(q − 1)− sin(q − 1)t
sin t > 0. (3.29)

En effet,

pour q = 2, l’inégalité (3.29) est trivialement vérifiée.

Pour q = 3, l’inégalité (3.29) implique,

2− sin 2t
sin t = 2− 2 cos t = 2(1− cos t) ≥ 0

donc (3.29) est aussi vérifiée pour q = 3.

Suposons que l’inégalité (3.29) est vraie pour q > 3, et montrons que q − sin qt
sin t ≥ 0,

c’est-à-dire qu’elle est vraie pour q + 1.

On a,

q− sin qt
sin t ≥ (q− 1) + 1−

∣∣∣∣∣sin((q − 1) + 1)t
sin t

∣∣∣∣∣ = (q− 1) + 1−
∣∣∣∣∣sin(q − 1)t cos t+ sin t cos(q − 1)t

sin t

∣∣∣∣∣
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ce qui implique,

q − sin qt
sin t ≥ (q − 1) + 1−

∣∣∣∣∣sin(q − 1)t
sin t

∣∣∣∣∣ | cos t| − | cos(q − 1)t| ≥ 0,

et puisque on a,

(q − 1)−
∣∣∣∣∣sin(q − 1)t

sin t

∣∣∣∣∣ | cos t| ≥ (q − 1)−
∣∣∣∣∣sin(q − 1)t

sin t

∣∣∣∣∣
et

1− | cos(q − 1)t| ≥ 0,

alors,

q − sin qt
sin t > 0,

donc l’inégalité (3.29) est vérifiée pour tout q,

d’où,

Re(F (t, ρ)) > 0,

ceci montre que la courbe E = E(ρ), ne coupe pas l’axe des nombres réels négatifs, d’où le

résultat du lemme 3.3.

Pour prouver que le plus proche point de l’axe des nombres réels négatifs à la courbe E(ρ) est

l’origine (0, 0), nous étudions d’abord quelques propriétés de la courbe E(ρ). (cf [28])

Pour cela écrivons,

F (t, ρ) = 1− λ− ρeit
(

1− 1
qρ
ei(q−1)t

)
. (3.30)

La courbe E(ρ) peut être considérée comme la trajectoire d’une particule qui se déplace sur

une orbite circulaire de rayon 1
qρ

et de fréquence égale à q− 1, superposée sur une autre orbite

circulaire de rayon ρ et de fréquence égal à 1. Cette courbe E(ρ) est appelée épitrochoid

(cf [28]).

La courbe de la fonction définie par (3.30), montre que la courbe E(ρ) a (q−1) axes de symétrie

passant par son centre (1− λ, 0). ( voir figure-4)

Le lemme qui suit précise quelques propriétés de la courbe E(ρ).
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Lemme 3.4

Soit λ, ρ des nombres réels tels que λ ≤ 1
3 et 1− 2λ ≤ ρ < 1 alors,

1) La courbe E(ρ) est à l’intérieur de la couronne S(O′, ρ− λ, ρ+ λ) de centre O′(1− λ, 0).

2) La courbe E(ρ) est symétrique par rapport à toutes les droites passant par le centre O′ et

formant un angle de kπ

q − 1 , 0 ≤ k ≤ q − 2, avec l’axe des nombres réels.

3) Le vecteur tangent à la courbe E(ρ), a un argument croissant par rapport à la variable t.

4) Le changement dans l’argument du vecteur tangent, est de 2πq lorsque t varie de 0 à 2π.

Preuve du lemme 3.4 :

Preuve de (1) :

Soit d = d(t), la distance entre le centre O′(1−λ, 0) et un point quelconque sur la courbe E(ρ),

alors,

d(t) =
√
λ2 − ρ2 − 2λ cos(q − 1)t.

La fonction d(t) atteint son maximum d0 = d(t0) en un point t0 tel que,

cos(q − 1)t0 = −1

de plus on a,

d0 = ρ+ λ.

Elle atteint son minimum d1 = d(t1) en un point t1 tel que,

cos(q − 1)t1 = +1,

et on a,

d1 = ρ− λ,

ce qui prouve que la courbe E(ρ) est à l’intérieur de la couronne S(O′, ρ− λ, ρ+ λ) de centre

O′(1− λ, 0).

Preuve de (2) :

On a,

F (−t, ρ) = F (t, ρ)
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En effet,

F (−t, ρ) = (cos(−qt) + q − 1− qρ cos(−t)) + i (sin(−qt)− qρ sin(−t))

c’est-a-dire,

F (−t, ρ) = (cos(qt) + q − 1− qρ cos(t))− i (sin(qt)− qρ sin(t)) = F (t, ρ),

donc la courbe E(ρ) est symétrique par rapport à l’axe des nombres réels.

En faisant une rotation de la courbe E(ρ) de centre (1−λ, 0) et d’angle kπ

q − 1, 0 ≤ k ≤ q− 2,

et en posant,

L(t, ρ) = F

(
kπ

q − 1 + t, ρ

)
e−i

kπ
q−1 ,

on obtient,

L(t, ρ) = λei(
t
λ

+kπ) − ρeit + (1− λ)ei
kπ
q−1 .

Nous montrons de la même manière que,

L(−t, ρ) = L(t, ρ),

donc la courbe E(ρ) est symétrique par rapport à la droite passant par le centre O′(1− λ, 0)

et de coefficient directeur tg
(

kπ

q − 1

)
, 0 ≤ k ≤ q − 2.

D’où l’on déduit que la courbe E(ρ) admet (q − 1) axes de symétrie.

Preuve de (3) :

Ecrivons F (t, ρ) sous la forme,

F (t, ρ) = Re(F (t, ρ)) + iIm(F (t, ρ)),

avec,

Re(F (t, ρ)) = λ cos qt− ρ cos t+ 1− λ, (3.31)

et

Im(F (t, ρ)) = λ sin qt− ρ sin t, (3.32)

le vecteur tangent à la courbe E(ρ) a pour équation,

F ′(t, ρ) = ieiqt − ρieit, (3.33)
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ses coordonnés sont données par les formules,

Re(F ′(t, ρ)) = − sin qt+ ρ sin t (3.34)

et

Im(F ′(t, ρ)) = − cos qt− ρ cos t. (3.35)

Soit θ(t) l’argument de ce vecteur tangent à la courbe E(ρ), alors la fonction ϕ(t) = tg(θ(t))

est dérivable et on a,

ϕ′(t) = d
dttg(θ(t)) = q + ρ2 − ρ(1 + q) cos(q − 1)t

(sin qt− ρ sin t)2 ≥ q + ρ2 − ρ(1 + q)
(sin qt− ρ sin t)2

puisque −ρ(1 + q) cos(q − 1)t ≥ −ρ(1 + q), il en résulte que,

d
dttg(θ(t)) ≥ (1− ρ)(q − ρ)

(sin qt− ρ sin t)2 ,

et puisque on a 0 < ρ < 1 et q ≥ 3, alors

ϕ′(t) = d
dttg(θ(t)) > 0,

ce qui prouve que l’argument du vecteur tangent est une fonction croissante de t.

Preuve de (4) :

Une variation de l’argument de F ′(t, ρ) d’une amplitude de 2πq, est le nombre de rotations

sur une courbe fermée simple, entourant l’origine (0, 0) sans changer F ′(t, ρ), ce qui achève la

preuve du lemme 3.4.
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Preuve de la proposition 3.2

Posons λ = 1
q
, où q est un entier supérieur ou égal à 3.

Etudions la courbe E = E(ρ) de la fonction définie par,

F (t, ρ) = λei
t
λ + 1− λ− ρeit, 0 ≤ ρ ≤ 1. (3.36)

Puisque q = 1
λ

est un entier positif, alors

F (t+ 2π, ρ) = F (t, ρ),

la fonction F (t, ρ) est de période 2π, on peut donc la considérer seulement sur l’intervalle

0 ≤ t ≤ 2π.

Pour ρ = 1, l’équation F (t, 1) = 0 a une racine t = 0.

Comme la courbe E(ρ) admet (q− 1) axes de symétrie passant par le centre (1−λ, 0), il suffit

donc de considérer l’intervalle 0 ≤ t ≤ 2π
q − 1.

Des relations (3.31), (3.32), (3.34) et (3.35), on déduit qu’au point t0 = 0, la courbe E(ρ) passe

par le point (1− ρ, 0) et admet une tangente verticale en ce point.

D’après la relation (3.35), on a Im(F ′(0, ρ)) = 1− ρ > 0 et Im
(
F ′( π2q , ρ)

)
= −ρ cos( π2q ) < 0,

le théorème des valeurs intermédiaires implique alors qu’il existe un nombre réel t1, 0 < t1 <
π

2q
tel que, Im (F ′(t1, ρ)) = 0.

Lorsque t varie de 0 à 2π
q − 1, la courbe E(ρ) se déplace vers la gauche dans le premier quadrant

du cercle jusqu’à ce qu’elle atteint le point t1 avec une tangente horizontale ( voir figure 4).

D’après la relation (3.32), le théorème des valeurs intermédiaires implique, qu’il existe un réel

t2,
π

2q < t2 <
π

q
, tel que Im(F (t2, ρ)) = 0, donc E(ρ) coupe l’axe des nombres réels.

D’après le lemme (3.3), la courbe E(ρ) coupe l’axe des nombres réels positifs en un point double

situé entre les points (0, 0) et (1−ρ, 0) puisque la courbe E(ρ) est symétrique par rapport à

l’axe des nombres réels, de plus la courbe E(ρ) etant symétrique par rapport aux (q−1) droites

passant par le centre O′(1−λ, 0), donc l’axe R passant par le centre de la courbe E = E(ρ) et

formant un angle θ = π+ 2π
q − 1 avec l’axe des nombres réels, coupe la courbe E(ρ) en un autre

point double pour certain nombre réel t3, avec
2π
q − 1 −

π

q
< t3 <

2π
q − 1,(c’est une rotation de
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centre O′(1− λ, 0) et d’angle θ − π = 2π
q − 1 de l’axe des nombres réels).

Ensuite, par le lemme 3.4-2 (avec k = 1), la tangente de E(ρ) est parallèle à R en un certain

point t4 tel que 2π
q − 1 −

π

2q < t4 <
2π
q − 1.

En conclusion, puisque E(ρ) admet une tangente verticale au point t0 = 0, avec la même

rotation de l’axe, on déduit que la droite R coupe la courbe E(ρ) en un point où la tengente à

ce point forme un angle droit pour t5 = 2π
q − 1.

De la même manière, nous montrons que le résultat reste vrai, si l’on remplace la droite réelle

par la droite R.

Par conséquent, nous pouvons considérer E(ρ) comme étant une réunion de courbes E ′ situées

entre deux points doubles consécutifs, et une réunion de boucles E ′′ situées à l’intérieur de E(ρ)

(cf [28]).

En considérant une portion intérieure à la courbe fermée, composée d’une courbe E ′ située

entre deux points doubles consécutifs, et le segment de droite joignant le centre de E(ρ) aux

points doubles, alors E ′ et son intérieur est la réunion de toutes ces (q − 1) portions.

Par le lemme 3.4-4, la variation de l’argument du vecteur tangent entre t = t0 et t = t5 est égal a
2πq
q − 1 et donc entre t = t1 et t = t5, la variation de l’argument est égal 2πq

q − 1−2(π2 ) = π+ 2π
q − 1,

par conséquent, il ne peut y avoir d’autre point double entre t2 et t3, ceci d’une part.

D’autre part le lemme 3.4-3, implique que toutes ces portions sont convexes.

En raison de la symétrie de la courbe E(ρ), chaque point x0 sur l’axe des nombres réels négatifs

ou nuls est à la même distance des deux portions situées juste au-dessus et en dessous de l’axe

des réels et les plus proches de l’origine, cependant, les autres portions de la courbe E(ρ) sont

éloignées de l’origine.

Enfin, en utilisant le fait que la distance entre une région convexe fermée et un point qui se

déplace le long d’une ligne droite, est une fonction unimodale (cf [8]), c’est-à-dire, qu’elle est

décroissante jusqu’à un certain point, et puis croissante à partir de ce point. La proposition 3.3
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est donc prouvée si nous l’appliquons à la portion la plus proche de l’origine (0, 0) et à l’axe

des nombres réels négatifs.

Ceci achève la preuve du proposition 3.2.

Proposition 3.3

Soit 0 ≤ t ≤ 2π, avec les mêmes hypothèses et notations précédentes on a,

|F (t, ρ)| ≥ C√
λ

(1− ρ) 3
2

avec,

C =



1
6

(
1−
√

2
2

)
si q = 3,

1− 2λ
4
√

2
si 4 ≤ q ≤ 15,

7
32
√

2
si q ≥ 16.

Preuve : (cf [8])

L’expression de F (t, ρ) définie par (3.33) implique,

F (2π − t, ρ) = λei
2π−t
λ + 1− λ− ρei(2π−t) = λei

t
λ + 1− λ− ρeit = F (t, ρ),

il suffit donc de considérer seulement l’intervalle 0 ≤ t ≤ π.

La fonction |F (t, ρ)|2, n’atteint pas son minimum dans l’intervalle π2 ≤ t ≤ π.

En effet,

On a,

|F (t, ρ)|2 = (Re(F (t, ρ)))2 + (Im(F (t, ρ)))2.

En utilisant la relation (3.28) on obtient,

|F (t, ρ)|2 = λ2 + ρ2 + (1− λ)2 − 2ρλ cos((q − 1)t) + 2(1− λ)(λ cos qt− ρ cos t). (3.37)

Pour π2 ≤ t ≤ π on a :

|F (t, ρ)|2 ≥ 1− 4λ+ 4λ2 + ρ2 − 2ρλ,

59



chapitre3

puisque −ρ cos t ≥ 0 et λ cos qt ≥ −λ.

Si λ ≤ 1
4 alors ρ ≥ 2λ ( car ρ ≥ 1− 2λ ) donc,

2ρ(1− 2λ) ≥ 4λ(1− λ),

ce qui implique,

4λ2 − 4λ− 2ρλ ≥ −2ρ. (3.38)

Les relations (3.37) et (3.38) entrainent alors,

|F (t, ρ)|2 = 1− 4λ+ 4λ2 − 2ρλ+ ρ2 ≥ (1− ρ)2,

d’où,

|F (t, ρ)|2 ≥ (1− ρ)2 = |F (0, ρ)|.

Si λ = 1
3 et q = 3 alors,

λ cos((q − 1)t) + (1− λ) cos t = λ cos(2t) + 2
3 cos t = λ(2 cos2 t− 1) + 2

3 cos t.

= 2
3(cos2 t− cos t)− λ ≤ −λ.

Par (3.37) on a,

|F (t, ρ)|2 ≥ 1− 4λ+ 4λ2 + ρ2 + 2ρλ,

d’où,

|F (t, ρ)|2 ≥ (1− ρ)2,

ce qui est équivalant à,

1− 4λ+ 4λ2 + ρ2 + 2ρλ ≥ ρ2 − 2ρ+ 1,

si et seulement si,

2ρ(1 + λ) ≥ +4λ(1− λ),

c’est-à-dire, si et seulement si on a,

ρ ≥ 2λ(1− λ)
1 + λ

= 1
3 .
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Cette dernière inégalité est vérifiée car ρ ≥ 1− 2λ, ce qui prouve que l’on a,

|F (t, ρ)|2 ≥ |F (0, ρ)| = (1− ρ)2, pour
π

2 ≤ t ≤ π,

donc |F (t, ρ)| n’atteint pas son minimum dans l’intervalle π

2 ≤ t ≤ π.

Pour 0 ≤ t ≤ π

2 , la proposition 3.3, est une conséquence du lemme 3.5 suivant :

Soit un entier q ≥ 2 et c = 5
4√q , on pose :

I1 =:
{
t ∈ R / 0 ≤ t ≤ c

√
(1− ρ), q ≥ 2

}
, I2 =:

{
t ∈ R / c

√
1− ρ ≤ t ≤ π

2(q − 1) , q ≥ 2
}
,

I3 =:
{
t ∈ R /

π

2(q − 1) ≤ t ≤ π

2 , q ≥ 4
}
, I4 =:

{
t ∈ R /

π

4 ≤ t ≤ π

2 , q = 3
}
.

On a :

Lemme 3.5

Soit λ un nombre réel tel que 0 < λ < 1, λ = 1
q
où q ≥ 3 alors,

|F (t, ρ)| ≥ D
√
q(1− ρ) 3

2 ,

avec,

D =



7
32
√

2
pour t ∈ I1

557
2048(1− λ)(1− 2λ) pour t ∈ I2

1− 2λ
4
√

2
pour t ∈ I3

√
2− 1
6
√

2
pour t ∈ I4

Preuve du lemme 3.5 :

En dérivant la relation (3.37) par rapport à t, on obtient,

(
|F (t, ρ)|2

)′
= 2ρλ(q − 1) sin((q − 1)t) + 2(1− λ)(ρ sin t− qλ sin qt).

La fonction |F (t, ρ)|2, atteint son minimum l’orsque,

ρ (2λ(q − 1) sin(q − 1)t+ 2(1− λ) sin t) = 2qλ(1− λ) sin qt,
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ceci implique,

ρ = sin qt
sin(q − 1)t+ sin t , avec λ = 1

q
(3.39)

par suite on a,

λ sin qt+ ρ sin(q − 1)t− sin qt = −ρ sin t+ λ sin qt,

ce qui est équivalant à,

λ sin qt− ρ sin t = λρ (sin(q − 1)t− (q − 1) sin t) . (3.40)

Pour tout t dans I3 et tout entier q ≥ 3 on a :

|sin(q − 1)t− (q − 1) sin t| ≥
∣∣∣∣∣(q − 1) sin

(
π

2(q − 1)

)
− 1

∣∣∣∣∣ ≥ c′. (3.41)

Pour q = 3, on trouve c′ =
√

2− 1.

Si q ≥ 4, le développement de Taylor de la fonction sin x à l’ordre 3, s’écrit :

sin
(

π

2(q − 1)

)
≥ π

2(q − 1) −
1
6

(
π

2(q − 1)

)3

,

ce qui implique, ∣∣∣∣∣(q − 1) sin
(

π

2(q − 1)

)
− 1

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣π2 − 1− π3

48(q − 1)2

∣∣∣∣∣ ,
lorsque q tend vers l’infini, c′ tend vers 1

2.

Comme on a |F (t, ρ)| ≥ Im(F (t, ρ)), les relations (3.40), (3.41) impliquent,

|F (t, ρ)| > c′λρ,

ceci d’une part.

D’autre part, on a ρ ≥ 1− 2λ et 2λ ≥ 1− ρ alors,

c′λρ = c′

2
√

2
(2λ) 3

2
√
qρ ≥ c′

2
√

2
(1− ρ) 3

2
√
q(1− 2λ),

par suite on obtient,

|F (t, ρ)| > c′

2
√

2
(1− ρ) 3

2
√
q(1− 2λ) pour tout t dans I3 et I4. (3.42)
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Et pour tout t dans I2 et q ≥ 3 on a,

Re(F (t, ρ)) sin t− Im(F (t, ρ)) cos t = q − 1
q

(sin t− 1
q

sin(q − 1)t). (3.43)

Posons : h(t) = sin t− 1
q − 1 sin(q − 1)t alors, h′(t) = cos t− cos(q − 1)t.

Comme la fonction cos t est décroissante sur l’intervalle 0 ≤ t ≤ π

2 alors,

cos t− cos(q − 1)t ≥ 0, pour t ∈ I2,

donc h′(t) est positive sur cet intervalle, il en résulte que h(t) est une fonction croissante sur

l’intervalle 0 ≤ t ≤ π

2(q − 1).

Pour t ∈ I2, la fonction h(t) étant croissante alors,

h(t) ≥ sin(c
√

1− ρ)− 1
q − 1 sin

(
(q − 1)c

√
1− ρ

)
(3.44)

Le développement de Taylor des fonctions sin(c
√

1− ρ et sin
(
(q − 1)c

√
1− ρ

)
à l’ordre 3 rés-

péctivement à l’ordre 5, s’écrit :

sin(c
√

1− ρ) ≥ c
√

1− ρ− 1
6(c
√

1− ρ)3, (3.45)

et

sin
(
(q − 1)c

√
1− ρ

)
≤ 1
q − 1

[
(q − 1)c

√
1− ρ− 1

6((q − 1)c
√

1− ρ)3 + 1
120((q − 1)c

√
1− ρ)5

]
.

(3.46)

Par les inégalités (3.44), (3.45) et (3.46) on déduit que,

h(t) ≥ c
√

1− ρ−1
6(c
√

1− ρ)3− 1
q − 1

[
(q − 1)c

√
1− ρ− 1

6((q − 1)c
√

1− ρ)3 + 1
120((q − 1)c

√
1− ρ)5

]

d’où,

h(t) ≥ 1
6q(q − 2)(c

√
1− ρ)3

[
1− (q − 1)2

20q(q − 2)((q − 1)c
√

1− ρ)2
]

comme pour q ≥ 3 on a (q − 1)2

q(q − 2) ≤
4
3, car (q − 1)c

√
1− ρ ≤ π

2 ,

alors, [
1− (q − 1)2

20q(q − 2)((q − 1)c
√

1− ρ)2
]
≥
(

1− 4
60(π2 )2

)
.
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Grâce à l’inégalité (3.45) on obtient :

h(t) ≥ 557
4000q(q − 1)c3(1− ρ) 3

2 ,

or d’après la relation (3.43) on a :

|F (t, ρ)| = (|(Re(F (t, ρ))|2 + |Im(F (t, ρ))|2) 1
2 ≥ |Re(F (t, ρ)) sin t− Im(F (t, ρ)) cos t|.

puisque,

|(Re(F (t, ρ))|2 + |Im(F (t, ρ))|2 ≥ |(Re(F (t, ρ))|2 sin2 t+ |Im(F (t, ρ))|2 cos2 t

d’où,

|(Re(F (t, ρ))|2 + |Im(F (t, ρ))|2 ≥ (|Re(F (t, ρ))| sin t− |Im(F (t, ρ))| cos t)2 .

Donc,

|F (t, ρ)| ≥ q − 1
q
|h(t)| ≥ 557

4000(q − 1)(q − 2)c3(1− ρ) 3
2 pour tout t ∈ I2. (3.47)

Sur l’intervalle I1 on a :

Re(F (t, ρ)) = λ cos qt− ρ cos t+ 1− λ

En écrivant le développement de Taylor de la fonction cos qt à l’ordre 2, ainsi que celui de cos t

à l’ordre 4 on obtient :

Re(F (t, ρ)) ≥ λ
(

1− 1
2(qt)2

)
− ρ

(
1− 1

2t
2 + 1

24t
4
)

+ 1− λ,

ceci implique,

Re(F (t, ρ)) ≥ 1− ρ− 1
2qt

2 + 1
2ρt

2
(

1− 1
12t

2
)
≥ 1− ρ− 1

2qt
2.

Comme pour t ∈ I1 on a t2 ≤ c2(1− ρ) et que ρ ≥ 1− 2λ, il vient alors,

Re(F (t, ρ)) ≥ (1− 1
2qc

2)(1− ρ),

d’où,

|F (t, ρ)| ≥ Re(F (t, ρ)) ≥ (1− 1
2qc

2)
√
q√
2

(1− ρ) 3
2 pour tout t ∈ I1. (3.48)
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Les inégalités (3.42), (3.47) et (3.48) permettent alors de conclure que l’on a,

|F (t, ρ)| ≥ D
√
q(1− ρ) 3

2 .

Ce qui achève la preuve du lemme 3.5.

Proposition 3.4

Pour n ≥ 16, on pose Gn(θ) = λeinθ + 1− λ− ρ(θ)einλθ.

Si ρ = ρ(θ) ≥ 1− 2λ alors,

|Gn(θ)− Pn(eiθ)| ≤ 11/19√
λ(1− λ)3/2√n

(1− ρ(θ))3/2.

Preuve :(cf [8])

La preuve repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.6

Soient ρ = ρ(θ), 0 ≤ θ ≤ π, λ un nombre réel tel que λ ≤ 1
3 , et n ≥ 16.

Si ρ = ρ(θ) ≥ 1− 2λ alors,

θ2 ≤ 4d
n

(
1 + 3d

8n

)
avec d = 1 + λ+ 3λ2

1− λ . (3.49)

et

ρ(θ) ≤ exp
(−17

36 λ(1− λ)nθ2
)
. (3.50)

Preuve du lemme 3.6 :

D’après la relation (3.71) on a ρ(θ) = |λeiθ + 1− λ|n, d’où

(ρ(θ)) 1
n = |(1 + λ(cos θ − 1)) + iλ sin(θ)| ,

c’est-à-dire,

(ρ(θ)) 2
n = (1 + λ(cos θ − 1))2 + λ2 sin2(θ) = 1 + 2λ(1− λ)(cos θ − 1). (3.51)

En écrivant le développement de Taylor de cos θ à l’ordre 5, on obtient l’inégalité,

cos θ − 1 ≤ −1
2θ

2 + 1
24θ

4, et en remplaçant dans (3.51) il vient,

(ρ(θ)) 2
n ≤ 1 + 2λ(1− λ)(−1

2θ
2 + 1

24θ
4),

65



chapitre3

ce qui entraine,

(ρ(θ)) 2
n ≤ 1− λ(1− λ)θ2(1− 1

12θ
2) = 1− cθ2, (3.52)

avec,

c = λ(1− λ)
(

1− θ2

12

)
, (3.53)

comme on a ρ(θ) ≥ 1− 2λ alors,

(1− 2λ) 1
n ≤ (ρ(θ)) 1

n ≤ (1− cθ2) 1
2 ,

lorsque q tend vers l’infini c θ tend vers 0 donc,

1
n

ln(1− 2λ) ≤ ln(ρ(θ)) 1
n ) ≤ 1

2 ln(1− cθ2) ≤ − c2θ
2, (3.54)

de même on a,

ln
( 1

1− 2λ

)
=
∑
k≥0

1
k

(2λ)k,

d’où,
1
2cθ

2 ≤ 1
n

ln( 1
1− 2λ) = 1

n

∑
k≥0

1
k

(2λ)k,

ou encore,

c

2θ
2 ≤ 1

n

2λ+ 2λ2 + 1
3(2λ)3 ∑

k≥0
(2λ)k

 = 2λ
n

(
1 + λ+ 4

3λ
2(1− 2λ)−1

)
,

puisque
∑
k≥0

(2λ)k est une suite géométrique de raison r = 2λ < 1, convergente vers (1− 2λ)−1

d’où l’inégalité,
c

2θ
2 ≤ 2λ

n
(1 + λ+ 3λ2). (3.55)

puisque pour λ ≤ 5
18 on a 4

3(1− 2λ)−1 ≤ 3.

En utilisant les relations (3.53), (3.55) et en posant d = 1 + λ+ 3λ2

1− λ on obtient,

θ2
(

1− θ2

12

)
≤ 4d

n
,

par suite on a,

− θ
4

12 + θ2 − 4d
n
≤ 0. (3.56)
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Posons x = θ2, l’inégalité (3.56) s’écrit alors,

−x
2

12 + x− 4d
n
≤ 0.

Le trinôme A(x) = −x
2

12 + x− 4d
n
, a pour discriminant :

∆ = 1− 4d
3n.

Comme pour λ ≤ 1
3 et n ≥ 16 on a d

n
≤ 5

32, donc
3
4 ≤ ∆ ≤ 1 et x1 = 6 + 6

√
1− 4d

3n,

x2 = 6− 6
√

1− 4d
3n , par suite on a :

−x
2

12 + x− 4d
n

= −
x− 6− 6

√
1− 4d

3n

x− 6 + 6
√

1− 4d
3n

 ≤ 0,

et puisque x = θ2 ≤ 10 et
√

1− 4d
3n ≥

3
4 alors θ2 − 6− 6

√
1− 4d

3n < 0,

d’où,

θ2 ≤ 6− 6
√

1− 4d
3n, pour 0 ≤ θ ≤ π. (3.57)

D’autre part en écrivant le développement de Taylor de la fonction (1 − x) 1
2 à l’ordre 2, on

obtient, √
1− 4d

3n ≥ 1− 2
3
d

n
− 1

4
d2

n2 . (3.58)

De (3.57) et (3.58) on déduit que,

θ2 ≤ 4d
n

+ 3d2

2n2 = 4d
n

(
1 + 3

8
d

n

)
,

d’où la relation (3.49) du lemme 3.6.

Montrons la relation (3.50) du lemme 3.6.

Les relations (3.53) et (3.54) impliquent,

ρ ≤ exp
(
−1

2λ(1− λ)(1− θ2

12)nθ2
)
.

Comme on a d

n
≤ 5

32, la relation (3.49) permet de déduire que,

θ2

12 ≤
1
3
d

n

(
1 + 4

3
d

n

)
≤ 1

18 . (3.59)

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.6.
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Lemme 3.7 Avec les mêmes hypothèses du lemme 3.6, on a :

|σ(θ)− nλθ| ≤ λ

6nθ
3.

où σ(θ) = n arg(eiθ + 1− λ).

Preuve du lemme 3.7 :

Par la relation (3.72) on a,

σ(θ) = n arg
(
λeiθ + 1− λ

)
,

comme pour tout nombre complexe z on a tg(arg z) = Im(z)
Re(z) alors,

tg

(
σ(θ)
n

)
= λ sin θ
λ cos θ + 1− λ. (3.60)

La formule de Taylor appliquée à la fonction sin θ à l’ordre 5 et à la fonction cos θ à l’ordre 2,

ainsi que la relation (3.60) impliquent,

tg
σ(θ)
n
≤ λ

(
θ − 1

6θ
3 + 1

120θ
5
)(

1− λ

2 θ
2
)−1

, 0 < λ ≤ 1
3 ,

d’où l’inégalité,

tg

(
σ(θ)
n

)
≤ λθ

(
1 + θ4

120
1

1− 1
6θ

2

)
. (3.61)

Les inégalités (3.59) et (3.61), nous permettent alors de déduire que,

tg
σ(θ)
n
≤ λθ + 1

6λθ
3, où 0 < λ ≤ 1

3 ,

Comme la fonction arctg(x) est bijective et croissante sur R alors,

σ(θ)
n
≤ arctan

(
λθ + 1

6λθ
3
)
≤ λθ + 1

6λθ
3,

d’où,

σ(θ)− nλθ ≤ λn

6 θ3. (3.62)

De la même manière, en écrivant le développement de Taylor aux fonctions sin θ (réspective-

ment) cos θ à l’ordre 4 (réspectivement à l’ordre 5), la relation (3.60) implique,

tg(σ(θ)
n

) ≥ λ
(
θ − 1

6θ
3
)(

1− λ

2 θ
2 + λ

24θ
4
)−1

≥ λ
(
θ − 1

6θ
3
)(

1− λ

2 θ
2(1− 1

12θ
2)
)−1

,

68



chapitre3

≥ λθ
(

1− 1
6θ

2
)(

1− 15
32λθ

2
)−1
≥ λθ

(
1− 1

6θ
2
)(

1 + 15
32λθ

2
)

(3.63)

or on a,

λθ
(

1− 1
6θ

2
)(

1 + 15
32λθ

2
)

= λθ − λ

6 θ
3
(

1− 45
16λ(1− θ2

6 )
)
,

l’inégalité (3.63) s’écrit alors,

tg
σ(θ)
n
≥ λθ − λ

6 θ
3
(

1− 45
16λ

(
1− θ2

6

))
. (3.64)

Grâce aux deux inégalités (3.59) et (3.64) on obtient,

tg

(
σ(θ)
n

)
≥ λθ − 1

6θ
3(1− 2λ),

d’où,
σ(θ)
n
≥ arctg

(
λθ − 1

6θ
3(1− 2λ)

)
.

Comme au voisinage de 0, on a arctg(x) ≥ x− 1
3x

3 alors,

σ(θ)
n
≥ λθ − 1

6θ
3(1− 2λ)− 1

3

(
λθ − 1

6θ
3(1− 2λ)

)3
,

par suite,
σ(θ)
n
≥ λθ − 1

6θ
3
(
1− 2λ+ 2λ2

)
≥ λθ − 1

6θ
3,

puisque 1− 2λ+ 2λ2 < 1 pour λ ≤ 1
3.

Donc,

σ(θ)− nλθ ≥ −λn6 θ3, (3.65)

des deux inégalités (3.62) et (3.65) on déduit alors que,

|σ(θ)− nλθ| ≤ λn

6 θ3.

ce qui achève la preuve du lemme 3.7.

Preuve de la proposition 3.4 :

Rappelons que l’on a,

Pn(eiθ) = λeinθ + 1− λ− ρ(θ)eiσθ,
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et

Gn(θ) = λeinθ + 1− λ− ρ(θ)einλθ.

On a donc,

|Gn(θ)− Pn(eiθ)| = |ρ(θ)eiσθ − ρ(θ)einλθ|

d’où,

|Gn(θ)− pn(eiθ)| = ρ(θ)|
∫ σ(θ)

nλθ
eitdt| ≤ ρ(θ)|σ(θ)− nλθ|.

Grâce au lemme 3.7 on obtient :

|Gn(θ)− pn(eiθ)| ≤ 1
6ρλθ

3. (3.66)

Comme pour n ≥ 16 et λ(1− λ) ≤ 2
9 on a d

n
≤ 5

32,( puisque λ ≤
1
3 ),

l’inégalité (3.49) du lemme 3.6 implique alors,

nθ2 ≤ 4d
(

1 + 3d
8n

)
≤ 108

10 .

Par ailleur on a,

ρλnθ3 ≤
(25

11

) 3
2 (1− ρ) 3

2
√
λ(1− λ) 3

2
√
n
.

En effet, d’après l’inégalité (3.50) du lemme 3.6 on a,

ρ−
2
3 ≥ exp

(17
54λ(1− λ)nθ2

)
, (3.67)

et aussi

−ρ
1
3 ≥ − exp

(
− 17

108λ(1− λ)nθ2
)
, (3.68)

les inégalités (3.67) et (3.68) entrainent alors,

ρ−
2
3 − ρ

1
3 ≥ exp

(17
54λ(1− λ)nθ2

)
− exp

(
− 17

108λ(1− λ)nθ2
)
.

En écrivant le développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction exp
(17

54λ(1− λ)nθ2
)

du

second membre de la relation (3.67) ainsi que celui de la fonction

exp
(
− 17

108λ(1− λ)nθ2
)
du second membre de la relation (3.68) à l’ordre 2 on obtient,

ρ−
2
3 − ρ

1
3 ≥ 1 + 17

54λ(1− λ)nθ2 −
[
1− 17

108λ(1− λ)nθ2 + 1
2

( 17
108λ(1− λ)nθ2

)2]
,
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d’où,

ρ−
2
3 − ρ

1
3 ≥

( 51
108λ(1− λ)nθ2

)(
1− 17

648λ(1− λ)nθ2
)
.

ceci d’une part.

D’autre part, puisque nθ2 ≤ 108
10 et λ(1− λ) ≤ 2

9 alors,

51
108

(
1− 17

648λ(1− λ)nθ2
)
≥ 51

108 ≥
11
25 ,

donc,

ρ−
2
3 − ρ

1
3 = ρ−

2
3 (1− ρ) ≥ 11

25λ(1− λ)nθ2. (3.69)

En élevant les deux membres de l’inégalité (3.69) à la puissance 3
2 on obtient,

(
ρ−

2
3 (1− ρ)

) 3
2 ≥

(11
25λ(1− λ)nθ2

) 3
2
,

ce qui équivalant à,

ρ−1(1− ρ) 3
2 ≥

(11
25

) 3
2
λ

3
2 (1− λ) 3

2n
3
2 θ3,

par suite il vient,

ρλnθ3 ≤
(25

11

) 3
2 (1− ρ) 3

2
√
λ(1− λ) 3

2
√
n
, (3.70)

comme 1
6

(25
11

) 3
2
≤ 11

19, les inégalités (3.66) et (3.70) entrainent alors,

|Gn(θ)− pn(eiθ)| ≤ 11
19

(1− ρ(θ)) 3
2

√
λ(1− λ) 3

2
√
n
,

d’où le résultat de la proposition 3.4.
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Preuve du théorème 3.4 :

Soit le polynôme Pn(z) = λzn + 1− λ− (λz + 1− λ)n, où 0 < λ < 1.

Par le principe de l’argument et puisque la courbe de la fonction Pn(eiθ), 0 ≤ θ ≤ 2π, coupe

l’axe des nombres réels négatifs seulement en (0, 0), on déduit que le polynôme Pn(z) n’a aucun

zéro dans le disque unité U , il suffit donc de prouver que pour n ≥ 475 et pour 0 < θ ≤ 2π la

courbe de la fonction Pn(eiθ)coupe l’axe des réels négatifs seulement en (0, 0).

Posons,

ρ = ρ(θ) = |λeiθ + 1− λ|n, (3.71)

et

σ = σ(θ) = n arg(λeiθ + 1− λ), (3.72)

alors,

Pn(eiθ) = λeinθ + 1− λ− ρ(θ)eiσ(θ). (3.73)

Si ρ(θ) < 1− 2λ, alors la courbe de Pn(eiθ) se trouve à l’intérieur du cercle de rayon r = 1− λ

et de centre (1 − λ, 0), donc dans ce cas la courbe de Pn(eiθ) ne coupe pas l’axe des nombres

réels négatifs.

Si,

ρ(θ) ≥ 1− 2λ, (3.74)

on considére alors la suite de fonctions (Gn(θ))n définie par,

Gn(θ) = λeinθ + 1− λ− ρ(θ)einλθ, où 0 ≤ θ ≤ 2π (3.75)

et on pose,

F (t, ρ) = λe
it
λ + 1− λ− ρeit.

Nous avons montré que la courbe d’équation (3.75) est une bonne approximation de la courbe

d’équation (3.73). Tout point de Pn(eiθ) est voisin d’un point de Gn(θ) et ce point appartient

à la courbe E(ρ) de F (t, ρ).

Chacun de ces points est à une distance au moins égale à |F (t, ρ)−0| = |F (t, ρ)| ≥ C

λ
(1−ρ)3/2

de l’axe des nombres réels négatifs.
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Les propositions 3.2 et 3.3, impliquent Pn(eiθ) 6= 0, pour θ tel que π2 < θ <
3π
2 à condition

que l’on ait,
11/19√

λ(1− λ)3/2√n
(1− ρ(θ))3/2 ≤ c√

λ
(1− ρ(θ))3/2,

c’est-à-dire à condition que l’inégalité,

n ≥ (11
19

1
c(1− λ)3/2 )2 = 121

361
1

c2(1− λ)3 .

soit vérifiée.

En particulier, si q = 3, on a λ = 1
3 et d’après la proposition 3.3, c = 1

6(1−
√

2
2 ) donc

n ≥ 121.9.27
361(3− 2

√
2)
∼= 474, 718, (3.76)

d’où n ≥ 475.

Pour 4 ≤ q ≤ 15 et 1
15 ≤ λ ≤ 1

4, la proposition 3.3 implique que c = 1− 2λ
4
√

2
donc,

n ≥ 32121
361

1
(1− 2λ)2(1− λ)3 . (3.77)

Et pour q = 4 on a λ = 1
4, donc n ≥ 102.

Pour q > 16, la proposition 3.3 implique c = 7
32
√

2
donc,

n ≥ 121.2048
361.49(1− λ)3 , (3.78)

pour q = 16, on a λ = 1
16 et n ≥ 17.

Les inégalités (3.76), (3.77) et (3.78) sont donc vérifiées pour n ≥ 475, ce qui achève la démons-

tration du théorème 3.4.
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3.2.3 Exemples de courbes d’équation F (t, ρ) = λe
it
λ + 1 − λ − ρeit où

λ est l’inverse d’un entier, 0 ≤ t ≤ 2π et ρ ≤ 1− 2λ des nombres

réels positifs.

Exemple 1 :(Figure 1-Annexe)

Pour q = 4 et ρ = 1
2.

L’équation de la courbe E(ρ) s’écrit,

F (t, 1
2) = 1

4e
4it + 3

4 −
1
2e

it.

La figure 1, montre que le centre de la courbe E(1/2) est le point (3
4 , 0), cette courbe admet

trois axes de symétrie passant par le centre (3
4 , 0) et formant les angles 0, π3 et 2π

3 avec l’axe

des nombres réels. Pour t0 = 0, la courbe E(ρ) traverse le point (1− ρ, 0) = (1
2 , 0).

E(1/2) coupe l’axe des nombres réels en un point double entre (0, 0) et (1
2 , 0).

La figure 1, montre que la courbe E(ρ) admet trois points doubles.

Exemple 2 :(Figure 2-Annexe)

Pour q = 5 et ρ = 7
10.

L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 7
10) = 1

5e
5it + 4

5 −
7
10e

it,

La figure 2, montre que le point (4
5 , 0) est le centre de la courbe E(7/10), cette courbe admet

dans ce cas, quatre axes de symétrie passant par le centre et formant les angles 0, π4 ,
π

2 et 3π
4

avec l’axe des nombres réels.

La courbe E(ρ) admet quatre points doubles.

Exemple 3 :(Figure 3-Annexe)

Pour les valeurs q = 10, ρ = 8
10 :
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L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 8
10) = 1

10e
10it + 9

10 −
8
10e

it.

Exemple 4 :(Figure 4-Annexe)

Pour q = 11 et ρ = 10
11.

L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 10
11) = 1

11e
11it + 10

11 −
10
11e

it.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude de la localisation des zéros d’une

famille particulière de trinômes.

Ce travail a pour origine, un article dû à K. Dilcher (cf [8]) sur les zéros de la famille de trinômes

définie par :

T (x) = mxn − nxm + n−m, n > m > 0, où m et n sont des entiers positifs.

Nous avons avons d’abord, étudié d’une façon générale quelques méthodes classiques de la lo-

calisation des zéros de polynômes dans le plan complexe. Ensuite, nous avons repris et détaillé

tous les résultats obtenus par K. Dilcher (cf [8]).

A l’issu de cette étude, nous avons dégagé plusieures pistes de recherche, qui pourraient éven-

tuellement faire l’objet d’un sujet de Doctorat.

Nous pensons qu’il nous est possible d’apporter de sensibles ameliorations à certains de ces

résultats.
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Annexe : Exemples de courbes

d’équation F (t, ρ) = λe
it
λ + 1− λ− ρeit.

Les courbes E = E(ρ) suivantes ont été tracées à l’aide du logiciel Maple 13.

Exemple 1 :

Pour q = 4 et ρ = 1
2.

L’équation de la courbe E(ρ) s’écrit :

F (t, 1
2) = 1

4e
4it + 3

4 −
1
2e

it.

Figure 3.1 –
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Exemple 2 :

Pour q = 5 et ρ = 7
10.

L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 7
10) = 1

5e
5it + 4

5 −
7
10e

it,

La courbe de E(ρ) est :

Figure 3.2 –
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Exemple 3 :

Pour q = 10 et ρ = 8
10.

L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 8
10) = 1

10e
10it + 9

10 −
8
10e

it.

La courbe E(ρ) est :

Figure 3.3 –
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Exemple 3 :

Pour q = 11 et ρ = 10
11.

L’équation de la courbe E(ρ) s’ecrit,

F (t, 10
11) = 1

11e
11it + 10

11 −
10
11e

it.

La courbe de E(ρ) est :

Figure 3.4 –
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