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Notations

On désignera par :
U, le disque unité et par 0K, le contour de I’ensemble K.
S(O',ry,rs), la couronne du centre O, de rayon intérieur r; et rayon extérieur rs.
b = [a1, as,as, ay, ..., le développement de b en fractions continues.
pgcd(p, q), le plus grand commun diviseur des entiers p et g.
min (ay), la valeur minimale des a; pour 0 < k <n — 1.

0<k<n—1
max (ag), la valeur maximale des a; pour 0 < k <n — 1.

0<k<n—1

P™(z), la n®™¢ dérivée du polynéme P(z).

P*(x), le polynéme réciproque du P(x), on a : P*(z) = 2" P(1/x).

)
Re(z), la partie réelle du nombre complexe z.
)

~

m(z), la partie imaginaire du nombre complexe z.

)

arg(z), Pargument du nombre complexe z.
C, corps des nombres complexes.
Z=4{.-3,-2, —1,0, 1, 2, 3..}, anneau des nombres entiers rationnels.

N={0, 1, 2, 3, 4,...}, monoide des nombres entiers naturels.



Introduction

La localisation des zéros de polyndémes dans le plan complexe présente un intérét certain en
analyse et en physique, notamment en théorie du signal.
Plusieurs chercheurs se sont intéressés a ce probleme, nous citons par exemple, A. Schinzel
(cf [25]), K. B. Stolarsky (cf [26]), K. Dilcher (cf [9]) et M. Mignotte (cf [18]),...etc
Dans de nombreux secteurs de l'activité scientifique, on est amené a résoudre des équations
et des inégalités de type polynomiales; les méthodes heuristiques classiques pour obtenir les
solutions approchées, ne donnent, en fait ne peuvent donner de bons résultats que si les zéros du
polynéme considéré ont été préalablement localisés, d’ou l'intérét de I'étude de la localisation
des zéros de polynomes a coefficients réels ou complexes dans le plan complexe.
Plusieurs inégalités classiques d’analyse, peuvent se ramener a la forme P(x) > 0, pour x dans
I ou P(z) > 0 pour z dans J, ou P(z) est un polynéome a coefficients réels et J C I sont des
intervalles de nombres réels.
Comment les zéros du polynéme P(z) sont-ils répartis dans le plan complexe ?
Si f est un polynoéme qui a tous ses zéros réels, l'inégalité de Laguerre (cf [15]), affirme que le
polynéme défini par,

P(z) = (f'())* = f(x) f"(2),

vérifie I'inégalité P(x) > 0 pour tout x € R.

Nous apporterons des réponses a la premiere question et nous montrerons comment grace a
I'inégalité de Laguerre on peut obtenir I'inégalité P(z) > 0.

Notons qu’une étude détaillée de la localisation des zéros de ce polynoéme particulier P(z), se

trouve dans [9].
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De nombreuses études ont été faites sur la répartition des zéros de polynomes a coefficients
réels ou complexes dans le plan complexe (cf [13], [14]).

Le livre de Marden (cf [17]) "Geometry of polynomials" qui rassemble de tres nombreux ré-
sultats issus des travaux de plusieurs auteurs sur les zéros de polynémes, constitue une référence
importante dans ce domaine. Le nombre important d’articles publiés sur ce sujet, témoigne de
I'intérét a la fois théorique et pratique de cette vaste étude.

Dans ce mémoire, notre intérét s’est porté essentiellement sur I’étude de la localisation des

zéros de deux familles particulieres de trindmes définies pour n et m entiers par,
T(x) =T, m(r) =ma" —naz™ +n—m, ol n>m > 0. (0.1)

P (2) =Py a(z) =A"+1=-X—(Az+1-A\)" ou 0<A<l1. (0.2)

Ces deux familles de trindmes jouent un role trés important dans I’étude de certaines inégalités
intervenant en analyse.

Les deux familles de trindmes (0.1) et (0.2) ont été étudiées dans (cf [8]) par K. Dilcher, J. D.
Nulton et K. B. Stolarsky .

Notre travail consiste d’abord a faire une synthese de certains résultats fondamentaux né-
cessaires pour la localisation des zéros de polynomes a coefficients réels ou complexes, puis
d’appliquer ces résultats pour I’étude des deux familles de polynémes définies par (0.1) et (0.2).
Ce mémoire est constitué de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a quelques rappels d’analyse complexe et de certains résultats
classiques concernant la localisation des zéros d’un polynéme dans le plan complexe. Nous citons
certains théoremes et détaillons leurs démonstrations. Nous avons pour cela énoncé le théoreme
de Cauchy (cf [17]) qui donne la localisation dans un disque, et le théoreme d’Enestrom-Kakeya
(cf [7]) qui donne la localisation dans une couronne. Des exemples d’application ont été égale-

ment donnés a la fin de ce chapitre.

Dans le deuxieéme chapitre, nous avons utilisé les théoremes de Cauchy (cf [17]), d’Enestrom-

Kakeya (cf [7]), et de Rouché (cf [17]), pour montrer la proposition 2.1, qui précise la localisation
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des zéros du trindme T'(x) dans une couronne suivant les valeurs de Ientier m ; nous avons ap-
pliqué ces théorémes au trindme 7'(x) pour déterminer le nombre de ses zéros a l'intérieur du
disque unité U. Nous avons également exposé et repris dans le détail la démonstration de la

proposition 2.1 (cf [8]), qui donne un encadrement du module des zéros z # 1 de T'(x).

Le troisieme chapitre de ce mémoire, est consacré a ’étude de la localisation des zéros de
la famille de polynémes définie par (0.2); application du théoreme de Cohn (cf [5]), nous a
permis de démontrer le théoreme 3.3, qui précise la localisation des zéros d’un polynéme P(x)
lorsque P(x) = P*(z) ou P*(x) est le polynoéme réciproque de P(x).
Enfin nous terminons notre mémoire par une conclusion, une bibliographie et une annexe ou

nous donnons quelques exemples de courbes F(p) ou E(p) est définie dans la proposition 3.2.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux.

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous énoncons quelques rappels d’analyse complexe et quelques propriétés
des fractions continues ainsi que certains resultats sur la localisation des zéros d'un polynome
dans le plan complexe. Nous nous sommes intéressés particulierement a la localisation des zéros
d’un polynéme dans un disque, dans une couronne, et relativement a un secteur.

Nous avons présenté et détaillé les démonstrations des théoremes de Cauchy (cf [17]), de Rouché
(cf [17]) et de Hurwitz, que nous avons fait suivre par des exemples d’application. Aussi nous
avons fait suivre le théoreme d’Enestrom-Kakeya (cf [17]) concernant la localisation des zéros
d’'un polynoéme a coefficients réels dans une couronne d’'une démonstration détaillée.

Ce chapitre contient donc les outils préliminaires nécessaires a notre étude. Notre intérét s’est
porté a 'application de ces résultas aux deux familles de trinémes suivantes que nous éxposerons

aux chapitres 2 et 3, de ce présent mémoire :
T(x) =ma" —nx™ +n—m, ol n>m > 0.

P(z)=X2"+1-A—(Az+1=N)" ou 0< A<l
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1.2 Rappels de quelques résultats fondamentaux.

Définition 1.1

L’ensemble {z € C, |z — a| <1} est appelé le disque fermé de centre a et de rayon r.

Définition 1.2 (¢f [4])

Une fonction f(x) da valeurs réelles ou complezes définie dans un ouvert D, est dite
analytique dans D si pour tout point xo € D, la fonction f(z) est développable en série entiére
au point xq.

Autrement dit, il exziste un nombre réel positif a > 0 et une série entiére S(x) = Y _ a,z" de

n>0
rayon de convergence r > « telle que l'on ait,

Définition 1.3 (cf [6])
On dit qu’une fonction f : § — C est holomorphe dans ) si f est de classe C et C— dérivable

en tout point.

Définition 1.4 (cf [6])
On appellera fonction méromorphe dans ) toute fonction f holomorphe dans 2 S, ou S est un

fermé discret de (), telle que les singularités de f aus points de S soient toutes des poles.

Remarque 1.1

Toute fonction polynomiale est analytique dans R et holomorphe dans tout ouvert de C.

Proposition 1.1 (Principe de ’argument)
Soit f(z) une fonction méromorphe, non constante dans un ouvert connexe D de C, soit K C D

un ensemble compact, on suppose que f(z) n’a ni zéros ni poles sur le contour 0K de K. Alors,

1 '),
9mi Joxc f(z)dZ—R—S.

ot R désigne le nombre de zéros de f(z) comptés avec leur multiplicité contenus dans K.

et S le nombre de poles de f(z) comptés avec leur multiplicité contenus dans K.

9
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Preuve : (cf [6]) et (cf [4]).

Théoréme 1.1 (Principe du mazimum)(cf [6])
Soit D un ensemble ouvert connexe dans C, r un nombre réel positif, zo € D et f(z) une
fonction de la variable compleze z, analytique dans D.

Si|f(2)] < |f(z0)], pour tout z € D tel que |z — 2| <, alors f(z) est constante dans D.
Preuve : (cf [4]).

Définition 1.5 (cf [22])
Soit P(2) = a,2" + an_12" ' + ... + a1z + ag un polynome de degré n > 1 a coefficients réels
ou complezes, le polynome défini par z"P(1/2) = an + Gp_12 + ... + 412" + agz™ est appelé le

polynome réciproque du polynome P(z), on le note P*(z).

Remarque 1.2

De plus si z est une racine de P(z), alors 1/z est une racine de P*(z).

Théoréme 1.2 (Cohn) (cf [22])
Soit P(z) un polynome de degré n > 1 tel que P(z) = 2"P(1/z). Alors tous les zéros du
polynome P(z) sont dans le disque unité U si et seulement si, les zéros de son polynéme dérivé

P'(2) sont dans le disque U.

Preuve :

La preuve de ce théoreme se trouve dans ([5], [11]).

1.2.1 Développement d’un nombre réel positif en fractions continues

Proposition 1.2 (¢f [16])

Tout nombre réel positif b s’écrit d’une maniere unique comme fractions continues,

1
b=a, + ——F— = [a1,a2,a3,0a4, ...

a
2T et

ol, ai,as,ds,ay, ... sont des entiers positifs.

10
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Preuve :

La preuve se trouve dans (cf [16]).

Proposition 1.3
Soit b un nombre rationnel positif alors, il existe un entiern > 1, tel que b = [ay, as, as, ay, ..., ap] =

Pn . .. .
— ou, p, et g, sont des entiers positifs premiers entre eux.

An
Preuve :

La preuve se trouve dans (cf [16]).

Théoréme 1.3

Soit x un nombre irrationnel alors, il existe deux entiers a et b tel que l'on ait,

a
r— -1 <

b

Co
b2

o1 co est une constante positive.

Preuve : (cf [16]).

1.2.2 Nombre de zéros d’un polynéme a l’intérieur d’un disque.

Théoréme 1.4 (Rouché) (c¢f [17])
Soit p un nombre réel positif, soient f et g deux fonctions holomorphes dans le disque |z| < p

telle que,
l9(2)] < [f(2)]  pour |z] =p.
alors,

f(2) +g(z) et f(2) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur du disque |z| < p.

Preuve :

Considérons la fonction,

h(z)::};g;—i—l

h(z) est méromorphe dans le disque |z| < p puisque f(z) et g(z) sont holomorphes dans le

disque |z| < p, il s’en suit de ’hypothése que pour tout ¢ > 0, la fonction f(z) — ¢, n’a ni pdles

11
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ni zéros sur le cercle |z| = p.

L’intégrale,

| B (z)
N =5 /|zp ) — 1%

ne dépend pas de ¢ puisque on intégre par rapport a z.

Pour t = 0, d’apres le principe de I'argument on a,
N({t)=R-S.

ot R est le nombre de zéros et S le nombre de pdles de h(z).
Sit — 400, alors N(t) = 0.
d’ou l'on a,
N(t)=R-S=0.
Les zéros de h(z) sont des zéros de f(z) + g(z).
Les poles de h(z) sont des zéros de g(z). Ce qui achéve la démonstration.
Exemple :
Soit,
P(z) = 2* +32 4+ 1,
Le polynéme P admet une seule racine dans le disque |z| < 1.
En effet, on pose f(2) =3z + 1 et g(z) = 2™
Pour |z| =1 on a,

l9(2)| = |P(2) = f(2)| = |*] = 1.

et
1f(2)=132+1] >3]z - 1=2.
donc,
l9(z) < [f(2)].
Puisque f(z) posséde un seul zéro z = —1/3 dans le disque ouvert |z| < 1, on conclut d’apres

le théoreme de Rouché que P(z) possede un seul zéro dans le disque ouvert |z| < 1.

12
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Théoréme 1.5 (cf [27])
Soit F(2) = 2" + a12" ' + ... + a, un polyndome de degré n > 2, d coefficients complezes alors,

F(2) admet n zéros (comptés avec leur multiplicité) a lintérieur du disque
|z| <1+ max |a;.
1<i<n

Preuve : (cf [27]).

Soit F(2) = 2" 4+ a;2" ' + ... + a,, un polynéme de degré n > 2 et a,as, ..., a, des nombres
complexes.

Posons,

Az)=2", B(z) =a12" '+ ... +a, et o= max la;| alors,

pour |z| =1+ o ona, o

a 2"V an <ol L D),

ce qui implique,
2" —

2
a 2" L dan <o
|2 =1

= |z|" -1,
d’ou,

a 2" an| < 2T =1 < 2",
donc,

|B(2)] < |A(2)].

Le théoreme de Rouché (cf [17]), permet alors de conclure que les polynémes F'(z) = A(z)+B(z)
et A(z), ont le méme nombre de zéros a U'intérieur du disque |z| < 1+ max la;|, et comme A(z)
admet un zéro z = 0 d’ordre de multiplicité n dans ce disque, alors le polynéme F'(z) admet n

zéros & l'intérieur du disque |z| < 1+ max la;|, d’ott le résultat.
<i<n

13
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Théoréme 1.6 (Hurwitz)

Soit D un compact de C et D son bord. Soient f,, (m > 0) et f des fonctions holomorphes
sur un ouvert Q) de C contenant D. On suppose que (f)m>0 converge uniformément vers f sur
D telle que f ne s’annule pas sur 0D.

Alors,

(1) fm me s’annule pas sur OD.

(i) Il existe une constante positive my tel que, f et (f)m>0 possédent le méme nombre de zéros

dans D, pour m > my.

Preuve :
Posons,

S =inf |f(2)].

zeC

Comme f ne s’annule pas sur 9D, alors S est strictement positif.
Puisque (f)m>0 converge uniformément vers f sur D, il existe alors un entier my tel que pour

tout m > my, on ait :
sup | fm(2) — f(2)| < S
z€D

alors,

|fm(2) = f(2)| < S <|f(2)] sur OD.

Le théoreme de Rouché implique que f,,(z) et f(z) ont le méme nombre de zéros dans D, d’ou
le résultat.

Exemple :

Soit P, (z) =nz™ —z—n+1,et nf,(z) = P,(z) oun, m € N*.

Soit 7 > 1 et soit le disque |z| < 7. On a :

1 1 1
lim f,(2)= lim —PF,(z)= Ilim <zm ——z—-1- >

n—+00 n—-—+oo n, n—+00 n n
d’on
’

lim f,(2)=2"-1

n—> 400

donc f, converge uniformément vers f(z) = 2™ — 1. Comme f(z) ne s’annule pas sur le cercle

|z| = r et admet m racines dans le disque |z| < r (r > 1), le théoréeme de Hurwitz implique

14
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alors qu’il existe un entier ng > 1 tel que f,, ne s’annule pas sur le cercle |z| = r pour n > nyg,

de plus f,, possede m racines dans le disque |z| < r.

1.3 Localisation des zéros de polynémes dans le plan

complexe.

1.3.1 Localisation des zéros d’un polynéme dans un disque.

Théoréme 1.7 (Cauchy) (cf [17])

Soit P(z) = ap + a1z + 2% + ..+ an 12"+ a2, un polynéme d coefficients complezes de
degré n > 2 (a, # 0) tel que les coefficients ay, ai, ..., a,_1, ne soient pas tous nuls.

Alors tous les zéros de P(z) sont dans le disque |z| < r, ot r est l'unique racine réelle positive
de [’équation,

lag| + |a1]z + |azg|2® + ... + |an_1|2""" = |an|z" =0

Preuve :

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1

Soit n > 1, et ag, ay, ..., Gy_1, Ay, (n+ 1) nombres complezes tels que a,, # 0 et

(a07a1, ceny CLn_1> 7& (0, O, ,O)

et

F(z) = lao| + |a1]z + |ag|2? + ... + |an_1|z" 7" — |a,|2"

Alors il existe un unique nombre réel o > 0 tel que F(a) = 0 et vérifiant de plus

Flx)>0 si 0<z<a, Flz)<0 s z>a.

15
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Preuve du lemme 1.1
Soit ag, ai, ..., a,_1, n nombres complexes non tous nuls et a,, un nombre complexe non nul.

Posons,
B n—1 N .
F(z) = |agl2" — |a,|2",
k=0

et pour x > 0 et n > 1, on pose,

F(e) _laol |, la @i

+...+ — |an].

flx) =

xn an gl
La fonction f ainsi définie est continue et strictement décroissante de +oco a —|a,| quand z
varie de 0 a +oo, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique nombre
réel positif a tel que f(a) = 0.

Nous vérifions que Fi(z) >0 si 0<z<a et F(z)<0 si z>a.

Comme pour tout x > 0, on a F'(z) = 2" f(z), le lemme en résulte.

Preuve du théoréme de Cauchy :

Soit P(z) = ag+ayz+ |ag|2* + ...+ ap_12" ' 4+ a,2", un polynéme a coefficients complexes avec

a, # 0 et n > 2 alors,
[P(2)] = lanll2"] = (|aol + larllz] + lazll=?| + .. 4 Jan—a]]2"7"])
D’apres le lemme 1.1, il existe un unique nombre réel positif r tel que,
janlr™ = (laol + laslr + Jazlr® + ... + Jan_[r" ") = 0.
De plus, pour |z| > 7, on a d’apres le lemme 1.1,
Jaal "] = (laol + lasllz] + azl 2] + . + fans]|271]) > 0,

d’ott 'on déduit que |P(z)| > 0, pour |z| > r. Donc tous les zéros de P(z) sont dans le disque

|z| < r, d’ou le théoreme de Cauchy.

16
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Exemple : (cf [14], [13])
Soit P(z) = 2" — (n+ 1)z + n.
Montrons que tous les zéros de P(z) sont situés dans le disque |z| < (2n)%.
Pour n =1 et n = 2, le résultat est trivialement vérifié a I’aide d’un calcul direct des racines.

Pour n > 3, I’équation associée a P(z) s’écrit,
f(x)y=n+n+1)z—2"

Soit « la racine réelle positive de f(z), pour monter que |z| < (Qn)%, il suffit pour cela de

monter que, a < (2n)%

On a:
o)) = (n—1) |(1 — (2n)n
7)) = =]+ —) - @3]
comime,
1 n—1
(e ) s
n—1
alors,
(1+ ) <3<1+ L )<2n,
n— n—1
d’on,

si et seulement si

donc,

Ceci d'une part.

D’autre part on a f(0) =n > 0, alors f ((271)%) f(0) <0.

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, la racine réelle positive « de la fonction f(z) vérifie :
0<a< (2n)%, ce qui prouve d’apres le théoreme de Cauchy, que tous les zéros de P(z) sont

situés dans le disque |z| < (2n)%
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1.3.2 Localisation des zéros d’un polynéme dans une couronne.

Théoréme 1.8 (Enestrom - Kakeya)(cf [17])
Soit P(2) = ag + a1z + a22* 4+ ... + @p_12" "t + a,2", ot a, # 0, un polynéme de degré n > 1,

a coefficients strictement positifs. Soit z un zéro de P(z), alors,
p1 < |z| < po.

o

. Qg ag
p1 = min et  p2 = max .
0<k<n—1 | Qg1 0<k<n—1 | Qg1

Preuve : (cf [17]).
Soit P(2) = ag + a1z + as2® + ... + ap_12" " + a,2", ol a, # 0, un polynéme de degré n > 1,
a coefficients réels strictement positifs, alors P(|z|) > 0.

Posons :

. a ak
p1 = min et ps = max .
0<k<n—1 ak+1 0<k<n—1 ak‘—I—l

Comme pour tout 0 < k <n,ona a;>0,alors py >0 et py >0,

de plus pour tout 0 <k <n-—1,ona
ar — prags1 >0 et poagyy —ax > 0.

Soit z une racine complexe de P(z).

En multipliant P(z) par (p1 — z) on obtient,

n—1
(p1 — 2)P(2) = app1 — |an 2" + Z(ak — prags1) 2" (1.1)
k=0

et en prenant le module des deux membres de la relation (1.1) il vient,

n—1

[(pr — 2)P(2)| = laol|p1] = lan|[2""] = >~ lax — pragsa ]2 =
k=0
n—1
= Gop1 — an"zn+1| - Z(ak - Plak+1)|2’n+1|-

k=0

n n—1

= (ao + Zak|zk|> — 7| (an|z”| +3 ak|zk|> :
k=1 k=0

18
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= (1 = |z[)P(I2]) -
d’ou l'on a,
(p1 = |2[)P(l2]) < [(pr — 2)P(2)] = 0.
comme P(|z|) > 0 alors p; —|z| <0 d'ou p; < |z].

De la méme maniere, en multipliant P(z) par (z — pa) on obtient,

(Iz] = p2) P(l2]) < [(z = p2) P(2)] = 0.

d’ott |z] — pg > 0, ce qui est equivalant a |z| > py, d’ott le résultat.
Exemple :
Soit P(2) =1+2z+ ... +n2""' + (n+1)z", un polyndéme de degré n > 1.

Tous les coefficients de P(z) sont des nombres réels positifs, de plus on a a,, =n+1# 0,

alors,
. ag 1
p1 = mn |[——| ==
0<k<n—1 | Q41 2
Q. n
= max =
P2 0<k<n—1 | Qg1 n+1

comme po tend vers 1, lorsque n — +o00, le théoreme d’Enestrom-Kakeya (cf [17]), implique

1
alors que tous les zéros de P(z) sont dans le couronne définie par 3 <|z| < 1.

Le résultat suivant, donne la répartition dans le plan complexe des arguments des zéros d'un

polynome a coefficients quelconques (cf [10]).
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Théoréme 1.9 (d’Erdés-Turan) (cf [10])

Soit P(X) = ap X" +a, 1 X" ' +.. . +ag, ayag # 0, un polynéme d coefficients complexes. Soit
L(P) = |an| + |an—1]| + ... + |ao|, la langueur de P.

Soient z1 = r1exp(i¢1), . .., 2n = Ty exp(iey,), les racines de P(z), avecry, >0 et 0 < ¢, < 27w
pour k=1,...,n.

Alors,

\

ot N(a, ) est le nombre des arqguments oy tel que o < pp < .

Preuve : (cf [10]).

1.3.3 Localisation des zéros d’un polynéme relativement
a un secteur
Théoréme 1.10 (¢f [13])

Soit p, n € N* et a € C* alors, le trinome 1 + 2P 4+ az", admet au moins un zéro dans chacun

des secteurs définis par,

™

™
—(2k+1)—| <
wgz— 2k + 1)) < T,

Preuve : (cf [17], [13])

Proposition 1.4 (c¢f [13])
Soit P(z) = ag+ a1z + 2% 4 o 4 12"+ an 2", un polynéme de degré n > 2, d coefficients

réels strictement positifs, alors tout zéro z de P vérifie,
™
|larg z| > —.
n

Preuve : (cf [13]).
Soit P(2) = ag + a1z + az2® + ... + a,_12""* + a,2", un polynéome de degré n > 2.

On suppose que a; > 0 pour tout ¢ =0, 1 ,..., n.
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Soit z un zéro de P(z) tel que 6 = arg z.

La proposition 1.3 est équivalente a : si |0] < % alors P(z) # 0. Il suffit donc de montrer que
les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) # = 0, implique P(z) # 0.

(i) 0 <6 < %, implique Im(P(z)) > 0.

(iii) —% <6 <0, implique Im(P(z)) < 0.

En effet,

(i) Si € = 0, alors z est un nombre réel positif donc P(z) > 0, puisque tous les coefficients de
P(z) sont des nombres réels strictement positifs.

(ii) siO<9§%,alorspour1Sk’gn,ona:O<k9§7ret0<0§7r,parsuite

Im(P(z)) > ay|z|sin@ > 0.

(iii) si —% <6 <0, alors 0 < —0 < % et d’apres (i) on a Im(P(z)) = —Im(P(z)) < 0, d’ou

le résultat de la proposition 1.3 (cf [13]).
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Localisation des zéros du trinome

T(x) =mx" —nx" +n—m.

2.1 Introduction

Plusieurs inégalités classiques en analyse mathématique, se ramenent a des inégalités de la
forme P(xz) > 0 pour € I ou a P(z) > 0 pour z € J, ou P(z) est un polynéme et J C I sont
deux intervalles de nombres réels.

La question de savoir comment sont répartis les zéros d'un tel polynéme se pose alors d’elle
méme.

La réponse a cette question est liée a la localisation des zéros de polynomes dans le plan
complexe.

Dans le cas d'un polynéme f(x) ayant tous ses zéros réels, Laguerre (cf [15]) affirme que :

P(z) = (f'(x))* = f(z)f"(x) >0,
pour tout nombre réel x. Une étude détaillée des zéros de ce polyndme particulier P(x) a été
faite dans (cf [9]).
Le trindéme T'(z) = T, (x) = ma" —na™+n—m,ou n >m >0, que nous étudions dans ce
chapitre, joue un role important dans I’étude de certaines inégalités particulieres en considérant

I'inégalité correspondante T'(x) > 0 pour 0 < z < 1 (cf [1]).
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Lyi/n

Le changement de variable x par (—)"" avec y > x et n par A dans 7'(z) > 0, nous conduit &
n

I'inégalité,
Az + (1= Ny > oyl (2.1)

Si on remplace dans (2.1) y par 1, on obtient 'inégalité :
1— X+ —2*>0, 0<z<l1l, 0O0<A<l.

Nous commencons par I’étude de la localisation d’une classe plus générale de trindmes, c’est-a-

dire les trindmes de la forme :
P(z) =0bz" —az™ +a—0b, a>b>0 et n>m >0, oumetnsont des entiers naturels.

Notons que des études de certains trindmes similaires, ont été faites par G. Boese, Q. I. Rahman,

J. Szynal et J. Waniurski (cf [3], [23], [24]).

2.2 Localisation des zéros du trindme T'(x).

2.2.1 Le nombre de zéros du trindbme P(z) =bz" —az" +a—0 (a, b)

des nombres réels.

Le théoreme qui suit, donne le nombre de zéros du polynéme P(z) = bz" — az™ + a — b,
a 'intérieur et a 'extérieur du disque unité U, en fonction du plus grand commun diviseur des

entiers n et m.

Théoréme 2.1

Soit n et m deux entiers positifs et P(z) = bz" —az™ + a — b, un polynéme de degré n > 2,
a coefficients réels tel que a > b > 0.

Soit X le nombre de zéros de P(z) a intérieur du disque unité U alors,

(1) X =m — pged(m,n) 51 >

n
m .

¢
b

(i) R =m i %<%
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Preuve : La preuve se trouve dans (cf [8]).

Elle repose essentiellement sur les deux lemmes suivants, que nous démontrerons ultérieurment.

Lemme 2.1

Soit a, b deux nombres réels tel que b > a > 0 et p, q deux entiers positifs.

St

bz? —azl =b—a avec z=e", (2.2)

alors,

pb = q6 = 0(mod 27)

Preuve de lemme (2.1) :

Soit # un nombre réel et z = exp(if). L'equation (2.2) est équivalante a 1’équation,
b(z7—1) —a(z — 1) =0,

d’ou l'on déduit que,

z9—1

2P —1

(2.3)

e

d’autre part on a,
. o 0 o 0
29 —1=cos(qf))+isin(qf)) —1 = cos g5 | —sin” | a5 +
b
2

0
21 cos <q ) sin <q2> — cos? (q

= —2sin (qi) (sin(qg) —icos(q

N D D

et aussi,

6 6 0
2P — 1= —2sin <p2> (Sinp2 — icosp2> . (2.5)
Les relations (2.4), (2.5) et (2.3) impliquent,

27 —1  sin(q

b1 Sin(pgg [Cos ((q —p)g) +isin ((q _p)g)ﬂ _ %
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donc,

ani0-2) 0.

= 0(mod 2).

par suite,

(¢—p)

3

d’ot 'on déduit que ¢ =p ou 6 = 0(mod 2m).

Examinons ces deux cas :

Si p = g, lequation (2.2) s’écrit 2P = 29 = 1, si et seulement si, e?? = ¢/ = 1,
d’ott pf = g6 = 0(mod 27).

Si 6 = 0(mod 27) on a pf = g6 = 0(mod 2m), d’ou le résultat.

Lemme 2.2
Soient n, m deux entiers positifs tel que n > m > 0 et A, B, C' des nombres complezes tels
que |B| > |A| +|C].

Alors, 'équation Az" + Bz"™ 4+ C =0, admet m zéros a l'intérieur du disque unité U.

Preuve de lemme 2.2 :

L’équation Az" + Bz™ + C = 0, implique Az" 4+ C = —Bz".

Posons f(z) = —Bz™ et g(z) = Az" + C.

Pour |z| = 1ona |f(2)| > |g(z)], puisque on a |B| > |A|+]|C]|, et d’apres le théoreme de Rouché
(cf [17)), f(2) +g(2) = Az" + Bz" + C et f(z) = —Bz™, ont le méme nombre de zéros dans le
disque |z| < 1 et comme f(z) admet m zéros dans ce disque, alors 'équation Az"+Bz"+C =0

admet éxactement m zéros a l'intérieur du disque unité U, d’ou le résultat du lemme 2.2.

Corollaire 2.1
Soit n et m deux nombres premiers tels que n > m, alors le trinome T'(x) admet (m — 1) zéros

dans le disque unité U et (n —m — 1) zéros a lextérieur de ce disque.

Preuve du corollaire 2.1 :
m et n étant deux nombres premiers, alors pged(n, m) = 1. En appliquant le théoréeme 2.1 avec

n = a, m = b, on déduit que le polynéme T'(x) admet (m — 1) zéros dans le disque unité U.
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Pour z=1on a,

T(1)=T'(1)=0 et T"(1)#0,

donc z = 1, est un zéro double de T'(z).
Comme T'(x) admet (m — 1) zéros a l'intérieur du disque U et un zéro double z = 1, alors le

nombre de zéros a l'extérieur de U est égal a n— (m —1+2) =n—m—1, d’ou le corollaire 2.1.

Remarque 2.1
Notons que le trinome T(z), admet un zéro double = = 1, puisque T(1) = T'(1) = 0 et
T"(1) #0.

Preuve de théoréme 2.1 :

Soit £ > 0 et a, b des nombres réels tels que a > b > 0. Soit P.(z) le polynéme défini par,
P(z)=b"4az"+a—b—¢,

Posons B=a, A=bet C =a—b—e¢, alors |B] =a > |A|l+|C| = a— ¢, donc d’apres le
lemme (2.2), P.(z) admet m zéros a U'intérieur du disque unité U.

Soit ay (1 < k < m), les m racines de P.(z) dans U, lorsque ¢ — 0, certain zéros de P.(z)
tendent en module vers 1.

Soit a; = exp(if;) = exp(if) avec 6 € R, I'un de ces zéros.

Posons d = pgcd(n,m), d’apres le lemme 2.1, on a nf = mb(mod 2m), alors a; = exp(if)
est une racine m'®™ et '™ de I'unité, donc exp(if) est une racine d™° de I'unité, puisque
d = pged(n,m).

Soit w une racine d™° de 1'unité, alors w® = 1 et P(w) = 0.

Supposons que «; = w. On a,
P'(2) = nbz" ' —amz""".

Nous distinguons alors deux cas :

b
si ™ # —, alors P'(w) # 0 et w est une racine simple de P(z).
n' a
b
si ™= —, alors P(w) = P'(w) =0, et P"(w) # 0 alors w est une racine double de P(z) .
n

Q
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Posons § =rw (r > 0) ol r est une racine du polynéme h(r) défini par,

h(r)=P.(B)=br" —ar™ +a—b—«¢,

alors,

h(0) =a—b—ec > 0et h(l) = —e < 0, et d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il
existe une racine ro de h(r) = 0 vérifiant 0 < ry <1, et comme h(1)h(z) <0 lorsque = tend
vers U'infini, alors il existe r; tel que h(ry) = 0 et vérifiant r; > 1, donc h(r) admet deux racines
positives.

D’autre part on a,

B (r) =nbr"" —mar™ !,

am n—m
donc I'équation A'(r) = 0, admet une racine positive r’ = (bn) , telle que,

/

r>1 si >—, ou n>m

SIS

S

et

/

r <1 st <—, ou n>m.

3=

Sal RS

De plus pour ry < r < 1, on a h(r) < 0 et la racine 7’ de h'(r) = 0 est indépendante de .
Si7’ > 1, dans ce cas la racine ro de h(r) tend vers le bord de U lorsque ¢ — 0, puisque ro < 7’
et r1 > 1", ce qui prouve que d racines de P.(z) = P(z) tendent vers le bord de U

(puisque 8 = rw, r — 1 et w? =1 ) donc il y a (m — d) racines de P.(z) = P(z) a I'intérieur
du disque unité U.

Sir’ < 1, dans ce cas c’est la racine r; > ' de h(r), qui tend vers le bord de U lorsque e — 0,
ce qui implique qu’il y a éxactement m racines de P.(z) = P(z) a U'intérieur du disque unité U.
Sir’ =1, alors z = 1 est un zéro double de h(r) lorsque e — 0.

Soit I’équation,

P(z)=b"—az"+a—-b=0

En divisant les deux membres de ’équation précédente par b on obtient,

z"—gzm+9—1:0,

b b
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ce qui implique,

n n a n
= —=2"4+—=—=1=0, car —=—,
m m b m
d’ou I'on obtient 1’équation,
mz" —nz" +n—m=0. (2.6)

Posons d = pgcd(n,m), alors n = dn’ et m = dm' avec pged(n',m') = 1.

En faisant le changement de variable y = 2% et en divisant 1'équation (2.6) par d on trouve,

/. n

m'y" —n'y™ +n' —m' =0, (2.7)

mais d’apres le corollaire 2.2, 'équation (2.7) admet (m' — 1) racines y;, 1<1<m'—1,
a l'intérieur du disque unité U.

Donc les zéros de 'équation (2.6) vérifient,

2=y pour 1<i<m -1

d’ou l'on a,

21k
Zk:yleXp<Zd7T> pour 1<li<m -1 et 1<k<d.

par suite P(z) admet d(m’ —1) = (m —d) zéros a l'intérieur de U, ce qui achéve la démons-

tration du théoréeme 2.1.

Proposition 2.1

Pour n >3, les zéros du polynéme (z — 1)7>T(z) vérifient :

1
(i) 14+ ——5 <2l < 2(n — 1)]77 pour m=1.
n_
1 2 1 2
(i1) Maz { (2m) ", 1— ”} < |z < Mm{[Q(n—m)]nlm, 1+ n }
n—m m n—m n—m

pour2<m<mn—2

1
(7ii) [2(n — 1)]ﬁ <lzl<1-—- ] pour m=n—1.
n_

Preuve de la proposition 2.1 :

Preuve de (i) : La preuve se trouve dans (cf [19]), nous la reprenons et nous la détaillons
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dans ce qui suit :
Pour m = 1, on obtient T'(z) = z" —nz+n— 1. Supposons que z # 1, dans ce cas nous pouvons
utiliser le théoreme de Cauchy.

Considérons 1’équation,

h(z) =a2" —nzx — (n—1) =0,

associée au polynoéme T'(z). Soit a I'unique racine positive de h(z) = 0.
On a,

R'(z) =na" ' —n >0, pour xz>1,

donc la fonction h est croissante si > 1 et de plus on a h(1) = —2(n — 1) < 0, pour n > 3.
Posons g = [2(n — 1)]ﬁ alors h([2(n — 1)]ﬁ) > 0.

En effet on a,

h(zo) =ay —nzg— (n—1) = z9[2(n—1) —n]—(n—1).

— (n-2) xO—Z:ﬂ
I — {(Z(n )t Z:ﬂ |
Comme,
B ) e

-1
5 Oon obtient,

n—1 1\t
3[—— ) > 1+ ——
<n — 2> < * n— 2) ’
d’ou I'on déduit puisque n > 3,

n-0>3(i55) > (573)

n—1

en multipliant les deux membres de I'inégalité (2.8) par

par suite,

(2(n— 1)t > L

d’ou,

h(wo) = (xo—Z:;)(n—2)>O.
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D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, h(z) admet une racine réelle positive dans
I'intervalle |1, x| et puisque « est 'unique racine positive de h(z) = 0, donc 1 < o < xo,
le théoreme de Cauchy (cf.[17]) permet alors de conclure que tous les zéros de T'(z) sont de
modules inférieurs ou égaux a «, ceci implique que toutes les racines de T'(z) = 0, se trouvent
a lintérieur du disque |z| <z = [2(n — 1)]ﬁ, ceci d'une part.

D’autre part on a,
T)=2"-1-n(z—1)=(-DE" +2"2+ . . +2z+1)—n(z—1)
== |+ 2+ 1) =0
=-D[ET =D+ E2 =D+ 4 (=D (2 - 1)
= (1?24 s D T s D) (P et D+ (2 D)+
don,
T()=2"—1-n(z—1)=(z—=1?[z"2+22" 4+ ..+ (n—2)z+ (n—1)] (2.9)

par suite en divisant I'équation (2.9) par (z — 1)* avec z # 1 il vient ,

n—2
(z—1)7?T(2) =Y (n—1—k)z",
k=0
comme on a,
ag n—1—k 1
= =1+——— 0<k<n-3
agyr n—1—(k+1) T o Vs TS

Qg . . . .
alors —— atteint sa valeur minimale lorsque (n — 2 — k) prend sa valeur maximale, ce qui est
Ak+1

vérifié pour k£ = 0.

Posons :

. g
p= min ,
0<k<n—3 \ a1

alors on a,

: 1 1
pzosrknglg—s(l—i_ 1—2—k> _1+n—2'
Comme tous les coefficients du polynome (z — 1) 2T (z) sont positifs, le théoréme d’Enestrom-

Kakeya (cf [17]) implique que tous les zéros de (z — 1)72T(z) sont de modules supérieurs ou
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1
égaux a p=1+ 9 donc,

1
2 >1+—— n>3,
n—2

ce qui prouve (i).

Preuve de (ii) :

Soit I’équation f(z) = ma™ —nz™ — (n —m) = 0 associé & T'(z) et o I'unique racine positive
de l'équation f(x) = 0.

Pour x > 1, on a f'(x) = mn(2™ ' — 2™ ') > 0, alors la fonction f(x) est croissante et on a

f(1)=2(m—n) <0.

Posons zg = [2(n — m)]ﬁ alors,

f(zo) = ap'(mai™™ —n) —n+m.
Comme zj' > 1, alors
flwo) >2(m—1Dn—2m* +m>2(m—1)(m+1) —2m* +m >m —2 >0,

d’ou f(1)f(zo) < 0. Le théoréeme des valeurs intermédiaires permet alors d’affirmer

que 1 < a < xg, ensuite le théoreme de Cauchy, permet de conclure que tous les zéros
1

de (z — 1)?T(2) sont & l'intérieur du disque |z| < xo = [2(n — m)]*==, ceci d’une part.

D’autre part, le polynoéme T'(z) peut se mettre sous la forme,
T(z)=mz" —nz"+n—m=m(z"—1)+n(z" —1).
Posons z = (1 + 6)e™ ol § et t sont deux nombres réels tel que § > 1 alors,
2" =1 > (1 +6)"e™ 1> (1+0)" =1 et |2"=1<[(1+6)m™ +1] < (1+6)™+1.

L’inégalité,
im(z" —1)| > |n(z™ —1)| (2.10)

est vérifiée si 'on a,

m[(1+8)" — 1] > n[(1+8)™+1],
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c’est-a-dire si 'inégalité,
m(l+46)" —m >n(l+6)" +n,
est vérifiée,

ceci est équivalant a,

(146)" (m(1+06)""™ = n) >n+m. (2.11)
En utilisant I'inégalité,
(1+0)F > 1+ ks, valable pour kE>2etd>—1, (2.12)
on obtient,
(I1+38)™ > 14 mo. (2.13)
et donc,
(1+6)"™>1+(n—m)d. (2.14)

En multipliant I'inégalité (2.14) par m puis en retranchant n des deux membres de 'inégalité
obtenue il vient,

(14+0)"™m—n>m—n+m(n—m)d. (2.15)
Les inégalités (2.13), (2.15) impliquent alors que,
(L+8)™)((14+0)"""m —n) > (1+md)(m —n+m(n —m)d) (2.16)
Grace a I'inégalité (2.16), on déduit que (2.11) est vérifiée si,
(I+mé)(m —n+m(n—m)d) >n+m,

c’est-a-dire si 'on a,

(n—m)(1+md)(md—1) >n+m,

ce qui équivalant a,

d'ot,

1
(14+8)"™m—n) >8> =—
m
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L’inégalité (2.10) est donc vérifiée si § > g et par le théoreme de Rouché (cf.[17]),

T(z)=m(z"—=1)4+n(z"—1) et S(z) = m(z" — 1), ont donc le méme nombre de zéros dans le

1 2
disque |z| <14y, ou = — n
m\n—m

Comme S(z) admet n racines dans ce disque, alors tous les zéros de T'(z) sont dans le disque

’Z‘ S 1+50

On conclut donc que tous les zéros de (z — 1)2T'(2) vérifient I'inégalité,

myn—m

1 2
\z|§]\/[m{[2(n—m)]"—lm,1+ " }

Pour la minoration des modules des zéros de (z—1)"2T(2), on considére le polynéme réciproque

2"T(1)z) = (n—m)z" —nz"""4+n—(n—m) de T(z).

™—m = 0.

Soit w(x) = 0, ’équation associé a z"T'(1/z), c’est-a-dire I'équation (n—m)x" —nz""
Soit a I'unique racine positive de w(z) ; pour > 1 on a, w'(x) = n(n—m)(z" ' —2""™1) >0,
donc la fonction w(z) est croissante.

Posons zy = (Zm)%, on a w(zg) > 0, en effet on a,

n—m

w(zg) = x5 "((n —m)xg —n) —m

d’ou,

w(xg) > (n—m)2m—-1)—2m >0, ou n>m>0.
et pour m > 0, ona w(l) = —2m < 0, donc w(1)w(xy) < 0, par suite le théoreme des valeurs
intermédiaires implique que 1 < a < z et par le théoreme de Cauchy ( cf [17]) on conclut que
tous les zéros de 2"T(1/z), sont a intérieur du disque |z| < zo = (2m)m.
Comme si z est un zéro de T'(z) alors i est un zéro de z"T(1/z) et que les zéros z de 2"T(1/z)
vérifient |z| < (Qm)% c’est-a-dire, les zéros de T'(z) vérifient |i\ < (Qm)i, donc |z| > (2m)_%.
Ceci d'une part.

D’autre part, 2"T(1/z) s’écrit aussi sous la forme,

2"T(1/z)=(n—m)Z"—1)+n(=""-1),

33



chapitre2

posons : R(z) = (n —m)(z" — 1), S(z) = n(z""™ — 1), et cherchons une condition pour que
I'inégalité,
[R(2)| = |(n — m)(z" = 1)| > [n(z""" = D] = |S(=)],
soit vérifiée.
Posons, z = (1 +d)e”, ot § et ¢ sont deux nombres réels tel que § > 0 alors on a,
|2" =1 > (140" -1,
et
2 1< (140" + 1.
L’inégalité
((n —m)(" = 1)| > |n(z""" = 1), (2.17)
est vérifiée si,
(n—m)(1+0)"—(n—m)>n(l+95)"""+n,
si et seulement si,

(14+0)""((n—m)(14+0)" —n) >2n—m. (2.18)

D’apres (2.12) I'inégalité (2.18) est donc vérifiée si l'on a,
m(1l+ (n—m)d) ((n —m)d —1) > 2n —m.

autrement dit si,

oy —
(n—m)** -1 > n m,
m

1 2n
07 =

L’inégalité (2.17) et le théoréeme de Rouché (cf [17]) impliquent alors que les polyndmes
1
R(z) + S(z) = z”T(;) =m-—m)("—=1)+nE""—=1)et R(z) = (n—m)(z" — 1), ont le

est vérifiée, c’est-a-dire si,

A s NETIP . , 1
méme nombre de zéros a l'intérieur du disque |z| < 1 + dy, donc tous les zéros de z"T'(—) sont
z

dans le disque |z| < 1+ dy.
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1
Or si z est un zéro de T(z), alors — est un zéro de z"T(1/z), ce qui implique |z| > (14 d0)".
z

n—m

- 1 2
|z|2Maw{(2m)m1, 1-— ”n}’ on 2<m<n-—2.
n—m\ m

ce qui acheve la preuve de (ii).

1 2
L’inégalité (2.12) implique |z| > 1 — 4y ou &y = \/ —n, d’ou 'on déduit que,
m

Preuve de (iii) :

Pour m =n — 1, T(z) s’écrit,
T(2)=Tyn1(z)=n—-1)2"—n2"""4+n—(n-1).

Nous remarquons que 15, ,—1(2) = T, 1(2), ou T, |(z) est le polyndme réciproque du polynome
T, 1(z) = 2" —nz+n—1. Puisque T, 1(z) vérifie la condition (i), alors T,, ,—1(z) = 2"T,,,1(1/2)
vérifie aussi la condition (i).

1
Soit z une racine du trinéme 7, ,—;(2) alors — est une racine de 7, ;(z), d’apres (i) on a,
z

1 1 1
1+ —— < |5 < [2(n—1)]7T.
+— < <2 -1)

par suite,
1

-1
2n =171 < |z| <1— ——.
20— 1)) < Js <1 ——

d’ou le résultat de la proposition 2.1.
La proposition qui suit précise la distribution des zéros du polynéme T'(z) par rapport au disque

unité.

Proposition 2.2

Soient n, m deux entiers positifs tels que n > m > 1, alors le trinome T(z) admet :

(1) (m — 1) zéros a Uintérieur du disque unité U voisins des racines m®™® de l'unité différentes
de 1.

(i1) (n —m — 1) zéros a Uextérieur du disque unité U voisins des racines (n —m)™ de l'unité

différentes de 1.
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Preuve : La preuve se trouve dans (cf [8]).

La proposition 2.2, signifie d’une facon plus explicite que pour € > 0 et m fixés, il existe un
entier ng tel que Vn > ng, les zéros intérieurs a U sont situés a une distance inférieure ou égale
A e des racines m'®™° de I'unité.

Pour n —m et ¢ > 0 fixés, il existe un entier mq tel que Vn > myg, les zéros qui sont a
Iextérieur de U se trouvent & une distance inférieure ou égale a ¢ des racines (n — m)*®™° de
I'unité.

Soit 6 > 0, posons :
Toom,o(2) =Ts5(2) =mz" —nz" +n(l —0) —m.

Pour § fixé, on associe a chaque zéro de T'(z) dans U, un zéro de Ts(z). Pour le zéro double
z = 1 de T(z), on associe un zéro de T5(z) = mz" — nz™ + n(l — 0) — m, qui se trouve a

I'intérieur du disque U et un zéro a I'extérieur de U.

Posons,
. 1 m
Un(2) = nirJnroo (nTn’ m75(2)> =—2"4+1-6 pour |z|]<1.
La fonction 1, (2) est holomorphe dans C et converge uniformément vers h(z) = —2" + 1 — 0.

D’apres le théoreme de Hurwitz, les zéros de T, ,,,, 5(2) qui se trouvent a l'intérieur du disque
U, tendent vers les zéros de h(z), c’est-a-dire vers (1 — 5)i(7;, ou (;, 1 <i < m,sont les racines
mme de Iunité.

Si on choisit 0 assez petit, alors chaque zéro de T'(2) se trouve au voisinage d’une racine mieme
de I'unité.

Nous appliquons la méthode précédente au polynéme réciproque de 7}, ., s(z), en posant :

nen(2) = 2"T, m, 5 (i) =(n—-—m)z" —nz"""+n(l-9)— (n—m),

pour § >0 fixé, on associe a chaque zéro de T'(1/z) dans le disque U, parmi les (n —m — 1)
1
zéros, un zéro de T,, , 5(—) & l'intérieur du disque unité U, et pour le zéro double z =1 de
z
1
T(1/z), on associe un zéro de T, n, 5(—) a lintérieur de U et un zéro a l'extérieur du disque U.
z

La fonction ¢,(z) est holomorphe et converge vers la fonction g(z) = —z""™ + 1 — § pour
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|z| < 1.

Le théoréme de Hurwitz, nous permet alors de conclure que les (n — m) zéros de T, 1. 5(1/2)
tendent vers (1 — 5)ﬁ(j, o ¢ (1<j<n—m),sont les racines (n —m)*™ de l'unité.
Donc pour § choisi assez petit, chaque zéro de T(1/z) se trouve au voisinage d’une racine

(n —m)*®™ de 1'unité, ce qui achéve la preuve de la proposition 2.2.
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Chapitre 3

Localisation des zéros du polynéme

Po(2) = A2 41— A= (Az+1— M\

3.1 Introduction
Soit T'(z) le trindéme défini par,
To m(z) =T(z) = ma™ —nz™ +n—m, ou n>m>0.

Le trindome T'(x) joue un rdle important dans 1’étude de certaines inégalités intervenant en
t m

analyse. Le changement de variable x par (f)% et — par A dans U'inégalité T'(z) > 0 (cf [12])
y n

conduit a :

M+ (1= Ny > My

au\"
En remplagant de nouveau dans cette derniere inégalité y par 1 et ¢ par (1 + ) ou a est
n
un nombre réel, on obtient le polyndéme P, (z) = P,(2) = A\2"+1—- X — (Az+1—\)", avec
u
z=1+—.
n
Dans ce qui suit, nous étudions la répartition des zéros du polynéme P, »(z) = P,(z).
Dans la premiere partie de ce chapitre nous avons appliqué les théoremes d’Enestrom-Kakeya
(cf [17]), de Rouché (cf [17]) et de Hurwitz pour montrer que pour des petites valeurs de n,

1
n<—+41, P,(z) n’aaucun zéro a U'intérieur du disque unité U.

— 51A
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Dans la deuxieme partie, nous montrons que pour n assez grand, la répartition des zéros du
polynéme P, »(z), dépend de la valeur du parametre A ; nous distinguons alors deux cas selon
que A est 'inverse ou n’est pas l'inverse d’un entier.

Les mémes théoremes utilisés dans la premiere partie, nous ont permi de montrer que P, »(z)
a un zéro dans le disque unité U.

Dans le cas ou A est I'inverse d'un entier, le théoreme de Cohn (cf [17]), nous a permi de prouver
que tous les zéros de P, »(z) sont a l'intérieur du disque unité U si A = ; et pour A < ;, nous
utilisons le développement de Taylor ainsi que quelques propriétés géométriques de la courbe
E(p) définie dans la proposition 3.3, pour montrer que P, »(z) n’a aucun zéro dans le disque

unité U.

3.2 Localisation des zéros du polyndéme P,(z).

Soit P,(z) = Az"+1—A—(Az+1—\)", un polynéme de degré n > 2, le théoreme suivant
5
affirme que pour tout entier n tel que 0 < n < I + 1, P,(2) n’a aucun zéro a U'intérieur du
disque unité U.
Théoréme 3.1

Soit X un nombre réel positif tel que 0 < X < 1.

5
Alors P,(z) n'admet aucun zéro dans le disque unité U pour n < —— + 1.

51\
Preuve :
Pour démontrer ce théoreéme, nous citons le lemme suivant que nous démontrerons ultérieure-

ment.

Lemme 3.1

Soient X un nombre réel tel que 0 < A\ <1, H(z) = 2" 2+ 22"+ .+ (n—2)z+n—1 et

n—2 n

o)=Y (

)(z — 1)”_k_2qk, deux polynomes a coefficients strictement positifs.
k=0 “k

1
n< — +1
Sin < 51>\+ , alors

|H(e)|g" ™" > 1Q(e")],  pour 0<6<2r (3.1)
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Preuve du lemme 3.1

On a,
n—2 ,n

H(z) =2"? 42"+ .+ (n—2)z+n—-1 et Q(z)=) ( )(z — )Rk,
k=0 K

Commencons d’abord par éstimer |H (e?)| et |Q(e?)).
Estimation de |Q(e™)] :
On a,

(:> ~(n —T<fz§><13 — k) <:2) < n(ng_l)C2> pour 0<k<n-—2,

, 7
comme on a, | — 1| = /2 — 2cosf = 2sin 2’
alors,
-2 n—k—2 _9 _ n—k—2
' n n 0 _ 1 n n—2 0
Q) <> ( ) (28111 ) ¢ < nn=1) > < > <2sin ) q~,

d’ou I'on déduit I'inégalité

i0 n(n—1) AN
|Q(e )|<T q—i—2sm§ , 0<6<2m. (3.2)
Estimation de |H(e)] :
On considere le trindme,
(z—1)H(z) = 2" —1—n(z— 1), (3.3)
et on suppose que 0 < 6 < g
Alors,
ind 0
, e —1—n(e” —1)
H(e")| = 4
) = |
_ 2sin 2 (—sin 2 +icos %) — 2nsin £(—sin & +icos §)
4sin? &(—sin £ + icos §)?2
B ’22’((308% + isin g)’ ‘sin 0 (cos (71—71)9 + isin (71—71)9) — nsin %‘
4sin® £| cos & + isin £|?
d’ou l'on a,
, 1
H(") = .
()] 2sin? ¢| (cos "5 isin @) sin 20— pgin ¢
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Comme pour tout nombre complexe z, on a |z| > |Im(z)| alors,

- 1 (n—1)0 . nb
0 . .
|H(e”)| > 2em? 2 sin ————sin —-|. (3.4)
0
Si0< % < g, la fonction —v étant décroissante sur Uintervale 10, z] donc,
T
. nd 2n0  nb
|sin —| > —— = —,
2 w2 T
0 _0 ., o
et comme 0 < sin 3 < o1 I'inégalité (3.4) implique alors,
|H ()| > zn(n - 1), pour 0<6< s (3.5)
- 2 —n
si ~ <0 <, etsiz#1,en divisant la relation (3.3), par (z — 1) on obtient,
n

(z—1DH((z)=2""1+2"?4+ .. +2+1—n,

ce qui équivalant a,
n—(" 1+ 2+ 1)

H(z) = 1
Z _
par suite,
, n— (1+e? 4+ .. + =19
H(e?)| = : :
(") T

n
Fixons n et K tel que 25 <n < 251 et posons M = 25 alors 5 <M <n.

Soit k un entier fixé tel que 1 < k < K et posons m = 2%, alors M = hm, avec 1 < h < 2K

M
et — = 2Kk,
m
Pour minorer |H(e”)|, nous allons minorer d’abord [n — Y ™|,
k=0
Pour cela on a,
n—1 ) M-1 ] ] )
n— Z ezk& >n— ’ Z ezk9| . yezMG‘ — |62(n_1)0‘, (36)
k=0 k=0
M-1
il suffit donc de majorer Z ek,
k=0
Ecrivons que,
M—-1 ) m—1 2m—1 ) hm )
Z ezk& S ‘ Z ezkel_'_‘ Z 62k9|+...+| Z ezke‘
k=0 k=0 k=m k=h(m—1)
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alors,
M-1 m—1 ] m—1 ] m—1
Z ezk@ < Z ezk@ + ezm@‘ Z ezk@ 4.+ ez(hfl)mﬁl Z ezk@
k=0 k=0 = k=0
d’ou,
M-1 (h—Lm m—1
Z ezk’e < Z ’ezkﬁ’ ( Z ezk@)
k=0 k=0 k=0
comme |e"?| =1 pour tout entier [ alors,
M-1 m-1
Z elk@ < h Z ezk@ ,
k=0 k=0
ce qui implique,
M-1 m—1
S eiht] < oKk | § ikt
k=0 k=0
d’ou la majoration,
M-1 imb
4 M —1
Z ezk@ <= e _ ‘ ’ (37)
b m | e? —1
les inégalités (3.6), (3.7) impliquent alors,
n—1 imo
. M je™ —1
Y e >M - = |—— 3.8
" g:%e - m|ef—11 (3.8)
en divisant les deux membres de I'inégalité (3.8) par |¢? — 1| on obtient,
. M 4 1,
0 10 im0
) 2 g (17 = 1= e =11).
d’ou 'on déduit que,
’ M 0 1 mo
H(e?)| > ——— [sin(=) — —sin(—=) | . 3.9
) > et (sn(g) - 2osin ) (39)

0
En écrivant le développement de Taylor de la fonction sin(§) a l'ordre 2 sur 'intervalle ]0, 7|

0
et sin(—ﬂ; ) a l'ordre 5 on obtient,
0N _ 0 1[0\
in(-)>2—-(2 1
sin <2> 2576 <2> (3.10)

—1 mo —1|{mb 1 [(mo\® 1 (mo\’
“sin(Xy > |2 () () ] .
S = { 2 6 ( 2 ) " 120 ( 2 > ] (3:11)
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6 6
Gréace aux relations (3.9), (3.10), (3.11) ainsi qu’a I'inégalité sin(i) < 5 on déduit que,
, Mm? 1 (mh)?
H(e"?)| > 01— — — . 3.12
e = 2 (1- - U (3.12)
Comme pour tout m >4, on a 7 <fg< 1, alors mf > E.
2m m 2
Le deuxiéme membre de la relation (3.12) est donc minoré par,
2 2
m? 80 16 80~ 59
Comme Mm > 4M > 2n, (3.12) implique,
|H ()| > . (3.13)
~ 59
L’inégalité (3.13), est vérifée pour 4 < m < M.
2 2(n—1
En effet, si ﬁ <0< %, alors 2M > n et pour n > 2, on a % < (7’;2)’ ce qui implique,
27 2(n—1)
—n < ———=n,
59 2
par suite,
2 )
—on < |H(e)],
donc la minoration (3.13) est vérifiée pour tout 6 tel que 0 < 0 < %
Si % <0 <7 et m=2 Iinégalité (3.9) implique,
0 . 0\1 1 . 0
’H(ew)‘ > M(l — CSSE) _ Ml — (]_ — 519112 5)2 > M]_ — (]_ — 5981112 5)
2sin 3 2sin 3 2s8in 3
d’ou 'on déduit que,
0 n . 0 T n
|H(e”)| > g Sin g, pour 1 <O0<7m et M> 5 (3.14)

Pour 0 € [%, 7], les inégalités (3.2) et (3.14) montrent que la minoration (3.1)

du lemme 3.1, est vérifiée des que 'on a,

8 2 2

0 —1 AN
q”_lﬁsin— > n(n—1) <q+ 2 sin 2)
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ceci est équivalent a,

qin—(%) >4<1+ 2812(§)>"_ | (3.15)

q

sin(%)

Pour ¢ > 4n, lafonction ¢ — ¢q—=~
n —

croit plus rapidement que la fonction ¢ — 4 (1 +
pour tout f tel que 0 < 0 < 7.

Posons a = sin %, alors 'inégalité (3.15) est vérifiée pour tout 6 tel que % < 6 < 7 pour vu

que,
n—1
q 4 (14 2a
n_1>a< - ) . (3.16)
En posant d = % dans (3.16) on obtient,
(n—1)a

4 2 n—1
d>— |1 d
a2<+n—1> ’

cette derniere inégalité est vérifiée lorsque,

i> den(?)
2 P\q)
les calculs numériques montrent alors que d > 26.58 donc,

q
n_

7% > 26.58

o1
cela implique ¢ > g(n — 1), par suite I'inégalité (3.1) est vérifiée sur l'intervalle
5)
< — 1.
pour n < 51q + 7T
Si 0 est dans l'intervalle 0 < 6 < T les relations (3.2) et (3.13) impliquent que l'inégalité (3.1)
est satisfaite des que l'on a,

2 1 o\"
%nqn—l > n(nz) <q+231n 2) ,

mais cette derniere inégalité est vérifiée si on a,

n—1
2
¢ 59 <1+ “) . (3.17)

n—1~ 4r q

4 59
En remarquant que — > o I'inégalité (3.15) nous permet alors de conclure que (3.17) est
a T

vérifiée pour tout n < =14 + 1, d’ou l'on déduit que (3.1) est vérifiée sur tout l'intervalle
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5
0§9§7r,pourn§5—1q+1.
Par symétrie puisque |z| = | — z| et avec le méme raisonnement, nous prouvons que le lemme

3.1 est vérifié pour 6 € [0, 27].

Preuve du théoréme 3.1 :

1
Soit un nombre réel ¢ > 1. Poson A = — dans P,(z), alors
q

en multipliant les deux membres de cette derniére expression par ¢" on obtient,
¢"Pu(2) = ¢ (2" +q—1) — (z+q-1)",

comme,

n

a1 =3 () =1t =g ng 2 = 1) 5> (

k=0 ‘K k=0 “F

)(Z o 1>n7qu
et que d’apres la relation (2.9) on a,
" —1—-n(z—1)= (2 - 1) [Z”_Q +22"3 432" L+ (n—2)2+ (n— 1)} :

alors,
n—2 ,n

"Paz) = (" = 1=n(: =) = Y (

k=0 ‘K

)(Z —1)" g,

pour z # 1, en divisant les deux membres par (z — 1)? il vient,

n n—2 ,n
7( q )2 P2) =" +22"%+ .. +(n—2)z+n—1)¢" ' - Z ( )(z — 1)k
- k=0 \k

d’ou 'on déduit que,

mpn(z) = H(2)d" = Q(2), (3.18)
H(z)=2"242"4+. .+ (n—2)z+n—1,
et
Q=3 ()6 -0
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n

D’apres le lemme 3.1 et le théoreme de Rouché (cf [17]), les polynomes (ql)?Pn(z) et H(z)
Z J—

ont le méme nombre de zéros a l'intérieur du disque U.

Au chapitre 2, nous avons grace au théoreme d’Enestrom-Kakeya (cf [21]), prouvé que H(z) n’a

aucun zéro dans le disque unité U, donc P,(z) ne s’annule pas dans ce disque. Ce qui acheve

la démonstration du théoreme 3.1.

3.2.1 Cas ou A n’est pas 'inverse d’un entier

Lorsque A n’est pas l'invese d'un entier, K. Dilcher a dans (cf [8]) montré que :

Théoréeme 3.2 (cf [20])
1
Soit X un nombre réel positif 0 < A\ <1 tel que 3 ne soit pas un entier.

Alors pour n assez grand P,(z) a un zéro a Uintérieur du disque unité U.

Preuve : (cf [8])

La preuve de ce théoréme nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.2
Soit o un nombre réel positif non entier tel que o > 1.
Alors I’équation,
h(s) =e* —ae’+a—1=0,
admet une infinité de racines complexes de parties réelles négatives.

Preuve du lemme 3.2 :

Soit @ > 1, un nombre réel tel que a ne soit pas un entier et h(s) = e** — ae® + a — 1,
On a deux cas : soit « est rationnel soit o est irrationnel.

Cas ou « est rationnel :

Posons o = %, avec n, m des entiers positifs tel que n > m et pged(n,m) = 1.
Considérons le polynéme P(z) = 2" — az™ + o — 1.

D’apres le théoreme 2.1, P(z) admet (m — 1) zéros dans le disque unité U.

9 1 <1, 'un de ces zéros alors,

Soit zp = re’
P(z) = " — qe™™® 4o — 1 =0,
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comme pour tout nombre complexe z on a In(z) = In|z| + 2imarg(z), alors
exp %m(lnr +1i60 + 2mik)| — aexp [m(lnr +i0 4 2wik)| +a—1=0 ou ke€Z,
d’ou,
exp [a(mInr 4+ imb + 2wimk)] — aexp [mlnr + imb + 2rimk] + « —1 =0, avec k € Z,

par suite,

h(mInr +im(0 + 2rk)) = 0, kelZ,

donc s, = mlnr + im(6 + 2wk) est une racine de I'équation h(s) = 0, tel que Re(sy) < 0, car
r<1.

Cas ou « est irrationnel :

Soit 2a = [ay, a1, as, ...], le développement de 2« en fractions continues, d’apres

la proposition 1.1, il existe des nombres entiers p,, et ¢, tel que 2a = p—m, avec

pgcd(Pm, ¢m) = 1, ot m € N*. "

D’apres le theoréme 1.1 et les propriétés des fractions continues (cf [16]), p,, et py,e1 sont des

entiers impaires pour m > 1 et pour une infinité d’entiers positifs ¢, il existe des nombres entiers

p impaires tels que 'on ait,

2@—8

q

ou ¢y est une constante réelle positive,

d’ou l'on a pour p =2k +1, k€N,

a ol ¢ est une constante positive. (3.19)

2k + 1‘ _.a
2q (29)*
On pose, f(z) = =2 —ar +a — 1, alors f(0) =a—1>0 et f(1) =—2 < 0. D’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un nombre réel [, 0 <[ < 1, tel que f(I) =0
c’est-a-dire :
—I*—al+a—-1=0, (3.20)
posons alors,

(2k + 1)mi
e

s=1Inl+ (3.21)
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En multipliant les deux membres de I'inégalité (3.19) par 9 on obtient,
«

2k +1 C1 . , " ) .
— < , ol c¢; estune constante réelle positive et k£ un entier positif,

‘q 2a 2aq
doot,
2k + 1 1
T 910 () , (3.22)
q

1
les relations (3.21) et (3.22) impliquent, s = Inl + 27wig + O ()
q
Calculons h(s).
On a,

h(s) = exp(a(lnl + 2miq + O(;)) — aexp(Inl + 2miq + O(;)) +a—1

dot,
1
h(s) = —1* — alexp [O()] +a—1.
Q
Comme h(s) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers l'infini, alors h(s) prend des petites valeurs dans

le plan Re(z) <1Inl < 0. D’otu le résultat du lemme 3.2.

Preuve de Théoréme 3.2 :(cf [8], [2])

Soit A un nombre réel positif tel que A < 1. D’apres le lemme 3.2, I’équation
h(s) =e* —ae*+a—1=0, (3.23)

a une infinité de zéros s tels que Re(s) < 0.

1
Dans I’équation (3.23), posons s = \u et o = " on obtient alors I’équation :
e +1—\—eM =0,

qui admet aussi une infinité de racines complexes u telle que Re(u) < 0.
Soit ug I'une de ces racines, le théoreme de Hurwitz nous permet d’affirmer qu’il existe une

suite (u,)nen convergente vers ug et vérifiant la relation,

U AU
Ml +-)"4+1 - )A=(1+—")" 3.24
A+ 2 e-a=a+ 2y (3.24)
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et puisque Re(ug) < 0, alors pour 6 > 0 fixé on a,

T 3
§+(5<arg(u0) < ?—(5,

et pour n assez grand, la suite (u,)nen converge vers ug donc,

3
g+5<arg(un)<§—6.

u
Posons : w, = 1+ —, alors |w,| < 1 pour n assez grand ou wu, vérifie la relation (3.24),
n

c¢’est-a-dire on a,
Unp /\un
ML+ —)"+1-=X—(1+
n n

)n:07

ce qui implique,

d’ott la relation,

A 41— XA — (Aw, +1— )" =0,

donc w,, est un zéro de P,(z), d’ou le résultat.

3.2.2 Cas ou )\ est 'inverse d’un entier

Théoréme 3.3

1
Soit q un entier ¢ > 2 et A = —.

q
Alors, pour n > 475 tous les zéros différents de 1 de P,(z) sont de module supérieur a 1 .

Preuve du Théoréme 3.3 :(cf [8])

Nous montrons le théoreme 3.4 plus général. Et pour ¢ = 2, nous montrons la proposition

suivante qui est une conséquence du théoreme 3.3 :

Proposition 3.1

Soit n > 2, un entier et A =

N | —

Alors tous les zéros du polynome P,(z) sont a lintérieur du disque unité U.
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Preuve de la proposition 3.1 :

1
Dans P,(z), posons \ = 5 on obtient,

1 1 1 \" 1
Pn(Z) = 52” + 5 - (22 + 2) = ZnPn <Z) ,

comme P, (z) = 2"P,(1/%), on peut donc appliquer le théoreme de Cohn (cf [17]).
Calculons P (z).

Pour n > 2, on a :

n n /1 1\ !
Pl(z) = §zn_1 —3 <22 + 2) )
I'équation P.(z) = 0 est équivalente a,
2 = (;z + ;)nl : (3.25)
pour z # 0, la relation (3.25) s’écrit,
2+ 1\"!

( . ) _ 1 (3.26)
Posons Z = 1 alors,

Zr =1, (3.27)
les solutions de I’équation (3.27), sont les nombres coplexes Z = exp < 221#61) , 0<k<n-—1,
comme,

Zy = 22;1, pour 0<k<n-—1,
alors, )
2, = <Qexp(in2]iﬁl) — 1) , 1<k<n-1

mais pour tout £, 1 <k <n-—1ona,

2%k 2%
2exp (i) — 1] > [2exp (i )| —1>1
n—1 n—1
donc,
1
<1 1<k<n-—1,

2exp(i2E) — 1] —
cest-a~-dire on a : |z;| < 1, pour 1 <k <n—1.
Le théoreme de Cohn (cf [17]) implique alors que tous les zéros de P,(z) sont a U'intérieur du

disque unité U, ce qui achéve la preuve de la proposition 3.1.
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Théoreme 3.4

Soient q un entier supérieur ou égal a 3, A = ; et 0 <60 <2r.

Alors le polynome Pn(ew) n’admet pas de zéros de partie réelle négative pour n > 475.
Preuve : (cf [8])

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur les propositions 3.2, 3.3 et 3.4 suivantes,
que nous allons d’abord démontrer ensuite nous exposerons la preuve détaillée du théoreme 3.4
ultérieurement (cf pages 72, 73 et 74).

Pour un nombre réel p fixé tel que 0 < p < 1, soit E(p) la courbe de la fonction F(t, p) out >0

alors,

Proposition 3.2

Le point le plus proche de la courbe E(p) sur l'axe des nombres réels négatifs, est l'origine (0, 0).

Preuve :

Nous utilisons les deux lemmes 3.3 et 3.4 suivants :

Lemme 3.3
1

Soit A = — ot q > 3 est un entier et p un nombre réel 0 < p < 1, alors la courbe E(p) ne coupe
q

pas 'axe des nombres réels négatifs.

Preuve du lemme 3.3 :

La relation (3.36) implique,
F(0, p)=FQ2m, p)=1—p>0,

et
F(r, p)=A-1D)+1=-X+p>1-2\+p >0,

on peut donc supposer que sint # 0.
Ecrivons,

F(t, p) =X\ (cos(;) + isin(i)) +1—X—p(cos(t) +isin(t)), (3.28)
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en séparant les parties réelles et imaginaires de F'(t, p) dans la relation (3.28) et en les multi-

pliant par ¢ on obtient,
qRe(F(t,p)) = cosqt +q— 1 — gpcost,
gIm(F(t,p)) = singt — gpsint.
Si la courbe E(p) coupe 'axe des réels négatifs, autrement dit si,
Im(F(t, p)) =0,

alors,

sin gt
=20 o
gsint

Pour cette valeur de p, calculons Re(F'(t, p)).

On a,
cost
qRe(F(t,p)) = cosqt +q— 1 —singt——
sint
sin(q — 1)t
—(g—1) 22
@=1= =G0
Nous montrons par récurrence sur q que 1’on a,
sin(q — 1)t
—-1)— ———>0.
Ay

En effet,
pour ¢ = 2, I'inégalité (3.29) est trivialement vérifiée.
Pour ¢ = 3, 'inégalité (3.29) implique,

sin 2¢

sint

=2—2cost =2(1 —cost) >0

donc (3.29) est aussi vérifiée pour g = 3.

Suposons que l'inégalité (3.29) est vraie pour ¢ > 3, et montrons que g —

c’est-a-dire qu’elle est vraie pour g + 1.

Y

sin gt

sint —

(3.29)

sin(q — 1)t cost + sint cos(q — 1)t

On a,
sin gt sin -1+ 1)
sint sint

52
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ce qui implique,

sin gt sin(q — 1)t
— >q@-1)+1—|——= - —1)t] =
et puisque on a,
sin(q — 1)t sin(q — 1)t
1) - |————— t}>@q—1) — |————
(g ) sint |cost] = (g ) sin t
et
1 —]cos(q—1)t| >0,
alors,
sin gt
g— = >0,
sint

donc l'inégalité (3.29) est vérifiée pour tout g,
d’ou,

Re(F(t, p)) >0,
ceci montre que la courbe E = FE(p), ne coupe pas I'axe des nombres réels négatifs, d’ou le
résultat du lemme 3.3.
Pour prouver que le plus proche point de I’axe des nombres réels négatifs a la courbe E(p) est
l'origine (0, 0), nous étudions d’abord quelques propriétés de la courbe E(p). (cf [28])

Pour cela écrivons,

) 1 .
F(t,p)=1—X—pe (1 — q/)e“q—l)t) : (3.30)

La courbe E(p) peut étre considérée comme la trajectoire d’une particule qui se déplace sur

une orbite circulaire de rayon — et de fréquence égale a ¢ — 1, superposée sur une autre orbite
ap

circulaire de rayon p et de fréquence égal a 1. Cette courbe E(p) est appelée épitrochoid

(cf [28]).

La courbe de la fonction définie par (3.30), montre que la courbe E(p) a (¢—1) axes de symétrie

passant par son centre (1 — A, 0). ( voir figure-4)

Le lemme qui suit précise quelques propriétés de la courbe E(p).
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Lemme 3.4
1
Soit N\, p des nombres réels tels que A < 3 et 1 =2\ < p <1 alors,
1) La courbe E(p) est a Uintérieur de la couronne S(O', p— X, p+ A) de centre O'(1 — X, 0).

2) La courbe E(p) est symétrique par rapport d toutes les droites passant par le centre O et

7r
formant un angle de T 0< k<q-—2, avec l'axe des nombres réels.
3) Le vecteur tangent d la courbe E(p), a un argument croissant par rapport a la variable t.

4) Le changement dans l'argument du vecteur tangent, est de 2mq lorsque t varie de 0 a 2.

Preuve du lemme 3.4 :
Preuve de (1) :
Soit d = d(t), la distance entre le centre O'(1— A, 0) et un point quelconque sur la courbe E(p),

alors,

d(t) = \/)\2 — p? —2Acos(q — 1)t.
La fonction d(t) atteint son maximum dy = d(to) en un point ¢, tel que,
cos(q — D)tg = —1
de plus on a,
do=p+ A

Elle atteint son minimum d; = d(¢;) en un point t; tel que,
cos(q — 1)ty = +1,

et on a,

dlzp_Aa

ce qui prouve que la courbe E(p) est a l'intérieur de la couronne S(O’, p— X\, p+ \) de centre
O'(1— A, 0).

Preuve de (2) :

On a,
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En effet,

F(—t,p) = (cos(—qt) + ¢ — 1 — gpcos(—t)) + i (sin(—qt) — gpsin(—t))

c’est-a-dire,

F(—t,p) = (cos(qt) + ¢ — 1 —gpcos(t)) — i (sin(qt) — gpsin(t)) = F(t, p),

donc la courbe E(p) est symétrique par rapport a ’axe des nombres réels.
k
En faisant une rotation de la courbe E(p) de centre (1 — A, 0) et d’angle Ll’ 0<k<qg—-2,
q P—

et en posant,

km

km :
L(t. p)=F t ~igoT
(t, p) <q 1+,p>6 :

on obtient,

- km

L(t, p) = Ae!GHF™ _ peit (1 — N\)elaT,

Nous montrons de la méme maniere que,

L<_t7 p) = L(t7 p)?
donc la courbe E(p) est symétrique par rapport a la droite passant par le centre O'(1 — A, 0)

q —
D’ou 'on déduit que la courbe E(p) admet (¢ — 1) axes de symétrie.

k
et de coefficient directeur tg (7T1> , 0<k<qg-2.

Preuve de (3) :

Ecrivons F'(t, p) sous la forme,
F(t,p) = Re(F(t, p)) + ilm(F(t, p)),

avec,

Re(F(t,p)) = Acosqt — pcost + 1 — A, (3.31)

et
Im(F(t,p)) = Asingt — psint, (3.32)

le vecteur tangent a la courbe E(p) a pour équation,
F'(t,p) = ie"" — pie™, (3.33)
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ses coordonnés sont données par les formules,

Re(F'(t,p)) = —singt + psint (3.34)
et

Im(F'(t,p)) = — cosqt — pcost. (3.35)

Soit A(t) 'argument de ce vecteur tangent a la courbe E(p), alors la fonction p(t) = tg(6(t))

est dérivable et on a,

_at+p—p(l+q)cos(g=1t _ g+p* = p(1+4q)
(singt — psint)? ~ (singt — psint)?

oi(t) = St9(0(1)

puisque —p(1 4 q) cos(q — 1)t > —p(1 + q), il en résulte que,

d (1 —p)(g—p)
&tg(ﬁ(t)) = (singt — psint)?’

et puisqueona 0<p<1 et g> 3, alors

pi(t) = St9(6(1)) >

ce qui prouve que I'argument du vecteur tangent est une fonction croissante de t.

Preuve de (4) :

Une variation de 'argument de F'(¢,p) d’une amplitude de 27q, est le nombre de rotations
sur une courbe fermée simple, entourant Porigine (0,0) sans changer F'(t, p), ce qui achéve la

preuve du lemme 3.4.
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Preuve de la proposition 3.2
1
Posons A = —, ou ¢ est un entier supérieur ou égal a 3.
q

Etudions la courbe E = E(p) de la fonction définie par,
Ft,p) =Xe'x +1—X—pe’, 0<p<1. (3.36)

1
Puisque ¢ = — est un entier positif, alors

A

F(t+2m, p)=F(t, p),

la fonction F'(t, p) est de période 2w, on peut donc la considérer seulement sur Iintervalle
0<t<2m.

Pour p = 1, I"équation F (¢, 1) = 0 a une racine ¢t = 0.

Comme la courbe E(p) admet (¢ — 1) axes de symétrie passant par le centre (1 — A\, 0), il suffit
donc de considérer l'intervalle 0 <t < %1

Des relations (3.31), (3.32), (3.34) et (3.?))5), on déduit qu’au point ¢ty = 0, la courbe E(p) passe

par le point (1 — p, 0) et admet une tangente verticale en ce point.

D’apres la relation (3.35), on a Im(F'(0,p)) =1—p > 0et Im <F'(27;, P)) =—p COS(;J) <0,

le théoréme des valeurs intermédiaires implique alors qu’il existe un nombre réel 1, 0 < t; < 27;
tel que, Im (F'(t1,p)) = 0.

Lorsque t variede 0 a q_7T1, la courbe E(p) se déplace vers la gauche dans le premier quadrant
du cercle jusqu’a ce qu’elle atteint le point ¢; avec une tangente horizontale ( voir figure 4).
D’apres la relation (3.32), le théoreme des valeurs intermédiaires implique, qu'il existe un réel
to, 27; <ty < 7;, tel que Im(F(t2,p)) =0, donc E(p) coupe 'axe des nombres réels.

D’apres le lemme (3.3), la courbe E(p) coupe 'axe des nombres réels positifs en un point double
situé entre les points (0, 0) et (1—p, 0) puisque la courbe E(p) est symétrique par rapport a

I’axe des nombres réels, de plus la courbe E(p) etant symétrique par rapport aux (¢ — 1) droites

passant par le centre O'(1 — A, 0), donc 'axe R passant par le centre de la courbe E = E(p) et

formant un angle § = 7+ avec I’axe des nombres réels, coupe la courbe E(p) en un autre

T m :
——<t3< 1,(c’est une rotation de

g—1 ¢ q—

point double pour certain nombre réel t3, avec

d7
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2

centre O'(1 — \,0) et d’angle § — 7 = de I’axe des nombres réels).

Ensuite, par le lemme 3.4-2 (avec k = 1), la tangente de E(p) est parallele & R en un certain

7T<t< 2
g—1 2¢ T g-1

point t4 tel que

En conclusion, puisque E(p) admet une tangente verticale au point ty = 0, avec la méme

rotation de 'axe, on déduit que la droite R coupe la courbe E(p) en un point ou la tengente a
2m

g—1

De la méme maniere, nous montrons que le résultat reste vrai, si I’on remplace la droite réelle

ce point forme un angle droit pour t5 =

par la droite R.
Par conséquent, nous pouvons considérer E(p) comme étant une réunion de courbes E’ situées

entre deux points doubles consécutifs, et une réunion de boucles E” situées a I'intérieur de E(p)

(cf [28)).

En considérant une portion intérieure & la courbe fermée, composée d'une courbe E’ située
entre deux points doubles consécutifs, et le segment de droite joignant le centre de F(p) aux

points doubles, alors E’ et son intérieur est la réunion de toutes ces (¢ — 1) portions.

Par le lemme 3.4-4, la variation de I’argument du vecteur tangent entre ¢t = ty et t = t5 est égal a
27 27 T 27
ql et donc entre t = 1 et t = t5, la variation de I'argument est égal ql —2(5) =7+
q— q—
par conséquent, il ne peut y avoir d’autre point double entre t, et t3, ceci d’une part.

g—1

D’autre part le lemme 3.4-3, implique que toutes ces portions sont convexes.

En raison de la symétrie de la courbe E(p), chaque point xq sur 'axe des nombres réels négatifs
ou nuls est a la méme distance des deux portions situées juste au-dessus et en dessous de 'axe
des réels et les plus proches de l'origine, cependant, les autres portions de la courbe E(p) sont

éloignées de 'origine.

Enfin, en utilisant le fait que la distance entre une région convexe fermée et un point qui se
déplace le long d’une ligne droite, est une fonction unimodale (cf [8]), c’est-a-dire, qu’elle est

décroissante jusqu’a un certain point, et puis croissante a partir de ce point. La proposition 3.3
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est donc prouvée si nous l'appliquons a la portion la plus proche de l'origine (0, 0) et a l'axe
des nombres réels négatifs.

Ceci acheve la preuve du proposition 3.2.

Proposition 3.3

Soit 0 <t < 2m, avec les mémes hypothéses et notations précédentes on a,

F(t,p)] > (1 - p)}
A
avec,
(13 (1 — ?) st q=3,
O 14_\/2; si 4<q<15
L st qg>16

Preuve : (cf [8])

L’expression de F'(t, p) définie par (3.33) implique,

T—t

F@2r—t,p) = AT 1= A= e = \efx 41—\ — pe't = F(t,p),

il suffit donc de considérer seulement l'intervalle 0 < ¢ < 7.

La fonction |F(t, p)|?, n’atteint pas son minimum dans l'intervalle = <t < 7.

E
2
En effet,

On a,

|[F(t, p)* = (Re(F(t, p)))* + (Im(F(t, p)))*.

En utilisant la relation (3.28) on obtient,
|F(t,p)]? = A+ p* + (1 — A\)? — 2pAcos((qg — 1)t) + 2(1 — A\)(Acos gt — pcost). (3.37)

s
Pour§§t§7rona:

|E(t, p)]? > 1 — 4\ + 40 + p* — 2pA,
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puisque —pcost >0 et Acosqt > —A.
1
Si)\gi alors p > 2\ (car p>1—2\) donc,

2p(1 — 2)) > 4X(1 — \),
ce qui implique,
4NE — 4N —2p\ > —2p. (3.38)
Les relations (3.37) et (3.38) entrainent alors,
F(, )2 = 1= 4N+ 402 = 20+ 2 > (1= p)?,
d’ou,
[F(t,p)|* = (1= p)* = |F(0, p)l.

1
Si)\:§etq:3alors,
2 ) 2
Acos((¢ — 1)t) + (1 — X) cost = Acos(2t) + 3 cost = A(2cos”t — 1) + 3 cost.

= z(cos% —cost) — A < =,
Par (3.37) on a,
|F(t,p)]2 > 1 — 4\ + 402 + p? 4 2p),
d’ou,
[E(t,p)* = (1 p),

ce qui est équivalant a,
1 — 4N +4X2 + p* + 200\ > p* — 2p + 1,

si et seulement si,

2p(1+A) > +4M(1 = N),
c’est-a-dire, si et seulement si on a,

A1 —N) 1

P SV
P="11\ 3
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Cette derniere inégalité est vérifiée car p > 1 — 2\, ce qui prouve que l'on a,
[F(tp)* 2 [F(0.p)| = (1= p)%,  pour T <t<m,

s
donc |F'(t, p)| n’atteint pas son minimum dans U'intervalle B <t<m.

T
Pour 0 <t < > la proposition 3.3, est une conséquence du lemme 3.5 suivant :

)
Soit un entier ¢ > 2 et ¢ = ——, on pose :
4./q
Ilzz{teR/Ogtgc (1—p), ¢>2 } Igzz{tE]R/c\/l—pStSQ(Wl),
q_
T m s T
I3=(teR — <t < = >4 I, =<3teR —<t < =

Ona:

Lemme 3.5

1
Soit X un nombre réel tel que 0 < X <1, A= — ouq > 3 alors,
q

|E(t.p)| > Dy/a(1 — p)z,

avec,
7 tel
— our
32v/2 b !
557
M(l —A)(1=2X) pour tel
D=<¢ 1-2)\ el
_— our
4\/§ b 3
V2 -1
_— our tel
6\/§ p 4

Preuve du lemme 3.5 :

En dérivant la relation (3.37) par rapport a t, on obtient,
(|F(t, p)|2>, = 2pA(g — 1)sin((g — 1)t) + 2(1 — A)(psint — gAsingt).
La fonction |F(t, p)|?, atteint son minimum l'orsque,
p(2A (¢ — 1)sin(q — 1)t +2(1 — A)sint) = 2gA(1 — A) singt,

61



chapitre3

ceci implique,

sin gt 1
p=— — avec A= —
sin(q — 1)t +sint q

par suite on a,

Asin gt + psin(q — 1)t — singt = —psint + Asin gt,

ce qui est équivalant a,
Asingt — psint = Ap (sin(q — 1)t — (¢ — 1) sint).
Pour tout ¢ dans I3 et tout entier ¢ > 3 on a :

sin(q — 1)t — (¢ — 1) sint| > > .

Pour ¢ = 3, on trouve ¢ = v/2 — 1.

Si g > 4, le développement de Taylor de la fonction sinx a l'ordre 3, s’écrit :

o <2(q7r— 1)) - 2((17: ) é (2(61711))3

o357 -

1
lorsque ¢ tend vers 'infini, ¢’ tend vers 3

ce qui implique,

Comme on a |F'(t, p)| > Im(F(t,p)), les relations (3.40), (3.41) impliquent,
[F'(t,p)] > ¢ Ap,

ceci d'une part.

D’autre part,ona p>1—2X et 2\ > 1 — p alors,

C/

2v2

a0 = 35V 2 S0 ) v - o),

par suite on obtient,

/

F(t,p)| > ;ﬂu —p)

62
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Et pour tout ¢ dans I et ¢ > 3 on a,

-1

Re(F(t,p))sint — Im(F(t,p))cost = a .

(sint — ;sin(q — 1)), (3.43)

1
Posons : h(t) =sint — . sin(¢ — 1)t alors, h'(t) = cost — cos(q — 1)t.
q E—

T
Comme la fonction cost est décroissante sur 'intervalle 0 < ¢ < 5 alors,
cost — cos(q — 1)t > 0, pour t € Iy,

donc h/(t) est positive sur cet intervalle, il en résulte que h(t) est une fonction croissante sur

I'intervalle 0 < ¢ <

2(¢—1)
Pour ¢ € I, la fonction h(t) étant croissante alors,

h(t) > sin(ev/T = p) — ! - sin ((g=1evT=)) (3.44)

Le développement de Taylor des fonctions sin(cy/1 — p et sin ((q —1)ey/1 — p) a l'ordre 3 rés-

péctivement a l'ordre 5, s’écrit :

sin(ey/1 —p) > /1 —p— é(c\/l —)?, (3.45)

et

sin (¢ = DevT=p) < —= [la= DevT=p ~ t{la~ DevT=9)" + 135((a ~ DevT=p)].
(3.46)
Par les inégalités (3.44), (3.45) et (3.46) on déduit que,

(D) 2 eVT=p— (evT= 7 p>3—q_11 (0= DevT=5— 2((a = DevT=p + (4~ ey T=p)]

120
do,
10 2 gata =2/ T |1 - - nev =7
comme pour ¢ > 3 on a ;g(’q__lg < ;1, car (q— eyI—p < g
alors,
]2 )
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Grace a I'inégalité (3.45) on obtient :

h(t) > O57

=2 gl — 1)1 — p)2
> J000d@— Vel = p)2,

or d’apres la relation (3.43) on a :
1 :
[F(t, p)| = (I(Re(F(t, p))]* + [Tm(F(t, p)[*)2 > [Re(F(t, p)) sint — Im(F(t, p)) cost|.
puisque,

[((Re(F(t, p))|* + [Im(F(t, p))I* = |(Re(F (¢, p))|* sin® t + [Im(F (¢, p))[* cos ¢

do,
(Re(F(t,p))[* + [Im(F(t,p))|* > (|Re(F(t, p))|sint — |[Im(F(t, p))| cost)” .
Donc,
|\F(t,p)| > Q;1|h(t)| > ﬁ)(q —1)(qg—2)3(1 - p)% pour tout t € Iy. (3.47)

Sur l'intervalle I; on a :
Re(F(t,p)) = Acosqt — pcost+1—\

En écrivant le développement de Taylor de la fonction cos gt a 'ordre 2, ainsi que celui de cost

a Uordre 4 on obtient :

1 1 1
> . 2) . ( ) 4)
Re(F(t,p)) > A (1 2(qt) pll 2t + 24t +1-=A

ceci implique,
1 1 1 1
Re(F(t,p))>1—p— —qt* + = t2<1—t2> >1—p— —qt’.
e(F(t,p) 21 —p—5a"+5p Sl ) =l-r—54
Comme pour t € I} on a t* < c*(1—p) et que p > 1 — 2\, il vient alors,

Re(F(t,p)) > (1 - 5a¢?)(1— p),

d'ot,

|F(t,p)| > Re(F(t,p)) > (1— ;qc2)£(l —p)2  pour tout t € I. (3.48)
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Les inégalités (3.42), (3.47) et (3.48) permettent alors de conclure que l'on a,

N

|F(t, p)| = Dy/q(1 = p)2.
Ce qui acheve la preuve du lemme 3.5.

Proposition 3.4
Pour n > 16, on pose G,(0) = ™ 4+ 1 — X — p(§)e™’.
Sip=p0) >1—2X alors,

11/19
VAL = NP2 /n

(G(0) = Pa(e”)] < (1= p(9))*".

Preuve :(cf [8])

La preuve repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.6

Soient p=p(0), 0 <0 <m, X\ un nombre réel tel que A\ < -, et n > 16.

W =

Sip=p0) >1—-2X\ alors,

d d 14+ A2
0% < 4— 1—1—3— avec d:i.
n &n 1—A

et

p(0) < exp <_327)\(1 - )\)n92> :

Preuve du lemme 3.6 :

D’aprés la relation (3.71) on a p(6) = |Xe? + 1 — A", d’ou

3=

(p(0))» = |(1 4+ A(cos@ — 1)) 4+ iAsin(6)],

c’est-a-dire,

S

(p(9))

En écrivant le développement de Taylor de cosé a l'ordre 5, on obtient 'inégalité,

1 1
cosf — 1< —592 + ﬂ84, et en remplagant dans (3.51) il vient,

@w»i§1+2Ml—Ax_;ﬁ+;ﬁﬂj

65
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ce qui entraine,

((6)F <1 A1 = N (1~ %) =1~ c?

avec,

comme on a p(d) > 1 — 2\ alors,

(1—20)7 < (p(0)7 < (1 — cb?)

lorsque ¢ tend vers l'infini ¢ 6 tend vers 0 donc,

n

de méme on a,

d'ot,

ou encore,

0% < E (2)\ + 202 + ?1)(2»3 Z(QA)’“) _

c
2 n >0 n

in(1 - 23) < In(p(0))%) < £ (1 — ef?) < ¢

1+ X+ §A2(1 —2\)7!

(3.52)

(3.53)

(3.54)

puisque Z:(Z)\)'g est une suite géométrique de raison r = 2\ < 1, convergente vers (1 — 2)\)™*

k>0
d’ou 'inégalité,

c 2
02 < (14N \2).
5 _n(+ + 3)\%)

) 4
puisque pour A < 8 on a §(1 — 2)\)’1 < 3.

En utilisant les relations (3.53), (3.55) et en posant d =
62 d

21— —| <4-,

12 n

94

par suite on a,

12

66

14+ X4 3)\2
+7—i_om obtient,

——+92—4ég0.
n

(3.55)

(3.56)
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Posons = = #?%, I'inégalité (3.56) s’écrit alors,

x? d
a4 <o
19 + o=
z? d
Le trindme A(x) = T +x —4—, a pour discriminant :
n
4d
A=1——.
3n

S

1
Comme pour A < 3 et n>16 on a

5 3 Ad
Sﬁ,doncZSAgl et SE1=6+6\/§,
4d )
To=6—06 1—3—n, par suite on a :
a? d W Ad
—str—4d-=—|z-6-61/1— — —6+6y/1l—— | <0
12—|—x - (x 3n) (x + 3n)_ :

4d 3 / 4d
et puisque x = 0> <10 et /1 — — > = alors 62 —6—64/1 — — < 0,
3n — 4 3n

d’ou,
5 4d
0°<6—-6 1—3—, pour 0<6<m. (3.57)
n

D’autre part en écrivant le développement de Taylor de la fonction (1 — 93)% a l'ordre 2, on

/ 4d 2d 1d?

De (3.57) et (3.58) on déduit que,

2
02<4d+3d=4d<1+3d>,
n

—n  2n?

obtient,

d’ou la relation (3.49) du lemme 3.6.
Montrons la relation (3.50) du lemme 3.6.

Les relations (3.53) et (3.54) impliquent,

p < exp (—;)\(1 - A)(1 - 02)7192) :

12
d 5 ) g
Comme on a — < 35 la relation (3.49) permet de déduire que,
n
0?2 1d 4d 1
— <o (142 )< —. .
12_3n< +3n>_18 (3:59)

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.6.
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Lemme 3.7 Avec les mémes hypothéses du lemme 3.6, on a :
A s
lo(0) —nAd| < 6719 :
oti o(f) =narg(e? +1—\).

Preuve du lemme 3.7 :
Par la relation (3.72) on a,

o(0) =narg ()\ew +1-— )

~—_— =

Im(z

comme pour tout nombre complexe z on a tg(arg z) = alors,
Re(z)
o(0) Asin 6
t = . 3.60
g(n) Acosf+1— A (3.60)

La formule de Taylor appliquée a la fonction sinf a 'ordre 5 et a la fonction cos a l'ordre 2,

ainsi que la relation (3.60) impliquent,

o (0) ( 3 5> A\ 1
tgZ < A 9—76’ —6’ — =0 A< o,
- 120 ") o VEAsEy
d’ou l'inégalité,
o(0) 64 1
tg| —= | <A1+ .61
g<n>_ ( 1201 1 (3.61)
Les inégalités (3.59) et (3.61), nous permettent alors de déduire que,
a(0) 1. 1
tg——= <M+ =-X0°, ou O0< A<,
n 6 3
Comme la fonction arctg(x) est bijective et croissante sur R alors,
0 1 1
M < arctan ()\9 + )\93) <N+ = )\63,
n 6 6
dot,
An 3

De la méme manieére, en écrivant le développement de Taylor aux fonctions sinf (réspective-

ment) cos@ a l'ordre 4 (réspectivement a l'ordre 5), la relation (3.60) implique,

tg(af)) > (0 (1),93) ( Ae2 ;494>_ > (6~ éei”) (1 - ;92(1 - 11292)>_ ,
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—1
>\ (1 _ 92) (1 _ 15/\92) > A\ (1 _ e2> (1 + )\92)
6 32 3

2
Y <1 _ é(ﬁ) (1 4 W) VIRV (1 ~Bya- 0)) ,

or on a,

32 6 16 6

I'inégalité (3.63) s’écrit alors,

2
tg@Z)\g_égi’» 1—4—5)\ 1— 97 ]
n 6 16 6

Gréce aux deux inégalités (3.59) et (3.64) on obtient,
0 1
tg ("”) >\ — ~03(1 — 2)),
n 6

d'ot,

@ > arctg ()\@ - 293(1 — 2)\)) i

n
. L 4
Comme au voisinage de 0, on a arctg(z) > = — 37 alors,

a(6) 1. 1( 1. )3
S > M1 =20 — = (N — =031 -2
" > \0 69( A) 3 by 66( A

par suite,

1 1
"(G)ZAQ—93(1—2A+2AQ) > N0 — 63,
n 6

—_

puisque 1 — 2\ 4+ 2X? < 1 pour A < 3

Donc,

o (0) — nA0 > _?63

des deux inégalités (3.62) et (3.65) on déduit alors que,

0(0) — nA| < L”93

ce qui acheve la preuve du lemme 3.7.
Preuve de la proposition 3.4 :

Rappelons que l'on a,

Pn( 29) — )\emﬂ Y [ p(e) 100
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et
Gn(0) = Xe™ + 1 — X — p(0)e™.
On a donc,
(Gu(0) = Pule”)] = 1p(0)e"” — p(0)e™]
d’ou,

G (0) — 0)l / eitdt] < p(6)|o(6) — n |-

Grace au lemme 3.7 on obtient :

Gal0) = pale”)] < 2p)0" (3.66)

2 d ) 1
Comme pour n > 16 et A(1 — \) < g ona_ < @,( puisque A < 3 ),

I'inégalité (3.49) du lemme 3.6 implique alors,
3d 108
6 <4d(14+—) < —.
= ( * 8n> =10
Par ailleur on a,
25> P (1-p)
IRVERVAYE DY

En effet, d’apres I'inégalité (3.50) du lemme 3.6 on a,

ol ol

p)\n93 < ( )
\/ﬁ

2 17
p_3 > exp (54)\(1 - )\)7192) , (3.67)
et aussi
—p3 > —exp (—108)\(1 — A)nd ) , (3.68)

les inégalités (3.67) et (3.68) entrainent alors,

-3 _ 5 > (17
P pP3 = €xXp 54

17

A1 — )\)n02> —exp <—108)\(1 _ )\)n02) .

17
En écrivant le développement de Taylor a l'ordre 1 de la fonction exp (54)\(1 — )\)n92> du
second membre de la relation (3.67) ainsi que celui de la fonction

17
exp (—108)\(1 - /\)n92> du second membre de la relation (3.68) a l'ordre 2 on obtient,

1 17 17 17 2
B B ITRLL VO (W S LS VO Ay ()\1—)\ 92)
pr 21+ AL = An [ o3 1= A5 (gt = nf ) ]

|
wivo
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d’ou,
2 1 51 17
S BNy (LU Y 62> (1—)\ 1A 92)
re p3_(108( n gas L =
ceci d’une part.
, , , 108 2
D’autre part, puisque nf* < 0 et A(1—=X) < 5 alors,
51 17 51 11
20 (1o - 2) > 2 s 1
108 ( gas L =M ) = 955 2 55
donc,
_2 1 _2 11 9
p 3 —ps=p3(l—p) > 2—5)\(1 — \)nb*. (3.69)

3
En élevant les deux membres de l'inégalité (3.69) a la puissance 5 on obtient,

ce qui équivalant a,

par suite il vient,

(3.70)

25\ 2

2 11
comme & <11) < 1o les inégalités (3.66) et (3.70) entrainent alors,

(e < (1= 0}
—19f<1— NENGY

|Gn(0) =

d’ou le résultat de la proposition 3.4.
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Preuve du théoréme 3.4 :
Soit le polynéme P,(z) = Az"4+1—-A—(Az+1—-X)" ou 0 <A< 1
Par le principe de I'argument et puisque la courbe de la fonction P,(e), 0 < 6 < 27, coupe
I’axe des nombres réels négatifs seulement en (0, 0), on déduit que le polynéme P, (z) n’a aucun
zéro dans le disque unité U, il suffit donc de prouver que pour n > 475 et pour 0 < 6 < 27 la

courbe de la fonction P,(e")coupe I'axe des réels négatifs seulement en (0, 0).

Posons,
p=pO)=| " +1-\", (3.71)
et
o =oc(f) =narg(Ae +1—N), (3.72)
alors,
P () = XM £ 1 — X — p()e®. (3.73)

Si p(#) < 1 —2), alors la courbe de P,(e) se trouve & l'intérieur du cercle de rayon r = 1 — X
et de centre (1 — ), 0), donc dans ce cas la courbe de P,(¢”) ne coupe pas 'axe des nombres
réels négatifs.
Si,
p(0) >1—2\, (3.74)

on considére alors la suite de fonctions (G,,(0)),, définie par,

Gn(0) = 2™ +1 =X —p(@)e™’, on 0<0<2r (3.75)
et on pose,

F(t,p) =Aed +1— A — pe't,

Nous avons montré que la courbe d’équation (3.75) est une bonne approximation de la courbe
d’équation (3.73). Tout point de P,(e") est voisin d'un point de G,,(6) et ce point appartient
a la courbe E(p) de F(t, p).

> Q

Chacun de ces points est & une distance au moins égale a |F(t, p)—0| = |F(t, p)| > ~(1—p)>/?

de I'axe des nombres réels négatifs.
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: 3
Les propositions 3.2 et 3.3, impliquent P,(e”) # 0, pour 6 tel que g <l < g a condition

que l'on ait,
11/19

VAL = AP yn

c’est-a-dire a condition que I'inégalité,

(1= p(0))% < —=(1 = p(6))*?,

Sl

(E 1 = 121 1
19¢(1—A\)3/27 361 c2(1 — \)3

n >

soit vérifiée.

1 1 2
En particulier, sig=3,ona A= 3 et d’apres la proposition 3.3, ¢ = 6(1 — \g_) donc
121.9.27
n>———— =474 718, (3.76)
361(3 — 2v/2)
d’ou n > 475.
Pourd<q<l15et — <A< 1 ition 3.3 impli L= 22
our et — —, la proposition 3.3 implique que ¢ = ——= donc
>q4> 5 ==y prop pique q 4\/§ )
121 1
n > 32 : (3.77)

T 361 (1 —20)2(1—N)3
1
Et pour ¢ =4 on a )\:Z,doncnzloz
7
Po > 16, la proposition 3.3 implique ¢ = ——= donc,
ur g proposition implique ¢ W) n

121.2048
n )
= 361.49(1 — A)?

(3.78)

1
pour ¢ = 16, on a /\:1—6 et n>17.
Les inégalités (3.76), (3.77) et (3.78) sont donc vérifiées pour n > 475, ce qui acheve la démons-

tration du théoréeme 3.4.
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3.2.3 Exemples de courbes d’équation F(t,p) = Aer +1— A\ — pe'’ ot
A est 'inverse d’un entier, 0 <t <27 et p < 1— 2\ des nombres

réels positifs.

Exemple 1 :(Figure 1-Annexe)
1
Pourq:4etp:§.

L’équation de la courbe E(p) s’écrit,

1 1 ,. 3 1 .
Ft*:*‘lzt 7_7115.
(hg) =g +17 3¢

3
La figure 1, montre que le centre de la courbe E(1/2) est le point (Z, 0), cette courbe admet
3 T m
trois axes de symétrie passant par le centre (Z’ 0) et formant les angles 0, 3 et 3 avec ’axe

des nombres réels. Pour ¢y = 0, la courbe E(p) traverse le point (1 — p, 0) = (5, 0).

E(1/2) coupe 'axe des nombres réels en un point double entre (0, 0) et (5, 0).

La figure 1, montre que la courbe E(p) admet trois points doubles.

Exemple 2 :(Figure 2-Annexe)

7
Pour ¢ =5 et p:E.

L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,
7 1. 4 7 .
Ft7:75zt I 12
1) =5 75 1
4
La figure 2, montre que le point (5, 0) est le centre de la courbe E(7/10), cette courbe admet

e T 3T
dans ce cas, quatre axes de symétrie passant par le centre et formant les angles 0, i) et T
avec ’axe des nombres réels.

La courbe E(p) admet quatre points doubles.

Exemple 3 :(Figure 3-Annexe)

Pour les valeurs ¢ = 10, p = 0
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L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,

8 I
F t ) = 107t
10 = 10°

Exemple 4 :(Figure 4-Annexe)
10
P =1let p=—.
our ¢ et p= 3
L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,

10 1 4
7611“:

F(t, —) =
(t, 11) 11

75
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la localisation des zéros d’une
famille particuliere de trindmes.
Ce travail a pour origine, un article dii & K. Dilcher (cf [8]) sur les zéros de la famille de trindmes

définie par :
T(x)=ma" —na™+n—m, n>m>0, oum etnsontdes entiers positifs.

Nous avons avons d’abord, étudié d’une fagon générale quelques méthodes classiques de la lo-
calisation des zéros de polyndémes dans le plan complexe. Ensuite, nous avons repris et détaillé
tous les résultats obtenus par K. Dilcher (cf [§]).

A Tissu de cette étude, nous avons dégagé plusieures pistes de recherche, qui pourraient éven-
tuellement faire I'objet d'un sujet de Doctorat.

Nous pensons qu’il nous est possible d’apporter de sensibles ameliorations a certains de ces

résultats.
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Annexe : Exemples de courbes

it -
d’équation F(t,p) = XeX +1 — X — pe'’.

Les courbes E = E(p) suivantes ont été tracées a ’aide du logiciel Maple 13.
Exemple 1 :

1
Pourq:4etp:§.

L’équation de la courbe E(p) s’écrit :

—0,=—

— O]

— 5

FIGURE 3.1 —
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Exemple 2 :
7
P =5 et p=—.
our ¢ et p= 15
L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,

7 Losie 4

F(t, —)=—-e"+ - —

10 5 )

La courbe de E(p) est :

7

10

it

Y

FIGURE 3.2 —
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Exemple 3 :

8
Pour ¢ =10 et pzl—o.

L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,

8):i10it 9 8 i

F(t, — e — — —¢"™.
10 10 10 10

La courbe E(p) est :

FIGURE 3.3 —
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Exemple 3 :
10
P =11 et p=—.
our ¢q et p=17

L’équation de la courbe E(p) s’ecrit,

10) _ 1 it 1010 4

F(t, — e — — —e¢
11 11 11 11

La courbe de E(p) est :

=

o
\h

|
2
i

||\|\|\m

|
H

FIGURE 3.4 —
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