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Résumé

Dans ce mémoire, on s intéresse a certains problémes de comparaisons stochastiques au sens
de I'entropie. Cette mesure d'information permet de quantifier I'incertitude d'un systéme.
Nous introduisons un ordre en entropie largement étudié dans la littérature ces dernieres
années, notamment par Ebrahimi (1992), (1996), (2000), (2004). Cet ordre différe des ordres
stochastiques étudiés traditionnellement et qui trouvent des interprétations quantitatives du
point de vue du vieillissement. || permet de tenir compte de I’information sur la durée de vie
résiduelle et constitue en quelque sorte une maniére de comparer |’incertitude de maniére
dynamique. Nous étudions diverses propriétés de cet ordre et introduisons une classe
particuliére de loi non paramétrique liée a cet ordre : les lois a entropie monotone (DURL et
IURL). Nous éudions également le concept d’entropie passée qui est le dual de I’entropie
résiduelle.

Nous traitons quel ques applications liées a cet notion d’incertitude : la méthode du maximum
d entropie pour approcher des distributions en présence d’ un minimum d'information (non
pas sur les moments, mais sur la monotonie de laloi). Nous décrivons un test de monotonie de
I"incertitude a partir d’ échantillons de données. Enfin, nous établissons des bornes pour la
probabilité de ruine (liée & des applications en finances et assurances) pour la classe
d’incertitude des variables paramétriques (montant des sinistres).
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| nt r oducti on

La majorité des ordres stochastiques comparent les variables al éatoires entre elles selon un
sens stochastique donné.

II'y adifférentes maniéres de mesurer I'information d’ une variable a éatoire ou de sa
densité et la plus répandue est celle de I’ entropie au sens de Shannon. Elle donne,
grossiérement parlant, I’ incertitude moyenne contenue dans la densité de la variable alaquelle
on s'intéresse.

Elle mesure en quel que sorte la concentration des probabilités ; donc les densités a faibles

entropie sont plus concentrées et donc porteuses de plus d’ information.

Nous nous intéressonsici, a des questions liés aux problémes de survie (fiabilité, biologie,
assurances,...). Aing, s on s'intéresse ala durée de vie d’un élément non pas au début de la
mise en cauvre d’un contrat d’ assurance, par exemple, mais a un certain stade de lavie de
I’élément, il y aune information additionnelle sur I’ age actuel de |’ élément étudié, et il est

nécessaire de réévaluer I’incertitude de la durée de vie résiduelle.

Cette mesure d’ entropie dynamique a été introduite récemment par Ebrahimi [11,15]. Un
ordre en entropie peut maintenant étre défini qui compare les incertitudes moyennes
contenues dans les densités conditionnelles des durées de vie résiduelles. Si on doit comparer
deux ééments, le meilleur sera celui dont la probabilité de survie est la plus grande et qui ala
plus petite incertitude sur sa durée de vie résiduelle.

Le premier chapitre de ce mémoire sera consacré d' une part alathéorie de I’ information,
ou on donnera la définition et les propriétés de I’ entropie au sens de Shannon. Au second
chapitre, on s'intéressera ala mesure d'incertitude d’ une distribution de vie résiduelle. On ne
cherchera pas a changer la mesure d’ incertitude shanonnienne, mais a donner une légére
modification pouvant ére ainsi utilisée en fiabilité telle qu’ elle est introduite par Ebrahimi
[11,15].

Ainsi, notre mesure d’incertitude est I'information de Shannon appliquée alavie

résiduelle.



Dans ce chapitre, on s'intéressera essentiellement aux définitions et aux propriétés des
nouvelles classes de distribution basées sur la notion d’incertitude. On verra aussi larelation
entre les distributions DURL ( Decreasing Uncertainty of residual life) et IURL (Increasing
Uncertainty of residual life) et quelques classes de vieillissement non paramétriques

classiques.

Nous discuterons ensuite, quelques résultats obtenus dans la littérature concernant les
estimations d’ incertitude par majoration et minoration (relativement a cet ordre d’ incertitude).
On insistera donc sur la connaissance des bornes de I’ entropie résiduelle en terme d’ espérance
de vierésiduelle et en terme de classe de distribution ( Ebrahimi, 1996 et Ebrahimi et
Kirmani, 1996).

On citerales cas des statistiques d’ ordres et des valeurs enregistrées ou la classe DURL
est conservée ( Ebrahimi et Asadi, 2000).

En suite, on donnera un test d’ hypothése sur la monotonie de I’ incertitude de lavie
résiduelle ( Ebrahimi, 1997). On estimera la densité et la fonction de répartition par des

mesures empirigues.

On donnera aussi la définition et les critéres d’ un ordre stochastique basé sur la notion

d'incertitude : |’ ordre moinsincertain (£, ), et larelation de ce dernier avec des ordres

stochastiques basés sur lanotion de vieillissement ( Ebrahimi et Pellerey, 1995 et Ebrahimi et

Kirmani, 1996). On citera aussi des résultats de conservation de |’ ordre £, par passage aux

transformations monotones.

Aprés s étreintéressé a1’ entropie résiduelle i.e, celle en relation avec le futur ; il est
intéressant de considérer le cas ou I’ incertitude est en relation avec le passé. C'est le cas dudl,
nommeée |’ entropie passée (Longobardi et Di Crescenzo, 2002). Dans cette partie on définira
I’ entropie passée, ses propriétés, ses bornes et ainsi que les transformations monotones. En
fin, on définira un nouvel ordre (I’ ordre PE) et une nouvelle classe de distribution relatifs a

I entropie passée.

Les chapitres 3 et 4 seront consacrés aux applications qui comporteront trois parties:



En premier lieu, nous discuterons de la méthode du maximum d’ entropie qui est une
technique d’ estimation d’ une distribution connue dans la littérature en mécanique et plus
récemment dans les problémes de file d’ attente ( Aissani, Smail [3]). Nous présentons la
solution de cette méthode dans son aspect dynamique (au sens de vie résiduelle) lorsque les
contraintes portent non pas sur des égalités sur les premiers moments comme ¢’ est de
coutume dans les études usuelles, mais sur la monotonie du risque ou |’ appartenance a une

classe non paramétrique donnée.

On s'intéressera a une application d’ un résultat de Ebrahimi (2004) sur la maximisation de
I’ entropie (MDE) dans I’ ensembl e des densités monotones vérifiant des contraintes sur le taux
de défaillance.
On appliqueraains cette notion sur trois exemples :
Le premier est la comparaison des durées de vie des systémes paralleles et en série avec leurs
composants. En suite, la comparaison d’ une séquence de v.a avec les valeurs enregistrées.
Enfin, on donnerales distributions au maximum dynamigue entropie sous quelques

contraintes sur le taux de défaillance.

Comme deuxiéme illustration, on propose une application des deux premiers criteres de
I’ordre LU (A.Aissani, 2006).

On s'intéressera en suite au test de monotonie de I’ incertitude.
Dans laderniere partie de |’ application ; on se penchera sur le probleme d’ estimation de la
probabilité de ruine d’ une compagnie d’ assurance et ou on utilisera des bornes basées sur la
notion de vieillissement (Cai et Garrido, 1999) en relation avec les distributions basées sur la
notion d’incertitude IURL et DURL, du fait que les unes sont sous classes des autres. On
verraauss les conditions de la conservation de |’ ordre LU par passage aux marches

aléatoires.



Chapitre 1

Théorie de |'information et fiabilite



Théoriedel’information

Shannon (1948) donne la définition de I’ entropie associée a une distribution discréte

que I’on note H(py,...,px) comme étant la quantité d’' information moyenne contenue dans cette

distribution et H(py,....p) = - & P, log p. .

Si leslogarithmes choisis sont alabase D ou D est un entier supérieur ou égal a2,
H(pa,...,px) représente le nombre moyen minimum de questions & D réponses qu’il faut poser
pour identifier un objet choisi au hasard parmi les k objets distinguables entre eux selon laloi

de probabilité (py,...,p«). C est I'interprétation de lathéorie du questionnaire.

Les composants et les systemes a grande incertitude sont non fiables et fréquemment on ne
sait pas calculer cette incertitude. Le meilleur composant est |le composant qui vit plus
longtemps et sa vie résiduelle est moins incertaine. Pour éclaircir cette notion d’ incertitude
supposons une v.a T, prenant ces valeurs sur I’ ensemble { 1,2,3,4,5} avec équiprobabilité telle
que P(T=i) =1/5, i=1,...,5. On S'intéresse a la question : Quelle est la quantité d’information
exprimee a partir de lavaleur de T, en considérant I'information « 2£ T ».En premier lieu, s
on essaye de deviner lavaleur de T, on a une probabilité 1/5 de trouver la bonne réponse.
Aprésquel’on sache que T est plus grand que 2, on a une probabilité plus grande de deviner
juste. En d’ autres termes, il y a moins d’ incertitude dans la deuxiéme situation. Dans ce
mémoire on suivra cette issue.

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et les propriétés de base de |’ entropie

I) Préliminaires:
Supposons qu’on ait une urne composée de 50 boules blanches et 50 boules noires. Le
résultat du tirage d’ une boule de I’ urne ne sera prévisible qu’ avec une grande incertitude.
Mais si lacomposition de |’ urne est del boules blanches et 99 boules noires, ¢’ est avec une
« guasi-certitude » qu’ on se croira autoriser & prévoir le tirage d’ une boule noire.
Ainsi, I'information qu’ on ad’ un évenement E donné est liée a sa probabilité :
[(E)= (fonction de probabilité de E)
1. Définition d’une mesure del’information :
1.1. Axiomes:
Supposons que I’ on dispose d’ un alphabet de N lettres, noté Ay :
An ={a,,....,an} -



Pour passer du niveau d'information qui consiste & connaltre cet alphabet au niveau
d information correspondant ala connaissance d’ une lettre tirée au hasard de cet a phabet, on
cherche & définir une expression | (Ay) permettant d’ apprécier le changement de niveau.
Si on augmente d' une lettre notre alphabet, il serait souhaitable que:
[(Ans2) > 1(An) (1.1.2)
Disposons maintenant de deux alphabets Ay et Ay. On pourradire dans ce cas que
I"information ramenée par le tirage d’ une lettre parmi lesN™ M lettres de I’ alphabet produit
AN’ m Seraégale ala somme des informations obtenues par tirage d’ une | ettre successivement
dans chacun des al phabets composants Ay et Ay,
i.e: (AN m)= AN+ [(Am) (1.1.2)
En fin, comme le plus petit al phabet doit contenir au moins deux lettres; pour une lettre
I’ événement étant certain, son apparition ne modifiant pas le niveau d’information, on doit
dorsavair : 1(A2)=1.
Lafonction logarithme satisfait parfaitement & toutes ces exigences.
Sonpose: I(An)=logpN
Onabien: log,(N+1)>log,N
logpN" M=logpN +log,M
log.2=1.
1.2. Définition del’entropie:
Nous n’avons jusgu’ici tenu compte que du nombre des possibilités (les N lettres d’ un
aphabet par exemple), sans nous soucier du caractére aléatoire de ces possibilités.
Mais en fait, on a considére toutes les lettres d’ un aphabet d’ ordre N, comme équiprobable.

Ainsi, I’ espérance mathématique est :

N
- 1 ..
E(AN)=p1log b N+ p2 log pN+....+ py log s N=log , N é p. =logpN, ici p, :ﬁ’" i.
i=1
Puisgue nous avons admis que la quantité d’ information attachée alavaleur x; delav.a X

représentant |’ alphabet d’ ordre N, était [(An)=10g 1 (1/pi) , pi étant la probabilité de x; avec

Y
ap =1
i=1

N N
Ains E(X)=a b logs(Vp)=-a b logs(p).

i=1 i=1
Cette valeur représente « la quantité moyenne d’information » quand une épreuve donne lieu
aun événement dont le résultat est xi. SHANNON |ui a donné le nom d’entropie ; notée H ou

Hp pour indiquer 1a base.



1.3. Propriétésdel’entropie:
a) L entropie mesure d’incertitude :
Supposons une épreuve consistant atirer une boule d’ une urne de composition donnée. Nous
disposons des trois compositions suivantes :
i) une boule blanche et une boule noire.
i) Neuf boules noires et une boule blanche.
iii) Quatre vingt dix neuf boules noires et une boule blanche.
On cherche a évaluer I’ incertitude du résultat d’ une épreuve dans chacun de ces cas.
S X estlav.a: X ={N boules noires, B boules blanches}, on aaors lestrois distributions de

probabilités suivantes correspondant aux trois cas précédents :
N B N B N B
1/2 1/2 9/10 [1/10 99/100 [ 1/100

Le calcul des entropies relatives donne :

Hi= 1 bit, H,=0.67 bit, Hz= 0.08 hit.

Le résultat du premier cas est plusincertain que celui du second et ce dernier est plusincertain
que le troisieme, dans lequel I’ événement « gpparition d’ une boule noire » ala « quasi-
certitude » de se produire.

b) L’ entropie maximale:

Le logarithme étant une fonction convexe, sa courbe représentative y = In x est toujours située
en dessous de sa tangente au point x=1.

Ona: Inx £ x-1

¢ (
Dans ces conditionson a:In L £ L 1

P B

(
Onadors: § p, In&Eé (p¢- p)=0

Car: apt=ap =1
Ainsi : é p; In p¢£ é p,Inp, (1.3.2)

Posons: p¢{=1/n

(131)p A p Inr11£é_ pInp,



p -épilnpiEInn

P H(ps,...,.pn) £InnN
I’égalité n’étant possiblequesi etssi:  p, = p(=ln.
SHANNON donne la variation de I’ entropie H, d’ une v.ad ordre 2. On peut représenter par 0

et 1 lesdeux valeursdelav.aX.

10 —

H ;
BITs © 7 )

Soit P(X=0)=p, P(X=1)=1-p=q.
Alors: Hx=-pInp-qling
=-pInp—(1-p) In(1-p).
Hpex=1car In2=1.
Ce maximum est atteint pour p=1/2.
H=0 pour p=0 ou g=0, ce qui est normal puisgue |’ une ou I’ autre des deux alternatives est
certaine.
Remarque : Il y aune symétrie par rapport al’ axe p=1/2. Par exemple, pour p=0.2 (on a:
g=0.8) H=0.72 et pour p=0.8 (g=0.2) H=0.72. On remarque alors que |’ entropie est conservée
lors de la permutation des deux valeurs de probabilités p et g . Ainsi, on conclut que :
H(p,q) = H(a,p).
c) Généralisation au continu (I’entropie différentielle) :
Si f(.) est lafonction densité de probabilité de lav.a X, adors|’entropie différentielle est telle

que:

H(X) =- ¢ fx(x) log fy (x) dx



O Dans le chapitre suivant, on verra une application de |’ entropie différentielle aux

ordres stochastiques et aux |ois non paramétriques.

I1) Fiabilité et classes de distributions:

On s'intéressera dans cette partie aux définitions des notions de fiabilité basées sur la notion
de vieillissement qu’ on utilisera dans la suite du travail.
1.4) Taux de défaillance:
Si X est une v.a positive de fonction distribution F, alors le taux de défaillance de X a
I"instant t >0 est définit tel que:

)= S (- logt- F() (1L42)
ains, F(t)= exp(—t(‘j - (u) du) (14.2)

Il peut étre exprimé par :
plt< X <t+Dt/X >t} _ (1) ‘s
Dt F(t)’

L@ = lim (1.4.3)

Ou F(t)°1- F(t) estlafonction desurvieet f(t) :;F(t) est lafonction densité

correspondante.
(1.4.3) exprime I'intensité de la défaillance d’ un élément d’age x al’instant t.
1.5) Letemps moyen devierésiduelle (MRL)
L e temps moyen de vie résiduelle d’ une v.a X de fonction de survieF , et de moyenne
finie r, est défini tel que:

TE(X-t/X >t),pour t <t*
m(t) = 0 \
i Snon

ou t* = sup{t F(t) > O}.
Notonsque s X est unev.apositive: m(0) =
St =¥ :m(t) = (§ F(xdx)/F(t) (15.1)

qu'on noteraaussi d. (t) . Aing :



C — dF(O) t\ 1

F(t) = a0 exp(- i) dx) (1.5.2)
e (t) = 2’9 (J;)l (15.3)
et d (1) = cpxp(- ¢J (u) du) dy (1.5.4)

t

Le MRL est intéressant dans le cas ou X est lavie résiduelle d’un élément et m(t) alors

exprime |’ espérance conditionnelle de la vie résiduelle de I’éément & I'instant t sachant

que cet élément est en vie jusgu’acet instant (i. e: t).

Propriétés de lafonction MRL m (1) :

(i) O£ m(t)<¥ Pourtoust? 0.
(iiym(0) > 0.

(iff) m est continue.

(iv) m(t) +t est croissante sur[0,¥ ) .

(V)sil existe t, tel que m(t,) =0,m(t) =0 pour toust >t,, sinon, quand un tel t,

N’ existe pas, alorsq idt =¥,
m(t)

Variance résiduelle et coefficient de variation résiduelle :

On définit la variance résiduelle telle que :
s Z(t)=Var (X -t/ X >t),
et le coefficient de variation résiduelle comme étant le rapport de I’ écart type résiduel et

I’ espérance de vie résiduelle :
9 (1) =s  (D)/d: (1) .

1.6) Classes de distributions :

Soit X une v.a positive de fonction de distribution F et de fonction de survie F .
-F est dite IFR resp. DFR (Increasing (Decreasing) Failure Rate) si



F(x) = FI(;[E:)X) est décroissant (croissant) ent, " t3 0,x3 0

ou en terme de taux de défaillancel ; ondit que Fest IFR (DFR) s et ssi, | (t) est

croissant (décroissant) en t .
-Unev.a X positive de fonction de survie F est dite NBU resp. NWU (New
Better than Used resp.New Worse than Used) neuf meilleur qu’ usagé resp. Neuf
pire qu’ usagé si

F(s+t)£()F(s)F(t) " st2 0.
-F est dite IFRA resp. DFRA (Increasing (Decreasing) Failure Rate in Average) s

L(t) =- ilog F(t) est non croissant (non décroissant) ent, " t3 0

-F est dite IMRL resp. DMRL (Increasing (Decreasing) Mean Residual Life) 5
m(t,) 3 (£) m(t,), "t,3t30
-F est dite NBUE resp. NWUE (New Better than Used in Expectation resp. New
Worse than Used in Expectation ) Si:

¥

OF () dxEE)mF(), "t30

t

¥

¥
m=E(X) = x f(x) dx= C‘F(x) dx : Durée de vie moyenne.
0 0

[11) Ordres stochastiques:

1.7) L’ ordre stochastique ususel :
Définition : soit X et Y deux v.atelles que:
P(X >u)£P(Y>u)" ul (- ¥,+¥) (17.2).

Alors X est dite stochastiquement inférieureaY qu'on note X £ Y.

ie Fy(u)£F,(u). (1.7.2)

Propriétés :

a S X £,Y etgunefonction croissante (décroissante), alors

9(X) £, (4)alY)

(1.7.3).



b) X, X,,....,X,, unensemble de v.aindépendanteset Y,,Y,,.....,Y,, un autre
ensemble de v.aindépendantes. Si x; £4 y, pour i =1,2,.....,malors pour

toute fonction croissantey :IR"® IR, ona:

Y (%% %) £ Y (Y2r Yo Yin) (1.7.4)
En particulier :g X £g g \ (1.7.5)
i=1 i=1

Ainsi, |’ ordre stochastique est conservé par le passage ala convolution.

C) Soit{Xj =12, } une séguence de v.aindépendantes et M une v.aentiére
positive indépendante des X; .
Soit { Y;,j =12... } une autre séquence de v.aindépendantes et N une v.a
entiere positive indépendante des vy, ,

S X, £,Y, i=12...ets M £, N dors:

M N
aX £gaY, (1.7.6)

1.8) L’ ordreen taux de défaillance : (£hr ou £FR)

Soit X et Y deux v.a positives avec des fonctions de distributions continues et de taux de
défaillancer et q resp tels que:

r(t)? qft) .t3o0. (1.8.1)
Alors X est diteinférieurea Y par rapport al’ ordre en taux de défaillance que I’ on

noteX £,, Y.

Ou vérifie que (1.8.1) serédlises et ssi :

28 décroit ent. (1.8.2)

0 F(u)G(v)® F(v)G(u) pour tout u£ v (1.8.3)

5 flu) g o)

0= ) £ o) (1.8.4)
Laformule (1.8.3) équivaente a:

F(£+S)£ GE+S) pour tout s* Oet tout t.
Ft) 6l




Onaauss:s X £, YSetss:

P(X-t>s/X>t)£P(Y-t>s/Y>t) pourtout s3 Oettoutt.  (1.8.5)
i.e:lesviesrésiduellesde X et de' Y sont comparables par rapport al’ ordre stochastique pour
tout t.

Ainsi, de maniére équivalente (1.8.5) peut étre réécrite telle que :

[X1X >t]£, [Y1Y >1] (1.8.6)

Théoréme: Soit (Xi,Yi) i =1....,m descouplesdev.atellesque:

X, £, Y. 1=22...m. S XY, i=12..,m, soient toutesIFR, aors:

axX £, ay (187)
i=1 i=1

La comparaison par rapport al’ ordre taux défaillance de sommes aléatoire est donnée par le
résultat suivant :

Théoreme: Soit{Xi,i :LZ,...,} une séquence positive de v.a indépendantes | FR.
Soit M et N deux v.aentieres positives tellesque M £,, N.

M N
Alors: § X, £, & X,.

i=1 i=1

1.9) L’ordredu rapport de vraisemblance: £

Définition : Soit X et Y deux v.ade densitésf et g telles que:

@ décroft sur I’ union des supportsde X et Y (1.9.1)

glt)
Ou de maniére équivalente :
f(u)g(v)?® f(v)g(u) Pour tout u £ v (1.9.2)

Alors, X est diteinférieureaY al’ordre du rapport de vraisemblance, noté X £ . Y .
1.10) L’ ordredispersif : (£disp OUf,)
Soit X et Y deux v.ade fonctions de distributions F et G, resp.
Soit F'et G™* lesfonctionsinverses appropriées ; telles que :

F*b)- F'@)£G*(b)- G*a) Pour 0<a <b <1 (1.10.1)

Alors X est diteinférieureaY en |’ ordre dispersif quel’on note:



X £4 Y (ou:X £5Y),

disp

S et seulement s :
G'@a)- F*a) estcroissante pour a1 (0). (1.10.2)

Enposanta = F(x), ceci revient adire:

G *(F(x))- x est croissante en x. (1.10.3)

ou bien, dedireque X £, Y s F*(u)- F*(v)£G*(u)- G *(v) pour tout 0<v<u<1 ol
F*(u)=Inf{x: F(x)® u}.

D’ autre part, en terme de taux de défaillance, I’ ordre dispersif est vé&ifié s et ssi :
| (G W) £1 ¢ (F*(u)) pour toutul (0,1).

1.11) L’ ordre en temps de vierésiduelle moyen :

Définition : soit X et Y deux v.ade fonctionsmrl m et | resp, telles que:

m(t) £1(t) pour tout t. (1.11.2)
Alors X est diteinférieureaY dansl’ordremrl quel’onnote X £, Y .
(1.11.1) est équivaente adire:
m décroit en t dans!’ensemble { t: ¢ G (u)du > 0} (1.11.2)
ou bien dedire:
G(t)d F(u)du£ F(t)d G(u)du pour toutt. (111.3)

1.12) L’ ordre en temps de vierésiduelle moyen inversé¢ (RMR) :
On dit que X est supérieureaY enordreRMR (X 3,z Y) S :

& F(u)du

27 décroit ent >0.

&, G(u)du



1.13) L’ordre en taux de défaillance inver sé& (£RH )

Alors X est dite supérieure &Y par rapport al’ ordre en taux de défaillance inversé que

'onnoteX 3, Y,s:

F (1)

——+décroitent3 0.
G(t)

Quelques résultats de la relation existante entre les ordres stochastiques :

XERYP XE£,YP XEY.

(1.11.4).
XE,YP XE, YD XE,,Y.

X3,,YP X3, YP X3, Yet X3, ,Yb X3, YP X3,V



Chapitre 2
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Mesure d'incertitude pour les classes de distributions

non paramétriques et ordre en entropie.

2.1. Introduction : Soit X une v.a positive ou nulle représentant |e temps de défaillance d’ un
composant de distribution F(t) = P(X £t) et de fonction de survieF (t) =1- F(t). On
suppose que F(0) =1.Soit f(t) = F(t) ladensité de défaillanceet | . (t) = f(t)/F(t) letaux

de défaillance du composant et sa fonction de durée de vie moyenne :

¥
OF (X) dx
de(t) =E(X-t/X >t):OFT , S t<¥ e 0, sinon.

Intuitivement, le meilleur composant est celui qui vit le plus longtemps. Donc, il S agirade
celui qui possede une vie résiduelle moins incertaine.

Dans ce qui suit, on introduira la notion d' entropie appliquée a lafiabilité et pour la quelle on
donnera des bornes et de nouvelles classes de distribution ainsi que leurs caractéristiques. On
établira des criteres pour |’ ordre en entropie et une application de cet ordre aux statistiques

d ordre des durées de vie résiduelles. On S'intéressera aussi a un test d’ une distribution de vie
résiduelle d’incertitude décroissante, et en fin, on verrala notion d entropie passée comme
dual de I’ entropie résiduelle. On donnera un nouvel ordre et une nouvelle classe de

distribution appropriés a ce dual.

2.2. Mesured'incertitude:

La mesure d’incertitude d’ une distribution F est I’ entropie différentielle donnée par :

¥

H(f) =- §fy (%) log f, (x) dx= - E(log f(X)) (2.2.1)

H (f) note la mesure d’incertitude shannonienne.
Intuitivement, I’ entropie mesure |’ espérance de I’ incertitude contenue dans f(t) d'unev.a X.
Ainsi, H (f) mesure la concentration des probabilités. Les distributions a faible entropie sont

plus concentrées, ainsi, elles sont plus informatives que les distributions a grande entropie.



En fiabilité, souvent on aune information sur |I’dge courant du composant en question. Dans
ces cas, on doit prendre en considération I’ &ge dans la mesure de I’ incertitude. Pour cette
raison, la mesure H(f) de (2.2.1) doit étre modifiée. EBRAHIMI (1992, 1996) propose une

réécriture sous laforme :

H(f,t)——oml og - dx

FO “F@O
= Ftt) Of (x) log f (x) dx+log F(t) (2.2.1)
= (t) £ (X)) f(x) dx

Si un composant vit jusqu’al’instant t, H(f,t) mesure I’ incertitude contenue dans la densité
conditionnelle de X-t sachant X >t sur la prédictabilité du temps résiduel du composant. ainsi,

H(f,t)mesure la concentration des probabilités conditionnelles.

¥
Si on prend le cas particulier quand t =0 : H(f,0) =- yfx (X) log f (x) dx=H(fy)est tout
0

simplement lamesure d'incertitude de SHANNON.

Remarques:
O H(f,t) peut étre négative et infinie.
O Lamesure d'incertitude est comparable alavariance de lavariable X ;ou la mesure
H(f,t) mesure la concentration des probabilités conditionnelles sur le support de la
distribution conditionnelle et la variance quant a elle, mesure la concentration du

support de ladistribution de X autour de la moyenne.

2.2.1. Propriétésdel’entropierésiduelle (unicité et bornes) :

Théoreme 2.2.1 (Ebrahimi, 1996) : Soit T une v.a continue positive ou nulle de fonction

densité de probabilité f et H(f,t)< ¥ ,t 3 0, alors H(f,t) détermine de maniére unique F .

Ainsi pour une valeur de H(f,t), il ne peut y avoir deux distributions de survie distinctes.

Le théoréme suivant donne une borne pour H(f,t) entermede d. (t).



Théoréme 2.2.2 (Ebrahimi, 1996) : Supposonsque d. (t)<¥ , alors:
H(ft)£1+logd,(t). (222

A partir de ce théoréme on peut déduire que H(f,t) est finie quand d (t) I est aussi.

Laborne 1+d_ (t) donne une borne supérieure utile de H(f,t) en terme de moyenne de vie
résiduelle d.. (t) . Par ailleurs, si on posséde plus d’information en terme de variance
résiduelle s Z (t) ou de maniére équivalente, en terme de coefficient de variation

résiduelleg. (t), on peut aors se donner une meilleure borne, telle que :
Théoreme 2.4.3: (Ebrahimi, Kirmani,1996)

Soit E(X?)<¥, dors:
H(f 1) £§qég§(t>+log{(2p>“2 (1/00) de (1) F(-05)}

ou g, estlasolution del’équation q?gZ (t) =1+y (-q)ouy (x) = xf (x)/F (x),
F(x)=1- F(X)etf et F ladensitéet lafonction de distribution, respectivement, d’ une

distribution Normale.

Remarque : Dans plusieurs cas cette borne est inférieure alaborne 1+d . (t) donnée
précédemment. Si par exemple, g 2 2p /e ,aors cette borne est inférieure a 1+d _ (t) et est

donc meilleure.

2.3. Digtributions a entropie résiduelle monotone (DURL , IURL) :

Dans cette partie, on introduit deux classes de distribution non paramétriques telles qu’ elles

sont proposées par EBRAHIMI (1996) basées sur la notion d’incertitude.

Définition 2.3.1: F est DURL (IURL) s H(f,t) est décroissante (croissante) ent, t 3 0.
Ou DURL : Decreasing Uncertainty of Residual Life



IURL : Increasing Uncertainty of Residual Life.

Intuitivement, si un composant posséde une fonction de survie qui appartient ala classe
DURL, aorslafonction densité de probabilité conditionnelle devient plus informative.

Remarque : lafonction exponentielle est la seule distribution qui est DURL et IURL alafois

oul - (t)=I,avecl paramétrede ladistribution.
Relation entre les classes basées sur I'incertitude et les classes de vieillissement :
Le théoréme suivant donne larelation entre les classes IFR et DURL.

Théoréme 2.3.1 (Ebrahimi,1996) : SiF est IFR (DFR) alors elle est aussi DURL (IURL).

Remarque :
Vv |l n'y apas de relation entre ces classes de distributions et laclasse IFRA | i.e

DURL n’implique pas IFRA
v/ Laréciproque de I'implication donnée dans le théoréme 2.3.1 est fausse, i.e DURL

n'implique pas IFR.

Le théoréme suivant donne larelation entre DMRL est DURL. C’est une extension du
théoréme (2.3.1).

Théoreme 2.3.2 (Ebrahimi, Kirmani,1996) :
(@ Si F est DMRL, alors F est DURL.
(b) S F estIURL, dors F est IMRL.

DURL <= DMRL IURLP IMRL

IFR P IFRAP NBUP NBUE DFR P DFRAP NWU P NWUE



Le contre exemple suivant montre que la réciproque de (a) est fausse.

Contre-exemple : On définie lafonction de survie suivante :

i1 S OEt£2
ﬁ(t)_{exp(z-t) S 2£t£3
T rexp(-1) S3E£LE4

fexp(7-2t) St24
dors|’entropie résiduelle est telle que :

i1- (log2)exp(-1) SO0£tE£2
H(f;t)=11- (log2)exp(t- 3) s 2£t£3
11- log2 st33

On aains H(f ;t )décroissanteent ; dorsque d. (2) =1+exp(- 1) et d- (3) =2>d. (2) .Aing,

d. (t) n'est pas décroissante ent et donc F n'est pas DMRL.

Application aux processus de renouvel lement :

On considére un processus de renouvellement {N (t),t3 O} avec une fonction de distribution

desinter arrivées F.
Ondéfini W, =Sy -t & Z, =Sy - Syy O S, =inf{t;N(t)* n}.

(& ladistribution limite de W; quand t® ¥ posséde une fonction de survie
F°(x) = ¢fF (t) dt/m ol m= ¢ (x) dx.
X 0

Letaux de défaillance correspondant & F° est | °(x) =1/d. (), on remarque alors que S

F est DMRL, F° est IFR ; aing elle est DMRL. A partir du théoréme 2.3.2, s F est
DMRL, F°est DURL.

(b) Block et al (1985, théoréme 2.5) donnent le résultat suivant :Soit F,(X) et F,(x) deux
fonctions de survie, de taux de défaillance | ,(x) et | ,(X) ,respectivement tels que
I ,(X)=r(x)|,(x) our(x) est croissanteet 0£r(x) £1. Si F, est DMRL alors F,

|'est auss.



Ladistribution limitede Z, quand t ® ¥ alafonction de survie
¥
Fro)=¢g f@dt/m et 1(X)=r(x)! (x),00r(x)=x/(x+d(x)). Quand F est

DMRL, r(x) est croissante et ainsi, F est DMRL. A partir du théoréme 2.1, s F est
DMRL, F" est DURL.

2.4) Bornes del’entropie résiduelle:
L e théoréme suivant donne une borne inférieure du taux de défaillance de la fonction de

survie F appartenant a ces classes de distribution.

Théoreme 2.4.1 (Ebrahimi,1996)
Soit F DURL (IURL), alors:
| - (t) £ () exp@- H(f,1)), t>0. (2.4.2)

Du faitque:H{(f,t) =1 ({)[H(f,t)- 1+log!| . (t)].
Remarque : En utilisant (1.4.2) et (1.5.3), s F est DURL (IURL), dors:

F(t)® (£)expl- gpxp(L- H(f,x))] dx.

de+1
de (1)
Dans le théoréme 2.4.1, on a égalité si F est une exponentielle.

Le corollaire suivant donne une borne supérieure pour H(f,t) avec f(0) connue :

(1) = £(3) expd- H(f,t)),t3 0.

Corollaire2.4.1: Soit F DURL (IURL), alors:
H(f,t)£@3)1- log f(0).

Théoréme 2.4.2 : (a) Soit F DURL, alorsH(f,t)£1+log I .
(b) Soit F IURL, alorsexp(H (f,0)- D £d_(t) .

¥
Avec m= C‘F(x) dx. (la moyenne de la distribution de défaillance)
0



2.5.. Conservation des la classes DURL (IURL) :
Ebrahimi et Asadi (2000) ont étudié la conservation de la classe DURL dansle cas d'un
systeme paralléle, des valeurs enregistrées (record values) et des comparai sons des statistiques

d ordres et des valeurs enregistrées sur la base de la mesure dynamique H(f;t).

2.5.1. Conservation de la classe DURL basée sur les statistiques d' ordre et les valeurs
enregistrées:

Tous les théoremes de ce paragraphe se basent sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1 :_Soit X et Y deux variables a éatoires positives absolument continues, de
densitéf et g, de taux de défaillance | . et | ., defonctions de survies F etG et d’ entropies
H(f;x) et H(g;x), respectivement. Soit g une fonction croissante positive telle que :

[s(X)=q(X) | (x),x30et 0£q(x) £1.Soit auss Li@rg@(x)/lf(x)<¥ .

S H(f;x) décroissante (i.e F DURL), alors H(g;X) I est aussi.

Remarque : Block et al (1985) ont montré que quand F et G sont deux fonctions de

distributions continues de taux de défaillances | - et | ; respectivement, alorssi F est

IFR(DFR),IFRA (DFRA), NBU (NWU) ou DMRL (IMRL), alors G I'est aussi.
a) Conservation dela classe DURL dansle casdes statistiquesd’ordre:

Soient X, X,,,L, X, lessatistiques d’ ordre d’ un ensemble de v.aiid de distribution F.
Alors X, ., représente ladurée de vie d'un (n-k+1) out of n system (i.e au moins (n-k+1)
composants en marche dans I’ ensemble des n composants). Soient F., f,.,,etl . notantla

fonction de distribution, la fonction densité et la fonction du taux de défaillance de

X respectivement. Alors, on a;

n!

fin :mF(X) TR (),

I:k:n (X) = é.

n
i=k

gng(x)‘ FOO™,

2



et

E«n(x) _ n! ) (F(X)/F(x)* |
Fo,(¥) (k- D!(n- k)! gg'%(F(x)/F(x))‘

i=0

l Fin (x) =

L e théoreme suivant montre que la classe DURL est conservée par |’ opération maximum.

Théoréme2.5.1: soient X,, X,,L, X, desv.aiid dedistribution F, de densité f, de taux de

défaillance | . et une incertitude résiduelle décroissante H(f;x).

S H(f,.,x) note'incertitude résiduelle de lan®™ statistique o’ ordre, alors H(f...,X) est

nn? nn?

auss décroissante.

Preuve:

Danscecas: q(x)=n n—l(;]('-X)/F(X))n-l |
& & =(FO/F ()

Ains, q(X) est croissante en x et appartient au domaine (0,1). Par ailleurs,
lim .y (X)/F () =0

Ainsi, les hypothéses du lemme 2.5.1 sont vérifiées, et H(f, . ,X) est décroissante.

nn?

Proposition : Laclasse IURL n’est pas conservée pour |’ opération maximum.

Contre-exemple:
On considére un systéme paralléle a deux composants, chacun suivant une exponentielle de
paramétre 1. Chague composant est IURL.
Le taux de défaillance du systéme est donné par :
1
2" -1
qui est strictement croissant. Aingi, le systéme n’est pas IURL mais DURL.

I, (X)=1- , Xx30,

De nombreuses comparaisons stochastiques ont été considérées dans la littérature

(Takahashi, 1988 et Nagaraja,1990) tellesque s F,,, est IFR(DFR),IFRA (DFRA), ou NBU

(NWU), aors laméme propriété est vérifiée pour des choix variés de k et n. Dans notre cas,



en appliguant le lemme2.5.1, on compare les statistiques d’ ordre au sens de la propriété
DURL.

Considérons deux ensembles de v.aiid de distribution F de tailles n; et np.soient

P etl Fom les taux de défaillance de X, ., €t X, ., respectivement.

Alors: | P =q(x) | P tel que:

Y1
c(k,,n,) ‘Slamo
ag.:t
i8] g

ot c(k,n) =nl/(n- k)!(k - )!et t =t(x)=F (x)/F (x) est croissante en x.

Nagaraja (1990) a montré que dans les cas suivantsq (X) est croissante en x et que son

domaineest (0,1) :

n =nn,=n+1k =kk, =k+1.

On adors le théoréme suivant :

Théoreme25.2: S X,,est DURL, alors X,,.,, X,.. & X, .. SONt DURL.

b) Conservation dela classe DURL dansle cas desvaleursenregistrées:

Soit { X,,i 3 1} un ensemble de v.a de fonction de distribution commune F continue avec

F(0)=0. Lav.a X, est appelée « plus grande valeur enregistrée » de cet ensemble s

X, >X,,"i=12,L,n- 1.par convention X; est une valeurs enregistrée. La série des
nombres dans laquelle on a les occurrences est donnée par {Ln ;n3 1} définie récursivement
par L =1L, = min{k tk>L o, X, > XLM}’”?' 2 .{Ln,n3 ]} est appelé la séquence des plus
grands temps enregistrés et {X L N3 ]} la séquence des valeurs enregistrées correspondants a

{X.,n31}.



Théoreme 2.5.3: Soit{ X,,n3 1} une séquence de v.aiid de fonction de distribution F et de
densitef, de taux de defaillance | ¢ et uneincertitude résiduelle décroissante H(f x). Si f,_
note la fonction densité de lan®™ plus grande valeur enregistrée alors H( f_ ), 'incertitude
résiduellede f, est décroissante.

Preuve:

Effectivement, on a:

P(X, >t)—F(t)a—[L ()] et f, (t)—f(t)[l'(():l-])nl ou L. (t)=-logF(t).

fL (1)
Ainsi, letaux de défaillancede X, estégd a: 1, (t)=— " =q()l . (1),
ing, le L estég L () P(X, >1) q! £ (t)

Ou q(t) = L (t:z]” Jen- 1)'

& [Le O

Puisque q(t) est croissante en t de domaine (0,1) et F est DURL, H( f,_,t) est decroissante.

D’ou le résultat de lemme 2.5.1.

Remar gue : Kochar(1990) a montré que pour une v.a de fonction de distribution continue F,

le rapport des taux de défaillance de X, et XLn ,

. @ k' Lo

IO 2
kok

[L 1"

est une fonction croissante en t et de domaine (0,1). En utilisant le lemme 2.5.1, on conclut
quequand X, est DURL, X I'estauss.

2.6. Caractérisation dela loi Pareto (GPD) basée sur I’incertitude résiduelle (Ebrahimi et
Asadi, 2000) :

Ladistribution GPD posséde une large application en fiabilité notamment dans I’ étude des
durées de vie des composants d’ un systéme. On s’ intéresse alors dans cette partie a quelques
propriétés de la GPD provenant du calcul de I’incertitude résiduelle.

- b Cﬁéﬂ

Soit alors une GPD de fonction de survie: F(x) = ¢ T ,x30oua>-letb>0. (2.6.1)
eax+bg




Théoréme 2.6.1 : Soit X une v.a positive absolument continue de fonction de survieF (x) , de
taux de défaillance | - et uneincertitude résiduelle H(f;x), ou f est ladensité de X .

Alors:
H(f;x)=c-log | - (x) (2.6.2

s et ss F est GPD de fonction de survie de laforme (2.6.1), ou ¢ est une constante réelle.

Geénéralement, on sait que lafonction de vie moyenne résiduelled - (t) ,d - (t) =E(X-t/ X>t)

n'est paségale a Il(t) . Le théoréme suivant donne une nouvelle caractéristique de la GPD
F

N 1
ou dg(t)= m .
Théoréme 2.6.2: Soit X une v.a positive absolument continue de fonction de survieF (x) , de
fonction de vie moyenne résiduelle d_ (t) et uneincertitude résiduelle H(f;x).
Alors:
H(f;x)= c + logd.. (t) (2.6.3)

En égalant les deux résultats (2.6.2) et (2.6.3), on trouve que: d. (t) = .

(1)
2.7. Test dela monotonie de I’ entropie résiduelle (DURL) :

Si letaux de défaillance d’ un @éément suit une distribution DURL, alors|’incertitude de sa
vierésiduelle X-t / X >t décroit, ainsi, savie résiduelle peut étre prédite avec plus de
précision.

Plusieurs travaux sont baseés sur I hypothése que la vie d’ un composant est décrite par une loi
exponentielle. Pour tester lamonotonie d’ une loi F, on préfére tester I exponentialité
(hypothése nulle) contre I’ aternative de monotonie (H;). Dans cette partie, on s’ intéresse au

test d’ hypothése d’ une exponentielle contre DURL, i.e:

H,:"F(x)=1- exp(-| x),x3 0,1 >0,

contre |’ alternative :

Hi : F est DURL ( et non pas exponentielle).

L’ alternative est basée sur I’incertitude au lieu de I’ age. Dans ce qui suit, on décrit le test
statistique proposé par Ebrahimi (1997), son comportement asymptotique ot on montre sa

normalité sous | hypothése nulle et enfin, sa consistance.



2.7.1. Statistique du test :
On sait que H; est vérifieesss H(f;x)- H(f;y)3 O, pour tout y3 x. Considérons la mesure

suivante :

¥¥

D(F) = H (f:x)- H(f;y)) f(y) f(X)dydx

- *225'09 ,Eg; - )(log f (Y (¥) f (x)dyclx

:;— ¥(‘jlog F (X) +2F (x))(log f (X)) f (x) dx. (2.7.0)

Sous I’ hypothése nulle D(F) =0 car H ne change pas; et les grandes valeurs de D(F) ou de

maniére équivalente les petites valeurs de :
g(F) = ; - D(F) = ¥(‘jlog F (X) +2F (x))(log f (X)) f (x) dx, (2.7.2)

favorise Hj.

L’ évaluation de I'intégrale (2.7.2) exige la connaissance compléte de F.
Puisgque la densité f(x) n’ est pas connue, on I’ estime aors par une fonction densité de
probabilité empirique. Une fonction densité de probabilité empirique adaptée al’ entropie est
celle proposée par Mack (1988) qui consiste en un histogramme basé sur une partition des
satistiques d’ ordres.
Soient ty,..., tn, N observations (n>2) de F et soient t(1),..., t(n) les statistiques d’ ordres
correspondantes. On subdivise I’intervalle de t(1) at(n) en k sousintervalles. On commence
par choisir k<ntel que 2“'<n<2*, et:

é(n-Diu

Ou a=1 et [.] indique la partie entiere

| +1i=1..Kk.

On définit une partition de [t(1),..., t(n)) en k sousintervalles, telle que :
li =[t(a1).t(a)), i=1,... k,



Diu
Oua=1+q | e(n
?‘l "8« H

Ainsi ladensité de probabilité empirique et sa fonction de distribution empirique sont définies

-+1 i=1..k

par :
i g , Xl 1,,1£i £k,

f,09=} (- Dt@)- t(a,) (2.7.3)
1o sinon,

et
'0 x<t(D,

_ l &.,- o x-t(a) T -

% na o 1@)-ta) @74

f1 x3 t(n),

respectivement.

On utilise alors (2.7.3) et (2.7.4) pour estimer g(F) par :

9c(F,) = 8'09 F.(X) +2F, (X)) (log f,(x)) f,,(X) dx

_13_11( g(( _M(k)»/x()

Mu (2.75)

i u

ot d; (k) =t(a) - t(a.,)

et

AM=(- 3 )loa(n- 8..)- (n- 8)loa(n- a) +[un- 3], +28 1 )-1,-1, Tog(n- 1.

k
On note que é A, (i)=0 et on admet que (0 log 0) = 0.

i=1
On utilise lastatistique::
k
3 (k)= 11 S .\ &n- 1)d; (k) 1)d (k)o (2.7.6)

i=1




ou les grandes valeurs de J, (k) favorisent H;. Ainsi, on rejette Ho en faveur de H; au niveau
designificationa ,s J (k)* C ,(a),ou C,  (a)estlepoint critique déterminé par le (1-a )

quantile de la distribution de la statistique J,, (k) sousHp .

2.7.2. Propriétés dela statistique J, (k) :
Lastatistique J,, (k) a été choisie car elle est facile a calculer et possede des propriétés

intéressantes données par les théoremes suivants (Ebrahimi, 1997) :
Théoreme 2.7.1: Soientty,..., t, nobservations de F et soienty; =at;ota> 0, i=1,...,n

aorslavaleur de J, (k) sous tj,..., t, est identique a savaleur sousys ,..., Yn.

Le théoréme suivant donne la moyenne et |la variance de la statistique J,, (k) sous I’ hypothése

nulle Hy .
Théoréme 2.7.2 : Sous Ho:

@ 5,0 =EQ,(k)= -1 & AG)B,(K+ 1 A A 8*”9, (2.7.7)

i=1 - i=1

ou

B.(,k)= & (G- log(n- 1)) O ¢ @ )= e

j=a, m—al(J )
m |

et C(1) est ladérivée de C(a ) évaluée au point a =1.

2
aelook

(b) a,(k)=Var(J,(k)) = i,k), (2.7.8)

ou

D,(,K) = 68 (GHY+264) - log(n- j)+log™™ ")’ O

2 l:l
- B (1,K)g,
Gi=a.; m-a11 1]

et CU(1) est la dérivée seconde de C(a ) évaluée au point a =1.

Soit C la classe des densités continues. Le théoréme suivant donne un résultat sur la

convergence de notre statistique :



Théoréme 2.7.3 : Soient ty,..., ty un échantillon aléatoire d’ une population de densité

f1 C et defonction de distribution F. Si k = o(n),i.e:lim,,, k/n=0. Alors

n® ¥

J,(K® J quand Nn® ¥ ,0u J:—¥(‘jlog F (xX) + 2F (x))(log f (x)) f (X) dx.

L e théoréme suivant donne la distribution asymptotique de J, (k) sous I hypothése nulle.

Théoreme 2.7.4 :_Sous I’ hypothése nulle quand n, k® ¥,E® 0:
n

3,(K)+*

[log(n- H]/(n- 1)
Ce dernier test fournit un test de monotonie de I’ incertitude (de laloi DURL) décrit au

suit une distribution Normal e standard.

chapitre 4.

2.8. Ordre stochastique basé sur la notion d'incertitude :

On introduit dans cette partie un ordre stochastique basé sur la notion d’incertitude
shannonienne. On discutera des relations existantes entre cet ordre et des ordres basés sur la
notion d’ &ge (Ebrahimi et Pellerey, 1995). On introduira ensuite, le concept du « meilleur
systeme » (Ebrahimi et Pellerey, 1995) dans le sens de la moindre incertitude de vie
résiduelle dans un ensembl e de tous les systémes considérés. Enfin, on appliqueral’ entropie
aux statistiques d’ ordres des durées de vie (Ebrahimi et al, 2004).

Soient X et Y deux v.a positives ou nulles ayant les fonctions de distributions F et G et les
fonctions de survieF etG . X et Y peuvent étre considérés comme les temps de défaillance de
deux éléments.

f et g sont les dérivées de F et G respectivement.| . et | ; sont les fonctions du taux de
défaillance de chacune des variables X et Y. Enfin, H(f,t) et H(g,t) mesurent I’ incertitude des

distributions des viesrésiduellesde X et Y.

2.8.1. Critéres de comparaison basés sur la notion d’incertitude :



Définition 2.4.1 : (Ebrahimi et Pellerey, 1995)
Xest dit moinsincertainqueYsi :
H(f,t) £ H(g.b),

_ u __
pour tout t3 O, et on écrit X£,, Y oudemaniére équivalente F £, (£) G

Interprétation : Soient H(f,t) et H(g,t) les quantités d’ incertitude de deux composants de
duréesdevie X et Y et defonctions de survie F et G respectivement. Si X£,, Y, ains s les

deux composants survivent jusqu’ al’instant t ; I’ espérance de I’ incertitude contenue dans la
densité conditionnelle de X-t sachant X>t sur la prédictabilité du temps de vie résiduel du
premier composant est inférieure al’ espérance de I’ incertitude contenue dans la densité
conditionnelle de Y -t sachant Y>t sur la prédictabilité du temps de vie résiduel du deuxiéme
composant.

Remarque : Soient X et Y deux v.aexponentielles de taux de défaillance | et | ,

respectivement. Si |, 3 |, alorsX£ Y.
On donne ci-dessous quel ques critéres de comparabilité au sensdel’ ordre£ || .

Critére 1_: on suppose que:

yrrso L ; 1
H"t30, IE(t)logIF(x) 0

logl 4 (X) pour tout x3 t.

(ii) | - (x)est une fonction décroissante au sens large de x,

alors: X£ , Y.

Critere 2_: Soit :

() I £ () /1 5(x) une fonction croissante au sens large de x,
(i) 1 £ (x) est unefonction décroissante au sens large de x,
(iii) XERY,

alors: XE,, Y.

Critere3_: Soit XE ;Y et soit | - (X)oul ;(x) une fonction décroissante au sens large de X.

Ains : XE ;Y.



Critere 4_: Soit Zi=ai1X+b; et Zy=a,Y+by, a1, a2>0 et by b2 0.
0] s:(a XE Y
(b)ai= ax etbi=h,
alors Z, £, Z,.

(i) S:@XELY

b)ar £ axethif by
(c) H(f,t) ou H(g,t) est décroissante au sens large,

alors Z, £, Z,.

2.8.2. Méllleur systeme:

Intuitivement, le meilleur systéme est celui qui vit plus longtemps et sa durée de vie
résiduelle est moins incertaine.

Sur ce on donne alors la définition suivante (Ebrahimi et Pellerey, 1995) :

Définition 2.8.2 : Considérons deux systemestels que le premier posséde une durée de vie
X et que le second possede une durée de vie Y.
Alors:
0] Le premier systéme est dit « tres fortement meilleur » que le second systeme si
XE,, Yet X3 Y.
(i) Le premier systéme est dit « fortement meilleur » que le second systémesi X£,, Y
et X3 Y.
(ili)  Lepremier systéme est dit « faiblement meilleur » que le second systéme si XE , Y
et X3 . Y.
(iv)  Lepremier systéme est dit « meilleur » que le second systéme st XE , Yet X3 . Y.
On alesimplications suivantes :
)b (i) P (iv)
)b (i) b (iii).

Théoréme 2.8.1: S X fortement meilleur queY, alors:

H(f,t)-H(g,t) décroissante au senslargeent.



Théoréme 2.8.2: On définit Z;= aX+ betZ,=aY+ b,a>0et b3 0.
S X est trés fortement meilleur [fortement meilleur, faiblement meilleur, meilleur] que,

alors Z; est tres fortement meilleur [fortement meilleur, faiblement meilleur, meilleur] que Z,

Ainsi, les comparaisons sont conservées lors des transformations affines.

Théoréme 2.8.3: Soient X et Y deux v.a de fonctions de survies F (x) et

GX= (]/m)i‘)f(y) dy ou m= i‘)f(x) dx < ¥ , respectivement. S :

(@I ¢ (t)d. (t) £1 tel que la fonction moyenne de vie résiduelle de X est une fonction convexe
décroissante.
1 1 ¥ . - ¥
— O (X) log F (x) dx- f () log f (x) dx] £logd, (t) , pour tout t3 O.
F(t) d(t), .

Alors X est fortement meilleur que Y.

(b)

2.9. Entropie des statistiques d ordre :

On suppose que X4,...,Xn sont les observationsiid d’une v.a X de fonction de répartition Fx
et de densité fx positive sur un intervalle et nulle ailleurs. Les statistiques d' ordre de cet
échantillon sont notées Z;<....<Z, dedistribution F,(2) = P(Z, £ 2),i=1,...,net de

C(n+])
G(n- i +1)Ei)
Ou C(k) = (k- D!

densité : f,(2) = [F, (2] - F (2] £, (2) (2.9.1)

Soit U= Fx(X) ou U suit une uniforme sur I'intervalle [0,1] et on note ses statistiques d’ ordres
Wi<....<W, i=1,...,n de distribution bétatelle que:

— 1 i1 n-i
gi(W)_iB(i,n—Hl)W @-w™', OE£wefl, (2.9.2)

Ot B(k, k) = Glk,)G(k,)/Glk, +k,).

L’entropie d’'unev.a X s écrit comme :



+¥

H(X)=- ofx (¥) log f, (X) dx=- E‘jog f (Fg*(u)) du.

Dans ce qui suit, on note : Wi=Fx(Z)), i=1,...,n

En appliquant laformule (2.9.2) & Zi=F;* (W), on obtient :

H(Z) =H,W) - E, [log fy (Fx'(W))] (29.3)

=H,(W)- ¢fi(2log fy (2)dz (2.9.4)
ou Hn(Wi) note I’ entropie de la distribution béta (2.9.2) s écrivant sous laforme:

H,W)=logB(@i,n-i+D- (i-Dj (i)-j (n+D]- (n-0)j (n-i+H-j (n+D] (2.9.5

dlog C(k)
dk

ouj (k)= est lafonction digamma,

avec:H (W))=H, W,)=1-logn- i

Théoreme 2.9.1 (Ebrahimi et al, 2004): S X et Y deux v.a positives ou nulles.
SY£,; X etXestDFR alors: YE£ , X

Corollaire 2.5.1 : Soit X une v.a positive ou nulle possédant une distribution DFR Z, £, X,

alors: Z £, X.

Comme application de ce corollaire, on peut considérer deux systémes, I’ un paralléle et
I’autre en série de composants a durées de vie X4,...,X, et soient Z;<....<Z, leurs statistiques
d ordre. S chaque statistique d’ordre Z;, i=1,...,n, est comparable au sens de |’ ordre
stochastique a X et que cette derniére est de distribution DFR, alors:

(@) Pour lecasd un systéme paraléle, ona: maxZ £, X ;i.eladuréedeviedu

i=1,...,n !
systéme paralléle est comparable en entropie ala durée de vie de chaque composant.
D’ une autre maniére, on peut dire que ladurée de vie du systéme est moins incertaine

que ladurée de vie de tous ses composants.



(b) On peut faire laméme conclusion pour un systéme en série ou on considére la durée

de vie du systéme représentée par - lin Z Ains, mnZzZ £, X.

=1,..., n i=1,...,n
Définition 2.9.1: La v.a X est comparable par rapport al’ordre de dispersion a Y, noté
XE4pY ,SEtss:

Fel(u)- Fh(v) £ FRM(u) - Ry H(v) pour tout O<v<u<l.

Théoreme 2.9.2 : Soient X et Y deux v.a et notons leurs statistiquesd’ordre Z; et V; |
i=1,...,n, respectivement.
S X£,,YalorsZ £,V

disp i

2.10. Autresrésultatssur I'ordreL U :
Ebrahimi et Pellerey (1995) ont montréquesi X £ Y etl . (X)oul 4(X) est

décroissanteen x alors X £, Y . Ebrahimi et Kirmani (1997) donnent ci-aprés que la
condition X £, ;Y peut seréduire alacondition X £, Y :

Théoréme2.10.1: Soit X £, Y et | . (X)oul 5(X) décroissanteen x, alors X £, Y.

On verra une application aux marches aéatoires dans le chapitre 4.

Application sur un systeme k-out- of n:

Pour des observations indépendantes, mais pas nécessairement identiquement distribuées

X, L, X, .Soit X, lak®™™ statistique d'ordre. Alors X, £ X 4.y pour tout k=1,...,n-

1. Ains, Xy, £y Xy S @ moins une des statistiques d’ordres X, ou X, soit DFR.

Théoreme 2.10.2: Soit X £, Y et soit | - (x) ou | ;(x) décroissante en x>0, alors
XELY.

Corrollaire2.10.1 : Soit g, (X),k =1,...,n, ladensité de W, =Y - Yy K=1,...n ou
Yo =0etYy £Yy £...£Y,, notent les statistiques d' ordres de n v.aiid de méme
distributionque Y. Si | ;(X) £1 pour tout x3 O(l est letaux de défaillance d’ une

exponentielle), alors:



H(g,;t) 2 log(e/(n- k+1)I )pour tout k=1,...,net t3 0.

2.11. Conservation del’ordre LU et des classes |lURL et DURL par transformation
monotone: (Ebrahimi et Kirmani, 1997)

Théoreme2.11.1: (d) S X est IURL, et f une fonction positive, croissante, convexe,
aors

f (x) estauss IURL.

(b) S X est DURL, et s f une fonction positive, croissante, concave, alors

f (x) est auss DURL.

Dans ces deux cas |’ entropie résiduelle de g(y) densité de Y =f (x) s écrit sous laforme:
H(g;t) =H(f;f *(t))+E[logf €X)/X >f *(t)].

Preuve:

H(g;t) =1- Ci‘ g(y)logl ¢ (y)dy

P(Y
_ 1 f(f l(Y)) e (f l(Y))O
=1-

P(X >f l(t))ci‘f ( (y) ggf 1Y) 3 v

@ (X0,
f(X)B

SRR

=H(f;f (1) +1- f (x)logf "(x) dx

1 ¥
P(X >F i)
=H(f:f () + Eflogf (0X >1 (0]

Exemple : Soit X de distribution exponentielle de taux de défaillance | et soit

Y =X"% a >0.AlorsY possede une distribution Weibull avec une fonction de
survieG (t) =exp(- | t*),t >0.Lafonction positive, croissante f (x)= x”*, x>0,a >0, est
convexe (concave) s 0<a <1(a >1). Aing, ladistribution Weibull est IURL (DURL) si
O<a <1(a >1).Notons que lapropriété DURL pour a >1peut étre déduite du théoreme

2.3.2mais on ne peut avoir I'lURL pour O<a <1.



L e théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour qu’ une fonction de X ait une
incertitude plus petite ou plus grande que celle de X elle-méme.

Théoreme 2.11.2: (@) S f une fonction positive, croissante sur [0,¥ ) avecf (x) 3 1pour
tout x3 0 et s Fest DURL dorsf (X)3 , X.
(b) S f unefonction positive, croissante sur [0,¥) avec f (0) =0etf (x) £1 pour tout

x3 0 ets FestIURL alorsf (X) £,, X.

Application :
Pour illustrer ce théoréme, on peut considérer X comme une v.a exponentielle de taux de

défaillance | et f () :Elog A+ /b)x),g>00<b <g.adorsY=f (x) possede la
g
fonction de survie G(t) =exp{— (b /g)exp{gt— ]}} Ains, a partir de lapartie (b) du

théoréme précédent f (X) £, X tel que H(g;t) £log(e/l ),ou g est lafonction densité

dey.
Théoréme 2.11.3: Soit Y unefonction dedeux v.aX et Z telleque Y=f (X,Z),ou X et Z

sont des v.a positives et indépendantes.

Supposons que f (x,2) 3 0,f (x,2) croissante en x pour tout z3 0, ﬂﬂf (%,2) ® 1,pour tout
X

X,z3 0.S Fest DURL dors X £, Y.
Application: S X est DURL alors X+Z3 |, X ets enplusZ31,aorsX.Z3 , X.

Finalement, on donne une condition suffisante pour la conservation del’ordre X £, Y

par transformation commune, croissante, convexede X et Y.

Théoréme2114:SIX £, Y, X £, Y ets f unefonction positive, croissante,

convexe; alorsf (X) £, f (Y).

2.12. Entropie passée:

Il est raisonnable de supposer que dans certaines situations, |’ incertitude n’ est pas
nécessairement en rapport avec le futur mais peut étre par contre en rapport avec le passé.

Considérons un @dément ou I’ état (fonctionnement ou panne) est observeé seulement a des



instants prédéfinis. Si al’instant t, le systéme est inspecté pour la premiére fois et est trouvé
en panne, alors|’incertitude est liée au passe ; i.e, al’instant de la panne entre O et t.

Aing, il est intéressant d’introduire la notion d’ incertitude passée, le dual del’ entropie
résiduelle, dans le sens ou elle se référe au passé et non pas au futur.

Soit X une v.adésignant la durée de vie d'un élément. Soit X/ X £t dedensitéf(x) / F(t),
O<x<t. L’entropie différentiellede X/ X £t," t >0, est appelée « entropie passée » a
I"instant t de X, et notée par :

L F(X) f (X)
H(t)=- % log——~= F@) dx (212.1)

H)T [-¥,+¥]
Supposons qu’ & un instant t, un composant a été trouvé en panne, alors H (t) mesure
I"incertitude de sa vie passée (Di Crescenzo et Longobardi, 2002). On peut dire aussi que

H (t) mesure I’ entropie du temps d’inactivité[t - X/ X £1].

Résultats sur I’ entropie passee :
2.12.1. Définition et interprétation : (Di Crescenzo et Longobardi, 2002)

A partir delaformule (2.12.1) on aauss I’ expression suivante de I’ entropie passée :

t

H(t) =log F(t) -

Ft ) tOf (x) logt (x) dx

ou t (t) = f(t) / F(t) est le taux de défaillance inversé de X. Cette fonction joue le réle du dual
del (t).En effet, lerdledet (t) dans|’analyse de |’ entropie passée est analogue a celui de

| (t) dans!|’analyse del’ entropie résiduelle.

Dans la proposition suivante on montre que I’ entropie au sens de SHANNON peut s écrire en

termes de H(t) et de H (t):

Proposition 2.12.1: " t >0,
H =H,[F@®),FOI+FOHO®+FOH®) (2.12.2)

ou:H,(pl- p)=- plogp- (1- p)log(d- p)est!'entropie d’ une distribution Bernoulli.



Interprétation :
L’ incertitude du temps de défaillance d’ un composant peut étre décomposée en trois partie :

(i) I'incertitude ou le composant est tombé en panne avant ou aprest. (ii) I’incertitude du
temps de défaillance dans (0, t) sachant que le composant est tombé en panne avant t. (iii)
I"incertitude du temps de défaillance dans (t,+¥) sachant que le composant est tombé en
panne aprést.

2.12.2. Bornes sur I’ entropie passée :

A partir de (2.12.1) I’ entropie d’ une v.a uniforme sur [0,t] est donnée par logt ; ou celle-ci est

la borne supérieure de H (t) ,telle que:
H (t) £logt, pour tout t >0 (2.12.3)

Cette borne correspond au principe du maximum d' entropie, ou la distribution uniforme
maximise |’ entropie sous la contrainte que le support de la densité soit concentré dans un

intervallefini.

Remarque 2.12.1 : Une conséquence directe de la borne (2.12.3) est que I’ entropie passée ne

peut étre constante pour tout t > 0.
De maniere similaire & (2.12.3), I’ entropie passee d'unev.a X distribuée sur (0, b) satisfait
I'inégalité :

Hy £Hygp (),
ou :
jlogt sO<t£Db

i _ (2.12.4)
ilogb s t>b

ﬁu (0,b) (t) =

est I entropie passée d’ une v.a uniformément distribuée sur (0, b).

Remarque 2.12.2 : Notons que log t n’ est pas une borne réduite de |’ entropie passée,

particuliérement pour t assez grand. Par exemple, si X suit une exponentielle de moyenne

| et

1- et 10

1/1 ,aors:H(t)=1+log (1- €'")-

Ona:lim,, H(t) =1, ol log t diverge quand t tend vers + ¥ .

Le méme cas est remarqué pour une loi de type Pareto.



Proposition 2.12.2 : Si t (t) est décroissante pour tout t > 0i.e, X est DRFR ( decreasing

reversed failure rate), alors H (t) est croissante pour tout t > 0.

Remarque 2.12.3: Si X est IFR et DRFR alors H (t) est croissante et H(t) est décroissante

pour t>0.

|l

1 HO =t O HEO- logt ()] (2.125)

Remarquant que::

On aadorsles bornes suivantes :
Proposition 2.12.3 : Si H (t) est croissante pour tout t>0, alors:
t(t) Eexpfl- HE®), et H(@E)£1- logt (t), t>0 (2.12.6)

Remarques2.12.4 :
(i) A partir de (2.12.3) et (2.12.6), on a:

H (t) est croissante pour t>0, si t (t) £ e/t.

(i) Lacondition t (t) £ e/t, t>0, N’ est pas nécessaire pour que I’ entropie passee soit
croissante. En effet, si par exemple: F(t) =tc, 0£t <1, c>0,0na:t (t) :% tel que le taux de

défaillance inversé soit décroissant pour tout t>0. Ainsi, la proposition 2.12.2 implique

queH (t) est croissante en t>0, méme quand t (t) > e/t , i.e, quand c>e.

(iii) pour tout t>0tel quet (t) 3 e/t laborne (2.12.6) est meilleur que la borne (2.12.3), car on
a: H(t)£1- logt (t) £logt,t >0.

2.12.3. Effet des transformations strictement monotones sur |’ entropie passée:

L’ entropie résiduelle d’ une transformation croissante Y d’une v.a X, pour tout t>0 est telle
que:

Hy (t) = Hy (F (1)) + Ellogf €X)/X > *(t)].

Ou Y=f (X)avec f strictement croissante, continue et différentiable.



La proposition 2.12.4 donne un résultat similaire pour |’ entropie passée dans le cas des

transformations monotones.

Proposition 2.12.4 : Soit Y=f (X), f strictement monotone, continue et différentiable alors

pour tout t>0,

)_in(f (1) + E[logf- f €X) }/ X >f (t)] sf est strictement décroissante,
=1

Hy(t) =] _
v( TH () + E[logf €X)/ X <f "*(t)] sf est strictement croissante

Sienplus, f est convexeet si Hx(t) est décroissante quandt>0ous H, (t) est croissante

quandt >0 aors H, (t) est croissante quand t > 0.

Remarques 2.12.5 : Quand Y=f (X) alaméme distribution que X, on peut utiliser la
proposition 2.12.4 pour obtenir des expressions pour H, et H, telles que:

0] Si X suit une loi detype Pareto avec F(t) = lt+,[1(0,+¥)(t)a alorsY=1/ X suit la

méme distribution que X, avec:

H, = HX(;L)+ Ellog{ X2}/ X >:]
—log—t +2[1- Jlog@+1)]
t+1 t

(i) Si X est unev.atelleque Y= b -X alaméme distribution que X, alorsla
proposition 2.12.4 entraine que: H, (t) =H, (b - t),0<t<b.

(iii) Soient f (X)=F(X)=Y, et f,(X)=F(X)=Y,.CommeY,etY,suivent
une uniforme sur (0,1), alors:

o CFH (R @) + Ellog{- £, (X) }/ X >F, ()] car F est décroissante,
=]

Hy o ( -
U FH, (F, (1) +Elog f, (X)/ X < F, *(t)] craF est croissante.

(iv) Onaauss lerésultat qui dérive de laproposition 2.12.4 :
H. (1) =H, (t/a)+log a, pour tout t>0 et a>0.

Remarque 2.12.6:

Lamoyenne du temps de défaillance conditionnée par une panne avant t est croissante.
En effet, s onpose: r(t) = E(X/ X £1),



T ) =t ©t - m)] 3
ﬂ”(t) =t (O)[t- m(t)] * 0.

Donc cette moyenne est toujours croissante alors que I’ entropie passée ne I’ est pas

nécessai rement.
2.12.4. Nouvel ordrebasé sur I'entropie passée (I'ordre PE) : (Nanda et Paul, 2006)

Nanda et Paul [21] définissent I’ ordre PE comme suit :
Définition 2.12.2 : Soit X et Y deux v.aexprimant les durées de vies de deux ééments. Alors
PE
X est dite supérieure &Y par rapport al’ordre PE (noté: X 3 Y) s :
H (X;t) £ H(Y;t) pour tout t3 O.

On dit aors que I’ espérance de I’ incertitude contenue dans la densité de X sachant X £t sur

la prédictabilité de I'instant de panne est inférieure acellede Y.

L e théoreme suivant donne un résultat sur la conservation de I’ ordre PE par transformation
croissante convexe.
Théoreme 2.12.1 : Soit X et Y deux v.apositive telles que :
PE
X3 Y etf unefonction croissante convexe avec f (0)=0 et sa dérivée premiére existe et est

continue, avecf (0) 3 1.

PE
Alors: f (X) 2 f(Y).
L’ exemple suivant montre que la condition de convexité n’est qu’ une condition suffisante.

Exemple 2.12.1 : Soit X de fonction de survie F (x) = exp(- 2x), x3 0 et Y defonction de

survie G(y) = exp(- x), x3 0. A partir de ladéfinition (2.12.2), on aX 5 Y.

Onposef (x) =1- exp(- X), qui est une fonction croissante concave avec f (0)=0et f (0) =1.
Pourti (0J) :

HE (X)) - HE(Y); 1)




R PE
Il est claire & partir de lafigure (2.12.1) que L(t) £ 0 pour tout tl (0,2). Alors: f (X)3 f (Y).

0.0}

-0.1}

-0.15¢

L(t)

Figure (2.12.1)

Le lemme suivant donne lavaleur de |’ entropie passée H (X;t) sous transformation linéaire

(la démonstration découle directement de la proposition (2.12.4)).

Lemme 2.12.1 : Soit X une v.a absolument continue. On défini Z= aX+b ot a>0 et b3 0 des
congtantes. Alors: pour t > b, H(Z;t) = W(X;ﬂ) +loga.
a

L e théoréme suivant montre que I’ ordre PE est conservé sous transformations linéaires

croissantes.

Théoréme 2.12.2 : Soit X et Y deux v.aabsolument continues. On défini Z, =a, X +b, et

Z,=a,X+b,,o0a,a,>0etb,b,3 0 sont des constantes.

PE PE _ _
Soit (i) X3 Y, (ii)a, ® a, etb 3 b,.Alors: Z, 3 Z,,s H(X;t) ou H(Y;t) est croissante

ent>b .

Preuve : Supposonsque H (X;t) est croissante en't.

t-b, . t-b,

Puisque £

,ona: ﬁ(x;ﬂ) £ ﬁ(x;ﬂ).
&

2 a'2

PE
Par ailleurs, X 3 Y implique que:



Ao Py erer P

2 2

2).

En combinant les deux résultats et en utilisant le lemme (2.12.1), on a:

IV £ o} S t-b
H(X; )+loga, £ H(Y;—*2) +loga, .
& 2

PE
Aing, Z, 3 Z, (cqfd).

PE
Corollaire2.12.1: Soit X et Y deux v.a absolument continuestelles que X 3 Y. on défini

PE o
X,=aX+betY, =aY+b,oua>0etb 3 0 sont des constantes. Alors: X, 3 Y,, s H(X;t)
ou H(Y;t) est croissante en t>b.

Ce corollaire est une conséguence directe du théoreme (2.12.2).

2.12.5. Nouvelle classe de distribution basée sur |’ entropie passée : (Nandaet Paul, [21])
Dans cette partie, on propose un nouveau type de classe de distributions basé sur I’ entropie
passee.

Définition 2.12.3 : Une v.aest dite « avoir une incertitude de vie croissante (IUL) »,

s H(X;t) est croissanteent3 0.

L’ exemple suivant montre que I’ entropie passee n’ est pas toujours monotone.
Exemple 2.12.2 : Soit X une v.a strictement positive de fonction de distribution :

tep® 110 it ogxel

I 2
F(X)=¥eXp§?2+X§, it 1£ X£2

i 29

.:.1, if x3 2.

i

Alors, quand 0<t<1: H(X;t)

t ..
L5100, =000
oF(t) &F(t) g
t ..
=2Int- 1‘_ g/t c‘é@_ iage-l/xdx
t ex X'g



On remarque que : H (X;0.02)=-57.824, H(X;0.0243)=34.1333 et H (X;0.03) =-6.09096.

Aing, dans ce cas H(X;t) n'est pas monotone.

Maintenant, on se donne un résultat direct de la proposition (2.12.2) :
Théoreme2.12.3: Si X est DRFR adors X est IUL.
L’ exemple suivant montre que la réciproque de ce théoréme est fausse :

Exemple 2.12.3 : Soit X une v.a strictement positive de fonction de distribution :

’L, 0£ x<1
2
X2 +2

,(1Ex<2

i
T
T
F(x) =
T
L X3 2.
|
i

Alors, on a: H(X;t)

in& 242 0£t£1

! 2,90 ¢2 2
1|I & 2; t2 L n3- 2t Int+£, 1£t£2
6 gt +2 tc+2 2

l|n3 f|n2+£ t3 2
i2 3 2

et ()

g, O£ x<1
X

2+21£x<2
IX

_|_ 0, X3 2.
{
Lafigure (2.12.2) montre queH (X;t) est croissante en t. par ailleurs, on peut montrer quet

N’ est pas monotone. Ainsi, X est IUL mais pas DRFR.



2 3 4
-2t
-4
-6
H(X;t)
Figure (2.12.2)

Comme on s est intéressé ala conservation des classes DURL et IURL par transformation de

X, le théoréme suivant donne les conditions sous lesquelles la classe IUL est conservée.

Théoreme 2.12.4 : Si X est IUL, aors pour n’importe quelle fonction croissante convexe f

avecf (0)=0; f (x) estauss IUL.

2.12.6. Systéme plus acceptable et entropie passée :(Nanda et Paul, [21])

Les résultats qu’ on donne dans cette partie sont paralléles & ceux proposés par Ebrahimi et
Pellerey (1995) concernant les meilleurs systémes.
Un systéme plus acceptable est un systéme qui vit plus longtemps que les autres et posséde

moins d’incertitude sur sa durée de vie.

Définition 2.12.4 : Soit X et Y les durées de vie de deux systémes. Alors le premier systéme

est plus acceptable que le second par rapport al’ ordre:

PE LR
(8) PE-LRSI X3 YetX3 Y ;

PE RH
(b) PE-RHS X3 YetX3 Y;

RMR

PE
(c) PEERMRS X3 YetX 3 Y ;



. PE ST
(d) PE-STSI X3 YetX3Y.

Remarques: i) Il est clairque (@b (b) P (c)et (@b (b) b (d).

i) Ces comparaisons sont conservees lors des transformations affines.



Chapitre 3

Appl i cation



Introduction

Pour illustrer lathéorie de comparabilité en entropie, on suggére de donner une premiére
application sur laméthode du maximum d’ entropie (MDE), ainsi que sur les deux premiers
critéres de I’ ordre stochastique LU. Ensuite, on teste la monotonie de I incertitude. Enfin, on

propose des bornes pour la probabilité de ruine, dans les classes DURL et IURL.

3.1. Ordreen entropie dynamique:
Introduction :

Une des approches pour approximer une distribution est la méthode du maximum
d entropie. Toute distribution peut étre approximée par une densité qui maximise |’ entropie
sous des contraintes ne dépendant pas du tempst. Dans |e cas ou ces contraintes dépendent du
tempsi.e qu’ elles sont dynamiques (ce qui est un cas fréquent en fiabilité), la distribution qui
maximise |” entropie de Shannon sera le maximum dynamique entropique (MDE).
Dans ce qui suit, on donne un résultat définissant I’ ordre entropique dynamique et sarelation
avec |’ ordre stochastique, et quelques applications directes telles que : I’ ordre des
distributions de la durée de vie des systémes paralléle et en série avec leurs composants, les
valeurs enregistrées (record values).Ensuite, on construit des contraintes dynamiques pour
quelques distributions paramétriques en termes des taux de défaillances et lafonction de vie
moyenne résiduelle. En particulier, on identifie des classes de distributions comme MDE
résultant d’ un mélange de deux exponentielles et |le mélange de deux Pareto.
Dans ce chapitre, le modéle MDE est une distribution de fonction densité f* (.) monotone

dans I’ensemble des distributions W =[ f (.)] telle que::
H(f,t)EH(f*,t) pourtoutt? O.

3.1.1. Ordreen entropiedynamique:

Théoreme: Soit X et Y deux v.a positives continues de fonctions de distributions F et G,

de fonctions densités f et g et des taux de défaillances | - et | ; respectivement.
On suppose que | ¢ (t) £1 ; (t) pour tout t3 0. Alors:

a) H(f,t)3 H(g,t)s f(x) est décroissante pour tout x3 O.

b) H(f,t) £ H(g,t) s g(x) est croissante pour tout Xx,0£ X£ b .



Dans le chapitre suivant, on donnera quelques applications de I’ ordre MDE, ainsi que des

distributions aincertitude maximum sous des contraintes sur le taux de défaillance.

3.2. Relation entre classes a entropie monotone et théorie derisque :
Introduction :

L’ une des préoccupations des assureurs est de déterminer le capital a mettre en réserve
pour éviter laruine. Cet intérét nous amene en actuariat & donner une estimation probabiliste
de la probabilité de ruine. L’ estimation est comprise au sens de la majoration et minoration de
cette probabilité.

Plusieurs recherche ont été faites pour I’ obtention de bornes de classes de distribution basées
aur lanotion d' age IFR (DFR),NBU (NWU),... (voir mémoire Frahi, 2006)

Dans notre cas, on s’ intéresse aux classes de distributions basées sur la notion d’incertitude
proposeées par Ebrahimi (1996) telles que les distributions IURL et DURL.

Des résultats donnés par J.Cai et J.Garrido (1999) concernant des bornes pour des
distributions IMRL (DMRL) DFR (IFR) peuvent étre appliqués pour les distributions [lURL et

DURL du fait que les unes sont sous classes des autres.

Dans se qui suit, on donnera les définitions pour la somme géométrique ainsi que la
demande de remboursement comme étant un processus de renouvellement et la probabilité de
ruine associée. En fin, on donnera les bornes pour cette probabilité suivant les propriétés des

classes citées plus haut.

3.2.1. Sommes geométriques et théorie derisque:
En assurance les montant des sinistres peuvent étre représentés par une somme de v.a telle
que:

Sy =X+ X, +L+X,.

ou N est une v.a de comptage des sinistres.

Les X, (lei®™ sinistre) sont desv.aiid de distribution F, indépendantes de lav.a N, suit une
distribution géométrique :
p(N=n)=@-f)f" n300<f <L



Dans ce qui suit, le probléme consiste a trouver une estimation par borne de lafonction

distribution: W (x) = P(& X, > x).

qui est laqueue de distribution composée de somme géomeétrique de v.a avec

W (x) =1- W(X) ouW(x) = P(& X, £ X).

Ladistribution de S, est déterminée a1’ aide de cellesdes X; et N, comme suit :

P(Sy £X)=P(X;+ X, +L+ X £ Xx).
¥

=4 P(X,+ X, +L+ X, £x/N=n)P(N =n)

n=0

¥

= é P(X,+X,+L+ X, £Xx) P(N=n). Car il y aindépendance entre X, etN .

= é¥_ P(N =n) F"(x).

Ou F™(x) est lan®™ convolution de la fonction de répartition F(x)..

3.2.2. Marche aléatoire :

Lamarche aléatoire M.A est un modéle de probabilité classique qui possede des applications
en biologie, file d attente, assurance , finances,etc.

Imaginons une particule se déplacant le long d’ une droite réelle. Si au temps n, elle occupe

une position s ,, saposition au temps n+1ests ., =S , +X,,;, OUX, est e niéme pas de cette

marche aléatoire.

Définition 1 :

Soit donnée une séquence dev.a, i.i.d (x, ).,, avaleursdans R. Laséquence :

317
15,=0
} n3l

1 -
ISn _X1+X2+L+Xn

est appel ée processus de marche a éatoire.

Supposons, que les X; prennent des valeurs positives et/ou négatives avec des probabilités

positives. Les caractéres importants de ce processus sont :



Lapremiére périodeou s, est strictement positive :
L=inf{k:s, >0,k3 1. (3.2.1)
La variable associée a cette période est :
X =s, (3.2.2)
Le maximum total de cette marche est :

M=sup s,

OEKEY¥ (323)
Lafigure (3.1) illustre cette situation.
s, M
S
L1 LN n
X1 + X, yd
X, X FX, +Xg
Lafigure(3.1)
Onpose:x; X, +X, X; +X, +X,
f=P(L=¥)>0 (3.2.4)

Soits , =0,M 2 Opour T, =0(voir figure3.2), ona:

T, =inf{k:s, >s, k>T},n31

e X =XppytL+Xg =S4 -Sq,n%1

Lafigure(3.2)

Evidemment, les (Tn - Tn_l,)zn),n?' 1. , sont des couplesdev.ai.i.detl’'ona

(L,)Z)»d (Tn - Tn_l,in),n3 1



Par suite, P(T,,, =¥ /T, <¥) est égale alaprobabilité f définie dans (3.2.4). En
posant N = min{n:Tn =¥,n3 ]} il S'en suit que P(N = k)=f (1— f )k'l.
Le maximum total peut S écrire:
M=f, =X, +X,+L+X_, (3.2.5)

avec M =0pour n=1.

Soit maintenant, la fonction de distribution conditionnelle des variables X;,i 3 1, :

F(x)= P(X £ x/L <¥) (32.6)
Cette fonction de distribution ne dépend pas évidement den .
Commeona:
M», X, +L+X, ;. (3.2.7)
donc:
P(M £ x)= gf (- f)'P(X, +L+ X, , £X). (3.2.8)

=
11

1
Par conséquent, la marche aléatoire M est une distribution qui peut étre exprimee en terme

d' une somme géométrique des variables aléatoires X .

3.2.3. Modélederisque:
On définit les paramétres du modéle de risqueU (t) , telle que:
le capital initial positif U gppelé auss réserve de risqueinitial.
les occurrences {Xk k3 J} représentant lataille des sinistresiid positives,
correspondant aux montants de remboursement, formant un processus de
renouvellement de la distribution F.
ou E(X,)=metvar(X,)=d?.
le nombre de ces occurrences suit un processus de comptage
{N(t),t3 o} d'intensitél >0.
les cotisations des assurés sont capitaliseées linéairement au cours du temps a un taux

constantc > 0, appelé prime encaissée sur I’ intervalle[O,t].



A& it

Ruine

: : : - teraps
o Ty Tz Ts Ta L,/

Lafigure(3.3)
On définit le processus de risque tel que:
U()=u+ct- S(t). t2 0.

Ou u 3 0 note le capitd initial de lacompagnie d’ assurance et ¢ >0 est letaux de prime,

No(t)
et St)=a X, .

i=1

Définition (probabilité deruine) :
On définit la probabilité de ruiney (u) telle que:
y (u) = p($t >0:U(t)<0).
D’ aprés ladéfinition du processus de risque, la ruine ne peut avoir lieu qu’ aux instantsT, .
Ainsi, pour u® 0 :
y (u)=P( u+ct- S(t) <0, pour uncertain t >0 )

= P(u+cT, - (T,) <0, pour uncertain n3 1)

= Pga+é_ (cy, - X,) <0, pouruncertain n?3 19
e k=1 a9
x ¢ o]

= Pesup é. (X - ¢y, ) >u=
e [}

k=1

Aing, y (u) <lest éguivalent alacondition :

1-y (u) = Pgewpé_ (X, -cY,)E u9> 0O, u3®o0 (3.2.9)
e [

k=1



D’ aprés (3.2.9), il s'ensuit que la détermination de la probabilité de non ruine 1-y (u) est

réduite al’ étude de la fonction distribution du max de la marche aléatoireR,, ou :

n31:Rn:é_Zk avec R, =0.
k=1

etZ, =X, -coy,k31L

Notonsque: E(Z)=u- |£ <0 n’est que la condition du « profit net ».

Ainsi la probabilité de non ruine peut se réécrire telle que:

1- y (U) = p(Smel Rn £ U)

3.2.4. Probabilité deruine et les classes de distributions DURL et IURL :
Le corollaire suivant donne une borne de la probabilité de ruine si la distribution des sinistres
est IURL.

IURLP IMRL

DFR b DFRAP NWU P NWUE
Corollaire 1 : (corollaire 5.3 et 5.4 de Cai, Garrido 1999).

Soit f est une constante, 0 <f <1, tels que ladistribution de probabilité
{Pn,n 8 O} et N satisfont :
a,3fa, n=012L

¥
ola,=P(N>n)= § R e P,=P(N=0).

k=n+1

Soit B une distribution de vie (i.e une fonction de distribution d’ une v.a positive)
NBU satisfaisant I’ équation suivante :

¥

NP - 1

dBl" dry) =

0
Soit Q, une fonction croissante (resp. croissante convexe) satisfaisant :

Q.(v)* sup[B(x- MB(y+h)]”

O£h£Xx

Sous ces conditions :



Si Fest DFR (resp. IMRL), alors:

y (95 P2 ld Quy- naF(] Fro.xs o

Quant au corollaire suivant, il donne une borne de la probabilité de ruine si ladistribution des
snistres est DURL du fait quele DMRL et le IFR impliquent le DURL.

DURL<:| DMRL
Y BV N

IFR b IFRAP NBUP NBUE

Corollaire 2 : (corollaire 5.1, 5.2 : Cai, Garrido 1999)

Soit f une constante, 0 <f <1, telle que la distribution de probabilité P,,n3 0 et
N satisfont :
a,£Ef a,n=012L ,

ot a, =P{N >n}= gpk e P, =P[N=0].

Supposant une distribution B NWU satisfaisant I’ équation suivante :
1

dB " dF(y) =

Soit Q, une fonction croissante (croissante convexe) satisfaisant, pour tout y 3 O :

Q.(y) £inf [B(x- y)B(x+y)] ",
OEhEX

Sous ces conditions :

s FestIFR (ou DMRL), dors:

y (£ [F Quly- MR Fxe 0



Remarque : Pour le choix deQ, , on ale résultat suivant donné par Cai, Garido (1999), tel

que:
s B est NWU dors:

[Bix+y)] ' gint [B(x- h)B(y+h)|*
0E£hE X

et s B est NBU dors:

[Bx+y)* 2 sup [Bx- hB(y+h)*
OEhE X

Ainsi, on chois Q, (y) = [§(x+ y)]'lselon B est NWU ou NBU.



Chapitre 4

Application et illustrations



I ntroduction
On propose trois applications illustrant le résultat du MDE sur les statistiques
d ordre, les valeurs enregistrées et |es contraintes sous le taux de défaillance pour
I’ obtention des densités maximisant I’ entropie résiduelle dans la classe des distributions
monotones.
Applicationsl.a:
Soient X1,X2,..., X, les durées de vie de n composantsiiid, de densité commune f, de
fonction de distribution F et une fonction de survieF .
a) laduréedevied un systéme en série & n composants est déterminée par Y= min
(X1,X2,..., Xp). Soit g la densité et G la distribution de probabilité de Y.
aors, | ;(t) =nl o (t) 2 | - (). Ains, s ladensité f est décroissante,
alorsH(f,t)3 H(g,t).S ladensité g est croissantealors: H(f,t) £ H(g,t).
Aingi, dans le premier cas, ondit que Y £, , X et dansle second c'est I'inversei.e
XE,Y.
b) ladurée devie d' un systéme paralléle an composants est déterminée par Z=
max(X1,Xz,..., Xp). Si on note par g et G ladensité et ladistribution de Z

respectivement. On aalors:

| o(® =a®)! (t),00:

q(x) =n (FOIFON™ o)

é?&ﬂmwuw
i=0 9

Danscecas, | ;(t) £1 - (t). Ains, s f(.) est une fonction croissante, dors:

H(f,t)2 H(g,t)etondiraqueZ£ , X.

Si g(.) est une fonction décroissante, alors H(f,t) £ H(g,t) etondiraque X£, Z.
Application 1.b : (record values)

Soit { X,,,n3 1} une séquence de v.aiid defonction de distribution F et de fonction de
densité f et de taux de défaillancel - . Soient g et G respectivement la densité et lafonction de
distribution de lan®™ plus grande valeur enregistrée V. Alors on sait que :

PV >¥) = F (VA o [L - ()"



et

_ [LeWI™ . — 1 E
g(V)—f(V)W,ou L.(v)=-logF(v).

A partir de ces deux équations, on obtient lafonction taux de défaillance de V, telle que:
[ o) =q)! - (t),avec:

n-1 _ |
(L] (-1t

a L Leor

q(t)

Aingi, | ;(t) £1 - (t) . Alors, s f(.) est une fonction croissante, H(f,t)® H(g,t) i.,eVE , X.
S g est décroissantealors H(f,t) EH(g,t),dou: X£E , V.

Application 1.c: (comparaison entre les distributions paramétriques)

Les distributions sont classées dans le sens ou le tableau 1 donne des contraintes sous forme

d'inégalités différentielles des taux de défaillance ou le second membre est constant, ou bien

le produit d’ une constante par| . (t), c'est le cas ou le modele MDE coincide avec le ME.

Le second tableau donne des contraintes ou les inégalités différentielles sont en fonction det.
' est le cas MDE et non pas ME.
Les résultats des deux tableaux nous permettent de conclure que pour n’importe qu’elle

fonction densité monotone fI W, obéissant aux contraintes associées a la distribution :

H(f,t) EH(f*,t) pourtoutt3 Oi.eX£ ,Y ,ouX estdedensitéef etY dedensitéf*.
Résultat : X3 ¢ Yy, P monotone (I - (1) £1 . (1))

H(f,t)EH(f*,t) pourtoutts® O, MDE.

Alors XE Y.

Le tableau 3 donne le MDE dans |e cas de deux distribution & domaine réduits (pour avoir f*
monotone).

Dans le cas par exemple ot W, et W, sont deux variables aléatoires indépendantes telles que
W, est de distribution exponentielle et W, de distribution d’ une valeur extréme tronquée ;

dorslafonction de survie de min (W, W,) est F * (t) telle que:
f*(t)=(b,e +b,)e Y b >0b,3 05

Dans ce méme tableau sont donnés deux cas de mélange, mélange de deux exponentielles et

un mélange de deux paretos.



Tableaul: distributions maximums dynamiques entropie

Densités MDE et supports contraintes pour I’ ensemble max

Uniforme, [o, b]
ﬁm:;
Exponential, [0,¥)
f*(xX) =be ™,x3 0,b >0
Extreme value, [0,¥)
#(x)= (a +b)e @ ®2) y3s 00<b £a?

Extreme value, [O, ¥ )

2 .
f* (X):ae(b/a)x exp aaF(l_ e(b/a)X)%O<b £a?2

2

Generalized Pareto, [0,¥ )

H@);Qia X) 2 3 b >0

Pareto (type 1), [0,¥)

f*(x)=ab?*(b +x)**,a,b >0

Beta,[01] f ()= b(- x)* b >0

I'e (0)=b

e (0,
m El £ (t) pour b £1
| .

iy 8 El pourb 31

i
¥
i
i
]
i
i

aucune




Tableau 2: distribution maximum dynamique entropie

Densités MDE et supports

contraintes pour I’ ensemble max

Weibull, [0,¥)

f*(x) = ka (x+x,)* )" x >00<a <1

Half —Cauchy, [0,¥)

2

BRAYre)

Beta,[0,1)
f*(x)=ax**',a >0

Half-logistic, [0,¥)

b(a +1)e™

f*(x)= @+e™)?

a,b>0

Half-normal, [0,¥)

f*u):JzeGMf
p

Gamma,[0,¥)

k

Y

(X+x,)* e 0" x, >0,0<a <1

i I

r (0)=I,

1

L

|

f

i

AN

‘F(t)3 a-1
F(D) X+t

F(O):g
p

ile®, (1- 2tarctant™)l ¢ (1)

Ie (1)

(0 =0

A I ()

Ta+r ()

I
t

G
a+re ()

Fora £1,r - (t) =tl - (t)
£t a +r (1)

Fora 3 1,r - (t) =tl .

:'F(t)s b-1.(t)30

-1

e F*(t)+xo

a-1
+1




Tableau3: distribution maximum dynamique entropie & deux composantes

Densités MDE et supports

constraintes pour pour I’ ensemble max

Minimum of exponential and extreme value, [O,¥)

f*(x)=(b, e +b,)e > Y b >0,b,3 05

Minimum of exponential and Pareto, [O,¥)

f*(x) =[b, + b, (x+D](x+2) = b,,b, >0

Mixture of exponentials, [0,¥ )

f*(x)=ab,e ™ +(1- a)b,e *>,0<a <1,b,>b, >0

Mixture of Paretos,[0,¥)

f*(x)=ab,e ™ +(1- a)b,x " 0<a <1,b,>b,>0

il £(0)=b,+b,

Hew,, b,
e (1) I (1)
| £(0)=b, +b,

ir.(, b, b

|
|
} P2
i Te b, byl ()
?

re®=tc@©

11 - (0)=ab, +(1- a)b,
!b2£IFa)£bl
RO
i1e@-b, 70"

_i_l F (1) :abl + (1' a)bz
'b,Er () Eb,

JulrF(t)=t|F(t)
i ‘
'|'&3 re(t)- b,

TrF(t)_ bz




On donne ci-dessous quel ques démonstrations des distributions MDE données dans les trois
tableaux précédents:

Proposition 4.1: Laloi Pareto est le MDE pour les contraintes suivantes :
3 1. (0=,

I, b
) | (1) b+1I )

avec | ,=(b+D)/a pour a,b>0.

Preuve: A partir de (b) on a

I ‘F (t) 3 _ b
| % (t) b+1
En intégrant les deux membres de I'inégalité, utilisant la condition initiale (a), on a:
b
[ -(t)3 =1 . (t
(0 =10

Par ailleurs, la densité est décroissante. Ainsi, a partir du théoreme (3.1), on a:
H(f;t)£ H(f;t).

Proposition 4.2 : Ladistribution half-logistic est le MDE dans |e support [O,¥ [, pour les

contraintes suivantes :

a1 :(0)=l,

I‘F(t)3 _ 3
b)m b-1.(t)30

avec: | ,=b/1+a) pour a,b>0.

Preuve:

O 4,
JEGICRNO)

En multipliant les deux membre de I'inégalité par b et en décomposant la fraction, on

A partir de (b) on &

obtient :



ble®  _ 180 L 14O, ,
@ ®-10) b-1:0 1.0

En intégrant les deux membres de I’inégalité, utilisant la condition initiadle (a), on a:

b ebt
a +ebt

| (t)3 =1 _.(t),

ou:a =b/l,-13 0 etladensité est une fonction décroissante. Ainsi, a partir du théoreme
(3.1),ona:
H(f;t) £ H(f;t).

Proposition 4.3 : Le mélange de deux exponentielles est le MDE dans le support [0,¥ [, pour
les contraintes :

a) | -(0)=ab,+(1-a)b,

b) b, £l -(t)EDb,

IF(t) 3 _
C)m I (t)- b,

Preuve : ladémonstration est similaire a celle de la proposition (4.2).

En multipliant les deux membres de I"'inégalité (c) par b, - b, et en décomposant la fraction,

on obtient :

L (IR (ORI
bl'IF(t) IF(t)'bz ' °

En intégrant les deux membres de I'inégalité, utilisant la condition initiale (a), on a:

ab ™'+ (1+a)b.e P!
WOE A+a)bf ™ | (.

ae™ +(l+a)e’!

Ladensité est une fonction décroissante. Ainsi, a partir du théoreme (3.1), on a:

H(f:t) £ H(f"t).

Application 2 : Fiabilité des systemes:



Dans cette partie, on donne des conditions sous les quelles deux systémes différents peuvent
étre comparables dans le sens d’ incertitude et non dans le sens habituel i.e de vieillissement
(A. Aissani et al, 2006).

a) Systémesen séries:

Le systéme en série fonctionne quand tous ses éléments fonctionnent et
tombe en panne dés que le premier élément tombe en panne.

Supposons que le i®™ éément posséde une durée devie X, ,i=1.2,...,n.
Alorsladurée devie du systeme est Z tel que Z = min(X,,..., X))
Aingi, s les éléments sont statistiquement indépendants, alorslafiabilité du
systéme est telle que :

FO=pF®.
Ou F (t) est lafonction de suivre du i*™ composant, et F, est celle du
systéme.
On se donne deux systemes S,k =1,2. indépendants ayant laméme

structure avec des composants en séries, la durée de vie de chaque

composantsest X, et leurstaux de défaillances respectifs sont
19 i=1L,n.

On note Z, ladurée deviedu systeme S ,i =1,2.

On considére les hypothéses suivantes :

(i) si tous les composants du 1% systéme sont DFR.

logQ 1700 &3 al®Madxg

(i) s pourtout t3 0:— =2 ———3 expé—"1——Upour tout
logq 1 P(0 &5 al?dxy
= & o e
x3t....(%)

alorsladurée de vie Z;, du 1¥systéme est moins incertaine que la durée de
viedu 2systéme Z,i.e Z, £,, Z,.

Preuve : Puisgue les systémes sont en séries, il S'en suit que:



Z, =min(X,,, X, L, X, k=12,
et du fait que F%(x) = exp(— (ol i“"(x)dx) i=12,L,n
alors|’'inégalité (*) satisfait le 1%critére de I’ordre£ |, .

Supposons maintenant que les composant sont tous DFR et que le rapport

A19(x)
= 2
412 ?

'ﬂ‘

;
est croissant en X.

Alorsladurée devie Z, du 1% systéme a moins d’ incertitude que la durée de
vie Z,du 2™ systémeie Z, £, Z,.

Preuve: Du fait que tous |es éléments sont comparables a1’ ordre £ et que cet
ordre est conservé par passage aux minimums, alorsZ, £, Z,.

En suite, ladurée de vie du 1% systéme est DFR, puisque cette classe de
distribution est stable sous |’ opération minimums. Ainsi le critére (2) est vérifié.

b) Systémeredondant ( cold-redondant) :

Supposons que I’ on ait un élément opérationnel a (n-1) ééments de remplacement
(stand-by).Quand cet éément tombe en panne un des (n-1) éléments le remplace
immeédiatement. L e systéme tombe en panne quand tous ces é éments tombent en

panne. Notons que les ééments en stock ne tombent pas en panne.

Pour k=1,2, considérons un systeme S; constitué de deux élémentsE™ et E{.
A I'ingtant t=0, EX fonctionne jusqu’aun temps X {¥, au que! instant la réparation
deEX , durant un tempsY,* , ot E{¥ commence son fonctionnement et ce, durant un

temps X jusgu’asapanne.

S XM £YM | lesystéme s arréte al’ instant X {0+ X* | oli laréparation de E{Y
commence.

On note par | (S)(x) lafonction du taux de défaillance du systeme S



Supposons :

(i)  lesduréesdefonctionnements X{”, XV ... sont exponentielles
(ii) X, X2 ... sont toutes IFR.
(i)  X®O £ X@ i=12..n.

H(S)(M)
1(S,)()

est croissante en X.

(iv)

ains, ladurée de vie Z; du premier systeme est moins incertaine que la durée de vie du

second systeme Z,,i.eZ, £, Z,.

Preuve : Notons N® = inf{m: X <Y“"} :

m

NQ)
Ainsi, ladurée de vie du systéme S est unev.ade structure Z® = § X® du fait que
Sy i
i=1

ladistribution exponentielle est IFR, et du point (ii) et quelI’ordre £ est conservé par
convolution, alorsz® £, Z®.
Notons ains que la distribution exponentielle est aussi DFR, et en rgjoutant la

condition (iv), le critére (2) est ainsi satisfait. Alors, Z® £, 2@ .

Application 3: Tester la monotonie del’incertitude

On donne ci aprés I’ organigramme du test de monotonie de I incertitude décrit dans le

chapitre 2



Test « exp vs DURL »

Choix dek tel que 2" <n<2"
Soit @, L-t(n) )un échantillon

ordonné.

i=1L kia, =1

_é(n-Diu
TRk
I :(n;<1)i_ai—l+1 |
I, = [t(ai_l),t(ay )] partitiondel enkint ervalles
di (k) =t(a) - t(a.,)-

A()=(n-a_)log(n- a_,)- (n- a)log(n- a)

sun- ) & 281,21, -1, log(n- 1)
g

1 & Og(n—l)di(k)

1

‘]n(k) 3 Ck,n (a)

Y

Non Oui
]

Ou aaccepteH0 iela On rejette Hoet on accepte H
distribution est exponentielle. distribution est DURL.

li.ede




Pour faire le test « exp vs DURL », on se donne des observations de durées de survie des
patients (I’ unité est en jours) de I'institut national du cancer des USA (Ebr ahi mi, 1997):
n=40

t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579 581 650 702 715 779
881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784 1877 1886 2045 2056 ].

On trouve lavaleur de la statistique J,(k) = -0.1369, qui est supérieure aux valeurs critiques a
90% et 95%.

Alors, on accepte le fait que la distribution est DURL (donc monotonie de I’ incertitude) et on
rejette I’ exponentialité.

Table des valeurs critiques de J , (k)

[ ] k a= 0101 a=0025% a =005 o =[.1

3 2 03816 02973 0.2180 01477
4 2 0.5376 04219 0.3072 01941
5 :] 0.5712 04053 02792 01642
6 3 0.5266 03877 0.2853 01629
7 3 02118 01503 0045 00326
8 3 0,201 0.1505 0.0884 0L.OI%6
9 4 01710 01102 0.0604 —0.0063
11 4 0.1843 1133 —0.0416 —0.0223
11 4 01927 01062 —0.0467 —0L0232
12 4 01768 01030 —0.0366 — (L0367
13 4 00338 (L0328 —0.0116 —L65E
14 4 004871 00287 —0.0272 —LOE1 8
15 4 0.2 0.0134 0.0358 —(OBE1
16 4 LR C ] 0.0063 —0.452 —0 0987
17 5 LRELL] 0.0204 —0.0632 -0 1087
18 3 (.04 0.0233 —0.070% — 1268
19 5 0.0209 =0.0307 (L0754 —.1233
20 5 00226 —{.0353 —0.0875 0.1388
21 5 —0.0019 —(1.0586 — (0509 0.1363
22 5 —0.0142 00670 —(h1062 0.1449
23 5 —(.0265 -0073% — 1161 —0.1555
24 5 —0.0194 (L0700 —0.1148 —0.15%8
25 5 —0.036%9 ~ (L0802 —011ES -{.1614
2 5 —0.0649% — 01020 01347 —.1653
27 5 —0.050% —.1024 01336 —0.1717
28 5 —0.064% — 1020 01390 —0.1763
29 5 =0.0716 —0.1073 0.1441 —0. 1828
30 5 00764 —0.1147 ~{1.1474 L1855
35 [i] 01105 —0.1416 —0.1729 02108
40 i] L1218 —(L 1660 ={0. 1919 —0.22a5
30 i] L1589 —. 1949 02156 -0.2476
G0 ] L1876 —0.2160 - 02397 —-0.2776
T 7 (2032 —0.2334 0.2573 —, 2842
44 7 ~0.2282 —0.2512 02703 —0.2942
90 7 0.232% —0.26001 (2822 —0.3044
100 7 0.2453 —026%6 (L2855 —0. 310




On présente ci apres |’ organigramme du test DMRL décrit dans la partie annexe :

Test «exp vs DMRL »

Soit X1,X5,...X,, un échantillon

ordonné.
~ 2 o o . 1
d = g [min(X?,X2)- =X
= - & & IminxE X -
R oin
D”:XZ

D, (K)? Co(a)

|_ Non < > Oui _|
OuaaccepteH, iela Onrejette H et on accepte H, i.ede

distribution est exponentielle. distribution est DMRL.




Sur le méme échantillon, on teste I hypothése « exp vs DMRL ». Pour vérifier le résultat de
Ebrahimi et Kirmani (1996) ot le DMRL implique DURL.

Aprés avoir dérouler le programme correspondant au dernier organigramme sous MATLAB,
on obtient If)n =0. 835 qui est supérieure aux valeurs critiques a 90% et 95%.

Ains, ladistribution est DMRL. Elle est donc DURL, en appliquant le résultat de Ebrahimi et

Kirmani (1996) qui est aussi veérifiée par le premier test.

Table des valeurs critiques de If)n :

n D%y 3% 8%
5 01604 0.2035 0.2488
& 01420 0.1837 0.2191
7 01311 01645 0.2010
g 011558 01499 0.18&7
9 01150 0.1432 01772
] 0117 0.1377 01685
11 017 0.1339 01665
12 0.0877 01259 01563 01784
13 00041 01198 0.1480 01631
14 0.089E 1121 01388
15 00896 01146 0.1407
& 0.08al 0.1093 0.1343
17 00834 01093 0.1372
18 00806 0.1027 01282
19 00775 L0870 01215
20 00771 008970 01187
11 00751 00967 01197
2 0.0734 00933 0.11é&0
.o 00712 L0898 oal4
4 00699 n0Eel o1l4
25 0aTE 00853 01067
26 0063 0g6s 01062
7 00EEE noss4 01057
28 0.0EED 00840 01045
0 0.0E28 D.0E05 0103
1] 00639 nogle 0.0954
il 0.0590 00776 0.09&4
32 0.0E14 00774 00956
33 00579 007435 00031
34 00603 00773 0.0923
35 00596 00743 00910
13 00576 o7l 0.0923
37 00567 0.0727 00012
38 00541 (L0690 00855
39 00534 06s1 00842
40 00547 LO6ES 00858
41 00550 00687 00878
2 00335 L0697 [LRIETY
43 00534 OGS 00835
44 00521 L0ET0 0.0807
45 00519 00657 00840
46 00516 00654 0.0754
47 0.0509 L0659 00821
48 0LO4EE L0626 00763
49 00404 0615 0.0795

50 00470 00622 00757




Application 4:
Application (4.a) du théoréme (2.10.1) :
Dans cette partie, on propose une démonstration de la comparabilité des marches al éatoires

par rapport al’ ordre LU. On donne ensuite une interprétation dans le domaine des assurances.

Soit 1-y (u) = P(R, £ u).

Plus la non ruine est improbable (i.e la probabilité augmente) plus elle est incertaine (plus la

ruine est certaine) plus I’ entropie augmente.

N N,
Soit Ry, =8 (Xj - oY) et R} =3 (X7 - cY?) les marches aléatoires de deux compagnies
k=1

k=1
d’assurances oll les X, et X? représentent les remboursements associés a chague compagnies
etles Y, etY? sont lesinter occurrences des sinistres de chague compagnie.

OnnoteZ, = X, - cY,,i=12

Deux compagnies d assurance d un méme capital initial (u)
iz, i=12 IFR" k.
I
1ZYE 72 " k
o' o2
P azZfwa Zi.

k=1 k=1

N, <N, (fixés) (e Ry £ Ry).

S R, ouR: estDFR b RY £, R2.

Remarque: plusil y amoinsde sinistres pluslanon ruine est certaine (ou laruine est
incertaine).
Une probabilité de survie plus grande b une incertitude moindre (survie de la compagnie

d assurance) et une durée de vie plus grande.



Application (4.b) :_ Bornespar la probabilité deruine

Comme application des bornes par distribution a entropie monotone (corollaires 1 et 2 dela

partie (3.2.1)), on suggere de choisir une distribution B NWU ou
B(x)=e*, k-1<x£k, k=12... AlorsQ (y- x)=€*, k-1<x+y£Kk.

Pour la distribution IFR (donc DURL), on choaisit une Weibull W(1,2), i.e: F(x) =€ <
¥

Pour le calcul du coefficient d gjustement f , satisfaisant I égalité - JB(y)] dF(y) = fl ,on
0

trouvef =e

Ainsi, laborne de la probabilité de ruine pour ce cas d’ exemple est :
1- B, 1=
y (00 £=2[8 Qu(y- aF (] 'F 0.2

gl Po
2

Ainsi, dans cet exemple la probabilité de ruine est inférieure & la probabilité d au moins un

Snistre (sur 2).



Concl usi on



Conclusion :

Dans ce travail, on a étudié une approche ala comparai son stochastique de variables
aléatoires basées sur I’ incertitude. L’ ordre en entropie présente un intérét au sensou il permet
d actualiser de maniére dynamique, du point de vue de la mesure d’information qu’ est

I’entropie, la comparai son de variables résiduelles.

Nous avons étudié les propriétés de cet ordre qui permettent de considérer diverses
applications. C'est d’ abord une méthode de test de la monotonie de I’ incertitude au sens de

I’entropie. Uneillustration est présentée sur des données de lalittérature.

Nous avons montré comment déduire des comparaisons pour certains systemes de fiabilité et
la probabilité de ruine d’ une compagnie. Ces comparaisons conduisent & des bornes basees

aur I'information de la classe d' incertitude.

Une autre application de ces propriétés de monotonie d’incertitude est fournie par la méthode
du maximum d’ entropie (dynamique) ou les conditions portent, non plus sur la connai ssance
des premiers moments ou autres caractéristiques, mais sur la monotonie du risque (ou taux de
défaillance). Cette technique pourrait étre en particulier appliquée al’ étude de modéles de

files d’ attente.



Annexe

Tester lamonotonie de la fonction de vie résiduelle moyenne (Abu Y oussef (2002)) :
Plusieurs recherches ont été faite pour tester |’ exponentialité contre la monotonie de la
fonction de lavie résiduelle moyenne MRL. Dans notre contexte, on se référe al’ article de

Abu Y oussef (2002) qui se base sur I'inégalité des moments. Pou ce faire, on ale théoreme

Suivant :
Théoremel: Si Fest DMRL (IMRL), dors:
nr
My ° (£)7

ot: m, =E[min(X,, X,]".

Ainsi, pour tester I’ exponentialité contre DMRL(IMRL) de la distribution F d’ un échantillon

X, X,,, ON propose | a statistique suivante, ou les grandes valeurs favorisent I’ alternative :

'
d=m, - 5

Pour que le test soit invariant par changement d’ échelle, on pose :

o,

D,==",

n 2

X]

OL‘JZdAn -_2
n(n- 1

o] o] . 1
ai<ja[m|n(xi2,sz)- Exi xj]-

Théoreme 2 :
Quand n® ¥,/n (IADn - D) est asymptotiquement Normal de moyenne O et de variance :

Xy

s?= m“‘var}:_ XZF (X)) - X,m+ o) dF(u)g.
1 0

SousHo, D, =Oet lavariance s ; = 2/27.



Programme du test “exp vs DURL”

n=40

t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579
581 650 702 715 779 881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784
1877 1886 2045 2056 ]

k=0

i =1

whi l e((27(i-1)>n)| (2"i)<n)
i =i +1;

end

k=

for i=1:k
a(l,i)=(round((n-21)*i/k)+1)
a

end

d(1,1)=t(1,a(1,1))-t(1,1)
d(1, 1)

| anbda(1,1)=a(1,1)-1
| ambda( 1, 1)

for i=2:k
d(1,i)=t(1,a(1,i))-t(1,a(1,i-1))
| anbda(l,i)=a(l,i)-a(1,i-1)

end

d

| anbda

v(1,1)=0

A(1,1)=(n-1)*log(n-1)-(n-a(l,1))*log(n-a(1,1))+
(1/(n-1))*l anbda(1, 1) * (1 anbda(1, 1) +2*v(1, 1))
-l anmbda(1, 1) -l anbda(1, 1) *I og(n- 1)

J(1,1)=A(1,1)*log((d(1,1)*(n-1))/1 anbda(1, 1))
for i=2:k

u=l anbda(1, 1:i-1)
v(1,i)=sunmu)

if n-a(l,i)==0
A(l,i)=(n-a(l,i-1))*log(n-a(l,i-1))+(1/(n-
) *lambda(l,i)*(lanbda(1,i)+2*v(1,i))-lanbda(l,i)-lanbda(l1,i)*log(n-1)

el se

A(l,i)=(n-a(l,i-1))*log(n-a(l,i-1))-(n-a(l,i))*log(n-a(l,i))
+(1/(n-1))*lanbda(1,i)*(lanmbda(1,i)+2*v(1,i))-lanbda(l,i)
-l anmbda(1,i)*l og(n-1)

end

J(1,i)=A(1,i)*log((d(1,i)*(n-1))/1anbda(1,i))

end

J

statJ=sunm(J)/(n-1)

% on trouve statJ=-0.1369, on accepte durl a 90 et 95%



C aprés le progranme du test “exp vs DWVRL”

n=40

t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579
581 650 702 715 779 881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784
1877 1886 2045 2056 ]

for i=1:n

for j=i+1l.n

v(l,j-i)=mn(t(1,i)"2,t(1,j)"2)-t(1,i)*t(1,j)/2
end

u=v(1l,1l:n-i)

s(1,i)=sun(u)

end

del t a=sun(s)
del ta=2*del ta/ (n*(n-1)*nmean(t)"2)

% on trouve delta =0.835, on accepte dnmrl a 90 et 95%
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