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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à certains problèmes de comparaisons stochastiques au sens 
de l’entropie. Cette mesure d’information permet de quantifier l’incertitude d’un système. 
Nous introduisons un ordre en entropie largement étudié dans la littérature ces dernières 
années, notamment par Ebrahimi (1992), (1996), (2000), (2004). Cet ordre diffère des ordres 
stochastiques étudiés traditionnellement et qui trouvent des interprétations quantitatives du 
point de vue du vieillissement. Il permet de tenir compte de l’information sur la durée de vie 
résiduelle et constitue en quelque sorte une manière de comparer l’incertitude de manière 
dynamique. Nous étudions diverses propriétés de cet ordre et introduisons une classe 
particulière de loi non paramétrique liée à cet ordre : les lois à entropie monotone (DURL et 
IURL). Nous étudions également le concept d’entropie passée qui est le dual de l’entropie 
résiduelle. 
Nous traitons quelques applications liées à cet notion d’incertitude : la méthode du maximum 
d’entropie pour approcher des distributions en présence d’un minimum d’information (non 
pas sur les moments, mais sur la monotonie de la loi). Nous décrivons un test de monotonie de 
l’incertitude à partir d’échantillons de données. Enfin, nous établissons des bornes pour la 
probabilité de ruine (liée à des applications en finances et assurances) pour la classe 
d’incertitude des variables paramétriques (montant des sinistres).
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Introduction :
La majorité des ordres stochastiques comparent les variables aléatoires entre elles selon un 

sens stochastique donné. 

Il y a différentes manières de mesurer l’information d’une variable aléatoire ou de sa 

densité et la plus répandue est celle de l’entropie au sens de Shannon. Elle donne, 

grossièrement parlant, l’incertitude moyenne contenue dans la densité de la variable à laquelle 

on s’intéresse.

Elle mesure en quelque sorte la concentration des probabilités ; donc les densités à faibles 

entropie sont plus concentrées et donc porteuses de plus d’information.

Nous nous intéressons ici, à des questions liés aux problèmes de survie (fiabilité, biologie, 

assurances,…). Ainsi, si on s’intéresse à la durée de vie d’un élément non pas au début de la 

mise en œuvre d’un contrat d’assurance, par exemple, mais à un certain stade de la vie de 

l’élément, il y a une information additionnelle sur l’age actuel de l’élément étudié, et il est 

nécessaire de réévaluer l’incertitude de la durée de vie résiduelle.

Cette mesure d’entropie dynamique a été introduite récemment par Ebrahimi [11,15]. Un 

ordre en entropie peut maintenant être défini qui compare les incertitudes moyennes 

contenues dans les densités conditionnelles des durées de vie résiduelles. Si on doit comparer 

deux éléments, le meilleur sera celui dont la probabilité de survie est la plus grande et qui a la 

plus petite incertitude sur sa durée de vie résiduelle.

Le premier chapitre de ce mémoire sera consacré d’une part à la théorie de l’information, 

où on donnera la définition et les propriétés de l’entropie au sens de Shannon. Au second 

chapitre, on s’intéressera à la mesure d’incertitude d’une distribution de vie résiduelle. On ne 

cherchera pas à changer la mesure d’incertitude shanonnienne, mais à donner une légère 

modification pouvant être ainsi utilisée en fiabilité telle qu’elle est introduite par Ebrahimi 

[11,15].

Ainsi, notre mesure d’incertitude est l’information de Shannon appliquée à la vie 

résiduelle.



Dans ce chapitre, on s’intéressera essentiellement aux définitions et aux propriétés des 

nouvelles classes de distribution basées sur la notion d’incertitude. On verra aussi la relation

entre les distributions DURL ( Decreasing Uncertainty of residual life) et IURL (Increasing 

Uncertainty of residual life) et quelques classes de vieillissement non paramétriques 

classiques.

Nous discuterons ensuite, quelques résultats obtenus dans la littérature concernant les 

estimations d’incertitude par majoration et minoration (relativement à cet ordre d’incertitude). 

On insistera donc sur la connaissance des bornes de l’entropie résiduelle en terme d’espérance 

de vie résiduelle et en terme de classe de distribution ( Ebrahimi, 1996 et Ebrahimi et 

Kirmani, 1996).

On citera les cas des statistiques d’ordres et des valeurs enregistrées où la classe DURL 

est conservée ( Ebrahimi et Asadi, 2000).

En suite, on donnera un test d’hypothèse sur la monotonie de l’incertitude de la vie 

résiduelle ( Ebrahimi, 1997). On estimera la densité et la fonction de répartition par des 

mesures empiriques.

On donnera aussi la définition et les critères d’un ordre stochastique basé sur la notion 

d’incertitude : l’ordre moins incertain ( LU≤ ), et la relation de ce dernier avec des ordres 

stochastiques basés sur la notion de vieillissement ( Ebrahimi et Pellerey, 1995 et Ebrahimi et

Kirmani, 1996). On citera aussi des résultats de conservation de l’ordre LU≤ par passage aux 

transformations monotones.

Après s’être intéressé à l’entropie résiduelle i.e, celle en relation avec le futur ; il est 

intéressant de considérer le cas où l’incertitude est en relation avec le passé. C’est le cas dual, 

nommée l’entropie passée (Longobardi et Di Crescenzo, 2002). Dans cette partie on définira 

l’entropie passée, ses propriétés, ses bornes et ainsi que les transformations monotones. En 

fin, on définira un nouvel ordre (l’ordre PE) et une nouvelle classe de distribution relatifs à 

l’entropie passée.

Les chapitres 3 et 4 seront consacrés aux applications qui comporteront trois parties :



En premier lieu, nous discuterons de la méthode du maximum d’entropie qui est une 

technique d’estimation d’une distribution connue dans la littérature en mécanique et  plus 

récemment dans les problèmes de file d’attente ( Aissani, Smail [3]). Nous présentons la 

solution de cette méthode dans son aspect dynamique (au sens de vie résiduelle) lorsque les 

contraintes portent non pas sur des égalités sur les premiers moments comme c’est de 

coutume dans les études usuelles, mais sur la monotonie du risque ou l’appartenance à une 

classe non paramétrique donnée.

On s’intéressera à une application d’un résultat de Ebrahimi (2004) sur la maximisation de 

l’entropie (MDE) dans l’ensemble des densités monotones vérifiant des contraintes sur le taux 

de défaillance.

On appliquera ainsi cette notion sur trois exemples :

Le premier est la comparaison des durées de vie des systèmes parallèles et en série avec leurs 

composants. En suite, la comparaison d’une séquence de v.a avec les valeurs enregistrées. 

Enfin, on donnera les distributions au maximum dynamique entropie sous quelques 

contraintes sur le taux de défaillance.

Comme deuxième illustration, on propose une application des deux premiers critères de 

l’ordre LU (A.Aissani, 2006).

On s’intéressera en suite au test de monotonie de l’incertitude.

Dans la dernière partie de l’application ; on se penchera sur le problème d’estimation de la 

probabilité de ruine d’une compagnie d’assurance et où on utilisera des bornes basées sur la 

notion de vieillissement (Cai et Garrido, 1999) en relation avec les distributions basées sur la 

notion d’incertitude IURL et DURL, du fait que les unes sont sous classes des autres. On 

verra aussi les conditions de la conservation de l’ordre LU par passage aux marches 

aléatoires.



 
Chapitre 1

 
   

Théorie de l’information et fiabilité



 Théorie de l’information 

 Shannon (1948) donne la définition de l’entropie associée à une distribution discrète 

que l’on note H(p1,…,pk) comme étant la quantité d’information moyenne contenue dans cette 

distribution et H(p1,…,pk) = i
i

i pp log∑− .

Si les logarithmes choisis sont à la base D où D est un entier supérieur ou égal à 2,

H(p1,…,pk) représente le nombre moyen minimum de questions à D réponses qu’il faut poser 

pour identifier un objet choisi au hasard parmi les k objets distinguables entre eux selon la loi 

de probabilité (p1,…,pk). C’est l’interprétation de la théorie du questionnaire.

Les composants et les systèmes à grande incertitude sont non fiables et fréquemment on ne 

sait pas calculer cette incertitude. Le meilleur composant est le composant qui vit plus 

longtemps et sa vie résiduelle est moins incertaine. Pour éclaircir cette notion d’incertitude 

supposons une v.a T, prenant ces valeurs sur l’ensemble {1,2,3,4,5}avec équiprobabilité telle 

que P(T=i) =1/5, i=1,…,5. On s’intéresse à la question : Quelle est la quantité d’information 

exprimée à partir de la valeur de T, en considérant l’information « 2 ≤ T ».En premier lieu, si 

on essaye de deviner la valeur de T, on a une probabilité 1/5 de trouver la bonne réponse. 

Après que l’on sache que T est plus grand que 2, on a une probabilité plus grande de deviner 

juste. En d’autres termes, il y a moins d’incertitude dans la deuxième situation. Dans ce 

mémoire on suivra cette issue.

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et les propriétés de base de l’entropie

I) Préliminaires :

Supposons qu’on ait une urne composée de 50 boules blanches et 50 boules noires. Le 

résultat du tirage d’une boule de l’urne ne sera prévisible qu’avec une grande incertitude. 

Mais si la composition de l’urne est de1 boules blanches et 99 boules noires, c’est avec une

« quasi-certitude » qu’on se croira autoriser à prévoir le tirage d’une boule noire.

Ainsi, l’information qu’on a d’un évènement E donné est liée à sa probabilité :

I(E)= (fonction de probabilité de E)

1. Définition d’une mesure de l’information :

1.1. Axiomes :

Supposons que l’on dispose d’un alphabet de N lettres, noté AN :

AN ={a1,a2,….,aN}.



Pour passer du niveau d’information qui consiste à connaître cet alphabet au niveau 

d’information correspondant à la connaissance d’une lettre tirée au hasard de cet alphabet, on 

cherche à définir une expression I(AN) permettant d’apprécier le changement de niveau.

Si on augmente d’une lettre notre alphabet, il serait souhaitable que :

I(AN+1) > I(AN) (1.1.1)

Disposons maintenant de deux alphabets AN et AM. On pourra dire dans ce cas que 

l’information ramenée par le tirage d’une lettre parmi les N× M lettres de l’alphabet produit 

AN× M sera égale à la somme des informations obtenues par tirage d’une lettre successivement 

dans chacun des alphabets composants AN et AM,

i.e : I(AN× M)= I(AN)+ I(AM) (1.1.2)

En fin, comme le plus petit alphabet doit contenir au moins deux lettres; pour une lettre 

l’événement étant certain, son apparition ne modifiant pas le niveau d’information, on doit 

alors avoir :   I(A2)=1.

La fonction logarithme satisfait parfaitement à toutes ces exigences.

Si on pose :    I(AN)=log b N 

On a bien:      log b (N+1)> log b N

log b N×M= log b N + log b M

log 2 2 = 1.

1.2. Définition  de l’entropie:

Nous n’avons jusqu’ici tenu compte que du nombre des possibilités (les N lettres d’un 

alphabet par exemple), sans nous soucier du caractère aléatoire de ces possibilités. 

Mais en fait, on a considéré toutes les lettres d’un alphabet d’ordre N, comme équiprobable. 

Ainsi, l’espérance mathématique est :

E(AN)=p1 log b N+ p2 log b N+....+ pN log b N= log b N ∑
=

N

i
ip

1
= log b N,  ici i

N
pi ∀= ,1 .

Puisque nous avons admis que la quantité d’information attachée à la valeur xi de la v.a X 

représentant l’alphabet d’ordre N, était I(AN)= log b (1/pi) , pi étant la probabilité de xi avec 

∑
=

N

i
ip

1
=1.

Ainsi : E(X)= ∑
=

N

i
ip

1
log b (1/pi) = -∑

=

N

i
ip

1
log b (pi).

Cette valeur représente « la quantité moyenne d’information » quand une épreuve donne lieu 

à un évènement dont le résultat est xi. SHANNON lui a donné le nom d’entropie ; notée H ou 

Hb pour indiquer la base.



Si   p1 = p2 = … = pN : H= -N N
NN blog1log1

=





 .

1.3. Propriétés de l’entropie :

a) L’entropie mesure d’incertitude :

Supposons une épreuve consistant à tirer une boule d’une urne de composition donnée. Nous 

disposons des trois compositions suivantes :

i) une boule blanche et une boule noire.

ii) Neuf  boules noires et une boule blanche.

iii) Quatre vingt dix neuf  boules noires et une boule blanche.

On cherche à évaluer l’incertitude du résultat d’une épreuve dans chacun de ces cas.

Si X est la v.a : X ={N boules noires, B boules blanches}, on a alors les trois distributions de 

probabilités suivantes correspondant aux trois cas précédents :
N B N B N B

1/2 1/2 9/10 1/10 99/100 1/100

Le calcul des entropies relatives donne :

H1= 1 bit, H2=0.67 bit, H3= 0.08 bit.

Le résultat du premier cas est plus incertain que celui du second et ce dernier est plus incertain 

que le troisième, dans lequel l’événement « apparition d’une boule noire » a la « quasi-

certitude » de se produire.

b) L’entropie maximale :

Le logarithme étant une fonction convexe, sa courbe représentative y = ln x est toujours située 

en dessous de sa tangente au point x=1.

On a :  ln x ≤ x-1

Dans ces conditions on a : 1ln −
′

≤
′

i

i

i

i

p
p

p
p

On a alors :  0)(ln =−′≤
′

∑∑ i
i

i
i

i

i
i pp

p
p

p

Car :             1==′ ∑∑
i

i
i

i pp

Ainsi :          i
i

ii
i

i pppp lnln ∑∑ ≤′ (1.3.1)

Posons : npi 1=′

(1.3.1)⇒ i
i

i
i

i pp
n

p ln1ln ∑∑ ≤



 ⇒ npp i
i

i lnln ≤− ∑

 ⇒ H(p1,…,pn) nln≤

l’égalité n’étant possible que si et ssi :  =ip npi 1=′ .

SHANNON donne la variation de l’entropie H2 d’une v.a d’ordre 2. On peut représenter par 0 

et 1 les deux valeurs de la v.a X.

  
Soit P(X=0)=p, P(X=1)=1-p=q.

Alors :   H2 = -p ln p - q ln q

=-p ln p – (1-p) ln (1-p).

H max =1 car  ln 2 = 1.

Ce maximum est atteint pour p=1/2.

H=0 pour p=0 ou q=0, ce qui est normal puisque l’une ou l’autre des deux alternatives est 

certaine.

Remarque : Il y a une symétrie par rapport à l’axe p=1/2. Par exemple, pour p=0.2 (on a : 

q=0.8) H=0.72 et pour p=0.8 (q=0.2) H=0.72. On remarque alors que l’entropie est conservée 

lors de la permutation des deux valeurs de probabilités p et q . Ainsi, on conclut que :

H(p,q) = H(q,p).

c) Généralisation au continu (l’entropie différentielle) :

Si f(.) est la fonction densité de probabilité de la v.a X, alors l’entropie différentielle est telle 

que :

 dxxfxfXH XX )(log)()( ∫−=   



 

õ Dans le chapitre suivant, on verra une application de l’entropie différentielle aux 

ordres stochastiques et aux lois non paramétriques.

II) Fiabilité et classes de distributions :

On s’intéressera dans cette partie aux définitions des notions de fiabilité basées sur la notion 

de vieillissement qu’on utilisera dans la suite du travail.

1.4) Taux de défaillance :

 Si X est une v.a positive de fonction distribution F, alors le taux de défaillance de X à 

l’instant t >0 est définit tel que :

( )))(1log()( tF
dt
dtF −−=λ (1.4.1)

ainsi,  ))(exp()(
0
∫−=
t

F duutF λ   (1.4.2)  

Il peut être exprimé par :

{ } .0,
)(
)(/lim)(

0
≥=

∆
>∆+<<

=
→∆

t
tF
tf

t
tXttXtpt

tFλ   (1.4.3)                                                            

Où )(1)( tFtF −≡ est la fonction de survie et )()( tF
dt
dtf = est la fonction densité 

correspondante.

(1.4.3) exprime l’intensité de la défaillance d’un élément d’age x à l’instant t.

1.5) Le temps moyen de vie résiduelle (MRL)

Le temps moyen de vie résiduelle d’une v.a X de fonction de survie F , et de moyenne 

finie µ , est défini tel que :

 
( )



 <>−

=
Sinon

ttpourtXtXE
tm

0
*,/

)(

Où { }.0)(:sup* >= tFtt

Notons que si X est une v.a positive : =)0(m µ

Si ( ) )(/)()(:* tFdxxFtmt t
∞∫=∞= (1.5.1)

qu’on notera aussi )(tFδ . Ainsi :



 )(tF )
)(

1exp(
)(
)0(

0

dx
xt

t

FF

F ∫−=
δδ

δ
(1.5.2)

 
)(
1)(

t
t

F

F
F δ

δ
λ

+′
= (1.5.3)

et dyduut
t

y

t
F ∫ ∫

∞

−= ))(exp()( λδ (1.5.4)

Le MRL est intéressant dans le cas où X est la vie résiduelle d’un élément et )(tm alors 

exprime l’espérance conditionnelle de la vie résiduelle de l’élément à l’instant t sachant 

que cet élément est en vie jusqu’à cet instant (i. e : t).

Propriétés de la fonction MRL m (t) :

∞<≤ )(0)( tmi Pour tous 0≥t .

0)0()( >mii .

miii)( est continue.

ttmiv +)()( est croissante sur [ )∞,0 .

 )(v s’il existe 0t tel que 0)(,0)( 0 == tmtm pour tous 0tt > , sinon, quand  un tel 0t

n’existe pas, alors ∞=∫∞ dt
tm )(

1
0 .

Variance résiduelle et coefficient de variation résiduelle :

On définit la variance résiduelle telle que :

)/()(2 tXtXVartF >−=σ ,,,

et le coefficient de variation résiduelle comme étant le rapport de l’écart type résiduel et 

l’espérance de vie résiduelle :

)(/)()( ttt FFF δσγ = ...

1.6) Classes de distributions :

Soit X une v.a positive de fonction de distribution F et de fonction de survie F .

 -F est dite IFR resp. DFR (Increasing (Decreasing) Failure Rate) si



)(
)()(

tF
xtFxFt

+
= est décroissant (croissant) en t, 0,0 ≥≥∀ xt

 ou en terme de taux de défaillance λ ; on dit que F est IFR (DFR) si et ssi, )(tλ est 

 croissant (décroissant) en t .    

 -Une v.a X positive de fonction de survie F est dite NBU resp. NWU (New 

 Better than Used resp.New Worse than Used) neuf meilleur qu’usagé resp. Neuf 

pire qu’usagé si 

 ( ) ( ) ( ) .0,.)( ≥∀≥≤+ tstFsFtsF

  -F est dite IFRA resp. DFRA (Increasing (Decreasing) Failure Rate in Average) si  

)(log1)( tF
t

t −=Λ est non croissant (non décroissant) en t, 0≥∀t

 -F est dite IMRL resp. DMRL (Increasing (Decreasing) Mean Residual Life) si

 0),()()( 1212 ≥≥∀≤≥ tttmtm

 -F est dite NBUE resp. NWUE (New Better than Used in Expectation resp. New 

Worse than Used in Expectation ) si:

∫
∞

≥∀≥≤
t

ttFdxxF 0),()()( µ

∫ ∫
∞ ∞

===
0 0

:)()()( dxxFdxxfxXEµ Durée de vie moyenne.

III) Ordres stochastiques :  

1.7) L’ordre stochastique usuel :

Définition : soit X et Y deux v.a telles que :

( ) ( ) ( )+∞∞−∈∀>≤> ,uuYPuXP (1.7.1).

Alors X est dite stochastiquement inférieure à Y qu’on note .YX st≤

 ( ) ( ).. uFuFei YX ≤ .                                                              (1.7.2)

 

Propriétés :

a) Si YX st≤ et g une fonction croissante (décroissante), alors 

( ) ( ) ( ).YgXg stst ≥≤ (1.7.3).



b) mXXX ,....,, 21 un ensemble de v.a indépendantes et mYYY ,.....,, 21 un autre 

ensemble de v.a indépendantes. Si isti yx ≤ pour mi ,.....,2,1= alors pour 

toute fonction croissante IRIRm →:ψ , on a :

 ( ) ( ).,...,,,....,, 2121 mstm yyyxxx ψψ ≤   (1.7.4)

En particulier : i

m

i
sti

m

i
yx

11 ==
∑≤∑   (1.7.5)

Ainsi, l’ordre stochastique est conservé par le passage à la convolution.

c) Soit{ },......2,1, =jX j une séquence de v.a indépendantes et M une v.a entière 

positive indépendante des iX .

Soit { },...2,1, =jY j une autre séquence de v.a indépendantes et N une v.a 

entière positive indépendante des iy ,

Si ....2,1=≤ iYX isti et si NM st≤ alors :

 j

N

j
stj

M

j
YX

11 ==
∑≤∑  (1.7.6)  

 1.8) L’ordre en taux de défaillance : ( )FRhr ou ≤≤

Soit X et Y deux v.a positives avec des fonctions de distributions continues et de taux  de 

défaillance r et q resp tels que :

( ) ( ) .0, ≥≥ ttqtr  (1.8.1)

Alors X est dite inférieure à Y par rapport à l’ordre en taux de défaillance que l’on 

note YX hr≤ .

Ou vérifie que (1.8.1) se réalise si et ssi :

( )
( )tG
tF décroît en t.                              (1.8.2)

( ) ( ) ( ) ( )uGvFvGuF ≥⇔ pour tout vu ≤ (1.8.3)

( )
( )

( )
( )vG
ug

vF
uf

≤⇔  (1.8.4)

La formule (1.8.3) équivalente à :

( )
( )

( )
( )tG

stG
tF

stF +
≤

+ pour tout 0≥s et tout t.



On a aussi : si YX hr≤ si et ssi :

 ( ) ( )tYstYPtXstXP >>−≤>>− // pour tout 0≥s et tout t.        (1.8.5)

i.e : les vies résiduelles de X et de Y sont comparables par rapport à l’ordre stochastique pour 

tout t.

Ainsi, de manière équivalente (1.8.5) peut être réécrite telle que :

 [ ] [ ]tYYtXX st >≤> //  (1.8.6)

Théorème : Soit ( ) miYX ii ;....,1, = des couples de v.a telles que :

 miYX ihri ,...,2,1=≤ . Si ,,..,2,1, miYX ii = soient toutes IFR, alors :

 i

m

i
hri

m

i

YX ∑∑
==

≤
11

 (1.8.7)

La comparaison par rapport à l’ordre taux défaillance de sommes aléatoire est donnée par le 

résultat suivant :

 Théorème : Soit{ },...,2,1, =iX i une séquence positive de v.a indépendantes IFR.

Soit M et N deux v.a entières positives telles que .NM hr≤

Alors : .
11

i

N

i
hri

M

i

XX ∑∑
==

≤

1.9) L’ordre du rapport de vraisemblance :  LR≤  

Définition : Soit X et Y deux v.a de densités f et g telles que :

 ( )
( )tg
tf décroît sur l’union des supports de X et Y                               (1.9.1)

Ou de manière équivalente :

( ) ( ) ( ) ( )ugvfvguf ≥ Pour tout vu ≤ (1.9.2)

Alors, X est dite inférieure à Y à l’ordre du rapport de vraisemblance, noté YX LR≤ .

1.10) L’ordre dispersif : ( Ddisp ou ≤≤ )

Soit X et Y deux v.a de fonctions de distributions F et G, resp.

Soit 1−F et 1−G les fonctions inverses appropriées ; telles que :

 ( ) ( ) ( ) ( )αβαβ 1111 −−−− −≤− GGFF Pour  10 <<< βα (1.10.1)

Alors X est dite inférieure à Y en l’ordre dispersif que l’on note :



( )YXouYX Ddisp ≤≤ : ,           

  

si et seulement si :

( ) ( )αα 11 −− − FG est croissante pour ( )1,0∈α .                                  (1.10.2)

En posant ( )xF=α , ceci  revient à dire :

( ) xxFG −− )(1 est croissante en x.              (1.10.3)

ou bien, de dire que YX D≤ si ( ) ( ) ( ) ( )vGuGvFuF 1111 −−−− −≤− pour tout 10 <<< uv où

( ) { }..)(:1 uxFxInfuF ≥=−

D’autre part, en terme de taux de défaillance, l’ordre dispersif est vérifié si et ssi :

( ) ( ))()( 11 uFuG FG
−− ≤ λλ pour tout ( )1,0∈u .

1.11) L’ordre en temps de vie résiduelle moyen :

Définition : soit X et Y deux v.a de fonctions mrl m et l resp, telles que :

 ( ) ( )tltm ≤ pour tout t.        (1.11.1)

Alors X est dite inférieure à Y dans l’ordre mrl que l’on note YX mrl≤ .

(1.11.1) est équivalente à dire :

( )
( )duuG

duuF

t

t
∞

∞

∫
∫

décroît en t dans l’ensemble ( ){ }.0: >∫ ∞ duuGt t (1.11.2)

ou bien de dire :

( ) ( ) ( ) ( )duuGtFduuFtG tt
∞∞ ∫≤∫ pour tout t.                                             (1.11.3)

1.12) L’ordre en temps de vie résiduelle moyen inversé (RMR) :

On dit que X est supérieure à Y en ordre RMR ( YX RMR≥ ) si :

( )
( )duuG

duuF
t

t

0

0

∫
∫

décroît en t >0.

 



 1.13) L’ordre en taux de défaillance inversé: ( )RH≤

Alors X est dite supérieure à Y par rapport à l’ordre en taux de défaillance inversé que 

l’on note YX RH≥ , si :

 
( )
( )tG
tF décroît en t 0≥ .

Quelques résultats de la relation existante entre les ordres stochastiques :

.
.
YXYXYX

YXYXYX

MrlhrLR

sthrLR

≤⇒≤⇒≤
≤⇒≤⇒≤

 (1.11.4).

YXYXYXetYXYXYX stRHLRRMRRHLR ≥⇒≥⇒≥≥⇒≥⇒≥



Chapitre 2  
Mesure d’incertitude pour les classes de  
distributions non paramétriques et ordre 
en entropie  



Mesure d’incertitude pour les classes de distributions

non paramétriques et ordre en entropie.

2.1. Introduction : Soit X une v.a positive ou nulle représentant le temps de défaillance d’un 

composant de distribution )()( tXPtF ≤= et de fonction de survie )(1)( tFtF −= . On 

suppose que 1)0( =F .Soit )()( tFtf ′= la densité de défaillance et )()()( tFtftF =λ le taux 

de défaillance du composant et sa fonction de durée de vie moyenne :

)(

)(
)/()( 0

tF

dxxF
tXtXEtF

∫
∞

=>−=δ , si t<∞ et 0, sinon.

Intuitivement, le meilleur composant est celui qui vit le plus longtemps. Donc, il s’agira de 

celui qui possède une vie résiduelle moins incertaine.

Dans ce qui suit, on introduira la notion d’entropie appliquée à la fiabilité et pour la quelle on 

donnera des bornes et de nouvelles classes de distribution ainsi que leurs caractéristiques. On 

établira des critères pour l’ordre en entropie et une application de cet ordre aux statistiques 

d’ordre des durées de vie résiduelles. On s’intéressera aussi à un test d’une distribution de vie 

résiduelle d’incertitude décroissante, et en fin, on verra la notion d’entropie passée comme 

dual de l’entropie résiduelle. On donnera un nouvel ordre et une nouvelle classe de 

distribution appropriés à ce dual.

2.2. Mesure d’incertitude :

La mesure d’incertitude d’une distribution F est l’entropie différentielle donnée par :

dxxfxffH XX )(log)()(
0
∫
∞

−= = - E(log f(X))  (2.2.1)

H (f) note la mesure d’incertitude shannonienne.

Intuitivement, l’entropie mesure l’espérance de l’incertitude contenue dans f(t) d’une v.a X. 

Ainsi, H (f) mesure la concentration des probabilités. Les distributions à faible entropie sont 

plus concentrées, ainsi, elles sont plus informatives que les distributions à grande entropie.



En fiabilité, souvent on a une information sur l’âge   courant du composant en question. Dans 

ces cas, on doit prendre en considération l’âge  dans  la mesure de l’incertitude. Pour cette 

raison, la mesure H(f) de (2.2.1) doit être modifiée. EBRAHIMI (1992, 1996) propose une 

réécriture sous la forme :  

dx
tF
xf

tF
xftfH

t )(
)(log

)(
)(),( ∫

∞

−=

= )(log)(log)(
)(

1 tFdxxfxf
tF t

+− ∫
∞

 (2.2.1)

= dxxfx
tF t

F )())((log
)(

11 ∫
∞

− λ

Si un composant vit jusqu’à l’instant t, H(f,t) mesure l’incertitude contenue dans la densité 

conditionnelle de X-t sachant X >t sur la prédictabilité du temps résiduel du composant. ainsi, 

H(f,t)mesure la concentration des probabilités conditionnelles.

Si on prend le cas particulier quand t =0 : H(f,0) = )()(log)(
0

XXX fHdxxfxf =− ∫
∞

est tout 

simplement la mesure d’incertitude de SHANNON.

Remarques :

õ H(f,t) peut être négative et infinie.

õ La mesure d’incertitude est comparable à la variance de la variable X ;où la mesure 

H(f,t) mesure la concentration des probabilités conditionnelles sur le support de la 

distribution conditionnelle et la variance quant à elle, mesure la concentration du 

support de la distribution de X autour de la moyenne.

2.2.1. Propriétés de l’entropie résiduelle (unicité et bornes) :

Théorème 2.2.1 (Ebrahimi, 1996) : Soit T une v.a continue positive ou nulle de fonction 

densité de probabilité f et H(f,t)<∞ , 0≥t , alors H(f,t) détermine de manière unique F .

Ainsi pour une valeur de H(f,t), il ne peut y avoir deux distributions de survie distinctes.

Le théorème suivant donne une borne pour H(f,t) en terme de )(tFδ .



Théorème 2.2.2 (Ebrahimi, 1996) : Supposons que )(tFδ <∞ , alors :

H(f,t) )(log1 tFδ+≤ .                                                    (2.2.2)

A partir de ce théorème on peut déduire que H(f,t) est finie quand )(tFδ l’est aussi.

La borne 1+ )(tFδ donne une borne supérieure utile de H(f,t) en terme de moyenne de vie 

résiduelle )(tFδ . Par ailleurs, si on possède plus d’information en terme de variance 

résiduelle )(2 tFσ ou de manière équivalente, en terme de coefficient de variation 

résiduelle )(tFγ , on peut alors se donner une meilleure borne, telle que :

Théorème 2.4.3: (Ebrahimi, Kirmani,1996)

Soit ∞<)( 2XE , alors :

{ })()()/1()2(log)(
2
1),( 00

2/122
0 θδθπγθ −Φ+≤ tttfH FF ,

où  0θ est la solution de l’équation )(1)(22 θψγθ −+=tF où ),(/)()( xxxx Φ= φψ

)(1)( xx Φ−=Φ et Φetφ la densité et la fonction de distribution, respectivement, d’une 

distribution Normale.    

Remarque : Dans plusieurs cas cette borne est inférieure à la borne 1+ )(tFδ donnée 

précédemment. Si par exemple, e/22
0 πθ ≥ ,alors cette borne est inférieure à 1+ )(tFδ et est 

donc meilleure.

2.3. Distributions à entropie résiduelle monotone (DURL , IURL) :

Dans cette partie, on introduit deux classes de distribution non paramétriques telles qu’elles 

sont proposées par EBRAHIMI (1996) basées sur la notion d’incertitude.

Définition 2.3.1 : F est DURL (IURL) si H(f,t) est décroissante (croissante) en t, 0≥t .

Où DURL : Decreasing Uncertainty of Residual Life



 IURL : Increasing Uncertainty of Residual Life.

Intuitivement, si un composant possède une fonction de survie qui appartient à la classe 

DURL, alors la fonction densité de probabilité conditionnelle devient plus informative.

Remarque : la fonction exponentielle est la seule distribution qui est DURL et IURL à la fois 

où ,)( λλ =tF avec λ paramètre de la distribution.

Relation entre les classes basées sur l’incertitude et les classes de vieillissement :

Le théorème suivant donne la relation entre les classes IFR et DURL.

Théorème 2.3.1 (Ebrahimi,1996) : Si F est IFR (DFR) alors elle est aussi DURL (IURL).

Remarque :

v Il n’y a pas de relation entre ces classes de distributions et la classe IFRA , i.e 

DURL n’implique pas IFRA

v La réciproque de l’implication donnée dans le théorème 2.3.1 est fausse, i.e DURL 

n’implique pas IFR.

Le théorème suivant donne la relation entre DMRL est DURL. C’est une extension du 

théorème (2.3.1).

Théorème 2.3.2 (Ebrahimi, Kirmani,1996) :

 (a) Si F est DMRL, alors F est DURL.

(b) Si F est IURL, alors F est IMRL.

 

DURL              DMRL                    IURL ⇒ IMRL

 

IFR   ⇒ IFRA ⇒ NBU⇒ NBUE           DFR   ⇒ DFRA ⇒  NWU ⇒ NWUE 



Le contre exemple suivant montre que la réciproque de (a) est fausse.

Contre-exemple : On définie la fonction de survie suivante :

 











≥−
≤≤−
≤≤−

≤≤

=

4)27exp(
43)1exp(
32)2exp(

201

)(

tsit
tsi
tsit

tsi

tF

alors l’entropie résiduelle est telle que :

 








≥−
≤≤−−
≤≤−−

=
32log1

32)3exp()2(log1
20)1exp()2(log1

);(
tsi

tsit
tsi

tfH

On a ainsi H(f ;t )décroissante en t ; alors que )2(2)3()1exp(1)2( FFF et δδδ >=−+= .Ainsi, 

)(tFδ n’est pas décroissante en t et donc F n’est pas DMRL.

Application aux processus de renouvellement : 

On considère un processus de renouvellement { }0),( ≥ttN avec une fonction de distribution 

des inter arrivées F.

On défini { }ntNtSoùSSZettSW ntNtNttNt ≥=−=−= ++ )(;inf)(1)(1)( .

(a) la distribution limite de Wt quand t ∞→ possède une fonction de survie 

∫ ∫
∞ ∞

==
x

dxxFoùdttFxF
0

0 .)(/)()( µµ

Le taux de défaillance correspondant à )(/1)(00 xxestF Fδλ = , on remarque alors que si 

F est DMRL, 0F est IFR ; ainsi elle est DMRL. A partir du théorème 2.3.2, si F est 

DMRL, 0F est DURL.

(b) Block et al (1985, théorème 2.5) donnent le résultat suivant :Soit )()( 21 xFetxF deux 

fonctions de survie, de taux de défaillance )()( 21 xetx λλ ,respectivement tels que 

)()()( 12 xxrx λλ = où r(x) est croissante et 1)(0 ≤≤ xr . Si 1F est DMRL alors 2F

l’est aussi.



La distribution limite de tZ quand ∞→t a la fonction de survie 

∫
∞

+===
x

FF xxxxroùxxrxetdttftxF ))(/()(),()()(/)()( ** δλλµ . Quand F est 

DMRL, r(x) est croissante et ainsi, *F est DMRL. A partir du théorème 2.1, si F est 

DMRL, *F est DURL.

2.4) Bornes de l’entropie résiduelle:

Le théorème suivant donne une borne inférieure du taux de défaillance de la fonction de 

survie F appartenant à ces classes de distribution.

Théorème 2.4.1 (Ebrahimi,1996)

Soit F DURL (IURL), alors :

)),,(1exp()()( tfHtF −≥≤λ t>0. (2.4.1)

Du fait que : )](log1),()[(),( ttfHttfH FF λλ +−=′ .

Remarque : En utilisant (1.4.2) et (1.5.3), si F est DURL (IURL), alors :

.))],(1exp(exp[)()(
0

dxxfHtF
t

∫ −−≤≥

)(tFλ = )(
)(
1

≥≤
+′
tF

F

δ
δ )),(1exp( tfH− , .0≥t

Dans le théorème 2.4.1, on a égalité si F est une exponentielle.

Le corollaire suivant donne une borne supérieure pour H(f,t) avec f(0) connue :

Corollaire 2.4.1 : Soit F DURL (IURL), alors :

 )0(log1)(),( ftfH −≥≤ .

Théorème 2.4.2 : (a) Soit F DURL, alors µlog1),( +≤tfH .

(b) Soit F IURL, alors )()1)0,(exp( tfH Fδ≤− .

Avec .)(
0

dxxF∫
∞

=µ (la moyenne de la distribution de défaillance)



2.5.. Conservation des la classes DURL (IURL) :

Ebrahimi et Asadi (2000) ont étudié la conservation de la classe DURL dans le cas d’un 

système parallèle, des valeurs enregistrées (record values) et des comparaisons des statistiques 

d’ordres et des valeurs enregistrées sur la base de la mesure dynamique H(f;t).

2.5.1. Conservation de la classe DURL basée sur les statistiques d’ordre et les valeurs 

enregistrées :

Tous les théorèmes de ce paragraphe se basent sur le lemme suivant :

Lemme 2.5.1 : Soit X et Y deux variables aléatoires positives absolument continues, de 

densité f et g, de taux de défaillance Fλ et Gλ , de fonctions de survies F et G et d’entropies  

H(f;x) et H(g;x), respectivement. Soit θ une fonction croissante positive telle que : 

)()()( xxx FG λθλ = , x≥ 0 et 1)(0 ≤≤ xθ .Soit aussi ∞<
∞→

)(/)(lim xFxG
x

.

Si H(f;x) décroissante (i.e F DURL), alors H(g;x) l’est aussi.

Remarque : Block et al (1985) ont montré que quand F et G sont deux fonctions de 

distributions continues de taux de défaillances Fλ et Gλ respectivement, alors si F est 

IFR(DFR),IFRA (DFRA), NBU (NWU) ou DMRL (IMRL), alors G l’est aussi.

a) Conservation de la classe DURL dans le cas des statistiques d’ordre :

Soient nnnn XXX ;;2;1 ,,, L les statistiques d’ordre d’un ensemble de v.a iid de distribution F. 

Alors nkX : représente la durée de vie d’un (n-k+1) out of n system (i.e au moins (n-k+1) 

composants en marche dans l’ensemble des n composants). Soient 
nkFnknk etfF

;
,, ;; λ notant la 

fonction de distribution, la fonction densité et la fonction du taux de défaillance de 

nkX : respectivement. Alors, on a ;

),()()(
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! 1
; xfxFxF

knk
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=
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nk xFxF
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et 
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Le théorème suivant montre que la classe DURL est conservée par l’opération maximum.

Théorème 2.5.1 : soient nXXX ,,, 21 L des v.a iid de distribution F, de densité f, de taux de 

défaillance Fλ et une incertitude résiduelle décroissante H(f;x).

Si ),( : xfH nn note l’incertitude résiduelle de la néme statistique d’ordre, alors ),( : xfH nn est 

aussi décroissante.

Preuve :

Dans ce cas :   
i

n

i

n

xFxF
i
n

xFxFnx
))(/)((

))(/)(()(
1

0

1

∑
−

=

−









=θ ,

Ainsi, )(xθ est croissante en x et appartient au domaine (0,1). Par ailleurs, 

.0)(/)(lim : =
∞→

xFxF nnx

Ainsi, les hypothèses du lemme 2.5.1 sont vérifiées, et ),( : xfH nn est décroissante.

Proposition : La classe IURL n’est pas conservée pour l’opération maximum.

Contre-exemple :

On considère un système parallèle à deux composants, chacun suivant une exponentielle de 

paramètre 1. Chaque composant est IURL.

Le taux de défaillance du système est donné par :

0,
12

11)(
2:2

≥
−

−= x
e

x xFλ ,

qui est strictement croissant. Ainsi, le système n’est pas IURL mais DURL.

De nombreuses comparaisons stochastiques ont été considérées dans la littérature 

(Takahashi,1988 et Nagaraja,1990) telles que si nkF : est IFR(DFR),IFRA (DFRA), ou NBU 

(NWU), alors la même propriété est vérifiée pour des choix variés de k et n. Dans notre cas, 



en appliquant le lemme2.5.1, on compare les statistiques d’ordre au sens de la propriété 

DURL.

Considérons deux ensembles de v.a iid de distribution F de tailles n1 et n2.soient 

1,1 nkFλ et
2,2 nkFλ les taux de défaillance de 

11:nkX et 
22:nkX respectivement.

Alors :  
2,2 nkFλ = )(xθ

1,1 nkFλ tel que :

)(xθ =

∑

∑
−

=

−

=−


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où )!1()!/(!),( −−= kknnnkc et t =t(x)= )()( xFxF est croissante en x.

Nagaraja (1990) a montré que dans les cas suivants )(xθ est croissante en x et que son 

domaine est (0,1) :

.1;,1,
;,1,
,1,,

2121

2121

2121

+==+==
==−==
+====

kkkknnnn
kkknnnn

kkkknnn

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.5.2 : Si nkX : est DURL,  alors nkX :1+ , 1: −nkX et 1:1 ++ nkX sont DURL.

b) Conservation de la classe DURL dans le cas des valeurs enregistrées :

Soit { 1, ≥iX i } un ensemble de v.a de fonction de distribution commune F continue avec 

F(0)=0. La v.a Xn est appelée « plus grande valeur enregistrée » de cet ensemble si 

.1,,2,1, −=∀> niXX in L par convention X1 est une valeurs enregistrée. La série des 

nombres dans laquelle on a les occurrences est donnée par {Ln ;n ≥ 1}définie récursivement 

par { } 2,,:min,1
111 ≥>>==

−− nXXLkkLL
nLknn .{ }1, ≥nLn est appelé la séquence des plus 

grands temps enregistrés et { }1, ≥nX
nL la séquence des valeurs enregistrées correspondants à 

{ 1, ≥nX n }.



Théorème 2.5.3 : Soit { 1, ≥nX n } une séquence de v.a iid de fonction de distribution F et de 

densité f, de taux de défaillance Fλ et une incertitude résiduelle décroissante H(f,x). Si 
nLf

note la fonction densité de la néme plus grande valeur enregistrée alors H(
nLf ,x), l’incertitude 

résiduelle de 
nLf est décroissante.

Preuve :

Effectivement, on a :
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Ainsi, le taux de défaillance de 
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Puisque )(tθ est croissante en t de domaine (0,1) et F est DURL, H(
nLf ,t) est décroissante. 

D’où le résultat de lemme 2.5.1.

Remarque : Kochar(1990) a montré que pour une v.a de fonction de distribution continue F, 

le rapport des taux de défaillance de 
1+nLX et 

nLX ,
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est une fonction croissante en t et de domaine (0,1). En utilisant le lemme 2.5.1, on conclut 

que quand 
nLX est DURL,

1+nLX l’est aussi.

2.6. Caractérisation de la loi Pareto (GPD) basée sur l’incertitude résiduelle (Ebrahimi et 

Asadi, 2000) :

La distribution GPD possède une large application en fiabilité notamment dans l’étude des 

durées de vie des composants d’un système. On s’intéresse alors dans cette partie à quelques 

propriétés de la GPD provenant du calcul de l’incertitude résiduelle.

Soit alors une GPD de fonction de survie :  0,)(
11

≥







+
=

+

x
bax

bxF
a

où a>-1 et b>0.  (2.6.1)



Théorème 2.6.1 : Soit X une v.a positive absolument continue de fonction de survie )(xF , de 

taux de défaillance Fλ et une incertitude résiduelle H(f;x), où f est la densité de X . 

Alors :

 H(f;x)= c- log Fλ (x)                                                                         (2.6.2)

si et ssi F est GPD de fonction de survie de la forme (2.6.1), où c est une constante réelle.

Généralement, on sait que la fonction de vie moyenne résiduelle )(tFδ , )(tFδ =E(X-t/ X>t) 

n’est pas égale à  
(t)

1

Fλ
. Le théorème suivant donne une nouvelle caractéristique de la GPD 

où  )(tFδ =
(t)

1

Fλ
.

Théorème 2.6.2: Soit X une v.a positive absolument continue de fonction de survie )(xF , de 

fonction de vie moyenne résiduelle )(tFδ et une incertitude résiduelle H(f;x).

Alors :

H(f;x)= c + log )(tFδ  (2.6.3)

En égalant les deux résultats (2.6.2) et (2.6.3), on trouve que : )(tFδ =
(t)

1

Fλ
.

2.7. Test de la monotonie de l’entropie résiduelle (DURL) :

Si le taux de défaillance d’un élément suit une distribution DURL, alors l’incertitude de sa 

vie résiduelle X-t / X > t décroît, ainsi, sa vie résiduelle peut être prédite avec plus de 

précision.

Plusieurs travaux sont basés sur l’hypothèse que la vie d’un composant est décrite par une loi 

exponentielle. Pour tester la monotonie d’une loi F, on préfère tester l’exponentialité 

(hypothèse nulle) contre l’alternative de monotonie (H1). Dans cette partie, on s’intéresse au 

test d’hypothèse d’une exponentielle contre DURL, i.e :

"0,0),exp(1)(":0 >≥−−= λλ xxxFH ,

contre l’alternative :

H1 : F est DURL ( et non pas exponentielle).

L’alternative est basée sur l’incertitude au lieu de l’age. Dans ce qui suit, on décrit le test 

statistique proposé par Ebrahimi (1997), son comportement asymptotique où on montre sa 

normalité sous l’hypothèse nulle et enfin, sa consistance. 



2.7.1. Statistique du test :

On sait que H1 est vérifiée ssi  0);();( ≥− yfHxfH , pour tout xy ≥ . Considérons la mesure 

suivante :

∫ ∫
∞ ∞

−=∆
0

)()());();(()(
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dxdyxfyfyfHxfHF

 dxdyxfyfyf
yF
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x

)()())()(log1
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−+=

 ∫
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+−=
0

)())())(log(2)((log
2
1 dxxfxfxFxF . (2.7.1)

Sous l’hypothèse nulle )(F∆ =0 car H ne change pas ; et les grandes valeurs de )(F∆ ou de 

manière équivalente les petites valeurs de :

dxxfxfxFxFFF )())((log))(2)((log)(
2
1)(

0
∫
∞

+=∆−=γ ,                       (2.7.2)

favorise H1.

L’évaluation de l’intégrale (2.7.2) exige la connaissance complète de F.

Puisque la densité f(x) n’est pas connue, on l’estime alors par une fonction densité de 

probabilité empirique. Une fonction densité de probabilité empirique adaptée à l’entropie est 

celle proposée par Mack (1988) qui consiste en un histogramme basé sur une partition des 

statistiques d’ordres. 

Soient t1,…, tn, n observations (n>2) de F et soient t(1),…, t(n) les statistiques d’ordres 

correspondantes. On subdivise l’intervalle de t(1) à t(n) en k sous intervalles. On commence 

par choisir k<n tel que kk n 22 1 <<− , et :

kia
k

in
ii ,...,1,1)1(

1 =+−



 −

= −λ .

Où a0=1 et [.] indique la partie entière

.

On définit une partition de [t(1),…, t(n)) en k sous intervalles , telle que :

Ii =[t(ai-1),t(ai)),  i=1,…,k,



Où ai=1+∑
=

i

j
j

1

λ = ki
k

in ,...,1,1)1(
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

 −

Ainsi la densité de probabilité empirique et sa fonction de distribution empirique sont définies 

par :






 ≤≤∈
−−= −

,sin0

,1,,
))()()(1()( 1

on

kiIx
atatnxf i

ii

i

n

λ
(2.7.3)

et











≥

=∈
−

−
−

+
−
−

<

=
−

−−

),(1

,,...,1,,
)()(

)(
11

1
),1(0

)(
1

11

ntx

kiIx
atat

atx
nn

a
tx

xF i
ii

iii
n

λ (2.7.4)

respectivement.

On utilise alors (2.7.3) et (2.7.4) pour estimer )(Fγ par :
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où )()()( 1−−= iii atatkd

et

[ ] )1log()2()1/(1)log()()log()()(
1

1
11 −−−+−+−−−−−= ∑
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−− nnananananiA ii
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jiiiiiin λλλλλ .

On note que )(
1

iA
k

i
n∑

=

= 0 et on admet que (0 log 0) = 0.

On utilise  la statistique :
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où les grandes valeurs de )(kJ n favorisent H1. Ainsi, on rejette H0 en faveur de H1 au niveau 

de signification α , si )()(J ,n αnkCk ≥ , où )(, αnkC est le point critique déterminé par le (1-α ) 

quantile de la distribution de la statistique )(kJ n sous H0 .

2.7.2. Propriétés de la statistique )(kJ n :

La statistique )(kJ n a été choisie car elle est facile à calculer et possède des propriétés 

intéressantes données par les théorèmes suivants (Ebrahimi, 1997) :

Théorème 2.7.1 :  Soient t1,…, tn, n observations de F et soient yi = a ti où a > 0, i=1,…,n. 

alors la valeur de )(kJ n sous  t1,…, tn est identique à sa valeur sous y1 ,…, yn.

Le théorème suivant donne la moyenne et la variance de la statistique )(kJ n sous l’hypothèse 

nulle H0 .

Théorème 2.7.2 : Sous H0:
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où
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et )1(Γ ′′ est la dérivée seconde de )(αΓ évaluée au point 1=α .

Soit C la classe des densités continues. Le théorème suivant donne un résultat sur la 

convergence de notre statistique :



Théorème 2.7.3 : Soient  t1,…, tn un échantillon aléatoire d’une population de densité 

Cf ∈ et de fonction de distribution F. Si k = 0/lim:.),( =
∞→
∞→ nkein

n
kο . Alors 

JkJn →)( quand ∞→n ,où J ∫
∞

+−=
0

)())())(log(2)((log dxxfxfxFxF .

Le théorème suivant donne la distribution asymptotique de )(kJ n sous l’hypothèse nulle.

Théorème 2.7.4 : Sous l’hypothèse nulle quand n, k 0, →∞→
n
k :

 [ ] )1/()1log(
2
1)(

−−

+

nn

kJ n
suit une distribution Normale standard.

Ce dernier test fournit un test de monotonie de l’incertitude (de la loi DURL) décrit au 

chapitre 4.

2.8. Ordre stochastique basé sur la notion d’incertitude :

On introduit dans cette partie un ordre stochastique basé sur la notion d’incertitude 

shannonienne. On discutera des relations existantes entre cet ordre et des ordres basés sur la 

notion d’âge (Ebrahimi et Pellerey, 1995). On introduira ensuite, le concept du « meilleur 

système »  (Ebrahimi et Pellerey, 1995) dans le sens de la moindre incertitude de vie 

résiduelle dans un ensemble de tous les systèmes considérés. Enfin, on appliquera l’entropie 

aux statistiques d’ordres des durées de vie (Ebrahimi et al, 2004).

Soient X et Y deux v.a positives ou nulles ayant les fonctions de distributions F et G et les 

fonctions de survie F et G . X et Y peuvent être considérés comme les temps de défaillance de

deux éléments.

f et g sont les dérivées de F et G respectivement. GF et λλ sont les fonctions du taux de 

défaillance de chacune des variables X et Y. Enfin, H(f,t) et H(g,t) mesurent l’incertitude des 

distributions des vies résiduelles de X et Y.

2.8.1. Critères de comparaison basés sur la notion d’incertitude :



Définition 2.4.1 : (Ebrahimi et Pellerey, 1995)

X est dit moins incertain que Y si :

H(f,t) ≤ H(g,t),

pour tout t≥ 0, et on écrit  X LU≤ Y ou de manière équivalente F )(
U

LU ≤≤ G

Interprétation : Soient H(f,t) et H(g,t) les quantités d’incertitude de deux composants de 

durées de vie X et Y et de fonctions de survie F et G respectivement. Si  X LU≤ Y , ainsi si les 

deux composants survivent jusqu’à l’instant t ; l’espérance de l’incertitude contenue dans la 

densité conditionnelle de X-t sachant X>t  sur la prédictabilité du temps de vie résiduel du 

premier composant est inférieure à l’espérance de l’incertitude contenue dans la densité 

conditionnelle de Y-t sachant Y>t  sur la prédictabilité du temps de vie résiduel du deuxième  

composant.

Remarque : Soient X et Y deux v.a exponentielles de taux de défaillance 1λ et 2λ

respectivement. Si 1λ ≥ 2λ alors X LU≤ Y .

On donne ci-dessous quelques critères de comparabilité au sens de l’ordre LU≤ .

Critère 1 : on suppose que :

(i) )(log
)(

1)(log
)(

1,0 x
tG

x
tF

t GF λλ ≥≥∀ pour tout x ≥ t.

(ii) )(xFλ est une fonction décroissante au sens large de x,

alors : X LU≤ Y .

Critère 2 : Soit :

(i) )(xFλ / )(xGλ une fonction croissante au sens large de x,

(ii) )(xFλ est une fonction décroissante au sens large de x,

(iii) X FR≤ Y ,

alors : X LU≤ Y .

Critère 3 : Soit X LR≤ Y et soit )(xFλ ou )(xGλ une fonction décroissante au sens large de X. 

Ainsi : X LU≤ Y.



Critère 4 : Soit Z1=a1X+b1 et Z2=a2Y+b2 , a1 , a2>0 et b1 ,b2 ≥ 0.

(i) si : (a) X LU≤ Y

(b) a1 = a2 et b1 =b2

alors Z1 LU≤ Z2.

(ii) Si : (a) X LU≤ Y

(b) a1 ≤ a2 et b1 ≤ b2

(c)  H(f,t) ou H(g,t) est décroissante au sens large,

alors Z1 LU≤ Z2.

2.8.2. Meilleur système :

Intuitivement, le meilleur système est celui qui vit plus longtemps et sa durée de vie 

résiduelle est moins incertaine.

Sur ce on donne alors la définition suivante (Ebrahimi et Pellerey, 1995) :

Définition 2.8.2 : Considérons deux systèmes tels que le premier possède une durée de vie 

X et que le second possède une durée de vie Y.

Alors :

(i) Le premier système est dit « très fortement meilleur » que le second système si 

X LU≤ Y et X LR≥ Y.

(ii) Le premier système est dit « fortement meilleur » que le second système si X LU≤ Y 

et X FR≥ Y.

(iii) Le premier système est dit « faiblement meilleur » que le second système si X LU≤ Y 

et X MR≥ Y.

(iv) Le premier système est dit « meilleur » que le second système si X LU≤ Y et X ST≥ Y.

On a les implications suivantes :

(i) ⇒ (ii) ⇒ (iv)

(i) ⇒ (ii) ⇒ (iii).

Théorème 2.8.1: Si X fortement meilleur que Y, alors :

H(f,t)-H(g,t) décroissante au sens large en t.



Théorème 2.8.2: On définit  Z1= a X+ b et Z2= a Y+ b , a>0 et b ≥ 0.

Si X est très fortement meilleur [fortement meilleur, faiblement meilleur, meilleur] que Y, 

alors Z1 est très fortement meilleur [fortement meilleur, faiblement meilleur, meilleur] que Z2

Ainsi, les comparaisons sont conservées lors des transformations affines.

Théorème 2.8.3: Soient X et Y deux v.a de fonctions de survies F (x) et 

G (x) ( )∫
∞

=
x

dyyF )(1 µ où ∫
∞

=
0

)( dxxFµ ∞< , respectivement. Si :

(a) 1)()( ≤tt FF δλ tel que la fonction moyenne de vie résiduelle de X est une fonction convexe 

décroissante.

(b) )(log])(log)()(log)(
)(

1[
)(

1 tdxxfxfdxxFxF
ttF F

ttF

δ
δ

≤− ∫∫
∞∞

, pour tout t ≥ 0.

Alors X est fortement meilleur que Y.

  

2.9. Entropie des statistiques d’ordre :

On suppose que X1,…,Xn sont les observations iid d’une v.a X de fonction de répartition FX

et de densité fX positive sur un intervalle et nulle ailleurs. Les statistiques d’ordre de cet 

échantillon sont notées Z1<….<Zn de distribution )()( zZPzF ii ≤= , i=1,…,n et de 

densité : )()](1[)]([
)()1(

)1()( 1 zfzFzF
iin

nzf X
in

X
i

Xi
−− −

Γ+−Γ
+Γ

= (2.9.1)

Où )!1()( −=Γ kk

Soit U= FX(X) où U suit une uniforme sur l’intervalle [0,1] et on note ses statistiques d’ordres

W1<….<Wn , i=1,…,n de distribution bêta telle que :

10,)1(
)1,(

1)( 1 ≤≤−
+−

= −− www
iniB

wg ini
i . (2.9.2)

Où )()()(),( 212121 kkkkkkB +ΓΓΓ= .

L’entropie d’une v.a X s’écrit comme :



∫∫ −
+∞

∞−

−=−=
1

0

1 ))((log)(log)()( duuFfdxxfxfXH XXXX .

Dans ce qui suit, on note : Wi=FX(Zi), i=1,…,n

En appliquant la formule (2.9.2) à  Zi= 1−
XF (Wi), on obtient :

))](([log)()( 1
iXXgini WFfEWHZH

i

−−= (2.9.3)

∫−= dzzfzfWH Xiin )(log)()(  (2.9.4)

où Hn(Wi) note l’entropie de la distribution bêta (2.9.2) s’écrivant sous la forme :

)]1()1()[()]1()()[1()1,(log)( +−+−−−+−−−+−= nininniiiniBWH in ϕϕϕϕ (2.9.5)

où 
dk

kdk )(log)( Γ
=ϕ est la fonction digamma,

avec :
n

nWHWH nnn
1log1)()( 1 −−== .

Théorème 2.9.1 (Ebrahimi et al, 2004): Si X et Y deux v.a positives ou nulles.

Si XY ST≤ et X est DFR, alors : XY LU≤

Corollaire 2.5.1 : Soit X une v.a positive ou nulle possédant une distribution DFR XZ STi ≤ , 

alors : XZ LUi ≤ .

Comme application de ce corollaire, on peut considérer deux systèmes, l’un parallèle et 

l’autre en série de composants à durées de vie X1,…,Xn et soient Z1<….<Zn leurs statistiques 

d’ordre. Si chaque statistique d’ordre Zi, i=1,…,n, est comparable au sens de l’ordre 

stochastique à X et que cette dernière est de distribution DFR, alors :

(a) Pour le cas d’un système parallèle, on a :  XZ LUini
≤

= ,...,1
max ; i.e la durée de vie du 

système parallèle est comparable en entropie à la durée de vie de chaque composant. 

D’une autre manière, on peut dire que la durée de vie du système est moins incertaine 

que la durée de vie de tous ses composants.



(b) On peut faire la même conclusion pour un système en série où on considère la durée 

de vie du système représentée par ini
Z

,...,1
min
=

.Ainsi, XZ LUini
≤

= ,...,1
min .

Définition 2.9.1 : La v.a X est comparable par rapport à l’ordre de dispersion à Y, noté 

YX disp≤ , si et ssi :

)()()()( 1111 vFuFvFuF YYXX
−−−− −≤− pour tout 0<v<u<1 .

Théorème 2.9.2 : Soient X et Y deux v.a  et notons leurs statistiques d’ordre Zi et Vi ,

i=1,…,n, respectivement.

Si YX disp≤ alors iLUi VZ ≤

 2.10. Autres résultats sur l’ordre LU :

Ebrahimi et Pellerey (1995) ont montré que si )()( xouxetYX GFLR λλ≤ est 

décroissante en x alors YX LU≤ . Ebrahimi et Kirmani (1997) donnent ci-après que la 

condition YX LR≤ peut se réduire à la condition YX FR≤ :

Théorème 2.10.1 : Soit YX FR≤ et )()( xoux GF λλ décroissante en x, alors YX LU≤ .

On verra une application aux marches aléatoires dans le chapitre 4.

Application sur un systeme k-out- of n :

Pour des observations indépendantes, mais pas nécessairement identiquement distribuées 

nXX ,,1 L .Soit eme
k klaX )( statistique d’ordre. Alors )1()( +≤ kFRk XX pour tout k=1,…,n-

1. Ainsi, )1()( +≤ kLUk XX si au moins une des statistiques d’ordres )(kX ou )1( +kX soit DFR.

Théorème 2.10.2 : Soit YX D≤ et soit )()( xoux GF λλ décroissante en x>0, alors 

YX LU≤ .

Corrollaire2.10.1 : Soit nkxg k ,...,1),( = , la densité de )1()( −−= kkk YYW , k=1,…,n où 

)()2()1()0( ...0 nYYYetY ≤≤≤= notent les statistiques d’ordres de n v.a iid de même 

distribution que Y. Si λλ ≤)(xG pour tout x 0≥ ( λ est le taux de défaillance d’une 

exponentielle), alors :



))1/(log();( λ+−≥ knetgH k pour tout k=1,…,n et 0≥t .

2.11. Conservation de l’ordre LU et des classes IURL et DURL par transformation 

monotone : (Ebrahimi et Kirmani, 1997)

Théorème 2.11.1 : (a) Si X est IURL, et φ une fonction positive, croissante, convexe, 

alors 

φ (x) est aussi IURL.

(b) Si X est DURL, et si φ une fonction positive, croissante, concave, alors 

φ (x) est aussi DURL.

Dans ces deux cas l’entropie résiduelle de g(y) densité de Y =φ (x) s’écrit sous la forme :

)](/)([log))(;();( 11 tXXEtfHtgH −− >′+= φφφ .

Preuve :
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Exemple : Soit X de distribution exponentielle de taux de défaillance λ et soit 

.0,/1 >= ααXY Alors Y possède une distribution Weibull avec une fonction de 

survie .0),(exp)( >−= tttG αλ La fonction positive, croissante φ (x)= α/1x , x>0, 0>α , est 

convexe (concave) si ).1(10 ><< αα Ainsi, la distribution Weibull est IURL (DURL) si 

).1(10 ><< αα Notons que la propriété DURL pour 1>α peut être déduite du théorème 

2.3.2 mais on ne peut avoir l’IURL pour 10 << α .



Le théorème suivant donne des conditions suffisantes pour qu’une fonction de X ait une 

incertitude plus petite ou plus grande que celle de X elle-même.

Théorème 2.11.2 : (a) Si φ une fonction positive, croissante sur ),0[ ∞ avec 1)( ≥′ xφ pour 

tout x 0≥ et si F est DURL alors XX LU≥)(φ .

(b) Si φ une fonction positive, croissante sur ),0[ ∞ avec 1)(0)0( ≤′= xet φφ pour tout 

x 0≥ et si F est IURL alors XX LU≤)(φ .

Application :

Pour illustrer ce théorème, on peut considérer  X comme une v.a exponentielle de taux de 

défaillance λ et .0,0),)/(1(log1)( γβγβγλ
γ

φ <<>+= xx alors Y=φ (x) possède la

fonction de survie { }{ }1exp)/(exp)( −−= ttG γγβ . Ainsi, à partir de la partie (b) du 

théorème précédent XX LU≤)(φ tel que  )/(log);( λetgH ≤ ,où g est la fonction densité 

de Y.

Théorème 2.11.3 : Soit Y une fonction de deux v.a X et Z telle que Y= φ (X,Z), où X et Z 

sont des v.a positives et indépendantes.

Supposons que ),(,0),( zxzx φφ ≥ croissante en x pour tout z 1),(,0 ≥
∂
∂

≥ zx
x

φ ,pour tout 

x,z 0≥ . Si F est DURL alors YX LU≤ .

Application : Si X est DURL alors X+Z XLU≥ et si en plus Z 1≥ , alors X.Z XLU≥ .

Finalement, on donne une condition suffisante pour la conservation de l’ordre YX LU≤

par transformation commune, croissante, convexe de X et Y.

Théorème 2.11.4 : Si YX LU≤ , YX FR≤ et si φ une fonction positive, croissante, 

convexe ; alors )()( YX LU φφ ≤ .

2.12. Entropie passée :

Il est raisonnable de supposer que dans certaines situations, l’incertitude n’est pas 

nécessairement en rapport avec le futur mais peut être par contre en rapport avec le passé. 

Considérons un élément où l’état (fonctionnement ou panne) est observé seulement à des 



instants prédéfinis. Si à l’instant t, le système est inspecté pour la première fois et est trouvé 

en panne, alors l’incertitude est liée au passé ; i.e, à l’instant de la panne entre 0 et t. 

Ainsi, il est intéressant d’introduire la notion d’incertitude passée, le dual de l’entropie 

résiduelle, dans le sens où elle se réfère au passé et non pas au futur.

Soit X une v.a désignant la durée de vie d’un élément. Soit tXX ≤/ de densité f(x) / F(t), 

0<x<t. L’entropie différentielle de tXX ≤/ , 0>∀t , est appelée « entropie passée » à 

l’instant t de X, et notée par :

 dx
tF
xf

tF
xftH

t

)(
)(log

)(
)()(

0
∫−= (2.12.1)

],[)( +∞−∞∈tH

Supposons qu’à un instant t, un composant a été trouvé en panne, alors )(tH mesure 

l’incertitude de sa vie passée (Di Crescenzo et Longobardi, 2002). On peut dire aussi que 

)(tH mesure l’entropie du temps d’inactivité ]/[ tXXt ≤− .

Résultats sur l’entropie passée :

2.12.1. Définition et interprétation : (Di Crescenzo et Longobardi, 2002)

A partir de la formule (2.12.1) on a aussi l’expression suivante de l’entropie passée :

dxxxf
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t
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∫
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)(log)(
)(

11

)(log)(
)(

1)(log)(

τ

où )(tτ = f(t) / F(t) est le taux de défaillance inversé de X. Cette fonction joue le rôle du dual 

de )(tλ . En effet, le rôle de )(tτ dans l’analyse de l’entropie passée est analogue à celui de 

)(tλ dans l’analyse de l’entropie résiduelle.

Dans la proposition suivante on montre que l’entropie au sens de SHANNON peut s’écrire en 

termes de H(t) et de )(tH :

Proposition 2.12.1 : ,0>∀t

)()()()()](),([1 tHtFtHtFtFtFHH ++= (2.12.2)

où : )1(log)1(log)1,(1 ppppppH −−−−=− est l’entropie d’une distribution Bernoulli.



Interprétation :

L’incertitude du temps de défaillance d’un composant peut être décomposée en trois partie : 

(i) l’incertitude où le composant est tombé en panne avant ou après t. (ii) l’incertitude du 

temps de défaillance dans (0, t) sachant que le composant est tombé en panne avant t. (iii) 

l’incertitude du temps de défaillance dans ),( +∞t sachant que le composant est tombé en 

panne après t.

2.12.2. Bornes sur l’entropie passée :

A partir de (2.12.1) l’entropie d’une v.a uniforme sur [0,t] est donnée par log t ; où celle-ci est 

la borne supérieure de )(tH ,telle que :

)(tH tlog≤ , pour tout t >0 (2.12.3)

Cette borne correspond au principe du maximum d’entropie, où la distribution uniforme 

maximise l’entropie sous la contrainte que le support de la densité soit concentré dans un 

intervalle fini.

Remarque 2.12.1 : Une conséquence directe de la borne (2.12.3) est que l’entropie passée ne 

peut être constante pour tout t > 0.

De manière similaire à (2.12.3), l’entropie passée d’une v.a X  distribuée sur (0, b) satisfait 

l’inégalité :

 )(),0( tHH bUX ≤ ,

où :

 




>
≤<

=
btsib

btsit
tH bU log

0log
)(),0( (2.12.4)

est l’entropie passée d’une v.a uniformément distribuée sur (0, b).

Remarque 2.12.2 : Notons que log t n’est pas une borne réduite de l’entropie passée, 

particuliérement pour t assez grand. Par exemple, si X suit une exponentielle de moyenne 

1/λ , alors : 0,
1

)1(log1)( >
−

−−+= −

−
− t

e
eetH t

t
t

λ

λ
λ λ

On a : 1)(lim =+∞→ tHt , où log t diverge quand t tend vers ∞+ .

Le même cas est remarqué pour une loi de type Pareto.



Proposition 2.12.2 : Si )(tτ est décroissante pour tout t > 0 i.e, X est DRFR ( decreasing 

reversed failure rate), alors )(tH est croissante pour tout t > 0.

Remarque 2.12.3 : Si X est IFR et DRFR alors )(tH est croissante et H(t) est décroissante 

pour t>0.

Remarquant que :      )](log)(1)[()( ttHttH
t

ττ −−=
∂
∂ (2.12.5)

On a alors les bornes suivantes :

Proposition 2.12.3 : Si )(tH est croissante pour tout t>0, alors :

{ } 0),(log1)(,)(1exp)( >−≤−≤ tttHettHt ττ (2.12.6)

Remarques 2.12.4 :

(i) A partir de (2.12.3) et (2.12.6), on a :

)(tH est croissante pour t>0, si tet /)( ≤τ .

(ii) La condition tet /)( ≤τ , t>0, n’est pas nécessaire pour que l’entropie passée soit 

croissante. En effet, si par exemple : F(t) = tc, 0 1<≤ t , c>0, on a :
t
ct =)(τ tel que le taux de 

défaillance inversé soit décroissant pour tout t>0. Ainsi, la proposition 2.12.2 implique 

que )(tH est croissante en t>0, même quand tet /)( >τ , i.e, quand c>e.

(iii) pour tout t>0 tel que tet /)( ≥τ la borne (2.12.6) est meilleur que la borne (2.12.3), car on 

a : 0,log)(log1)( >≤−≤ ttttH τ .

2.12.3. Effet des transformations strictement monotones sur l’entropie passée :

L’entropie résiduelle d’une transformation croissante Y d’une v.a X, pour tout t>0 est telle 

que :

)](/)([log))(()( 11 tXXEtHtH XY
−− >′+= φφφ .

Où Y= )(Xφ avec φ strictement croissante, continue et différentiable.



La proposition 2.12.4 donne un résultat similaire pour l’entropie passée dans le cas des 

transformations monotones.

Proposition 2.12.4 : Soit Y= )(Xφ , φ strictement monotone, continue et différentiable alors 

pour tout t>0,
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Si en plus, φ est convexe et si HX(t) est décroissante quand t > 0 ou si )(tH X est croissante 

quand t > 0 alors )(tHY est croissante quand t > 0.

Remarques 2.12.5 : Quand Y= )(Xφ a la même distribution que X, on peut utiliser la 

proposition 2.12.4 pour obtenir des expressions pour XH et XH telles que :

(i) Si X suit une loi de type Pareto avec  )(1
1

)( ),0( t
t

ttF +∞+
= , alors Y=1/ X suit la 

même distribution que X, avec :
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(ii) Si X est une v.a telle que Y= β -X a la même distribution que X, alors la 

proposition 2.12.4 entraîne que : .0),()( ββ <<−= ttHtH XX  

(iii) Soient  2211 )()()()( YXFXetYXFX ==== φφ . Comme Y1 et Y2 suivent 

une uniforme sur (0,1), alors :
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(iv) On a aussi le résultat qui dérive de la proposition 2.12.4 :

 aatHtH XaX log)/()( += , pour tout  t>0 et a>0.

Remarque 2.12.6:

La moyenne du temps de défaillance conditionnée par une panne avant t est croissante.  

En effet, si on pose : )/()( tXXEt ≤=µ ,



0)]([)()( ≥−=
∂
∂ tttt
t

µτµ .

Donc cette moyenne est toujours croissante alors que l’entropie passée ne l’est pas 

nécessairement.

2.12.4. Nouvel ordre basé sur l’entropie passée (l’ordre PE) : (Nanda et Paul, 2006)

Nanda et Paul [21] définissent l’ordre PE comme suit :

Définition 2.12.2 : Soit  X et Y deux v.a exprimant les durées de vies de deux éléments. Alors 

X est dite supérieure à Y par rapport à l’ordre PE (noté : X
PE
≥ Y) si :

 );();( tYHtXH ≤ pour tout t≥ 0.

On dit alors que l’espérance de l’incertitude contenue dans la densité de X sachant tX ≤ sur 

la prédictabilité de l’instant de panne est inférieure à celle de Y.

Le théorème suivant donne un résultat sur la conservation de l’ordre PE par transformation 

croissante convexe.

Théorème 2.12.1 : Soit X et Y deux v.a positive telles que :

X
PE
≥ Y et φ une fonction croissante convexe avec φ (0)=0 et sa dérivée première existe et est 

continue, avec 1)0( ≥′φ .

Alors : )()( YX
PE

φφ ≥ .

L’exemple suivant montre que la condition de convexité n’est qu’une condition suffisante.

Exemple 2.12.1 : Soit X de fonction de survie 0),2exp()( ≥−= xxxF et Y de fonction de 

survie 0),exp()( ≥−= xxyG . A partir de la définition (2.12.2), on a X
PE
≥ Y.

On pose ),exp(1)( xx −−=φ qui est une fonction croissante concave avec φ (0)=0 et 1)0( =′φ .

Pour t )1,0(⊂ : 

));(());(( tYHtXH φφ −
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Il est claire à partir de la figure (2.12.1) que L(t) 0≤ pour tout t ).1,0(∈ Alors : )()( YX
PE

φφ ≥ .

Figure (2.12.1)

Le lemme suivant donne la valeur de l’entropie passée );( tXH sous transformation linéaire 

(la démonstration découle directement de la proposition (2.12.4)).

Lemme 2.12.1 : Soit X une v.a absolument continue. On défini Z= aX+b où a>0 et b 0≥ des 

constantes. Alors : pour t > b, .log);();( a
a

btXHtZH +
−

=  

Le théorème suivant montre que l’ordre PE est conservé sous transformations linéaires 

croissantes.   

Théorème 2.12.2 : Soit X et Y deux v.a absolument continues. On défini 111 bXaZ += et 

222 bXaZ += , où 0, 21 >aa et 0, 21 ≥bb sont des constantes.

Soit (i) X
PE
≥ Y, (ii) 21 aa ≥ et 21 bb ≥ . Alors : 21 ZZ

PE
≥ , si );( tXH ou );( tYH est croissante 

en t> 1b .

Preuve : Supposons que  );( tXH est croissante en t.

Puisque ,
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Par ailleurs, X
PE
≥ Y implique que :
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En combinant les deux résultats et en utilisant le lemme (2.12.1), on a :    

 );(
1

1

a
btXH − +log 1a );(

2

2

a
btYH −

≤ +log 2a .

Ainsi, 21 ZZ
PE
≥ (cqfd). 

Corollaire 2.12.1 : Soit X et Y deux v.a absolument continues telles que X
PE
≥ Y. on défini  

baXX +=1 et baYY +=1 , où a>0 et b 0≥ sont des constantes. Alors : 11 YX
PE
≥ , si  );( tXH

ou );( tYH est croissante en t>b.

Ce corollaire est une conséquence directe du théorème (2.12.2).  

2.12.5. Nouvelle classe de distribution basée sur l’entropie passée : (Nanda et Paul, [21])

Dans cette partie, on propose un nouveau type de classe de distributions basé sur l’entropie 

passée.

Définition 2.12.3 : Une v.a est dite « avoir une incertitude de vie croissante (IUL) », 

si );( tXH est croissante en t .0≥

L’exemple suivant montre que l’entropie passée n’est pas toujours monotone.

Exemple 2.12.2 : Soit X une v.a strictement positive de fonction de distribution :
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On remarque que : )02.0;(XH =-57.824,  )0243.0;(XH =34.1333 et )03.0;(XH =-6.09096. 

Ainsi, dans ce cas );( tXH n’est pas monotone.

Maintenant, on se donne un résultat direct de la proposition (2.12.2) :

Théorème 2.12.3 : Si X est DRFR alors X est IUL.  

L’exemple suivant montre que la réciproque de ce théorème est fausse :  

Exemple 2.12.3 : Soit X une v.a strictement positive de fonction de distribution :
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La figure (2.12.2) montre que );( tXH est croissante en t. par ailleurs, on peut montrer que Fτ

n’est pas monotone. Ainsi, X est IUL mais pas DRFR.



);( tXH

Figure (2.12.2)

Comme on s’est intéressé à la conservation des classes DURL et IURL par transformation de 

X, le théorème suivant donne les conditions sous lesquelles la classe IUL est conservée.

Théorème 2.12.4 : Si X est IUL, alors pour n’importe quelle fonction croissante convexe φ

avec 0)0( =φ ; φ (x) est aussi IUL.  

2.12.6. Système plus acceptable et entropie passée :(Nanda et Paul, [21])  

Les résultats qu’on donne dans cette partie sont parallèles à ceux proposés par Ebrahimi et 

Pellerey (1995) concernant les meilleurs systèmes. 

Un système plus acceptable est un système qui vit plus longtemps que les autres et possède 

moins d’incertitude sur sa durée de vie.

Définition 2.12.4 : Soit X et Y les durées de vie de deux systèmes. Alors le premier système 

est plus acceptable que le second par rapport à l’ordre :

(a) PE-LR si X
PE
≥ Y et X

LR
≥ Y ;

(b) PE-RH si X
PE
≥ Y et X

RH
≥ Y ;

(c)  PE-RMR si X
PE
≥ Y et X

RMR
≥ Y ;



(d)  PE-ST si X
PE
≥ Y et X

ST
≥ Y.

 Remarques: i) Il est clair que (a)⇒ (b) ⇒ (c) et (a)⇒ (b) ⇒ (d).

ii) Ces comparaisons sont conservées lors des transformations affines.  



 
Chapitre 3

 Application



Introduction  

 Pour illustrer la théorie de comparabilité en entropie, on suggère de donner une première 

application sur la méthode du maximum d’entropie (MDE), ainsi que sur les deux premiers 

critères de l’ordre stochastique LU. Ensuite, on teste la monotonie de l’incertitude. Enfin, on   

propose des bornes pour la probabilité de ruine, dans les classes DURL et IURL. 

3.1. Ordre en entropie dynamique :

Introduction :

Une des approches pour approximer une distribution est la méthode du maximum 

d’entropie. Toute distribution peut être approximée par une densité qui maximise l’entropie 

sous des contraintes ne dépendant pas du temps t. Dans le cas où ces contraintes dépendent du 

temps i.e qu’elles sont dynamiques (ce qui est un cas fréquent en fiabilité), la distribution qui 

maximise l’entropie de Shannon sera le maximum dynamique entropique (MDE).

Dans ce qui suit, on donne un résultat définissant l’ordre entropique dynamique et sa relation 

avec l’ordre stochastique, et quelques applications directes telles que : l’ordre des 

distributions de la durée de vie des systèmes parallèle et en série avec leurs composants, les 

valeurs enregistrées (record values).Ensuite, on construit des contraintes dynamiques pour 

quelques distributions paramétriques en termes des taux de défaillances et la fonction de vie 

moyenne résiduelle. En particulier, on identifie des classes de distributions comme MDE 

résultant d’un mélange de deux exponentielles et le mélange de deux Pareto.

Dans ce chapitre, le modèle MDE est une distribution de fonction densité f* (.) monotone 

dans l’ensemble des distributions (.)][ fF =Ω telle que :

0)*,(),( ≥≤ ttoutpourtfHtfH .

3.1.1. Ordre en entropie dynamique :

Théorème : Soit X et Y deux v.a positives continues de fonctions de distributions F et G, 

de fonctions densités f et g et des taux de défaillances GF et λλ respectivement.

On suppose que )()( tt GF λλ ≤ pour tout t ≥ 0. Alors :

a) ),(),( tgHtfH ≥ si f(x) est décroissante pour tout x≥ 0.

b) ),(),( tgHtfH ≤ si g(x) est croissante pour tout x, β≤≤ x0 .



Dans le chapitre suivant, on donnera quelques applications de l’ordre MDE, ainsi que des 

distributions à incertitude maximum sous des contraintes sur le taux de défaillance.

3.2. Relation entre classes à entropie monotone et théorie de risque :

Introduction :

L’une des préoccupations des assureurs est de déterminer le capital à mettre en réserve 

pour éviter la ruine. Cet intérêt nous amène en actuariat   à donner une estimation probabiliste 

de la probabilité de ruine. L’estimation est comprise au sens de la majoration et minoration de 

cette probabilité.

Plusieurs recherche ont été faites pour l’obtention de bornes de classes de distribution basées 

sur la notion d’age IFR (DFR),NBU (NWU),…  (voir mémoire Frahi, 2006)  

Dans notre cas, on s’intéresse aux classes de distributions basées sur la notion d’incertitude 

proposées par Ebrahimi (1996) telles que les distributions IURL et DURL.

Des résultats donnés par J.Cai et J.Garrido (1999) concernant des bornes pour des 

distributions IMRL (DMRL) DFR (IFR) peuvent être appliqués pour les distributions IURL et 

DURL du fait que les unes sont sous classes des autres.

Dans se qui suit, on donnera les définitions pour la somme géométrique ainsi que la 

demande de remboursement comme étant un processus de renouvellement et la probabilité de 

ruine associée. En fin, on donnera les bornes pour cette probabilité suivant les propriétés des 

classes citées plus haut.

 

3.2.1. Sommes géométriques et théorie de risque :  

En assurance les montant des sinistres peuvent être représentés par une somme de v.a telle 

que :

 .21 NN XXXS +++= L  

où N est une v.a de comptage des sinistres.

Les iX (le ieme sinistre) sont des v.a iid de distribution F, indépendantes de la v.a N, suit une 

distribution géométrique :

 .10,0)1()( <<≥−== φφφ nnNp n  



Dans ce qui suit, le problème consiste à trouver une estimation par borne de la fonction 

distribution: ).()( xXPxW i >∑=

qui est  la queue de distribution composée de somme géométrique de v.a avec                  

).()()(1)( xXPxWouxWxW i ≤∑=−=  

La distribution de NS est déterminée à l’aide de celles des iX et N, comme suit :

 ).()( 21 xXXXPxSP NN ≤+++=≤ L

)()/(
0

21 nNPnNxXXXP
n

n ==≤+++= ∑
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=

L

∑
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=

=≤+++=
0

21 ).()(
n

n nNPxXXXP L Car il y a indépendance entre iX et N .

= ∑
∞

=

=
0

* ).()(
n

n xFnNP

Où )(* xF n est la neme convolution de la fonction de répartition )(xF .

3.2.2. Marche aléatoire :

La marche aléatoire M.A est un modèle de probabilité classique qui possède des applications 

en biologie, file d’attente, assurance , finances,etc.

Imaginons une particule se déplaçant le long d’une droite réelle. Si au temps n , elle occupe 

une position nσ , sa position au temps 1+n est 11 ++ += nnn ξσσ , où nξ est le nième pas de cette 

marche aléatoire.

Définition 1 :

Soit donnée une séquence de v.a, i.i.d ( ) 1≥iiξ , à valeurs dans R . La séquence :









+++=
≥

=

nn

n
ξξξσ

σ

L21

0

1
0

 

est appelée processus de marche aléatoire.

Supposons, que les iξ prennent des valeurs positives et/ou négatives avec des probabilités 

positives. Les caractères importants de ce processus sont :



• La première période où kσ est strictement positive :

  { }.1,0:inf ≥>= kkL kσ (3.2.1)

• La variable associée à cette période est :

1
~

σ=X (3.2.2)

• Le maximum total de cette marche est :

∞≤≤

=

k
M k

0

sup σ
(3.2.3)                  

La figure (3.1) illustre cette situation.                 

 nσ  M      

 Lσ

n

21 ξξ +    

 1ξ  321 ξξξ ++

La figure (3.1)

On pose : 1ξ 21 ξξ + 321 ξξξ ++

( ) 0>∞== LPφ (3.2.4)

Soit 0,00 ≥= Mσ pour 00 =T (voir figure 3.2), on a :

{ } ,1,,:inf1 ≥>>=+ nTkkT nTnkn σσ

et   1,~
11 ≥−=++= −− nX TnTnTnTn σσξξ L  

 nσ

  n
  1T  2T  3T

  La figure (3.2)  

Evidemment, les ( ) .1,~,1 ≥− − nXTT nnn , sont des couples de v.a.i.i.d et l’on a

( ) ( ) .1,~,~, 1 ≥−≈ − nXTTXL nnnd



Par suite, ( )∞<∞=+ nn TTP /1 est égale à la probabilité φ définie dans (3.2.4). En 

posant { }1,:min ≥∞== nTnN n , il s’en suit que ( ) ( ) 11 −−== kkNP φφ .

Le maximum total peut s’écrire :

 1211
~~~

−− +++== nTn XXXM Lφ (3.2.5)

avec 0=M pour n=1.

Soit maintenant, la fonction de distribution conditionnelle des variables ,1, ≥iX i :

( ) ( )∞<≤= LxXPxF /~ (3.2.6)

Cette fonction de distribution ne dépend pas évidement de n .

Comme on a :

 .11 −++≈ nd XXM L (3.2.7)

donc :

( ) ( ) ( )∑
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=
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1
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1 .1

k
k

k xXXPxMP Lφφ (3.2.8)

Par conséquent, la marche aléatoire M est une distribution qui peut être exprimée en terme     

d’une  somme géométrique des variables aléatoires iX .

3.2.3. Modèle de risque :

On définit les paramètres du modèle de risque )(tU , telle que : 

• le capital initial positif U appelé aussi réserve de risque initial.

• les occurrences { }1, ≥kX k représentant la taille des sinistres iid positives, 

correspondant aux montants de remboursement, formant un processus de 

renouvellement de la distribution F.

Où  2)var()( δµ == kk XetXE .

• le nombre de ces occurrences suit un processus de comptage 

{ }0),( ≥ttN d’intensité 0>λ .

• les cotisations des assurés sont capitalisées linéairement au cours du temps à un taux 

constant 0>c , appelé prime encaissée sur l’intervalle [ ]t,0 .

 



 

Z1  Z2  

Z3       Ruine

La figure (3.3)  

On définit le processus de risque tel que :

.0).()( ≥−+= ttSctutU

Où 0≥u note le capital initial de  la compagnie d’assurance et  0>c est le taux de prime,

et ∑
=

=
)(

1
)(

tN

i
iXtS .

Définition (probabilité de ruine) :

On définit la probabilité de ruine )(uψ telle que :

( )0)(:0)( <>∃= tUtpuψ .

D’après la définition du processus de risque, la ruine ne peut avoir lieu qu’aux instants iT . 

Ainsi, pour 0≥u :
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Ainsi, 1)( <uψ est équivalent à la condition :
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D’après (3.2.9), il s’ensuit que la détermination de la probabilité de non ruine )(1 uψ− est 

réduite à l’étude de la fonction distribution du max de la marche aléatoire nR , où : 

.1,

.0:1
1

0
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==≥ ∑
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kcyXZet

RavecZRn

kkk

n

k
kn

Notons que :    0)( <−=
λ
cuZE n’est que la condition du « profit net ».

Ainsi la probabilité de non ruine peut se réécrire telle que :

( )uRpu nn ≤=− ≥1sup)(1 ψ

3.2.4. Probabilité de ruine et les classes de distributions DURL et IURL :

Le corollaire suivant donne une borne de la probabilité de ruine si la distribution des sinistres 

est IURL. 

  IURL ⇒ IMRL

  

 DFR   ⇒ DFRA⇒  NWU ⇒ NWUE 

Corollaire 1 : (corollaire 5.3 et 5.4 de Cai, Garrido 1999).

• Soit φ est une constante, 10 << φ , tels que la distribution de probabilité 

{ }0, ≥nPn et N satisfont :
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• Soit B une distribution de vie (i.e une fonction de distribution d’une v.a positive) 

NBU satisfaisant l’équation suivante :

 [ ]∫
∞

−
=

0

1 .1)()(
φ

ydFyB

• Soit xQ une fonction croissante (resp. croissante convexe) satisfaisant :

 [ ]
xh

hyBhxByQx

≤≤
+−≥

−

0
)()(sup)( 1

Sous ces conditions :



Si F est DFR (resp. IMRL), alors :

[ ] .0),()()(
1

)( 10 ≥−∫
−

≥
−∞ xxFydFxyQ

p
x xxφ

ψ

Quant au corollaire suivant, il donne une borne de la probabilité de ruine si la distribution des 

sinistres est DURL du fait que le DMRL et le IFR  impliquent le DURL.

  DURL              DMRL                   

 

 IFR   ⇒ IFRA ⇒ NBU ⇒ NBUE           

Corollaire 2 : (corollaire 5.1, 5.2 : Cai, Garrido 1999)

• Soit φ une constante, 10 << φ , telle que la distribution de probabilité 0, ≥nPn et 

N satisfont : 

L,2,1,0,1 =≤+ naa nn φ ,

où { } [ ]00
1

===>= ∑
∞

+=

NPPetPnNPa
nk

kn .

• Supposant une distribution B NWU satisfaisant l’équation  suivante :

[ ] .1)()(
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∫
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−
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φ
ydFyB

• Soit xQ une fonction croissante (croissante convexe) satisfaisant, pour tout 0≥y : 

[ ]
xh
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≤≤
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−

0
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Sous ces conditions :

• si F est IFR (ou DMRL), alors : 

[ ] .0),()()(
1

)(
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−
≤

−∞ xxFydFxyQPx xxφ
ψ



Remarque : Pour le choix de xQ , on a le résultat suivant donné par Cai, Garido (1999), tel 

que :

• si B est NWU alors :

[ ] [ ]
.0

)()(inf)( 11

xh
hyBhxByxB

≤≤
+−≤+ −−

• et si B est NBU alors :

[ ] [ ]
.0

)()(sup)( 11

xh
hyBhxByxB

≤≤
+−≥+ −−

Ainsi, on choisi [ ] 1)()( −
+= yxByQx selon B est NWU ou NBU.



 
Chapitre 4

 
Application et illustrations



Introduction

On propose trois applications illustrant le résultat du MDE sur les statistiques 

d’ordre, les valeurs enregistrées et les contraintes sous le taux de défaillance pour 

l’obtention des densités maximisant l’entropie résiduelle dans la classe des distributions 

monotones.

Applications 1.a :

Soient X1,X2,…, Xn les durées de vie de n composants iid, de densité commune f, de 

fonction de distribution F et une fonction de survie F .

a) la durée de vie d’un système en série à n composants est déterminée par Y= min 

(X1,X2,…, Xn). Soit g la densité et G la distribution de probabilité de Y.

alors, )()()( ttnt FFG λλλ ≥= . Ainsi, si la densité f est décroissante, 

alors ),(),( tgHtfH ≥ .Si la densité g est croissante alors : ),(),( tgHtfH ≤ .

Ainsi, dans le premier cas, on dit que Y LU≤ X et dans le second c’est l’inverse i.e  

X LU≤ Y.

b) la durée de vie d’un système parallèle à n composants est déterminée par Z= 

max(X1,X2,…, Xn). Si on note par g et G la densité et la distribution de Z 

respectivement. On a alors :

)()()( ttt FG λθλ = ,où :
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Dans ce cas, )()( tt FG λλ ≤ . Ainsi, si f(.) est une fonction croissante, alors :

),(),( tgHtfH ≥ et on dira que Z LU≤ X.

Si g(.) est une fonction décroissante, alors ),(),( tgHtfH ≤ et on dira que X LU≤ Z.

Application 1.b : (record values)

Soit { 1, ≥nX n } une séquence de v.a iid de fonction de distribution F et de fonction de 

densité f et de taux de défaillance Fλ . Soient g et G respectivement la densité et la fonction de 

distribution de la néme plus grande valeur enregistrée V. Alors on sait que :
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et   

)()( vfvg =
)!1(

)]([ 1

−
Λ −

n
v n

F , où )(log)( vFvF −=Λ .

A partir de ces deux équations, on obtient la fonction taux de défaillance de V, telle que :

 )()()( ttt FG λθλ = ,avec :
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Ainsi, )()( tt FG λλ ≤ . Alors, si f(.) est une fonction croissante, ),(),( tgHtfH ≥ i.e V LU≤ X.

si g est décroissante alors ),(),( tgHtfH ≤ , d’où : X LU≤ V.

Application 1.c : (comparaison entre les distributions paramétriques)

Les distributions sont classées dans le sens où le tableau 1 donne des contraintes sous forme 

d’inégalités différentielles des taux de défaillance où le second membre est constant, ou bien 

le produit d’une constante par )(tFλ , c’est le cas où le modèle MDE coïncide avec le ME.

Le second tableau donne des contraintes où les inégalités différentielles sont en fonction de t. 

c’est le cas MDE et non pas ME.

Les résultats des deux tableaux nous permettent de conclure que pour n’importe qu’elle 

fonction densité monotone f Ω∈ , obéissant aux contraintes associées à la distribution :

0)*,(),( ≥≤ ttoutpourtfHtfH i.e X LU≤ Y , où X est de densité f et Y de densité f*.

Résultat : Xt st≥ Yt, f* monotone ( )()( * tt FF λλ ≤ )

0)*,(),( ≥≤ ttoutpourtfHtfH , f* MDE.

Alors  X LU≤ Y .

Le tableau 3 donne le MDE dans le cas de deux distribution à domaine réduits (pour avoir f* 

monotone).

Dans le cas par exemple où W1 et W2 sont deux variables aléatoires indépendantes telles que  

W1 est de distribution exponentielle et  W2 de distribution d’une valeur extrême tronquée ; 

alors la fonction de survie de min (W1, W2) est )(* tF telle que :

.5.0,0,)()(* 21
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21

2
12 ≥>+= −−− ββββ ββ ttt eetf

Dans ce même tableau sont donnés deux cas de mélange, mélange de deux exponentielles et 

un mélange de deux paretos.



 Tableau1: distributions maximums dynamiques entropie                                                                                                    
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Generalized Pareto,[ )∞,0  
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Pareto (type II), [ )∞,0
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Densités MDE et supports    contraintes pour l’ensemble max  



  Tableau 2: distribution maximum dynamique entropie                                                                                                   

 Densités MDE et supports  contraintes pour l’ensemble max  
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 Tableau3: distribution maximum dynamique entropie à deux composantes  
 

  Densités MDE et supports  constraintes pour pour l’ensemble max  
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On donne ci-dessous quelques démonstrations des distributions MDE données dans les trois 

tableaux précédents :

Proposition 4.1: La loi Pareto est le MDE pour les contraintes suivantes :
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Preuve: A partir de (b) on a:
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En intégrant les deux membres de l’inégalité, utilisant la condition initiale (a), on a :
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Par ailleurs, la densité est décroissante. Ainsi, à partir du théorème (3.1), on a :
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Proposition 4.2 : La distribution half-logistic est le MDE dans le support [,0[ ∞ , pour les 

contraintes suivantes :
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A partir de (b) on a: 1
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En multipliant les deux membre de l’inégalité par β et en décomposant la fraction, on 

obtient :
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En intégrant les deux membres de l’inégalité, utilisant la condition initiale (a), on a :
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où : 01/ 0 ≥−= λβα et la densité est une fonction décroissante. Ainsi, à partir du théorème 

(3.1), on a :
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Proposition 4.3 : Le mélange de deux exponentielles est le MDE dans le support [,0[ ∞ , pour 

les contraintes :
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Preuve : la démonstration est similaire à celle de la proposition (4.2).

En multipliant les deux membres de l’inégalité (c) par 21 ββ − et en décomposant la fraction, 

on obtient :
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En intégrant les deux membres de l’inégalité, utilisant la condition initiale (a), on a :
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La densité est une fonction décroissante. Ainsi, à partir du théorème (3.1), on a :
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Application 2 : Fiabilité des systèmes :



Dans cette partie, on donne des conditions sous les quelles deux systèmes différents peuvent 

être comparables dans le sens d’incertitude et non dans le sens habituel i.e de vieillissement 

(A. Aissani et al, 2006).

a) Systèmes en séries :

• Le système en série fonctionne quand tous ses éléments fonctionnent et 

tombe en panne dés que le premier élément tombe en panne.

Supposons que le ieme  élément possède une durée de vie iX , i=1,2,…,n.

Alors la durée de vie du système est Z tel que ),...,min( 1 nXXZ =

Ainsi, si les éléments sont statistiquement indépendants, alors la fiabilité du

système est telle que :
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Où )(tFi est la fonction de suivre du ieme composant, et sF est celle du 

système.

On se donne deux systèmes .2,1, =kSk indépendants ayant la même 

structure avec des composants en séries, la durée de vie de chaque 

composants est ikX et leurs taux de défaillances respectifs sont 

.,,1,)( nik
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On note iZ la durée de vie du système 2,1, =iS i .

• On considère les hypothèses suivantes :

(i) si tous les composants du 1er système sont DFR.

(ii) si pour tout 



















∫

∫
≥≥

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
n

i
i

x

n

i
i

x

n

i
i

n

i
i

dxx

dxx

x

x
t

1

)2(
0

1

)1(
0

1

)2(

1

)1(

)(

)(
exp

)(log

)(log
:0

λ

λ

λ

λ
pour tout 

tx ≥ …..(*)

alors la durée de vie Z1, du 1ersystème est moins incertaine que la durée de 

vie du 2ndsystème 2Z i .e 21 ZZ LU≤ .

 Preuve : Puisque les systèmes sont en séries, il s’en suit que :
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alors l’inégalité (*) satisfait le 1ercritère de l’ordre LU≤ .

• Supposons maintenant que les composant sont tous DFR et que le rapport 
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est croissant en x.

Alors la durée de vie 1Z du 1er système a moins d’incertitude que la durée de 

vie 2Z du  2nd système i.e 21 ZZ LU≤ .

Preuve : Du fait que tous les éléments sont comparables à l’ordre FR≤ et que cet 

ordre est conservé par passage aux minimums, alors 21 ZZ FR≤ .  

  En suite, la durée de vie du 1er système est DFR, puisque cette classe de                 

distribution est stable sous l’opération minimums. Ainsi le critère (2) est vérifié .

b) Système redondant ( cold-redondant) :

Supposons que l’on ait un élément opérationnel  à (n-1) éléments de remplacement 

(stand-by).Quand cet élément tombe en panne un des (n-1) éléments le remplace 

immédiatement. Le système tombe en panne quand tous ces éléments tombent en 

panne. Notons que les éléments en stock ne tombent pas en panne.

Pour k=1,2, considérons un système Sk constitué de deux éléments )(
2
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kk EetE .
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On note par ))(( xS iλ la fonction du taux de défaillance du système Si.



Supposons :

(i) les durées de fonctionnements )1(
0X , )1(

1X ,… sont exponentielles

(ii) )2(
0X , )2(

1X ,… sont toutes  IFR.

(iii) )2()1(
iFRi XX ≤ , i=1,2,…,n.
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est croissante en x.

ainsi, la durée de vie Z1 du premier système est moins incertaine que la durée de vie du 

second système Z2, i.e 21 ZZ LU≤ .

Preuve : Notons { })()()( :inf k
m
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Ainsi, la durée de vie du système Sk est une v.a de structure ∑
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=
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k XZ du fait que 

la distribution exponentielle est IFR, et du point (ii) et que l’ordre FR≤ est conservé par 

convolution, alors )2()1( ZZ FR≤ .

Notons ainsi que la distribution exponentielle est aussi DFR, et en rajoutant la 

condition (iv), le critère (2) est ainsi satisfait. Alors, )2()1( ZZ LU≤ .

Application 3 : Tester la monotonie de l’incertitude

On donne ci après l’organigramme du test de monotonie de l’incertitude décrit dans le 

chapitre 2



Test « exp vs DURL »

Choix de k tel que 
kk n 22 1 <<−
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Pour faire le test « exp vs DURL », on se donne des observations de durées de survie des 

patients (l’unité est en jours) de l’institut national du cancer des USA (Ebrahimi, 1997):

n=40   

t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579 581 650 702 715 779 

881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784 1877 1886 2045 2056 ].

On trouve la valeur de la statistique Jn(k) = -0.1369, qui est supérieure aux valeurs critiques à 

90% et 95%.

Alors, on accepte le fait que la distribution est DURL (donc monotonie de l’incertitude) et on 

rejette l’exponentialité.

Table des valeurs critiques de )(kJ n

  



On présente ci après l’organigramme du test DMRL décrit dans la partie annexe :

Soit X1,X2,…Xn un échantillon                  
ordonné.
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distribution est exponentielle.  

On rejette 0H et on accepte 1H i.e de 
distribution est DMRL. 
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Test « exp vs DMRL »



Sur le même échantillon, on teste l’hypothèse « exp vs DMRL ». Pour vérifier le résultat de 

Ebrahimi et Kirmani (1996) où le DMRL implique DURL.

Après avoir dérouler le programme correspondant au dernier organigramme sous MATLAB, 

on obtient n∆̂ =0.835 qui est supérieure aux valeurs critiques à 90% et 95%.

Ainsi, la distribution est DMRL. Elle est donc DURL, en appliquant le résultat de Ebrahimi et 

Kirmani (1996) qui est aussi vérifiée par le premier test.

Table des valeurs critiques de n∆̂ :

 
 



Application 4 : 

Application (4.a) du théorème (2.10.1) : 

Dans cette partie, on propose une démonstration de la comparabilité des marches aléatoires 

par rapport à l’ordre LU. On donne ensuite une interprétation dans le domaine des assurances.

Soit ).()(1 uRPu n ≤=−ψ

Plus la non ruine est improbable (i.e la probabilité augmente) plus elle est incertaine (plus la

ruine est certaine) plus l’entropie augmente.
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Remarque :  plus il y a moins de sinistres plus la non ruine est certaine (ou la ruine est 

incertaine).

Une probabilité de survie plus grande ⇒ une incertitude moindre (survie de la compagnie 

d’assurance) et une durée de vie plus grande. 



Application (4.b) : Bornes par la probabilité de ruine

Comme application des bornes par distribution à entropie monotone (corollaires 1 et 2 de la 

partie (3.2.1)), on suggère de choisir une distribution B NWU où 

,...2,1,1,)( =≤<−= − kkxkexB k . Alors kyxkexyQ k
x ≤+<−=− 1,)( .

Pour la distribution IFR (donc DURL), on choisit une Weibull W(1,2), i.e : 
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Ainsi, la borne de la probabilité de ruine pour ce cas d’exemple est :
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Ainsi, dans cet exemple la probabilité de ruine est inférieure à la probabilité d’au moins un 

sinistre (sur 2).



Conclusion



Conclusion :

Dans ce travail, on a étudié une approche à la comparaison stochastique de variables 

aléatoires basées sur l’incertitude. L’ordre en entropie présente un intérêt au sens où il permet 

d’actualiser de manière dynamique, du point de vue de la mesure d’information qu’est 

l’entropie, la comparaison de variables résiduelles.

Nous avons étudié les propriétés de cet ordre qui permettent de considérer diverses 

applications. C’est d’abord une méthode de test de la monotonie de l’incertitude au sens de 

l’entropie. Une illustration est présentée sur des données de la littérature.

Nous avons montré comment déduire des comparaisons pour certains systèmes de fiabilité et 

la probabilité de ruine d’une compagnie. Ces comparaisons conduisent à des bornes basées 

sur l’information de la classe d’incertitude.

Une autre application de ces propriétés de monotonie d’incertitude est fournie par la méthode 

du maximum d’entropie (dynamique) où les conditions portent, non plus sur la connaissance 

des premiers moments ou autres caractéristiques, mais sur la monotonie du risque (ou taux de 

défaillance). Cette technique pourrait être en particulier appliquée à l’étude de modèles de 

files d’attente.



Annexe

Tester la monotonie de la fonction de vie résiduelle moyenne (Abu Youssef (2002)) :

Plusieurs recherches ont été faite pour tester l’exponentialité contre la monotonie de la 

fonction de la vie résiduelle moyenne MRL. Dans notre contexte, on se réfère à l’article de 

Abu Youssef (2002) qui se base sur l’inégalité des moments. Pou ce faire, on a le théorème 

suivant :

Théorème 1 : Si F est DMRL (IMRL), alors :
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Ainsi, pour tester l’exponentialité contre DMRL(IMRL) de la distribution F d’un échantillon 

nXX ,...,1 , on propose la statistique suivante, où les grandes valeurs favorisent l’alternative :
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Théorème 2 :

Quand )ˆ(, ∆−∆∞→ nnn est asymptotiquement Normal de moyenne 0 et de variance :
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Programme du test “exp vs DURL” :

n=40   
t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579 
581 650 702 715 779 881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784
1877 1886 2045 2056 ]

k=0
i=1
while((2^(i-1)>n)|(2^i)<n)

 i=i+1;
end

k=i

for i=1:k
a(1,i)=(round((n-1)*i/k)+1)
a
end

d(1,1)=t(1,a(1,1))-t(1,1)
d(1,1)

lambda(1,1)=a(1,1)-1
lambda(1,1)

for i=2:k
d(1,i)=t(1,a(1,i))-t(1,a(1,i-1))
lambda(1,i)=a(1,i)-a(1,i-1)
end
d
lambda

v(1,1)=0
A(1,1)=(n-1)*log(n-1)-(n-a(1,1))*log(n-a(1,1))+

 (1/(n-1))*lambda(1,1)*(lambda(1,1)+2*v(1,1))
 -lambda(1,1)-lambda(1,1)*log(n-1)

J(1,1)=A(1,1)*log((d(1,1)*(n-1))/lambda(1,1))

for i=2:k

u=lambda(1,1:i-1)
v(1,i)=sum(u)

 if n-a(1,i)==0
A(1,i)=(n-a(1,i-1))*log(n-a(1,i-1))+(1/(n-

1))*lambda(1,i)*(lambda(1,i)+2*v(1,i))-lambda(1,i)-lambda(1,i)*log(n-1)

 else

A(1,i)=(n-a(1,i-1))*log(n-a(1,i-1))-(n-a(1,i))*log(n-a(1,i))
 +(1/(n-1))*lambda(1,i)*(lambda(1,i)+2*v(1,i))-lambda(1,i)
 -lambda(1,i)*log(n-1)

 end
J(1,i)=A(1,i)*log((d(1,i)*(n-1))/lambda(1,i))
end
J
statJ=sum(J)/(n-1)
% on trouve statJ=-0.1369, on accepte durl à 90 et 95%



Ci après le programme du test “exp vs DMRL”

n=40  
t=[7 47 58 74 177 232 273 285 317 429 440 445 455 468 495 497 532 571 579 
581 650 702 715 779 881 900 930 968 1077 1109 1314 1334 1367 1534 1712 1784 
1877 1886 2045 2056 ]

for i=1:n

 for j=i+1:n

 v(1,j-i)=min(t(1,i)^2,t(1,j)^2)-t(1,i)*t(1,j)/2
 end

 u=v(1,1:n-i)

 s(1,i)=sum(u)
 end

delta=sum(s)
delta=2*delta/(n*(n-1)*mean(t)^2)

% on trouve delta =0.835, on accepte dmrl à 90 et 95%
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