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Sur la géométrie et la dynamique des variétés
Lorentziennes

Résumé

Notre travail rentre dans le cadre de la classification des couples (G,M) où G est un

groupe de Lie agissant isométriquement sur une variété Lorentzienne M . dans un pre-

mier temps, ce problème a été traité dans le cas compact (c-à-d. M compacte) par Adams

( [3], [4]) et Zeghib [20]. Dans le cas général, un nouvel aspect a été introduit par Kowalsky

( [13], [14]) qui compense la compacité par une condition dynamique (la non-propreté de

l’action). On considère seulement le cas des groupes de Lie simples.

Signalons que l’approche de Kowalsky est de nature algébrique. Dans ce travail on intro-

duit une approche géométrique différente de celle de Kowalsky.

Notre approche nous a permis de retrouver tous les résultats de Kowalsky avec une gé-

néralisation au cas semi-simple.

Mots-clés : Groupes de Lie semi-simples, espace de Sitter, espace Anti de Sitter, action

nonpropre, action propre, variétés Lorentziennes.
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Introduction

Un des principaux problèmes qui se pose en géométrie, est de déterminer les groupes

de Lie qui peuvent agir sur des variétés tout en préservant une structure géométrique par-

ticulière (structure Riemannienne, pseudo-Riemannienne...), autrement dit, les groupes

de Lie qui peuvent se plonger dans le groupe des isométries d’une variété munie d’une

structure géométrique particulière. Tout groupe de Lie pouvant se décomposé en une

partie semi-simple et une partie résoluble (décomposition de Levi), le problème peut être

traité en deux parties : dans une première étape, on détermine les groupes semi-simples

et dans la deuxième on détermine les groupes résolubles. Le problème général peut être

alors résolu en regroupant les résultats des deux étapes.

On sait que si un groupe opère proprement sur une variété, alors il préserve une

structure Riemannienne. Se pose alors de manière naturelle la question suivante : qu’en

est-il du cas pseudo-Riemannien ? plus précisément : dans quel cas un groupe de Lie

peut-il agir isométriquement sur une variété pseudo-Riemannienne ?.

Cette question nous amène à classifier les couples (G,M) ou G est un groupe de

Lie, et M une variété pseudo-Riemannienne, sur laquelle G agit de façon isométrique.

Comme tout groupe de Lie connexe possède une métrique pseudo-Riemannienne inva-

riante à gauche, on considérera des actions isométriques aux quelles on imposera cer-

taines hypothèses dynamiques, pour que cette classification ait un sens. D’un point de

vue géométrique, le cas Lorentzien est celui qui suit immédiatement le cas Riemannien, il

est donc naturel de commencer par l’étude du cas Lorentzien. Cette étude a été d’abord,

considérée dans le cas compact.

Précisons le problème et on pose cette question : qu’est-ce qui permet à une variété Lo-

rentzienne compacte, d’avoir un groupe de symétries non compact ?.

La réponse à cette question est donnée par S. Adams et G. stuck [3], [4] et A. Zeghib [20].

6
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Dans le cas général, une nouvelle approche apparaît dans les travaux de Kowalsky :

dans [13] et [14], qui s’intéresse aux actions des groupes sur des variétés Lorentziennes

éventuellement non compactes. Bien entendu, dans ce genre d’approche, on pourra com-

penser la non-compacité par une contrepartie dynamique afin de pouvoir mettre en oeuvre

une sorte de récurrence. Dans son travail Kowalsky impose à l’action d’être non propre.

C’est une hypothèse simple, qui est naturelle dans le cas compact.

L’étude du cas noncompact est d’un grand intérêt ne serait-ce que du point de vue

de la physique ; les modèles compacts des espaces temps présentent peu d’intérêt, ils sont

entre autres le défaut de ne pas être chronologiques (dans un espace-temps qui n’est pas

chronologique, un événement peut se reproduire identique à lui même dont ne semble

pas réaliste dans la physique d’aujourd’hui). Posséder un groupe d’isométries qui agit

non proprement est une manifestation du caractère non Riemannien de la géométrie de

l’espace temps.

Très brièvement, N. Kowalsky a montré dans [14] que parmi les groupes dont le centre est

fini, seuls les groupes qui sont localement isomorphes à l’un des groupes O(1, n), O(2, n) et

Sl(2,R), peuvent agir de manière isométrique et non propre sur une variété Lorentzienne.

Ce théorème montre qu’au niveau des groupes, l’espace de Sitter O(1, n)/O(1, n − 1) et

l’espace Anti de Sitter O(2, n)/O(1, n) sont les seuls G-espaces Lorentziens non propres,

avec G simple, possédant un centre fini.

S. Adams [2] a proposé une autre démonstration de ce théorème. Sa démarche procède

d’une analyse semblable à celle de Kowalsky ; elle est cependant très compliquée et plutôt

de nature algébrique.

A ce stade se pose naturellement la question suivante : si un groupe localement isomorphe

à O(1, n), O(2, n) ou Sl(2,R) agit sur une variété Lorentzienne, que peut-on alors dire

de cette variété ?

Notre réponse est inspirée d’un travail de A. Zeghib où il montre que toute variété Lorent-

zienne homogène de dimension ≥ 3 ayant un groupe d’isotropie irréductible est de cour-

bure sectionnelle constante [22]. Ce résultat montre à quel point les espaces homogènes

sont rares en géométrie Lorentzienne en comparaison avec la géométrie Riemannienne.

Dans notre travail, nous avons regardé, dans un premier temps, si on pouvait adapter

ce théorème aux actions non transitives. Or il se trouve que l’hypothèse d’irréductibilité

qu’il est une hypothèse de nature algébrique, n’est pas adaptée au cadre géométrique-

dynamique de notre travail. On aimerait la remplacer par une condition dynamique, plus

naturelle. Notre point de vue est que l’hypothèse "non propre" suffit à cela. Dans cet esprit

le premier résultat que nous obtenons dans notre thèse affirme que si l’action d’un groupe
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de Lie G sur une variété M a une orbite de type Lorentzien avec un groupe d’isotropie

irréductible alors, cette orbite est de courbure constante, la composante de l’identité de

son groupe d’isométries est contenue dans G, enfin, qu’un voisinage de cette orbite est un

produit tordu d’une variété Riemannienne par une variété Lorentzienne . Notre approche

nous a permis de retrouver tous les résultats de Kowalsky avec une généralisation au cas

semi-simple sous l’hypothèse qu’il n’y ait pas de sl(2,R)-facteurs.
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Chapitre 1
Produits scalaires pseudo-euclidiens

Dans ce chapitre, on introduit quelques propriétés élémentaires des produits scalaires

pseudo-euclidiens , pour cela on considère un espace vectoriel V de dimension finie n.

1.1 Formes bilinéaires et quadratiques

Définition 1.1.1 Une application ϕ : V × V −→ R est une forme bilinéaire symétrique

sur V si elle est linéaire en chacune de ses variables et vérifie :

ϕ(x, y) = ϕ(y, x), ∀x, y ∈ V .

Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur V .

On définit sur V la fonction qϕ : V −→ R donnée par :

qϕ(x) = ϕ(x, x), ∀x ∈ V

On dit que qϕ est la forme quadratique associée à ϕ et que ϕ est la forme polaire de qϕ,

tel que ϕ et qϕ son reliés par la relation suivante :

ϕ(x, y) =
1

4

(
qϕ(x + y)− qϕ(x− y)

)
(1.1)

qu’on l’appelle identité de polarisation

Remarque 1.1.1 D’après la formule (1.1) on voit que la forme polaire est unique.

Définition 1.1.2 L’indice ν (0 ≤ ν ≤ dimV ) d’une forme bilinéaire symétrique ϕ dans

V est le plus grand entier naturel qui est la dimension de sous espace W ⊂ V pour lequel

la restriction de ϕ sur W , soit définie négative .

9



U.S.T.H.B Produits scalaires pseudo-euclidiens

Exemple 1.1.1 – Soit le produit scalaire canonique :
(
(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)

) 7−→ −
p∑

i=1

xiyi +
n∑

i=p+1

xiyi

donc est une forme bilinéaire symétrique sur Rn dont la forme quadratique associe

est :

qp,q

(
(x1, ..., xn)

)
= −

p∑
i=1

(xi)
2 +

n∑
j=p+1

(xj)
2 (n = p + q)

– Sur R2 on a la forme bilinéaire symétrique suivante :
(
(x1, x2), (y1, y2)

) 7−→ x1y2 + y1x2

Sa forme quadratique est donnée par :

q
(
(x1, x2)

)
= 2x1x2

1.1.1 Représentation matricielle

On peut représenter une forme bilinéaire sous forme d’une matrice par ce qui suit :

Définition 1.1.3 Soit V = (e1, ..., en) une base de V et ϕ une forme bilinéaire symé-

trique. On note par Mϕ
V , pour la matrice n×n dont ces coefficients sont les ϕi,j = ϕ(ei, ej)

et on l’appelle la matrice de ϕ dans la base V.

Comme ϕ est symétrique, de même sa matrice Mϕ
V est symétrique.

Si X et Y sont les vecteurs colonnes de Rn exprimant les coordonnées dans la base V de

vecteurs x =
∑

xiei, y =
∑

yiei de V , par bilinéarité de ϕ on a :

ϕ(x, y) = ϕ(
∑

xiei,
∑

yiei) = tXMφ
VY =

∑
i,j

ϕi,jxiyj

donc Mϕ
V détermine entièrement ϕ. est la seule matrice vérifiant la formule précédente

pour tous les couples de vecteurs de V .

Exemple 1.1.2 Soit V = R4 et V = (e1, e2, e3, e4) sa base canonique.

Soit la forme quadratique de R4 dans R définie pour tout x = (x1, x2, x3, x4) de R4 par :

q(x) = −(x1)
2 − 3(x2)

2 + (x4)
2

Alors, la matrice associée à q dans la base canonique est la matrice




−1 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1



.
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U.S.T.H.B Produits scalaires pseudo-euclidiens

1.2 Produit scalaire

Définition 1.2.1 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur V et q la forme quadratique

associé à ϕ. On dit que ϕ est :

– positive si q(x) ≥ 0 et négative si q(x) ≤ 0 pour tout x ∈ V

– définie positive si q(x) > 0 et définie négative si q(x) < 0 pour tout x 6= 0

– non dégénérée si aucun vecteur x 6= 0 ne vérifie : ∀y ∈ V , ϕ(x, y) = 0.

Définition 1.2.2 On appelle produit scalaire (pseudo-euclidien) une forme bilinéaire sy-

métrique non dégénérée.

On appelle produit scalaire euclidien un produit scalaire qui est défini positif.

Remarque 1.2.1 On note que notre étude sera basée sur les produits scalaires pseudo-

euclidiens, c’est-à-dire, le mot « produit scalaire » signifie seulement « forme bilinéaire

symétrique non dégénérée ».

Définition 1.2.3 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur V

– On dit que ϕ est définie si elle est définie positive ou définie négative, qu’elle est

semi-définie si elle est positive ou négative.

– On note que ϕ est non dégénérée si et seulement si elle est de rang n, c’est-à-dire,

si son discriminant est non nul (la matrice Mϕ
V est inversible).

– Si ϕ est définie, elle est nécessairement non dégénérée. Si ϕ est définie, positive ou

négative, et si W est un sous-espace de V , la restriction de ϕ à W ×W notée ϕ|W

garde la même propriété (c’est-à-dire ϕ|W est définie, positive ou négative ).

– si ϕ est non dégénérée, il peut exister un sous-espace W de V tel que ϕ|W soit

dégénérée

1.2.1 Orthogonalité et isotropie

Définition 1.2.4 Soit ϕ une forme bilinéaire symétrique sur V , on dit que deux vecteurs

x, y ∈ V , sont orthogonaux et on note x⊥y si ϕ(x, y) = 0.

Un vecteur est dit isotrope s’il est orthogonal à lui même, c’est à dire, s’il vérifie q(x) = 0.

On appelle cône isotrope de ϕ, l’ensemble des vecteurs isotropes.

Et le noyau de ϕ, l’ensemble des vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de V

11



U.S.T.H.B Produits scalaires pseudo-euclidiens

Remarque 1.2.2 On voit que :

– La relation d’orthogonalité est symétrique c’est à dire si x⊥y implique y⊥x.

– ϕ est définie si et seulement si le cône isotrope est réduit à 0.

– ϕ est non dégénérée si et seulement si le noyau est réduit à 0.

Définition 1.2.5 Pour W et U des sous-espaces de V . On dit que W et U sont orthogo-

naux et on note W⊥U si tout vecteur de l’un est orthogonal à tous les vecteurs de l’autre.

On appelle orthogonal de W et on note W⊥ l’ensemble des vecteurs de V qui sont ortho-

gonaux à tous les vecteurs de W , tel que W⊥ = {x ∈ V \ϕ(x, y) = 0,∀y ∈ W}.
On dit de W qu’il est totalement isotrope s’il est inclus dans le cône isotrope.

Proposition 1.2.1 Si ϕ est un produit scalaire et si W est un sous-espace de V , on a :

(1) dimW + dimW⊥ = n = dimV .

(2)
(
W⊥)⊥

= W .

Preuve:

(1) Soit (e1, ..., ep) une base de W (dimW = p) que l’on complète en une base

(e1, ..., en) de V .

Maintenant, un vecteur x ∈ W⊥ si et seulement s’il vérifie ϕi,j(x, ei) = 0, pour tout

1 ≤ i ≤ p, c’est-à-dire, il vérifie :
n∑

j=1

ϕi,jxj = 0 ∀ 1 ≤ i ≤ p

qui est un système linéaire de rang p car ϕ étant non dégénéré sa matrice est

inversible. Donc la dimension de W⊥ est n− p.

(2) Il est claire que W⊥W⊥ donc W ⊆ (W⊥)⊥, mais

dim(W⊥)⊥ = n− (n− p) = p = dimW

alors, W = (W⊥)⊥.

Exemple 1.2.1 Soit R1,1 est l’espace R2 menu d’un produit scalaire pseudo euclidien

définie par la forme quadratique : q(x, y) = xy

Soit W1 et W2 deux vecteurs de R1,1 tel que

W1 = {(x, 0), x ∈ R},W2 = {(0, x), x ∈ R}

On a

W⊥
1 = {(x, 0), x ∈ R}⊥ = {(0, x), x ∈ R}

et

W⊥
2 = {(0, x), x ∈ R}⊥ = {(x, 0), x ∈ R}

12



U.S.T.H.B Produits scalaires pseudo-euclidiens

cet exemple montre que en général W + W⊥ 6= V , mais on a dimW + dimW⊥ = dimV

et (W⊥)⊥ = W .

Lemme 1.2.1 Soit ϕ un produit scalaire sur V et W un sous-espace de V ,

Alors :

1- W est non dégénéré si et seulement si V = W ⊕W⊥ .

2- W est non dégénéré si et seulement si W⊥ est non dégénéré.

Preuve:

1- On a : dim(W +W⊥)+dim(W ∩W⊥) = dimW +dimW⊥, par la proposition 1.2.1

dimW + dimW⊥ = n = dimV , par conséquent, W + W⊥ = V , si et seulement si,

W ∩W⊥ = ∅, alors, V = W⊕W⊥, mais W ∩W⊥ = {w ∈ W : w ⊥ W}, c’est-à-dire,
il n’y a aucun vecteur non nul de W orthogonal à tous les vecteurs de W , ce qui

est la définition d’un sous-espace non dégénéré.

2- Comme W = (W⊥)⊥, W est non dégénéré si et seulement si W⊥ est non dégénéré

1.2.2 Bases orthonormales

Définition 1.2.6 Soit ϕ une forme bilinéaire.

On appelle le nombre q(x) = ϕ(x, x), carré de x, et le nombre
√
| q(x) |, la norme de x.

Un vecteur de norme 1, on dit qu’il est unitaire .

Une famille de vecteurs de V est dite orthogonale si les vecteurs qui la composent sont

deux à deux orthogonaux.

Une famille de vecteurs de V est dite orthonormale si ϕ est un produit scalaire et si les

vecteurs qui la composent sont unitaires.

Ainsi on appelle base orthonormale de V une famille orthonormale à n éléments.

Remarque 1.2.3 Dans le cas pseudo-euclidien, tout famille orthonormale est toujours

libre.

Proposition 1.2.2 Tout produit scalaire admet une base orthonormale.

Preuve: Soit ϕ un produit pseudo-euclidien. Comme ϕ est une forme bilinéaire non dégé-

nérée, par definition, il existe un vecteur e1 qu’on le suppose unitaire tel que ϕ(e1, e1) 6= 0.

En suite on raisonne par récurrence sur la dimension n de V .

Si V est de dimension 1, (e1) est une base, orthonormale pour ϕ. Si V est de dimension

au moins 2, comme l’espace 〈e1〉 engendré par e1 est non dégénéré, d’après le lemme 1.2.1

13
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l’espace 〈e1〉 est non dégénérée et V = 〈e1〉 ⊕ 〈e1〉⊥ Alors ϕ|〈e1〉⊥ est un produit pseudo-

euclidien de dimension n− 1.

Par hypothèse de récurrence il existe une base orthonormale (e2, ..., en) de 〈e1〉⊥, et

(e1, ..., en) est une base orthonormale de V

Par même raisonnement, on voit que toute famille orthonormale peut être complétée

en une base orthonormale car elle engendre un sous-espace non dégénéré.

Soit (e1, ..., en) une base orthonormale pour ϕ, la matrice de ϕ dans cette base a pour

coefficients :

ϕi,j = ϕ(ei, ej) = δi
jεj

où δi
j est le symbole de Kronecker tel que

δi
j =





1 si i = j

0 si i 6= j
et εj = ϕ(ei, ej) = ±1

Elle est donc diagonale et tous ses coefficients diagonaux vaut ±1.

1.2.3 Signature d’un produit pseudo-euclidien

Définition 1.2.7 Le couple (p, q) est appelé signature de ϕ, tel que p le nombre de signe

négatif et q le nombre de signe positif qui apparaissent dans ϕ(ei, ej).

Remarque 1.2.4 La signature de ϕ ne dépend pas de la base orthonormale considérée.

Proposition 1.2.3 (Théorème d’inertie de Sylvester) Soit ϕ un produit pseudo-euclidien.

Alors, il existe une unique paire d’entiers (p, q), appelée signature de ϕ, telle qu’il existe

une base B de V dans laquelle la matrice de ϕ soit

Ip,q =


−Ip 0

0 Iq




où Ik désigne la matrice unité de dimension k.

1.2.4 Signification de la signature

Définition 1.2.8 On dit que deux produits scalaires ϕ1 et ϕ2 sur des espaces vectoriels

V1 et V2 sont isométriques s’il existe un isomorphisme b : V1 −→ V2 qui envoie l’un sur

l’autre, c’est-à-dire, tel que pour tout x ∈ V1 et y ∈ V2 on ait ϕ1(x, y) = ϕ2(b(x), b(y)).

Définition 1.2.9 Deux produit scalaires sont isométriques si et seulement si ils ont la

même signature

14
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Remarque 1.2.5 On voit que :

– D’après la proposition 1.2.3, la signature traduit donc complètement les propriétés

d’un produit scalaire : par exemple le discriminant de ϕ vaut (−1)p.

– Des signatures opposées (p, q) et (q, p) sont semblables puisque si l’une est la signa-

ture de ϕ, l’autre est la signature de −ϕ.

Proposition 1.2.4 Soit ϕ un produit scalaire de signature (p, q). Alors, il est défini

positif si et seulement si p = 0, il est défini négatif si et seulement si q = 0.

Preuve: Si p et q sont tous les deux non nuls, il existe nécessairement un vecteur iso-

trope. Or il existe alors deux vecteurs unitaires orthogonaux α et β de carrés 1 et −1

respectivement. Alors, α− β est non nul et la bilinéarité de ϕ nous donne :

ϕ(α + β, α + β) = ϕ(α, α) + 2ϕ(α, β) + ϕ(β, β)

= 1 + 0− 1

= 0

donc α + β est isotrope.

Exemple 1.2.2 La forme quadratique q sur R3 définie pour tout x = (x1, x2, x3) de R3

par :

q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3.

Sa signature est (0, 3). Elle est donc non dégénérée positive.

15
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1.3 Groupes orthogonaux

Soit un produit scalaire ϕ sur V , on note par O(ϕ) le groupe des endomorphismes qui

préservent ϕ. Remarquons que préserver ϕ est équivalent à préserver sa forme quadratique

q. L’une des implications est évidente, l’autre découle de l’identité de polarisation.

On a vu que ϕ(x, y) = tXMY , tel que X et Y sont les vecteurs coordonnées d’éléments

x et y de E, soit B une base de V et M la matrice de ϕ dans cette base. Soit b une

application linéaire de E dont on note B la matrice dans la base B. Alors, b préserve ϕ

si pour tous les couples de vecteurs de E on a ϕ(b(x), b(y)) = ϕ(x, y), autrement dit si
tBMB = M . D’après la proposition 1.2.3 il existe une base pour laquelle M = Ip,q où

(p, q) est la signature de ϕ. Alors, on a la définition suivante.

Définition 1.3.1 On note O(p, q) le groupe des matrices réelles carrée B de dimension

n (où n = p + q) telles que

tBIp,qB = Ip,q (1.2)

On note SO(p, q) le groupe des matrices de O(p, q) dont le déterminant vaut 1. On

note SO0(p, q) et on appelle groupe orthochrone la composante connexe de l’identité de

O(p, q).

On définit de façon semblable SO(ϕ) et SO0(ϕ). L’équation (1.2) montre que O(p, q) ⊆
GL(n,R). On peut montrer que si p et q sont non nuls, O(p, q) est homéomorphe à

O(p)×O(q)×Rpq. D’après la proposition 1.2.3 on peut voir que O(p, q) contient un sous

groupe isomorphe à SO(p)× SO(q).

Proposition 1.3.1 Soit (e1, ..., en) une base de V orthonormale pour ϕ. Un endomor-

phisme f de E est une isométrie si et seulement s’il envoie (e1, ..., en) sur une base

orthonormale pour ϕ en respectant le carré de ses éléments (q(f(ei)) = q(ei) pour tout i).

Preuve: Il suffit de considérer l’écriture matricielle : l’action d’un endomorphisme cor-

respond exactement à un changement de base.

1.4 Produits Lorentziens

Maintenant, on va étudier un cas particulier des produits pseudo-euclidiens qui est

très utile dans la physique théorique (la relativité), il s’agit de produit Lorentzien le plus

proche du cas euclidien.
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Définition 1.4.1 On appelle produit scalaire Lorentzien un produit scalaire de signature

(1, q).

Remarque 1.4.1 On préfère parfois choisir (p, 1) comme signature Lorentzienne. Un

produit Lorentzien a des droites isotropes mais pas de plan totalement isotrope. Il a des

droites définie négatives mais aucun plan défini négatif.

Définition 1.4.2 Soit ϕ un produit Lorentzien sur V . On dit qu’un vecteur x est :

– de type temps si son carré est strictement négatif

– de type lumière si son carré est nul (i.e. si x est isotrope)

– de type espace si son carré est strictement positif.

On dit qu’un sous-espace est de type temps, lumière ou espace, si tout ses vecteurs non

nuls sont de type temps, lumière ou espace.

Ainsi, un sous-espace isotrope est appelé, dans le cas Lorentzien, un sous-espace de type

lumière. De même on appelle cône de lumière le cône isotrope.

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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Chapitre 2
Géométrie différentielle

2.1 Variétés différentielles

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on

sait définir sur Rn, pour cela on introduit des objets mathématiques qui ressemblent

localement à Rn .

Définition 2.1.1 Une variété topologique de dimension n est un espace de Hausdorff M

tel que pour tout p ∈ M il existe un voisinage ouvert U ⊂ M avec p ∈ M un voisinage

ouvert U
′ ⊂ Rn et un homéomorphisme ϕ : U −→ U

′.

Les couples (U,ϕ) sont appelés des cartes, U étant le domaine de la carte et ϕ l’application

de coordonnées. Au lieu de (carte) on dit parfois aussi (système de coordonnée).

On sait qu’un ouvert de Rn ne peut être homéomorphe à un ouvert de Rm si n 6= m. Par

conséquent, la dimension d’une variété topologique est unique. On la note par dim M .

Pour indiquer que la variété M est de dimension n on la note parfois par Mn.

Définition 2.1.2 Soit M une variété topologique de dimension n. Une famille A de cartes

de M est appelée un atlas si pour tout x ∈ M il existe une carte (U,ϕ) ∈ A telle que

x ∈ U . Un sous-ensemble A′ ⊂ A est un sous-atlas de A si A′ est lui-même un atlas de

M .

Notons que si (U , ϕ1) et (V , ϕ2) sont deux cartes de M telles que U ∩ V 6= ∅, alors

l’application de changement de cartes :

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U ∩ V) −→ ϕ2(U ∩ V)

est un homéomorphisme.
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Fig. 2.1 – Changement de carte

Dans la suite, on s’intéresse au cas où ces applications sont de classe C∞.

Définition 2.1.3 Soit M une variété topologique .

Deux cartes (U , ϕ1) et (V , ϕ2) de classe C∞ sur M sont compatibles si l’une des deux

conditions suivantes est vérifiée :

– U ∩V 6= ∅ et l’application de changement de cartes ϕ2◦ϕ−1
1 est un difféomorphisme,

– U ∩ V = ∅
Un atlas A de M est différentiable si toutes les cartes de A sont compatibles entre elles.

Une variété différentiable est un couple (M,A) où M est une variété topologique et A est

un atlas différentiable de M .

Soit A un atlas différentiable, on dit qu’une carte de M est compatible avec A si elle est

compatible avec chaque carte de A.
Un atlas A est maximal si toute carte compatible avec A appartient déjà à A. Un atlas

maximal est appelé une structure différentiable.

Exemple 2.1.1 1. l’espace euclidien Rn est une variété de dimension n recouvré par

la carte (U, φ) tel que U = Rn, φ : U −→ Rn est l’application identité.

2. la sphère Sn = {x = (x0, ..., xn) ∈ Rn+1; x2
0+ ....+x2

n = 1} dans Rn+1 est une variété

de Rn+1 de dimension n + 1, il peut être recouvré par deux cartes :

U+ = {x ∈ Sn : xn > −1} avec φ+ : U+ → Rn+1 tel que φ+(x) =
(

x0

1+xn
, ..., xn

1+xn

)

et la carte U− = {x ∈ Sn : xn < 1} avec φ−(x) =
(

x0

1−xn
, ..., xn

1−xn

)
.

Les applications φ+ et φ− sont appelées les projections stéréographiques.
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3. l’espace projectif RP n, est l’ensemble des lines qui passe par l’origine dans Rn+1. On

peut le voir comme l’espace quotient Rn+1 \ {0} définie par la relation d’équivalence

suivante :

(x0, ..., xn) ∼ (λx0, ..., λxn) avec λ ∈ R \ {0}.

un point de RP n est noté par [x0, ..., xn]

l’ensemble (Ui, φi) ou Ui est le sous-ensemble Ui = {[x0, ..., xn]; xi 6= 0}, (i = 0, ..., n)

de RP n, et l’application φi : Ui → Rn,i = 0, ..., n donnée par :

φ([x0, ..., xn]) = [x0

xi
, .., xi−1

xi
, xi+1

xi
, ..., xn

xi
]

est un atlas de RP n.

Définition 2.1.4 Soit W ⊂ M un ouvert. Une fonction f : W −→ M
′ est différentiable

en un point p avec p ∈ W , s’il existe une carte (U,ϕ) de M avec p ∈ U ⊂ W et une carte

(V, ψ) de M
′ avec f(U) ⊂ V tel que :

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

est différentiable.

L’application f est différentiable dans W , si f est différentiable en p, pour tout p ∈ W .

Remarque 2.1.1 On remarque que :

– Si f : M −→ M
′ et g : M

′ −→ M
′′ sont différentiables, alors g ◦ f : M −→ M

′′ est

différentiable.

– Deux variétés différentiables sont difféomorphes, s’il existe un difféomorphisme entre

elles.

2.2 Espace tangent

On considère l’espace vectoriel des fonctions de classe C∞ sur M ,

F(M) = {f : M −→ R, f de classe C∞}. Cet espace vectoriel a une structure d’algèbre

pour le produit usuel des fonctions : (fg) (p) = f(p)g(p) pour p ∈ M .

On définit sur F(M) la relation d’équivalence suivante :

f v g ⇐⇒ ∃ U ⊂ M , U ouvert avec p ∈ U tel que f |U = g |U

On note C∞
p (M) l’ensemble des classes d’équivalence dans F(M) pour cette relation.

Le produit sur F(M) passe au quotient. Donc, C∞
p (M) est une algèbre .

Une dérivation sur C∞
p (M) est une application linéaire ξ : C∞

p (M) −→ R qui vérifie
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la relation de Leibniz en p : ξ(f̃ .g̃) = ξ(f̃)g(p) + f(p)ξ(g̃), ou f̃ et g̃ sont les classes

d’équivalences de f et g. Par définition, l’espace tangent en p à M , qu’on note Tp(M),

est l’espace vectoriel des dérivations sur C∞
p (M).

Lemme 2.2.1 Soit v ∈ Tp(M) donc :

– Si f, g ∈ F(M) sont égaux sur un voisinage de p, alors v(f) = v(g).

– Si h ∈ F(M) est constante sur un voisinage de p, alors v(h) = 0.

Preuve:

(1) Par linéarité, il suffit de montré que si f = 0 sur un voisinage U de p, alors

v(f) = 0. Soit g une fonction saut 1 au point p avec un support dans U alors pour

tout f et g dans F(M), on a fg = 0 dans M , mais v(0) = v(0 + 0) = v(0) + v(0)

implique v(0) = 0 . Alors

0 = v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) = v(f)

depuis f(p) = 0 et g(p) = 1

(2) De (1) on peut assumé que h prend une valeur constante c sur M . si 1 est une

fonction constante de valeur 1 alors

v(1) = v(1.1) = v(f)1 + 1v(1) = 2v(1).

Alors v(1) = 0 et v(h) = v(c.1) = cv(1) = 0.

Exemple 2.2.1 Soit ξ = (x1, ...xn) un système de coordonné dans M au point p.

Si f ∈ F(M), alors

∂f
∂xi

(p) = ∂(f◦ξ−1)
∂ui (ξp) (1 ≤ i ≤ n),

avec ∂u1, ..., ∂un sont des fonctions coordonnées dans Rn.

La fonction suivante définit par :

∂i |p= ∂

∂xi

|p: F(M) 7−→ R,

est un vecteur tangent de M au point p.

1Une fonction saut au point p sur un voisinage U de M est une fonction f ∈ f(M)tel que :
– 0 ≤ f ≤ 1 dans M
– f = 1 sur un voisinage de p
– suppf ⊂ U
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Théorème 2.2.1 Si ξ = (x1, ...xn) un système de coordonné dans M au point p alors

leurs vecteurs de coordonnée ∂1|p, ..., ∂n|p forment une base pour l’espace tangent Tp(M)

et

v =
n∑

i=1

v(xi)∂i|p pour tout v ∈ Tp(M).

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

2.3 Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs de classe C∞ sur une variété M est une application qui associé

à chaque p ∈ M un vecteur Vp de l’espace tangent de M en p, qui dépend d’une manière

C∞ de p.

Pour un champ de vecteurs V dans M , et f ∈ C∞(M) on a les propriétés suivantes :

(fV )p = f(p)Vp,

(V + W )p = Vp + Wp.

où (V f)p = Vp(f) pour tout p ∈ M .

Si V et W sont C∞, alors les champs de vecteurs V + W et fV sont C∞, ces deux

opérations rend l’ensemble de tous les champs de vecteurs qui sont lisses sur M , qu’on

note X(M), un module au dessus de F(M).

Sur un système de coordonnées (x1, ..., xn) dans U ⊂ M , on peut écrire le champ de

vecteur sous la forme :

V =
∑

V xi∂i dans U .

Si V , W ∈ X(M) soit [V,W ] = V W −WV une fonction définie par :

V W −WV : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ V (Wf)−W (V f)

Un simple calcul montre que [V, W ] est une dérivation sur C∞(M), qu’on appelle le

crochet de V et W .

Lemme 2.3.1 Un crochet sur X(M) possède les propriétés suivantes :

(1) R-bilinéaire :[aV +bW,X] = a[V, X]+b[W,X], [X, aV +bW ] = a[X, V ]+b[X,W ]

(2) anti-symétrique :[V,W ] = −[W,V ].
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(3) identité de Jacobi :[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

Exemple 2.3.1 Soient x, y les coordonnées usuelles de R2, on considère les champs de

vecteurs V = y∂y et W = x∂y alors, [V, W ] = −W car :

pour tout f ∈ C∞(M)

[V, W ]f = [y∂y, x∂y]f = y∂y(x∂yf)− x∂y(y∂yf)

= yx∂2f
∂y2 − x∂f

∂y
− xy ∂2f

∂y2 = −x∂yf = −Wf

2.4 Produit des variétés

On traite dans cette section comment le calcul sur la variété produit M ×N découle

de la séparation de M et N .

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension n et m respectivement alors, le

produit M ×N est une variété différentiable de dimension n + m et on a :

(a) les projections

π : M ×N −→ M envoie (p, q) vers p,

σ : M ×N −→ N envoie (p, q) vers q

sont des applications lisses ( qui sont des submersions).

(b) Une application φ : P −→ M ×N est lisse si et seulement si, π ◦ φ et σ ◦ φ sont

lisses .

(c) Pour chaque (p, q) ∈ M ×N les sous ensembles

M × q = {(r, q) ∈ M ×N : r ∈ M},
p×N = {(p, r) ∈ M ×N : r ∈ N}

sont des sous variétés de M ×N .

(d) Pour chaque (p, q)

π | M × q est un difféomorphisme de M × q à M ,

σ | p×N est un difféomorphisme de p×N à N .

De (b) on a les espaces tangents

T(p,q)M ≡ T(p,q)(M × q) et T(p,q)N ≡ T(p,q)(p×N)

sont des sous espaces de l’espace tangent de M ×N au point (p, q)

23



U.S.T.H.B Géométrie différentielle

Lemme 2.4.1 L’espace tangent T(p,q)(M ×N) de la variété produit M ×N est la somme

directe des sous espaces T(p,q)M et T(p,q)N , tel que pour tout élément de T(p,q)(M × N)

possède la formule unique v + w tel que v ∈ T(p,q)M et w ∈ T(p,q)N .

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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Chapitre 3
Géométrie pseudo-Riemannienne

La notion du champ de tenseur sur une variété généralise les notions des fonctions

lisses, les champs de vecteur, et fournit ainsi des moyens mathématiques pour décrire des

objets plus compliqués sur les variétés.

3.1 Rappels sur les Tenseurs

Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimensions p et q respectivement. On

note par E∗ et F ∗ leurs espaces vectoriels duals. Pour f ∈ E∗, g ∈ F ∗, x ∈ E et y ∈ F ,

on pose (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y). On définit ainsi f ⊗ g comme une forme bilinéaire sur

E × F . C’est le produit tensoriel de deux formes f et g.

Si {e1, ..., ep} est une base de E alors sa base dual est notée par {e1, ..., ep} .

Si {e1, ..., ep} est une base de E∗ et {f 1, ..., f q} une base de F ∗, alors l’espace vectoriel

des formes bilinéaires sur E × F admet pour base les pq éléments ei ⊗ f j. Par définition,

l’ensemble des formes bilinéaires sur E × F est noté E∗ ⊗ F ∗ et appelé produit tensoriel

de E∗ et F ∗. Tout élément T ∈ E∗ ⊗ F ∗ s’écrit donc T = Tije
if j.

On sait que tout vecteur de E peut être considéré comme une forme linéaire sur E∗, c’est

à dire comme élément de E∗∗ (en dimension finie, nous avons E∗∗ = E).

Définition 3.1.1 Soit E un espace vectoriel et E∗ son dual. Un tenseur r fois cova-

riant et s fois contravariant sur E (ou de type (r, s)) est une forme (r + s)-linéaire sur

E ⊗ ....⊗ E︸ ︷︷ ︸
rfois

⊗E∗ ⊗ ....⊗ E∗
︸ ︷︷ ︸

sfois

on note cet ensemble T r
s (E). Un tel élément de cet ensemble

s’écrit :

T = T i1....ir
j1....js

ei1 ⊗ ....⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ ....⊗ ejs
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Tel que les coefficients T i1....ir
j1....js

sont les coordonnées du tenseur T ∈ T r
s (E).

Si {e1, ..., en} est une base de E, donc

{ei1 ⊗ ....⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ ....⊗ ejs ; 1 ≤ i1, ....ir, j1, ....js ≤ n}

est la base associée de T r
s (E).

On note T i1....ir
j1....js

= T (ei1 , ...eir , e
j1 , ...ejs) dans la base {e1, ..., en}.

dans une autre base {v1, ..., vn} de E, on a

T (vi1 , ...vir , v
j1 , ...vjs) = (Ah1

i1
....Ahr

ir
)(A

j1
k1

....A
js

ks
)T h1....hr

k1....ks

tel que vi = Aj
iej,Ak

i A
j

k = δj
i (δj

k : symbole de kronecker)

Exemple 3.1.1 1. T 0
0 (E) = R : Un élément de R est par convention un tenseur de

type (0, 0). Ces tenseurs sont appelés des scalaires, qui n’ont pas d’indice

2. T 1
0 (E) = E : Un tenseur de type (1, 0) est un vecteur de E

3. T 0
1 (E) = E∗ : Un tenseur de type (0, 1) est une forme de E∗.

3.2 Opérations sur les tenseurs

Les opérations du produit tensoriel et de contraction permettent de construire de

nouveaux tenseurs à partir des tenseurs donnés.

3.2.1 Produit tensoriel

Soit T ∈ T r
s (E) et S ∈ T v

u (E) le produit de T et S est le tenseur T ⊗S ∈ T ∈ T r+v
s+u (E)

définie par :

T ⊗ S = T i1...ir
j1...js

Sα1...αu

β1...βv
ei1 ⊗ ...⊗ eir ⊗ eα1 ⊗ ...⊗ eαu ⊗ ej1 ⊗ ...⊗ ejs ⊗ eβ1 ⊗ ...⊗ eβv

3.2.2 Contraction d’indice

La contraction d’un tenseur consiste à sommer l’un de ses indices hauts avec l’un de

ses indices bas. Par exemple, la contraction de λ ⊗ X ou λ ∈ E∗ et X ∈ E, est 〈λ,X〉,
c’est à dire que nous sommons un indice haut (X i) et un indice bas (λ) : λiX

j −→ λiX
i.

Dans ce cas particulier, on obtient un scalaire. Dans le cas général, la contraction d’un

seul indice fait passer d’un tenseur de type (r, s) à un tenseur de type (r − 1, s− 1).
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3.3 Tenseurs symétriques et anti-symétriques

On note Sn : le groupe des permutations de l’ensemble {1, ..., n}
Un tenseur T ∈ T r(E) tel que T = T i1...irei1 ⊗ ...⊗ eir est dite symétrique si pour toute

permutation σ ∈ Sr, on a

T i1...ir = T iσ(1)...iσ(r)

et anti-symétrique (alterné) si

T i1...ir = (−1)sign(σ)T iσ(1)...iσ(r)

Même définition pour les tenseurs contravariants.

On peut utiliser le produit tensoriel pour définir un espace des r−formes multilineaires

sur E.

On considère l’espace vectoriel

⊗rE = E ⊗ ....⊗ E︸ ︷︷ ︸
rfois

.

On pose ∧rE les sous espace vectoriel de ⊗rE des tenseurs covariants antisymétriques

Alors on peut définir le produit extérieur :

∧ : ∧rE × ∧rE −→ ∧rE

(ω, η) 7−→ ω ∧ η

par

(ω ∧ η)(x1, ...xr+s) = 1
r!s!

∑
σ∈Sr+s

(−1)sign(σ)ω(xσ(1), ...xσ(r)).η(xσ(r+1), ...xσ(r+s))

Ce produit a la propriété de commutativité :

ω ∧ η = (−1)rsη ∧ ω

Définissons l’espace vectoriel ∧E = ∧0E ⊕ ....⊕ ∧pE

Le produit extérieur donne à ∧E une structure d’algèbre, c’est l’algèbre extérieure sur E.

Remarque 3.3.1 Mêmes conclusions si on remplace E par E∗
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3.4 Tenseurs sur une variété

Définition 3.4.1 Soit M une variété et p ∈ M , soit l’espace vectoriel :

T
(r,s)
p M = TpM ⊗ ...⊗ TpM︸ ︷︷ ︸⊗

rfois

T ∗
p M ⊗ ...⊗ T ∗

p M︸ ︷︷ ︸
sfois

Un tel element T de T
(r,s)
p est un tenseur de type (r, s) au dessus de p.

Au voisinage de p, dans une base associée à des coordonnées (xi), il s’écrit :

T|p = T i1...ir
j1...js

(p) ∂
∂xi1

(p)⊗ ...⊗ ∂
∂xir (p)⊗ dxj1

|p ⊗ ...⊗ dxjs

|p

3.4.1 Dérivée de Lie d’un tenseur

Soit X un champ de vecteurs sur M et soit T ∈ T r
s (M). On définit la dérivée de Lie

du champ T le long des courbes intégrales de X qu’on note par LXT , pour toute fonction

différentiable f sur M par :

(LXf)(x) = df(x).X(x), pour tout x dans M .

Et pour tout champ de vecteurs Y , on a LXY = [X, Y ] .

Pour toute 1-forme α sur M , on définit

〈LXα, Y 〉 = X. 〈α, Y 〉 − α([X,Y ]).

Ensuite, pour tout T ∈ =r
s(M), on définit

(LXT )(X1, ..., Xr, α
1, α2, ..., αs) = X.T (X1, ..., Xr, α

1, α2, ..., αs)

−
i=r∑
i=1

T (X1, ...,LXXi, ..., Xr, α
1, α2, ..., αs)

−
j=s∑
j=1

T (X1, ..., Xr, α
1, ...,LXαj, ..., αs).

3.5 Métriques pseudo-Riemanniennes

Un tenseur métrique (ou une métrique pseudo-Riemannienne) g sur une variété M est

un champ tensoriel symétrique nondégénéré de type (0, 2) sur M d’un indice constant.

(c’est-à-dire la donnée, pour chaque p ∈ M , d’une forme bilinéaire symétrique gp sur

l’espace tangent TpM qui dépend d’une manière lisse du point p).

Une métrique Riemannienne est une métrique pseudo-Riemannienne d’un indice 0.
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Une métrique Lorentzienne est une métrique pseudo-Riemannienne d’un indice 1.

Une variété pseudo-Riemannienne 1 est un couple (M, g), où M est une variété différen-

tiable et g un tenseur métrique.

On utilise le crochet 〈, 〉 comme une notation pour la métrique g, on a g(u, v) = 〈u, v〉
pour u, v des vecteurs tangents.

Soit (U,ϕ) une carte de la variété M = (M, g) , on appelle composantes du tenseur

métrique g dans U , les n× n fonctions gij définies par :

gij = 〈∂i, ∂j〉 (1 ≤ i, j ≤ n) .

pour V et W deux champs de vecteur tel que :

V =
∑

V i∂j,

W =
∑

W i∂j

donc on a :

g(V,W ) =
∑

gijV
iW j

puisque g est non-dégénérée a tout point p de U , la matrice (gij(p)) est inversible, et la

matrice inverse est notée par (gij(p)). La formule usuelle de l’inverse des matrices montre

que les fonctions gij sont lisses dans U .

puisque g est symétrique gij = gji, par conséquent gij = gji pour 1 ≤ i,j ≤ n finalement

le tenseur métrique peut s’écrit :

g =
∑

gijdxi ⊗ dxj.

Exemple 3.5.1 La famille simple des variétés pseudo-Riemanniennes , est l’espace Rn
ν

qui est l’espace euclidien Rn menu du tenseur métrique d’indice ν (0 ≤ ν ≤ n) :

〈vp, wp〉 = −
ν∑

i=1

viwi +
n∑

j=ν+1

viwi.

L’espace Rn
ν devient Rn pour ν = 0, et pour n ≥ 2, ν = 1, Rn

1 est l’espace de Minkowski,

et pour n = 4, R4
1 est l’espace temps relativiste

On fixe la notation suivante :

εi =




−1 pour 1 ≤ i ≤ ν,

+1 pour ν + 1 ≤ i ≤ n.

Alors le tenseur métrique de Rn
ν peut s’écrit sous la forme

1ou une variété semi-Riemannienne

29



U.S.T.H.B Géométrie pseudo-Riemannienne

g =
∑

εidui ⊗ dui.

La définition suivante donne une signification géométrique de l’indice .

Définition 3.5.1 Un vecteur tangent v sur une variété M est :

– de type espace (spacial) si 〈v, v〉 > 0 où v = 0,

– de type lumière si 〈v, v〉 = 0 et v 6= 0,

– de type temps (temporel) si 〈v, v〉 < 0

– de type causal si 〈v, v〉 ≤ 0.

L’ensemble des vecteurs nuls de TpM est le cône nul en p. Dans le cas Lorentzien,

un vecteur de type nul est appelé vecteur de type lumière, et le cône nul, cône de type

lumière, cette terminologie devient de la théorie de relativité.

Définition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel et (F, h) un espace menu d’un produit sca-

laire pseudo-euclidien. Soit f : E −→ F une bijection linéaire, alors le produit scalaire

pseudo-euclidien f ∗h sur E definie par f ∗h(X, Y ) = h(f(X), f(Y )) s’appelle la fonction

tiré en arrière ou ”pullback” de h par f .

3.5.1 Métrique produit

Le lemme suivant donne la forme de la métrique d’un produit de deux variétés.

Lemme 3.5.1 Soient M et N deux variétés pseudo-Riemanniennes possèdent les ten-

seurs métriques gM , gN respectivement. soit π et σ sont des projections de M ×N dans

M et N , respectivement, et soit :

g = π∗(gM) + σ∗(gN).

Alors, le produit M × N est une variété pseudo-Riemannienne, possède g comme un

tenseur métrique.

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

Exemple 3.5.2 Pour l’espace pseudo-euclidien Rn
ν on a :

R1
1 × ...× R1

1︸ ︷︷ ︸
ν fois

× R1 × ...× R1

︸ ︷︷ ︸
n−ν fois

= Rν
ν × Rn−ν

tel que R1
1, est R menu d’un tenseur métrique négatif.
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3.6 Isométries

Une isométrie est le type spécial des applications, qui exprime la notion d’isomor-

phisme entre les variétés pseudo-Riemanniennes.

Définition 3.6.1 Soient M et N deux variétés pseudo-Riemanniennes de métrique g
M

et g
N
respectivement. Une isométrie de M dans N est un difféomorphisme φ : M −→ N

tel que , Dxφ est une isométrie linéaire de TxM dans Tφ(x)N , pour chaque x ∈ M dans ce

cas on dit que M et N sont isométriques, et alors possèdent alors les mêmes propriétés

géométriques.

On vérifie aisément que si φ : M −→ N et ψ : M
′ −→ N

′ sont des isométries, alors φ◦ψ

est une isométrie. De même, si φ : M −→ N est une isométrie, alors φ−1 : N −→ M est

une isométrie.

Ceci implique en particulier que l’ensemble :

Isom(M) = {φ : M −→ M | φ est une isometrie}

est un groupe. On l’appelle le groupe des isométries de M ,et on le note par Isom(M).

3.7 Champs de Killing

Définition 3.7.1 Un champ de vecteurs X sur une variété pseudo-Riemannienne M est

un champ de Killing si :

LXg = 0

tel que LXg est la dérivé de Lie du tenseur métrique g.

Proposition 3.7.1 si X ∈ X(M) et T ∈ T 0
s (M) alors

LXT = lim
t→0

1

t
[φ∗t (T )− T ],

avec {φt} est le flot de X.

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

Proposition 3.7.2 Un champ de vecteurs est de Killing si les flots de X sont des iso-

métries.

Preuve: Si φt est une isométrie, alors φ∗t (g) = g. Par la proposition précédente on a :

LXg = lim
t→0

1

t
[φ∗t (g)− g] = lim

t→0

1

t
[g − g] = 0.
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Inversement, si LXg = 0. Soit {φt} le flot local de X, si v est un vecteur tangent à un

point dans le domaine du flot alors, w = dφs(v), pour s petit.

Par la proposition 3.7.1 :

lim
t→0

1

t
[g(dφtw, dφtw)− g(w,w)] = 0

et comme φsφt = φs+t, alors :

lim
t→0

1

t

[
g
(
dφs+t(v), dφs+t(v)

)− g
(
dφs(v), dφs(v)

)]
= 0

donc g(dφs(v), dφs(v)) = g(v, v), pour tout v et s.

Proposition 3.7.3 Soit X un champ de vecteurs sur une variété pseudo-Riemannienne

M alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) X est un champ de Killing tel que LXg = 0

(2) X〈V,W 〉 = 〈[X, V ],W 〉+ 〈V, [X, W ]〉 pour tout V,W ∈ X(M)

(3) 〈DV X,W 〉+ 〈DW X,V 〉 = 0 pour tout V, W ∈ X(M).

Preuve: Pour V,W ∈ X(M) on a :

〈DV X, W 〉+ 〈DW X,V 〉 = 0

m

−〈[X,V ],W 〉+ 〈DXV, W 〉 − 〈[X, W ], V 〉+ 〈DXW,V 〉 = 0

m

X〈V, W 〉 = 〈[X,V ],W 〉+ 〈V, [X,W ]〉

Mais, la dernier formule est équivalent à (LXg)(V, W ) = 0 pour tout V,W ∈ X(M),

c’est-à-dire LXg = 0.

3.8 Connexion de Levi-Civita

Sur une variété M , on introduit maintenant un nouvel objet, qui nous permet de

définir une nouvelle dérivation, c’est la dérivation covariante.

Définition 3.8.1 Une connexion linéaire est une application :

D : X(M)× X(M) −→ X(M) telle que, pour tous V, W ∈ X(M) et f ∈ F(M) :
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C1 : DV W est F(M)-linéaire dans V ,

C2 : DV W est R-linéaire dans W ,

C3 : DV (fW ) = (V f)W + fDvW pour f ∈ F(M).

DV W est appelé la dérivée covariante de W en direction de V de la connexion D.

Définition 3.8.2 On définit l’opérateur T : X(M)× X(M) −→ X(M) par :

T (V, W ) = DV W −DW V − [V, W ].

T est appelé le tenseur de torsion de la connexion D.

Théorème 3.8.2 Sur une variété pseudo-Riemannienne M , il existe une unique connec-

tion D tel que :

C4 : [V,W ] = DV W −DW V ,

C5 : X〈V,W 〉 = 〈DXV, W 〉+ 〈V, DXW 〉,
pour tout X,V,W ∈ X(M).

D est appelé la connection de Levi-Civita de M , et il est caractérisé par la formule dite

de Koszul suivante :

2〈DV W,X〉 = V 〈W,X〉+ W 〈X, V 〉 −X〈V, W 〉 − 〈V, [W,X]〉+ 〈W, [X, V ]〉+ 〈X, [V, W ]〉

Preuve: Pour une preuve détaillée voir [17]

Exemple 3.8.1 Soit u1, ..., un les coordonnées usuelles sur Rn
v . Si V =

∑
V i∂i et W =

∑
W i∂i sont des champs de vecteurs sur Rn

v , le champ de vecteur

DV W =
∑

V (W i)∂i

est appelé la dérivée covariante de W le long de V .

Remarque 3.8.1 Comme dans la géométrie Riemannienne, on peut définir (par la même

formule) tous les objets définis par la connexion D (transport parallèle, géodésique, cour-

bure...). Mais dans la géométrie pseudo-Riemannienne on impose la nondégénérécence de

la métrique pour définir quelques objets (par exemple la courbure sectionnelle, ...).

Définition 3.8.3 Soit x1, ..., xn un système de coordonnée dans un voisinage U d’une

variété pseudo-Riemannienne M , les symboles de Christoffel Γk
ij sont les coordonnées de

D∂i
(∂j) dans la base {∂k}k, explicitement on à :

D∂i
(∂j) =

∑
k

Γk
ij∂k (1 ≤ i, j ≤ n).
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Comme [∂j, ∂j] = 0, et d’après C4 de théorème 3.8.2 on a D∂i
(∂j) = D∂j

(∂i), alors

Γk
ij = Γk

ji.

Remarque 3.8.2 les symboles de Christoffel ne sont pas des tenseurs, de même pour la

connexion D.

Proposition 3.8.1 Pour un système de coordonnées x1, ..., xn dans U , on à :

D∂i
(
∑

W j∂i) =
∑
k

{
∂W k

∂xi +
∑
j

Γk
ijW

j

}
∂k

avec

Γk
ij = 1

2

∑
m

gkm
{

∂gjm

∂xi +
∂gjm

∂xj − ∂gij

∂xm

}

Preuve: La première formule est une conséquence du point 3 de la définition 3.8.1

Pour la deuxième, on pose V = ∂i, W = ∂j, X = ∂m dans la formule de Koszul et comme

[∂j, ∂m] = 0, [∂m, ∂i] = 0, [∂i, ∂j] = 0

alors

2〈D∂i
(∂j), ∂m〉 = ∂

∂xi (gjm) + ∂
∂xj (gim)− ∂

∂xm (gij)

mais avec la définition des symboles de Christoffel on a :

2〈D∂i
(∂j), ∂m〉 = 2

∑
a

Γa
ijgam

alors

2
∑
a

Γa
ijgam = ∂

∂xi (gjm) + ∂
∂xj (gim)− ∂

∂xm (gij)

Lemme 3.8.1 La connexion D du définition 3.8.1 est une connexion de Levi-Civita de

l’espace pseudo-euclidien Rn
ν pour tout ν = 0, 1, ..., n tel que :

(1) gij = δijεj, tel que

εj =




−1 pour 1 ≤ i ≤ ν,

+1 pour ν + 1 ≤ i ≤ n.

(2) Γk
ij = 0, pour tout 1 ≤ i, j, k ≤ n.
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Preuve:

(1) on l’obtient de la définition du tenseur métrique de Rn
ν . Pour prouvé que D

est une connexion de Levi-Civita de Rn
ν on montre que D satisfait aux conditions

C1, C2, C3 de la définition 3.8.1 et C4, C5 du théorème 3.8.2

par exemple pour C5 : comme 〈V, W 〉 =
∑

εiV
iW i, alors :

X〈V,W 〉 =
∑

εiX(V i)W i +
∑

εiV
iX(W i)

= 〈DXV, W 〉+ 〈V, DXW 〉.

(2) d’après la proposition 3.7.2 on a Γk
ij = 1

2

∑
m

gkm
{

∂gjm

∂xi +
∂gjm

∂xj − ∂gij

∂xm

}

et comme gij sont des constantes on trouve que Γk
ij = 0.

3.9 Transport parallèle

Déplacer un vecteur en le gardant égal à lui même tout au long du chemin s’appelle

un transport parallèle. Comme nous allons le voir, le transport parallèle est défini quand

on a une connexion.

Définition 3.9.1 Soit M une variété pseudo-Riemannienne, et γ : I −→ M une courbe

différentiable. Un champ de vecteurs Y ∈ X(γ) s’appelle un champ parallèle (ou champ

de vecteurs parallèles) si D
dt

Y (t) = 0 pour tout t ∈ I

Proposition 3.9.1 Soit une courbe α : I −→ M et a ∈ I pour tout z ∈ Tα(a)(M) alors,

il existe un unique champ de vecteur parallèle X le long de α tel que Z(a) = z

Preuve: Il suffit de prouver le résultat pour tout un sous intervalle [a,A] ⊂ I alors,

il existe une subdivision finie de [a,A], soit ao < a1 < ... < an = A tel que α([ai, ai+1])

est inclus dans un domaine de carte (Ui, φi), la condition d’être parallèle est exprimée en

chaque carte par un système différentiel du premier ordre, en appliquant successivement

sur les intervalles [ai, ai+1] le résultat classique d’existence et d’unicité des solutions pour

tels systèmes différentiels.

Définition 3.9.2 Le transport parallèle de α(a) = p à α(b) = q le long du courbe α est

la fonction

P = P b
a(α) : Tp(M) −→ Tq(M)

qui associé un vecteur z ∈ Tα(a)(M) à Z(b).
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Lemme 3.9.1 Le transport parallèle est une isométrie linéaire.

Preuve: Avec les notations précédentes, soient v, w ∈ Tp(M) correspondant aux champs

de vecteurs parallèles V , W comme V + W est parallèle on a :

P (v + w) = (V + W )(b) = V (b) + W (b) = P (v) + P (w)

et

P (cv) = cP (v)

alors, P est linéaire .

Si P (v) = 0 alors, par l’unicité de la proposition 3.9.1, V peut être le champ de vecteur

nul sur α. Par conséquent v = V (a) = 0. Ainsi P est linéaire, et puisque les espaces

tangents de M ont la même dimension, P est un isomorphisme linéaire.

Finalement pour V , W des champs de vecteurs parallèles on a :

d

dt
〈V, W 〉 = 〈V ′

,W 〉+ 〈V,W
′〉 = 0

par conséquent 〈V, W 〉 est constant alors

〈P (v), P (w)〉 = 〈V (b),W (b)〉 = 〈V (a),W (a)〉 = 〈v, w〉.

Remarque 3.9.1 Le transport parallèle suivant une connexion compatible avec la mé-

trique conserve la norme des vecteurs et l’orthogonalité.

3.10 Géodésique

Dans cette section on donne une généralisation des lignes droites en géométrie eucli-

dienne. Une géodésique sur une variété pseudo-Riemannienne M est la courbe γ : I −→ M

qu’est un champ de vecteur γ
′ parallèle le long de γ, équivalent à dire que les géodésiques,

sont des courbes a accélération nulle : γ
′′

= 0

Corollaire 3.10.1 Soit x1, ..., xn un système de coordonnée dans U ⊂ M . Une courbe γ

est une géodésique de M si et seulement si leurs fonctions de coordonnées xk ◦γ satisfaite

à :

d2(xk◦γ)
dt2

+
∑
i,j

Γk
ij(γ)d(xi◦γ)

dt
d(xj◦γ)

dt
= 0 pour 1 ≤ k ≤ n

36



U.S.T.H.B Géométrie pseudo-Riemannienne

cette expréssion possède les composantes de γ
′′ relative aux coordonnées de champ de

vecteurs ∂1, ..., ∂n.

Si on remplace xi ◦ γ par xi l’équation de la géodésique sera :

d2(xk)
dt2

+
∑
i,j

Γk
ij

xi

dt
dxj

dt
= 0 (1 ≤ k ≤ n)

3.10.1 Propriétés des géodésiques

Un théorème d’existence et d’unicité des équations différentielles ordinaires nous

donne les résultats suivants concernant l’existence et l’unicité des géodésiques sur une

variété pseudo-Riemannienne M .(pour la preuve des théorèmes qui suivent, voir [6])

Théorème 3.10.3 (Existence)Si v ∈ Tp(M) alors, il existe un intervalle I qui contient

0 et une unique géodésique γ : I −→ M tel que γ
′
(o) = v.

Théorème 3.10.4 (Unicité) Soit α, β : I −→ M des géodésiques s’il y a d ∈ I tel que

α
′
(d) = β

′
(d) alors, α = β.

Proposition 3.10.1 Donnons un vecteur tangent v ∈ Tp(M) il y a une unique géodésique

γv dans M tel que :

– La vitesse initial de γv est v ; tel que γ
′
v = v.

– Le domaine Iv de γv est maximal alors, si α : J −→ M est une géodésique avec une

vitesse initiale v alors, J ⊂ I et α = γv | J .

Exemple 3.10.1 Géodésiques de l’espace pseudo-euclidien Rn
ν

Pour les coordonnées usuelles les symboles de Christoffel s’annulent, donc l’equation du

géodésique devient :

d2(ui◦γ)
dt2

= 0 (1 ≤ i ≤ n)

En conséquence ui(γ(t)) = pi + tvi pour tout t ,où pi et vi arbitrairement constant par la

notion de vecteur on a γ(t) = p+ tv. Alors, les géodésiques de Rn
ν sont des lignes droites,

en particulier Rn
ν est géodésiquement complet.

On donne par suite la relation entre l’existence des courbes intégrales et les géodé-

siques.

Proposition 3.10.2 Soit un champ de vecteur Z sur TM , tels que la projection

π : TM −→ M établit une correspondance bijective entre l’existence des courbes intégrales

(maximales) de Z et l’existence des géodésiques (maximaux) de M .
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3.11 Courbure

Les dérivés de Lie satisfont à l’identité suivante L[X,Y ] = [LX ,LY ], par conséquent si

[X,Y ] = 0 alors, LXLY −LXLY = 0, donc LX et LY commutent, le bon outil pour calculé

cette différence est le tenseur de courbure qui nous donnera des informations importantes

sur les propriétés géométriques de la métrique g.

Définition 3.11.1 Soit M une variété pseudo-Riemannienne , et D la connexion de

levi-civita. La fonction R : X(M)3 −→ X(M) donnée par :

RXY Z = D[X,Y ]Z − [DX , DY ]Z.

est un champ tensoriel de type (1,3) sur M , appelé le tenseur de courbure Riemannienne

de la variété M .

Comme on a vu dans la définition 3.1.1 on peut considérer R comme un élément de

T 1
3 (M) donc, R est F(M)−multilinéaire.

Remarque 3.11.1 Le crochet des champs de vecteurs et la dérivée covariante ils ne sont

pas des tenseurs, mais dans la combinaison ci-dessus ils produisent un tenseur R.

3.11.1 Propriétés algébriques du tenseur de courbure

Proposition 3.11.1 Pour tout p ∈ M et tout x, y, z, w ∈ Tp(M), on a :

(1) R(x, y)z = −R(y, x)z (antisymétrique)

(2) R(x, y)z + R(y, z)x + R(z, x)y = 0 (1er identité de Bianchi)

(3) 〈R(x, y)z, z〉 = 0

(4) 〈R(x, y)z, w〉 = 〈R(z, w)x, y〉

Preuve: Puisque dans (1) et (2) les deux côtés de l’équation sont des fonctions trili-

néaires, il suffit de démontrer ces formules pour les vecteurs d’une base.

Soient donc x = Xp, y = Yp, z = Zp, où X, Y, Z appartiennent à une base X1, ..., Xn

associée à une carte au voisinage de p, dans ce cas, R est donné par C5 du Théorème

3.8.2

(1) L’antisymétrie est claire.

(2) Résulte du calcul suivant où nous utilisons le fait que D est symétrique,

(DXDY Z −DY DXZ) + (DY DZX −DZDY X) + (DZDXY −DXDZY ) =

DX(DY Z −DZY )−DY (DXZ −DZX) + DZ(DXY −DY X) = 0.
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(3) On a 〈R(x, y)z, z〉, est bilinéaire en x et y pour tout z, il suffit donc toujours

de prendre X et Y parmi les X1, ..., Xn, mais Z doit être un champ quelconque

différentiable au voisinage de p, dans ce cas nous observons que :

〈DXDY Z,Z〉 = X[〈DY Z,Z〉]− 〈DY Z, DXZ〉
〈DY DXZ,Z〉 = Y [〈DXZ, Z〉]− 〈DXZ,DY Z〉.

En utilisant la règle 〈DV Z,Z〉 = 1
2
V [〈Z, Z〉] et le fait que les champs de base

commutent nous obtenons :

〈R(X,Y )Z, Z〉 = X[〈DY Z,Z〉]− Y [〈DXZ, Z〉]

=
1

2
(XY − Y X)[〈Z,Z〉]

= 0.

(4) pour prouvé (4) on fait une permutation cyclique sur y, z, x, w on obtient 11 termes

et on utilise (1) et (2) on trouve :

2〈R(x, y)z, w〉+ 2〈R(w, z)x, y〉 = 0

d’ou le résultat

Proposition 3.11.2 (2ème identité de bianchi)

Si x, y, z ∈ TpM , alors

(DzR)(x, y) + (DxR)(y, z) + (DyR)(z, x) = 0

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

Lemme 3.11.1 Dans un voisinage de système de coordonnée x1, ..., xn on a :

Rσkσl
(∂j) =

∑
m

Ri
jkl∂i,

tel que les composantes de R sont données par

Ri
jkl =

∂

∂xl
Γi

kj −
∂

∂xk
Γi

ij +
∑
m

Γi
lmΓm

kj −
∑
m

Γi
kmΓm

ij .
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Preuve: Pour des coordonnées des champs de vecteurs

R∂k∂l
(∂j) = D∂l

(D∂k
∂j)−D∂k

(D∂l
∂j)

avec

D∂l
(D∂k

∂j) = D∂l
(
∑

Γm
kj∂m) =

∑
m

∂
∂xl Γ

m
kj∂m +

∑
Γm

kjΓ
r
lm∂r

En regroupant les termes et en écrivant l à la place de r, on obtient :

{∑
i

∂

∂xl
Γi

kj +
∑
m

Γi
lmΓm

kj

}
∂i (3.1)

on renverse k et l dans (3.1) on regroupe les expressions trouvées par suite, en trouve le

résultat cherché.

3.12 Courbure sectionnelle

Le tenseur de courbure Riemannienne R est assez compliqué, pour cela on considère

une fonction plus simple qui détermine complètement R.

Un sous-espace bidimensionnel Γ de l’espace tangent TpM est appelé plan tangent à M

au point p

Pour les vecteurs tangents v,w définissent :

q(x, y) = 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, x〉2

d’après la définition 1.2.3 le plan Γ est non dégénéré si et seulement si q(x, y) 6= o.

q(x, y) est positif si et seulement si g |Γ est définie, il est négatif s’il est non définie.

Définition 3.12.1 Soit Γ le plan tangent non dégénéré de M au point p.

Le nombre

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉

q(x, y)

est appelé la courbure sectionnelle K(Γ) de Γ.

Remarque 3.12.1 La courbure sectionnelle K(x, y) ne dépend que du plan Γ engendré

par x, y ∈ Tp(M)

Proposition 3.12.1 Si K = 0 au point p alors, R = 0 au point p.
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Explicitement, si K(Γ) = 0 pour chaque plan nondégénéré dans Tp(M) alors,

RxyZ = 0 ∀ x, y, z ∈ Tp(M)

Preuve:

1. 〈Rxyx, y〉 = 0 ∀ x, y ∈ Tp(M).

si x et y engendre un plan non dégénéré alors Rxyx = 0

2. Rxyx = 0 ∀x, y ∈ Tp(M).

Pour v arbitraire on décompose la formule 〈Rx,y+v, y + v〉 on trouve :

〈Rx,y+v, y + v〉 = 〈Rxyx, y〉+ 〈Rxvx, y〉+ 〈Rxyx, v〉+ 〈Rxvx, v〉.
pour cette expression, trois termes seront nuls par (1) alors, 〈Rxyx, v〉 = 0 pour

tous x .

3. Rxyv = Ryvx pour tout x, y, v ∈ Tp(M). on décompose une autre fois la formule

Rx+v,y(x + v) on trouve :

Rx+v,y(x+ v) = Rxyx+Rvyx+Rxyv +Rvyv. Encore, trois termes disparaissent, par

(2) , par conséquent (3) est vrai par anti-symétrie de R dans ses indices inférieurs.

Selon (3), Rxyv ne change pas par une permutation cyclique des vecteurs x, y, v.

ainsi par la première identité de Bianchi on a Rxyv = 0 pour tout x, y, v alors, R = 0

au point p.

Remarque 3.12.2 Une variété pseudo-Riemannienne M pour laquelle le tenseur de

courbure R est nul en chaque point est dite plate. Par la proposition précédente, M est

plate si et seulement si, la courbure sectionnelle K est nulle.

Exemple 3.12.1 L’espace semi-euclidien Rn
ν est plat, car : les symboles de Christoffel

sont tous nul, par conséquent R = 0.

3.13 Géométrie des sous variétés

Soit N une sous-variété d’une variété pseudo-Riemannienne (M, g) et soit h la fonction

tiré en arriéré "pullback" de la métrique g par l’application i telle que i : N ↪→ M

(inclusion). Un champ de vecteurs sur i est une application qui a tout point p de N on

associé un vecteur Vp dans l’espace tangent TpM qui dépend d’une manière lisse de p.

Comme on a vu l’ensemble X(M) de tous les champs de vecteurs qui sont lisses sur M ,

est un F(N)-module au dessus de F(M), où F(N), est l’anneau des fonctions lisses de N

à R. Supposons que h est non dégénérée et a indice constant alors, (N, h) est elle-même

une variété pseudo-Riemannienne.
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3.13.1 Tangent et normal

Soit N une sous variété pseudo-Riemannienne de M . Chaque espace tangent TpN est,

par définition, un sous-espace nondégénéré de TpM . Par conséquent, le lemme 1.2.1 donne

la décomposition de somme directe de :

TpM = TpN ⊕ Tp(N)⊥.

Un vecteur dans Tp(N)⊥ est appelé normal à N et un vecteur dans TpN est appelé tangent

à N donc, un élément x ∈ TpN ⊕ Tp(N)⊥ prend l’expression unique suivante :

x = tanx + norx

avec tanx ∈ TpN et norx ∈ Tp(N)⊥

Ce qui donne les projections orthogonales :

tan : TpM −→ TpN

et

nor : TpM −→ Tp(N)⊥

Pour un champ de vecteurs X ∈ X(M) on appliquons le tan et nor à tout point de N

nous donne les champs de vecteurs tanX ∈ X(N) et norX ∈ X(N)⊥ ce qui donne par

suite les projections orthogonales :

tan : X(M) −→ X(N)

et

nor : X(M) −→ X(N)⊥

Un champ de vecteurs X prend l’expression unique X = tanx + norX et on a la somme

directe X(M) = X(N)⊕ X(N)⊥

3.13.2 Connexion induite

Si N est une sous variété pseudo-Riemannienne de M , la connexion de Levi-Civita D

de M donne lieu d’une manière naturelle à une fonction D̃ : X(N) × X(M) −→ X(M)

appelée la connexion induite sur N ⊂ M .

Si V,W ∈ X(N) et X, Y ∈ X(M) alors, D̃ vérifier les propriétés suivantes :
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1. D̃V X est F(N)−linéaire dans V .

2. D̃V X est R−linéaire dans X.

3. D̃V (fX) = V fX + fD̃V X pour f ∈ F(N).

4. [V,W ] = D̃V W − D̃W V.

5. V 〈X, Y 〉 = 〈D̃V X, Y 〉+ 〈X, D̃V Y 〉.

Lemme 3.13.1 Soit N une sous variété pseudo-Riemannienne de M si V,W ∈ X(N)

et si on note D̃ la connexion de Levi-Civita de M et D la connexion de Levi-Civita de N

alors, on a :

DV W = tan D̃V W

Lemme 3.13.2 Soit N une sous-variété d’une variété pseudo-Riemannienne M . Soit la

fonction Π définie par :

Π : X(N)× X(N) −→ X(N)⊥

(V, W ) −→ Π(V, W ) = norD̃V W

Alors, Π est symétrique et F(N)−bilinéaire on l’appelle le tenseur de deuxième forme

fondamentale de N .

Pour la preuve des deux lemmes précédents voir, [17].

D’après les deux lemmes précédents on a la formule suivante qui donne la relation entre

la connexion de M et celui de N :

D̃V W = DV W + Π(V, W ), pour V,W ∈ X(N)

Cette relation est dite l’équation de Gauss.

3.13.3 Sous-variétés géodésiques

Une sous variété N de M est géodésique au point p si chaque géodésique γ de M est

contenu dans N dans un certain voisinage de p.

Exemple 3.13.1 Soit M et N deux variétés pseudo-Riemanniennes et f une isométrie

de M vers N alors, le graphe de f Graph(f) = {(x, f(x)), x ∈ M } est une sous-variété

géodésique de M ×N.
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La deuxième forme fondamentale peut être utiliser pour caractériser les sous variétés

totalement géodésiques et non dégénérées de M .

Définition 3.13.1 Si N est non dégénérée alors, N est totalement géodésique si Π = 0.

Remarque 3.13.1 Dans le cas Lorentzien si TpN possède le même caractère causal pour

tout p de N alors, ce caractère causal est attribuée à N plus précisément, si hp est définie

positive pour tout p ∈ N , N est dite une sous-variété de type espace. si hp est Lorentzienne

pour chaque p ∈ N est dite une sous variété de type temps, et si hp est dégénérée pour

tout p ∈ N est dite de type lumière.

3.14 Hypersurfaces pseudo-Riemanniennes

Définition 3.14.1 Une hypersurface pseudo-Riemannienne N de M est une sous variété

pseudo-Riemannienne de codimension 1.

Définition 3.14.2 Une hypersurface totalement géodésique N de type lumière dans une

variété pseudo-Riemannienne M de dimension d est une sous variété de M totalement

géodésique de dimension d− 1 tel que, la restriction du métrique de M à N est dégénéré,

c’est-à-dire, TxN ∩ (TxN)⊥ 6= 0.

Théorème 3.14.5 ( [22]) Soit M une variété Lorentzienne telle que, par chaque point

m de M passent n ≥ dim M hypersurfaces totalement géodésiques de type lumière N1,..., Nn

telle que {TmN⊥
1 , ...TmN⊥

n } engendrent TmM alors, M est de courbure sectionnelle constante.

Théorème 3.14.6 ( [22]) Soit M une variété Lorentzienne et Isom(M) son groupe

d’isométries. Soit m un point de M et soit stab(m) le sous groupe d’isotropie de m.

On note Cm l’ensemble des directions de TmM de type lumière qui sont tangentes à une

hypersurface totalement géodésique de type lumière. Si stab(m) n’est pas compact, alors

Cm 6= φ
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3.15 Produit tordu

Le produit tordu est une sorte de généralisation de produit direct des variétés pseudo-

Riemannienne.

Définition 3.15.1 On suppose E et F des variétés pseudo-Riemannienne, soit f > 0

une fonction lisse sur E. Le produit tordu M = E×f F est la variété produit E×F équipé

par le tenseur métrique :

g = π∗(gE) + (f ◦ π)2σ∗(gF ).

On l’appelle le produit tordu pseudo-Riemannien.

Explicitement, si x est le tangent de E × F au point (p, q) alors

〈x, x〉 = 〈dπ(x), dπ(x)〉+ f 2(p)(dσ(x), dσ(x)).

Le résultat prouvé dans le lemme 3.5.1 montre que g est un tenseur métrique .

Si f = 1 alors, E ×f F réduit à un produit de deux variétés pseudo-Riemanniennes.

En générale E est appelé la base de M = E ×f F et F le fibre.

Comme dans le cas de produit pseudo-Riemannien il est facile de voire que le fibre p×F =

π−1(p) et les feuilles B × q = σ−1(q) sont des sous variétés pseudo-Riemanniennes de

M = E ×f F et la métrique tordue est caractérisée par :

(1) L’application π | (E × q) est une isométrie dans E, ∀ q ∈ F .

(2) L’application σ | (p×F ) est une homothétie positif dans F avec un facteur scalaire

1 \ f(p) positif, ∀ p ∈ E.

(3) La feuille E × q et le fibre p× F sont orthogonales au point (p, q), ∀ (p, q) ∈ M .

Définition 3.15.2 Soient M une variété Lorentzienne de dimension n ≥ 1 menu d’une

métrique g de signature (1, q) et N une variété Riemannienne et f : M −→ R∗+ une

fonction lisse.

Le produit tordu Lorentzien M ×f N est la variété M = M ×N équipée par la métrique

Lorentzienne g définie par :

g(v, w) = g
(
π∗(v), π∗(w)

)
+ f

(
π(p)

)
.h

(
σ∗(v), σ∗(w)

)
.

pour tous v, w ∈ TpM

Remarque 3.15.1 Le produit tordu de deux variétés Lorentziennes n’est pas Lorentzien

parce que la métrique induite est de signature (2, q).

Pour plus de détaille voir [5]
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3.16 Espaces à courbure constante

Pour n ≥ 2 et 0 ≤ ν ≤ n on définit les espaces suivants :

– L’espace Rn
ν est Rn munit de la métrique définie par : −

ν∑
i=1

viwi +
n∑

j=ν+1

viwi est une

variété pseudo-Riemannienne appelé l’espace de Minkowsky de dimension n.

– L’espace Sn
ν (r) = {X ∈ Rn+1

ν : 〈X,X〉 = r2} est une variété pseudo-Riemannienne

à courbure constante k = 1
r2 appelé la pseudo-sphere de rayon r > 0

– L’espaceHn
ν (r) = {X ∈ Rn+1

ν+1, < X, X >= −r2} est une variété pseudo-Riemannienne

à courbure constante k = − 1
r2 appelé le pseudo-hyperbolique de rayon r > 0

Le théorème suivant prouve que ces espaces localement sont les seules variétés pseudo-

Riemanniennes d’une courbure constante non nulle.

Théorème 3.16.7 Soit M une variété pseudo-Riemannienne de dimension n et de cour-

bure constante r alors :

– si r = 0, tout point de M possède un voisinage isométrique à un voisinage de 0

dans Rν,n−p.

– si r > 0, tout point de M possède un voisinage isométrique à un voisinage d’un

point de Sn
ν .

– si r < 0 tout point de M possède un voisinage isométrique à un voisinage d’un point

de Hn
ν .

Les modèles Lorentziens d’une courbure nulle, positive et négative sont appelés l’espace

de Minkowski, l’espace de De Sitter et l’espace anti De-Sitter respectivement. On les note

par l’espace pseudo-euclidien plat, la pseudo-sphère et l’espace pseudo-hyperbolique.

Dans la suite on donne quelques propriétés de ses espaces dans le cas Lorentzien

c’est-à-dire, ν = 1 et n ≥ 2.

Le cas de courbure nulle :

Une isométrie de R1,n−1 est la composition d’une translation et un élément de

O(1, n− 1), alors, le groupe d’isométrie de R1,n−1 est O(1, n− 1)nRn.

La version homogène de R1,n−1 est donnée par :

R1,n−1 ∼= O(1, n− 1)nRn/O(1, n− 1).

Les géodésique de l’espace Rp,n−p sont des lignes droites.
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Le cas de courbure positive :

L’espace dSn est difféomorphe à R1×Sn−1 donc, il est connexe. Le groupe d’isométrie

de Sn
1 (1) est O(1, n), il agit transitivement sur Sn

1 (1), le stabilisateur du point (0, 0, ...1)

est isomorphe à O(1, n− 1) donc :

dSn
∼= O(1, n)/ O(1, n− 1).

Le cas de courbure négative :

L’espace AdSn est difféomorphe à S1 × Rn−1 , le groupe d’isométrie de Hn
1 (1) est

O(2, n− 1) et le stabilisateur de (1, 0, ..., 0) est isomorphe à O(1, n− 1) alors :

AdSn
∼= O(2, n− 1)/O(1, n− 1).

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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Chapitre 4
Groupes et algèbre de Lie

4.1 Groupes de Lie

Définition 4.1.1 Un groupe topologique1G est appelé groupe de Lie s’il possède une

structure de variété C∞ pour laquelle les opérations de groupe, l’inverse et la multiplica-

tion sont C∞. Un homomorphisme de groupes de Lie F : G → H est une application C∞

qui est un morphisme de groupes.

Exemple 4.1.1 Donnons quelques exemples de groupes de Lie (donc de groupes topolo-

giques) :

1. Un exemple simple de groupe de Lie est GL(n,R) = {M ∈ M(n,R)/ det M 6= 0}
est une variété C∞ comme ouvert de l’espace vectoriel M(n,R) des matrices carrées

de taille n et la multiplication et l’inverse sont des applications lisses.

2. SL(n,R) = {M ∈ GL(n,R)/ det M = 1} puisque est à la fois une sous-variété et

un sous-groupe de GL(n,R)

3. O(n,R) = {M ∈ GL(n,R)/M tM = 1} puisque est à la fois une sous-variété et un

sous-groupe de GL(n,R)

4.2 Quelques propriétés des groupes de Lie

Proposition 4.2.1 Le produit direct de deux groupes de Lie est un groupe de Lie

Preuve: En effet si G et G
′ sont deux groupes topologiques séparés munis de struc-

ture C∞ compatible avec leurs lois de groupes, le produit direct G × G
′ est un groupe

1Un groupe topologique G est un espace topologique séparé muni d’une structure de groupe telle que
les opérations de groupe, l’inverse et la multiplication sont C∞
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topologique séparé qu’on peut munir de la structure C∞ de variétés produit .

Si
(
x, x

′) ∈ G×G
′
,
(
y, y

′) ∈ G×G
′ les applications

((
x, x

′)
,
(
y, y

′)) −→ (
x, x

′) (
y, y

′)
=

(
xx

′
, yy

′)

(x, y) −→ (x, y)−1 = (x−1, y−1)

sont différentiables C∞ de
(
G×G

′)× (
G×G

′) dans G×G
′ et de G×G

′ dans G×G
′

respectivement.

Exemple 4.2.1 Le tore à n dimensions T n est le produit de n tores à une dimension.

Proposition 4.2.2 On considère les deux applications particulières suivantes sur le groupe

de Lie G :

La translation à gauche sur G définie par :

Lg : G −→ G

h 7−→ gh

La translation à droite sur G définie par :

Rg : G −→ G

h 7−→ hg

ces deux applications sont des difféomorphismes de groupe

Preuve: En effet, Lg est la composé des applications différentiables h −→ (g, h) de G

dans G× G et φ : (g, h) −→ gh ce qui montre que Lg est une application différentiable.

D’autre part, Lg possède un inverse L−1
g = Lg−1 qui est encore différentiable. On en déduit

que Lg est un difféomorphisme. De même, Rg est un difféomorphisme.

4.3 Champs de vecteurs invariants

Définition 4.3.1 Soient f : M −→ N un morphisme de variétés, X un champ de

vecteurs sur M et Y un champ de vecteurs sur N . On dit que X et Y sont f−liés si

Tf ◦X = Y ◦ f .

Si f est un isomorphisme pour tout champ de vecteur X sur M , il existe un unique champ

de vecteur Y sur N qui lui est f−liés. Il est donné par Y = Tf ◦X ◦ f−1 et On le note

f∗X
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Définition 4.3.2 Soient G un groupe de Lie, g ∈ G et X un champ de vecteurs sur G.

On définit g.X = (Lg)∗X et X.g = (Rg)∗X (où Lg est la multiplication à gauche par g et

Rg la multiplication à droite).

Un champ de vecteurs est dit invariant à gauche si pour tout g ∈ G on a g.X = X.

Remarque 4.3.1 Un champ de vecteurs X est invariant à gauche si et seulement si

pour tout g et h dans G on a X(gh) = (TLg)hX(h) si et seulement si pour tout g dans

G, on a X(g) = (TLg)eX(e) .

4.4 Algèbres de Lie

Définition 4.4.1 Une algèbre de Lie g de dimension n sur K = (R ou C) est un espace

vectoriel de dimension n sur K, muni d’une application bilinéaire [ , ] : g × g −→ g,

appelée crochet de Lie, qui possède les propriétés :

1. [X, X] = 0 , pour tout X ∈ g (antisymétrique).

2. [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 pour tous X,Y et Z dans g (identité de

Jacobi).

Définition 4.4.2 Un homomorphisme d’algèbre de Lie est une application linéaire entre

deux algèbres de Lie φ : g −→ h telle que

[φ(x), φ(y)] = φ([x, y])

Exemple 4.4.1 1. Tout espace vectoriel V sur K muni du crochet [X, Y ] = 0, et

X, Y ∈ V est une algèbre de Lie sur K

2. Les éléments X =


0 1

0 0


,Y =


0 0

1 0


,Z =


1 0

0 −1


 engendrent l’ensemble

sl(2,R) =






a b

c −a








et satisfont les relations [X,Y ] = Z,[Z, X] = 2X,[Z, Y ] = −2Y alors sl(2,R) est

une algèbre de Lie car :

– Pour tous X ∈ sl(2,R) on a [X, X] = 0 , est facile à vérifie

– pour tous X,Y, Z ∈ sl(2,R) on a :
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[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = [X, 2Y ] + [Y, 2X] + [Z,Z]

= 2([X, Y ] + [Y, X])

= 0

4.5 Algèbre de Lie d’un groupe de Lie

L’ensemble de tous les champs de vecteur invariants à gauche sur un groupe de Lie G

est un espace vectoriel, on le note par g.

Lemme 4.5.1 Si pour une paire de champ de vecteurs {Xi, Yi; i = 1, 2} sont f−liés
alors, [X1, X2] et [Y1, Y2] sont f−liés

Preuve: Pour φ ∈ C∞ on montre que [X1, X2]x(φ.f) = [Y1, Y2]f(x)(φ), il suffit d’appliquer

les définitions .

Corollaire 4.5.1 Si X et Y des champs de vecteurs invariants à gauche pour un groupe

de Lie G alors, [X,Y ] est même un champ de vecteurs invariants à gauche pour G.

Preuve: On applique le Lemme 4.5.1 avec f = Lx

Ainsi X1, X2 ∈ g implique que [X1, X2] ∈ g et ainsi l’ensemble g de tous les champs

de vecteur invariant à gauche sur G est une sous algèbre de Lie de l’algèbre de Lie de

tous les champs de vecteur sur G, on l’appelle l’algèbre de Lie de G.

Théorème 4.5.8 Il y a un isomorphisme de g qu’il est considéré comme un espace vec-

toriel vers l’espace tangent de G à l’élément neutre (TeG) .

Preuve: On montre que i : TeG −→ g est un isomorphisme

Soit A ∈ TeG tel que i(A) := LA avec LA est un champ de vecteurs sur G définie par :

LA
g := Lg∗A pour tout g ∈ G.

on a pour tout g, g
′ ∈ G

Lg
′
∗
(LA

g ) = Lg
′
∗
(Lg∗A) = Lg

′
g∗A = LA

g′g

Alors LA est un champ de vecteurs invariant à gauche .

Il est clair que A −→ LA est une application linéaire
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(1) Si LA = LB alors LA
e = LB

e , mais LA
e = Le∗A = A et LB

e = B

alors l’application

i : TeG −→ g

A 7−→ LA

est injective .

(2) Soit L un champ de vecteurs invariant à gauche sur G on définit AL ∈ TeG par

AL := Le = Lg−1∗ Lg, pour tout g ∈ G.

c’est claire que Lg∗AL = Lg∗(Le) = Lg et comme il est invariant à gauche

alors, i(AL) = L donc i : TeG −→ g est surjective.

Donc i : TeG −→ g est bijective.

Il est clair que L 7−→ AL est l’inverse de A 7−→ LA et par conséquent Lg∗(AL) = Lg et

Lg−1∗ (LA
g ) = A

alors i : TeG −→ g est un isomorphisme .

Exemple 4.5.1

On donne des exemples pour les groupes matriciels :

1. GL(n,R) −→ gl(n,R) = M(n,R)

2. O(n) −→ o(n) = {M ∈ M(n,R)/M t + M = 0}
3. SL(n,R) −→ sl(n,R) = {M ∈ M(n,R)/trM = 0}
4. SO(n) −→ so(n,R) = sl(n,R) ∩ o(n)

et

1. GL(n,C) −→ gl(n,C) = M(n,C)

2. U(n) −→ u(n) = {M ∈ M(n,C)/M t + M = 0}
3. SL(n,C) −→ sl(n,C) = {M ∈ M(n,C)/trM = 0}
4. SU(n) −→ su(n,C) = sl(n,C) ∩ u(n)

où le crochet est le commutateur des matrices.

Remarque 4.5.1 On note par des majuscules les groupes de Lie et par des minuscules

leurs algèbres de Lie.

Définition 4.5.1 Une algèbre de Lie g est dite abélienne si [X,Y ] = 0 pour tous X et

Y dans g.
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Exemple 4.5.2 – Tout espace vectoriel V sur K est muni d’une structure d’algèbre

de Lie abélienne sur K.

– Toute algèbre de Lie de dimension 1 sur K est abélienne.

Définition 4.5.2 Soit g une algèbre de Lie sur K. Le centre Z(g) de g est défini par :

Z(g) = {X ∈ g \[X,Y ] = 0,∀Y ∈ g}.

Exemple 4.5.3 Si g est une algèbre de Lie abélienne alors, Z(g) = g.

Définition 4.5.3 Soit s un sous-ensemble d’une algèbre de Lie g. Le centralisateur de s

dans g est défini par Zg(s) = {X ∈ g\[X, s] = {0}}

Définition 4.5.4 Soit s un sous-ensemble d’une algèbre de Lie g. Le normalisateur de s

dans g est défini par Ng(s) = {X ∈ g\[X, s] ⊂ s}

Remarque 4.5.2 En particulier si s est un sous-espace vectoriel de g alors, Zg(s) ⊂
Ng(s) .

Exemple 4.5.4 – si s = {0} ou s = g alors Ng(s) = g

et pour le centralisateur

– si s = {0} alors, Zg(s) = g

– si s = g alors Zg(s) = Z(g)

Définition 4.5.5 On dit qu’un sous-espace vectoriel h est une sous-algèbre de Lie de g,

si pour tous X, Y ∈ h alors, [X,Y ] ∈ h, ce que nous écrirons encore

[h, h] ⊆ h.

4.5.1 Application exponentielle

On construit une application entre g et G, cette application est un pont entre les deux

structures, qui permet de trouver certaines propriétés de G connaissant g

Définition 4.5.6 Soit X ∈ g un champ de vecteurs invariant à gauche. Il définit donc

une équation différentielle, dont le flot est noté ϕX(t, g) C’est-à-dire que :

dϕX(t,g)
dt

= X|ϕX (t,g)

et
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ϕX(0, g) = g

En utilisant l’invariance à gauche de X, il est facile de montrer que

ϕX(t, g) = LgϕX(t, e)

Nous voyons ainsi que le flot est complètement déterminé par la solution de condition

initiale e.

D’une manière générale, n’importe quel flot sur une variété différentiable (la structure de

groupe n’est pas utile pour cette propriété) vérifie

ϕλX( t
λ
, g) = ϕX(t, g)

pour tout λ ∈ R∗, cette propriété se démontre par l’unicité du flot. On définit alors

l’application exponentielle par :

exp : g −→ G

X 7−→ ϕX(1, e)

Par construction, cette application vérifie pour tout t ∈ R,

exp(tX) = ϕX(1, e)

ϕX(t, g) = g exp(tX)
d exp(tX)

dt
= X|exp(tX)

exp 0 = e

 

Fig. 4.1 – L’application exponentielle sur le groupe de Lie G.
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Exemple 4.5.5 L’exponentielle de GL(n,R).

Pour A ∈ M(n,R), on a A(X) = XA et φ(t, A) est la solution du problème de Cauchy :

X
′
= XA ; X(0) = 1

On sait que

φ(t, A) =
∑
nº0

tnAn

n!
= etA.

Cet exemple justifie un peu l’application exponentielle.

4.5.2 Ideal d’une algèbre de Lie

Définition 4.5.7 Un sous-espace vectoriel h d’une algèbre de Lie g est un idéal de g si

[g, h] ⊂ h

Exemple 4.5.6 – L’algèbre de Lie sl(n,R) est un idéal de gl(n,R)

– L’espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) dont tous

les termes diagonaux sont nuls est un idéal de l’algèbre de Lie des matrices trian-

gulaires supérieures (resp. inférieures).

– Le sous-espace vectoriel [g, g] engendré par les crochets [X, Y ] tel que, X ∈ g, Y ∈ g

est un idéal de g appelé commutant de g ou idéal dérivé de g

Remarque 4.5.3 Il est facile de voir que si h et h
′ sont deux idéaux d’une algèbre de

Lie g, on a même pour h + h
′, h ∩ h

′ et [h, h
′
].

4.6 Algèbres de Lie nilpotentes

Définition 4.6.1 Soit g une algèbre de Lie. On pose, pour tout entier j ≥ 0 , g(j+1) =

[g, g(j)] avec g(0) = g, la suite décroissante d’idéaux g(0) ⊇ g(1) ⊇ ... ⊇ g(j) ⊇ ... est appelée

la suite centrale descendante de g

Définition 4.6.2 Une algèbre de Lie g est nilpotente si la suite centrale descendante

s’annule à partir d’un certain rang, i.e s’il existe un entier k ≥ 1 tel que g(k) = {0} .

Si g(k−1) 6= {0} et g(k) = {0} on dit que g est nilpotente d’indice k.

Exemple 4.6.1 – Toute algèbre de Lie abélienne vérifiée g(1) = {0} elle est donc

nilpotente d’indice 1 alors, toute algèbre nilpotente d’indice 1 est abélienne.

– L’algèbre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieures (ou inférieures) dont

les éléments diagonaux sont nuls est nilpotente.

Le cas le plus simple d’une algèbre de Lie nilpotente non abélienne c’est-à-dire,

g(1) 6= {0} et g(2) = {0} est l’algèbre de Heisenberg.
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4.7 Algèbres de Lie résolubles

Définition 4.7.1 Soit g une algèbre de Lie. On pose, pour tout entier j ≥ 0 ,g(j+1) =

[g, g(j)] avec g(0) = g, la suite décroissante d’idéaux g(0) ⊇ g(1) ⊇ ... ⊇ g(j) ⊇ ... est appelée

la suite dérivé de g

Définition 4.7.2 Une algèbre de Lie g est dit résoluble si la suite des commutateurs

s’annule à partir d’un certain rang c’est-à-dire, s’il existe un entier k tel que g(k) = {0}.

Exemple 4.7.1 1. Toute algèbre nilpotente est résoluble, car g(j) ⊂ g(j), pour tout j .

2. Toute algèbre de Lie de dimension 2 est résoluble, en effet, soit elle est abélienne,

soit isomorphe à l’algèbre donnée par

[e1, e2] = e2

et cette algèbre est résoluble.

Proposition 4.7.1 Soit g une algèbre de Lie sur K alors

1. Si g est résoluble alors g = [g, g].

2. Si g est résoluble alors g contient un idéal de codimension 1.

Preuve:

1. Si [g, g] = g alors g(j) = g pour tout j ≥ 0, ce qui est impossible si g est résoluble.

2. Nous savons que [g, g] = g de sorte qu’il existe un sous-espace vectoriel V de

codimension 1 de g contenant [g, g] on a alors, [V, g] ⊂ [g, g] ⊂ V , ce qui montre

que V est un idéal de g.

4.8 Forme de Killing

Soit V un espace vectoriel et V ∗ son dual sur K (R ou C)

Définition 4.8.1 Soit b : V × V −→ K une application bilinéaire .

On appelle le radical de b le sous-espace vectoriel rad(b) = {v ∈ V \b(v, v
′
) = 0,∀v′ ∈ V }

de V .

On dit que b est non-dégénérée ( dégénérée) si le radical de b est trivial (non trivial).
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Considérons le cas où V est une algèbre de Lie g sur K. Alors, il est facile de montrer que

l’application k définie par :

k : g× g −→ K

(X,Y ) −→ Tr(ad(X) ◦ ad(Y ))

est :

– bilinéaire, symétrique

– ad-invariante c’est-a-dire, k(ad(X)(Y ), Z) + k(Y, ad(X)(Z)) = 0 pour tous X,Y et

Z dans g

– k(X, Y ) = 1
2

(
k(X + Y,X + Y )− k(X, X)− k(Y, Y )

)
pour tous X et Y dans g

L’application bilinéaire k est appelée la forme de Killing de g.

Remarque 4.8.1 Soit G un groupe de Lie d’algèbre de Lie g, si la forme de Killing de

g est non dégénérée alors, elle définit sur G une métrique.

4.9 Algèbre de Lie simple

Définition 4.9.1 Une algèbre de Lie g est dite simple si sa dimension est supérieure ou

égale a 2 et si elle ne contient pas d’idéaux propres (autre que {0} et g).

Exemple 4.9.1 L’espace vectoriel sl(n,R) des matrices carrées d’ordre n est simple

Théorème 4.9.9 (Critère de résolubilité de Cartan) Soit K un corps de caracté-

ristique nulle et g une algèbre de Lie sur K et k la forme de Killing de g. Alors, on a les

équivalences suivantes :

1. g est résoluble.

2. k(g, [g, g]) = {o}.
3. [g, g] ⊂ rad(k).

Pour la preuve, voir [12]
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4.10 Algèbre de Lie semi-simple

Définition 4.10.1 Une algèbre de Lie est dite semisimple si elle est non nulle et si elle

n’admet pas d’idéaux abéliens non nuls.

Ces algèbres se caractérisent aussi par le fait qu’elles sont des produits directs d’algèbres

simples.

Exemple 4.10.1 Soient Rx, Ry et Rz les rotations infinitésimales de R3 autour des axes

x, y et z respectivement, i.e Rx =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 ,Ry =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0




et Rz =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




En utilisant le crochet défini par le produit matriciel, on vérifie que

[Rx,Ry] = Rz , [Ry,Rz] = Rx et [Rz,Rx] = Ry

est une algèbre de Lie réelle de dimension 3 appelée l’algèbre de Lie semi-simple des

rotations infinitésimales de l’espace et notée o(3).

Théorème 4.10.10 (Critère de semisimplicité de Cartan) Soient g une algèbre de

Lie et k sa forme de Killing on a l’équivalence entre :

(1) k est non-dégénérée.

(2) g est semisimple.

(3) g est une somme directe g = ⊕igi d’idéaux simples de g. Cette décomposition est

unique, et tout idéal de g est une somme de ces gi.

Pour la preuve, voir [12]

4.11 Décomposition de Cartan

Définition 4.11.1 Soit θ un automorphisme de l’algèbre de Lie g définit par :

θ : g −→ g

X 7−→ −X∗
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Si θ2 = Id on dit que θ est une involution de g .

Soit k la forme de killing, encore si la forme bilinéaire symétrique kθ(X,Y ) = −k(X, θ(Y ))

est définie positive on dit que θ est une involution de Cartan.

La proposition suivante montre que n’importe quelle algèbre de Lie semisimple possède

une unique involution de Cartan .

Proposition 4.11.1 Si g est une algèbre de Lie semisimple alors, à une conjugaison par

un automorphisme intérieur prés, g possède une unique involution de Cartan.

Idée de la preuve: On utilise, le faite que :

− Si g une algèbre de Lie semisimple et go la complexification1 de g et θ l’involution

de Cartan alors, pour n’importe quelle involution ρ, il existe ψ ∈ Intg tel que ψθψ−1

commute avec ρ.

Par la suite, on trouve une forme de Killing définie par :

kθ(X,Y ) = −kg(X, θ(Y )) = −kgo(X, ψτψ−1(Y ))

avec τ et ρ deux involution de Cartan conjugués de g telle que cette forme est définie

positive alors, θ est une involution de Cartan.

− Si θ′ une autre involution de Cartan déférente de θ telle que, θ′ = ρ alors, on peut trouvé

ψ ∈ Intg tel que ψθψ−1 (une autre involution de Cartan) commute avec θ
′ , on assume

que θ et θ
′ commute et par symétrie de la forme de killing on trouve une contradiction

alors, θ = θ
′ . pour plus de détaille voir [12]

4.11.1 Existence de décomposition de Cartan

Soient g une algèbre de Lie semisimple et kg la forme de Killing de g.

Une somme directe g = l⊕ p est dite décomposition de Cartan si :

1. [l, l] ⊂ l,[l, p] ⊂ p, [p, p] ⊂ l

2. La forme de Killing

kg est





définie négative dans l

définie positive dans p.

Soient X ∈ l et Y ∈ p par la première propriété on a

(adXadY )(l) ⊆ p et (adXadY )(l) ⊆ p

1Soient V un espace vectoriel réel et W un espace vectoriel complexe, V C est la complexification de
V , si WR = V ⊕ iV
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Par conséquent, Tr(adXadY ) = 0 alors, la forme de Killing kg0 = 0 et comme θ(Y ) = −Y

alors, kθ(X, Y ) = 0. Ceci signifie que l et p sont orthogonaux.

Nous décrirons maintenant la correspondance entre les involutions de Cartan et les dé-

compositions de Cartan.

Soit θ une involution de Cartan de g qui définit une décomposition en espaces propres ,

un espace propre l correspond à la valeur propre +1 et un espace propre p correspond à

la valeur propre -1 tel que :

l = {X ∈ g, θ(X) = X} et p = {Y ∈ g, θ(Y ) = −Y }

cette décomposition est de la forme l⊕ p.

Soient X, X
′ dans l et Y, Y

′ dans p et on note que θ est un automorphisme, on obtient :

θ[X, X
′
] = [θX, θX

′
] = [X, X

′
] ⇒ [l, l] ⊆ l

θ[X, Y ] = [θX, θY ] = [X,−Y ] = −[X,Y ] ⇒ [l, p] ⊆ p

θ[Y, Y
′
] = [θY, θY

′
] = [−Y,−Y

′
] = [Y, Y

′
] ⇒ [p, p] ⊆ p

Qui implique que l et p sont orthogonaux . kθ est défini positif puisque θ est une involution

de Cartan et par conséquent kg est défini négatif dans l et défini positif dans p.

Alors g = l⊕ p est une décomposition de Cartan.

Inversement soit la décomposition de Cartan g = l⊕ p, on définit l’application θ par :

θ =





+1 dans p

−1 dans l

θ respecte les crochets parce que pour X, X
′ dans l et Y, Y

′ dans p on a :

[l, l] ⊆ l ⇒ θ[X,X
′
] = [X, X

′
] = [θX, θX

′
]

[l, p] ⊆ p ⇒ θ[X,Y ] = −[X, Y ] = [X,−Y ] = [θX, θY ]

[p, p] ⊆ p ⇒ θ[Y, Y
′
] = [Y, Y

′
] = [−Y,−Y

′
] = [θY, θY

′
]

On a l’orthogonalité de l et p et on sait que kg est définie négative dans l et définie positive

dans p. Par conséquent, kθ est définie positive alors, θ est une involution de Cartan.
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4.12 Décomposition radicielle des algèbres de Lie semi-

simples

Définition 4.12.1 Soit g une algèbre de Lie, si h est une sous algèbre maximale abélienne

de g et si pour toute h ∈ h l’endomorphisme ad(h) de g est semi-simple alors, on dit que

h est une sous algèbre de Cartan de g.

Définition 4.12.2 Soit g une algèbre de Lie semi-simple et soit h un sous algèbre de

Cartan de g. Pour α ∈ h∗ et α 6= 0 on pose

gα = {X ∈ g / [h, X] = α(h)X pour tout h ∈ h}.

Si gα 6= 0 et si α 6= 0 on dit que gα est un espace de racines restreint et α est une

racine restreinte de g. L’ensemble des racines restreintes sera noté Ω.

Remarque 4.12.1 – On remarque que go = h

– On peut écrire gα comme gα = {X ∈ g / ad(h)X = α(h)X pour tout h ∈ h}.

Proposition 4.12.1 Soient g une algèbre de Lie semisimple et h un sous algèbre de

Cartan de g, θ l’involution de Cartan de g on a alors :

1. g = h⊕ ⊕
α∈Ω

gλ (somme directe orthogonale)

2. [gα, gβ] ⊆ gα+β et θ(gα) = g−α.

La décomposition g = h⊕ ⊕
α∈Ω

gλ est appelée la décomposition de g en espaces de racines

restreints.

Preuve:

1. Par construction

2. Pour X ∈ gα et Y ∈ gβ, on applique l’identitie de Jaccobi on trouve :

[h, [X,Y ]] = [[h,X], Y ] + [X, [h, Y ]] = [α(h)X,Y ] + [X,α(h)Y ]

= α(h)[X,Y ] + β(h)[X,Y ]

= (α + β)(h)[X, Y ].
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Pour θ(gα) = g−α, soit h ∈ h et X ∈ gα, un calcule simple nous donne :

ad(h)θX = [h, θX]

= θ[θh, X]

= −θ[h,X]

= −α(h)θX

Pour plus de détail, voir par exemple [12]

Exemple 4.12.1 Décomposition en espace de racines de sl(n, R)

Soient G = SL(n, R), g = sl(n, R) son algèbre de Lie, k la forme de killing de sl(n,R)

et θ une application définie par :

θ : sl(n,R) −→ sl(n,R)

X 7−→ −X t

On a : θ2(X) = θ(θ(X)) = θ(−X t) = X = Id.

Alors, θ est une involution de Cartan et

sl(n,R) =l⊕ p

avec l est l’espace des matrices anti symétriques de sl(n,R) et p est l’espace des ma-

trices symétriques de sl(n,R).

Exemple 4.12.2 Décomposition en sous-espace de racines de so(1, n)

En écrivant une matrice M sous la forme




α v δ

u A ω

γ t β


,avec A ∈ M(n,R),

u, ωT , vT , t ∈ Rn, α, β, γ, δ ∈ R, et en écrivant les conditions pour que nous donne la

relation

T MJ + JM = 0 on obtient qu’une matrice de so(1, n) s’écrit




α T u 0

v A u

0 T v −α




avec u, v ∈ Rn et α ∈ R et A ∈ o(n) on a alors, la décomposition suivante de l’algèbre de

Lie so(1, n + 1) :

so(1, n + 1) = n− ⊕ a⊕m⊕ n+

tel que :
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n+ =








0 T u 0

0 0 u

0 0 0








, n− =








0 0 0

T v 0 0

0 v 0








a =








α 0 0

0 0 0

0 0 −α








, m =








0 0 0

0 A 0

0 0 0








avec A une matrice de o(n). On dit que so(1, n+1) = n−⊕a⊕m⊕n+ est une décomposition

de so(1, n + 1) en sous-espaces de racines.

4.13 Décomposition polaire et décomposition KAK

Dans GL(n,R) on considère, le sous-groupe O(n) qui préserve la forme quadratique

x2
1 + ... + x2

n, on appelle A le sous-groupe des matrices diagonales et S l’ensemble des

matrices symétriques définies positives.

4.13.1 Décomposition polaire

Proposition 4.13.1 L’application λ : O(n) × S −→ GL(n,R) définie par λ(k, s) = ks

est un homéomorphisme.

pour la preuve de la proposition, on utilise la définition et le lemme suivant :

Définition 4.13.1 On dit qu’un élément s ∈ GL(n,R) est R-semi-simple, s’il est conju-

gué dans GL(n,R) à une matrice diagonale.

Lemme 4.13.1 Si s est un élément R-semi-simple de GL(n,R) dont les valeurs propres

sont strictement positives alors, il existe un unique sous-groupe à un paramètre st de

GL(n,R) dont la valeur en 1 vaut s et tel que pour tout t ∈ R, st est R-semi-simple de

valeurs propres strictement positives.

Si de plus s est symétrique alors, les st sont symétriques pour tout t ∈ R.
En particulier, si s est symétrique définie positive et si p ∈ N est un entier, il existe une

unique matrice symétrique définie positive, notée s
1
p dont la puissance p-ième vaut s de

plus, s
1
p commute avec s.
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4.13.2 Décomposition KAK

On peut voir un intérêt dynamique à la décomposition KAK. En effet, supposons

que GL(n,R) agissant sur une variété M et considérons une suite (gk) de O(1, n + 1)

celle-ci, va s’écrire `1,kak`2,k avec `1,k,`2,k ∈ O(n) et ak ∈ A (où A désigne le sous-groupe

des matrices diagonales à coefficients strictement positifs). Ainsi, si l’on s’intéresse au

comportement dynamique de (gk) sur M , il suffit de comprendre le comportement de

(ak) car, les perturbations par des suites compactes vont préserver qualitativement la

dynamique.

Théorème 4.13.11 Tout élément g ∈ GL(n,R) s’écrit comme un produit g = k1ak2, où

k1, k2 ∈ O(n) et a est une matrice diagonale dont tous les coefficients sont strictement

positifs.

Preuve: On écrit la décomposition polaire de g :g = ks avec k ∈ O(n) et s symétrique

définie positive. On peut diagonaliser s en base orthonormée, donc il existe k
′ ∈ O(n) de

sorte que s = kT k
′
ak

′ , pour une certaine matrice diagonale a dont les coefficients sont

strictement positifs (car ce sont les valeurs propres de s qui est supposée définie positive).

Finalement, on obtient g = kT k
′
ak

′ d’où le résultat annoncé avec k1 = kT k
′ et k2 = k

′ .

Pour des groupes de Lie semi-simples on a le théorème suivant :

Théorème 4.13.12 Soient G un groupe de Lie semi-simple , g son algèbre de Lie et soit

g = l⊕ p la décomposition de Cartan de g, soit a un sous-espace abélien maximal de p et

soit A = expa le sous-groupe connexe associé, Soit K le sous-groupe G associé à l. Alors,

G = KAK, tel que chaque élément de G est le produit d’un élément de K, et un élément

de A et un élément de K de plus K est compact si G de centre fini.

L’importance de ce théorème apparaître dans la dynamique des groupes de Lie semi-

simple. Pour la preuve de ce théorème, voir [1]

4.14 Décomposition KAK dans O(1, n)

Dans O(1, n) , on note A le groupe des éléments de la forme



eα 0 0

0 1 0

0 0 e−α



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Le groupe A n’est autre que l’image de a par l’application exponentielle. On désigne par

K le sous-groupe compact O(1, n + 2) ∩O(1, n + 1).

Théorème 4.14.13 1. La décomposition polaire est interne au groupe O(1, n) c’est-

à-dire, que si l’on écrit g = ks avec k ∈ O(1, n+1) et s ∈ S alors automatiquement,

k ∈ K et s ∈ S ∩O(1, n).

2. L’application µ : K × p −→ O(1, n), définie par µ(k, X) = k · Exp(X) est un

homéomorphisme.

3. On a la décomposition O(1, n) = KAK.

Pour la preuve, voir [9]

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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Chapitre 5
Action de groupes

En géométrie différentielle, les ensembles sur lesquels les groupes de Lie agiront seront

des espaces vectoriels ou des variétés différentiables. On donne ici, la définition générale

de l’action d’un groupe sur un ensemble, de l’action d’un groupe de Lie sur une variété,

et quelques propriétés.

5.1 Action d’un groupe

Définition 5.1.1 Une action à gauche (resp. à droite) d’un groupe G sur un ensemble

E est une application

φ : G× E −→ E

(g, x) 7−→ φ(g, x)

satisfaire les conditions suivantes :

– φ(e, x) = x pour tous x ∈ E

– φ(g, φ(h, x)) = φ(gh, x) (resp. φ(g, φ(h, x)) = φ(hg, x))

On note pour une action à gauche par φ(g, x) = gx.

On note, pour g ∈ G, l’application φg définie par :

φg : E −→ E

x 7−→ φ(g, x)

où donc, φg ∈ Aut(E), groupe des automorphismes de E. Ainsi, pour chaque élément g

de G, φg est une bijection sur E. Sur cette application, les conditions pour que φ soit une
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action sont φe = IdE et φg ◦ φh = φgh

On peut aussi voir l’action de G sur E comme l’homomorphisme de groupes

G −→ Aut(E)

g 7−→ φg

donc on a la définition suivante :

Définition 5.1.2 On dit que l’action de G sur E est effective si g 7−→ φg est injective.

L’action sera dite libre si les stabilisateurs Gx = {g ∈ G/φg(x) = x} pour tout x ∈ E

sont réduits à {e}. Les stabilisateurs Gx sont aussi appelés groupe d’isotropie de x.

Si le groupe G agit sur une variété topologique M , on supposera que φg : M −→ M est

en plus continue pour tout g ∈ G, et si M est une variété différentiable, on supposera

que φg est différentiable. Dans ce cas, l’action réalise un homomorphisme de groupes

G −→ Diff(M)

g 7−→ φg

où Diff(M) est le groupe des difféomorphismes de M .

Dans le cas où G est un groupe topologique, on supposera que l’action de G sur une

variété topologique M est en plus continue en g ∈ G. Donc φ : G ×M −→ M est une

application continue. Dans ce cas, les sous-groupes Gx sont fermés dans G (car M est

séparée). Si G est un groupe de Lie et M une variété différentiable, alors φ : G×M −→ M

est supposée différentiable.

Remarque 5.1.1 Dans ce chapitre, on prendre que des actions à gauche, les résultats

sont essentiellement les mêmes, si on prend des actions à droite.

Exemple 5.1.1 Comme exemple d’action, nous pouvons voir que n’importe quel groupe

G agit sur lui-même par la translation à gauche Lg.

Définition 5.1.3 Soit G un groupe et φ une action de G sur un espace vectoriel E. Soit

F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est un sous-espace invariant par rapport

à l’action φ de G si pour tout g ∈ G et tout h ∈ F , φ(g)h ∈ F , et on écrit φ(g)F ⊂ F

Définition 5.1.4 On dit que l’action φ est réductible s’il existe au moins un sous-espace

vectoriel invariant de E qui ne soit ni {0} ni E lui-même. Dans le cas contraire, l’action

sera dite irréductible.
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5.2 Orbite d’une action

Définition 5.2.1 Soit G un groupe quelconque agissant sur un ensemble E, on définit

une relation d’équivalence ∼ sur E tel que :

∀x, y ∈ E : x ∼ y si y = g.x pour g ∈ G

pour chaque x dans E, la classe d’équivalences de x, est l’orbite de x, on le note par

θx = {φ(g, x)/g ∈ G}.

Si θx = E on dit que l’action est transitive. Dans ce cas, les groupes d’isotropie Gx sont

tous conjugués. En effet, pour x, y ∈ E il existe toujours un g ∈ G tel que y = g.x Alors

il est facile de voir que Gy = g Gxg
−1.

Si G est un groupe de Lie agissant sur une variété différentiable M , l’orbite d’un point

n’est pas nécessairement une sous-variété de M .

5.3 Espace quotient

L’espace de toutes les orbites de l’action d’un groupe G sur une variété M , appelé

espace quotient de M par G, n’est pas toujours une variété différentiable, ni même un

espace topologique séparé.

Définition 5.3.1 Nous dirons que l’action d’un groupe G sur une variété topologique M

est proprement discontinue si elle vérifie les trois conditions suivantes :

– Si x, x
′ ∈ M sont deux points non reliés par l’action de G (c’est à dire si x

′ n’est

pas dans l’orbite de x), alors x et x
′ admettent des voisinages respectifs U et U

′ tels

que φg(U) ∩ U
′
= ∅ pour tout g ∈ G.

– Pour tout x ∈ M , le groupe d’isotropie Gx = {g ∈ G/φg(x) = x} de x est fini.

– Tout x admet un voisinage U stable par Gx tel que φg(U)∩U
′
= ∅ pour tout g ∈ G

Remarque 5.3.1 On remarquera que dans la définition même d’une action proprement

discontinue, la première condition implique que M/G soit un espace topologique séparé.

Si l’action est libre, alors la seconde condition est trivialement satisfaite.

5.4 Espaces homogènes

Définition 5.4.1 Un espace homogène d’un groupe de Lie G est une variété différentiable

M munie d’une action à gauche transitive (et différentiable) de G.
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Dans ce cas, si x ∈ M ; alors Gx le sous-groupe d’isotropie de x, est fermé, et l’application

fx : G/Gx −→ M définie par fx(gGx) = g.x est un difféomorphisme. En d’autres termes,

un espace homogène est l’espace quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe fermé,

alors nous identifions M avec G/Gx par ce difféomorphisme.

Définition 5.4.2 Un espace homogène G/Gx, muni d’une métrique pseudo-Riemannienne

invariante par G est appelé espace homogène pseudo-Riemannienne , tel que Gx le sous-

groupe d’isotropie de x ou le stabilisateur de x dans G.

Exemple 5.4.1 – Le groupe SO(n) agit transitivement sur la sphère Sn−1 Le groupe

d’isotropie d’un point de la sphère est SO(n− 1). Donc SO(n)/SO(n− 1) ' Sn−1

– Rn est homogène sous l’action du groupe O(n)nRn

– Sn est un espace homogène sous l’action de O(n + 1).

Remarque 5.4.1 Une variété homogène pseudo-Riemannienne s’appelle un espace ho-

mogène. Comme l’espace homogène est complètement déterminé par son groupe isométrie,

alors n’importe quelle propriété géométrique à un point est assurée pour tous les points.

Proposition 5.4.1 Pour un espace homogène M l’application V → Vp est une surjection

de l’espace k(M) de champ de killing dans M vers l’espace tangent de M au point p.

cette proposition signifie que chaque vecteur tangent à un espace homogène peut être

prolongé à un champ de Killing sur M .

5.4.1 Complétude

Un espace homogène Riemannien est complet, mais ceci n’est pas assuré dans la

géométrie pseudo-Riemannienne générale.

Par l’exemple qui suit, on montre qu’un espace homogène pseudo-Riemannien n’est pas

nécessairement complet.

Exemple 5.4.2 Soit R1,1 un espace Lorentzien comme on a vu dans l’exemple 1.1.1 est

R2 équipé de la forme quadratique Q(x1, x2) = 2x1x2. Soit (α, β) un point de R2 avec

α > 0. l’application

(x, y) −→ (
x

α
, αy − αβ)

est une isométrie de R2
1 vers R2

1 par les applications du sous espace Lorentzien

H = {(x, y) ∈ R2, x > 0}
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qui envoie le point (α, β) vers le point (1, 0).Ceci implique que H est un espace homogène,

mais la courbe γ(t) = (t, 0) est une géodésique et sont domaine de définition maximal est

R∗+, ce qui prouve que H n’est pas complet.

Proposition 5.4.2 Un espace homogène pseudo-Riemannien compact est complet.

Preuve: Pour la preuve, voir [17]

Cette proposition nous donne la relation entre l’homogénéité et la complétude en

géométrie pseudo-Riemannienne générale.

Classification des actions de groupes de Lie semi-simples sur une variété à

une dimension

Les actions de groupe de Lie sur les 1-variétés ont été classifier par Sophus Lie [16]

, [15] on donne par la suite une partie de son théorème principal.

Théorème 5.4.14 Si un groupe de Lie semi-simple agit non trivialement sur une variété

de dimension 1 alors, il possède sl(2,R) comme facteur local.

5.5 Actions propre et non propre

Définition 5.5.1 Une action continue φ d’un groupe topologique G sur un espace topo-

logique M est propre, si pour un sous-ensemble compact A ⊆ M ,

l’ensemble {g ∈ G : gA ∩ A 6= ∅} est compact dans G

On peut dire aussi (l’équivalence), si pour des suites (xn) de M , et (gn) de G, si (xn) et

(gnxn) convergent dans M , donc il existe des sous suites (gn) convergentes dans G.

Si l’action de Φ n’est pas propre, on dira, qu’elle est nonpropre. L’action φ est nonpropre,

s’il existe un compact K de M tel que {g ∈ G / gK ∩ K 6= ∅} ne soit pas une partie

compacte de G.

Ceci, est équivalent à dire qu’il existe une suite (xn) de points de M , une suite (gn)

d’éléments de G telles que (xn) converge dans M , gnxn converge dans M , mais l’ensemble

{gn, n ∈ N} n’est pas relativement compacte dans G.

Remarque 5.5.1 si G est un groupe discret alors, l’action φ est proprement discontinue

.

Exemple 5.5.1 – L’action du groupe d’isométrie d’une variété Riemannienne M sur

la variété M est propre, en particulier le stabilisateur de n’importe qu’elle point est

compact .

70



U.S.T.H.B Action de groupes

– Si M est compact, seulement les groupes compacts agissent proprement sur M

– L’action du groupe






et 0

0 e−t


 , t ∈ R



 ⊂ SL(2,R) sur R2 est nonpropre depuis

qu’il fixe l’origine de plus, il est nonpropre sur (R2)∗ en effet la suite Xn = (en, 1)

converge vers (0, 1) dans (R2)∗ et la suite


en 0

0 e−n


 est non bornée dans SL(2,R)

mais


en 0

0 e−n


 Xn = (1, e−n) converge vers (1, 0) dans (R2)∗ ainsi l’action est

nonpropre

5.6 Nonpropreté des actions de groupe de Lie abélien

Ce qui suit est un critère pour la non-proprété des actions linéaires des groupes de

Lie abéliens

Lemme 5.6.1 Soit {λ1, λn} un système générateur dans Rd. Soit Rd agit fidèlement sur

Rn par les matrices diagonales comme suit :

Pour t ∈ Rd, on met M(t) = diag(e<λi,t>)1≤i≤n, tel que < ., . > est le produit scalaire

usuel dans Rd. Supposons que V est un sous-espace invariant (topologique) de Rd sur

lequel l’action est non-propre. Alors, il existe un vecteur non nul to ∈ Rd et un élément

X ∈ Rd tels que xi = 0 si λ(to) < 0 ou élément y ∈ Rn tels que yi = 0 si λ(to) > 0.

Preuve:

Pour la preuve, voir [8]

5.7 Action d’algèbre de Lie

Soit une action φG de G sur M , cette action induite une action de l’algèbre de Lie

g de G sur M qui est un homomorphisme φg de Lie de g vers l’algèbre de Lie X(M) de

tous les champs de vecteurs sur M , définie par : pour X dans g, on associe le champ de

vecteur X̂ sur M définie par : X̂m = d
dt
|t=0(exp(tX).m). On peut définir ce champ de

vecteur par une dérivation de la fonction g 7−→ gx de G vers M a l’élément neutre de G.

On suppose que G est un groupe de Lie connexe agit sur une variété M et O est l’orbite de

M , comme G se produire par n’importe quel voisinage de 1 et l’application exponentielle

est un difféomorphisme entre un voisinage de 0 dans g et un voisinage de 1 dans G alors,

on a : TxO = {X̂x, X ∈ g}
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Définition 5.7.1 On dit qu’une action φ est :

– Presque libre ou localement libre si, X̂x = 0 pour certains points x ∈ M implique

X = 0.

– Presque fidèle ou localement fidèle si φg est injective.

Application de Gauss

Soit G un groupe de Lie agit isométriquement sur une variété Lorentzienne (M, h),

et g l’algèbre de Lie de G. Pour chaque X ∈ g, soit X̂ le champ de vecteur sur M donné

par

X̂x = d
dt

(exp(tX).x) |t=0.

Soit l’application de gauss définie par :

ψ : M −→ S2(g)

x 7−→ ψx : (X,Y ) 7−→ hx(X̂x, Ŷx)

Tel que Xx,Yx des champs de vecteurs sur M au point x et S2(g) est la sphère unité

dans R3 (l’ensemble de tous les vecteurs unités sur R3)

Pour q dans S2(g) et g dans G, et X1,X2 dans g on définit une application ϕ définie par :

ϕ : G.S2(g) −→ S2(g)

(g, q) 7−→ (g.q)(X,Y ) = q(Adg−1X, Adg−1Y )

ϕ est une action de G sur S2(g) car :

1. ϕ(e, q) = e.q(X, Y ) = q(X,Y ) = q

2. ϕ(g, ϕ(h, q)) = g.ϕ(h, q) = g.h.q(X, Y )

= gh.q(X, Y ) = ϕ(gh, q)

Alors, ψ est équivariant, tel que

g.ψx = ψg.x ∀g ∈ G.

En effet, pour g ∈ G et X ∈ g, nous avons :
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ÂdgXgx =
d

dt
(exp tAdgX.gx) |t=0

=
d

dt
(g exp tX.g−1.gx) |t=0

= dgx(X̂x).

Par conséquent, pour X,Y ∈ g, x ∈ M et g ∈ G, nous obtenons (en utilisant le fait que

G agit sur M d’une manière isométrique)

g.ψx(X, Y ) = hx( ̂Adg−1Xx, Âdg−1Yx)

= hx(dg−1
gx X̂gx, dg−1

gx Ŷgx)

= hgx(X̂gx, Ŷgx)

= ψgx(X,Y ).

On observons que si G agit non-proprement sur M alors, il agit ainsi non-proprement sur

ψ(M).

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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Chapitre 6
Dynamique des variétés lorentziennes

Soit G un groupe de Lie et M une variété Lorentzienne, on pose la question suivante :

sous quelles conditions G agit-il d’une manière isométrique sur M tout en préservant une

métrique Lorentzienne ?

Ce problème a été traité dans le cas où M est compacte, par Adams dans [3] et Zeghib

dans [20], et quelques résultats partiels dans le cas général ont été traités par N.Kowalsky

dans [14]. Dans la section suivante, on donne quelques résultats principales qui concernent

la classification des actions des groupes de Lie sur des variétés Lorentziennes compactes,

sans donné des preuves.

6.1 Dynamique des variétés Lorentziennes compactes

Dans le cas compact, le groupe de Lie peut être semi-simple, ou résoluble. Dans [23],

R.Zimmer prouvé que SL(2,R) est le seul groupe de Lie semi-simple, non-compact, qui

peut agir isométriquement sur une variété Lorentzienne compacte.

Théorème 6.1.15 ( [23]) Si un groupe de Lie semi-simple G non-compact, agit locale-

ment fidèlement et isométriquement sur une variété Lorentzienne compacte, alors, celle-ci

est localement isomorphe à la somme de sl(2,R) et une algèbre de Lie compacte.

Dans le cas où le groupe de Lie est résoluble, nous avons le résultat suivant :

Théorème 6.1.16 ( [20], [3]) Soit G un groupe de Lie résoluble agit localement libre-

ment et isométriquement sur une variété Lorentzienne compacte M et soit N le nilradical

de G alors :

1. Si G = N alors, g est isomorphe à la somme d’une algèbre de Lie abélienne a et

une algèbre de Lie de Heisenberg h.
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2. Si G 6= N et N est abélien alors, g est isomorphe à la somme de l’algèbre de Lie

d’un groupe affine et une algèbre de Lie abélienne a.

3. Si G 6= N et N n’est pas abélien alors, g isomorphe à la somme d’une algèbre de

Lie abélienne a et une algèbre de Lie de Heisenberg rationnellement tordue h .

Dans le cas général, on a le théorème suivant :

Théorème 6.1.17 ( [20], [3]) Soit G un groupe de Lie qui agit isométriquement, loca-

lement fidèlement sur une variété Lorentzienne compacte M alors :

g ' q ⊕ A ⊕ l, où l est semi-simple compacte, A Abélien et q ∈ { algèbres de Lie de

Heisenberg} ∪ {algèbres de Lie rationnellement tordues} ∪ {sl(2,R)} ∪ {algèbre de Lie du

groupe affine} ∪ {1}

Ce théorème donne une classification générale des groupes de Lie connexes, qui peuvent

agir isométriquement sur une variété Lorentzienne compacte.

La preuve est basée sur la décomposition de Levi des algèbres de Lie, cependant si R est

le radical résoluble de g et l sa partie semisimple alors, nous avons :

– Si l est noncompact alors, R est abélien.

– [l,R] = 0

Ceci implique que l’étude des actions nonpropre des groupes de Lie sur les variétés Lorent-

ziennes compactes, réduit à l’étude des actions de groupes de Lie semisimple et résolubles.

Pour une preuve détaillée de ces théorèmes, voir [20], [3].

6.2 Travail de Kowalsky

Dans cette approche Kowalsky a considéré le cas où M n’est plus compacte.

L’idée principale de cette approche est la suivante :

Si G un groupe de Lie agit isométriquement sur une variété M , on considère une appli-

cation équivariante définie de M vers l’espace des formes bilinéaires symétriques S2(g),

qui s’appelle application de Gauss, qui indique la dynamique sur M .

C’est à dire, par cette application la condition de la non-propreté est traduite comme une

condition géométrique sur la métrique induite sur les orbites.

Cette idée est utilisée par d’autres auteurs, par exemple par S.Adams et G.Stuk dans [3],

[4] et Gromov dans [10], Zimmer dans [23].

N.Kowalsky arrive à énoncer un ensemble de huit théorèmes, mais elle n’a prouvé que

la moitié. Parmi ces résultats, a montré dans [14], que parmi les groupes de Lie simples
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de centre fini, seuls les groupes localement isomorphes à SL(2,R), O(1, n) ou O(2, n)

peuvent agir isométriquement sur une variété Lorentzienne.

Théorème 6.2.18 ( [14]) Si un groupe de Lie simple de centre fini agit isometrique-

ment, localement librement et nonproprement sur une variété Lorentzienne alors, ce

groupe est localement isomorphe à SL(2,R).

Théorème 6.2.19 ( [14]) Si un groupe de Lie simple de centre fini agit isometrique-

ment, localement fidèlement et nonproprement sur une variété Lorentzienne alors, ce

groupe est localement isomorphe soit à O(1, n) ou à O(2, n).

Dans la suite, on donne une idée générale de la preuve de ses théorèmes.

On suppose que G est un groupe de Lie simple avec un centre fini agit d’une manière

isométrique et non-propre sur une variété Lorentzienne M , par la décomposition KAK

de G, on peut remarquer que K est compact alors, A agit nonproprement alors, il existe

une suite yn dans l’algèbre de Lie a de A et une suite (xn) dans M tels que, eyn tend

vers l’infini, (xn) converge dans M et (eyn .xn) converge vers x. Comme dans la preuve

du théorème 6.3.20, en utilisant l’application de gauss ψ, on trouve un sous-espace a0 de

dimension supérieure ou égale à 2 et dont l’image de a0 par G, qu’on le note par â0 est

de type lumière alors, est de dimension 1. Cela implique, l’existence d’un sous-espace a1

de a, tel que a1x = 0, c’est-à-dire, X̂x = 0, pour tout X dans a1. On peut prendre xn = x

et yn ∈ a1. Par le même raisonnement, on trouve un autre espace a2. Alors, on trouve le

plus grand espace E tel que Êx = 0.

Par ce raisonnement, Kowalsky a prouvé que si g n’est pas isomorphe ni à o(1, n) ni à

o(2, n) alors, ĝx = 0. Ainsi, prouvé que g est une sous algèbre de o(1, n) alors, isomorphe

à un certain o(1, k) donc, Contradiction.

6.3 Dynamique des variétés Lorentziennes noncompactes

6.3.1 Une approche géométrique

On introduit par la suite, une nouvelle approche différente de celle de N.Kowalsky,

cette approche est de nature géométrique, qui nous permis de retrouver tous les résultats

de Kowalsky, avec une généralisation au cas semi-simple, supposant que aucun SL(2,R)-

facteurs local, comme on a vue dans le chapitre 4, un groupe de Lie semisimple est

essentiellement, un produit des groupes de Lie simples, mais en général, une action non-

propre d’un produit n’implique pas une action nonpropre d’un facteur.
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Cependant, dans l’arrangement Lorentzien, nous concluons, qu’il est nécessaire de passé

du cas simple au cas semisimple. C’est vraiment un raisonnement important, puisqu’il

mène à réduire le travail restant dans le cas où le groupe est résoluble. Naturellement,

notre raisonnement se repose sur la décomposition de Levi des groupes de Lie, qui indique

qu’un groupe de Lie est essentiellement un produit semidirect d’un groupe semisimple et

résoluble.

6.3.2 D’une action non propre à un espace homogène non propre

Le résultat suivant est en particulier, un rappel du théorème de plongement de Zimmer

[23], qui nous permet d’obtenir des actions homogènes, c’est à dire, transitives depuis des

actions non transitives.

Théorème 6.3.20 Soit G un groupe de Lie semi-simple, de centre fini, agit isométrique-

ment et non-proprement sur une variété Lorentzienne M . Supposons que aucun facteur

local de G est localement isomorphe à SL(2,R). Il y a alors, un point avec un stabilisateur

non-compacte. En particulier, la restriction de l’action de G à son orbite est non-propre,

en plus de précision, le stabilisateur d’un certain point contient un groupe à un paramètre

non trivial unipotent. (en d’autres termes, un G-espace Lorentzien non-propre contient

un G-orbite homogène non-propre).

Preuve: Soit h une sous-algèbre de Cartan, telle que est maximale abélienne, et g = l⊕p

la décomposition de Cartan et A le groupe de Cartan associé, tel que A = exph.

On prouve qu’il existe une point q ∈ M , tels que g admet un sous-espace isotrope en

prend on considération, la forme bilinéaire symétrique ψ(q), de dimension ≥ 2.

Alors il résulte, la non-précompacité du stabilisateur stab(q) .

Soit Ω = Ω(h, g), le système de racine de (h, g) et

g = go ⊕
⊕
α∈Ω

gα

la décomposition en espace de racine où

gα = {X ∈ g : adh.X = α(h).X,∀h ∈ h},

go = {X ∈ g : adh.X = 0,∀h ∈ h}.

Alors, A agit sur g, par les matrices diagonales, car :

Adg−1 = Adexp(h) = ead(h) = diag(eα(h))α∈Ω∪{0},

77



U.S.T.H.B Dynamique des variétés lorentziennes

ou g−1 = exp(h), h ∈ h. Alors, A agit par les matrices diagonales sur S2(g), et S2(g)

admet la décomposition suivante :

S2(g) = ⊕
λ∈Ω∪{0}+Ω∪{0}

Vλ,

tel que V est l’ensemble des formes bilinéaires symétriques q sur g qui satisfaire

q(exp(h).X1, exp(h).X2) = eλ(h).q(X1, X2),

pour tout h ∈ h et tout X1, X2 ∈ g.

On sait que pour X1 ∈ gα et X2 ∈ gβ nous avons :

q(exp(h).X1, exp(h).X2) = e(α+β)(h).q(X1, X2),

Alors, pour les formes q dans Vλ on a :

α + β 6= λ ⇒ gα⊥gβ.

Comme G agit non-proprement sur M et ψ est équivariant alors, G agit non-proprement

sur ψ(M)

Soit G = KAK la décomposition de Cartan de G. Puisque G possède un centre fini, K

est compact. Ainsi, A agit également non-proprement sur ψ(M).

Par le lemme 5.6.1, il existe h 6= 0, q ∈ ψ(M) et λo ∈ Ω∪{o}+ Ω∪{o} tel que λo(h) < 0

et qλ = 0 pour tout λ ∈ Ω ∪ {o}+ Ω ∪ {o} avec λ(h) < 0.

On pose q = ψx alors,
⊕

α(h)<0 gα est isotrope respectant ψx, par conséquent l’image

du
⊕

α(h)<0 gα par l’application X −→ X̂x est un sous-espace isotrope de TxM , ainsi sa

dimension est moins ou égale à 1.

Cependant pour tout h ∈ h, la dimension du
⊕

α(h)<0 gα est au moins 2 (où G est supposé

n’avoir aucun facteur local localement isomorphe à SL(2, R)).

Cette dimension ne peut pas être 0, puisque G est semi-simple. Si elle égale 1 alors, le

sous-algèbre
⊕

α(h)≥0 gα a un codimension 1 dans G. Ceci est une contradiction avec la

non existence d’un facteur SL(2, R) (seulement les groupes simples qui sont localement

isomorphes à SL(2, R) agit sur les 1-variétés), voir théorème 5.4.14.

On déduit de ceci l’existence d’un élément différent de zéro X ∈ ⊕
α(h)<0 gα tels que

X̂x = 0, ce qui nous donne exp(tX) ∈ stab(x), ∀t ∈ R. Mais des éléments de
⊕

α(h)<0 gα

sont nilpotents, et produire ainsi des groupes non-compactes. d’où le résultat

Comme résultat on donne par la suite une généralisation du théorème 5.2.1 de Kowalsky

dans le cas de semisimple.

Corollaire 6.3.1 Si un groupe de Lie semisimple avec un centre fini agit isométrique-

ment, localement librement et nonproprement sur une variété Lorentzienne alors, il pos-

sède un facteur local isomorphe à SL(2,R).
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6.4 Structure de produit tordu via l’homogénéité

partiel

On donne par la suite un résultat qui montre que les espaces homogènes sont rares

dans la géométrie Lorentzienne, en comparaison avec le cas Riemannien.

En suite en décrivant la situation selon le type causal de l’orbite donnée dans le théorème

6.3.20

Théorème 6.4.21 ( [22]) Si (M, g) est un espace homogène Lorentzien de dimension

≥ 3, avec un groupe d’isotropie irréductible alors, il possède une courbure sectionelle

constante

On voit que l’énoncé dans [22] semble plus faible, puisque le groupe d’isotropie est

supposé satisfaire à une condition supplémentaire de la non précompacité. Cependant,

ceci résulte de l’irréductibilité.

En effet, dans le même sens que [22], le résultat principal de [7] indique comment l’irré-

ductibilité est forte dans le cas Lorentzien.

Théorème 6.4.22 ( [7]) Un sous-groupe de Lie H de O(1, n) (n’est pas nécessairement

fermé), qui ne préserve aucun sous-espace isotrope unidimensionnel de R1+n, est appar-

tient à conjugaison, d’une union de quelques composantes d’un certain O(1, p) ⊂ O(1, n).

En particulier, si H agit irréductiblement sur R1+n alors, H contient SOo(1, n).

Notre but est de modérer l’homogénéité en considérant la non-transitivité de l’action iso-

métriques du groupe.

Ce travail est motivé réellement par l’étude des actions isométrique de groupe de Lie sur

les variétés Lorentziennes non-compactes, par exemple dans le même sens que [2], [13], [14]

Pour simplifier, on suppose toujours que toutes les actions de groupe indiqué sont fidèles.

Nous demandons d’abord s’il existe une adaptation du théorème 6.4.21 aux actions iso-

métriques non-transitives. Dans cette situation, nous considérons un groupe G agit isomé-

triquement sur une variété Lorentzienne (M, g). Chaque orbite est un espace homogène.

Cependant, le type causal de l’orbite peut être temporel, spatial ou lumière , c’est-à-dire,

la métrique induite peut être Lorentzienne, Riemannienne ou dégénérée, respectivement.

La généralisation suivante du théorème 6.4.21 se repose sur l’existence des orbites du

type Lorentzien satisfaire à l’irréductibilité. Il indique que l’espace est partiellement d’une

courbure constante.
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Théorème 6.4.23 Soit G un groupe de Lie agit isométriquement sur une variété Lorent-

zienne (M, g) de dimension ≥ 3. Supposons qu’il existe une orbite N qui est un espace

Lorentzien homogène avec l’isotropie irréductible (réduit a TN).

Alors, N est un espace complet d’une courbure sectionnelle constante, et G contient la

composante d’identité Isomo(N) comme facteur, de plus, un voisinage de N est un produit

tordu L ×w N , où L est la variété Riemannienne correspond et le facteur N correspond

aux orbites de Isomo(N).

qui suit sera utile dans les preuves, et donne également une description géométrique et

algébrique exacte de N ,N1, G, G1....

Proposition 6.4.1 Soit G un groupe de Lie connexe agit isométriquement et transitive-

ment sur un espace Lorentzien N de courbure constante.

supposent que le groupe d’isotropie de G est irréductible alors, G égale Isomo(N) et

N est l’un de ce qui suit :

– L’espace plat de Minkowski.

– L’espace de de Sitter SO(1, n + 1)/SO(1, n) (de courbure constante positive).

– Revêtement (cyclique) de l’espace anti de Sitter SO(2, n)/SO(1, n) (d’une courbure

constante négative).

Preuve: Considérons le cas où N est plat (la preuve est la même dans les autres cas).

Ainsi, N est localement isométrique au l’espace R1,n de Minkowski, pour lequel la compo-

sante d’identité du groupe d’isométrie est le produit semidirect SO(1, n)nR1+n. D’après

le théorème 6.4.22, le stabilisateur dans G doit égale SO(1, n) (nous avons assumé G

connexe). Il suit que G intersecte le groupe de translation R1+n dans un sous-groupe ou-

vert, et donc, G contient toutes les translations, et par conséquent égale à SO(1, n)nR1+n

et N est exactement l’espace de Minkowski. (Une autre manière de conclure est d’observer

que le groupe d’isométrie complet de l’espace de Minkowski est engendré par les stabi-

lisateurs de ses points, en fait, les stabilisateurs de deux points différents s’engendrent.)

Preuve du théorème 6.4.23

N est un espace Lorentzien donc dimN ≥ 2 et par l’hypothèse d’irréductibilité

dimN > 2 puisque les deux directions isotropes dans un tel sous-espace sont préser-

vées , d’après le théorème 6.4.21, N possède une courbure constante.

Pour le reste de la preuve, nous avons les lemmes suivants
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Lemme 6.4.1 Soient E et F deux espaces vectoriels Lorentziens (resp. euclidiens). On

note par O(E) et O(F ) leurs groupes orthogonaux respectivement. Soit H
′ un sous-groupe

de lie de O(E)×O(F ), dont la projection sur O(E) agit irréductiblement sur E.

Puis, H
′ contient un sous-groupe H ⊂ O(E)×{1}, qui contient la composante d’identité

de H ⊂ O(E)× {1}. En particulier :

∗ toute application H-invariante linéaire f : E −→ F (f ◦ h = f , pour tout h ∈ H) est

triviale.

∗ le même est vrai pour toute application H-invariante bilinéaire antisymétrique

E × E −→ F .

Preuve: On conclure du cas irréductible du théorème 6.4.22 que la projection H de

H
′ sur O(E) contient la composante d’identité de O(E) (isomorphe à O(1, n) pour

1 + n = dimE), on pose H = O(E), pour simplifier la notation.

Comme O(F ) est compact, H est isomorphe à un facteur Levi semi-simple non-compacte

de H
′ . Par conséquent, H

′ contient un sous-groupe isomorphe à H, c’est-à-dire, il existe

un homomorphisme ρ : H = O(E) −→ O(F ), tel que le graphe {(h, ρ(h)), h ∈ O(E)} est

contenu dans H
′ .

Maintenant, ρ doit être triviale puisque le groupe de Lie semi-simple de type non-

compacte ne possède aucun homomorphisme non trivial dans un groupe compact.

Pour les deux dernières conclusions du lemme, on peut supposé F = R. le noyau de

l’application linéaire f est O(E)-invariant, par conséquent, il est trivial par l’irréductibi-

lité. un argument similaire donne la trivialité des applications bilinéaires antisymétriques

invariantes.

Lemme 6.4.2 Soit G un groupe de Lie connexe agit isométriquement sur une variété

Lorentzienne (M, g). Soit N une orbite de G, qui est de type Lorentzien et possède un

stabilisateur irréductible (agit sur l’espace tangent de N).

Alors, G se décompose à G = K ×G1, où G1 = Isomo(N) et K agit trivialement sur N

(K est en fait précompacte dans le stabilisateur de n’importe quel point de N). De plus,

dans un voisinage de N , toutes les orbites de G1 sont isométriques et donc déterminent un

feullitage. La distribution orthogonale à ce feuilletage est intégrable et toutes les structures

sont invariantes sous la G-action.

Preuve: Le groupe G agit sur N par un homomorphisme G −→ Isomo(N). Son image

G1 possède une isotropie irréductible et donc, d’après la première partie de la proposition

6.4.1, N possède une courbure constante et G1 = Isomo(N).

Nous vérifions maintenant que, G1 est contenu dans G et par conséquent G se décompose
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comme on a l’indiquer. Pour cela, on considère xo ∈ N et désignons par H
′ son groupe

d’isotropie. l’espace orthogonal Lxo de TxoN dans TxoM est de type espace (la métrique

est définie positif). Nous somme en mesure d’appliquer le lemme 6.4.1 avec E = TxoN et

F = Lxo . Il résulte alors que la composante d’identité du groupe d’isotropie de xo dans

G1 est contenue dans H
′ et en particulier dans G. Cependant, G1 est engendré par des

stabilisateurs de divers points de N et donc, G1 est contenu dans G.

Après, nous étudions la G1-action sur M près de N . Soit H le groupe d’isotropie de

xo dans G1. Son action sur Lxo est triviale. Soit expxo l’application exponentielle pour

la métrique Lorentzienne et considèrent la sous variété (localement) Lxo = expxo(Lxo).

Puis expxo conjugue de l’action infinitesimale de H sur Lxo avec son action sur Lxo . en

particulier, H agit trivialement sur cette sous variété. C’est-à-dire, H est contenu dans

le groupe d’isotropie de tout point de Lxo .

Un raisonnement d’une semi-continuité évidente implique que les groupes d’isotropie ne

peuvent pas être plus grands. Par conséquent, nous avons un feuilletage par G1-orbites,

tout satisfaisant à la même condition d’irréductibilité pour leurs groupes d’isotropie. No-

tons ce feuilletage par N et son fibre tangent par TN . Soit L la distribution orthogonale.

L’obstruction à l’intégrabilité de L peut être mesurée par un tenseur T : L×L −→ TN .

Il est défini par T (X, Y ), qui équivaut à la projection orthogonale sur TN du crochet

[X,Y ], où X et Y sont des sections de L. Puisque le groupe d’isotropie agit trivialement

sur L et irréduciblement sur TN , T est trivial, c’est-à-dire, L est intégrable.

Produit tordu

Fin de la preuve du théorème 6.4.23

Notre but est maintenant de montrer qu’un voisinage ouvert de N en M est un produit

tordu. Jusque-là , nous avons les feuilletages orthogonaux N et L. On peut dire que le

théorème de décomposition de De Rham est un critère pour une paire de tels feuilletages

pour déterminer le produit direct (local) pseudo-Riemannien. La condition est que, les

fibré tangents de N et de L sont parallèles, ou aux moins, que les feuilles de N et de L
sont géodésiques. Il y a une ressemblance, mais plus compliqué, avec le critère de produits

tordus dans [11], [18]. On n’utilise pas ce critère, mais on donne une brève preuve pour

notre cas. Notre terminologie ici est près de celle de [21].

Soient N et L deux feuilles (local) de deux feuilletages N et L respectivement et xo un

point de N et L, or localement M muni d’un produit topologique L × N . La métrique

peut être écrite :

g(l, n) = h(l,n) ⊕m(l,n).
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– Montrons que h(l,n) = h, c’est-à-dire, il ne dépend pas de n. C’est clair puisque G1

agit isométriquement : si k ∈ G1 alors, il envoie L(l,n) à Lk(l,n), où k(l, n) porte la

forme (l, n
′
) (les orbites de G1 correspondent à N). Par conséquent g = h ⊕m(l,n)

( la signification géométrique de ça est que N est un feuilletage géodésique [12]).

– Afin de comprendre la variation de m(l, n) en fonction de (l, n), écrivent xo =

(lo, no), on fixe l1 ∈ L et on considère l’application :

S : (lo, n) ∈ N = N(lo,no) −→ (l1, n) ∈ N(l1,no).

S commute avec le G1-action sur le G1-orbites de (lo, no) et (l1, no). En particulier,

il permute avec les actions d’isotropie à ces deux points. Comme montré précé-

demment ces groupes d’isotropie sont les groupes orthogonaux intégrals de produit

scalaire Lorentzien sur leurs espaces tangents. En particulier, ils préservent, jusqu’à

un multiplicatif constante, seulement un produit scalaire Lorentzien. Ceci signifie

que S est une homothétie à (lo, no) : la métrique d’image égale la métrique à (l1, no)

(le long de N(l1, no)) jusqu’à un facteur multiplicatif W (lo, no). Maintenant, puisque

S permute avec l’action (intégral) sur les orbites, il résulte que W ne dépend pas de

n. C’est-à-dire, si m = m(lo, n) est la métrique sur N , donc m(l,n) = W (l)m. Dans

la somme, g = h⊕W (l)m, C’est-à-dire, M est un produit tordu.

– Le fait que N possède une courbure constante d’après le théorème 6.4.21 alors, N

a isotropie irréductible.

– Finalement, la décomposition de G est cela donné dans le lemme 6.4.2, qui est

évidemment compatible avec la structure de produit tordu.

6.5 La non-propreté versus l’irréductibilité

L’irréductibilité est une condition algébrique qui semble en quelque sorte, non adaptée

à notre arrangement dynamique-géométrique. On veut la remplacée avec une condition

dynamique plus naturelle, on considère la non-propreté des actions.

Action de groupe Semi-simple avec des orbites non-propres

Sans l’hypothèse de l’irréductibilité, nous avons la généralisation suivante du théorème

6.4.23, en suppose que les orbites sont non-propres et le groupe G est semi-simple (une

sorte d’une irréductibilité intrinsèque).

Théorème 6.5.24 Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe agit isométriquement

sur une variété Lorentzienne (M, g) de dimension ≥ 3. Supposons que aucun facteur

83



U.S.T.H.B Dynamique des variétés lorentziennes

(local) de G n’est localement isomorphe au SL(2,R) et qu’il existe une orbite non-propre

N de Type Lorentzienne (c’est-à-dire, N possède une isotropie non-compacte). Puis, G

possède une revêtement finie, G se factorise à G = G2 ×G1, où :

– G1 possède une orbite N1 qui est un espace Lorentzien d’une courbure constante

non nulle et G1 égale à Isom0(N1).

– Il y a un voisinage U , G−invariant de N qui est un produit tordu L×w N1.

– Le facteur N1 correspond au G1-orbites et G2 agit le long du L-facteur.

Nous prouverons d’abord ce théorème sous une hypothèse d’homogénéité supplémentaire,

c’est-à-dire, G agit transitivement sur M , ce sera une généralisation du théorème 6.4.21,

là où on garde l’hypothèse de la non-précompacité et on remplace l’irréductibilité par la

semi-simplicité du groupe ambiant. On va revenir à la preuve du théorème 6.5.24 dans la

fin de cette section, après la démonstration du cas particulier de transitivité.

Théorème 6.5.25 Soit (M, g) un G-espace homogène Lorentzien de dimension ≥ 3,

avec un groupe d’isotropie non-précompact et G le groupe de Lie semi-simple connexe

avec no facteur (local) localement isomorphe SL(2, R). alors, il y a un produit direct de

groupe G = G2 ×G1, et un produit direct de métrique M = L×N , où L est une variété

Riemannienne G2-homogène, N est un espace Lorentzien d’une courbure constante non

nulle et G1 = Isomo(N).

Preuve: Pour x ∈ M et u un vecteur de type lumière (c’est-à-dire isotrope) u ∈ TxM ,

on considère un hyperplan orthogonal u⊥. Soit Cx l’ensemble des vecteurs u pour lequel

u⊥ est la tangente sur une hypersurface (de type lumière) totalement géodésique, c’est-

à-dire, expx(u
⊥) est un hypersurface totalement géodésique (près de x). voir la preuve

dans [22], est que la non-précompacité du groupe d’isotropie Hx implique Cx est non vide,

voir le théorème 3.14.6.

– On suppose que Cx est fini. On peut (localement) définir seulement un nombre fini

de sections continues X −→ u(x) ∈ Cx. En particulier, on peut supposer que ces

sections sont invariantes par le G-action. En fait, pour simplifier la notation dans

le raisonnement suivant, on peut supposer que Cx de cardinalité 1 (partout). Par

conséquent, nous avons une distribution des hyperplans G-invariant x −→ u(x)⊥.

Cette distribution est intégrable, la feuille en x étant l’hypersurface géodésique

Hu = expx(u
⊥). De ceci nous obtenons que M possède un feuilletage G-invariant

de codimension 1, l’espace quotient est une variété de dimension 1. Mais un groupe

de Lie simple agissant (non-trivialement) sur une 1-variété doit être localement

isomorphe à SL(2,R). Dont est impossible en raison de notre hypothèse sur G. Il
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suit alors que Cx est infini et par conséquent produire un sous-espace Fx Lorentzien

de dimension ≥ 3.

– La même hypothèse comme ci-dessus nous permet de vérifier que le groupe d’isotro-

pie ne peut pas préserver un espace de dimension 1, ni un sous-espace Lorentzien de

dimension 2, puisque les deux directions isotropes dans un tel sous-espace seraient

préservées individuellement. Pour résumer, on peut choisir un sous-espace Ex de

Fx qui est Lorentzien, engendré par son sous-ensemble infini Ex ∩Cx et sur quel le

groupe d’isotropie agit irréductiblement.

– De ça, on définit une distribution G-invariante E sur laquelle le groupe d’isotropie,

à chaque point, agit irréductiblement. Comme dans la preuve du théorème 6.4.23,

on définit tenseur d’obstruction d’intégrabilité pour E, qui doit s’annulé, par le

Lemme 6.4.1, puisqu’il est antisymétrique et invariant sous le groupe d’isotropie.

Par conséquent, E est intégrable. On note par N son feuilletage tangent.

– N une feuille de N et G3 le sous-groupe de G qui le laisse invariante. Ce sous-groupe

agit transitivement sur N , puisque le feuilletage N est invariant sous la G- action

transitive. D’ailleurs, G3 contient les stabilisateurs (dans G) de tous les points de

N , qui, par construction, agir irréductiblement sur l’espace tangent de chaque point

de N . Nous pouvons appliquer ainsi le théorème 6.4.23 au G3-action. En particulier,

N possède une courbure constante et G3 contient G1 = Isomo(N), qui induit un

produit tordu L×W N dans un voisinage de N en M .

– On montre de façon standard la coïncidence du feuilletage N (donnée par la distri-

bution E) et cela donnée par le facteur N dans le produit tordu. Par conséquent,

le produit tordu est G invariant et est en particulier global : M = L×W N .

– Maintenant, on raisonne par l’absurde pour montrer que N possède une courbure

non nulle , c’est-à-dire, N n’est pas un espace de Minkowski. En effet, N peut être

identifié avec l’espace quotient M/L muni de sa structure Lorentzienne similaire

(c’est-à-dire, la métrique Lorentzienne est constante (globalement)), qui est préser-

vée par la G-action. En d’autres termes, le groupe semi-simple G agit transitive-

ment par homothétie sur N . Cependant, le pseudo-groupe de l’espace de Minkowski

R1,n est (R+×O(1, n))R1+n. Tout sous-groupe semi-simple de ce pseudo-groupe est

conjugué dans O(1, n) et ne peut pas agir transitivement.

– Puisque G agit transitivement sur M = L ×W N en préservant une structure de

produit tordu , toutes les feuilles {l} × N sont isométrique et par conséquent ont

la même courbure. Cependant, la métrique à deux niveaux l1 et l2 est reliée par un

facteur w(l1)
w(l2)

. les Courbures sont reliées par le rapport inverse. De la constance de

85



U.S.T.H.B Dynamique des variétés lorentziennes

la courbure (non nulle), on déduire que W est une fonction constante, c’est-à-dire,

M = L×N est un produit direct.

– Puisque G préserve la structure du produit de M et contient G2, qui est le groupe

isométrie (composant d’identité) de N , G se décompose comme déclaré. Ceci finit

la preuve du théorème 6.5.25

Corollaire 6.5.1 Soit G un groupe de Lie connexe agit isométriquement et transitive-

ment sur un espace Lorentzien N de courbure constante. supposent que le groupe d’iso-

tropie de G est irréductible. alors, G égal Isomo(N) et N est l’un de ce qui suit :

– L’espace de de Sitter SO(1, n + 1)/SO(1, n) (de courbure constante positive).

– Revêtement (cyclique) de l’espace anti de Sitter SO(2, n)/SO(1, n)(d’une courbure

constante négative).

Preuve: si M possède une courbure constante alors, il ne peut pas avoir une décompo-

sition non triviale M = L×N . Par conséquent, M = N , c’est-à-dire, G = Isomo(M) =

Isomo(N)

Preuve du Théorème 6.5.24

Le premier point dans la preuve du théorème 6.5.25 implique que la dimension de

N est 3 : la décomposition de G est celle donnée par le théorème 6.5.25 on applique le

théorème 6.5.23 au G1-action afin d’obtenir un produit tordu comme on a indiqué.

Remarque 6.5.1 Un cas particulier du théorème 6.5.25 où G est simple. Il peut être

reformulé dans ce cas comme suit : si un groupe simple G agit en préservant une mé-

trique Lorentzienne sur un quotient G/H, où H est non-compacte alors, ce quotient pos-

sède une courbure constante, c’est-à-dire, G/H prendre la forme O(1, n + 1)/O(1, n) ou

O(2, n)/O(1, n) (jusqu’à une courbure cyclique). Ceci a été prouvé dans [19] sous une

hypothèse a priori que G être (jusqu’à un revêtement cyclique) O(1, n + 1) ou O(2, n).

Remarque 6.5.2 – Dans les deux théorèmes ci-dessus, le produit tordu est local,

c’est-à-dire, l’espace entier n’est pas un produit tordu. Pour le voir, on considère

l’action de O(1, n) sur l’espace de Minkowski R1,n. Si la forme quadratique Lorent-

zienne est q = −x2
0 + x2

1 + ... + x2
n alors, le produit tordu est défini exactement sur

q > 0.

– Le résultat ne semble pas être optimal, c’est-à-dire, il pourrait être généralisé à

d’autres groupes.
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– les structures de produit tordu sur les revêtements universels des variétés Lorent-

ziennes compactes avec une dynamique forte sont obtenues, par exemple, dans [10],

[20], [21].

¦ ¦ ♦ ¦ ¦
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