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Introduction

Qu’est-ce que la chemotaxis? Le terme "taxis" signifie "arrangement". Les étres vivants correspon-
dent avec leur environnement et y répondent par le biais de stimulus. La réponse a ce stimulus peut
étre un déplacement dans la direction de la source du stimulus (on parle de taxis positive) ou en s’en
éloignant (on parle de taxis négative). Lorsque ce stimulus est chimique on parle de chemotaxis. 1l
existe aussi de la photo-taxis (réponse a un stimulus de lumieére), etc...

L’exemple le plus étudié¢ de chemotaxis est celui d’'une espeéce d’amibes appelés dictyostelium dis-
coideum. Les dictyostelium discoideum ont été découvertes en 1935 par le biologiste K. B. Rapper.
L’intérét d’étudier ces organismes est qu’ils sont considérés comme des "organismes modeles" dans les
recherches en biologie.

Une population de dictyostelium discoideum croit par division cellulaire tant qu’il y a de la nourriture
en quantité suffisante. Les amibes se déplacent de facon aléatoire dans tout l’espace. En condition
de pénurie de nourriture, une amibe commence & émettre de la cyclique Adénosine Mono-Phosphate
(cAMP) qui stimule les autres amibes & en émettre aussi. De plus les amibes se déplacent dans la
direction de plus fort gradient de concentration de cAMP. Lorsque la densité d’amibe est suffisamment
grande les amibes s’agrégent. A la fin de ce processus cet amas d’amibes forme un pseudoplasmoid. Le
pseudoplasmoid se déplace par photo-taxis positive. Aprés un moment le corps forme un fruit et des

spores. Les spores deviennent des amibes et le cycle recommence.



0.0.1 Biologie. Dynamique des populations

Dans les modeéles en biologie ou en dynamique des populations on s’intéresse a la concentration
d’une substance chimique ou a la densité d’une population (particules, cellules) et son évolution

au cours du temps. L’inconnue u est en général fonction de (z,t) € Q x R, ou Q ouvert de RV,
e Définition de la fonction densité de population P(z,t)

Soit  un point de €2, {O,, C Q}, . une suite de régions spatiales entourant le point x, leurs mesures

spatiales{|O,|} (longueur, aire, volume) tendent vers zéro, lorsque n — oo, et 0,1 C O,, alors

. nombre d’individus dans O,, au temps ¢
P(z,t) = lim N

Si on choisit une région O C () :

e la population totale dans la région O, au temps ¢ :

/ P(t,z)dx.

o

e le mouvement de P(t,z) est le flux de la densité de population, qui est un vecteur orienté

dans la direction de la décroissance rapide de P(t,x).
e Loi de fick : Elle énonce la proportionnalité entre le vecteur densité de flux et le

gradient de la densité particulaire, avec un coefficient négatif
J(t,z) = —=D(x)V,P(t,x).

-J(t,z) le flux de P(t, x)
-D(x) le coefficient de diffusion au point x

-V, est 'opérateur gradient P(t,z).
e f(z,t, P), taux de réaction de la fonction densité (naissance, mort, réaction chimique...).

e le taux de changement de la population totale est:

d
pr P(t,z)dz.
o)



e La croissance nette de la population dans la région O est

/ f(t,z, P(t,z))dx.
O

e Le flux total est :

/J(t, x).v(t,x)dS
90

-00 est le bord de O

-v(t, x) est la direction normale extérieure & O au point = a l'instant .

e La loi de balance implique

% Pt )dz — — / J(t2) vt 2)dS + / F(t.z, P(t,2))dz.

Par le théoréme de la divergence (ou formule de green) on obtient:

dt
o o)

/ip(t,x)dx = /div J(t, 3)dx +/f(t,x,P(t,x))dx,

0.0.2 Origine des systémes de chemotaxis

Les travaux qui font référence dans la modélisation de phénomeéne d’agrégation des Distyostelium dis-

coideum sont les travaux de Evelyn Fox Keller et Lee A. Segel [20] qui donne leur nom au modele. Soit

u la densité d’amibes, et v la concentration de chemo-attractant. On fait les hypothéses suivantes:

(i) Les amibes et le chemo-attractant diffusent en suivant la loi de Fick,
(ii) Le chemo-attractant est produit par les amibes a un taux +.

Si on suppose que la masse totale d’amibes est conservée dans un volume D au cours du processus,

on a

u(t,z) = /J(“)(x,t).u(x)ds

dt
D oD

ou J® désigne le flot de la densité d’amibes. Ce flot est constitué de deux parties :

une partie qui est proportionnelle au gradient de densité (par la loi de Fick)



et une partie qui est proportionnelle au gradient de chemo-attractant :
JW(z,t) = ky Vo — ky V.

Si on suppose que le chemo-attractant diffuse, on obtient

v(t,r) = QW (z, D) — /J(”)(:U,t).l/(:v)dS

D oD

dt

ott Q) est la production de chemo-attractant v par unité de temps et de volume, et le flot J®)(z, 1)
est donné par J®) (x,t) = k,Vo. On suppose aussi que v est consommé au taux k3. On obtient ainsi le

systéme obtenu de E. F. Keller et L. A. Segel, [20], suivant :

up = V. (k1Vu — kVo) € D, t>0

vy = kyAv + yu — kv re D, t>0

Gu— Jv=9 x€dD, t>0
L U(.T,O):uo(l'), U(.CE,O):’UO(.T), e D.

L’objetif de ce travail est d’étudier le cas général du systéme précédent, plus précisément le systéme

suivant & deux équations aux dérivées partielles paraboliques non linéaires

us = V. (k(u,v) Vu — h(u,v)Vv) z€Q, t>0
e vy =k,Av—f(v)v+g(u,v) re t>0 (1)
u(x,0) =uo(z), v(z,0)=vy(z) x€N

ou 2 est un ouvert borné de R”, de frontiére réguliere OS2, (ici V = V,, A = A, ), k, est une
constante positive, u et v sont deux fonctions. Quand v > 0 et v > 0, ces inconnus s’interprétent
respectivement comme des concentrations (densités) de cellules et de substances chimiques. ¢ € {0, 1}
est le rapport des coefficients de diffusion pour les cellules avec le coefficient de diffusion de ’espéce
chimique dans le milieu. La fonction h est la chémosensibilité de ’espéce. Généralement, elle prend la
forme h(u,v) = ux(v), x mesure la balance entre 'effet de terme diffusif Aw, et le terme de chimiotactie
( ou terme de dérive ) —V.(uVv).

Le systéme est complété par 'une quelconque des conditions aux limites suivantes



u=0,v=0 surdQ x]0,o00]

ou
ou Ov
5—5—0 SUFGQX]0,00[
ou
ou v
k(u,v)a = h(u,v)a, v=0 surdf2 x]0,o00].

Nous supposons de plus que les fonctions figurant dans le modéle vérifient les conditions suivantes :
ok (u,v) >0 vV (u,v) e RxR
e f(v)> constant VwveR
oa%g(u,v)#o V (u,v) € RxR.
Les problémes de ce genre sont connus dans de nombreux domaines des mathématiques, ils appa-
raissent dans la dynamique des populations, dans les modéles de milieu poreux, modéles de I'intéraction

gravitationnelle de particules et d’autres domaines.

0.1 Systémes modéles de chimiotaxie

0.1.1 Le modéle parabolique de Keller-Segel

Le modele parabolique décrit une population de cellules en déplacement, qui intéragissent via un signal
chimique en remontant le gradient de potentiel. Si I'on ajoute & cela une diffusion (linéaire) pour les
cellules, et pour les molécules du signal chimique, on obtient le systéme couplé suivant, dit modele de

Patlak-Keller-Segel (PKS ou KS) :

ur = Au — xV.[uVv] reQ, t>0
evy = Av+u— av €N, t>0 (2)
u(x,0) =ug (), v(z,0) =vy () z €.

Avec condition au bord de type Neumann homogene (flux nul) pour la densité de cellules (ce qui
garantit la conservation de la masse totale), et de type Neumann ou Dirichlet pour la concentration de
I’espéce chimique. Les parameétres du systéme sont la chemosensibilité x > 0, le coefficient inverse de

diffusion & > 0, le taux de dégradation o > 0 et enfin la masse totale des cellules M = [ u(x,0)dz qui



est conservée au cours du temps. Dans le cas € = 0, on obtient

0.1.2 Le modéle parabolique-elliptique

Ce modele est consacré a I’étude d’un probléme issu de la modélisation d’agrégation en biologie :

w = kAu — xV.[uVv] z€Q, t>0
—Av=u— av reQ, t>0 (3)
u(z,0) =ug () x € .

ol u est une densité de bactéries ou d’amibes (typiquement de Dictyostelium discoideum) et v la
concentration de chemo-attractant. Il s’agit de la version parabolique-elliptique simplifiée du systéme
introduite par Evelyn Fox Keller et Lee A. Segel dans [20] et précédemment par C. Patlak.

Dans le cas a = 0, le systéme est utilisé aussi en astrophysique, comme modeéle décrivant I'interaction

gravitationnelle de particule, par exemple dans les nébuleuses.

0.1.3 Le modéle de ’angiogenése

Le systéme que nous considérons ici est un autre type de modele chimiotactisme, c’est le systeme de

I’angiogenese :

ur = kAu — V. Jux(v)Vv] reN t>0
FI— €N t>0 (4)
u(z,0) =wug(z), v(z,0) =v9(x) =z €l

L’angiogénése concerne la formation de vaisseaux sanguins capillaires et joue un role fondamental
dans le développement de tumeurs solides qui sécrétent une substance chimique favorisant la migration

de cellules endothéliales vers la tumeur elle-méme.
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Plan du mémoire
Le plan de travail suivi dans ’étude de ce probléme est le suivant:
Apreés une introduction permettant de situer le probléme, de décrire les démarches suivies pour
aboutir aux systémes de réaction-diffusion, et de rappeler quelques résultats, dont certains sont bien
connus et donnés sans démonstration.
On présente dans le premier chapitre la théorie générale d’existence développée par H.Amann [4]
qui est nécessaire pour ’étude des systémes paraboliques non-linéaires.
Le chapitre deux est consacré a I’étude d’une classe de systéme d’équations différentielles partielles
paraboliques non linéaires (proposé et étudie par D. Horstmann [18]). Nous établirons I’existence
locale en dimensions supérieurs de solutions assez réguliéres si les seconds membres et les données
initiales sont suffisamment réguliers, et avec différentes conditions aux limites, ainsi qu’une
caractérisation du temps maximal d’existence de laquelle nous déduisons un critére d’existence
globale. Pour cela, nous utiliserons les résultats de H. Amann[4] qui nous facilitent la tache.
Dans le chapitre trois qui constitue 1’essentiel de ce travail, on établit par 'induction qu’on peut
ramener le probléme de la régularité L>° des solutions faibles du systéme (1) & celui de
la régularité LT, pour un certain p > 1 grace a la méthode itérative d’Alikakos-Moser [1].

Dans le chapitre quatre nous donnons des conditions suffisantes pour 'existence de la fonction
de Lyapunov pour le systéme (1).
Ainsi on étudiera le comportement asymptotique des solutions des systémes qui ont
une fonction de Lyapunov.
Enfin, dans le dernier chapitre nous allons faire une synthése des travaux de A.Blanchet [5].
Plus précisément on étudie I’existence globale en temps d’une solution faible pour
un modele parabolique-elliptique simplifi¢ du systéme de Keller Segel dans R?. La méthode suivie
consiste & approcher le probléme par une suite de problémes qui admettent des solutions locales.
Nous verrons que ces derniers, via des estimations a priori, admettent en fait des solutions globales.
Le résultat découle de 'application de la méthode du point fixe, associée & des techniques
de régularisation, de compacité et par un passage a la limite.

Nous terminons ce travail par une conclusion oti nous mentionnons les problemes restant ouverts.
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0.2 Notations et notions générales

L’objectif de cette section est de rappeler quelques notions et résultats préliminaires, qui nous seront

utiles dans les chapitres ultérieurs.

Espaces LP(Q)

Soit © un ouvert de RY. Pour 1 < p < oo, I'espace de Lebesgue LP(€2) est défini par:
LP(Q):={ f : Q — R mesurable, / |f(x)]Pdx < oo}
Q
et on le munit de la norme (parfois notée ||.[|,)

1£ll ey o= ( / ()P )}

et pour p = 00, on note

L>(Q) :={ f :Q—R; f mesurable et 3C € R telle que |f(z)| < C p.p.sur Q}

de norme

1f 1| ooy == Inf{C, [ f ()] < C p.p.sur Q}

Pour tout 1 < p < 0o, on note p/ le conjugué de p, c’est a dire le réel tel que zla + 1% = 1.

Proposition 0.1 (Inégalité de Hélder) Pour tout f € LP(Q) et g € LY (Q) avec 1 < p < oo.
Alors f.g € LY(Q) et on a linégalité

/Q|f(fﬂ)g(«’r)!dfﬂ < A llzriy N9l gy -

Lorsque p = p/ = 2, on retrouve 1’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Proposition 0.2 (Inégalité de d’interpolation) Soient 1 < p<gq<oo, f € LP(2) NLI(Q).
Alors f € L"(Q2) pour tout r € [p, ql, et

1 0 1-4

0 1-0 _
1l ey < oy 119llzay> € € [0,1], ;:}-ﬁ ot

Théoréme 0.1 (de convergence dominée de Lebesque) Soit (f,), une suite de fonctions de L*(Q).
On suppose que f,(x) — f(z) p.p. sur Q, et qu’il existe une fonction g € L*(Q)
telle que pour chaque n, | f,,(z)| < g(x) p.p. sur Q. Alors f € L'(Q) et

752_({}0 [ fn(z) — f(l’)HLl(Q) =0.
Définition 0.1 Une fonction a valeurs réelles est absolument continue sur un intervalle I si

Ve >0, 36 > 0 tel que Z |f(br) — flax)| <e.

k=1
lorsque a; < by < as < by < ...... <y, < by, sont des points de I tels que Z (b, — ay) < 9.
k=1

Inégalité de Gronwall (forme différentielle)

(i) Soit 7(.) une fonction positive, absolument continue sur [0,7’] et satisfaisant pour presque

tout ¢ 'inégalité

' (t) < o(t)n(t) +¥(t)

ou ¢(t) et 1(t) sont des fonctions positives, intégrables sur [0, T alors

¢
n(t) < eo [ n(0) + /w(s)ds] pour tout 0 <t < T.
0

(ii) En particulier, si 7/(¢) < ¢(t)n(t) sur [0,7] et n(0) =0, alors :

n=0 sur[0,7].

13



preuve : On a
S

/—¢(r)dr /—(Z)(r)dr
) = e (n

L (n(s)e" '(s) — o(s)n(s)) <e ¥ (s) pour presque tout 0 < s <7
En intégrant sur [0,¢], on obtient
t s
/¢(r)dr t /zz)(r)dr t
n(t)e < n(0) + /60 P(s)ds < n(0) + /¢(S)d$ pour tout 0 <t <T.
0 0

D’ou on (%éduit

/¢(s)ds

W) <o [n(0)+ / b(s)ds).

Inégalité de Gronwall (forme intégrale)

(i) Soit ¢(.) une fonction positive, intégrable sur [0, 7] et satisfaisant pour presque tout ¢ I'inégalité

C(t) S C’l/C(s)ds—i— CQ

ou (' et (5 sont des constantes positives. Alors
C(t) < Cy[ 14 Cyte®*']  pour presque tout 0 < t < T.

En particulier si:

Inégalité de Cauchy généralisée :

b?
Va,b € RT, V€>0:ab§€a2+4—.
£

14



Inégalité de Young généralisée: Soit 1 < p,q < oo, tels que % + é =1, et soit € > 0.
Alors

ab < ea? + c(e)b?

(ep)
q

[S1iS]

ou c(e) =

0.2.1 Espaces de Holder

Soient X := (X, d) un espace métrique, E := (E, ||.|| ;) un espace de Banach, et soit 0 < § < 1.

L’application v € EX (u: X — E) est dite uniformément §—Holder continue, si

fulo = [ulox = sup 1B Wl

L TP

u est I—Holder continue, si chaque point de X a un voisinage Y tel que u\y est uniformément
f—Holder continue.

On pose

C%X,E):={u: X — E; u est 0—Holder continue}, 0 <0 <1,

et C%X, E) := C(X, E) est 'ensemble de toutes les fonctions continues de X dans F.

Pour 6 = 1, la 1- Holder continuité est la Lipschitz continuité, et on note

C'"(X,E) := {u: X — E ;u est Lipschitz continue }, (au lieu de C'(X, F))

Pour k € N*, C*(X, E) est I'espace des fonctions u € EX, k fois continfiment différentiable sur X.
CF= (X, E) est le sous espace des fonctions u € C*71(X| E), telles que D*! v € C'~(X,E) , ou
D*~1! désigne la dérivé(de Fréchet) d’ordre k-1.

Soit k € N, on notera C*(2) le sous-ensemble des fonctions f ( f : Q2 C R* — R) de C*(9) telles
que pour chaque multi-indice |a| < k, application 2 € Q + D® f(z) se prolonge contintiment & € .

On pose

[fllor@ = max sup |Df(z)], feC*Q).

0<|al<kze

Alors || fl o gy est une norme sur Pespace vectoriel C*(€), et muni de cette norme C*(Q), est

un espace de Banach.
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0.2.2 Espaces de Sobolev

Espaces W™P(Q) :  Soit Q un ouvert de R", m € Net 1 <p < oo on définit W™P(Q2) comme suit

WmP(Q) = {u € LP() tel que D% € LP(Q); VaeN", 0<|a|<m}

N k L, . . .
ou |a] = E a; =k, et D% = I(?—uz dérivée au sens des distributions.
1 n

Muni de la norrne

1
lllymnay = (D 1D ullfpq)7-

laj<m
W™P(Q) est un espace de Banach.
Wy"P(Q) est adhérence de 'ensemble D(2) des fonctions indéfiniment différentiables et a support
compact dans 2, dans W™P(Q).
Rappelons que si p > 2 et 2 est borné, U'injection de W;""(2) dans L?(£2) est compacte.
Dans le cas p = 2, on pose H™(2) = W™2(Q).

Inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev: Soient 1 < ¢ < p < co. Alors

SE

lell oy < C Nty sy Vs € HY(R) N L9(9), avee p(n —2) < 20 et 0 = -

SIE!
+ |1
NE

Théoréme 0.2 (Injection continue) Soient @ C R™ un domaine borné de frontiére lipschitzienne,

m € N* et p € [1,00). Alors Uinjection suivante est continue:
WmP(Q) C L*(Q) si mp > n.

Théoréme 0.3 (Généralisation du théoréme de trace) Soient ) un domaine de frontiére bornée de
classe C™b1 de R", m € N* et p € (1,00). Alors il existe un unique opérateur linéaire continu 7,, ; :
WmP(Q) — M W™~ b P(09), appelé opérateur de trace, satisfaisanty,, | f = (f, 0 f, ..., 0" 1 f) \oa

pour toute fonction f € C®(Q) ot f \oq désigne la restriction de la fonction f & ’ensemble OS).
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Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de H'(€). Pour tout 1 <i <n,on a

ou
oz, vdx = /axz udx + /uvy do
Q

o0N

ou v;(x) = cos(v; x;) est le cosinus directeur de I’angle compris entre la normale extérieure a 02
3 )

au point x et 'axe des x; .

Formule de Green

Soit 2 un ouvert borné de R”, de frontiere réguliére 02 et v(x) la normale extérieure au point .

Soient u une fonction de H%(Q2) et v une fonction de H*(f2). Alors la formule de Green s’écrit :

/ (Au)vdr = /—vda - /Vu.Vvdm
Q

ot % Z Yol 3:1: i, et yo(u) est la trace de u sur 99, v = (v1, .., v,)" et do est la mesure

Superﬁcielle sur Of).

Les espaces de Slobodckii Soient £k € Net 1 < p < 0o, on pose

Sl

[ulsp @ = /'u n+sp d(x,y) pour 0 <s<1
ey = oo
1
Il = = (lullfy, + Z [0*u}_y,)7 pour s € RF\N
|ar|=[s]

ou [s] désigne la partie entiére de s. Alors les espaces de Slobodeckii sont les espaces de Banach

définis par

s .__ S Ny .
Wo=W (k") = ({u € Wil P flull,, < 0o}, [lll,,) 1 <p<oo,s € RF\N.

Pour s e RT et 1<p < oo, W, est appelé espace de Sobolev-Slobodeckii.
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Proposition 0.3 Soient sg,s1 € R, et po,p1 € (1,00). Alors

1

d
- (81_80) E

Wit — W30 s

1
P1 Po 22— 2

1 1
b1 Do b1

De plus pour s € R, et p € (1,00)

d n n n
W, — C* sis—;ZpZO. (avecp%s—;sis—EGN).

0.2.3 Semi-groupes

Soit £ := (E,||.||z) un espace de Banach et {S(¢) };>0 une famille d’opérateurs linéaires continus bornés
dans E. Soit ¥ un secteur défini par

Y={2€C:Rez>0 et p, <argz < gy, p; <0< py}.

Définition 0.2 On dit que {S(t)}:i>0 est un semi-groupe fortement continu sur E (en abrégé semi-
groupe sur E). Si les conditions suivantes sont satisfaites

(1) 5(0) = Ig

(1) S(t)S(s) = S(t+ s) pour tout t,s > 0

(113) limy_o+S(t)u = u pour tout u € E.

Définition 0.3 On dit que A : D(A) C E — E est un générateur infinitésimal du semi-groupe
{S()}izo. Si
D(A) = {u € E : limy_g+ 2= eziste},

t

Au = limy_o+ % pour tout u € D(A).

Définition 0.4 On dit que {S(z)}.cx est un semi-groupe analytique sur E si les conditions suivantes
sont satisfaites

(1) 5(0) = I

(i1) S(z1)S(z2) = s(z1 + 22) pour tout z1, 29 € ¥

(111) lim,_0 S(z)u = u pour tout u € E

(iv) Uapplication z — S(z) est analytique sur X.
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Chapitre 1

Existence et unicité pour des problémes

paraboliques quasi-linéaires

L’objet de ce chapitre est de présenter la théorie générale d’existence développée par H.Amann [4] qui
est nécessaire pour I’étude des systémes paraboliques non-linéaires.

Comme dans le cas général nous ne pouvons pas espérer de solutions classiques, d’ou la nécessité
d’introduire la notion de solution faible, celle-ci fait intervenir les espaces de Sobolev-Sloboeckii qui sont
les outils de base, ainsi les opérateurs normalement elliptiques.

La démarche suivie pour établir 'existence et I'unicité d’une solution faible de notre systéme est
d’utiliser les résultats de la théorie parabolique abstraite. Cependant ces résultats ne s’appliquent jamais
directement aux problémes étudiés. En fait, il faut passer par plusieurs reformulations du probleme
cité ci-dessus pour s’adapter aux conditions sous lesquelles ’étude se raméne a celui de probléme aux
limites parabolique linéaire.

Afin de mieux préciser le cadre de notre étude, nous commencons par rappeler certain nombre de

propriétés pour pouvoir ensuite traiter le probléme.
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1.1 Rappels et preliminaires

Soit 2 un domaine ouvert borné de R™ de frontiére réguliere OS2, on définit la fonction
§ := diag [0;]; ;< 1 02 — L(RY)

0 est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les 9;, tels que
9; € C (09, {0,1}), 1 <i<N.
L(RY) : est 'ensemble des matrices carrées N x N a coefficiens réels.

Pour 1 < j, k < n, on suppose que
aji, aj,b; € C (2, LIRY)), ag € L™ (Q, LRY)), et c € C (09, L(RY)).

En utilisant la convention de sommation sur j et k, on introduit 'opérateur différentiel linéaire du

second ordre sur ©, avec des coefficients a valeurs dans X := L(RY) défini comme suit

Au = —0;(ap0ku + a;u) + b;0;u + agu. (1.1)

ou O;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-eme variable.

On associe a A 'opérateur au bord linéaire noté B d’ordre au plus 1, défini par

Bu := 6{v;vs(a;r0ku + aju) + cysu} + (1 — 0)y,u (1.2)

N . . . 4. —_—> N
ol v; est la j*"“composante du vecteur unitaire de la normale extérieure v = (v4,....,v,) & 09, et

v désigne I'opérateur de trace sur 0f2.
e Sous cet aspect (A, B) est appelé probléme aux limites linéaire sur 2 d’ordre au plus 2.

On désigne par E (2) ’ensemble de tous ces problémes aux limites

E(Q) = [C(0.X)]" " x L® (2, X) x C (92, X) .
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e On fixe maintenant une fonction croissante o : [0,1] — [0, 1] qui satisfaite

() = >t si 0<t<l1
EAT R 0 si t=
et on pose
pla) =0c(]2a—1]), 0<a<l (1.3)
On définit aussi E* (§2) par
a(Q) — [Ce@ (@ ¥\ T roo pl)
E* (Q) := [C7*) (2, X)] x L (0, X) x CP (90, X), 0<a<l.

et notons que

B (Q) o B (Q) — B (Q) > B} (Q) = B(Q), ~<B<a<l. (1.4)

2
1.1.1 Les problémes aux limites normalement elliptiques.

Considérons le probléme aux limites précédemment défini (A, BB), on lui associé le symbole principal

(ar,br) € C(AxRY, X) x C (09 xRY, X)

défini par
ax(7,8) == az(x)¢/¢" (z,6) € A x RN
be(y, €) = 6(y)v;(Y)ar(y)E" + (1 —6(y)) (y,€) € IN x RV,

e On dit que 'opérateur A est normalement elliptique si

olar(r,€)) C[Rez > 0] := {2 € C;Rez >0}, (2,6)cQx V!

ou o(T) désigne le spectre de l'opérateur T, et SV=! la sphére unité dans RY.
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e On dit que opérateur frontiére B satisfait la condition normale complémentaire (condition de
Lopatinskii-Shapiro), si pour tout (z,£) € T (99), et pour tout A € [Rez > 0], avec (A, §) # (0,0),

0 (zéro) est I'unique solution qui décroit exponentiellement du probléme aux limites :

A+ ar(z,§+v(x)id)ju = 0, >0

br(x, & +v(x)id)u(0) = 0

ou T (09) est I'espace tangent a 0.

e On dit que (A, B) est normalement elliptique sur € si A est normalement elliptique et B

satisfait la condition normale complémentaire.

e On dit que la famille des fonctions {a;;; 1 < j,k <n} est normalement elliptique sur  si

(A, B) est normalement elliptique.

On désigne par & (£2) Pensemble de tous les problémes aux limites normalement elliptique sur €2,
et on définit £ (12) par:
E(Q):=E(Q)NE*(Q) 0<a<l. (1.5)
Citons un exemple simple de probléme normalement elliptique qui sera utilisé ultérieurement.
Exemple 1: Supposons que (A, B) € E () est sous forme de divergence, c’est a dire il satisfait
ajr =acj, 1<jk<n

ouaceC (ﬁ , X) ,et o= [ajk]1<j pen €C (ﬁ, X), « est symétrique définie positive.

Alors (A, B) est normalement elliptique si

o(a(z)) C [Rez > 0], €N

(1—0d(y))a(y)o(y) = O, y € 0.
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1.1.2  Les espaces IV

Définition 1.1 Soient (A,B) e E(Q), 1 <p < o0, et s € [0,2] \(N+ ]1)), on définit l'espace W) 5 par:

{uGW;; Bu:O} 1+%<p§2
o= {ueWs; (1-0)yu=0} L<s<l+1 (1.6)
Wy 0<s<i
p

Afin d’introduire W} 5 pour s négatif, on doit d’abord définir le probléme aux limites dual formel

(A%, B%) de (A, B) € E(Q), ainsi pour (A, B) € E(Q), on pose

ot Bt Bt Bt t._t
ajy, =" arj,a; =" b;, b5 :="a;, a5 :="ag,c" :="c.

On définit aussi (A% B*) € E(Q), par
Ay 0 = —8j(a§-k8kv + ag-v) + bgﬁjv +ddv
Bv = 5{Vﬂa(a§-k3kﬂ + aﬁ-v) + v} + (1= 0)yav.
Définition 1.2 Soit 1 < p < oo, on définit Wz pour s € [—2,0] \(Z + ]%) par
S —S !
p,B = (Wp/,Bu) .

Remarque 1.1 Pour 1l <p < oo, et s € [-2,0]\(Z + %), on a

Wy ~1+l<s<0
5= weW s (1=0)yw=0} 2+ <s<-1+; (1.7)
{vew, s Buv=o} —2<s<-2+1,
S d t 1
et pB Wpﬁ pourtout—2§t<s§2,t,s§é(z+]§)
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On pose aussi

81W;_1 D= {u € W;ilj 09) ; 1—90u= O}

W, = {u € W;_E (09)) ; du= O}

oWy = W @gWy, 1<p<oo,0<s<2

OW, est la somme topologique directe de dW,; et O W;fl.

1.1.3 Définition de la Wi%”-réalisation de (A, B).

Définition 1.3 Soient E et F deux espaces topologiques tels que E — F, et soit
A:Dom (A) C F — F un opérateur linéaire dans F.

La E-réalisation est ['opérateur linéaire Ag dans E défini par
Dom (Ag) :={x € ENDom (A): Az € E}, Agx := Ax.

Définition 1.4 Soient Ey et Ey deux espaces de Banach tels que F <, Ey, alors

le couple (Ey, Ey) est appelé couple de Banach d’injection dense.

Définition 1.5 Soit (Ey, 1) un couple de Banach d’injection dense, on désigne par
H (E1, Ey) Uensemble de tous les opérateurs A € L (Ey, Ey) tels que, —A est le générateur infinitési-
mal

d’un semi-groupe analytique sur Ey, c’est a dire dans L (Ep) .

Définition 1.6 Soit E un espace de Banach des distributions sur 0 & valeurs dans RY c.-a-d.
E est un espace de Banach tel que E — D', on dit que a € L (Q,X) (X :=L (RN)) est un
multiplicateur pour E si :

[u+— au| € L(E).

On désigne par M (E) l'ensemble de tous les multiplicateurs pour E, qui est une espace de Banach

pour la norme de L (E) .
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Remarque 1.2 Soient 1 <p < oo et s € R.

a) Comme
el (W W ynL (W=, w;=?) (1.8)
et
e_1_1 1
Yo € L (W;—l,wp T (aQ,RN)> , s—1> - (1.9)
p
En utilisant la factorisation
W Ok Ws—l w—apw Ws—l 0; Ws—2 1.10
p - p - p - P ( . )

et en vertu de (1.8), on déduit que
[w — 9;(abw)] € L (W), Ws72). (1.11)

C’est a dire Uapplication w — 0;(a;,0rw) est linéaire continu, si aj, est un multiplicateur
pour W5,
Notons que
n
M (W?) = VVI‘,S| (Q,X) pour |s|>—
p
et

> |s| sis¢Z

O (@, X) < M (W) ot pi= {: e

b) Soient 1 < p < oo, %<2a§2, et%<26§2satisﬁta+621, on associe a (A, B) € E(Q)

la forme de Dirichlet a(.,.) définie par

a(v,u) = (0;v, a;0ku + aju)WQ,anga + (v, bj0ju + aUu)W%@xwga + (Ygv, cvau)e, (u,v) € W2* X W;ﬁ
p P

(1.12)
(0,000 1= [ (@), 0 @) do(2).
N
et (& man =D _&m;  powr & €RY,
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En vertu de la remarque précédente

acLl (Wjﬁ,wja;k) . (1.13)

Définition 1.7 Soient 1 < p < oo et }D <200 <1+ }1—), la W;%’Q—réalisation de (A, B), est l'opérateur

Aoy € L (W25 W252)

p

induit par la forme de Dirichlet a(.,.) de la maniére suivante
<U7Aa*1u>W§,_;§‘><W3% =a(v,u) , (v,u)€ W;’gf x W2%. (1.14)

L’importance de la classe £* (£2) des problémes aux limites normalement elliptique (& coefficients

dans CP() (ﬁ, X), 0 < a < 1) consiste dans le

Théoréme 1.1 Supposons que 1 <p < oo et 1 <2a<2. i (A, B) € £*(Q), alors

1
As €H (W;@, W;@—Q) . 2B E2- 20 2\(N+ ) (1.15)

ot Ag_1 est la Wi’%ﬂ—réalisation de (A, B).
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1.2 Les problémes paraboliques linéaires et quasilinéaires

1.2.1 Les problémes de Cauchy paraboliques linéaires

Soit E un espace de Banach et soit J un sous intervalle de Rt qui contient 0, et soit f : J — E. Pour
chaque ¢ € J on considére un opérateur linéaire dans E, A (t) : Dom (A (t)) C E — E.

Soit I’équation d’évolution linéaire dans F

du+AM)u=f(t), teJ:=J\{0}. (1.16)

Définition 1.8 e Une solution de l’équation d’évolution linéaire (1.16) est une fonction

uweC(J,E)ynCt (J, E) tel que u (t) € Dom (A (t)) pour tout t € J, et u satisfait (1.16) .

o Side plus u (0) = ug , alors u est une solution du probléme de Cauchy linéaire (dans E)

du+ A u=f(t), tel, u(0)=u. (1.17)

e On dit que ’équation d’évolution linéaire (1.16) et le probléme de Cauchy (1.17) sont parabolique

si pour chaque t € J, —A(t) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur E.

Théoréme 1.2 Supposons que (Ey, E1) un couple de Banach d’injection dense et soit p € (0,1) tel que
(uo, (A, f)) € Ey X c? (J,H (El, Eg) X E()) .

Alors le probléme de Cauchy parabolique linéaire (1.17) posséde une unique solution u := u (., ug, A, f),
telle que
wecr (J, E1> N o (j, EO) .
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1.2.2 Les problémes aux limites paraboliques linéaires

Soit J un sous intervalle de R™ qui contient 0, et soient 1 < p < 0o, 1 < 2a <2, et p € (0,1).

On suppose que

(A, B) € C* (J,€ () (1.18)

et que

20—2<28<2a, et28¢€ (%,2]\(N+ %). (1.19)

Enfin, pour o € [0, 1), on suppose que

(uo, (f,9)) € Wl 2 x C° (J, Wrg 2 x 8W55) . (1.20)

On considére le probléeme aux limites parabolique linéaire non homogeéne

du—+ At)yu = f(t) dans Q x J
B(t)u = g(t) sur 9 x J (1.21)
u(.,0) = ug sur 2.

On introduit un type de solution généralisée de (1.21), pour cela on associe a (A, B) € £ () la forme

de Dirichlet a (.,.) définie comme dans (1.12).

Définition 1.9 Pour % <28<1+ ]%, u est dite une W;ﬁ—solution faible de (1.21) si
i) wec (LW nc (1w nct (1w
i) uw(.,0)=ug, et (l—0)yu=(1-0)g(t), teJ
i) (0,000l 25,y + a0 (0,00)) = (0 Ty 2,00y + (09O ¢ € J, 0 € WY

Remarque 1.3 Le probléeme (1.21) peut étre écrit comme un probléme de Cauchy parabolique linéaire
282
dans Wp%
O+ Ag_y (v =Fs_1(t), teJ, v(0)=u
ot Ap_1 est la Wi’%*z—réalisation de (A, B) définit comme dans la définition (1.7).

Théoréme 1.3 Sous les hypothéses (1.18),(1.19), et (1.20), si 5 <26 <1+ 1.

Alors le probléme auz limites parabolique (1.21) admet une unique Wp% -solution faible.

Preuve: voir[4]
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1.2.3 Les problémes de Cauchy paraboliques quasi-linéaires.

Soit .J un sous intervalle de R™ qui contient 0, soit £ un espace de Banach et soit V' un sous ensemble
non vide de E, et soit f : J x V — E. On suppose que A(t,v) est pour chaque (t,v) € J x V un
opérateur linéaire dans FE.

Soit I’équation d’évolution quasi-linéaire dans F

ou+ A(t,u)u= f(tu) , te (1.22)

Définition 1.10 e Une solution de I'équation d’évolution quasi-linéaire (1.22) sur J,, (ou J, est un

sous intervalle de J qui contient 0) est une fonction
we C(J,V)ncl (Ju, E)
tel que u (t) € Dom (A (t,u(t))) pour tout t € J, et u satisfait
dqut) + At u®)u®)=f(tu®), te,.
o Si de plus u (0) = ug, alors u une solution sur J, du probléme de Cauchy quasi-linéaire
Qu+ At w)u=f(tu) , teJ,, u(0)=u. (1.23)

e On dit que ’équation d’évolution (1.22) et le probléme de Cauchy (1.23) sont parabolique si pour

chaque (t,v) € J xV, —A(t,v) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur E.

Remarque 1.4 Etant donnéu : J, — V, on pose

(Au (1), fu () = (AW u @), [ (Eu@), e Ju

u est une solution de (1.23) sur J, si et seulement si u est solution du probléme de Cauchy linéaire

v+ A, (v =fult), teJy,v(0)=u.

Définition 1.11 wune solution u de (1.22) est dite maximale s’il n’existe pas une solution de (1.22) qui

est une prolongation de u.
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1.2.4 Les problémes aux limites paraboliques quasi-linéaires

Soit J un sous intervalle de R™ qui contient 0, et 2 un domaine ouvert borné de R" de frontiére réguliére,

on considere le probléme aux limites parabolique quasi-linéaire

Ou+ A(t,u)u = F(t,u) dans Q x (0,00)
B(u)u = G(t,u) sur 02 x (0, 00) (1.24)
u(.,0) = ug sur €.

Soient1<p<oo,1§0<1—1—%,et0—2<T§r<s<atelsquer,r,s¢(N—i—%),
et soit 0 < 2a < 2.

On suppose que V' 7 5 (€2) un sous ensemble ouvert de W} 5 (€2), et que

(A,B) € C' (J x V5, E%(Q)) (1.25)
(F,G) € C' (J x Vg, Wz x OW]?) (1.26)
(1-6)G=0. (1.27)

Définition 1.12 Soit p € (r, 1 + %)\(N + i) tel que 2 —2a < p < 2a, u est dite une W)—solution
faible de (1.24) sur J si
ueC(J, V) (1.28)

et u est une Wp—solution faible du probléme auz limites parabolique linéaire
A+ Alt,u(t))v = F(t,u(t)) dans Qx J

B(t, u(t))v = G(t, u(t)) sur OS2 x .J
v (.,0) =g sur §).

Théoréme 1.4 Sous les hypotheéses (1.25)-(1.27), le probléme (1.24) admet pour chaque ug € V5 une

unique W) -solution faible mazimale u (., uo).
Preuve: voir[4]
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1.2.5 Systémes de réaction-diffusion

Considérons maintenant le cas ou (A, B) et (F,G) sont des opérateurs local, et pour simplifie nous

imposons plus de conditions de régularité sur les coefficients de (A, B) que d’hypotheéses structurelles.

Soit D un ouvert non vide de R, on suppose que

ajr, aj,bj,a0 € C*~ (8 x Jx D, LRY)), 1<jk<n (1.29)

ceC* (02 x J x D, LIRY)). (1.30)

et que la famille des fonctions

{aj (,t,n); 1 <j,k <n}, (t,m) € Jx D (1.31)

est normalement elliptique sur §2.

Maintenant on pose

VZ:{UEW;B(Q,RN)ZU(Q)CD}, n/p<r<2.

Pour (¢t,v) € J x V', on définit 'opérateur différentiel du second ordre A(t, v) par

A(t,v)u = —0;(a;k(., t,v)0ku + a;(., t,v)u) + b;(., t,v)0;u + apu

on lui associe 'opérateur au bord

B(t,v)u := {v;vs(ar(., t,0)0pu + a; (., t,v)u) + c(., t,v)v5u} + (1 — §)yyu.

Dans ce paragraphe, X désigne un espace métrique compact, F et F' sont deux espaces de Banach,

et U un sous-ensemble ouvert non vide de £, UX I’ensemble de toutes les applications X — U.
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Notation On écrit

e C (X xUF)

si chaque point 3y € U a un voisinage V (yo) dans U tel que ¢ (.,y) € C*~ (X, F) uniformément
pour tout y € V (yy), et que Oy (z,.) € C*~ (U, L (E, F)) uniformément pour tout z € X.

Enfin, on suppose aussi que

feC =2 ((Q x Jx D) xRV RN)
et que pour chaque sous-ensemble compact K C D il existe une constante C'x tel que (1.32)

f (2,60, Q) < Ck (L4 [CP), (2,8,m,¢) € 2 x J x K x RVxm,

et

geC™ (09 x Jx D,RY), et (1—6)g=0. (1.33)
Considérons maintenant le probléme aux limites parabolique quasi-linéaire "local"
Au+ At,u)u = f(.,t,u,8u) dans Q x J

B(t,u)u = g(.,u) sur 0 x J (1.34)

u(.,0) = ug sur ).

Afin d’appliquer les résultats de la section (1.2.4) nous devons vérifier que (A, B) et application
(F,G) induite par (f,g) possédent des propriétés de continuité et structurelle. Pour cela nous avons

besoin de quelques préparations élémentaires.

e Etant donné ¢ : X x U — F, Vopérateur ® : UX— > FX définie par

O (u)(z) = ¢(x,u(x)), ueUX, zeX
est appelé l'opérateur de Nemytskii induit par .
e Lemme 1.1 i) C(X,U) est un owvert de C(X, E), et si ¢ € C'~ (X x U, F)
alors ® € C'~ (C(X,U), C(X, F))
i) si o € C'27 (X X U, F), alors ® € C'~ (C*(X,U), C*(X,F)), pe [0,1)u{1-}.
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e On suppose maintenant que n < p < 0o, en vertu de la proposition (0.3)

sir>2etr¢N+ 2, on obtient
Wr (QRY) = "% (Q,RY) — C (QRY) — L7 (Q,RY) (1.35)

Wy 7 (00, RY) < €% (90, RY) < € (99, RY) < L7 (90, RY) . (1.36)

Par conséquent le lemme 1.1(i) implique en particulier que

Wy (Q,D) :{UEW;(Q,RN):U(Q)CD}, n/p<r<2. (1.37)

est ouvert dans W (Q, RY ) .
De plus, nous déduisons de (1.29), (1.30), et le lemme 1.1(ii) que
(A, B) € C'~ (W] (Q, D) ,Ba™ (Q)) pourn/p<r<2et2a(r)e[l,14+r—n/p).
ainsi que

(A,B) € C'™ (Wrs(Q,D),E*(Q), o<2ar<2. (1.38)

e Soit F' lopérateur de Nemytskii induit par f, la factorisation

W (Q,D)— C(Q,D) 5 C (Q,RY) — L7 (Q,RV)

et le lemme (1.1)(ii) montrent que

FeC™ (W, (,D),L” (LRY)), n/p<r<2
ainsi que
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F el (W,5(Q.D), W, 5 (2RY)). (1.39)
e Enfin, dénotons par G l'opérateur de Nemytskii induit par ¢

D’apres (1.36), et le lemme ( 1.1) (i), on en déduit

Ge ' (W (Q,D), L (00,RY)), n/p<r<2

ainsi que

1
GeCt (Wys(Q,D),0W;7), nfp<r<2,7<-1+_. (1.40)

Donc le probléme (1.34) a la forme (1.24), par conséquent le théoréme (1.4) est applicable.

Ainsi on a le théoréme d’existence suivant:

Théoréme 1.5 Sous les hypotheses (1.29)-(1.33), si % < s < (1—}-%)/\(2— 2). Alors le probléme (1.54)
admet pour chaque ug € W 5(Q2, D) une unique W, () -solution faible mazimale. Si cette solution est
bornée dans W; 5 bour un certain p > 1, alors cette solution est globale.

De plus, si g =0 alors la solution de (1.34) est classique c’est o dire que:
ue C (Qx1[0,T],D)nC* (Q x (0,T),RY)

ot u(0) = ug et u satisfait 'équation différentielle partielle parabolique ainsi que les conditions aux

limites point par point.
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Chapitre 2

Etude d’une classe de systémes de
réaction-diffusion quasi-linéaire en

chimiotaxie

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 1’existence locale de solutions faibles pour une classe de systémes de

réaction-diffusion issue de la modélisation d’agrégation en biologie qui sont de la forme

ur = V. (k(u,v) Vu — h(u,v) Vo) z€Q, t>0
e vy =k,Av— f(v)v+g(u,v) reQ t>0
u(x,0) =uo(z), v(z,0)=vy(x) z€f

ou ) est un ouvert borné de R", de frontiére réguliere OS2, k, est une constante positive, u et v
sont deux fonctions. Quand u > 0 et v > 0, ces inconnues s’interprétent respectivement comme des
concentrations (densités) de cellules et de substances chimiques. € € {0, 1} est le rapport des coefficients
de diffusion pour les cellules avec le coefficient de diffusion de ’espéce chimique dans le milieu. La
fonction h est la chémosensibilité de l'espéce. Généralement, elle prend la forme h(u,v) = ux(v), x
mesure la compétition entre l'effet de terme diffusif Aw, et le terme de dérive —V.(uVv).

On commence d’abord par I’examen du cas € = 1, on résoud le probléme avec des données initiales
et de seconds membres suffisamment réguliers, la technique utilisée est 'application d’un théoréme

d’existence dt & H.Amann [4] qui s’appuie essentiellement sur les résultats exposés au chapitre précédent.
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2.1 Position du probléme

On considére le systéme d’équations paraboliques non linéaires suivant

ur = V. (k(u,v) Vu — h(u,v)Vu) z€Q, t>0

v = k,Av — f(v)v+ g (u,v) reN t>0 (2.1)
u(x,0) =uo(z) , v(r,0) =v9(x) x€f
ou {2 est un ouvert borné de R", de frontiére réguliére 0f2.
Le systéme est complété par 'une quelconque des conditions aux limites suivantes
u=0,v=0 sur 0Q x (0,00) (2.2)
ou
0 0
8—1; = a—z =0 sur d2 x (0,00) (2.3)
ou
0 0
k(u,v)a—q::h(u,v)a—z, v=0 sur d x (0,00). (2.4)
Nous imposons aux fonctions f, g et k les hypothéses suivantes
kE(u,v) >0 V (u,v) e RxR
(u, v) (u, ) (2.5)
k, est une constante positive.
v) > constante Vv € R
)z (2.6)
2g(u,v) #0 V(u,v) € R xR.
On désigne par ¢ 'application caractéristique
(2.7)

6 = diag [0i], i<y 1 02 — L(RY)

tels que 6, € C' (092, {0,1}) pour 1 <i< N

( ¢ est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les §; ).
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On fixe p € (n,00), et on pose

Wg? . ={U e WLP(Q,R?) ; (I —6)U\sq =0}
V. ={we Wé’p\w(ﬁ)CD}

ol D est un ouvert de R?.

Finalement, nous supposons que

g(u,v) € C*(D,R) et f(v) € C*(R,R) (2.8)

k(u,v), h(u,v) € C*(D,R). (2.9)

Nous allons déduire dans ce chapitre le résultat fondamental suivant

Théoréme 2.1 Soit Q C R™ un ouvert borné a frontiére réquliére OS2 et soit wy € V,
sous les hypothéses (2.5),(2.8),(2.9). Alors le systéme (2.1) avec l'une quelconque

des conditions aux limites (2.2),(2.8)ou (2.4) admet une solution mazximale unique
w(.,wo) € C([0,tT (wg)), V) N C*H(Q x (0,tF (wp)), R?)

ot 0 < tt (wp) < oo, tT (wg) désigne le temps d’existence mazimale.
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2.2 Application au probléme posé

Nous adaptons la preuve faite dans [14] et [27] pour montrer que le probléme (2.1) est inclus
dans le cadre de [4].
Soit g > 0, et notons par Dy := (—dg, 00) X (—dg,00) qui est un ensemble ouvert R? et J = [0, 7).

Pour 1 < j, k < 2, nous définissons les fonctions a;;, € C%(Q x J x Dy, L(R?)) de la fagon suivante :

wet) + =(g o) ik (2.10)

k(m1,m2) — h(n1,ms) o
< 0 k. sij=k.

ajk (SL’, tu 77)

ot = (1,1,)

D’apres (2.9) les fonctions aj, sont bien définies, de plus

ajr € C'7(Q x J x Dy, L(R?)). (2.11)

Maintenant on pose

V.= {uEWé’p(Q,RN) u(ﬁ) CDO}, 1<p<oo.
Pour (¢,n) € J x V, on introduit 'opérateur sous forme divergentielle A (t,n) défini par

N

At w == dia (. t,n) Ohw)

jk=1

ot w = (u,v)".

Par définition de a;p, il vient

Attnyw == oufans (otn) (50))
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Par suite

—div (k(ny,m2) Vu — h(ny,05) V)
—k, div Vo

—V. (k(ny,n9)Vu — h(ny,m5)Vv)
—k,Av

On associe a A (t,n) 'opérateur au bord B (¢,7n) défini par

B(t,n)w:= Z d(vjaj (., t,n) Ogw) + (I —d)w

k?j:]‘

eme

ol v; est la j“"“composante de la normale extérieure sur 0f2.

En calculant B (t,7) de la méme maniére que précédemment, on obtient

N

Btw : =3 6(viam(t.n) (giz))ﬂ[_(g)(z)

k,j=1

_ é’d(ukakk (. t,) (§§Z)> -3 (Z)

0; (k (n1,m2) % —h(n1,my) %) + (1 = 0;)u
5i/ky% + (]. - 5i/)v

Considérons maintenant 1’équation

0
B (t,w) (“) - (0> sur 9 x (0, 7). (2.12)
v
Ce qui représente les conditions au bord (2.2),(2.3) et (2.4) d’une maniére unifiée et concise.

En effet, on peut distinguer trois catégories de conditions.
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D’aprés (2.12), en prenant ¢; = §; = 0, on trouve la condition de Dirichlet (2.2)
u=0,v=0 surd2x(0,7).
On revient ensuite a (2.12), pour §; = §; = 1, on obtient la condition Neumann (2.3)

ou  Ov
52520 SuraQX(O;T)‘

On revient encore une fois a (2.12), en prenant §; = let 0 = 0, on obtient la condition (2.4).

ou ov

k(u,v)azh(u,v)%, v=0 sur 992 x (0,00).

Pour le terme de réaction, on définit la fonction F € C?*(Q x J x Dy, R?) par

F(z,t,m) = (g (71, 72) O— f (772)772)'

Par suite, le probléme (2.1) peut étre réécrit sous forme de probléme parabolique quasi-linéaire

suivant:

ow~+ A(t,w)w = F(,t,w) dans Q x (0,7)
B(t,w)w =0 sur 0 Q x (0,7) (2.13)
w (0) = (uop, vo) sur Q.

Donc on est en mesure de vérifier le premier point du théoréme (1.4), que le couple (A, B) est un
probléme au limite normalement elliptique.

Pour cela, on définit la fonction a € C%(Q x J x Dy, L(R?)) par

(ot = (M) ),

ot = (n,7M,).

D’aprés (2.10), il est clair que la fonction aj, peut étre réécrite sous la forme
ajr = adjy , 1 < j, k<2

40



ol ;5 est le symbole de Kronecker.

Par suite, o := [0;x], <jk<a = I la matrice identité est symétrique définie positive. De plus

grace a (2.5), pour chaque (¢,17) € J x Dy on a

ola(z,t,n)) = {ky, k(ny, )} C[Rez>0], =x€Q,

et en vertu de (2.7), la condition

(1—=0())aly,t,n)d(y) =0, ye€IQ

est automatiquement satisfaite.
Donc les conditions d’exemple 1 sont vérifies et font de (A, B) un probléme au limite
normalement elliptique.

De la méme fagon que dans la section (1.2.5), nous déduisons de (2.11), et le lemme 1.1(ii) que

(A, B) € C'~ (J x V,£ ()

et en vertu de (2.8), on déduit que
FelC™ (JxV,W 5(Q).

Ainsi, le probléme (2.13) satisfait les conditions du théoréme (1.4), alors I’existence locale de la

solution en découle.
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Chapitre 3

Régularité L

Dans ce chapitre on se propose d’étudier la régularité L*°des solutions, pour une classe de systémes

de réaction-diffusion qui sont de la forme:

ur = V. (k(u,v) Vu — h(u,v) Vo) z€Q, t>0
vy =k,Av— f(v)v+ g (u,v) reQ, t>0 (3.1)
u(z,0)=wuo(z), v(z,0)=vy(z) z€Q

Plus exactement, on établira les conditions sous lesquelles le probleme de la régularité L™ se rameéne
a celui de la régularité LP.

Pour cela, nous reprendrons le plan général de la technique des itérations d’Alikakos-Moser introduite
dans [1], pour conclure & une estimation uniforme dans L*°, ainsi 'existence globale en temps

de la solution en découle.

On conserve aussi les mémes hypothéses que dans le deuxiéme chapitre, et nous admettons pour

le moment la positivité des solutions que nous démontrerons par la suite. Cette propriété peut
étre prouvée pour les solutions classiques dans 'intervalle maximal d’existence sous des hypothéses

convenables sur les données initiales.
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3.1 Estimations L!

Dans ce qui suit, nous verrons que la structure de la premiére équation du systéme permet une estimation

uniforme L' sur la composante u de solution.

Lemme 3.1 Soit (u,v) la solution du systéme(2.1), avec la condition aux limites (2.3) ou (2.4).
Alors
[l 1) = lluoll gy VE>0. (3.2)

Preuve: Intégrant la premiére équation du systéme (2.1) sur 2, on a

/ wde = /V. (k (u,v) Vu — h (u,v) Vo)dz  Vt>0.
Q

Q

Considérons la condition aux limites (2.3) ou (2.4), une intégration par partie nous donne

ou ov
/utd:c—/(k(u,v)a—h(u,v)g)da—O vt > 0.

Q o0N

Comme u et v sont positives, on obtient

d

7 udx:/utd:v:() Vvt > 0.

Q Q

Ce qui implique que

43



3.2 Estimations I/ (1 <p < o0)

Pour le reste de la présente section nous supposons que 1 < p < 00, et qu’il existe

une fonction ¢ et une constante C] telles que

h(z,y) = xz¢(y) pour tout u,v € R (3.3)

oY)l < G Vv eR.

Le but de cette section est d’établir les deux théorémes suivants indépendamment du choix de

condition aux limites du systéme (2.1).

Théoréme 3.1 Soit (u,v) la solution du systéme (2.1), avec la condition aux limites (2.3) ou (2.4).

De plus supposons qu’il existe une constante Cs telle que
k(z,y) > Cy>0 pour tout (z,y) € RT x R (3.4)

et
|6(y)| < Cy  pour tout y € RT.

Siv(t) € WHe(Q) pour tout t € [0 ,00), et s’il existe une constante ky, telle que
|Vou(t,z)| < kv,  pour tout (z,t) € Q x [0 ,00). (3.5)
Alors il existe une constante Cy (indépendante de t) telle que

[u(t, ) ooy < T3 pour tout t € [0, 00).

Remarque 3.1 Dans le cas de condition aux limites (2.2), l’inégalité ci-dessus reste vraie si on
suppose de plus que

sup ||u(t, )| 1) < constante.
>0
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La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant:

Lemme 3.2 Soient ) un ouvert borné de R", de frontiére réguliére, w une fonction
positive définie sur [0,00) X ), vérifiant linégalité différentielle

Py

d
%/uﬂ’““dx < —5k/w’\’“+1dx + (ax + €x) cx |sup /w’\’“ﬁldx , k € N*
>0
) ) )

ol €y, Cy, ay, sont respectivement des nombres d’ordre 2, 2% 2% quand k tend vers

2k
Uinfini, « est une constante positive, et (A_1 + 1) Py < A\ + 1.

Alors il existe une constante positive a telle que
sup [|w (£, )| o () < a2t K
£>0

ot K > max{l, supy [|w (f, ‘)”LP(Q) , lw (0, -)”Loo(Q)}a p=1

Pour la preuve de ce lemme consulter [1, page 840] .
Démonstration du Théoréme 3.1:
Soit 1 < p < oo, nous établissons dans un premier temps l'existence d’estimations L? ().
En multipliant la premiére équation du systéme (2.1) par «? puis en intégrant sur €2, on obtient
L d +1
—— — [ WPdr = [uPV. [k (u,v) Vu — h(u,v) Vv dz.
p+1 dt
Q

Q

En intégrant par partie, et en tenant compte des conditions aux limites, il vient

1 d ou ov
-z p+1 — D -7 i _
T uPdx /u {k (u,v) 5 h (u,v) ay} do
Q o9

/ [k (u,v) Vu — h (u,v) Vo] . VuPdz

- _ /k; (u,v) (Vu).VuPdz + /h (u,v) (Vo). VuPdz
= — p/k (u,v) (WP~Y) | Vul® dz +p/¢(v)(Vv).(uqu)d:c.
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Ce qui, en vertu de (3.3)-(3.5), implique que

1 d
T uPdr < — pC’z/(up_l) V| dz +pC’1kvv/up |Vu|dzx.
P Q Q Q
Comme |Vu'z |2 = #uf’_l |Vu|?, alors il vient
1 d 4pCy
Py < —————_ [|V d Chk U/ Vul|d
pridt) (p+ 1 Q/““'xwwQ vl de

En utilisant I'inégalité de Holder a cette derniére intégrale, on obtient

1 d
/up+1dx — p02 /|Vu " |%da +p01kvl,(/up+1dx)%(/u7’_l IVul? dz)?

p+1ﬁ
Q Q

Grace a 'inégalité de Young, on a

/|Vup;1 ?dx].

1 d 4pC P 1 C’k‘ vy
p—+1a\/up+1§_(pi12>2 /|vu J2rl|2+pc ! V /Up+1+
Q Q Q

Cl va)

On pose Cy = , et multipliant 1'inégalité par (p 4+ 1), on trouve

d D
dt/ uPdx + 202 L . /|Vu;1|2d:c < Cup(p+ 1)/u”“d:c.
0

Q

Pour simplifier, on écrit

d -1 P
%/ wPdz + 20,2 /|Vu2|2dx < Cyp(p — 1)/updx. (3.6)
Q

Q

Si on pose p; = 2% pour k € N et w = uP+1, alors cette derniére I'inégalité devient

—/ w2dz + 20273’“ /wa\ dz < C4pk/ 2dz. (3.7)

Q
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Ensuite, par I'inégalité de Gagliardo-Niremberg-Sobolev et I'inégalité de Young, on a

« 2(l—«
w72 < Cs [wll3 w25~ < C5(C(e) wl3: + e llwl}n), o€ (0,1)

d’ou
11—«

2 - 2 2
lwllz> < Cs(a(—=)="" lwllzs + e llwllz).

Comme () <a<let0<1—a <1,doncpour e suffisamment petit, on peut écrire
1
2 2 2
Jwll7. < CB(F w7, + e [[Vw]|72). (3.8)
Multipliant cette derniere inégalité par (Cy1P? + €), et prenant e suffisamment petit pour que

—1
Cs(CLP2 + ¢)e < 202pkp . (3.9)
k

Nous obtenons d’aprées (3.7) que

d
%/ w?dx + C5(C4 P2 + €)e /|Vw|2dx < C’4pi/w2dx
0 0 0

< —€/w2dx + (Cupi + 5)/w2dx.
Q Q

D’apres l'inégalité (3.8), on trouve

d 1
pr w?dx + C5(Cy P2 + 5)5/\Vw[2da: < —e/wzdw + (Cypi + e)Cs(—— w7, + ¢ | Vw||%,)
Ea
0 0

En retranchant C5(C,P? + ¢)e / |Vw|?dx des deux coteés, il vient que

ca

Q
d 9 9 1 9 2
i dr < —¢ [ wdr + C5—— (Capj; + &) ( [ wdz)". (3.10)
Q 0 0
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En utilisant de nouveau la fonction u, on obtient

1
Ea

d 1
—/ uPrdr < —e/u”"'daﬁ + Cs——(Cupi + 6)(sup/ wPkrdz)
dt -1 >0

Q Q Q

en posant

1
Yy = / uPkdr, A=¢, et B= 051—1(04]9% + 8)(Sup/ upkfldac)Q.
Ea~ >0
Q Q

Cette derniére inégalité se transforme

d
d_i < —-Ay+ B pour tout t > 0.

Le lemme de Gronwall sous forme différentielle nous donne

IA
|
_|_
)
=
|

D’out on déduit que

B
y(t) < max {Z,y(O)} pour tout t > 0.

Ce qui implique

/ uP*dr < max /ug’“dx, Cse ™ (Cap? + 6)(811})/ wPrrdz)” pour tout ¢ > 0. (3.11)
£>0
Q Q Q

L’estimation de ||u||;,, suit de (3.11), mais comme la borne supérieur dépend de ||u| ;. , on ne
peut pas faire tendre k vers oo, et pour avoir des estimations dans L°°, on cherche une relation
de récurrence entre les normes dans L7 (2) en utilisant la technique des itérations de Moser et une

estimation des constantes dans (3.11).
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En effet, si on pose ¢, = ¢, d’aprés (3.9) on trouve que ¢, est d’ordre p—12.
k

On pose aussi

1
O0p = Cse™a (Capi +¢) et L= maX{HUOHLl(Q) ) HUOHLoo(Q)}-

L’inégalité (3.11) s’écrit maintenant sous la forme

/upkd:v < max { LP¥, 5k(sup/ up’“*ldx)2 YVt > 0.
>0
Q

Comme ¢ > 1 pour tout k& € N, d’apres (3.2), on obtient

/upkdx T YA Y SPY

Q

1)

1
Enfin, soit C' une constante telle que &5 < C’pi(o‘+ , alors on calcule

1 1 1 1
/ W < (Cpr e YO Y (Oprs Y (Cpr e Ty L

Q
< (02%(%—%1))(0”1 22(k—1)p1(§+1))(c¢?222(k—2)p2(é+1)>“‘(cpk7122Pk71(é+1))ka
potpP1tpP2t.-+Pr_1
< C 22(é+1)(kp0+(k—1)p1+(k—2)p2+.-.+pk—1)ka
B et k—1
PN S
< C7 2 i=0 LPk.

Par suite
k—1

- 2(L+1) Z 2t (k—1)

/up’“dx < 2 =0 LPx,
Q
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En prenant la puissance 5 dans cette derniére inégalité, on peut calculer

N
Q

lll Lo

IN
Q

2 = L

k k
224 ) Y ()
2

j=1 i=j L

1
1-oF

IN

k
L A D M
2 =

< C® L
k—1
L 2R DR Y ()]
< 0 2 =L
- 1—2%22(%1)(2—%@‘

En faisant tendre k£ vers 400, on trouve bien le résultat du Théoréme 3.1

[[u(t, ')HLOO(Q) < Cs.
oi C3 =2/GHICL.

Théoréme 3.2 Soit (u,v) la solution du systéme (2.1), on suppose que

g(u,v) >0 pour tout (u,v) € Ryx Ret |f(v)| < Kf < oo. Sils existent Cg, C7 € R telles que

Sup/|v(t)|d:z; = (g < 0
Q

t>0

et

Q

Alors il eziste une constante positive Cg (indépendante de t) telle que

[o(t, oy < Cs  pour tout t € [0, 00).

50

/ [g(u, v)0? — f(v)o?*] do < C7/vp+1da: pour tout 1 < p < oo.
Q

(3.12)



Preuve: Notons d’abord que notre hypotheése sur g(u, v) impliques que v(t,z) > 0 sur )
pour tout ¢ € [0, Thra.] & condition que vy(z) > 0 sur Q.
Soit maintenant 1 < p < oo, en multipliant la deuxiéme équation du systéme (1)

par vP et en intégrant sur €2, on obtient
/ vPdr = /k:vvav + [g (u,v) o — f (v) "*] d.
Q Q

En combinant (3.12) et cette derniére estimation, il s’ensuit que

1
?%/v”ldm < k:v/vav + 07/vp+1dx.
p

Q Q Q

En intégrant par partie, et tenant compte des conditions aux limites, on obtient

1 d
?E/Uerld«T < kv(/vp?da - /va.Vde) + C’7/vp+1da:
p 14

Q

0 o0 0
< - pkzv/vp_l \VU|2d:E + C7/Up+1dx.
Q Q
Comme |[Vv'2 |2 = %UP_HVUP, il vient
1 d 4
A 2 . k:U/|vaJ2rl|2dm + 07/vp+1dm.
p+1 dt (p+1)2
Q Q Q

En multipliant par (p + 1), on obtient l'inégalité différentielle principale

d 4p ptl
p+1 < _ 2 1 p+1 .
il A dr < T ]{;v/’vy2|d3:+(p+ )@/U dx
Q Q

Q

En suivant les mémes démarches que dans la démonstration du théoreme (4) (& cette derniére
équation en v), par la technique des itérations de Moser introduite dans le lemme d’Alikakos [1],
on conclut une estimation uniforme dans L>°. Alors I'existence globale en temps de la solution

en découle.
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3.3 Positivité de solutions

Comme nous nous intéressons aux solutions positives, nous allons prouver que sous une hypothése de
structure pour les termes non-linéaires et la positivité des données initiales, il est possible de construire

des solutions positives (ses composantes sont positives).

Proposition 3.1 Sous les hypothéses du théoréme (2.1),(3.1) et (3.2). Si de plus
up >0, vg >0 surf. (3.13)

Alors le systéme (2.1) admet une solution classique positive.

Preuve: Notons d’abord que u = u; — u_, ot uy = max (u,0) et u_ = — min (u, 0)
sont respectivement les parties positives et négatives de la fonction wu.
i) Montrons la positivité de la composante .

Multipliant la premiére équation du systéme (2.1) par (u_)""", on integre le résultat sur Q, on a

a Y P
< [ d:v_/(u_) V. [k (u,0) Vi — h (0) V] da

Q

En tenant compte des conditions aux limites, on obtient

d o .
pai | A= / [ (u,0) Vi = o (0) Vo]V (u)"™ .
L Q

Refaisons le méme raisonnement que dans la preuve du Théoréme 3.1, d’ou l'estimation (3.6) devient

d 1 .
o wyde + 20;]’7 /|v (u_)? [2dz < Clplp — 1)/ (u_ Y da.
Q Q

Q

Pour simplifier, on peut écrire

d

pr (u_)dr < K/ (u_)? dzx.
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En intégrant sur [0, ], on obtient

/uf (x,t) — P (z,0)dx gK/t/u’i (x,5) dxds.

Q

On pose ¢ (t) = /u’i (x,t) dx, on a donc
Q
t
o= 00) <K [o()ds
0

Comme vy = —min {ug (z),0} = 0, alors

u? (2,0)dx

(uo_)" (z) dx

I
SR~ Y~

Par suite

t
o) <K [o9ds
0
Le lemme de Granwall sous forme intégrale implique que ¢ = 0, c.-a-d.
/(u_)p (x,t)dzr =0 pour tout 0 <t <T
Q
Ce qui donne u_ (x,t) = 0, d’on la positivité de la composante u

ii) Montrons maintenant la positivité de la composante v.

En multipliant la deuxiéme équation du systéme (2.1) par v_ et en intégrant le résultat sur €2, on a

d <v_)2dx:/m_mdx—/f (v) (v_)2dx+/v_g(u,v)dx.
Q Q

2dt
Q Q
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En intégrant par partie, et tenant compte des conditions aux limites, on obtient

ééa/kv;ﬁdx _ —ka/|V@_Fdx—:/}Kv)OL)2d$+:/¢_g(UJ0dx (3.14)
Q Q Q

< /v_g (u,v)dz.

Q

Comme g (u,v) = [g (u,v) — g (u,0)] + g (u,0), en utilisant les accroissements finies, on obtient

g (u,v) =vg, (u,c) + g (u,0).

On remplace g(u,v) par sa valeur dans (3.14), on aura

d

2dt

(v_)? dx < K/v_ [vg, (u, ) + g (u,0)] d.

D’ou il résulte que

d

dt

(v_)* dx < K’/ lu_|? da.
Q 0

En intégrant sur [0, ¢], on obtient

t
/vz (z,t) — v2 (2,0)dx SK’//U% (x,s)dzds.
00

Q

On pose ¢ (t) = /vz (z,t)dz, on a donc
Q

ww—wm>§K/Mg@

Comme vy = —min {vg (z),0} = 0, on déduit que
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v? (7,0) dz

(007 ) 2 (x)dx

I
SR — Pt~

Par suite
t
o) <K [o(s)as
0
Le lemme de Granwall sous forme intégrale implique que ¢ = 0, c.-a-d.

/(0)2 (z,t)dx =0 pour tout 0 <t <T.

Q

Ce qui donne v_ (x,t) = 0, d’ou 'on déduit la positivité de la composante v.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique

Dans certains cas particuliers du systéme de Keller-Segel on peut montrer que la solution peut
converger vers un état stationnaire non trivial lorsque ¢ tend vers oo (voir[25]). Dans ce chapitre nous

allons chercher a décrire le comportement en grand temps des solutions classiques du probléme (1).

4.1 Fonction de Lyapunov

Commencons par définir une fonction de Lyapunov qui est un outil utile pour étudier le comportement

asymptotique en temps.

Définition 4.1 On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée au systéme (1), toute fonction
L:[0,400) — R

telle que

EL(U(t, )) <0

pour tout t > 0 et toute solution U(t,.) = (u(t,.),v(t,.)) du systéme(1).

56



Dans la suite on introduit les fonctions suivantes:

Fo) : = / F(s)sds (41)

G(u,v) : = —/g(u,s)ds. (4.2)

D’apres (2.8), les deux fonctions F, G sont bien définies, de plus F' est continue.

Supposons aussi qu’il existe une constante non négative Cy, telle que

F(v)dz > Cy [ vdw (4.3)
/ /

Q Q

dans le cas de condition aux limites homogéne de Neumann nous supposons que Cy > 0.

Théoréme 4.1 Supposons que (u,v) est la solution du probléme (1), ¢l existe une fonction R € C? (R)

telle que

(G uul(u,v) + R"(1)) + Gup(u,v) =0 (4.4)

et
G wu(u,v) + R"(u) > 0. (4.5)

Dans le cas de condition auz limites (3) on va supposer de plus que
Gu(u,v) =0=R'(u) surdQ x (0,00).

Alors il existe une fonction de Lyapunov pour le systéme (1) donnée par

H(u(t),v(t)) := %/ \Vo(t)|* dz + /F(U(t))da: + /R(u(t))dx + /G(u(t),v(t))dx. (4.6)
QO

Q Q Q

o7



Preuve: D’apres (2.8) les fonctions f et g sont de classe C'*!, donc les deux fonctions F' et G sont
aussi de classe C', comme R € C' (R) et Ve (t) € L* (), alors la fonction H est bien définie.

De plus un simple calcul nous donne

d
SF(D) = wf)w (17)

%G(u,v) = wGy(u,v) — vg(u,v).

En intégrant par partie, et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient

/UtAUdZL' = /vt%da - /(Vvt).(Vv)d:z: = —/(Vvt).(V’U)dx. (4.8)

Q oN Q Q

Nous dérivons maintenant formellement H par rapport a ¢, d’aprés (4.7) on trouve

L) = % / 2Vur).(Vo)da + /vtf(v)vda:—i— / w R (u)da

Q Q

+( /UtGu(u,v)d:c — /vtg(u,v)da:).

Q Q

Par suite, grace a (4.8) et on remet dans I'ordre les termes de la somme ci-dessus, on a

%H(u,@ -k / v Avdz + / v f (v)vds — / vig(u, v)dz + / w R (w)de

Q Q Q Q

+ /utGu(u, v)dx

0
- /vt(kvAv — f(v)v + g(u,v))dx + /ut R'(u)dx + /utGu(u,v)da:.

Q Q
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En remplagant u; , v, a partir du systéme (1), il vient

%H(u v) = — /(vt)2dx + / V. (k (u,v) Vu — h (u,v) Vo)] R (u)dz

Q Q

b [ 19,06 00) V= . 0) V)] G )
Q

En intégrant par partie, et tenant compte des conditions aux limites, on peut calculer

%H(u S /(vt)2dx+ (/ [k (u, ) % — h(u,0) % R (u)do—

Q o0N

/ e (w,0) Vi — b (u, 0) Vo (Vi) R (w)da)+( / Tk (w,0) 2% — B (4, 0) 2] G, v)do
Q o9
- / [k (u,v) Vu — h (u,v) Vo] (Vu)G yu(u, v)de — / [k (u,v) Vu — h (u,v) Vo] (V)G yy(u, v)dr)

= / vy )2 dx —/ u,v) Vu — h (u,v) Vo .VU(R” (u) + G uu(u,v))dx

[k (u,v) Vu — h (u,v) Vo] (Vv)Gyy(u, v)de

1

(v¢)*dw — / [k (u,v) Vu — h (u,v) Vo] [(Vu) (R (u) + Guu(u,v)) + (V)G (u, v)|dx

/
/

Q Q
B ) R (u) + G yu(u,v)
= —Q/(vt) dx — Q/ [k (u,v) Vu — h (u,v) Vol .| (0 0) k (u,v) Vu + Gy (u, v)Vulde

On remplace G, (u,v) par sa valeur dans (4.4) on aura

41 (u,v) = — / (v;)2dx — / [kVu — hVo)] . [qu Wh%)]d
Q Q

d’ott on déduit que

1"

—H(u,v) = — /(vt)zdx - /R (u)ktuc’;;;w’v) |k (u,v) Vu — h (u,v) Vo|*dz < 0. (4.9)
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Pour le reste de cette section on fait I’hypothése suivante:

Hypothése principale: Supposons qu’il existe une constante C; telle que

/G (u,v) + R(u)dz > Clo/|VU|2dx +Ch (4.10)
Q Q

ou (g est une constante qui vérifie %V + 9 > 0.

Proposition 4.1  Sous les hypothéses (4.3) et (4.10). 1l existe une constante Ciy

(indépendante de t) telle que
H (U(),U()) 2 H(u(t),v(t)) Z 012 Vit Z 0.
Preuve On a déja vu que

EH(u(t),U(t)) <0 pour tout t > 0 .

Dong, la fonction H(u(t),v(t)) est décroissante, ce qui implique que

H (ug,v9) >

H(u(t),v(t))
%/|Vv(t)|2d:c—|—/F(v(t))dx+ /R(u(t))dx—Ir /G(u(t),v(t))dx.
Q

Q Q Q

v

D’apres (4.3), on a

H(u(t), v(t)) > % / IVo(t)? do + / R(u(t))da + / G(u(t), v(t))da.

Q
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En combinant cette derniére inégalité avec (4.10), on obtient

k
H(u(t),v(t)) Z 5”/|Vv(t)|2dx+ Clo/|VU|2dx+C'11 (411)
Q Q
kv 2
2 (5+ Cro) [ [Vo(®)["dz + Ch.
Q

Comme %“ + Cio > 0, on en déduit qu'il existe une constante C12 (indépendante de t) telle que

H (ug,vo) > H (u(t),v(t)) > Cia vt > 0.

Proposition 4.2  Supposons que (4.3) et (4.10) sont vérifiées, alors il existe une constante

positive C13 (indépendante de t) telle que
/]Vv(t)|2dx <Ci3 Vt>0.
Q

Preuve

D’apres l'inégalité (4.11) et la Proposition 4.1 comme %V + C19 > 0, on calcule

/|Vv]2dx < <%V+ Clo>_1 (H (u(t),v(t)) — Cu)

Q

< <7 + Clo> h (H (o, v0) — C11).

Cela signifie qu’il existe une constante positive C3 (indépendante de t), telle que

/]Vv\Qd:c < H (ug,v9) + Ci3.
0

Proposition 4.3 Supposons que (4.3) et (4.10) sont vérifiées, alors il existe une constante

positive Ch4 (indépendante de t) telle que

T

/ /dexdt < H (ug,vp) + Cia. (4.12)

0 Q
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Preuve On a déja vu dans (4.9) que

"

iH(u, v) = —/(vt)de - /R (u)kTuG;;(u,v) |k (u,v) Vu — h (u,v) Vo|?dz < 0.

Q

D’apres (4.5) et (2.5), on a

d
/(vt)2dx + EH(U’ v) <O0.
Q

En intégrant sur [0, 7], et en tenant compte la Propotition 4.1, on obtient

/T /(vt)dedt < —/T %H(u,v)dt = H (ug, vo) — H (u(T), v(T))

S H(UQ,U[)) — 012.

Cela signifie qu'il existe une constante positive C14 (indépendante de t), telle que

T
/ /(vt)zdxdt < H (ugp,vg) + Cha.
0 0
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4.2 Comportement asymptotique

On résume les résultats concernant le comportement asymptotique dans le théoréme suivant:

Théoréme 4.2 Supposons que (4.3) et (4.10) sont vérifiées. De plus la solution faible (u(t),v(t))
du systéme (1) satisfait aussi

G uu(u,v) + R"(u)

(i) o) <Cu et Gu(u,v)+ R'(u) > Cis

ou
(i6) 0 < (G uu(u,0) + B (u)) exp(Gu(u,v) + R'(w)) < Crh(u,v) et
k(u(t),v(t))
\/Guu(u,’v)JrR”(u(t)) S LZ(Q) pour tout t > 0

ot Chy, C5,Chg sont des constantes réelles.

On suppose en outre que la fonction f est Hélder continue avec exposant 5 < 1 tel que
0<pf<1 si N<3 ou 6<% st N > 3.

Enfin supposons que

|f(v)] < Ky pour tout v € R. (4.13)

Alors il existe une suite de mombre réelle positive (ty)ren et deuz fonctions v* et g¢° tel que

v(ty) —v* dans H'(Q) (4.14)
fo(ty) v(ty) — f(0*)v*  dans L*() (4.15)
g(u(ty),v(ty)) — ¢° dans L*(Q). (4.16)
De plus
/(kUVU.V(,O + f(v*)vp)dx = /g'goda: pour tout p € H(Q).
Q Q
Enfin
exp(—G”(u(tk)’”(t’g))+R,(“(tk))) — const  dans L*(Q) si (i) a lieu
et
exp(G“(“(t’“)’”(t’;)HR/(u(t’“))) — const  dans L*(Q) si (i1) a lieu.

Remarque 4.1 L’hypothése (i) du théoréme (4.2) est satisfaite par Uexemple 1.1, tandis que
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les systémes étudiés dans[25] satisfont (ii).

Preuve: Supposons d’abord que (i) est vérifiée.
1) Montrons qu’il existe une suite (¢;) tend vers oo, telle que wv(t;,) — v* dans H'(Q).
Pour cela, on pose

W :=exp [—(Gy,(u,v) + R'(u))]

et notons que ’hypotheése G, (u,v) + R'(u) > Ci5 implique que

N

|virm

L) <( /exp(—015)dx) , t>0.

Q
D’ou
VW@, < constante. 41
H (t) Ly = constante (4.17)
D’autre part, il existe une constante % (qui sera déterminé dans la suite) telle que
C 2 C 1 2
SV = S|V e 5(Gulun) + Rw)
Cl4 014 2
Cir 1 , 1 ., ?
= &, [exp(—§(Gu + R'(u)))] [—§(Guu(u, V)Vu + Gup(u,v)Vo + R (u)Vu)]
14
C
= T exp(—(Gu(u,v) + R (1)) (G wu(u, v) + R"(w))Vu + Guo(u, v)Vo|?

4C14

En remplagant dans cette derniére égalité G, (u,v) & partir de (4.4), on obtient

%‘V\/W)Q = T exp(—(Gulu,) + Ri(w))

h(u’ U) /! 2
F(0.0) (G wu(u,v) + R")Vo

X (G yu(u,v) + R")Vu —

- e Plexp(—(Guin ) + R 9= 1T
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En choisissant C17 = 4 exp C15, puis on utilise 'hypothese (i), il vient

giz VW ] < %G“SEUU)J B exp(— (G, v) + R (w)))] [b(ut,v) Vs — o, 0) Vo
Guu<u’v) + R’ w0V 9
< | (o) | 1k(u, v)Vu — h(u,v)Vol|~.

On définit maintenant la fonction

(4.18)

11) = (o0 ey + 2 |

De I'estimation ci-dessus et la Proposition 4.1, on a

| o+ 3 < - [ EHEE. )
< H (ug,vo) — H (u(t),v(t))
< O

ou (g est une constante indépendante de t.

Par suite

t t
C

[ 1s < [ sl + 57|

0 0
t

Chr

< t(||vs(s 22+—

< [ e+ 5

< t.05s.

Si nous posons

:fotlsds

Alors pour tout ¢t > 0, nous avons
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Ft) - F(t) = /02t1<s)ds—/0t1(s)ds

= /t%](s)ds
/:t[(s)ds

< 2t.04s.

IN

Par le Théoréme des accroissement finis, il existe 0; € R tel que

tLF (0,) <2t.C15 on <0, <2t

donc pour t = k € N, on obtient

kF'(0;) < 2k.Cis, k<0 < 2k

Comme F’ (6;) = I (0y), il s’ensuit que

1(6) <2Cis k<0 < 2k

Donc il existe une suite (pour simplifie) notée ¢, qui tend vers oo telle que I(t;) < 2Cig pour

tout t, ce qui implique d’apres (4.18) que

||Ut(tk>||iQ(Q) + HV\/W(tk) — 0 quand k — oo. (4.19)

En reportant (4.3) et (4.10) dans l'expression intégrales de la fonction de Lyapunov H, on obtient

Q Q

2
L2(Q)

2 %/ \Vv(tk)|2d:c+Cl/(v(tk))2dx+02/ |VU(tk’2 dr .
Q

Q Q
Comme la fonction H est décroissante, il vient que

ko
(5 + C) [Vo(ts) 2@ + Callo(t)lz20) < H (1o, vo).
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D’ott on déduit que

lo(t)lIz2q) + IV o(t) |22 < Cro

ou (9 est une constante (indépendante de ).
Donc la suite v(x) est bornée dans H*(£2), on peut alors en extraire une sous-suite notée
encore v(t), qui converge faiblement vers une fonction v* dans H'((2).

Compte tenu de l'injection compact de H'(Q) dans L*({2), on obtient
v(ty) — v* dans L*(2) quand k — oo. (4.20)

2) Montrons que f(v(tx))v(ty) — f(v*)v* dans L*(2) lorsque k tend vers oco.
Il s’agit donc d’estimer f(v(tg))v(ty) — f(v*)v* dans L*(Q2) , on a

1 (w(t))ote) = f0T)o"]| L < N (0te)v(te) = foE)v ] 2 + 1 (0E)0" = F07)0 L2 -

On va distinguer les trois cas suivants:

1%cas : SIN <3et0< < %, d’aprés (4.13) et la Holder continuité de f, on a

||f(v(tk))v(tk) — f(v*)v*HLQ S Kf ||U(tk) — 'U*HLz(Q) + kHélder v |U(tk) - 'U*|B‘ 12(9)
< Kpllo(te) = vl + kHélder[/ ()2 [o(ti) — v*[* da]z.
Q

Par I'inégalité de Holder, il vient que

LFt)o(ts) — F@ e < K o) — oo + K / o) / o(ty) — 0" %)’

< Kpllo(te) = v7ll 2y + basaer [10°1] 2, o) = v*|[72(0) -

2°cas : Si N <3et % < <1, de la méme facon, on a
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Lf (wt))o(ts) = F0)0 [ 12q) < Krllolte) =07l 20) + Kusiaer

v folt) = o)

L2(Q)

* * * 1
< K lo(te) = 0l + P | / (2 [o(te) — o2 dalb

IN

Ky llv(te) = v*ll 2@ +’€Haldw[(/9(v )77 dx) 2 (/Q [o(ti) —v* |7 d)?]2

< Kf ||U(tk) - U*HL?(Q) + kHb‘lder

|U*||Lﬁ(m lo(te) = v* 740 -

36cas:SiN>Set6<%,ona

1f (v(tr))v(te) — f(U*)U*HH(Q) < Ky |[v(te) — U*HL2(Q) + Kitstaer

o fo(t) v’

L2(Q)
< K [0(te) = 0l + haraer 10712, N0 (8) = 0"y

D’apres (4.20), a la limite dans les inégalités précédentes on obtient

fo(t)v(ty) — f(v*)v* dans L*(Q) quand k — oo.

3) Montrons que /(kJUVU'Vgo + f(v*)vp)dx = /g’gpdx pour tout p € H(Q).

0 Q
Soit ¢ € H'(Q) et soit (f;) une suite qui vérifie (4.14), en multipliant la deuxiéme équation

du systéme (2.1) par ¢ et en intégrant le résultat sur €2, nous avons

vi(te)pdr = [ kypDv(ty)dr — | f (v(te)) v(te)pdz + [ g (u(te), v(tr)) pda.
[t~ fs f

Q Q

En intégrant par partie, et tenant compte des conditions aux limites, on obtient

ve(te)ede = =k, [ Vou(ty).Veode — | f(v(te)) v(ty)ede + [ g (u(ty),v(ts)) pde. (4.21)
S A /

Q
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D’apres (4.14), (4.15) et (4.16), il est clair que

/Vv(tk).Vgodx — /VU*.Vgpd:E
Q

D’autre part, d’aprés (4.19) la suite (v¢(#z)) converge vers 0 dans L?().

Par conséquent lorsque k tend vers oo I'égalité (4.21) devient

/(kvVv°.V<p+ f(*)v*p)dr = /g'godx.

Q Q

(—G“(“(t’“)’v(t’;)HR,(“(t’“))) —constante dans L?(12).

4) Montrons que exp

En vertu de (4.17) et (4.19), nous avons

2 2

|viv

2
- H\/W(tk)H : + HV\/W(tk)HLQ(Q) < constante.

HY(Q) L2(Q

Donc la suite ( W(tk)> est bornée dans H'(2), on peut alors en extraire une sous-suite,

notée encore ( W(tk)>, qui converge faiblement vers (\/ W*) dans H'(Q), fortement dans L?(12).

2

Et grace a (4.19), on a HV\/W(tk)H ‘) — 0, donc VvW* = 0.
L2(Q

Cela signifie que +W* est constante.
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e Supposons maintenant que (ii) est vérifiée, et montrons le dernier point du théoréme.

Pour cela, on pose

V = exp(Gy(u,v) + R'(u))

nous refaisons le méme raisonnement pour obtenir une estimation similaire sur V'

mais en considérons cette fois I’hypotheése (ii), qui implique que

E(u(t), v(t))
0< V(i) < Cl@\/Guu(u(t),v(t)) + R (u(?))

de plus nous avons ’estimation

< constante. (4.22)
()

D’autre part on peut calculer

Lo - 5 |

o Vexp(;(Gu(u, V) + R(u)))

C(16

_ CLH; exp(Gu(u, U) + R/(u»[%(Guu(u’ U)Vu + Gm,(u, U)VU + R”(u)VU)]Q

En reportant (4.4) dans cette derniére, on obtient

T < o (E ) P Gufu) + R()] 90— b o)V

016

Par ’hypothese (ii), on a

G uu(u,v) + R"(u) 2
V\/—‘ () |k(u, v)Vu — h(u,v)Vol|”~.

016

On définit maintenant la fonction

1(t) := t(|[oi(6) |72 (4.23)
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De I'estimation ci-dessus et la Proposition 4.1, on a

JRUEC < — [ a0
< H (ug,v0) — H (ult), (1)
< Oy

ou (5 est une constante indépendante de ¢.

par suite

t

/ I(s)ds < / (EXBI.
0 0

/Ot [vs(s ||L2(Q)Jr ‘

t. 020

IN

IA

Donc il existe une suite t; qui tend vers oo telle que I(t;) < 2Cy pour tout y,

ce qui implique d’apres (4.23) que

2
Hvt(tk)HiZ(Q) + HV\/ V(tk)HLQ(Q) — 0 quand k& — oco.

Ansi, en vertu de (4.22) et (4.24), nous avons

V(tk) V(tx) < canstante.

L2(Q)

o = V7,

L2(Q)

(4.24)

Donc la suite ( V(tk)> est bornée dans H'(2), on peut alors en extraire une sous-suite, notée

encore ( V(tk)>, qui converge faiblement vers (\/ V*) dans H'(Q), fortement dans L*((2).

Et grace a (4.24), on a

V\/V(tk)H;(m — 0, donc V/V* = 0.

Cela signifie que +/V* est constante.

71



Chapitre 5

Etude d’un modéle dans R?

Ce chapitre est consacré a ’étude d’un probléme issu de la modélisation d’agrégation en biologie. Nous

nous intéressons a des solutions au sens des distributions pour le systéme suivant :

w =Au—xV.[uVv] z€R?* t>0
—Av=u reR? t>0 (5.1)
u(x,0) = ug () x € R2

Ou u est une densité de bactérie ou d’amibes (typiquement de Dictyostelium discoideum) et v la
concentration de chemo-attractant. Il s’agit de la version parabolique-elliptique simplifiée du systéme
introduit par Evelyn Fox Keller et Lee A. Segel dans [20] . Ce systéme se réduit, en fait, & une équation
non-linéaire non-locale si on convient que v est définie par la convolution avec la solution fondamentale

de I’équation de Poisson

v(t,z) = —% (log|.| xu(.,t)) = —%/u (t,y)log |z — y| dy. (5.2)

Le comportement de ce systéme est donc le résultat d’'une compétition entre le terme diffusif : Auw,
et le terme de dérive :—V.[uVv]. On peut imaginer que s’il y a peu d’amibes et qu’elles sont trés étalées,
la propension a diffuser ’emportera. Par contre si la densité est suffisamment forte, on verra apparaitre
des agrégats. L’objectif du modeéle de Keller-Segel est de décrire ’apparition de ces agrégats. Sur le
plan mathématique, il s’agit de savoir s’il y a une masse initiale au dela de laquelle le systéme explose

et en deca de laquelle le systéme existe pour tout temps.
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5.1 Deéfinitions et rappels

5.1.1 Espaces LP(a,b;X)

Définition 5.1 Soit X un espace de Banach, 1 < p < oo et [0, T] un intervalle de R. On appelle espace
de Lebesgue a valeurs dans X et on note LP(0,T; X) l’espace des (classes de) fonctions f :]0,T[— X ,

mesurables qui vérifient

P

T
951 < p<oo, Ilwrm = | [I7I5d] <o
0

i) Si p o= 00, |fllperx) = sup css LF@lx < oo
€0,

LP(0,T; X) muni de la norme || f|| 1, .1.x), 1 < p < 00 est un espace de Banach.

Distributions vectorielles Soit X un espace de Banach et —oo < a < b < 400, on appelle distribu-

tion vectorielle sur (a, b) toute application linéaire continue de D(a,b) dans X. C’est-a- dire
D'(a,b; X) = £(D(a,b), X).

Pour tout f de D'(a,b; X) et tout ¢ de D(a,b) la valeur de f en ¢ notée (f, p) appartient & X.
Dérivation: Soit f un élement de D’(a,b; X), la dérivée de f notée f’ la distribution définie
par:

f:D(a,b) — X

o= (flo)=—(f¢).

Soient maintenant V' un espace de Banach réflexif et séparable, H un espace de Hilbert séparable

tels que l'injection V' — H est continue et V' est dense dans H. Lorsqu’on a

Ve—aH<—V
ou V' est le dual de V, et la deuxiéme inclusion H — V' est continue. On peut alors considérer

un élément v € H comme un élément de V’. Ainsi on peut écrire

(U, )1 = (u,v), pour tout élément v de V.
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On considére 'espace

Wi(a,b;V,V') = {u € L*(a,b;V), ' € L*(a,b;V")}.

Muni de la norme [Jul[y, = [[ull z2( pv) + 19| 20 p;17) - 12 dérivation étant prise au sens de D'(a, b; V).

Une propriété de régularité des éléments de W(a, b; V, V') est donnée par le

Théoréme 5.1 [22] Soient a,b € R. Alors tout élément de W (a,b;V,V') est presque partout égal &

une fonction continue de [a,b] dans H. De plus, W(a,b; V, V') s’injecte continiment dans C([a,b]; H).
Notons par D (R; V') espace de fonctions C'*° définies sur R et & valeurs dans V' et a support compact
Proposition 5.1 Soit D ([0,T];V) lespace des réstrictions a [0;T) des fonctions de D (R; V') alors

D ([0,T];V) est dense dans W (a,b; V,V').

5.1.2 Quelques Inégalités

Soit € un ouvert borné de R™ (n > 2), de frontiére réguliére 0S2.

Lemme 5.1 ( Inégalité de Jensen ) Soit f une fonction a valeurs réelles, mesurable sur € , et A C €.

St f > « et si ¢ est une fonction convere pour x > «, alors

LA)Q/fdx Sﬁ/aﬁ(f)dw-

Lemme 5.2 ( Inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev)

4

il ey < Chs IVl ull sy Vu € H(R),Wp € [2,00]. (5.3)

Théoréme 5.2 . Soient f € LY(R") et g € LP(R™) avec 1 < p < oo. Alors pour presque tout x € R",
la fonction y — f(x —y) g (y) est intégrable sur R™. Si on pose

(f*9)( /f T —y dy.

1f = gHLP(R") < HfHLl(]R") Hg”LP(R")'

Alors fxg € LP(R") et
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Théoréme 5.3 (Inégalités de Hardy-Littlewood-Sobolev). Soit o €]0,n| et p,r €]1, 00[ tels que

l « 1
S+ —=1+-=.
P on r

Alors pour toute fonction [ de LP(R™), la fonction |.|”“x f appartient a L"(R™) et il existe une constante

positive C' indépendante de f telle que

17 f |

Résultat de convergence

Soient 2 un ouvert borné de R", 1 < ¢, et 1 < p,p’ < oo tel que % + 5 =1

Lemme 5.3 (Compacité LP — L9) Soit (fi),cn une suite de fonctions bornée dans L(S2), on suppose

que [, — [ p.p.sur Q. alors (fy) converge fortement vers f dans L"(2) pour tout r tel que 1 <r < q.

Lemme 5.4 (Cv forte contre cv faible)Soient (fy),cn une suite qui converge (fortement) vers f dans

LP() et (gr)en une suite qui converge (faiblement) vers g dans L¥ (2). Alors

/fkgkdx — /fgda: lorsque n — oo.
Q Q

5.1.3 Point fixe

Définition 5.2 (Ensemble convexe, fonction convezxe) :
i) K C R"est dite conveze si: ¥(z,y) € K2, VA € [0,1] alors Mz + (1 — Ny € K.
it) Soit f : K C X — R, ou X est un espace vectoriel | est dite convexe, si K est conveze et si:

V(z,y) € K2 VYA€ [0,1], ona f(hz+ (1= Ny) < Af(2)+ (1 =N f (y).

Définition 5.3 Soit T' une application d’un ensemble E dans lui-méme. On appelle point fize de T

tout point u € E, tel que: T (z) = x.

Théoréme 5.4 (du point fixre de Schauder): Soit X un espace de Banach, K un ensemble non vide,

conveze et compacte de X. Soit T une application continue de K dans K. Alors T admet un point fixe

dans K.
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5.2 Position du probléme

On considére le probléme

=Au—xV.[uVv] zeR? t>0
—-Av=u re€R2 t>0
u(z,0) = ug (x) r € R?
ol Y est un réel strictement positif.

On introduit les hypotheses:

up € LL(R?, (1 4 |2[*)dz) N L*(R?)
ug log ug € L1(R?)
ou L (R?) = {u € L'(R?), u>0p.p sur R*}.

La norme L!(R?) de u est conservée au cours du temps, on note

M::/uda::/uod:c.
R2 R2

(5.4)

(5.5)

Définition 5.4 Soit T > 0, un couple (u,v) de fonctions positives définies de [0,T) x R? a valeurs

dans R, est solution faible du probleme (5.1) sur [0,T) x R?, si
(i) u € L>(0,T; L*(R?)) N L*(0, T; H'(R?)).
(it) Vv existe au sens de distribution, uVv € L*((0,T) x R?).
uz ) Pour tout ¢ € C§° ([0,T) x R?), u vemﬁe lidentité mtegmle

/ / wp,dzdt + / uo () @, (0, %) da / / uApdzdt — x / / uVo.Vdrdt.

0 Rz 0 R?
(1i1) v vérifie v (t z) = —5 (log .| * u( t))

Le but de ce chapitre sera d’établir le théoréme suivant

Théoréme 5.5 (Existence pour xM < 8m ). Sous Uhypothése (5.5), si xM < 8 , alors le systéme de

Keller-Segel (5.1) admet une solution faible globale positive u (au sens de la définition(5.4) ).
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5.3 Probléme régularisé

Le probléme, lorsque 'on considére ’équation (5.1), est I’absence de borne et la singularité en 0 du
logarithme dans (5.2). Le probléme d’absence de borne sur le noyau de convolution n’est pas difficile a
gérer puisque le moment d’ordre deux est borné dans L>(0, T; L*(R?)).
Reste le probléme de la singularité en 0. Il y a plusieurs fagons de couper la singularité, L. Corrias,
B. Perthame et H. Zaag, dans [12], avaient convolé le noyau pour le régulariser. Ici, on tronque la
singularité de la fagon suivante
pe (2) = p1(2)

ol p; est une fonction réguliére radiale qui satisfait

—ologlz| si [z] >2

>
p1(z) = .
0 si|z] <

N |

On associe a (5.1) le probléme régularisé suivant (0 < e < 1)

%ua = Au. — xV.[u.Vv] z€R? t>0
Ve = P * Ue $ER2, t>0 (57)

ue (,0) = ug (x) r € R%

Proposition 5.2 Sous I’ hypothése (5.5). Le systéme (5.7)admet pour tout € >0 (0 < e < 1), et pour
tout T' > 0, une solution u. correspondante & la donnée initiale ug telle que

u. € L*(0,T; H'(R?)) N C (0, T; L*(R?)).

Soit T' > 0, on introduit les espaces (dans lequel on va chercher la solution de notre probléme)
Vi={ve H (R?): |z|’v e L' (R?)},le dual de V est noté V', et
W(0,T) :={u e L*(0,T;V) : 2 € L*(0,T;V")}

muni de la norme ||ul,;, (introduite en page 74).

Lemme 5.5 (Aubin) Soient X, B et Y trois espaces de Banach et 1 < p < +00.
On suppose que X s’injecte compactement dans B et que B s’injecte continiment dans'Y .
On suppose maintenant que (uy), oy est une suite bornée de LP(0,T;X) (T > 0 est donné),
et que ((un),),cy €5t une suite bornée de LP(0,T;Y). Alors, la suite (uy), oy est relativement

compacte dans LP(0,T; B).
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5.4 Estimations sur les solutions du probléme (4 terme de
dérive) linéaire

On commence par résoudre le probléme linéaire avec une donnée initiale uy dans L*(R?), ot un certain
nombre de propriétés (de continuité et de compacité) sont rappelées pour pouvoir ensuite traiter le

probléme non-linéaire. Plus précisément on étudie le probléme suivant:

=Au—V.(uf) (5.8)

ou f est une fonction de L>((0,7) x R? R?).

La méthode de point fixe nous permet de prouver

Lemme 5.6 Soit f € L>((0,T)xR? R?). Sous l’hypothése (5.5), pour tout T > 0, il existe une solution

unique v € W(0,T) de (5.8) correspondant a la donnée initiale uy.

Preuve: On considére Iapplication F : L*°(0,T; L'(R?)) — L>(0,T; L*(R?)), définie par

Flu] (,t) :=G (., t) *ug + /VG(.,t —s)*[u(.,s)f(.,8)ds, V(t,x)€][0,T] xR

ou * dénote le produit de convolution, et G (z,t) = —e Tt est la fonction de Green associée a

4 t
I’équation de la chaleur, on note que fRQ G (z,t)dr =1, et qu’il existe un réel positif ¢
(voir[24]) tel que

IVG (8|l ey < C572. (5.9)

Comme la convolée de deux fonction de L!'(R?) est dans L'(R?), donc F est bien définie.
On définit maintenant la suite (uy),y pPar ugy1 = F (ug) pour k > 1.

Montrons que (uy),cyest une suite de Cauchy dans L>(0,7; L'(R?)).

Soit k € N, pour tout ¢ € [0,7], on a

ks (8) = g ()1 gy < / /va =) [k () = 1 (o 8))f (- 5)]ds| do
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Par suite

A

lursr () = wr (D] g2y < Hf”LOO([O,T}xIR?)/||VG<'7t_S)*[uk("s)_uk—l (> ) 21 g2y ds
0

IN

ce qui implique compte tenu de (5.9) que

g1 (8) — uy, (t)HLl(]R?) <C ||f||Loo([0,T]xR2) Vi [ — Uk—1||Loo(0,t; L1(R2)) -

T / IVG (.t = 9)llga oy 1tk (5) — 451 ()] 1 oy s

Si on choisit 7' > 0 assez petit, alors (uy) est une suite de Cauchy dans L>°(0,7’; L'(R?)). Comme

'espace L°°(0,T; L'(R?)) est complet la suite de Cauchy converge vers un point fixe de F.

Ainsi, on conclut 'existence d’une solution de (5.8) dans intervalle [0; 7.

e Nous allons maintenant vérifier que la solution u est dans W (0,7T), & cet effet on montre que

u est bornée L>(0,T; L*(R?)).

En multipliant 'équation (5.8) par u(x,t), et en intégrant sur R? on obtient
2dt/|u:ct\ dx = /]Vua:t] d:c—l—/Vu:vt (x,t)f(x,t)dx.

Le dernier terme du second membre peut étre écrit sous la forme / a. bfdx
R2
ol a:= \/;Vu(x, t), b:= v u(z,t) et A € R, puis on utilise I'inégalité

1
/a.bfd:c < (‘R/a%la: + Z/b2dx 1S Wl oo (0,77 xR2)
2

R2 R2

il s’ensuit que

A
L / P do < (<14 3 W limorpese ) [ 190 de 4 5 1flmoraney | 1l

R2 R2
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Dans le cas ott A = || f|| o (077 xr2) €1 appliquant le lemme de Gronwall sous forme différentielle a

cette derniére inégalité, on trouve

2
/|u]2 dr < /|u0|2 dz.e 2 Ieo o m1e2) pour tout ¢t € (0,7).
R2 R2

Par conséquent u est bornée dans L>(0,T; L*(R?)) c L*(0,T; L*(R?)).
De plus
1 T 2
lull 207,122y < llvoll 2ge) T2 exp 1 1117 (o,1yxR2) ) - (5.11)

e On vérifie que u est bornée dans L?(0,T; H'(R?)).

Prenant A = 2 || fl| o< (0.7 xg2) dans (5.10), il s’ensuit que

1 3
2 2 2 2
o7 ||u('7t)||L2(R2) < 3 [Vu ('7t>||L2(]R2) + ] ||f||L°°([0,T}><R2) [ u (-at)||L2(R2) :

On en déduit alors que

1d
2dt

1 3
2 2 2 2
1 G O za@e) + 3 IVE (S Ola@e) < g 1 e qoyxme) 1 (5 O 2 grey -

Comme u € L*(0,T; L*(R?)), en intégrant cette dernier inégalité sur (0,7') on trouve que Vu est

bornée dans L?((0,T) x R?), donc u est bornée dans L*(0, T; H'(R?)).
De plus

3 9
2 2 2 2
||vu||L2(O,T;L2(]R2)) < 9 ||u0||L2(]R2) + ] ||f||L°<>([0,T}xR2) ||u||L2(0,T;L2(R2)) : (5.12)

e Il reste a prouver que le moment d’ordre deux / 2> w (z,t) dx est borné.
R2

En multipliant Pequation (5.8) par |z|°, et en intégrant sur R?, on obtient

d
%/ 2> u (z,t) de = / |z Au — |z)* V.[uf] dz.
R2

RQ
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Formellement on a

%/|x|2u(x,t)d:z: = —/(vu) .v(ya:|2)+/v(|x12) af da

R2 R2

IN

—/(2x).(Vu)+2/x.uf da.

R2 R2

Par suite

d
%/ | u (x,t) dx < 4/“ + 2[1f | Lo po,17xR2) / (Izl V) (V) da.
RQ

R2 R2

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2
d
%/ 2P u (z,t)de < 4/ud:17 + 2{[f | oo (o 1y xR2) ({R/udx /|x|2u(x,t) dx
R2 2 2

RZ

N

1
2

IN

1
3 2
4 ||u0||L1(R2) +2 ||f||L°°([0,T]><R2) ||U0||21(R2) (m/x u(z,t)de
2

Utilisant I'inégalité 2ab < a® + b? pour le dernier terme du second membre, il vient que

d 2 2
G [P e ds < auolgen + 1l | ol + [ 1ol u (b ds
R2 R2

IA

2
[uoll 1 re) <4+ ||f||Loo([o,T}xR2)> + 1 e o,y xr2) /|$| u(z,t)de
2
En appliquant de nouveau le lemme de Gronwall sous forme différentielle, on obtient

/|x|2u(x,t) dx < 0.

RZ
Par conséquent, u est borné dans L?(0,T; V).
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e Montrons que u; est bornée dans L*(0,7;V").

Soit ¢ € V', on multiple (5.8) par ¢ et on intégre par rapport a

s hv| < | (o) g (@) da

RQ

IA

/go(x,t)Au(a:,t)d:c + /goV.(uf)d:U )

R2 R2

En intégre par parties et en appliquant 'inégalité de Holder, on a

[ (e, @)y | < —/VU.VQde + /uf.chdx
R2

R2

IA

HVUHLZ(R2) HV90”L2(R2) + HfHLOO([O,T]XR?) HUHLZ(RZ) HV<PHL2(R2)

IA

(19l gy + 11 e oy il ey ) 1Pl

< (IVullzaqaey + 1l oy il sy ) llelly

Comme u € L2(0,: H*(E2)), il sensuit que (|| sy + 171l o) [l2gesy ) € L2(0.7),
d’ou on déduit que u; est bornée dans L%(0,T; V).

De plus, par I'inégalité (Minkowski) du triangle

HUtHLz(o,T;V/) < (HVUHL2(O,T;L2(R2)) + Hf”Loo([@,T]xR?) HuHLQ(O,T;LQ(RQ))> : (5.13)

Remarque 5.1 Considérons (ulg ) une suite de données initiales uniformément bornées dans L*(R?),

keN
et (fr )penune suite de fonction uniformément bornée dans L*([0,T] x R?), d’aprés le lemme d’Aubin
(5.5) la suite (uy,),onde solutions du (5.8) correspondantes, est contenue dans un ensemble relativement

compact de L*(0,T; L*(R?)).

Nous nous servirons de cette propriété dans la prochaine section.
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5.5 Existence de solution du probléme régularisé tronqué

Cette section est consacrée a la preuve de la Proposition 5.2, une application standard du théoréme de
Schauder fournirait I’existence d’une solution de (5.7). Il n’est par contre pas immédiat, dans le cas des
domaines non bornées qui nous intéresse particuliérement.
Nous allons utiliser les résultats de la section précédente, on introduit la fonction de troncature
h(s) := min{1, 2} pour s > 0
ou hg > 1 une constante qui sera choisie par la suite.

Siu e L*(0,T; L*(R?)) est donné, on lui associe

Vv, = Vp,_ *u. (5.14)

1
Comme 0<|Vp. (2)] <

Vz € R? 5.15
= o] : (5.15)

d’on en déduit que Vp, € L=(R?).
D’autre part, comme u (t) € L*(R?), donc par I'inégalité de convolution Vo, (t) = Vp_xu € L>(R?).

On définit également la fonction de troncature

fo =0 (190 pmoyern) Toe (5.16)

Comme Vv, € L=((0,T) x R?), alors f. est bien définie. De plus on a

| fell oo 0y xr2) < ho- (5.17)

Cela signifie que la fonction f. est uniformément bornée dans L°°((0,T) x R?) par hg.
Considérons maintenant 1’application H qui a u associe la solution (au sens du Lemme 5.6)

du probléme (5.8) associée & f; .

H:W(0,T) C L*(0,T; L*(R?)) — W(0,T) C L*(0,T; L*(R?)).

D’apres le Lemme 5.6 'application H est bien définie.
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Nous allons montrer que H admet un point fixe qui sera solution du probléme (régularisé tronqué)

suivant:

%Us = Au. — xV.[u.f.] r€ER? t>0
fs=h<vvs 0o (0. )va r€R? t>0
|| ||L ((07T) RQ) (518)
Ve = P * Ue r€R? t>0
Ue (ZE,O)ZUO, x € R2.

\

Pour cela, montrons que ’application H définie ci-dessus, vérifie les hypothéses du théoréme

de Schauder 5.4.

i) L’image par H de tout borné de L?(0,T, L?*(R?)) est relativement compacte dans W (0,T) pour
la norme de L%(0, T, L?(R?)).

En effet, soit (u.) une suite bornée dans L?(0, T, L*(R?)), on lui associe Vv, = Vp, * ue,

posons

fei=h <||VU€HL°°((O,T)><R2)) V.

D’apres (5.17), f. est uniformément bornée dans L>°((0,T) x R?)2.

Soit maintenant u. = H (u.), en vertu de la preuve du Lemme 5.6 la suite (u.) correspondante a
(uo, f) est bornée dans W (0,7T"), donc admet (par le lemme d’Aubin) une sous-suite (notée encore
(H (u.)) ) convergente dans L*(0, T, L*(R?)).

ii) Nous allons maintenant montrer que H envoie L?*(0, 7T, L*(R?)) dans la boule fermée B(0, R)

ou R sera précisé dans la suite.

Soit u € L?(0,T, L*(R?)) et u = H (u) solution de (5.8) associé & f., et en se servant des estimations

(5.11), (5.12), (5.13) et (5.17) on obtient

HﬂHW(O,T) = HﬁHL?(O,T;V) + HatHLQ(O,T;V’)
< (I +ho) l[ull oo 1.r2meyy + 2 IVUll 20,72 o)

< (1 + ho) @l oo,y sy + 2 <§ luoll 2ze)y + 5ho ||U||L2<07T;L2(R2>))

T
ool (3+ (14 4h0) THexp (313) ).

IN
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On définit la fonction g par

g(t) = Vtexp(At), A >0.

Donc, g (0) =0, et g croissante sur R, si on choisit T telle queoc:

R-3 Hu0“L2(R2)
[[wol| p2gey (1 + 4ho)

g(t) < pour tout ¢ € [0,7].

Nous obtenons en particulier I’estimation suivante:
[ully < B.

Nous choisissons donc la boule fermée Br de W(0,T'), centrée a l'origine et de rayon R comme
ensemble K pour 'application du théoréme de point fixe de Schauder.

iii) H est continue sur L*>°(0, T, L*(R?)):

A cet effet, revenons a la section précédente et montrons que ’application F est continue

sur L>=(0, T, L*(R?)).

Soit (u.) une suite qui converge dans L*°(0, T, L*(R?)) vers u, on a

|F (u:) — F (u)] < /VG (Lt—38)*[(ucs(.,8) —u(.,s)) f-(.,9)]ds|.

D’ou

I (1) = F ()] ey < / VG (ot —8) % [(us () — u(e5)) J- (- 8)]ds

L2(R2)

Par I'inégalité de la norme

1 (ue) = F (W)l L2 2y S/HVG(‘,??—S) #[(ue (-, 8) —u (., 8)) f= (5 8)]ll 2 g2y ds-

Par I'inégalité de la convolution
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t
| F (ue) — ]:(U)HB(R?) < fEHLOO([O,T]XRQ) / VG (., t— S>||L1(R2) [us () —u (S)||L2(R2) ds.
0
ce qui implique compte tenu de (5.9) que

|F (ue) — 7(“)HL2(R2) <l fEHLOO([O,T]x]RQ) Vit [ue — uHLOO(O,T; L2(R2)) -

Par suite

|7 (ue) — f(u)HLQ(O,T;L2(R2)) < ChoT ||u. — UHLoo(o,T; L2(R2)) -
Alors I'application H est continue, ainsi admet un point fixe u. solution faible du probléme (5.18).
e Si on choisit maintenant ko > ||V, || poo gey [|to]| 11 g2y il s’ensuit que A (HVUEHLOO([O,T]xR?)) =1

et fo=h (HV%HLOO([O,T}xR?)) Ve = V..

Par conséquent, 'application H admet un point fixe u. solution faible du probléeme (5.7).
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5.6 Estimations sur les solutions du probléme régularisé

Dans cette section on établit des estimations sur les solutions obtenues, qui nous permettent de montrer

que (ue,v.) admet une sous-suite convergente vers la solution faible du probléme initial (5.1).

Estimation a priori par la méthode d’énergie libre

On définit I’énergie libre par

Flu] := /ulogu dx—%/uv dx

R2 R2

= / |z* u(z, t)dz
R2

De maniére tout a fait similaire que dans le chapitre trois on peut montrer la positivité de solutions,

et on pose

ainsi que le

Lemme 5.7 (Décroissance de l’énergie libre ). On considére une solution réquliére u. de (5.7), alors

= /ugd:v = /uod:c
R2 R2

et EF [us(.,t)] = —/u6 |V log u. — xVu.|*dz < 0.

R2

Lemme 5.8 (Inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev logarithmique). Si f est une fonction positive
dans L'(R?) telle que f log f et flog(1+ |z|*) sont dans L'(R?). / f dx = M, alors

/flogfdx+M//f y)log |z — y| dxdy > —C'(M)

R2 xR2

ot C(M) := M(1 + logm — logM).
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Lemme 5.9 Siu est une fonction positive dans L'(R?) telle que les fonctions

t— / |z u(z, t)dx et t — /u(m,t) log u(x,t)dx sont bornées.
R2 R?

Alors ulog u est uniformément bornée dans LS.(RT, L' (R?), et

2
/u [log u| dx < /u(logu + |z|*)dx + 210g(27r)/uda: + o

R2 R2 R2

_lz|?

2
£~ on trouve
¥

Preuve: On définit les deux fonctions @ := u lg,<1y, et p(x) =

1 u u 1
/ﬂ(logﬂ+ 5 lz[*)dz = /%(log% + log 1 + 3 |2|*) pdz
R2 R2

= /g(log 4 log 27) pudzx.
peoo

RZ

En posant U := %, on peut calculer

1
/ﬂ(logﬂ+§|a:|2)dx = /U(logU—log27r)udx

R2 R2
= /UlogUd,u = 10g27r/ﬂda:
R2 R2
et en posant
m = / udx < M
R2

il vient que

1
/ﬂ(logﬂ + 3 |z|*)dx = /Ulog Udp — mlog(2m).

R2 R2

On en déduit que
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2
R? R?2 R?

1
/ﬂlogﬂdx = /Ulog Udp — mlog(2m) — —/ﬂ|a:|2dx.

On applique l'inégalité de Jensen et on remplace / udz par sa valeur dans (5.20), on aura

RQ
I L[ 2
/ulogudx > /Udu log (R/Ud,u —mlog(2m) — §/u |z|” dx
R2 \Rz 2 R2
_ _ L[ 2
= /udx log (m/udx — mlog(2m) — i/u |z|” dz
\Rz 2 R2

1
= mlogm — mlog(2m) — 5/@ |2|? da.

R2
Par I'inégalité ab < e* + blogb — b, on a

1 1
/Elogﬂdm > —— — Mlog(2m) — 5/ |2|* udz.
e
R2

RQ

Cette derniére estimation implique que

/u|logu|dx = /ulogudx— /ﬂlogﬂd:c

R2 {u>1} {u<1}
= /ulogudx—Q/ﬂlogﬂdm
R2 R2

2
< /ulogudx + — +2M log(2m) + / |z|* wdz.
e

R2 R2

En combinant I'inégalité (5.20) et cette derniére estimation, on obtient

2
/u [log u| dx < /u (logu + |x|2) dr + 210g(27r)/udx +-

R2 R2 R2
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Lemme 5.10 Sous les hypothéses (5.5), on considére une solution (u.,v.) du systéme(5.7).
On a l’estimations uniformes

(i)La fonction (z,t) — |z|>uc(z,t) est bornée dans L= (R; : L*(R?)).

loc?

(ii)Les fonctions t — /ua(x, t)loguc(z,t)dr ett— /ua(x, tve(x, t)dx
R2 R2

sont bornées.
(iii)La fonction (z,t) — u.(z,t)logu.(x,t) est bornée dans L= (R} : L'(R?)).

loc?

(iv)La fonction (z,t) — Vy/u.(z,t) est bornée dans L*(R;}, x R?).

loc

(v)La fonction (x,t) — u.(x,t) est bornée dans L*(R;. x R?).

loc

(vi)La fonction (x,t) — uc(x,t) N wv.(x,t) est bornée dans L' (R, x R?).

loc

(vii)La fonction (z,t) — \/uc(z,t)Vu.(z,t) est bornée dans L*(R;}, x R?).

Preuve

(i)Montrons que la fonction ¢ + |z|* u.(x,t) est bornée dans L=(R; ; L'(R?)).

Multiplions la premiére équation de (5.7) par |z|* et intégrons sur R2, on trouve

d
E/ 2| u. (z,t) do = / 2> V. (Vue — xu.Vv,) dz.
R2

R2

Si on considére les solutions réguliére de (5.18) on peut calculer

d
E/ 2 u. (z,t)de = —/V (|:c|2) - (Vue — xuVu.) dx
R2

RQ

= —Q/m.Vugdx + 2x/x.u€Vv€dm

R2 R2
= 4/u5dx + 2x/x.u€VU€da:.

R2 R2

En tenant compte de (5.14) et le lemme (5.7), on obtient
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d

R2 R2 R2xR2

_ 4M+X// ue (1) e (y,1) (2 — y) V. (x — ) dady

R2 xR2

< 4M——// ue (@, ue (9,1) 40 < 4,

|z —y|
R2 xRR2

En intégrant 'inégalité précédente sur [0, T, il vient que
/ 2 ue (x,t) de < AMT + / |z |” upda:

d’apres (5.5) ug est dans L' (R, |2|* dz), par suite (i) est démontreé.

(i) Montrons d’abord que la fonction ¢ — /ug($, t)log u.(x, t)dr est bornée.

R2
Pour cela, on remplace v, par sa valeur dans (5.7), on obtient

Fluc(.,t)] = /ueloguax——// ue (2,t) pe (T — y) ue (y, ) dady.

R2xR2

La décroissance de I’énergie libre ( Lemme 5.7 ), nous donne

/ugloguadx—i- —// ue (z,t) ue (y,t) log |x — y| dedy < Flug] .

R2 R2 xR2

M L.
En posant § = X2 _ on peut écrire
8 7

(1-20) /u<E log u.dx +9[/u(E log u.dx + 3 / / ue (x,t) ue (y,t)log |z — y| dedy] < F lug) .

R2 R2 R2 xRR2

Par I'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev logarithmique Lemme 5.8, on obtient

(1-190) /uslogusdx— OC (M) < F luy).

Si xM < 8r, alors 6 < 1, et on peut calculer
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Flug) +0C (M)
/uE log u.dx < (1=0)

R2

Ceci démontre que / U log u.dx est bornée supérieurement.

R2
Pour la borne inférieure on procéde de la facon suivante,

1
—/\SE‘IQUE(SC,t)de K vt>0.
I+t
2

R

On en déduit que

/u6 log u.dz > /qﬁ(log %)udm —Mlog[n(1+1t)] - K
pt
R? R?

2
|z|

ou pu(z):= (11;:).

[y

3

Par I'inégalité de Jensen et le fait que M = / u.dx, on obtient

RQ

/%(log k),udm > Mlog M.
e

RQ

Ce qui preuve que ’entropie / ug log u.dx, est bornée inférieurement.

R2

e Maintenant on montre que la fonction t — / ue(z, t)ve(x, t)dx est bornée.

R2

En remplagant v. par sa valeur dans (5.7), on obtient

0< /us(x, tve(z, t)dx < / / ue (x,t) p. (x — y) ue (y, t) dedy.

R2 R2 xR2

Comme la fonction ¢ — / ue log u.dx est bornée, on conclut alors grace a (5.21) et cette

RQ
derniére estimation.

92



(iii)C’est une conséquence directe du Lemme 5.9.
(iv)Montrons que la fonction (x,t) — Vy/u.(x,t) est bornée dans L2(R," x R?).

loc

En prenant en considération la premiére équation du systéme (5.7), un simple calcul nous donne

d
a/u€ logu.de = /(us)t (1+ logu.)dx

R2 R2

_ / (14 logu.) [V. (Vi — yu. Vo)) de.

R2

En intégrant par parties, et en tenant compte de la deuxiéme équation du systéme (5.7), on aura

%/ua log u.de = —/ (Vuug) . (Vue — xuVu.) dz (5.22)

R2 R2
v 2
- _/—‘ e +X/Vu€.Vv€dx
Ue
R2 R2

_4/ Vel de + X/ug (—Av,) da.
R2

RQ

IN

Nous allons estimer le deuxiéme terme dans le second membre, pour cela on pose
/us (—Av.)dx = /u6 (—A(p.*xus))de =T+ 11+ 111

R2 R2

on [ = /ua(—A(pE*ue))dx, I = /ug(—A(pg*us))dx—HI, I1r = / |u.|? da

ue <K ue> K us > K
et K un réel positif qui sera choisi par la suite.

On définit aussi la fonction ¢, par

La premiere intégrale I est estimée par
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SOLIER

ue <K R2

y) ue (y) dyde = K M.

Pour I'intégrale notée II, on utilise le fait que ||¢,||; = 1, et pour éliminer le coefficient %

on change le variable (on pose Y = ey), ce qui donne

- / ue (2, ) / e (& — 2y, 8) — ue (2, 8)] &y () dyde

ue>K R2

< [t [ [Vee=a0 - vVaw] V6w

ue >K R2

x|V (o= 2y,0) = Ve (@,0) + 2/ (@,0)| /oy (y)dyda.

Par D'inégalité de Cauchy-Schwarz et (a + 2b)* < 242 4 8b2, on obtient

2
1< [ut) (1ol [ Vo= - V@l d
ue>K 3<y<2
1

[ [PVt - Ve[ sl ] oty ao

et par l'inégalité de Poincaré, il vient que

(11 < / e (2,8) 6111y C IV VT gy

us>K

% [ V2111w 2y O Il sy + 292 T (@ D1 6411 a) | o

Pour la troisieme intégrale III, en prenant p = 4 dans I'inégalité de Gagliardo Nirenberg

Sobolev (5.3), on obtient
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/ |u5|2d:p§C’éNS/ |V\/u_g|2da7/ ucd.

ue > K us>K ue>K
La derniere intégrale du second membre peut étre rendu plus petite que l'on désire, pour K > 1

assez grand, on a

1 1
/ u.dr < g KK / uelog u.de < g K / ue |log u| dx == n (K) (5.23)
ue > K u: > K us>K
par suite
1= [ e de < 0(8) Cos IV V] e (5.24)
ue>K

Nous revenons maintenant a II, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz , on a

/|u€|§dx§ /|u6|dx /|u5|2dx

ue> K =K >K

NG
|

et d’apres (5.23) et (5.24), on trouve

3
/ el do < 5 (K) Cas |V /e o, -

ue > K
Un simple calcul nous donne

IT+ 111 < By (K) Vel 1o

1 1
ol B= C%’NS + \/5 ||¢1||L°°(]R2) 0123 + 2\/5 ||¢1||zm(R2) ||¢1||12,1(R2) C(PC’GNS-

4

En rassemblant les estimations, et choisissant K assez grand tel que n(K) < %, on obtient

d
E/ue log u.dz < MK + (—4 + By (K)) X (t)
RQ
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2

ot X (1) = Hv\/m .

Intégrant cette derniére inégalité sur [0, 7], on obtient

T
(4—B77(K))/X(s)ds§MKT+/uologu0d:c—/ug(x,T)logue(x,T)dx.
0

R2 R2
Les derniéres intégrales sont bornées d’apres 'estimation (iii) et 'hypothese (5.5), ceci

permet de prouver que (V\/u6 (t)) est bornée dans L?([0,T] x R?).

(v)Montrons que la fonction (z,t) — u.(z,t) est bornée dans L*(R;} x R?).

Nous revenons a l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (5.3) dans le cas ou p =4

2 4 2
Va2 a ey < Cones IV VAN o) vz L2, -

En combinant cette derniére inégalité avec le Lemme 5.7, puis on intégre sur [0, 7], on trouve

7/|u6(x,t)|2dxdt - /T/’\/mrdxdt

0 R2 0 R2

< MChus / [ [vvutD

0 R2

2
dxdt.

Par l'estimation (iv), une borne L*(R;}  x R?) sur V,/u. assure une borne dans L*(R;}  x R?) de u..

96



(vi)Montrons que la fonction (x,t) — u.(x,t) A v.(x,t) est bornée dans L'(R,  x R?).

loc

D’apres (5.22), nous avons

d
%/Us log u.dx = —4/ |V\/u_€|2 dx + X/Ue (—Av,.) dx
R2 R2 R2

D’ou

1 d
/UEAUEdI = — —4/ |V\/u€|2 dr — E/u6 log u.dx
X
R2

R2 R2

En intégrant cette derniére égalité sur [0, 77, il vient que

1
/ / uAv.drdt = — —4/ / |V\/u6|2dxdt + /uo log uodx — /uE log u.dzx.
X

[0,T]xR2 [0,T]xR2 R? R?
Par suite
1 2
/ / ue |Av,| dzdt < X 4/ / |VVu: | + /uE llog u.| + /uo llog wol
[0,T]xRR? [0,T]xRR2 R2 R2

Les derniéres intégrales sont bornées d’aprés I'estimations (iv), (i) et (5.5), ceci
permet de prouver que u.Av. est bornée dans L'([0,T] x R?).
(vii)La derniére estimation porte sur une borne de /u-Vv. dans L?([0,T] x R?).

Pour cela, utilisons la deuxiéme équation du systéme (5.7), on aura

d [1 d [1
7 §U5U5d$ = o[ g (p. * ue) dx
R2 R2
o/ | wen g o
= ol Ue (T, 1) P X — Y) U Y, xray

R2 xR2

_ % / / (1), (2, 8) e (9, 8) + we (2, 1) (u2), (. 1)) p. (& — y) dody

R2 xR2

— [ [ w0 @) .0) dudy

R2 xR2
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par suite

d [1
7 iugvgdm = / (we), (pe * ue) dx
R2 R?
— [ mt)e @t d
R2

En remplagant (u.), par sa valeur de la premiére équation du systéme (5.7), il vient que

d [1
7 §ugvadaj = /UE(AUE — xV.(u:Vv.))dx (5.25)
R2 R2
= /uEAvEd$+x/u5\Vv€\2da:.
R2 R2

Par suite, une intégration sur [0, 7], nous donne

1 1
/ / Ue |Vva|2dxdt < ﬁ /ugvadx - /uo (p. * up) dz| + ;/ / ue | Av.| dzdt.

[0,T]xR2 R? R? [0,T]xR2
Les deux derniéres intégrales sont bornées d’apres I'estimation (7i) et (vi), ceci permet de prouver

que \/u:Vo. est bornée dans L*([0,7] x R?). Le Lemme 5.10 est alors complétement prouvé.
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5.7 Passage a la limite et existence globale

Notre but maintenant est de passer a la limite dans (5.7), partant des estimations du Lemme 5.10.

D’aprés les estimations (iv) et (v) du Lemme 6.5, (y/u:) est bornée dans H'(R?), alors par l'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (5.3), pour tout ¢ € R™ on a

21

) 2

/ e (2, 1) d < (C2) )5 M / Va0 do Wp € [2, 00,
R2 2

Donc (u.) est bornée dans L?(R; . x R?) pour tout ¢ = & € [1,00), on peut alors en extraire

une sous-suite notée (u., ), qui converge vers u faiblement dans LI(R} - x R?), et donc (u., ) converge

vers u dans D'(R* x R?).

Il s’ensuit que pour toute fonction test p € C5°([0,T] x R?), on a

T T
//uak(a:,t)gptd:vdt — //u(:v,t)gotda:dt

0 R2 0 R2

T T
//uek(x,t)Agodxdt — //u(x,t)Agpdmdt
0 R2 0 R2

Pour montrer que les solutions du systéme (5.7) sont solutions au sens des distributions de (5.1),
il reste a prouver que u., Vv, — uVv au sens des distributions. Nous le faisons par produit
d’une convergence forte et d’une convergence faible.

Notons d’abord que par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2

// U, | Ve, | dedt g// uskdxdt// ue, |V, |” ddt.

[0,T]xRR? [0,T]xRR? [0,T]xR2

D’apres le Lemme 5.7

2

/ / Ug,, |V, | dadt | < MT/ / ue, |V, | dedt

[0,T]xR2 [0,T)xR2?
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et de Destimation (vii) du Lemme 5.10, (,/uz, Vv,,) est bornée dans L([0,7] x R?),
alors (ue, V., ) est bornée dans L([0, T] x R?).
Montrons que (Vu,,) converge fortement dans L} (R* x R?) pour tout g > 2.

Soit © un domaine compact de R? et soit p € [1,2[, en prenant r tel que

1 1 1.
-+ -=1+- 1ie
2 r

Nous concluons d’apres (5.15) et I'inégalité du Théoréme 5.3 que pour tout ¢ > 0

Ve, (t)HLT(Q) HVpEk * U’gk‘ < Clue, (t )HLp(Q)

< o I

ce qui prouve que la suite (Vu,,) est bornée dans L] (R* x R?) pour tout r > 2.

D’autre part, on a

Vo, (x,t) — Vo (x,t) = /| 5 (ue, (v, 1) — u(y, t))dy
1 T — T —
e e e e RV B CED
Ek €k 27 |z — y|
|z—y|<2ep

Soit R > 0, on a

[t oo < | [ s - 0@ o]+ | [ e - o)

2=yl
R2 r—y|<R z—y|>R

Comme la fonction ¢ (z) = # est intégrable (sur R™) au voisinage de 0 si & < n, et en dehors de 0
si a > n, alors le premier terme du second membre de 1’égalité (5.26) tend vers 0 quand g, — 0
(RT x R?).

A N . p
grace a la convergence faible de (u.,) vers u dans L]

100



Soient maintenant x € €2, D un domaine centré en z et de diameétre 2¢y, et 1p indicatrice de D.

Comme
1

< .
~ 27|z

1 z z

—Vp(—) +
Ek p1(€k) o | 2|2

Nous obtenons ’estimation suivante

1 T —y T —y 1/ 1

—V + ue, (v, t)dy < — [ ——ug, (y,1)1 d

[ G s iy < o [ 01 () dy
RZ

|z—y|<2e

_ % |,|71  (ue, (., t)1p (1)).

De nouveau, en utilisant I'inégalité du Théoreme 5.3, cette derniére inégalité montre que

117" % (e (-, 1) 1p)

L7 (9) < CH(uEk(t)lD)“LP(Q)

1

p

< C /uﬁklpdx
Q
1 1
pq’ q
< C /uﬁgldw /1Dd$
QO Q
1
< ' (er)e ||u5k||LPO(R2)

otg > 1et py=pq.
Alors le dernier terme du second membre de 1'égalité (5.26) tend aussi vers 0 quand ¢, — 0.

Par conséquent on a

Vv., — Vv p.p dans [0,7] x R?

D’aprés ce qui précede la suite (Vo,, ) converge fortement vers Vv dans L] (RT x R?)

pour tout r > 2.
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Soit maintenant ¢ € D([0,T] x R?), par produit d’une convergence forte dans Lj (R* x R?)

loc

et d'une convergence faible dans L] (R* x R?) (Lemme 5.4), on a

T T
//uEkVUSk.Vgpdxdt — //qu.Vgpdmdt.

0 R2 0 R2
Montrons que u vérifie ’égalité intégrale de la Définition 5.4, pour cela, multiplions la premiére

équation du probléme (5.7) par ¢ € D([0,T] x R?) et intégrons par parties, on a

T T T
//ugkgotdxdt + /ugk (x,0)¢(z,0)dr = //uEkAcpdxdt - X//ungvek.dexdt
0 R2

0 R2 R2 0 R2

Par conséquent, en passant a la limite sur k£ dans la formule intégrale précédente, il vient que:

T T T
//u(x,t)@td:cdt + /u(x,O)go(:c,O)d:C = //uA@d:cdt - X//uV'U.Vgodxdt

0 R2 R2 0 Rr2 0 Rr2

ce qui conclut la preuve.
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