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Introduction

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Euler au XVIIIeme
siécle et trouve son origine dans I’étude de certains problémes, tel que celui des ponts de
Konigsberg, la marche du cavalier sur 1’échiquier ou le probléme de coloriage de cartes. La
théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles que la chimie, la
biologie, les sciences sociales. Depuis le début du XXéme siécle, elle constitue une branche
a part entiére des mathématiques, grace aux travaux Koenig, Cayley puis de Berge et

baucoup d’autres.

De maniére générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’'un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réseaux de communi-

cations, réseaux routiers,interaction de diverses espéces animales, circuits éléctriques,...

Les graphes constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser une grande

variété de problémes en se ramenant a ’étude de sommets et d’arcs.

L’hypercube a fait naitre de nombreuses études engendrant une littérature trés consistante
aussi bien en mathématiques qu’en informatique. Grace a sa structure, la motivation
premieére de l'intérét sans cesse croissant qui est porté sur ’hypercube et son utilisation
dans de nombreux domaines (architecture paralléle, transfert de I'information, réseaux

d’interconnexion, décisions multicritéres).
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Il demeure encore le centre d’intérét de plusieurs travaux récents focalisés sur la maniére
de caractériser les graphes comme étant des sous-graphes de 'hypercube (probléme de
plongement). En effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer des condi-
tions (nécessaires et/ou suffisantes) selon lesquelles un graphe G est un sous-graphe de
I’hypercube @,,. L’accent est surtout mis sur le plongement d’arbres. Cet intérét résulte de
I'utilisation des arbres dans plusieurs domaines, a savoir : informatique, sciences sociales,

recherche opérationnelle, théorie des réseaux électriques,... .

Si un graphe est plongeable dans ’hypercube de dimension n, (),,, alors il est plongeable
dans @), Vp > n. Le probléme consiste a trouver le plus petit k tel que G est plongeable
dans ;. On parle alors de dimension cubique du graphe G. Il est connu que tous les arbres
sont plongeables dans l’hypercube. Par conséquent, pour un arbre donné, on s’intéresse
a sa dimension cubique. Ce probléme a été traité par plusieurs auteurs tel que 1. Havel,
F. Harary, M. Laborde, ce qui a permis de caractériser certaines classes d’arbres. Dans ce

mémoire, on a établi la dimension cubique de certaines classes d’arbres.

Ce mémoire est développé en quatre chapitres dont le premier est consacré aux rappels
nécessaires pour la suite, on y trouve aussi une présentation de 'hypercube et de certaines
de ses caractéristiques. Le chapitre 2 est une présentation du probléme de plongement de
graphes dans I’hypercube. L’étude du plongement d’arbres dans I’hypercube fera 'objet
du chapitre 3. Dans ce chapitre, nous présenterons certains résultats existant concernant
ce probléme. On établit au chapitre 4 la dimension cubique de deux nouvelles classes

d’arbres.



Chapitre 1

Définitions et notations

Dans ce premier chapitre nous présenterons les définitions nécessaires et quelques pro-
priétés fondamentales de la théorie des graghes qui seront utilisées tout au long de ce
manuscrit. La terminologie adoptée sera celle de C. Berge [8]. D’autres références pour la

théorie des graphes se trouvent dans I'ouvrage de A. Bondy et U. Murty [13].

1.1 Définitions et concepts de base

1.1.1 Définition d’un graphe

Un graphe G est défini par un ensemble V' fini d’éléments {v; v,...v, }, appelés sommets,
et par une famille E' de couples distinctes de V, appelées arétes. Le nombre de sommets

d’un graphe G est appelé ordre de G. Pour une aréte e={x,y} de G, on dira que :
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-e est incidente & = (et a y) .
-x et y sont les extrémités de e.
-x et y sont des voisins.

-x et y sont adjacents.

Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité commune. Le degré d’un
sommet u de G, noté dg (u) , est le nombre de voisins de u. Un sommet de degré 0 est dit
1solé et un sommet de degré 1 est dit pendant. Si tous les sommets de G sont de méme
degré d, alors G est régulier de degré d, on dira qu’il est d-régulier. Par convention le

degré minimum et le degré maximum d’un graphe G sont notés récursivement par :

0 (G) =mindg (u) et  A(G)=maxdg (u)

ueG ueG

1.1.2 Notion de sous-graphe

Un sous graphe de GG est un graphe G’ ou l’ensemble de ses sommets V' est un sous-
ensemble de V' et celui de ses arétes £ est un sous-ensemble de E tel que toute aréte de
E' joint deux sommets de V. Si toutes les arétes de G qui relient des sommets de V'’ sont
dans F’, on dira que G’ est induit par V' et il est noté Gy.. Dans le cas ou V' =V, on

dira que le sous-graphe(V, E’) est un graphe partiel de G.

1.1.3 Chaines et cycles dans les graphes

Une chaine de x & y d’un graphe G, est une suite de sommets x1, z», ..., 7, telle que toute
paire de sommets consécutifs sont adjacents, avec x; = x et x, = y. Une chaine qui

n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite simple, une chaine qui n’utilise pas deux fois
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le méme sommet est dite élémentaire. Une chaine élémentaire est donc une chaine simple.

On appelle cycle dans un graphe, une chaine simple dont les extrémités initiale et finale
sont confondues. Dans la suite de notre travail on ne parlera que de chaine et de cycle

élémentaire.

On appelle chaine (resp. cycle) hamiltonienne (resp. hamiltonien) une chaine (resp. cycle)

passant, une et une seule fois, par tous les sommets d’un graphe G.

Un graphe G qui posséde un cycle hamiltonien est apellé graphe hamiltonien.

La longueur d’une chaine (resp. cycle) est le nombre d’arétes de cette chaine (resp. cycle)

et on note P, (resp. C,) la chaine élémentaire a n sommets, de longueur (n — 1) (resp. n).

1.1.4 Connexité dans les graphes

Un graphe G = (V, E) est dit conneze s’il posséde la propriété suivante :

YV z,y € V,d une chaine entre x et y

Dans la suite, les graphes utilisés sont connexes.
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1.1.5 Concept de distance et d’intervalle dans les graphes

Notion de distance dans les graphes

Etant donnés deux sommets x et y d'un graphe G, on appelle distance entre x et y, notée
dg (z,y) , la longueur d’une plus courte chaine reliant x a y, noté (z,y) —chaine . Une telle
chaine s’appelle aussi une (x,y) — géodésique. L’excentricité d’un sommet x, notée e (),
est la longueur de la plus grande géodésique issue de z. Le diamétre, noté dim (G) , est la
plus grande éxcentricité dans G. Le rayon, noté R (G), est la plus petite excentricité. Un

sommet z est un centre de G si e (z) = R(G).

Notion d’intervalle dans les graphes

L’intervalle I (z,y) est ’ensemble des sommets de G appartenant aux géodésiques entre

x et y.

Ig (x,y) ={z€ V; z appartient a une(x,y) — géodésique }.

Trivialement, un sommet w € I (x,y) si et seulement si : d(u,w) + d(w,v) = d(u,v).

Dans un arbre, U'intervalle [ (u, v) est 'ensemble des sommets de 'unique (u, v) — chaine.

Pour plus de détail concernant ce concept le lecteur pourra se référer a Mulder [35].
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cependant dans ce qui suit, nous rappellerons les propositions de bases.

Proposition 1 [35] Soient x et y deuxr sommets d’un graphe G, alors :

1),y el(xy),

2) I(z,y) =1(y ),

3)Sizel(x,y), alors I (z,z) C I (x,y),

4) Sizel(x,y), aorsI(x,z)NI(z,y)={z},
5)Sizel(x,y) etwéel(x,z2), aors z €I (w,y).

Proposition 2 [35] Soient x,y,z et w quatre sommets d’un graphe G. w est l'unique

sommet de I (x,z) NI (z,y) tel que I (w,z) NI (w,y) ={w} si et seulement si :

I(z,2)N1(z,y) =1 (z,w).

1.1.6 Graphes médians

Certains types de graphes ont été défini en utilisant la notion d’intervalle, parmi ceux-ci

les graphes médians.

La notion de graphe médian a été introduite indépendamment par Avann [4] et Nebesky
[41]. 11s ont étudié la relation entre les graphes médians et certaines structures algébriques.
Mulder et Schrijver [39] ont étudié une relation entre les graphes médians et les hypercubes
(notion qu’on verra plus tard dans ce chapitre) possédant la propriété de Helly que voici

I'énoncé : Considérons E, B, Es, ..., £, une suite finie d’ensembles telle que si E; (| E; #

¢, Vi, j alors ? mi:1Ez‘ # o
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Définition 3 Un graphe médian est un graphe ot pour tout triplet de sommets u,v et w,
il existe un unique sommet x appartenant simultanément a une plus courte (u,v)-chaine,

a une plus courte (v,w)-chaine et a une plus courte (w,u)-chaine.

Utilisant le concept d’intervalles, un graphe est médian si pour tout triplet de sommets
uvetwona: |l (uv)NI(v,w)NI(w,u)|=1.

1.1.7 Quelques graphes particuliers

Cette section est destinée aux graphes complets, bipartis, équilibrés et aussi aux arbres

que nous allons manipuler tout au long de ce manuscrit.

Graphe k-régulier

Un graphe G = (V, E) est dit k-régulier si tous les sommets de G on un degré égal a k.

Graphe complet

Un graphe G = (V, E) est dit complet si tous les sommets sont deux a deux adjacents. Le

graphe complet & n sommets est noté K,.

La figure 1.1 montre le graphe complet a 4 sommets, Kj.

Graphe biparti

Un graphe G = (V, E) est dit biparti s’il existe une partition de V' en deux sous-ensembles
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F1G. 1.1 — Graphe complet sur 4 sommets

Vi et V; telle que chaque aréte de E a une extrémité dans V) et l'autre extrémité dans V5.

Une autre définition semblable des graphes bipartis est donnée par la proposition suivante :

Proposition 4 Un graphe G est biparti si et seulement si il n’admet pas de cycle de

longueur tmpaare.

Un graphe G est biparti complet si tout sommet de V; est adjacent a tout sommet de V5.

Un tel graphe est noté K, , oup = |Vi| et ¢ = |V4].

Graphe équilibré

Un graphe G est dit équilibré si et seulement si :

- G est biparti,

- Les deux ensembles de la bipartition ont le méme nombre de sommets.
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La figure suivante illustre le graphe K33 qui est équilibré et 3-régulier.

F1G. 1.2 — Graphe équilibré Kj 3

Les arbres

Un arbre T est un graphe connexe sans cycle.

A présent nous donnons quelques propriétés des arbres :

Théoréme 5 [§/ Soit G un graphe d’ordre n, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) G est sans cycle et conneze,

2) G est sans cycle et posséde (n — 1) arétes,

3) G est conneze et posséde (n — 1) arétes,

4) G est sans cycle et mazimal pour cette propriété(en ajoutant une seule aréte on crée
un cycle),

5) G est connexe et minimal pour cette propriété(en suprimant une seule aréte quelconque
le graphe ne sera plus connexe),

6) Tout couple de sommet (x,y) est relié par une unique chaine.
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Un graphe G = (V, E) vérifiant au moins l'une des propriétés ci-dessus est un arbre T

d’ordre n.

Un graphe admet un arbre 7' comme graphe partiel si et seulement s’il est connexe. Un

arbre T" admet au moins deux sommets pendants.

Les graphes intervalles réguliers

Un graphe G = (V, E) est dit intervalle régulier si et seulement si pour toute paire de
sommets u et v de G, le nombre de voisins de u appartenant a I(u,v) est égale a la
distance entre u et v. Autrement dit |I(u,v) N N(u)|=d(u,v).

1.1.8 Opérations sur les graphes

Somme cartésienne de deux graphes

On appelle somme cartésienne (dit aussi produit carré ou produit cartésien) de deux
graphes G = (V,E) et G' = (V', E’), notée GOG' dans 'ensemble des sommets est le
produit cartésien V (G) x V (G’) et ou deux sommets (u,u’) et (v,v’) sont adjacents si et

seulement si :

u = v etuv eFrE
ou
W = Vet wekE

La figure suivante montre la somme cartésienne de Ky[1K5.
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F1G. 1.3 — la somme cartésienne de deux graphes

On note que le nombre de sommets dans G = <V,E) est [V].|V'] et que le nombre
d’arétes est |V|.|E'| + |V'].|E].

Proposition 6 [3]] Le diameétre de la somme cartésienne de deuz graphes G et G' est la

somme des diamétres de ces graphes.

Produit croisé de deux graphes

On appelle produit croisé (dit aussi produit catégoriel) de deux graphes G = (V, E)et
G' = (V', E’), noté G x G’ le graphe dans ’ensemble des sommets est le produit cartésien

V(G) x V (G') et on deux sommets (u,u’) et (v,v") sont adjacents si et seulement si :

uveEFetu v ekl
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F1G. 1.4 — Le produit croisé de deux graphes

Homomorphisme de graphes

Soient G = (V,E) et G = (V, E) deux graphes. Un homomorphisme de G dans G est

une application

N

f:V(G) = V(G) telle que :

zy € BE(G) = f(x)f(y) € E(G)

Isomorphisme de graphes

Une application f : V(G) — V(G) définit un isomorphisme de G dans G si :
i) f est bijective.

ii) f et f~! sont des homomorphismes.
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Il est a remarquer qu’un homomorphisme bijectif n’est pas nécessairement un isomor-

phisme.Voici un contre exemple

f:V(G) = V(G)

f(1)=b, £(2)=a, {(3)=c

Fic. 1.5 -

ac € E(G') mais f~!(a)f(c) ¢ E(G)donct™! n’est pas un homomorphisme.

Décomposition en couches

Notons N (x) I’ensemble des voisins d'un sommet z, et soient N; (z) = {y € V,d (z,y) =i}

I’ensemble des sommets de V' qui sont & distances i de .

Une décomposition en couches de G, a partir d'un sommet & donné, est formée de 'en-

semble {x, Ny (z), Ny (x), ..., Ny (2)}.

Dans la figure 1.6 est représenté la décomposition en couches d’un graphe G & partir du

sommet a.
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F1G. 1.6 — La décomposition en couche du graphe G a partir du sommet a.

est a noter que dans une décomposition en couches d’'un graphe G, une aréte est soi
Il est t d d t hes d’ he G, te est soit

dans une couche, soit relie deux couches consécutives.

1.2 Le graphe de ’hypercube

Les hypercubes occupent une place importante dans la littérature de I'informatique et de
la combinatoire, I'objectif de cette section est de citer quelques propriétés des hypercubes
qui sont utilisées dans la suite. Une présentation générale des hypercubes sera donnée,
ainsi que quelques propriétés élementaires de ce type de graphe qui seront utiles dans
les chapitres suivants. Enfin, nous décrivons plusieurs caractérisations différentes d’un

hypercube.

Définition 7 L’hypercube de dimension n, noté Q, est le graphe ot les sommets repré-
sentent les n-uplets de {0,1}", et ou deuz sommets sont adjacents si et seulement si les

vecteurs associés a ces sommets different exactement en une seule composante.
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Il est a noter que Qg = K1, Q)1 = K5 et que d’une maniére générale, (),, peut étre défini

récursivement en utilisant la somme cartésienne par ),, = Q,—1LJKs;n > 1.

Comme on peut conclure que @, (n > 1) est isomorphe & KyOK,..0Ks et que Qg =
—_—

n fois

QnDQd

La figure suivante montre les premiers hypercubes

F1G. 1.7 — Les premiers hypercubes

Une direction i dans ’hypercube de dimension n (i < n) est I’ensemble des arétes de @,

‘eme

dont les extrémités ont des vecteurs associés qui différent a la i composante.

La figure ci-dessus montre une décomposition de ()3 en deux copies de (o suivant la

direction 1.
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Fi1G. 1.8 — La décomposition canonique de ()3

Il est facile de voir qu'une direction définit un couplage parfait de 2"~ ! arétes qui décom-

/

pose (), en deux copies disjointes, notées par Q) _,

@ 1. Une telle décomposition est
dite canonique suivant la direction i. Des arétes de méme direction sont appellées arétes

paralléles. Il existe n directions distinctes dans I’hypercube de dimension n.

1.2.1 Quelques propriétés élémentaires de I’hypercube

L’hypercube de dimension n est un graphe équilibré, n-régulier avec 2" sommets et

(n.2"71) arétes et de diamétre n.

Ces remarques ont permis a Kobeissi [34] d’aboutir au résultat suivant :

Proposition 8 [3]] Il existe (n — 1) chaines de longueur inférieure ou égale a n et une
chaine de longueur inférieure ou égale 4 (n+ 1), deur & deux sommet-disjointes, entre

toute paire de sommets distincts de I'hypercube de dimension n.
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Proposition 9 [19] Pour deux sommets u et v qui sont a distance k dans @, il eziste k!

plus courtes (u,v) — chaines.

1.2.2 Décomposition en couches de I’hypercube

Soit {z, Ny (z), Ny (x), ..., N, ()} une décomposition en couches a partir d’'un sommet x

quelconque de @),,. On a les propriétés suivantes :

i) Pour tout sommet y de N; (z) , y admet exactement i voisins dans N;_; (z) .

i) [N; (z)| = ..

On remarque que le nombre de sommets qui sont & distance impaire d’'un sommet quel-
conque z de @, est égale & 2"~ et que le nombre de sommets qui sont & distance paire

de z est égale a 2771 — 1.

La figure 1.9 montre une décomposition en couches de )3 a partir du sommet 000.

A partir de cette figure on remarque qu’il n’y a pas d’aréte entre deux sommets d’une méme
couche et cela est due a la propriété fondamentale de I’hypercube qui est la bipartition.
En effet; la bipartition est formée par les deux ensembles de sommets = et y tels que
x contient les sommets dont le vecteur représentatif posséde un nombre pair de 1 et y

contient le complément de x dans V.
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F1G. 1.9 — La décomposition en couche de ()3

1.2.3 Quelques caractérisations de I’hypercube

Dans la littérature il existe un nombre trés important de travaux portant sur la ca-
ractérisation de I’hypercube. Foldes [19] & donné une des premiéres caractérisations de

I’hypercube :

Théoréme 10 [19/ Un graphe connexe G = (V, E) est un hypercube si et seulement si G

satisfait les conditions suivantes :

1) G est biparti,

2) Pour toute paire x,y de sommets de G, le nombre de géodésiques entre x et y est
d(z,y)!

Par la suite Laborde & Rao Hebbare [31] et Mulder [37] ont indépendamment montré le

théoréme suivant qui repose sur le concept de (0,2) — graphe.
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Définition 11 Un graphe G conneze est un (0,2) — graphe si et seulement si pour toute

paire (z,y) de sommets, x ety ont 0 ou 2 voisins communs.

Mulder [37] a donné les propositions suivantes sur les (0,2) — graphes :

Proposition 12 [37] Si G est un (0,2) — graphe alors G est régulier.

Proposition 13 [37] Soit G un (0,2) — graphe de degré n, alors |V (G)| < 2"

Théoréme 14 [37] Soit G = (V, E) un (0,2) — graphe, alors

1) G est n—régulier,
2) V(&) <2m,

3) [V (G)| = 2" si et seulement si G est un hypercube de dimension n.

Il se trouve que pour n donné, ’hypercube est le seul (0,2) — graphe n—régulier pour

lequel la borne est atteinte.

Une autre maniére de caractériser I’hypercube en tant que (0,2) — graphe a été donnée

par Berrachedi [9]

Théoréme 15 [J/ Un (0,2) — graphe est un hypercube si et seulement si il existe une

décomposition en couches ot tout cycle de longueur 4 rencontre 3 couches.
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A présent on va passer a une autre caractérisation de I’hypercube qui utilise la notion de

graphe convexe donné par Van den Cruyce [15].

Définition 16 Soit un graphe G = (V, E) et soit S C V (G) un ensemble de sommets. Le
sous-graphe engendré par S est dit convexe si pour toute paire (x,y) de sommets distincts

de S, I(z,y)CS.

Théoréme 17 [15] Un graphe G est un hypercube de dimension n si et seulement si

lensemble des sous graphes convexes de G est {Qq, Q1, ..., Qn} .

La caractérisation suivante en termes de graphes médians est donnée par Mulder [35] :

Théoréme 18 [35] Un graphe conneze G = (V, E) est un hypercube si et seulement si G

est un graphe median régulier.

A la fin de cette section on va présenter une caractérisation de I'hypercube en termes

d’intervalles réguliers qui est dte & Mulder [37].

Théoréme 19 [37] Un graphe G est un graphe intervalle réqulier si et seulement si pour

tout couple de sommets (z,y) de G, le sous graphe induit par l’ensemble des arétes entre

nweauz de I (x,y) est un hypercube de dimension d (z,y) .

Plusieures autres caractérisations ont été données, en particulier des caractérisations en
termes de graphes distance monotones [14], de graphes intervalles-réguliers et de graphes

sphériques [9].
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1.2.4 Projection et anti-projection

Une projection (resp. une anti-projection) d’un sommet x d’un graphe G'sur un ensemble
de sommets S de G est un sommet y de S & distance minimum (resp. maximum) de .
Pour tout ensemble de sommets S de G et pour tout sommet x, on désigne par P (z,S5)
(resp. AP (x,S)) 'ensemble des projections (resp. 'ensemble des anti-projections) de x

sur S.

On considére les propriétés suivantes :

P1: Pour tout u,v et won a : |P (u, I (v,w))| = 1.

P2 : Pour tout u,v et won a : |[AP (u, I (v,w))| = 1.

Un graphe vérifiant I'une de ces deux propriétés est un graphe biparti. Mollard [40] a
donné la caractérisation suivante de ’hypercube en considérant les anti-projections sur

les intervalles.

Proposition 20 Un graphe G est un hypercube si et seulement si G vérifie la propriété
P2.

[40] Berrachedi [9] a donné un résultat analogue en considérant les projections sur les

intervalles.

Proposition 21 [9] Un (0,2) — graphe qui vérifie la propriété P1 est un hypercube.



Chapitre 2

Plongement de graphes dans

I’hypercube

Dans la littérature on trouve beaucoup de paramétres qui ont été définis pour mesu-
rer 'éfficacité des plongements [32]. Dans ce chapitre nous donnerons la définition de
ceux d’entre eux qui sont le plus souvent étudiés, a savoir la dilatation, ’expansion et la
congestion, aprés avoir donné la définition du probléme de plongement de graphe dans

I’hypercube.

Définition 22 Un plongement d’un graphe G dans un graphe H est défini par la donnée
d’une application injective ¢ de l’ensemble des sommets de G dans l’ensemble des sommets
de H, et d’une application P, de 'ensemble des arétes de G dans l'ensemble des chaine

de H, qui associe a chaque aréte uv de G une chaine reliant les sommets ¢ (u) et ¢ (v)
dans H.

L’étude d’un plongement d’un graphe G dans un graphe H revient a voir si G est isomorphe

a un sous graphe de H. On considére le cas out H est un hypercube Q.

28
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2.1 Paramétres mesurant ’efficacité des plongements

2.1.1 Dillatation

La dilatation d’un plongement ¢ d’'un graphe G dans un graphe H, notée dil (), est la
longueur maximale des chaines P, (xy) de H, associées aux arétes zy de G. Dans le cas ot
'on considére des chaines de plus courte longueur, la longueur de P, (xy) est alors égale a

la distance dg (¢ (z), ¢ (y)) et la dilatation s’exprime uniquement en fonction de ¢, par :

dil(p) = x;ggfca)dH(SD (). (y))

Dire que G est plongeable avec dilatation 1 est équivelant a dire que G est un sous-
graphe de H. Dans ce cas 'image de l'aréte xy de G est 'aréte p(z)p(y) de H. Si de plus
|[V(G)| = |V(H)|, alors G est un graphe partiel de H.

2.1.2 Expansion

L’expansion d’un plongement d’un graphe G dans un graphe H est le rapport du nombre
de sommets de H, sur le nombre de sommets de GG. Ce paramétre est une mesure du degré
d’utilisation des processeurs dans le cas d’un algorithme modelisé par G, et implémenté

sur le réseau de processeurs modélisé par H.

Une expansion égale a 1 peut correspondre a une utilisation optimale, ou du moins trés

efficace, des processeurs.
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2.1.3 Congestion

La congestion d’un plongement ¢ d’un graphe G dans un graphe H, notée cong(y), est le
maximum, pris sur toutes les arétes e de H, du nombre de chainesP, (zy) de H, images

d’arétes de GG, qui contiennent e .

2.2 Plongement optimal

Chercher un plongement d’expansion minimum d’un graphe G dans un graphe d’une
famille donnée, revient donc a plonger GG dans le graphe H de cette famille ayant le plus
petit nombre de sommets possible, supérieur ou égale & celui de G. On dit alors que H

est optimal pour G .

Dans le cas ou cette famille de graphes est réduite a un seul graphe qui est le graphe de
I’hypercube ; alors la recherche d’un plongement optimal d’un graphe G dans un hypercube
(2, consiste a trouver la plus petite dimension n de ’hypercube pour le quel G y est

plongeable .

2.3 Dimension cubique

Un graphe G est dit cubique s’il admet un plongement de dilatation 1 dans @),, pour un
certain n. Le plus petit entier n pour lequel G est plongeable dans @),, est appelé dimension

cubique, noté dim (G) .
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Firsov [I8] a montré que les arbres sont des graphes cubiques. Comme il a montré éga-
lement que tout graphe cubique est nécessairement biparti, mais la réciproque n’est pas
toujours vrai. En voici un contre exemple , K3 3 est biparti mais pas cubique. Illustré dans

la figure suivante.

F1G. 2.1 — Le graphe Ky 3

K3 n'est pas un graphe cubique, il n’admet pas de plongement dans @), quelque soit
la valeur de n. En effet, supposons qu’il existe un tel plongement, comme u et v sont a
distance 2 dans K>3, alors leurs images respectives ¢ (u) et ¢ (v) seront aussi a distance
2 dans @,,. Or deux sommets a distance 2 dans @),, appartiennent & exactement 2 chaines
sommet-disjointes de longeurs 2 dans @),, ce qui n’est pas possible car les 3 chaines
sommet-disjointes de longeurs 2 dans K53 doivent se plonger dans 3 chaines sommet-

disjointes dans @),,.

2.4 Décider si un graphe G est cubique

Havel et Moravek [27] ont donnés des conditions nécessaires et suffisantes pour dire si un

graphe GG donné est cubique. Ce concept est connu sous le nom de la C,, — valuation.

Les conditions nécessaires et suffisantes
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Un graphe G peut étre plongeable dans @), si et seulement si on peut étiqueter les arétes

de G par des entiers appartenant a 'ensemble {1,2,...,n}, de telle sorte que :

1) Toutes les arétes de G incidentes & un méme sommet x admettent des étiquetages

différents,

2) Pour toute chaine P de G, il existe un entier k € {1,2,...,n} qui apparait un nombre

impair de fois dans I'étiquetage des arétes de P.

3) Pour tout cycle C' de GG, aucun entier k € {1,2,...,n} n’apparait un nombre impair de

fois dans I'étiquetage des arétes de C.

Dans notre étude on ne tiendra compte que des deux premiéres conditions, car les arbres

sont des graphes connexes sans cycle.

2.5 Complexité

Pour un algorithme donné, on tient compte du nombre d’opérations, des données et de la
manieére de les coder ainsi que de la nature de ses opérations élémentaires. Un algorithme
de résolution d’un probléme 7 donné est une procédure décomposable en opérations élé-
mentaires transformant une chaine de caractéres représentant les données de n’importe
quel exemple du probléme 7 en une chaine de caractéres représentant les résultats de .
Un probléme 7 est dit polynomial s’il admet un algorithme polynomial. Un probléme =
appartient a la classe NP s’il admet un algorithme non déterministe polynomial. La classe
NP-Complet est une sous-classe des problémes NP. Un probléme est NP-complet quand
tous les problémes appartenant a la classe NP lui sont polynomialement réductibles. Si on

trouve un algorithme polynomial pour un probléme NP-complet alors on trouve un algo-
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rithme polynomial pour résoudre tous les problémes de la classe NP et on aurait P=NP.

Garey et Graham [1979] ont montré que le probléme suivant est NP-complet :

Théoréme 23 [20] (subgraph isomorphism problem)

Données : G et H deux graphes.

Question : G est-il un sous- graphe partiel de H?

Arfati et Papadimitriou[1984| ont particularisés ce résultat dans le cas ou H est le graphe

de I’hypercube.

Théoréme 24 [3] Le probléme suivant est NP-complet

Données : G un graphe, n un entier.

Question : G est-il un sous- graphe partiel de Q,, ¢

Wagner et Corneil[1990] ont montré que ce probléme reste NP-complet méme dans le cas

particulier ott G est un arbre et ou H est le graphe de I’hypercube @,.

Théoréme 25 [/5] Le probléme suivant est NP-complet

Données : T un arbre, n un entier.

Question : T est-il un sous- graphe partiel de Q,, ?
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2.6 Plongement dans (),

Le graphe @),, est un graphe connexe et équilibré.

Si un graphe G est plongeable dans un graphe H et H est plongeable dans un graphe @,
alors GG est plongeable dans @,,.

2.6.1 Condition nécessaire pour qu’un graphe G soit plongeable
dans @),

Si un graphe G = (V, E) est plongeable dans le graphe @,,, alors nécessairement on a :

- |V(G)| S 271’

- GG est biparti,

- le degré maximum de G, A (G) < n.

Si de plus |V (G)| = 2™ alors G doit étre équilibré.

Toutes ces conditions sont nécessaires pour qu’un graphe G soit plongeable dans @),,, mais

pas suffisantes, comme le montre I’exemple suivant :
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F1G. 2.2 — Arbre équilibré a 16 sommets qui n’est pas plongeable dans )y,

Cet arbre T est bien un arbre équilibré a 24 sommets qui n’est pas plongeable dans dans
@4. En effet ; dans T' tous les sommets sont a distance au plus 3 du sommet v alors que
dans @, pour tout sommet donné v, il existe un unique sommet u tel que d (u,v) =n ,

par conséquant, dans cet exemple, v devrait avoir un sommet a distance 4.

2.7 Plongement de cycles dans I’hypercube

L’hypercube est hamiltonien, il s’ensuit que le cycle Cyn est plongeable avec dilatation 1

dans @, et que dim (Can)= n.



Chapitre 3

Dimension de quelques classes d’arbres

Dans ce chapitre, on va présenter les principaux résultats connus concernant les plonge-

ments de quelques classes d’arbres dans I’hypercube .

Rappelons que la recherche d’un plongement optimal d’'un graphe G dans un hypercube
(), consiste a trouver la plus petite dimension n de I’hypercube pour lequel G y est

plongeable .

D’aprés le résultat de FIRSOV, tout arbre est plongeable dans I'hypercube. On s’intérre-

sera alors a la recherche de plongement optimal de ces arbres dans I’hypercube.

36
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3.1 Plongement d’arbres binaires complets dans 1’hy-

percube

Un arbre T est dit binaire si son degré maximum A(7) < 3.

Un résultat concernant les arbres binaires a été donnée par Havel [28)].

Proposition 26 [28] Soit T un arbre binaire d’ordre 2" avec n > 3 . Si T est équilibré

et posséde deuxr sommets de degré 3 alors T est plongeable dans Q.

Définition 27 L’arbre binaire complet D,, est le graphe défini inductivement comme suit :

-Dest le graphe biparti complet K .

-Pour n > 2,D,, est obtenu a partir de deux copies disjointes D,y et D,_1, et d’un
sommet u tel que u soit relié par une aréte a ['unique sommet de degré 2 de Dy et par

une autre aréte a l'unique sommet de degré 2 de D, ;.

F1G. 3.1 — Les premiers arbres binaires complets
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D,, est un graphe qui posséde 2" sommets de degré 1, (2" — 2) sommets de degré 3 et un
seul et unique sommet de degré 2 qui sera appelé la racine de 'arbre. Donc D,, est un

arbre binaire de hauteur n qui posséde (2"*! — 1) sommets.

Le théoréme suivant a été démontré par I. Havel [29] :

Théoréme 28 [29] Soit n> 2; D, est plongeable dans Q42 et dim (D,) = n + 2.

3.2 Plongement d’arbres dans I’hypercube obtenus par

transformation des arbres binaires

A partir de 'arbre binaire complet D,, on définira d’autres arbres plongeables dans 1’hy-

percube.

3.2.1 Arbre binaire B,

1. Pour n> 2 , B,, est un arbre binaire obtenu a partir de I’arbre binaire complet D,,_; ,

et d’un sommet u , tel que u soit relié a la racine de D,,_; par une aréte.

B,, posséde (2"~ + 1) sommets pendants, (2"~ — 1) sommets de degré 3, donc B,, posséde

2™ sommets.

La figure suivante montre ’arbre Bs .
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Fi1G. 3.2 — L’arbre Bs

On remarque que B, n’est pas équlibré. Le théoréme suivant donne la dimension cubique
de B,,.

Théoréme 29 [28/ Pour tout n> 2; B, est plongeable dans Q. 1; dim (B,) =n + 1.

Définition 30 La subdivision d’une aréte uv est le remplacement de uv par une chaine
U = U, Upy ooy Uiy ooy Up = U 0U les u; pour i = 1,...,(p—1) sont de nouveauxr sommets.

Une subdivision d’un graphe G est un graphe ot les arétes de G ont été subdivisées.

L’arbre B,, peut étre généralisé comme suit :

Soit n > 2 et k > 1; on définit I’arbre noté par B’; de la maniére suivante :

B} = B, , et BF est 'arbre obtenu en subdivisant chaque aréte de I’arbre binaire complet
D, 1 par k— 1 sommets et I’aréte pendante de B, adjacente a la racine de D,,_; par k

sommets.
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I est & remarquer que |V (BY)| = k.(2" — 1) + 2.

I. Havel a aussi démontré la proposition suivante, qui concerne le plongement de B2 dans

I’hypercube.

Proposition 31 [28/ Pour n > 2,dim (B2) =n + 2.

Ezxemple B3.

FiG. 3.3 - L’arbre B2.

Une généralisation de cette proposition a été donnée par I. Havel
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Proposition 32 [28] Pour n > 2, et k > 1,|V (B2*)| = k.2 — 2k 4 2 ,dim (B?") =
n+k+1.

~

3.2.2 Arbres binaires MDn,ﬁn,Dn

-Pour n > 1, on désigne par ~~D,, 'arbre formé de deux copies disjointes de D,,, tel que
leurs racines sont reliées par une aréte appelée aréte axiale de ~~ D,, cet arbre posséde 27!

sommets pendants, et 2"t — 2 sommets de degré 3, donc ~~D,, a 22 — 2 sommets.

La figure suivante illustre =~ Ds.

Fic. 3.4 —

Théoréme 33 [29/ dim(""D,) = n + 2 pour tout n > 1.

-Soit m > 1, on désigne par D,, I'arbre formé a partir de " D,, en insérant deux nouveaux
sommets au niveau de 'aréte axiale, et la chaine obtenue a partir de 'aréte axiale sera

appelée chaine axiale de D,.

-L’arbre D,, est I'arbre formé a partir de " D,, en insérant deux nouveaux sommets de

degré deux au niveau d’une aréte pendante de ~ "~ D,,.
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La figure suivante illustre D2

FIG. 3.6 — L’arbre D3

D? posséde 2" — 1 sommets pendants , 2" — 3 sommets de degré 3 et un sommet de degré

2, donc il posséde 2"*! — 3 sommets.

Théoréme 35 [/]] Pour tout n > 2  dim (D?) =n + 1.

3.2.4 Arbres binaires introduits par ARBOUZ

P. ARBOUZ [I] a introduit une classe d’arbres F,, dont les éléments sont définis de la

maniére suivante :

Pour n = 1; F} est donné dans la figure ci-dessous.

Pour n = 2; F, c’est I'arbre illustré dans la figure ci-dessous.
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Pour n > 3 , F,, est obtenu en joignant un sommet de degré 2 de F,_; & un sommet

pendant de F}. F, posséde 2n — 2 sommets de degré 3 , 2 sommets de degré 2, 2n

Fi1G. 3.7 — Les arbres F}, F; et I3

sommets pendants, alors F;, posséde 4n sommets.

Proposition 36 [I/ Vk > 0, dim (Fy) = k + 2.

La démonstration de cette proposition repose sur la notion de C,, — valuation. Pour n

quelconque, Arbouz a donné la dimension de F}, dans le corollaire suivant :

Corollaire 37 [1/ Vn > 1,dim (F,) = 2 + [logyn], ot [z] désigne la partie entiére

supérieure du réel x.

En effet; soit ke N : k —1 <logyn < k;onaF, > (k + 2) mais F,, est un sous-graphe de
For donc dim (F,) = (k+2) = (2+ [logyn]) .

ARBOUZ a généralisé cette classe de graphes comme suit :
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Pour k=1,Vn>1ona F(n,1)=F,

Pour k > 2,Vn > 1 on a F' (n, k) est obtenue & partir de F,, en dupliquant ses sommets k
fois, il est clair que |V (F (n,k))| = 4.k.n.

Proposition 38 [i/ Vk > 1 et Vs > 0,dim (F (2"“, 25)) =k+s+2.

Pour n quelconque nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 39 [2] Vk >2 et Vs > 1,dim (F (n,2%)) =2+ s+ [logyn] .

3.2.5 Arbres binaires introduits par KABYL

K. KABYL [33] a introduit trois nouvelles classes d’arbres binaires, obtenus a partir de

I’arbre binaire complet D,,. Ils sont notés respectivement R,,, H, et M,.

*La premiére classe est défini de la manicére suivante : Pour n = 1, Ry est 'arbre de la
figure 3.8.

Pour n > 2, R, est obtenu a partir de R,,_1, tel que chaque sommet pendant reliant un
sommet de degré 3 est relié & deux nouveaux sommets. Ces sommets sont pendants dans
l'arbre R,,.

R, posséde 2" + 1 sommets pendants, un sommet de degré 2 et enfin 2" — 1 sommets de

degré 3, donc R, a 2" 4+ 1 sommets.
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FI1G. 3.8 — Les arbres R; et Rs

Théoréme 40 [33] Pour tout n > 1,dim (R,) = n + 2.

KABYL a donné une généralisation de cette classe de graphe en définissant ’arbre R ;obtenu
de la maniére suivante :

R,(IO) est l'arbre binaire B, 1;

Rg) est 'arbre binaire R,,;

R pour k > 2 est 'arbre binaire obtenu & partir de R, en insérant (k — 1) nouveaux

sommets de degré 2 au niveau de l'aréte pendante incidente au sommet de degré 2 de R,,.

Proposition 41 Pour tout n > 1,2 < k < (n+ 2),dim <R£Lk)) =n+2

*La deuxiéme classe d’arbres donnée par KABYL [33] est définie de la maniére suivante :

Pour n = 1, H; c’est ’arbre binaire défini inductivement figure 3.9.

Pour n > 2, H,, est obtenu a partir de H,,_;, tel que chaque sommet pendant est relié
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Fi1G. 3.9 — Les arbres H; et H,

a deux nouveaux sommets. Ces nouveaux sommets seront appelés sommets pendants de
l'arbre H,,.

H,, posséde 21 sommets pendants, 2”1 — 2 sommets de degré 3 et 3 sommets de degré

2, donc H, & 2""2 + 1 sommets.

Théoréme 42 [33] Pour tout n > 1,dim (H,) = n + 3

*La troisiéme classe d’arbres donnée par KABYL [33] est définie de telle sorte que ses
¢éléments sont obtenus a partir de deux copies disjointes de Tl et TQ de R,, dont leurs

sommets de degré 2 sont reliés par une aréte. Un élément de cette classe est noté M,,.

M, est représenté dans la figure 3.10.

M, posséde 2" + 2 sommets pendants, 2" sommets de degré 3 , donc M,, a 22 4 2

sommets.
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FiG. 3.10 — L’arbre M,
Théoréme 43 Pour tout n > 1,dim (M,,)) = n+ 3
KABYL a généralisé cette classe en définissant 1’arbre M comme suit :

M¥) est Parbre obtenu a partir de deux copies disjointes, T}, Ty de R™ tel que un sommet
de degré 2 adjacent & un sommet de degré 3 de T} est relié par une aréte & un sommet de

degré 2 adjacent a un sommet de degré 3 de Tb.

Sik=1, MY = M,.

Proposition 44 [33] Pour toutn>1,2<k<n+2 on a :dim (ngk)> =n+3
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3.3 Autres plongements d’arbres

3.3.1 n — aiwres complets

Définition 45 Les n-aires complets sont une généralisation des arbres binaires complets,
ou le degré de la racine est égale a n. Un tel arbre de degré n et de hauteur k est noté
.

Il est & noté que T2 = D,,.

L’arbre T3 est représenté dans la figure ci-dessous.

FiG. 3.11 — L’arbre T3

I. Havel [29] a donné le résultat suivant relatif au plongement de ces arbres dans I'hyper-

cube Q,,.

sl

Proposition 46 [29] T est plongeable dans Uhypercube , et dim (T3') = [ 2%
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3.3.2 Chenilles

Définition 47 Une chenille C est un arbre avec au moins trois sommets, qui devient une
chaine P si tous les sommets pendants de cet arbre sont supprimés. Son degré est le degré

maximum de ses sommets.

Voici présentée dans la figure ci-dessous une chenille de degré maximum 6.

F1G. 3.12 — Une chenille de degré maximum 6

Une chaine P dans une chenille C' est appelée épine dorsale de C' si toute aréte de C' est
incidente & un sommet de P. Les sommets de P sont appelés sommets épinaux. A noter

que I’épine d’une chenille n’est pas unique.

Pour k£ > 1, soit [; (i = 1, ..., k) des entiers positifs tel que k + I3 + o + ... + [;, > 3.

D’aprés [17], CAT[ly, ..., l;] dénote une chenille qui est formée par une épine P & k som-

mets, [; etant le nombre de sommets non épinaux adjacents au sommet ¢ de P.

Le nombre de sommets dans CAT[ly,...,l] est k + 13 + lo + ... + lg, et CATI0,ls, ..., k]

(k sommets épinaux) est isomorphe a CAT'[ly + 1, ..., 1] (k — 1 sommets épinaux) .

Pour simplifier la notation, des parenthéses et des puissances seront employées :
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CAT [(3)"] = CAT [3,3,3,3] et CAT [0,(2,0)°,(0,2)%] = CAT'[0,2,0,2,0,2,0,0,2,0,2].

Quelques plongements connus concernants les chenilles

Soit ¢ ’ensemble des chenilles de degré au plus 3, et soit (), le sous-ensemble de ¢ formé

par les chenilles bipartis équilibrées a (2") sommets.

Soit C' une chenille de ¢ et soit P une épine de C' . (On note par vy, vy, ..., vs 'ensemble

des sommets de P).

Pour deux sommets z,y de P, on note par C,, le sous-graphe de C' engendré par les

sommets vy, ..., Uy.

[.Havel et Liebl [30] ont montré le théoréme suivant sur les chenilles de degré maximum
3.

Théoréme 48 [30] Toute chenille équilibrée a 2" sommets de degré mazimum 3 est plon-

geable dans Q).

La démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 49 [30] Pour n> 2 , soient C € C,1, soit P une épine de C et s = |V (P)|,
alors il existe v, et v, dans P, (1 <z <y < s), tel que C,, soit dans C,.

Harary et Lewinter [26] ont montré un résultat identique pour des chenilles de degré
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maximum 4.

Théoréme 50 [26] Toute chenille équilibrée a 2" sommets de degré mazimum 4 est plon-

geable dans Q).

Définition 51 Une k—chenille C, k > 1, est une chenille de degré mazimum k + 2 Si le
degré des sommets de C' est égal a 1,2 ou k + 2 alors C' est appelée une stricte k—chenille.

Dans la figure qui suit un exemple d’une stricte 2 — chenille.

F1G. 3.13 — Une stricte 2 — chenille.

Théoréme 52 [26]

Une 1 — chenille équilibrée a 2™ sommets est plongeable dans Q),,.

Théoréme 53 [20]

Une stricte 2 — chenille d’ordre 2™ CAT(0,0,2,2,0,0,2,2,...,0,0,2,2) est plongeable dans
Qn-
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Havel, Laborde et Mollard [I7] ont donné d’autres plobgements de ce type de graphes.
Ils ont aussi montré, en utilisant les propriétés de I'hypercube, que certaines chenilles

particulieres n’admettent pas de plongement optimal dans @,.

Lemme 54 [17] Pour n > 3 et pour k > 0,CAT [n —1,(0,n — B)k ,0,n — 1] n’est pas
plongeable dans Q.

Les mémes auteurs [I7] ont également donnés les résultats suivants.
Proposition 55 [17] i) Pour n>4 , CAT [(3)21 est plongeable dans Q2.

it) Pour 0 <n <3, CAT [(3)21 n’est pas plongeable dans Q2.

3.3.3 Plongement des grilles et des échelles

Définition 56 Une n — grille M = M (dy X ds, ... X d,,) est la somme cartésienne de n
chaines Py, Py, ..., P, d’ordre respectifs dy,ds, ..., d,.

Grille binaire

Définition 57 Une grille est dite binaire si d; est une puissance de 2 pour tout i. En

particulier si d; = 2 pour tout i, alors M est [’hypercube de dimension n.
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Voici un exemple de grille binaire M (2 x 4) = PP,

F1G. 3.14 — Une grille binaire M (2 x 4) = P,0P,

Harary et Lewinter [23] ont montré que les grilles binaires sont des graphes plongeables

dans I’hypercube et la démonstration repose sur le lemme suivant :

Lemme 58 [23] Si G et H sont des graphes plongeables dans G et H respectivement,
alors GLIH est plongeable dans GOH.

Preuve. On a V (GOH) C V (GDH), et par définition du produit cartésien, on a

E(GOH)CE (c’:mH) .=
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Plongement des grilles binaires dans I’hypercube

Théoréme 59 [3]] La n-grille est un graphe plongeable dans Q,, si et seulement si dy X
dg... X dn S 2m,

Plongement d’échelles

Définition 60 Soient P, = ay,as,...,a; et Po = by, bo, ..., by deux chaines d’ordres k, tels
que les sommets a; et b; (i =1,...,k) sont reliés par des chaines d’ordres ry, ...,y de telle
sorte que les extrémités de ces chaines soient reliées ['une par une aréte a a; et l'autre par
une aréte a b; pouri =1,....k (a; et b; seront reliés par une aréte si r; =0). Le graphe qui
en résulte est appelée une échelle E, et les chaines entre a; et b; sont appelées les rangs
de cette échelle.

On donne un exemple d’une échelle de rangs 2,0, 1 et 3 dans la figure 3.15.

F1G. 3.15 — Une échelle de rangs 2,0,1 et 3
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Le théoréme suivant est di a Bezrukov [12] sur le plongement des échelles dans 'hyper-

cube.

Théoréme 61 [12] Toute échelle équilibrée E est plongeable dans son hypercube optimal.

Le corollaire suivant s’en déduit :

Corollaire 62 [12] Soit C une chenille de degré mazimum 3 et soit P une épine de C,
telle que toute aréte de C\P soit subdivisé en un nombre pair de sommets. Alors C est

plongeable dans son hypercube optimal.

3.3.4 Plongement des quasi-étoiles et des double quasi-étoiles

Définition 63 Une étoile est un arbre avec exactement un seul sommet u qui n’est pas

pendant. Ce sommet est appelé jonction. Un tel arbre est isomorphe a K .

F1G. 3.16 — Une étoile K 5

Définition 64 Une quasi-étoile est une étoile dont les arétes sont subdivisées.
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Le lemme suivant est di a Havel [2§], il donne une condition nécessaire et suffisante pour

qu’une quasi étoile soit équilibrée.

Lemme 65 [28] Une quasi-étoile est équilibrée si et seulement si elle posséde exactement

une seule chaine de longueur impaire.

Le degré d’une quasi-étoile est le nombre de chaines incidentes a la jonction u. On notera
S (a1, as, ..., ax) une quasi-étoile ayant k chaines telle que I'une de leurs deux extraimités
soient incidentes a w, d’ordres respectifs aq, as, ..., ax. Une quasi-étoile de degré k, a 2"

sommets, est appelée quasi-étoile k-équilibrée (k — quasi — étoile).

F1G. 3.17 — Une quasi-étoile S (1,1, 2,2, 3)

Définition 66 Une double étoile est formée de deux étoiles dont les jonctions u et v sont

reliées par une aréte. A noter que u et v ne sont pas forcément du méme degré.

Définition 67 Une double quasi-étoile est une subdivision d’une double étoile, dans la-

quelle aréte reliant u et v n’est pas subdivisée.

Une double quasi-étoile dont les sommets u et v sont de degrés respectifs k et s, est notée

S (ay, a9, ..., ax; by, by, ..., b). Un tel graphe est montré dans la figure suivante :
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F1G. 3.18 — Une double quasi-étoile S (1,1,2;2,2,1)

Une double quasi-étoile est équilibrée si et seulement si le nombre de chaines d’ordre
impair qui sont incidentes a u est égal au nombre de chaines d’ordre impair incidentes a
v. Une double quasi-étoile équilibrée S (ay, as, ..., ag; by, b, ..., by) est appelé k double quasi

étoile équilibrée.

Havel [28] a montré que les 3-quasi-étoiles équilibrées a 2"sommets sont plongeables dans
Qn- Nebesky [43] a étendu ce résultat aux 4-quasi-étoiles équilibrées et au 5-quasi-étoiles

équilibrées. Limaye [36] a prouvé ce méme résultat pour k = 6.

Harary et Lewinter [24] ont cru avoir prouvé le théoréme général suivant concernant le

plongement des quasi-étoiles.

Théoréme 68 [2]] Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2" sommets, avec k < n ,est plon-

geable dans Q.

Mais Kobeissi [34] a montré que le lemme sur lequel ils se sont appuyés pour démontrer

ce théoréme était faux. Néanmoins il reste vrai par le résultat de Nebesky [41].
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Dans ce qui suit on va présenter une conjecture proposée par Havel [28] concernant les

doubles quasi-étoiles, et qui a été démontré par Kobeissi [34].

Conjecture 69 [28/ Toute double quasi-étoile équilibrée a 2™ sommets, de degré maxi-

mum n, est un graphe partiel de @Q,.

3.3.5 Les MD(ayq,...,a;) graphes

Définition 70 Soit uv une aréte donnée d(un graphe donné. On désigne par M D (ay, ..., ay)
graphe, le graphe formé par l'aréte uv et de (k > 1) chaines distinctes d’ordres respectifs
ai, ...,a, ou les a; sont des entiers positifs pairs, tels que les extrémités de chaque chaine
sotent reliées ['une par une aréte a u et ['autre extrémité par une aréte a v, et tels que
o+ ...ta=2"—2

F1G. 3.19 — Le MD graphe (2,2,6)

Il est clair que M D (ay, ..., ax) graphe est biparti.

Voici deux propriétés associées aux M D graphes .
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Kobeissi [34] a montré que les graphes M D (ay, ..., a;) équilibrés sont plongeables dans

@n-

Théoréme 71 [3]] Tout M D graphe k — équilibré a 2™ sommets, avec k < (n— 1), est
plongeable dans Q.

Comme conséquence directe de ce théoéme, il en découle les deux corollaires suivants :

Corollaire 72 [3]] Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2"sommets, avec k < n, est plon-

geable dans Q).

Corollaire 73 [3]] Toute k-quasi-étoile équilibrée a 2"sommets, avec k < (n — 1), est

plongeable dans Q.

MD (ay, ..., a;) graphe subdivisés

Définition 74 Un MD graphe subdivisé, noté MD(ag;ay,...,ax) est un MD (ay,...,ay)
graphe dans lequel l’aréte uv est subdivisée en un nombre pair de sommets ag, et tel que
ag—l—a1+...+ak:2"—2
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F1G. 3.20 — Le MD graphe subdivisé (2,2,2,6)
Il est clair que si I’aréte uv est subdivisée en un nombre impair de sommets, le graphe qui

en résulte ne serait pas plongeable dans 'hypercube car il ne sera pas biparti. C’est pour

cela que Kobeissi s’est intéressé uniquement a une subdivision d’ordre pair de I'aréte uv.

Proposition 75 [3]]] MD(ag;a1, ...,ax) est plongeable dans Q,,, si k < n — 2.



Chapitre 4

Dimension cubique de deux nouvelles

classes d’arbres

Le probleme de plongement d’arbres dans I’hypercube est toujours posé jusqu’a présent,
on n’a pas pu caractériser tous les arbres qui peuvent étre plongeable dans I’hypercube de
dimension minimum. Ainsi on essayera de trouver des résultats intermédiaires en étudiant

des classes d’arbres particuliéres.

Dans ce chapitre, on définira deux nouvelles classes d’arbres, obtenus & partir de I'arbre
binaire complet, dont les élements sont GG,, et W,, ayant toutes les deux la méme dimension

cubique égale & (n+3).

62
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4.1 Premiére classe d’arbre G,

Soit un arbre binaire (,, défini de quatre maniéres différentes :

*L’arbre G,, peut étre défini comme étant le résultat de trois copies de l'arbre B, reliées

entre elles par deux arétes, comme le montre le graphe de la figure suivante :

F1G. 4.1 — La premiére configuration de G,

Fi1G. 4.2 — L’arbre G

*La deuxiéme maniére de le définir est qu’il soit obtenu comme étant le résultat de 'iden-
tification du seul sommet pendant relié a la racine de I’arbre B,,;; au sommet pendant de
la racine de 'arbre R, (arbre de Kabyl), tout deux reliés par une aréte a une autre copie

de I'arbre B,, ;1 ; comme l'illustre le graphe de la figure suivante :
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F1G. 4.3 — La deuxiéme configuration de G,

Fi1G. 4.4 — L’arbre G,

*La troisiéme maniére de définir notre arbre G,, est qu’il soit obtenu en reliant la racine
de larbre D,, a I'un des trois sommets de degré deux de H,(arbre de Kabyl) par une

aréte. Figure 4.5.
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F1G. 4.5 — La troisiéme configuration de G,,
*Et enfin; la quatriéme maniére de définir la nouvelle classe d’arbre G,, est qu’elle soit

obtenue en reliant ’arbre ﬁn et I'arbre B, ;1 par une aréte (ab); comme le montre le

graphe de la figure 4.6.

F1G. 4.6 — La quatriéme configuration de G,

Ainsi GG, est obtenu en reliant 'un des deux sommets de degré 2 de la chaine axiale de

I’arbre D, a I'unique sommet pendant relié a la racine de I'arbre B,, ;1 par une aréte (ab).

En fait; tout notre travail se fera en s’appuyant sur cette dérniére configuration pour

démontrer la dimension cubique de cette classe d’arbre.
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Fi1G. 4.7 — Le graphe G,

Le nombre de sommets du graphe G,, est égal au nombre de sommet de D,, additioné au

nombre de sommets de B, , ce qui est égal & 3.2"1 sommets.

Le théoréme suivant donne la dimension cubique de G,,.

Théoréme 76 Vn > 1, la dimension cubique de l’arbre G, est dim (G,,) =n+3

Preuve.

Comme le graphe G, posséde 3.2 sommets qui est strictement supérieur au nombre
de sommets de 'hypercube @),,.5 alors GG,, ne peut pas étre plongeable dans @), 12, et par

conséquent sa dimension cubique est supérieur ou égale a n + 3

D’aprés la condition nécessaire et suffisante de I.Havel, il s’agit de montrer que G, est

plongeable dans (),,13, et pour cela il suffit de donner une ¢, 13 valuation pour G,,.
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Soit la valuation suivante de G, obtenue en prenant une c,.o valuation de Dn et une
Cnio _valuation de B, .1, Uaréte (ab) est valuée par n + 3, montrons que ¢a donne une

Cnt+s _valuation de G,,.

FI1G. 4.8 — Valuation de G,,

Soit P une chaine de G, :

1°"cas Si P appartient & 'arbre D,, alors il existe un entier k € {1,2,...,n+ 2}, pour

lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par k car D,, est C), 1o — valué.

2¢mecqs  Si P appartient a Parbre B, alors il existe un entier k € {1,2,...,n + 2}, pour

lequel un nombre impair d’arétes de P sont marquées par k car B, 1 est C,1 o — valué.
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3¢mecqs  Si P relie un sommet de ﬁn a un sommet de B, 1, alors P utilise l'aréte (ab)

qui est la seule marquée par n + 3; d’ou le résultat. m

4.2 Deuxiéme classe de graphe W,

On donne une nouvelle classe d’arbres notée W,,, dont on propose trois maniéres distinctes

pour la définir.

*Les éléments de I'arbre W,, sont obtenus comme premiére possibilité en utilisant ’arbre
Byy1, I'arbre R,, (arbre de Kabyl) et 'arbre D, telle que :

Si a est 'unique sommet pendant relié a la racine de B, 1, et si # est 'unique sommet
relié par une chaine de longuere deux a la racine de R,,, on identifie a et 3 pour obtenir
un sommet b; qu’on relie par une aréte a la racine a de D,,. Comme l'illustre le graphe

de la figure suivante :

F1G. 4.9 — La premiére configuration de W,
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*La deuxiéme maniére pour définir cette classe d’arbres est de considérer deux copies de

I’arbre B, et une copie de 'arbre R,, tel que :

Si a et 3 sont respéctivement les uniques sommets pendants reliés au racines des deux
copies de l'arbre B,, 1, et v 'unique sommet relié par une chaine de longeure deux a la
racine de R,, on identifie , 3 et v pour obtenir un sommet commun et par conséquant
I’arbre W,,.

F1G. 4.10 — La deuxiéme configuration de W,

Fi1G. 4.11 — L’arbre W,
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*la troisieme et derniére facon proposée pour définir arbre W, est qu’il soit obtenu en

reliant un des deux sommets de degré deux de I'arbre ﬁn a la racine b de 'arbre D,,.

F1G. 4.12 — La troisiéme configuration de W,

Pour des raisons de commodité on utilisera cette dérniére configuration pour donner la

dimension cubique de cette classe d’arbres.

Pour n > 1, 'arbre W,, est obtenu en joignant I'un des deux sommets de degré deux de

arbre D, a la racine de arbre D,,.

Le graphe W est illustré dans la figure 4.13.

Le nombre de sommets que posséde le graphe W,, est exactement égal a la somme des
sommets de 'arbre D,, (qui est égal a 2"72) et de I'arbre D,, (qui est égal & 2"t — 1), ce

qui donne 3.2""! — 1 sommets.

Le théoréme suivant donne la dimension de W,.

Théoréme 77 Pour toutn > 1, la dimension cubique de l’arbre W,, est dim (W,,) = n+3.
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FiGg. 4.13 - W,

Preuve.

Sachant que le graphe W,, contient 3.2""! — 1 sommets qui est strictement supérieur au
nombre de sommets de I'hypercube @),, .2 alors W,, ne peut pas étre plongeable dans ),

et par conséquent sa dimension cubique est supérieure ou égal & n + 3

Or pour montrer que W, est plongeale dans @), 3 il suffit de montrer que W,, est ¢,,3 —

valué.

Soit la valuation de W, suivante obtenue en prenant une ¢, o valuation de Dn et une
Cni2 _valuation de D, laréte (ab) est valuée par n + 3, montrons que ¢a donne une

Cnis _valuation de W,.



Conclusion

E’hypercube a succité de nombreuses études engendrant une litérature trés consistante
aussi bien en mathématiques qu’en informatique. Grace a sa structure, la motivation
premiére de l'intéret qui est porté sur I’hypercube est son utilisation dans de nombreux

domaines.

Il demeure encore le centre d’intérét de plusieurs traveaux récents focalisés sur la maniére
de caractériser les graphes comme étant des sous-graphes de 'hypercube (probléme de
plongement). En effet, de nombreux efforts ont été consacrés pour déterminer des condi-
tions (nécessaires et/ou suffisantes) selon lesquels un graphe G est un sous-graphe de
I’hypercube, plus précisément ’étude du plongement d’arbres. Cette importance résulte

de l'utilisation de ces arbres dans plusieurs domaines.

L’élément central de ce manuscrit est ’étude de classes spécifiques de graphes plongeables
dans hypercube, sachant que tous les arbres sont plongeables dans I’hypercube, le pro-
bléme consiste a trouver la plus petite dimension de celui ci dans lequel un arbre donné y
est plongeable (on parle alors d’hypercube optimal). Ce probléme a été traité par plusieurs
auteurs tel que [.Havel, F.Harary, M.Laborde, ce qui a permis de caractériser certaines

classes d’arbres.

Dans ce méme contexte, dans un premier temps on s’est imprégné du sujet, entre autre

80
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la compréhension du concept de plongement des graphes dans I’hypercube, la dimension
cubique d'un graphe G, le concept de ¢, — valuation qui est utilisé pour trouver les
dimensions de certaines classes d’arbres; ce qui nous conduit a la rédaction d'un survey

englobant de récents résultats traitant de ce sujet.

Tandis que dans la deuxiéme partie nous avons défini deux nouvelles classes d’arbres
plongeables dans I’hypercube obtenus a partir de I’arbre binaire complet et pour les quelles

nous avons donné la dimension.

Comme perspectives de ce travail, il serait intéressant de trouver la dimension cubique
de l'arbre Pn, ainsi que d’étudier le plongement d’autres classes de graphes autres que
les arbres, tels que le plongement de grilles, de graphes médians... et enfin donner des

algorithmes de plongement de ces classes de graphes.
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