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RESUME

%

- a présente these apporte quelques contributions a I'inférence statistique sur 'indice des valeurs
(0>
e

ST extrémes de distributions a queue épaisse, en présence d’information censurée aléatoirement a
p ’“'%// dr01te Elle s’étale sur quatre chapitres, auxquels une introduction générale et une conclusion
a s’ajoutent. Le premier chapitre est consacré a 'introduction de la théorie des valeurs extrémes
univariée (TVEU), en rappelant des notions, des définitions ainsi que des concepts fondamentaux dans la
dite théorie. Nous explorons dans un second chapitre, un ensemble de contributions statistiques des plus
marquantes, liées & 'estimation de I'indice des valeurs extrémes (EVI) noté v ou encore 'indice de queue
de distribution noté oo = 1/ ; Une revue de la littérature mettant accent essentiellement sur les modeéles
d’inférence semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon 7.i.d complet est considérée, a l'instar des
travaux de Hill (1975), Pickands (1975), Dekkers et al. (1989) ou de Beirlant et al. (1999). Une deuxiéme
partie de ce chapitre focalise la lumiére sur quelques estimateurs semi-paramétriques (qui font objet de
références dans la littérature), adaptés au cas de données censurées aléatoirement a droite : Einmahl et al.
(2008), Gomes and Neves (2011), ou encore Worms and Worms (2014). Un troisieme chapitre rappelle
un concept statistique robuste en la théorie bayésienne. Nous décrivons dans ce chapitre, les notions
essentielles a la construction et la mise en ceuvre d’un modele bayésien. Nous présentons a la fin de ce
chapitre, une contribution bayésienne a ’estimation de l'indice de queue «, dans le cas d’un échantillon
i.i.d complet, pour une distribution a queue lourde @ > 0, & I'idée de Ameraoui et al. (2016). Le dernier
chapitre est dédié essentiellement a nos modestes contributions : nous mettons le point sur ’analyse de
deux modeles dans la SVEU en présence de données (supposées étre i.i.d) censurées aléatoirement & droite

— La premiere contribution est présentée sous la forme d’un article publié dans la revue Computa-
tional Statistics €& Data Analysis, intitulé ”Bayesian estimation of the tail index of a heavy tailed
distribution under random censoring”, Volume 104C (2016), pages 148-168 . ( http://dx.doi.
org/10.1016/j.csda.2016.06.009).

— La deuxiéme contribution porte sur I’estimation d’un modele composite présenté lors de la 4"
Tunisian Society of Financial Studies Conference (Sousse, Tunis) du 08 au 10 décembre 2016,
intitulée "Modeling Algerian cars claims using LPC model under right random censoring data”. La
contribution est acceptée pour publication au Journal of Business and Economics (ISSN 2155-7950),
USA.

Mots clés : Théorie des valeurs extrémes, censure aléatoire, estimation, inférence bayésienne, indice de
queue, distribution a queue lourde, consistance de distributions a posteriori.

iii


http://dx.doi.org/10.1016/j.csda.2016.06.009
http://dx.doi.org/10.1016/j.csda.2016.06.009

ABSTRACT

Abstract

iv



ABREVIATIONS & NOTATIONS

Abréviations



Table des matieres

Dédicace

Remerciements

Résumé

Abstract

Abréviations & Notations
Table des matieres

Table des figures

Liste des tableaux

I INTRODUCTION A LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES
I.1 Notions de statistiques d’ordre . . . . . . . . . ...
I1.1.1 Distributions de statistiques d’ordre . . . . . . . . . .. ... . ..
1.1.2  Existence des moments d’une statistique d’ordre . . . . . . . . ... ... ... ..
1.1.3 Comportement limite des maximas . . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..
.2 Fondements de la théorie des valeurs extrémes . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...,
1.2.1 Caractérisation des max-domaines d’attraction . . . .. ... .. ... ... ....
1.2.2 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Fréchet . . . . . . . .. ... ...
1.2.3 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Weibull . . . . . . . ... ... ..
1.2.4 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Gumbel . . . . . . ... ... ..
.3  Fluctuation des maximas . . . . . . . . . . . . .
1.3.1 Approche des maximas par bloc (ou GEV) . . .. ... .. ... ... ... ...
1.3.2  Approche des exces au-dela d’un seuil (ou POT) . . ... ... .. ... ... ...
1.3.3  Approche des moments pondérés . . . . . . .. ...
1.3.4 Approche moyenne des exces au-dela d’'un seuil . . . . . . . ... ... ... .. ..

II INFERENCE STATISTIQUE FONDAMENTALE DANS LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES
II.1 Modeles semi-paramétriques de premier, second et d’ordre élevé . . . . . . . . . .. .. ..
I1.2 Estimation semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon i.i.d complet . . . . ... ...
11.2.1 Estimation de l'indice des valeurs extrémes . . . . . . . . ... ... ... .....
11.2.2 Estimateurs généralisés de 'indice des valeurs extrémes . . . . ... ... ... ..
I1.2.3 Réduction du biais dans l’estimation de I'indice des valeurs extrémes v . . . . . . .

vi



TABLE DES MATIERES vii

11.2.4 Estimation du quantile extréme pour les distribution a queue lourde . . . . . . . .
I1.3 Estimation semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon i.i.d en présence de censure
aléatoire . . . . . . L L
1I1.3.1 Présentation du cadre d’estimation . . . . . . . .. ... ... ... L.
11.3.2 Estimation de l'indice des valeurs extrémes en présence de censure aléatoire a droite

IIINOTIONS DE STATISTIQUE BAYESIENNE
III.1 Approche bayésienne . . . . . . . . . . . . . . e e
ITII.1.1 Le paradigme bayésien . . . . . . . . . . . . . . . e
IT1.1.2 Fondement de la construction bayésienne . . . . . . .. .. ... ... .. .....
IT1.2 Principes d’inférence bayésienne . . . . . . . . . . . ... L
II1.2.1 Fonction de perte et risque bayésien . . . . . . . . . .. . ... ... ... .. ..
II1.2.2 Estimateurs bayésiens ponctuels . . . . . . . . .. ... ... ... . ... . ...,
II1.2.3 Exemple du controle de qualité . . . . .. . .. .. ... oL
IT1.3 Quel choix a priori? . . . . . . . . o e
II1.3.1 Distribution a priori informative . . . . . . . . .. .. ... ... ... .......
I11.3.2 Distribution a priori non-informative . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ..
II1.3.3 Loi a priori ausens de Jeffrey . . . . . . . . .. .. ... oL
II1.3.4 Laloide Laplace . . . . . . . . . . . e
II1.3.5 Loi a priori de Zellner . . . . . . . .. .. . . . e
IT1.4 Modele bayésien hiérarchique . . . . . . . . . .. . .
IT1.5 Consistance de la distribution a posteriori . . . . . . . . . . ... . ... ... .. .....
II1.5.1 Normalité asymptotique de la distribution a posteriori . . . . . . . . .. ... ...
II1.6 Estimation bayésienne de l'indice de queue v >0 . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..
I11.6.1 Approche bayésienne informative . . . . . . . . ... ... ...
II1.6.2 Approche bayésienne non-informative . . . . . . . ... .. ... ... . ......
I11.6.3 Comparaison entre les estimateurs bayésiensde av. . . . . . . .. .. ... ... ..
111.6.4 Estimation de « par une approche MCMC . . . . . .. .. ... ... . ......

IV QUELQUES CONTRIBUTIONS A L’ESTIMATION DE L'INDICE DE QUEUE o POUR UNE DISTRIBUTION

A QUEUE LOURDE EN PRESENCE DE CENSURE ALEATOIRE A DROITE

IV.1 PREMIERE PARTIE :
BAYESIAN ESTIMATION OF THE TAIL INDEX OF A HEAVY TAILED DISTRIBUTION UNDER
RANDOM CENSORING . . . © v v v ittt e e e e e s e s e s

IV.2 DEUXIEME PARTIE :
MODELING ALGERIAN CARS CLAIMS USING LPC MODEL UNDER RANDOMLY RIGHT-
CENSORED DATA . . . v v v v e e e e e e e e e e e
IV.2.1 Lognormal-Pareto composite model . . . . . . ... .. ... ... . ... ...
1V.2.2 LPC parameters estimation under random censoring . . . . . . . . . ... ... ..
IV.2.3 An application to Algerian cars claims data . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1V.2.4 Conclusion and perspectives . . . . . . . . . . . . . .

Conclusion générale



Table des figures

L1 A gauche : Fonction de répartition du maximum H,(z), & droite : Fonction de répartition
du minimum L, (z) pour n = 10 (en gras) , 20,50, 100, 1000 et 10000 respectivement pour
une loi exponentielle £(1) (ligne 1), Log-logistique standard (ligne 2) et une loi uniforme
M[O,l] (hgne 3) ...........................................

N

1.2 A gauche : variation de la distribution EV Djs(7y) en fonction de v, a droite : sa densité
de probabilité h.(z) — ligne en bleu v > 0, en rouge v =0, en vert y <0 . . .. .. ...

1.3 A gauche : variation de la distribution EV D,,(v) en fonction de v, & droite : sa densité
de probabilité [, (x) — ligne en bleu v > 0, en rouge y =0, en vert y <0 . . ... .. ...

1.4 Fonction moyenne des exces empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi U1y . . . . .

I.5  Fonction moyenne des exces empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi £(1.5)

1.6 Fonction moyenne des excés empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi de Pareto P(0.5)

I.7 Fonction moyenne des exces empirique relative aux données danish fire . . . . . . . . ...

II.1 Comportement empirique de quelques estimateurs de v (en rouge U'estimateur de Hill, en
vert 'estimateur de Pickand, en bleu l’estimateur de Dekker et en noir ’estimateur de
Hill généralisé) - ligne 1 : Distribution Pareto(2), ligne 2 : Distribution exponentielle
standard, ligne 3 : Distribution uniforme sur [0,1]. . . . . . . .. .. ... oL
I1.2 Comportement empirique des estimateurs en présence de censure - ligne 1 : une proportion
de non-censure de 90%, ligne 2 : une proportion de non-censure de 75% et ligne 3 : une
proportion de non-censure de 50%. . . . . . ...

III.1 Effet des hyper-parametres a et b sur la loi a posteriori . . . . . . ... ... ... .....
II1.2 Histogramme des réalisations de l'algorithme MH . . . . . . . . . ... ... ... .....

IV.1 Line 1 : QQ-plot of m estimations of the scale parameter 3, Line 2 : QQ-plot of m
estimations of the shape parameter 6 under simulated LPC(1.5,10) right censored by :
£(0.01) -left plot-, £(0.1) -right plot- . . . . . .. .. ... .

IV.2 Estimated density for 8 estimations, for X ~ LPC(1.5,10) right censored by : Y ~ £(0.01)
-left plot-, Y ~ £(0.1) -right plot- . . . . . ...

IV.3 Log Quantile-Quantile plot of Algerian claims data for LPC (Black), Pareto (Green) and
Lognormal (Pink) distibution. . . . . . . . . . ... .

viii



Liste des tableaux

L1 Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi Ujg1y. . . . . . . . .
1.2 Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi £(1.5) . . . . .. ..
1.3  Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi P(0.5) . . . . .. ..
I.4 Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour les données Danish fire . . .

ITI.1 Exemples de lois conjuguées usuelles . . . . . . . . . . . ... . o
IT1.2 Estimation bayésienne de 'indice de queue « relativement a une distribution de Fréchet :

F(z) = exp(—z~%), et une distribution de Pareto : F(x) =2~ .. ... ... ......
IV.1 LPC(B8 = 1.5, # = 5) parameters estimation right censored by £(\) distribution . . . . . .
IV.2 LPC(B8 = 1.5, # = 10) parameters estimation right censored by £(\) distribution . . . . .
IV.3 Estimated Parameter and Goodness-of-fit for Algerian data claims . . . . . ... ... ..

ix



INTRODUCTION GENERALE

Qf:o'?‘g&.’)

Généralités

aux hypotheéses (ou contraintes) supposées.

Lors de l'analyse statistique des données, un des constats qu’on peut observer est l'apparition de
valeurs aberrantes par rapport au comportement moyen. Cette ” éruption” peut-étre due a une mauvaise
mesure du phénomene, ou parfois (méme le plus souvent) une réalisation naturelle du caractere étudié,
engendrant ainsi des variations de trés grandes amplitudes. La prise en charge d’une telle situation est
devenue plus que nécessaire, par la conception d’outils statistiques performants et capable d’expliquer les
observations a forte intensité.

Une nouvelle branche de la statistique, au nom de la théorie des valeurs extrémes (TVE), a vu le
jour, afin d’expliquer, de modéliser et de décrire la survenance d’évenements dits rares ou extrémes,
lorsqu’il s’agit de valeurs beaucoup plus grandes ou plus petites que celles observées habituellement. Ces
évenements rares sont caractérisés par :

— Une faible probabilité d’occurrence mais relativement significative (I'importance des queues d’une

distribution)

— Une longue période de retour d’un tel évenement

— Une forte intensité de I’événement lorsqu’il se réalise

Ainsi, une des questions fondamentales dans la TVE, est de savoir comment peut-on évaluer la proba-
bilité d’un évenement rare ? ou encore, comment mesure-t-on le risque associé a ces événements extrémes 7

Dans la nature, les événements rares ou extrémes sont souvent liés aux catastrophes naturelles (oura-
gans, tremblements de terre, crues ou inondations, ...) et leurs analyse apporte une aide & la décision a
grande portée socio-économique, parfois a ’échelle des politiques d’états méme.

Contrairement a la théorie statistique ”classique”, qui s’appuie en grande partie sur une analyse des
valeurs centrales de I’échantillon (en donnant peu d’importance aux queues de la distribution), la théorie
des valeurs extrémes s’articule autour d’une caractérisation des queues, susceptible de pouvoir contenir
des valeurs extrémes. L’inférence dans la TVE est ainsi développée afin d’estimer au mieux la probabilité
d’occurrence de tels événements, ou encore leurs amplitudes et leurs périodes de retour, méme si le nombre
de fois ol on observe ces événements est petit. Cette théorie fut initiée par Fisher et Tippet en 1928, puis
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développée par les apports de Gnedenko en 1943, en énongant le comportement probable des extremums.
On en trouve récemment dans la littérature, quelques nouvelles adaptations du théoreme fondateur de la
TVE (voir Embrechets et al. (1997)), ce qui montrent le développement autour de cette théorie, en terme
de résultats théoriques, mais aussi en terme d’adaptation de la dite théorie dans différents domaines
scientifiques :

1. Climatologie : en analyse et modélisation des vagues de froids et des canicules (Shen et al. (2010)),
en observation et veille climatique (Naveau et al. (2005)), ou encore en analyse des précipitations
(Katz (1999)).

2. Hydrologie : le dimensionnement des projets de canalisation hydrologique dans les zones urbaines,
est 1lié aux phénomenes des crues extrémes et aux séquences de pluies torrentielles exceptionnelles
(voir & titre d’exemple le papier de Blanchet et al. (2016), ou Katz et al. (2002)).

3. Assurances et finance ou la TVE intervient comme un outil performant dans la modélisation des
risques extrémes : forte fluctuation des cours boursiers impactée par une crise financiere (crise des
subprimes aux EU 2008), sinistralité corporelle en assurance automobile, actes terroristes contre un
complexe industriel (Tiguentourine - Algérie, 2013). Voir aussi Asimit et al. (2016), Lia (2016).

Présentation des travaux de these

L’objectif principal de cette these est d’apporter une approche statistique d’estimation ponctuelle
de 'indice des queues, et ’application d’une telle contribution dans un contexte, ot on suppose que les
données sont censurées aléatoirement a droite. Notre contribution majeure est une modeste innovation

dans l'estimation bayésienne de l'indice d’une distribution a queue lourde en présence d’information
censurée aléatoirement a droite. Le développement de cette these est décrit comme suit :

Chapitre I :” Introduction a la théorie des valeurs extrémes ”

Nous explorons dans ce chapitre, les généralités sur la TVE univariée permettant d’introduire les
notions et les concepts nécessaires dans la suite de cette these : Nous rappelons tout d’abord le
fondement de la TVE, en énongant le théoreme de Tippet-Fisher-Gnedenko, et une variante de ce
théoreme permettant de distinguer le max-domaine d’attraction d’un extremum selon la nature de
la queue de distribution. Ces deux théorémes sont énoncés par une paramétrisation d’une loi limite
non-dégénérée, dépendante du dit indice des valeurs extrémes (noté +), ou encore indice de queue de
la distribution (noté «). Nous citons aussi, quelques approches statistiques d’estimation de 'indice
v, ainsi que 'application de la TVE a ’estimation de la notion des quantiles extrémes.

Chapitre II :” Inférence statistique fondamentale dans la théorie des valeurs extrémes ”
Ce chapitre est une revue de la littérature statistique, relative a I’estimation de I’indice des valeurs
extrémes v, dans un contexte d’échantillon i.i.d complet, puis lorsque la présence de censure est
considérée.

Une premiere partie est dédiée a l’estimation semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon X7, X5, ...

supposées i.i.d et complet (sans censure de données). Nous rappelons des estimateurs (des plus
répondus dans la littérature), ainsi que leurs propriétés asymptotiques : estimateur de Hill (1975),
estimateur de Pickands (1975), estimateur des moments (Dekkers et al., 1989), estimateur des
exces au-dela d’un seuil aléatoire (Davison , 1984), ainsi que des estimateurs généralisés de 'in-
dice des valeurs extrémes (Csorgé et al. (1985), Groenboom et al. (2003), Beirlant et al. (1996) et
Fraga et al. (2009)). Nous discutons aussi le probleme de la réduction du biais dans l’estimation
de l'indice des valeurs extrémes 7, en citant les travaux de Peng en 1998, Beirlant et al. (1999),
Gomes et al. (2002), puis ceux de Caeiro et al. (2005). Une application actuarielle des différentes
notions de la TVE est présentée a la fin de cette partie (Cette partie issue d’un exposé oral lors
des Journées Internationales de Statistiques Théoriques et Appliquées JISTA’13 (USTHB, 2013),

’X"’L
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intitulé ”Estimateur a biais réduit de la prime de réassurance pour une distribution de sinistralité
extréme”).

Une deuxieme partie de ce chapitre est réservée a ’estimation semi-paramétrique dans le cas d’un
échantillon i.i.d en présence de censure aléatoire a droite : L’idée initiale fut introduite par Reiss et
Thomas en 1997 (voir [66], section 6.1), quand ils ont proposé un estimateur de v > 0, mais sans
énoncer de résultats asymptotiques sur l'estimateur proposé. Récemment, Beirlant et al. (2007)
proposa un estimateur généralisé de v € R, ainsi que ’estimation du quantile extréme en présence
de censure aléatoire a droite. Ces contributions ont été fondatrices de travaux récents a l'instar
d’Einmahl et al. (2008), Gomes and Neves (2011), ou tout récemment Worms and Worms (2014)
qui proposérent un nouveau type d’estimateur non-paramétrique de v pour une distribution a
queue lourde. Cette deuxieme partie du chapitre II, a fait 'objet d’un exposé oral lors du colloque
international MSS’14 (USTHB, 2014) intitulé ” Optimal approach on the heavy-tailed distributions
mean estimation with right random censoring”.

Chapitre III : ” Notions de la statistique bayésienne ”

Une présentation non-exhaustive, et un rappel des définitions, et des notions basiques de la théorie
bayésienne, représentant le fondement de notre contribution objet de cette these : Nous décrivons
dans ce chapitre, quelques notions essentielles & I’analyse bayésienne, de sa construction a la mise
en ceuvre pratique d’un tel modele. Nous commencons par rappeler tout d’abord, les fondements
théoriques des modeles bayésiens, permettant d’introduire dans un second temps, I’ensemble des
techniques bayésiennes en étalant le mécanisme d’inférence sur un parametre du modele statistique
classique ou on prétend avoir une connaissance a priori. La troisieme partie de ce chapitre sera
consacrée au choix discutable de la loi a priori du parametre qu’on supposera, et 'idée derriere la
construction d’une telle loi en fonction de la structure du modele statistique. A la fin de ce chapitre,
nous présentons une application des concepts bayésiens a ’estimation de l'indice de queue « relatif
a une distribution appartenant au max-domaine d’attraction de Fréchet pour un échantillon de
données i.i.d complet (Une contribution inspirée du cas traité dans [2]).

Chapitre IV :” Quelques contributions a l’estimation de I'indice de queue a pour une distribution a
queue lourde en présence de censure aléatoire a droite ”
Nous présentons dans ce chapitre, I’ensemble de nos contribuions de recherche développée pendant
I’élaboration de cette these :
La premiére contribution est présentée sous la forme d’'un article publié dans la revue Computa-
tional Statistics € Data Analysis, intitulé ” Bayesian estimation of the tail index of a heavy tailed
distribution under random censoring”, volume 104C, page 148-168 (http://dx.doi.org/10.1016/
j.csda.2016.06.009), dans laquelle nous présentons un nouveau type d’estimateurs bayésiens de
lindice de queue « relatif & une distribution & queue lourde (o > 0). Pour différents types de
lois a priori, ces estimateurs sont construits sous un modele semi-paramétrique, et en considérant
un échantillon de données i.i.d censurées aléatoirement a droite. Nous établerons la convergence
asymptotique de la loi a posteriori de « vers une distribution gaussienne. Les propriétés empiriques
de chacun des estimateurs proposés seront discutées a l'aide d’une étude par simulation et une
application sur des données réelles.
Une deuxiéme contribution porte sur I'utilisation d’un modele hybride (ou composite) dit Lognormal-
Pareto Composite model (LPC), issu d’un mélange d’une loi lognormale et une loi de Pareto de
type II. Nous rappellerons tout d’abord, dans le cas d’un échantillon complet, la construction
d’une procédure d’inférence statistique par ’approche du maximum de vraisemblance, puis nous
étendrons ce travail dans le cas ou les données sont censurées aléatoirement a droite. La partie
que nous présentons a été présentée lors de la 4" Tunisian Sociaty of Finantial Studies Conference
(Sousse, Tunis) du 08 au 10 décembre 2016, intitulée ?Modeling Algerian cars claims using LPC
model under right random censoring data”, et acceptée pour publication dans la revue ” Journal of
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INTRODUCTION A LA THEORIE DES
VALEURS EXTREMES

(Le:o‘fas:)

... Cn foutes choses les cxtrémes sont rares, fes choses moyennes sont Sonc tres commumes ...

Platon, Apologie de Socrate, 428 Av. JC - 347 Av. JC

<5y @ modélisation probabiliste a émergé comme 'une des disciplines mathématiques les plus impor-
6@\\‘%’ tantes et la plus répondue dans les sciences appliquées au cours des cinquante dernieres années.
h Ces techniques sont devenues largement utilisées dans différentes sciences et disciplines formant
G ainsi un champ étendu d’application.

A Dinstar des modeles probabilistes les plus célebres dans la littérature mathématique moderne, la
modélisation des événements ou phénomenes extrémes (qu'ils soient naturels : les ouragans, les tremble-
ments de terre, les inondations, de nature économique : tels que les crises financieéres, les crashs boursiers,
ou méme de nature technologique tel que occupation d’un réseau internet...) est considérée aujour-
d’hui comme un champ de recherches particulierement actif, notamment par I’impact socio-économiques
d’occurrence de tels événements dans notre vie. En particulier, et depuis quelques années, une nouvelle
discipline s’intéressant a ’analyse des événements rares a vu le jour, en tentant de mettre le point sur
leur aspect imprévisible ; ¢’est la Théorie des Valeurs Extrémes (TVE) qui a pour objectif la modélisation
de tels événements.

Dans le domaine hydrologique par exemple, ou la prévision des crues est particulierement importante,
la théorie des valeurs extrémes apporte des indicateurs tres précis permettant le bon dimensionnement
des projets hydrauliques.

En météorologie, ou I’étude de la vitesse des rafales de vent, permet d’évaluer le degré de résistance des
matériaux face a la pression exercée par le vent. On peut citer un autre exemple, qui serait ’estimation de
I'intensité des vagues des canicules : une analyse de ces vagues de chaleurs extrémes permet aux autorités
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publiques la mise en place des moyens sanitaires nécessaires pour éviter une sur-mortalité des personnes
vulnérables.

En assurance dont I'une des préoccupations majeure est la prise en compte des sinistres extrémes dans
les modeles de tarification, afin de mieux estimer la juste prime que doit payer 'assuré.

Ainsi, la TVE cherche a fournir une réponse aux deux questions suivantes :

— Comment évalue-t-on la probabilité d’occurrence d’un événement rare 7

— Comment mesurer le risque associé a ces événements extrémes ?

La notion d’évenements rares ou extrémes a été définie pour la premiere fois par le mathématicien

Britannique A. Gumbel (1891-1966) :
Un événement rare est un événement dont la probabilité d’occurence est trop “petite”.

Cette notion de rareté est caractérisée par :

— Une probabilité d’occurence significative ('importance des queues de la distribution)

— Une période de retour d’un tel évenement assez longue

— Une grande intensité de 1’évenement quand il se réalise

Le développement asymptotique de la théorie des valeurs extrémes fut en parallele du théoreme
centrale limite (TCL). En effet, les deux théories portent quelques éléments de ressemblance :

Soit X1, Xo, ..., X,, un n-échantillon de variables aléatoires supposées indépendantes et identiquement
distribuées. Si le TCL concerne la recherche du comportement asymptotique d’une somme S, = X; +
Xo+...+ X, lorsque n — oo, la théorie des valeurs extrémes quand a elle, cherche a dégager une loi limite
de statistiques extrémes M = max (X7, Xo,..., X,) et m = min(Xy, Xo, ..., X,;) quand n — oo. Le point
de départ d’un développement de la théorie des valeurs extrémes fut la construction d’une distribution
limite non-dégénérée de la dite statistique d’ordre.

Dans ce contexte, il est important de citer quelques ouvrages des plus appréciés par la communauté
s’intéressant a la question des valeurs extrémes, que nous recommandons vivement aux lecteurs :

— Extreme Values Theory : and Introduction (2006) par de Haan L. et Ferreira A.[40].

— Extreme Values, Regular Variation, and Point Processes (2008) par Sidney I. Resnick [67].
An Introduction to Statistical Modeling of Extreme Values (2001) par Stuart Coles [18].
— Statistical Analysis of Extreme value : Application to hydrology, insurance an finance

(Third Edition, 2007) par Reiss R. D et Thomas M. [66]
— Statistics of Extremes - Theory and Applications (2004) par Beirlant J., Goegebeur Y.,
Segers J. et Teugels J. [§]
Modelling Extremal Events for Insurance and Finance (en deux éditions, 1997 et 2011) par
Embrechts P., Klauppelberg C. et Mikosch T. [30]

I.1 Notions de statistiques d’ordre

La notion de statistiques d’ordre est considérée comme un instrument fondamental dans la théorie
des valeurs extrémes, car elle permet de décrire (notamment par la premiére et la derniére statistique)
les queues de la distribution. Nous résumons dans la présente section, quelques définitions, propriétés et
résultats relatifs a la notion de statistiques d’ordre. Nous recommandons pour plus de détails, le livre A
First Course in Order Statistics (Classics in Applied Mathematics, 2008) par Arnold B.C.et Balakrishnan
N., [3].

Considérons maintenant, un espace probabilisé (€2, A,P) formé par une expérience aléatoire, auquel
on associe une variable aléatoire X, de fonction de répartition F' (qu’on suppose dans un cadre restreint
absolument continue et admettant une densité de probabilité notée f).

Soit un n-échantillon de variables aléatoires X7, X5, ... X, supposées i.i.d et de méme loi que X.

Pour chaque w € §, on a une valeur observée X (w), ..., X,,(w) de ce n-échantillon. Ordonnons cette
suite de valeurs par ordre croissant Xp, )n(w) < Xi,w)n(w) < ..o < X (w),n(w), ot ki(w) est le
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numéro (ou rang) de la ACMe plug petite valeur. On définit ainsi, Xin(w) = Xy w)n(w), est la jieme
valeur rangée ou le vecteur (X, ..., X, n) représente 'échantillon rangé.

Définition I.1.1. La statistique d’ordre k d’un échantillon de n variables aléatoires X1, Xo,... X, est
la k'™ plus petite valeur des X;, qu’on note par Xi,, (Vk=1 an).

Par la definition , nous construisons 1’échantillon aléatoire ordonné
Xl,n < X2,n < oo < Xn,n~

Notons que par convention, le premier indice k désigne le rang de la k plus petite valeur de 1’échantillon
tandis que le second indice désigne la taille de I’échantillon n.

Exemple 1.1.1. Deuz cas importants de statistiques d’ordre sont le minimum et le maximum.
- X1, désigne le minimum des valeurs prisent par les X|s :

Xl,n = min(Xl,Xg, T ,Xn)
- Xpn désigne le mazimum des valeurs prisent par les X]s :
Xnn =max(Xq, Xo,..., X,)

- Xpn — Xi1,n désigne Uétendue empirique de l’échantillon aléatoire X .
— Xinj1,n est Uestimateur empirique de la médiane de X.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement au deux premiers cas de statistiques d’ordre (le
minimum X ,, et le maximum X, ,,).

Définition 1.1.2. (Statistiques d’ordre et fonction de répartition empirique)

La fonction de répartition empirique d’un échantillon X1, Xa, ..., X, est donnée par
1 n
Fn(:c) = Ezll{xlgL},VIE eR
1=

0 st z<Xi,
st Xin <2< Xig1n

Z
n .
1 st z2Xpn

Proposition I.1.1. F,(x) est un estimateur sans biais, converge presque surement vers F(x), i.e :
E[F,(x)] = F(z) et sup |F,(z) — F(z)| === 0
xER n—oo
Le résultat de convergence uniforme a été annoncé par le théoréme de Gilvenko-Chantelli (1998).

Plus de détails sur la démonstration de convergence peuvent étre trouvés dans les ouvrages standards de
probabilité (voir par exemple [16]).

Définition 1.1.3. (Statistiques d’ordre et fonction quantile empirique)
FEtant donné un échantillon X1, Xo, ..., X, de fonction de répartition empirique F,(-), la fonction quantile
empirique associée a F,, est définie par

FE7' o 0,1 —R
_ : 1 ¢
pr— F,'(p) = inf {t L Z 1—oti(xy) 2 p}
Autrement dit, pour m =1,2,...,n

szl(p) = Xm,na Vp € :| Ta —_
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I.1.1 Distributions de statistiques d’ordre

Nous donnons dans ce paragraphe, quelques résultats théoriques sur les lois exactes des principales
statistiques d’ordre.

Proposition 1.1.2. .

— Densité conjointe de X1 p, ..., Xnp

)

n
X1, Xn’n(xl,...,:vn):n!Hf(xi), pour —o0 < ] < Tp < ... < Ty < 00
i=1

— Densité marginale d’une k¢ statistique d’ordre, k=1,...n

M {F@) L - @)} f () pour oo <z < o0

P80 = GG =

— Fonction de répartition d’une k¢ statistique d’ordre, k =1,...n

P, @)=Y (j>F(:v>j (1 F(a))"

, n
j=k

Remarquons que la fonction de répartition d’'une k¢ statistique d’ordre est donnée par la queue d’une

distribution binomiale de parametre n et F'(x). Ainsi, et a partir de la proposition , nous déduisons
facilement les distributions exactes des maximas :
— La fonction de répartition de la variable aléatoire Xi ,, = min(X;, Xo,...,X,,) est donnée par

FXl,n(:'E) =1- [1 - F(x)]n )

sa densité de probabilité est )
fxia (@) =nf(z)[1 - F)]".

— La fonction de répartition de la variable aléatoire X, ,, = max(Xy, Xo,..., X)) est donnée par

sa densité de probabilité est
Fxpn (@) =nf(@) [F@)]" "
Proposition 1.1.3. (Transformation quantile)
Soit (Uy, ...,Up) un n-échantillon aléatoire issu d’une loi uniforme Upg 1y et (Uy p, ..., Unn) U'échantillon
des statistiques d’ordre correspondant.
— Pour toute fonction de répartition F', on a

F(X;) ~ Upa et Xin 4 F<(U;n), pourtouti=1,...,n
ou F<(t) = inf{z € R, F(x) > t}.

- Si F est continue, alors
F(Xin) 4 Uin, pour touti=1,...,n
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1.1.2 Existence des moments d’une statistique d’ordre

Soit X1, X5, ..., X, un échantillon issu de la loi F', continue, et de densité notée f. Nous montrons
dans cette partie I’existence des moments des statistiques d’ordre.

Proposition 1.1.4. (Existence)
Supposons que la loi F est telle qu’il existe un moment d’ordre k, i.e E[|X|*] = [|z|FdF(z) < co. Alors
il existe un moment d’ordre k pour toutes les statistiques d’ordre, i.e :

E[|X;.n|*] < o0, pour touti € 1,2,...,n).

Démonstration. Nous définissant le moment d’ordre k de la ¢ statistique d’ordre par :

E[|X; ,[*] = / 2l ., (x)da

— 00

Comme

o F@F(@) (1 - Fl)

E[[Xial"] = /OO |$\k$f(w)F(w)i (1 - F(a)" de

o (i — Dl(n —1)!

I.1.3 Comportement limite des maximas

Notons par H,(x) (resp. L, (x)) la fonction de répartion de la n ieme statistique d’ordre X, ,, (resp.

de 1a 1 ©T® statistique d’ordre X 1.n) donnée par :
Hp(2) =P[Xp,n < 2] = [F(z)]"

respectivement par
L,(z)=PX;,n<a]=1—[1-F(2)]"

Théoriquement, lorsque n — oo, on a :
lim H,(z) = L B
n—00 " B 0 si F(.’IJ) <

. [ 0 siF(x)=0
A Ln(z) _{ 1 siF(z)>0

et

Ainsi, la distribution de X, ,, (resp. X7 ,) devrait nous fournir des informations sur les deux queues de
la distribution. Cependant, la limite de cette distribution, lorsque n tend vers U'infini est dégénérée, i.e :
le maximum (resp. le minimum) aura tendance & converger vers une valeur (peut aussi correspondre &
I'infini) dite point terminal ou d’extrémité supérieur(e) (resp. inférieur(e)) de F' -1l s’agit d’une traduction
du terme anglais upper end point (resp. lower end point)- :

9
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Définition 1.1.4. (Eztrémité d’une distribution)
Un point terminal supérieur (ou a droite) xp d’une fonction de répartition F est défini par :

zp = sup{z€eR,F(z) <1}
= inf{zeR, F(x)=1}

Un point terminal inférieur (ou & gauche) xg d’une fonction de répartition F est défini par :

zg = sup{z €R,F(z)=0}
= inf{z € R, F(z) > 0}

Cette notion de point terminal supérieur (resp. inférieur) se confond avec X, ,, (resp. X1,,) lorsque
n — 00, et :

d d
Xn,n — xp et Xl,n — Tq
Ainsi, I'objectif de la théorie des valeurs extrémes consiste & rechercher un distribution limite non-

dégénerée du maximum (resp. du minimum) & travers une transformation linéaire telle que, pour tout
z € R, da, € R,b,, > 0 respectivement Jc,, € R,d,, > 0 :

lim H,(a, +byz) = lim [F(a, + byx)|” = H(z),Va (L.1)
n— oo n—00
et
lim L,(cp +dpz) = lim 1 —[1 — F(cp, + dp2x)]" = L(x),Vz (I.2)
n—oo n—oo
Sur la figure ( ), on constate que la fonction H,(z) se déplace a droite et change de forme quand

n augmente. Inversement, la fonction L, (z) translate & gauche méme si cette translation ne s’opére pas
de la méme maniere d’une loi & une autre. Ainsi, on peut imaginer qu’'une translation a,, (resp. ¢,) et
un changement d’échelle b,, (resp. d,,) dépendants tout les deux de n, permettra d’avoir une distribution
limite non-dégénérée avec la meme forme que H(z) (resp. L(z)). En d’autres termes, cette recherche
d’une distribution limite du maximum (resp. du minimum) ce traduit par :

— La détermination des régles qui permettent la construction de suites a,, et b, (resp. ¢, et d;,) sous

lesquelles les équations (I.1) et (1.2) sont vérifiées

— L’identification de la ou les distributions H(x) (resp. L(z)) possibles

La réponse a la problématique précédente est apportée par les deux théoremes fondamentaux, énoncés
par Fisher-Tippet(1928)- Gnedenko(1943) puis celui énoncé par Embrechts, Kliippelberg et Mikosch
(1997).

1.2 Fondements de la théorie des valeurs extrémes

Théoréme 1.2.1 (Distribution limite du maximum). Sous des conditions générales sur F, il existe deux
suites an, b, et un paramétre réel v tels que :

lim P <X"n_an < :c) =H,(x)

n— oo b

avec,
1 .
H(x) =] oP(=(L+7z), My sy #0
exp(—e™7) siy=0

ot y4+ = max(y, 0).

10
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FIGURE L.1 — A gauche : Fonction de répartition du maximum H,, (z), & droite : Fonction de répartition
du minimum L, (z) pour n = 10 (en gras) , 20, 50, 100, 1000 et 10000 respectivement pour une loi expo-
nentielle £(1) (ligne 1), Log-logistique standard (ligne 2) et une loi uniforme U] 1 (ligne 3)
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Vocabulaire :

— H, est dite la loi des valeurs extrémes maximum (notée aussi EV Dy (7)),
— ~ est dit indice des valeurs extrémes

— ay et b, sont des parametres (ou suites) de normalisation.

Démonstration.

Définition 1.2.1. On appelle fonction quantile généralisée d’une fonction F, la fonction définie, pour

chaque t > 1, par
1

ou F*(s) =inf{z € R, F(x) > s}
On suppose que I'équation (I.1) est vérifide, et en appliquant le théoréme 1.1.2 dans deHaan et Ferriera
[40, page 5] on a :
Ultz) — alt
L Ut) —al)

Jim =TS = D) (L3)

Pour tout = > 0, point de continuité de D(z) = F*~ (e~1/%). Ainsi, on a :

Pour tout x > 0, il existe au moins un y > 0 tel que
E(zy) = E(x)A(y) + E(y) (L5)

ou A(y) = tlglgo bb((tf)) Posons s = log(z),z = log(y), (z,y # 1) et G(z) = E(e”). L’équation (1.5) se
réecrit

G(z+s) = G(s)A(e”) + G(2)
ou encore (comme G(0) = 0)

G(z+s)—G(z) G(s)—G(0)

S S

Certainement, il existe un point z ou la fonction G est différentiable (comme G est monotone), et donc
G'(2) = G'(0)A(e?)

On notons Q(z) = g,((zo)), comme G ne peut étre constante de faite que H est non-dégénérée, Q(0) =

0,Q'(0) =1 et Q'(2) = A(e?), on obtient

Q(z+5) —Q(2) = Q(s)Q'(2) (1.6)
En écrivant deux fois 1'équation (I.6) en intervenant les variables z et s et en substituant I'une de 'autre

on aura
Q) ~1 _ Qs)

S S

Q(2) Q') - 1)

Ainsi, lorsque s — 0, on obtient



CHAPITRE L Introduction a la théorie des valeurs extrémes

Par différentiation de 1’équation précédente, on a

Q"(0)Q'(2) = Q" (2)
et
(log Q) (2) = Q"(0) =7 €R
Pour tout z (comme Q’(0) = 1)

Q(z)=¢e"7"=Qz) = /Z e"Vdu
0

2y _ 1
G(2) = G'(0)<
Y
d’olt
s =1
D(z) = D(1) + &(0)——,
et Y
y— D)\
D (y)={1 —
=1+ G0
Finalement, le résultat du théoreme est démontré du fait que D (z) =

Interprétation graphique du théoréme

H(x)
h(x)
03

04

02

—1

log H ()

m N\

T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2

T
0

T T 1
2 a 6

FIGURE 1.2 — A gauche : variation de la distribution EV D, (7) en fonction de v, & droite : sa densité

de probabilité h.(x) — ligne en bleu 7 > 0, en rouge v = 0, en vert v < 0

A gauche de la figure 1.2, le tracé de la distribution EV Dj/(y) en fonction de différentes valeurs de
7 illustre bien le fait que la forme de la fonction H,(x) tend vers la forme d’une fonction Hy()lorsque
v — 0.

A droite de la figure 1.2, nous représentons la fonction densité de probabilité dune loi EV Dy, ()

donnée par :

,(Lﬂ)

(L+~yz) exp(—(l—l—’yx)’lh) siy#0et 1+~ >0

h =
(@ { exp(—x) exp(—e ™) siy=0etzeR

13
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On distingue essentiellement trois allures particulieres selon la valeur de -y :
— v >0, la fonction h.(z) est fortement asymétrique avec une queue importante a droite.
— v =0, hy(z) est faiblement asymétrique avec une queue fine & droite.
— 7 <0, hy(x) possede un point terminal supérieur fini.

Théoréme 1.2.2 (Distribution limite du minimum). Sous des conditions générales sur F', il existe deux
suites ¢, d, et un paramétre réel v tels que :

lim P <X1n—6n < x) =L,(z)

n—oo dp,

avec,

o 1—exp(—(1—fyx)71/7) siy#0
Ly () = { 1 —exp(—e®) ’ sivy=0

ot y4+ = max(y, 0).

L., est dite distribution des valeurs extrémes minimum (EV D,,(7)), et ¢,, d;, sont les parametres de
normalisation.

Proposition 1.2.1. Si une variable aléatoire X ~ EVD,,(y) et Y = =X, alors :

1.Y ~ EVDy (7).
2. Fx(l‘) =1- Fy(—$)

Remarque 1.2.1. La réciproque reste aussi valable. Ainsi, nous nous intéresserons dans la suite de ce
chapitre uniquement au comportement asymptotique du mazimum. Celui du minimum s’obtient par la
proposition (Aussi pour linterprétation graphique du théoréme & partir de la figure 1.3)

L)
1x)
o

FicURE 1.3 — A gauche : variation de la distribution EV D,,(v) en fonction de v, & droite : sa densité
de probabilité I, (x) — ligne en bleu v > 0, en rouge v = 0, en vert vy < 0

Dans la littérature, une adaptation du théoreme a été proposée sous une forme plus explicite et
en liaison avec I'interprétation graphique selon les valeurs de .

14
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Théoréme 1.2.3 (Embrechts, Kliippelberg et Mikosch (1997)). Supposons n variables aléatoires X1, ..., X,
indépendantes identiquement distribuées, de méme loi F (supposée absolument continue). S’il existe des
constantes a,, et b, et une distribution limite non dégénérée G telles que

Xnn_ n
lim IP(’a Sw) =G(z),Vz eR

n—00 b,

alors G appartient forcément a l'une de ces trois distributions

(I) Fréchet type
[ exp(=27#) 2>0,>0
s () = { 0 sinon

(II) Weibull type

(IIT) Gumbel type
Alz) =exp(—e ™),z €R

Démonstration. Supposons qu’il existe deux suites a,, € R et b, > 0, et une distribution non dégénérée
G telles que léquation (I.1) est satisfaite quand n — oo. Pour tout ¢ € Ry et [t] sa partie entiére on a

Flrl (a[nt] + b[nt]x) — G(l‘)

et

[nt]
FI" (a, + by2) = (F" (ay + byz)) ™ — G(x)
Afin d’assurer une convergence uniforme telle qu’énonce le théoreme , on suppose l'existence de
a(t) > 0 et B(t) € R telles qu’en appliquant le théoréeme de Skorohod (voir Resnick [66], page 6) pour
tout £ >0

lim % = a(t), lim S g (L7)
n— 00 b[m] n—o0 [n]
et
G (z) = Gla(t)z + B(1)) (L8)

Pour tout ¢t > 0,s > 0, on a d’une part
G () = Glalts)z + B(ts))
et d’autre part
G@) = (G*()

G(a(s)z + B(s))
Ga(t)a(s)z +at)B(s) + (1))

Comme G est supposée étre non-dégénérée, on conclut par identification
a(ts) = a(t)a(s) (1.9)
et
Blts) = a(t)B(s) + B(t) = a(s)B(t) + B(s) (1.10)
L’équation (1.9) est dite équation fonctionnelle de Hamel (ou Cauchy puissance). Sa seule solution mesu-

rable, non négative & la forme a(t) = =% 6 € R. Ainsi, nous considérons trois cas possibles, (a) : § = 0,
(b):0>0¢et (c):0<0.
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Cas (a): (#=0)
Dans ce a = 1 et "équation (I1.10) devient
B(ts) = B(t)B(s),
une simple variante de 1’équation fonctionnelle de Cauchy dont la solution est
B(t) = —clog(t),t >0 et ce R
léquation (1.6) s’écrit ainsi
G'(z) = G(z — clog(t))
comme G(z < 1) pour tout z, et particulierement pour z =0 et t >0
GH(0) = G(—clog(t))

Finalement, et on posons le changement de variables u = —clog(t),u € Ret G(0) = exp(—e~P) € (0,1),
on obtient

G(u) = exp(—e Pe /)
— A+
Cas (b): (6>0)

de V'equation (1.10)
a(t)B(s) + B(t) = a(s)B(t) + B(s)
Bs) _ B
1—a(s) 1-—at)

la fonction B(-)(1 — a(-))~! semble étre constante. ce qui nous permet d’écrire pour t # 1 3(t) =
c(1 —t79), et 'équation (1.6) devient

Glz) =Gt ) = Gle +¢) = Gt %z 4 ¢)

d’out

Posons H(xz) + G(x + ¢), ou H est une fonction non dégénérée satisfaisante la relation
H(z) = H(t %)

Pour z =1, H(1) € (0,1)et on posons a = %, H(1) = exp (—p~®), u =t~/ on obtient

2
H(u) = exp(—(pu)~®
= 9, (pu)

Cas (¢): (6<0)
Ce dernier cas se traite de la méme facon que le cas (b) précédent, avec a(t) = t7
O

Ce théoreme présente un intérét important, car si I’ensemble des distributions est 'grand’, I’ensemble
des distributions de valeurs extrémes est lui trés petit. (Stuart Coles, 2001) commente ce résultat et dit
dans [18] : “The remarkable feature of this result is that the three types of extreme value distributions
are the only possible limits for the distribution of the w, regardless of the distribution F for the
population. It is in this sense that the theorem provides an extreme value analog of the central limit
theorem ”

Néanmoins, ce théoréme n’est valable et utile que si les suites a, et b, existent! Cela revient a
donner une réponse a la problématique suivante : Existe-t-il un critére que doit satisfaire une distribution
quelconque F' pour que la loi du maximum d’une suite de variables aléatoires i.i.d. X1, Xo,..., X, issues
de F' converge vers H ?
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I.2.1 Caractérisation des max-domaines d’attraction

Définition 1.2.2 (Famille de lois max-stables). Une famille paramétrique de fonctions de répartition,
Fy = {F(x,0);0 € ©}, est dite max-stable (ot stable par rapport & la loi du mazimum) si est seulement
si la loi du maximum reste dans la méme famille de loi Fy, i.e :

[F(x,@)]" = F(l‘,e(n)),
ot 6(n) est un paramétre dépendant de n.

Exemple 1.2.1 (Max-stabilité de la loi de Weibull). Soit X1, Xo,..., X, un n-échantillon aléatoire issu
de la loi de Weibull généralisée :

Fx(z,p,0,7) = exp [_ <_x _ M)v]

g

Il est évident que la loi du mazimum est une loi de Weibull de paramétres p,on='/7 et ~.

Définition 1.2.3. (Fonction & variation réguliére)

1. Une fonction h, positive et mesurable sur [0,4o00[ est dite & variation régulére d’indice p € R au
voisinage de l'infini (notée h € R,) ssi :
h
‘i (tx)
t—00 h(t)

=P Vx> 0.

Si p =0, la fonction h est dite a variation lente a l'infini.
2. h est une fonction a variation réguliére en zéro d’indice p € R (on note h € RS) ssih(l/x) € R—,.

3. h est dite fonction réguliere en un point a >0 (on note h € Rj) ssi la fonction h(a — Ly er,.
Propriété 1.2.1. h € R, si et seulement si h(x) = xzPl(x), ou l € Ro.

Théoréme 1.2.4 (Représentation de Karamata). Si h € R,, pour quelque p € R, alors pour tout x > A

on a: h(z) = c(x) exp (/: Tgtt)dt> 7

ot A >0, c et r sont deux fonction mesurables avec :
c(x) = ¢ € [0,+00] et r(x) — p lorsque x — 0.

Définition 1.2.4. (Domaine d’attraction d’une distribution)
On dit qu’une distribution F appartient au Maz-domaine d’attraction de G, -et on note F' € MDA(G)- si
Uéquation (1.1) est satisfaite au moins pour une paire de suites a,, et b, > 0 (la distribution du mazimum
normalisée converge vers G ).

D’une maniére similaire, s’il existe ¢, et d, > 0 pour lesquelles F satisfait I’équation (1.2), alors F
est dite dans le Min-domaine d’attraction de G.

Exemple 1.2.2. Pour la distribution de Pareto F(z) =1 —cz= % otic> 0,0 >0
En posant b, = (cn)? eta, =0, on a :

lim [F(b,z +a,)]" = lim {1—

n—00 n—oo

21617
)

= exp(—z V9, 2>0eth>0

On dit donc que F' appartient au domaine d’attraction de Fréchet et on note F''€ MDA(®44)
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Théoréme 1.2.5 (Castillo et al. (1989), Galambos (1987)). Une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une f.d.r F soit dans l'un des trois Maz-domaines d’attraction H, est que :
F7l1—-¢e)—F71(1-2¢) -

I =
O FI(1—2e) — F-1(1—4e)

ou vy est le paramétre de forme associé a la distribution limite EV Dyy.

mplique que :

Le résultat du théoréme (1.2.5) i

) (Fréchet)
) (

)

— Siy>0alors F € MDA(®
— Siy=0alors FFe MDA(A
— Siy < 0alors F e MDA(¥

Gumbel)
(Weibull)

1.2.2 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Fréchet

Théoréme 1.2.6 (Gnedenko 1943). F' € MDA(®,,.,) si et seulement si 1 — F € R_y,,. Dans ce cas,
bp=F'(1-21)eta,=0.

Ce théoreme formulé par Gnedenko permet de caractériser tres simplement les distributions F' €
MDA(®, /). En effet, elles doivent vérifier pour v >0 et x >0 :

lim 1-— F(tx) _ 1’71/7

1.2.3 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Weibull

Théoréme 1.2.7. F € MDA(V,,,) si et seulement si 1 — F(xp — 1) € R_y,, et xp < co. Dans ce cas,
an =xp etb, =xp — F71(1- 1)
Exemple 1.2.3. Considérons la distribution uniforme standard. Comme xp =1 et
1-F(1-2L
t%ml—F(l—?) t~>ooz

alors, la loi uniforme standard est dans maz-domaine d’attraction de Weibull Uy 1) € MDA(V))

I.2.4 Caractérisation du max-domaine d’attraction de Gumbel

Théoréme 1.2.8. La caractérisation du MDA de Gumbel est difficile a énoncer du fait qu’il n’existe
pas de condition nécessaire et suffisante relativement simple. Mais si la fonction F est de classe C2, une
condition suffisante relativement simple a vérifier est la suivante :

o (L= F@)d*F _

T—00 (8F)2 -1

Les coefficients de normalisation sont ainsi donnés par : a, = F~'(1 — 1) et b, = h(a,) o h(z) =
1-F(x)

fl@) -
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Exemple 1.2.4. Prenons Uezemple de la distribution normale standard avec : lim ®(z) =1
T—00

2
J(@) = = exp (-2)
0?0 = —xf(z)
En utilisant Uapproximation de Abramowitz et Stequn donnée pour x > 1, par :

‘I’(x)zl—f(x)(l—1—&-1.3—1'3.54-...-#1'3“'(2”_1)

€T 22 x4 26 xr2n

) + Ry (z),

ot Ry(z) = (—=1)"*11.3...(2n+1) [° nyEfi)z dy la condition nécessaire est suffisante dans le théoréme

x

est vérifiée. D’ou ® € MDA(A).

1.3 Fluctuation des maximas

Définition 1.3.1 (Distributions des extrémes généralisées). :

1. On appelle loi des valeurs extrémes généralisée (notée GEV(u,o0,7), la loi définie par une fonction
de répartition Ggy donnée par :

Gy (z) = exp (— [1 +7(%)]—1/v) pour vy # 0,1 +7(%) =0
exp (—exp (—*74)) pour v =0

2. On appelle loi de Pareto généralisée notée GPD(u,0,v), la loi définie par une fonction de répartition
Gp donnée par :

Op(r) =4 1= L7 (E] 77 poury #0.147 (55£) > 0
1—exp (f%) pour v =0

i € R est le parametre de position (ou de localisation), o > 0 est le coefficient d’échelle et v € R est
dit coefficient de forme.

I.3.1 Approche des maximas par bloc (ou GEV)

L’étude des extrémes passe par l'analyse du maximum d’un échantillon de taille n donnée. Soit
X1,X5,...,X,, un échantillon de variables aléatoires i.i.d., représentant des données observées jour-
nalierement durant un an (n = 365), et X, , = max(Xy,Xs,...,X,) est la plus grande valeur de
I’échantillon.

Le théoréme de Gnedenko affirme que la loi de X, ,, est donnée par H,(z) précédement définie. Cette
loi appartient & la famille des distributions Généralisées des Valeurs Extrémes (GEV).

On peut ainsi construire un échantillon des maximas en s’intéréssant aux valeurs records annuels
X,(:,)l, Xff%, o ,X},’f}l enregistrées sur k années (Analyse en blocs) dont la loi commune est une GEV.

Différentes méthodes existent pour estimer les parametres d’'une GEV a partir d’un échantillon iid
des maximas (my, ma,...,my). La méthode la plus répondue est la méthode du MV.

La log-vraisemblance est donnée par :

1 k me — )\ 7
log L(iit, p1,0,7) = —klog(o) — (= +1)> log <1 + (’“) )
Y o

i=1

—; (1 + (mia_ u)—1m>
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Méthode des Maximas par Blocs

Bloc (1) | Bloc (2) Bloc (i) o Bloc (n)

o o
Bog g
0REwef © % A

T T T 1
0 500 1000 1500 2000

Indice i

Avec les contraintes 1 +y™4 > 0,Vi =1...k.

La résolution analytique du systeme précédent n’existe pas et nécessite donc, I'introduction d’ap-
proches numériques de résolution telles que ’algorithme de Newton Raphson.

Le choix du nombre de blocs dans la méthode GEV est généralement arbitraire, et on perd généralement
de I'information sur les événements extrémes qui par nature sont déja peu observés. Par exemple, plusieurs
événements extrémes intéressants peuvent étre dans un méme bloc alors qu'un autre bloc ne contient pas
d’événements ”extrémes” !

En pratique, cela signifie qu’il faut beaucoup de données pour pouvoir mettre en place la méthode des
maximas par bloc (typiquement quelques décennies si on fait des blocs annuels), ce qui n’est généralement
pas le cas en pratique.

I.3.2 Approche des exceés au-dela d’un seuil (ou POT)

N

Une alternative a la méthode des maxima par bloc consiste a conserver toutes les observations qui
dépassent un niveau élevé puis les ajuster par une loi de probabilité aux dépassements de seuil. Il s’agit
de la méthode des dépassements de seuil (”"Peak Over Threshold” (POT)).

Méthode des exces au dela d'un seuil

(=) .
=

seuilu b

1000

Indice i

Soit X7, Xo,..., X, un n-échantillon aléatoire issu d’'une loi F. Pour un seuil v > 0, on définit
I’échantillon des exces au-dela de u par Z;, Zs, ..., Zn, ou N, désigne le nombre de variables X; dépassant
le seuil wu.

D’apres le théoreme de Fisher-Tippet, il est naturel de supposer pour n assez grand que :

F™ (@) ~ exp(=[1+ 3] 7/7)
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= nlog(F(2)) ~ —[1 +7=—F]7/

Or, & la queue de la distribution (pour z > u, u assez grand F(z) ~ 1) on a log(F(x)) = —(1 — F(x)),
d’olt Papproximation : P(X > z) =1— F(z) ~ 2[1+ 7%]’1/7

En effet, le but est de donner la loi conditionnelle sachant que la variable X dépasse le seuil u donnée
par
1-F(y+u)

1—F(u)
L1 4yt
AL A 21

T

P(X Zy+ulX >u) pour y >0

o o(u) =0+ vy(u—p).
vy -1/
PXZ2y+uX>u~1- {1—&-]
o(u)
Théoréeme 1.3.1 (Pickands, Balkema and de Haan (1975)). Pour un seuil w > 0 assez grand, si F
appartient & 'un des trois domaines d’attraction de la loi des valeurs extrémes (Fréchet, Gumbel ou
Weibull), alors il existe une fonction o(u) strictement positive et un réel v tels que

lim  sup |Fu(y) — GO (y) =0

UDEF 0Ky<ap—u

ot Gﬁ?"’(“)”) est la fonction de répartition de la loi de Pareto Généralisée et F, est la fonction de
répartition des exces au dela du seuil u.

D’apres le théoreme précédent, I’échantillon des exces au-dela d’un seuil u est distribué selon une loi
GPD de parametres =0, o(u) = o + y(u — p) et v > 0.

Finalement, le modele POT précédent s’identifie a partir d’un échantillon de dépassement 21, 29, ..., 2N, ,
en estimant les parametres 7 et o(u). Avec les notations précédente, la log-vraisemblance est donnée par

N
1 - %
log £(Z,0(u),vy) = =N, logo(u) — ( + 1) Zlog (1 +y— )
g — o(u)
Les estimateurs du MV, 4 et 6(u) sont ainsi obtenues par la résolution numérique du systéme d’équation
suivant :

0 -
(97’7 IOgE(Z, CT(U),’Y) =0

0 -
o () log L£(Z,0(u),vy) =0

1.3.3 Approche des moments pondérés

Définition 1.3.2. On appelle moment pondéré d’ordre r d’une v.a issue de la loi GPD(0,0,v) (notons

par Gﬁé’”) sa fonction de répartition), la quantité donnée par
wr = E[X(Gp(X))]
o

(r+1)(r+1-7)’
ot Gp=1-G7.
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CHAPITRE L

En exprimant w, pour r =0 et r = 1, on peut écrire
20.)00)1
wo — 2w
Wo

_2_7
i wo — 2w1

En remplacant wy et wy par 'estimateur empirique de w, donnée par

1 &
Wy = — Z 2i[Fn, (2:)]", pour r =0,1

i=1

ou F,, désigne la fdr empirique de 21, 22, . .., 2n, , O0 Obtient :

. 2wl
6= -
wo — 2&{1
. wo
Y=4— % =
wo — 21

I[.3.4 Approche moyenne des exces au-dela d’un seuil
L’approche moyenne des exces au-dela d’un seuil vient en appui et en complément a I’approche POT
qui repose essentiellement sur la détermination du seuil u, suffisamment élevé pour assurer une bonne

qualité d’ajustement du modele GPD. En effet :
— Une sélection d’un seuil trop élevé, garantit certes 'hypothese sous laquelle la méthode POT a été

fondée mais réduit le nombre d’observations extrémes
— En choisissant un seuil trop bas, cela risque de fausser I’hypothese fondatrice du théoreme précédent

1. On appelle fonction moyenne des excés (Mean excess function) au-dela d’un

Définition 1.3.3.
seuil u > 0, la quantité donnée par

e(u) =E(Z —u|Z > u)
zn un n-échantillon i.i.d issu d’une v.a Z (abs. continue). On appelle fonction

2. Soit z1,29,..., -
moyenne des excés empirique (Empirical mean excess function) au-dela d’un seutl u > 0, la quantité

donnée par
1 n
R

ot y* = max(y,0) et N, désigne le nombre d’observation z; dépassant le seuil u

Comme Z — u|Z > u est distribuée selon une loi GPD de parametres o + y(u — ) et v € R, on a

e(u) = AN o/ +178L7_ M) =a+bu

ota=(oc—pwy)/(l—7)etb= -
Ainsi, si le graphe de la fonction é(u) semble avoir un comportement linéaire au-deld d’une certaine

valeur u, cela signifie que les exces suivent une loi GPD
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Application a la sélection du seuil

A travers quelques exemples de mise en ceuvre sur données simulées et réelles, nous présentons un
moyen d’interpréter le comportement du graphe de la fonction moyenne des excés empirique au-dela d’un
seuil u (Mean excess function mef plot), mais aussi de sélection du seuil.

Exemple 1.3.1. Sous R, nous simulons un échantillon de taille 10000 de la loi Uy q) -

> z<-runif (10000)

dont on représente dans la figure , le graphe de la fonction moyenne des excés empirique relative a
Uéchantillon simulé

> meplot(z, labels=title(zlab="seutl u",ylab="Moyenne des Ezcés"))

Moyenne des Excés
00 01 02 03 04 05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

seuil u

FIGURE 1.4 — Fonction moyenne des exces empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi Ujg 1

Interprétation : théoriquement, la fonction moyenne des excés au-deld d’un sewil u €]0, 1] pour une
v.a X ~ Ujp 1jest donnée par

er(u) = E(X —u/X >u) = = — g

DN | =

car fx|x>u(z) = ﬁ]l{gwu}. Nous constatons que Uallure du tracé de la fonction moyenne des excés
empirique é(u) (en noir) coincide parfaitement avec le comportement décroissant linéaire décrit par la
fonction ey. Le tableau donne lajustement a un modéle POT pour un choiz raisonnable du seuil u
entre 0.7 et 0.90 avec un pas de 0.05. Nous suggérant une valeur de sewil u égale a 0.80, qui correspond
a une racine carrée de Uerreur standard (se) la plus petite, relativement a 'estimation des paramétres o
et 7.

v N, 7 (/563) 5 (/565)

0.70 2991 -0.9808 (0.0017) 0.2942 (0.0017)
0.75 2483 -0.9818 (0.0015) 0.2454 (0.0015)
0.80 1985 -0.9788 (0.0014) 0.1957 (0.0014)
0.85 1478 -0.9537 (0.0015) 0.1430 (0.0016)
0.90 986 -0.9689 (0.0019) 0.0968 (0.0020)

TABLE L.1 - Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi g 1

Exemple 1.3.2. Exemple sur données simulés de la loi exponentielle E(N) :
Procédons de la méme maniére que dans l’exemple précédent, a la simulation d’un échantillon de taille
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n = 10000, suivant la loi exponentielle de parameétre A = 1.5

> z<-rezp (10000, rate=1.5)

puis nous tragons le graphe de la fonction moyenne des excés relative a ’échantillon simulé
> meplot(z, labels=title(zlab="seuil u",ylab="Moyenne des Ezcés"))

o
(V]
BT
o
>
w o
o o
£ 31 °
) o
c o
=)
g = | §o° "
o © %
g &,
< vy
=3 o
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
seuil u

FIGURE 1.5 — Fonction moyenne des excés empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi £(1.5)

Interprétation : Théoriquement, pour une loi exponentielle de paramétre X, la fonction moyenne
des excés e(u) au-deld d’n seuil u > 0, reste constante et égale ¢ 1/X. Sur la figure 1.5, on distingue deux
phases de variation. Une premiére phase u €]0,1.5] ot la fonction moyenne des exces empirique é(u) suit

la tendance attendue autour de \™' = =. La deuziéme phase pour u > 1.5, se distingue quant a elle, par

un comporte plus volatile et instable. Nous confrontons ces phases en estimant le modéle POT pour des
valeurs de uw = 1.0,1.25,1.5,1.75 et 2.0

u N, R VE)) o (y/5€5)
1.00 3757 0.0091 (0.1257) 0.9943 (0.1503)
1.25 2963 0.0247 (0.1362) 0.9660 (0.1587)
1.50 2293 0.0306 (0.1462) 0.9630 (0.1697)

( ) ( )
( ) ( )

1.75 1770 0.0294 (0.1558) 0.9722 (0.1816
2.00 1381 0.0317 (0.1657) 0.9718 (0.1836

TABLE 1.2 — Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi £(1.5)

Meéme si un sewil u = 1 correspond au meilleur ajustement du modéle POT, mais il semble étre trop
petit vu le nombre d’observations qui lui sont inférieures (soit moins de deux tiers de l’échantillon total).
un compromis serait de prendre un seuil de juste meilleur (u = 1.5) qui garanti un bon ajustement d la
loi GPD, et aussi un nombre raisonnable d’excés (soit moins du quart).

Exemple 1.3.3. Ezemple sur données simulés de la loi de Pareto P(y) :
Simulons un échantillon de taille 10000 de la loi de Pareto P(0.5), puis nous tragons le graphe de la
fonction moyenne des excés relative a l’échantillon obtenu :
> z<-(1-runif(10000)) (-0.5)
> meplot(z, labels=title(xlab="seuil u",ylab="Moyenne des Excés"))

Interprétation : Théoriquement, pour une loi de Pareto, de paramétre v > 0, la fonction moyenne
des exceés e(u) au-dela d’n seuil u > 0, est donnée par

es(u) =E(X —ulX >u) = ﬁ—u,
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120

Moyenne des Excés

0 20 40 60 80
|

FIGURE 1.6 — Fonction moyenne des exces empirique (noir) v.s théorique (rouge) de la loi de Pareto

P(0.5)

—1/y

car Fx|xsu(®) =1 = (£) " Lasuy

Ainsi pour notre exemple, le comportement typique attendu de la fonction moyenne des exces au-
dela du seuil w devrait étre une droite d’équation e(u) = u. Le tracé de la fonction moyenne des exces
empirique dans la figure fait ressortir une allure linéaire, pour des valeurs de v comprises entre 1 et
20. Le tableau résume 'ajustement d’un modele POT pour différentes valeurs de u

u N, ¥ (V/563) o (Vses)
6.0 278 05789 (0.3111) 2.9557 (0.5663)
8.0 158 0.5687 (0.3609) 4.1327 (0.7760)
10.0 97  0.4445 (0.3876) 6.5560 (1.0733)

( ) ( )
( ) ( )

12.0 71  0.3865 (0.4025) 8.2449 (1.2692
15.0 50 0.4196 (0.4558) 9.0930 (1.4906

TaBLE 1.3 — Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour une loi P(0.5)

Un choix de compromis du seuil u serait une valeur autour de 8 combinant a la fois un nombre assez
grands d’exces et une valeur de seuil la plus grande possible (on constate aussi que cette valeur de seuil
permet la meilleure estimation du parametre 7 cible égale a 0.5).

Exemple 1.3.4. Ezemple sur un jeu données réelles - Danish fire insurance, disponible dans le package
R evir :

Ces données décrivent les montants de sinistres relatifs a une garantie incendie & catastrophes naturelles
d’une compagnie Danoise, couvrant la période du 03 janvier 1980 au 31 décembre 1990. Les montants
sont exprimés en couronne danoise (DKK), dont voici un bréve descriptif

Min. 1st Qu. Median Mean Srd Qu. Max.
1.000 1.321 1.778  3.385 2.967  263.30

Tracons le graphe de la fonction moyenne des exces relatif aur données danish fire dont on ignore la
nature de la loi théorique
> data(dantish)
> meplot(danish,labels=title(zlab="seuil u",ylab="Moyenne des Exzcés"))
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Fi1cURE 1.7 — Fonction moyenne des exces empirique relative aux données danish fire

Interprétation : L'allure du tracé de la fonction moyenne des excés empirique é(u) dans la figure

, semble avoir une tendance linéaire pour des valeurs de seuil comprise entre 0 et 8, puis une croissance
presque parabolique pour u > 8. Ce comportement est proche de celui observé dans le cas d’une distribution
de type Pareto (voir l’exemple ). Le tableau résume l'ajustement de la sinistralité au dela d’un
seuil w > 0 par un modéle GPD, pour différentes valeurs de u :

u N, ¥ (V/5€3) o (V/s€s)
50 254 0.6320 (0.1117) 3.8074 (0.4637)
6.0 186 0.4701 (0.1069) 5.8484 (0.7310)
8.0 131 0.4087 (0.1104) 7.6225 (1.0383)
( ) ( )
( ) ( )

10.0 109 0.4968 (0.1362) 6.9745 (1.1131
12.0 8  0.5210 (0.1553) 7.5516 (1.3659

TABLE 1.4 — Estimation du modele POT (ou GPD) en fonction de u, pour les données Danish fire

Un choiz du seuil u autour de 6 semble étre plus judicieuz, car il combine a la fois une valeur de seuil
la plus grande possible tout en respectant une erreur standard d’estimation tolérable.
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CHAPITRE 11

INFERENCE STATISTIQUE
FONDAMENTALE DANS LA THEORIE DES
VALEURS EXTREMES

(Le:ofgs:) _

4 a sy s
o Lo mesure Sune crreur st en méme temps la mesure Se la vérité correspondante ...

Claude de Saint-Martin , Esprit des choses , 1743 - 1803

.. Dans toute sfaft'sffyuc, l incxactitube Su nombre est compensée par la précision Ses Sécimales. ...

Alfred Sauvy, Bulletin Rouge-Brique, 1898 - 1990

ans ce chapitre, nous tentons d’explorer brievement les différents apports d’inférence statistique
dans la théorie des valeurs extrémes uni-variée Une revue de la littérature mettant ’accent

; essentiellement sur les modeles d’inférence semi-paramétrique dans le cas d’échantillon complet,
<, ainsi que dans le cas de présence de censure aléatoire a droite.

La représentation standard de la distribution des valeurs extrémes H., montre I'importance du pa-
rametre dit indice des valeurs extrémes 7y, ou respectivement ’argument dit indice de queue défini par
a =1/~ - conditionnant ainsi le max-domaine d’attraction de la distribution -

De méme, une question cruciale est ’estimation de la probabilité d’occurrence d’un évenement rare
ou extréme. Cela revient aussi a ’estimation de la période de retour d’un tel événement. D une maniere
générale, la réponse a une telle question est fournie par 'estimation des quantiles extrémes.
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CHAPITRE II. Inférence statistique dans la théorie des valeurs extrémes

II.1 Modeles semi-paramétriques de premier, second et d’ordre
élevé
Nous considérons une fonction F' supposée absolument continue, et U la fonction quantile de queue

telle que définit dans . Une condition nécessaire et suffisante pour que F soit dans le max-domaine
de H,, est celle proposée par de Haan (1984), comme suit :

. Ulte) = U() 2=l iy £
Fe MDA(H lim —————*~ = = v 1.1
€ (Hy) & lim o) oy () e siy=0 (IL.1)
pour tout z > 0; ol a est une fonct\ion mesurable positive. La condition dans est connue sous le
nom de la condition du premier ordre. A titre d’exemple, si F' € M DA(®,); on peut choisir a(t) = yU(t)

pour avoir tlim [{J(f:)) = 27. Cela signifie que U (resp. F') soit une fonction & variation réguliere d’indice
—00

~v > 0 (resp. d'indice —1/7).

Toutefois, une condition de premier ordre n’est pas suffisante en générale afin d’établir les propriétés
asymptotiques des estimateurs qu’on peut dégager a partir d’'un tel modele semi-paramétrique (en par-
ticulier la normalité asymptotique). En pratique, nous nécessitons une condition du second ordre (ou
d’ordre plus élevé) pour spécifier la vitesse de convergence dans (I1.1). Plusieurs écritures de la dite
condition du second ordre existent dans la littérature, 'exprimant soit en fonction de F'; de U ou méme
en In U, mais la commune est celle donnée par :

1 (zP—-1 n _
Ultz)—U@®) 27 -1 A —lnx) siy=0,p#0
o 1.y _zl-1 i =
lim a(t) T )5 | 2V Inx = ) sivy#£0,p=0 (112)
t=oo A(t) In“(z/2) siy=p=0
1 (””pﬂ_l — Iv_l) sinon
P Y+p vy

pour tout z > 0; ou p < 0 est le parametre du second ordre, et A une fonction a signe constant tendant
vers 0 lorsque ¢t — oo, telle que |A] € R,. de méme; et afin d’avoir la vitesse de convergence dans (11.2),
nous aurons besoin d’un modele semi-paramétrique d’ordre trois ou voir plus. Pour v > 0 et en choisissons
a(t) = ~yU(t), I'équation (I1.2) peut s’écrire sous la forme
Ut
) U((tx)) — a7 Py — 1
lim =z7
t=oo A(l) pY

(IL.3)

I1.2 Estimation semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon
i.i.d complet

Comme mentionné dans la section précédente, sous un modele semi-paramétrique, on n’a pas besoin
d’ajuster un modele paramétrique (basé sur un parametre de localisation, d’échelle et de forme) ; mais
juste supposer que la fonction F' est dans le max-domaine d’attraction avec un indice -y approprié.
En suite, la construction de l'estimateur se base exclusivement sur les k-plus grandes observations de
Péchantillon supposé i.i.d X1, Xa,..., X, ; ou k est une suite intermédiaire (théorique dont on discutera
la mise en ceuvre pratique a la fin de ce chapitre); telle que k,, — oo, k, — o(n) quand n — oco. Nous
présentons dans cette section, une revue des estimateurs les plus répandus dans la littérature, ainsi que
leurs propriétés asymptotiques.
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CHAPITRE II. Inférence statistique dans la théorie des valeurs extrémes

I1.2.1 Estimation de l’indice des valeurs extrémes

Estimateur de Hill (1975)

Parmi les estimateurs les plus répandus, on peut citer 'estimateur introduit par Hill (1975), et défini
comme suit :

Définition IL.2.1. Soit X ,,..., Xy n les statistiques d’ordre associées a l’échantillon X1, Xa,..., X,
issu de F'. On appelle estimateur de Hill, la quantité donnée par :

k

R 1

Au (k) := z E log(Xpn—it1,n) — log(Xn—k.n) (I1.4)
i=1

Cet estimateur se construit de différentes facons, une de ces approches est celle qui consiste a définir
la queue d’une distribution de type Pareto par la dite condition de premier ordre :
1— F(zu)

1= Flu) — 2 Y7 quand u — 00,z > 1

En effet, cette définition découle du fait que F' soit une fonction a variation réguliere.
Soit Z; = %|Xi > u, échantillon des exces relatifs au-deld d’un seuil u > 0 (On note N, le nombre
des exces au dela de u). La log-vraisemblance issue de 1’échantillon des Z; est donnée par :

N,
1 u

log L(Zy,...,ZN,;y) = —Nylog~y — <1 + ’y> E log(Z,)
j=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donné par :

1 N’ll
§ = log(Z))
Nu &

En choisissant pour niveau d’exces u la (n — k)*™M€

de lestimateur de Hill défini dans (II.4).

.. , , .
statistique d’ordre X,,_j n, on retrouve ’expression

Estimateur de Pickands (1975)

Introduit par Pickands (1975), Cet estimateur est considéré comme une généralisation de lestimateur
de Hill. Il a 'avantage d’étre utilisé pour l’estimation de 'indice des valeurs extrémes dans le cas des trois
types de domaine d’attraction.

Définition I1.2.2. Soit X, Xs,...,X,, un échantillon de v.a issues de F' et Xy y, ..., Xy n U’échantillon
des statistiques d’ordre associées. On appelle estimateur de Pickands la quantité donnée par :

~ 1 ankr,n - Xn72k:,n
Vp(k) = ’
0og Xn—Qk,n - Xn—4k:,n

(IL5)

pourkzl,..w[%].

La construction du dit estimateur, repose sur la notion de classe de Hall introduite dans Hall (1982).
Une distribution de probabilité F' est dite de classe de Hall d’ordre 1 si :

F(t)=1—ct™/7
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CHAPITRE II. Inférence statistique dans la théorie des valeurs extrémes

On pose u(t) = F~1(1 —1/t) = Kt7, avec K = ¢! et on définit le rapport de, I'espacement entre le
quantile extréme d’ordre (1 — k/n) et celui d’ordre (1 — 2k/n), & Pespacement entre le quantile extréme
d’ordre (1 — 2k/n) et d’ordre (1 — 4k/n), par

u(n/k) —u(n/2k)
Alk) = u(n/2k) —u(n/4k)’

En remplacant u(n/k) par son estimateur empirique X, , dans A(k), on obtient :

Xn—k,n - Xn—Zk,n

~ 27
Xn72k:,n - Xn74k:7n

Estimateur des moments (1989)

Dekkers et al. (1989) considérérent le probleme d’estimation de l'indice des valeurs extrémes -y pour
toute valeur dans R. Ils proposérent ainsi une généralisation de ’estimateur de Hill, en introduisant un
estimateur par la méthode des moments.

Définition I1.2.3. L’estimateur des moments de v € R, basé sur le jéme moment M;(u) des Log-excés
X
relatifs (log —|X > u), est donné par
u
1 (Ml(ank,n>)2

Anm(k) =My (Xp—pn)+1—=|1—

, 1.6
2 My (Xn—n) (IL6)

ot M;(Xp—pn) = %Zi:l log(Xn—it1.n) —log(Xn—rn)]’, pourj =1,2.

Pour plus de détail sur la construction ainsi que les propriétés asymptotiques de cet estimateur, nous
recommandons aux lecteurs de lirz le papier [25].
Normalité asymptotique des estimateurs classiques

Théoreme I1.2.1. Soit k = k(n) une suite d’entiers telle que k(n) — oo et k(n)/n — 0 quand n — co.
Supposons qu’il existe une fonction A telle que klim \/EA(%) = X € R, pour laquelle I’équation (11.2) est
— 00

vérifiée, Alors :

L VRG() =) -5 (207)

N _ d -1 (p+1)y _ w
2. Vk(3p(k) =) =N (A(gv _ 1)mlog2(2 " b, (27— 1)log2)2>

8. V() —v)iuv(lA7 . <1+ _f’m) ,1+72>

1

Remarque I1.2.1. Nous constatons a travers le comportement asymptotique décrit dans le théoréme
précédent que :

— si p=0, alors les trois estimateurs ont le méme biais \/Vk.

~ vg (k) a la plus petite variance v2.

— L’erreur quadratique moyenne asymptotique (AMSE) est respectivement donnée pour vy (k),vp(k)
et yar(k), par
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2
1. AMSE (g (k)) = k! (72 + (1 _AW> )

o e+ 207 — 1 o+ 1)y 2
o ARG = 1<<<2v1>10g2)2 e @) )

3. AMSE (yp(k)) = k™! <1+72+ (1_AM X (1+ : _’)W>>2>.

Démonstration. Soit Y1,Ys,...,Y, un échantillon i.i.d issu d’une loi commune donnée par sa fonction de
répartition G(z) = 1 — e > 1, et Yin,Yom,..., Y, n Iéchantillon associé des statistiques d’ordre.
Notons que si X, Xo,...,X,, sont issues d’une loi F(z), et U(t) = F* (1 — %) est la fonction quantile

extréme correspondante, alors X, = U( in) Dour tout ¢ = 1 & n. Afin de montrer le résultat dans le
théoreme , nous aurons besoin d’énoncer le Lemme 3.1 de Dekkers et de Haan (1993)

Lemme I1.2.1. Soit une suite d’entiers k = k(n) telle que 0 < k(n) < n. Lorsque k(n) — oo et
k(n)/m — 0 quand n — oo, on a

Yi—k,n
L T7my
2. Le vecteur aléatoire (P, Q) donné par

k
1
P, =: \/E{k Zlog Yn—itin —logYn_pn — 1}

i=1

—>1

k
1 2
Qn = \/E{k ;:1 (10g Yn7i+1>n - IOg Yn*k,n) - 2}

) . ) . . 1 4
est asymptotiquement gaussien de moyenne nulle, et de matrice variance-covariance X = < 4 20 >

Preuve de 1. A partir de Péquation du second ordre dans (I1.3), on a

Y]
logU(tx) —logU(t) = ylogz + A(t)x (14 op(1)), quand t — oo
Py
En combinant ce résultat avec le Lemme , on obtient
1k
~H a n H—l n
_ l Z log n i+1n - + A( )(}/n—i-‘,—l,n/Yn—k:,n)p’Y -1 +o (A (ﬁ))
k vt Yn km n—k,n P P A
P, n
= vyt AT +or (4(F))
ottdy = [;° x";;l%fg = l_lm. (c.q.f.d)

Preuve de 2. Partons de la relation (4.8) dans de Haan et al. (1993), on a
k _
\/% <nKL—[kx],n - 1)
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converge dans D(0, oo] vers 33_21[%(35), ou B est un mouvement brownien. La convergence de %Yn,[kx]’n —

x~! en probabilité quand n — oo, combinée & I'équation (11.3)

U Ynf x],n
. (U(n[/kk; ) - (%Yn—[m]m)W TP —1

lim =z 7 (I1.7)

n—oo A(n/k) Py
uniformément et localement dans D(0, co]. Cependant, I’équation nous permet d’écrire

U(Ynf[k:r] n) U(Ynf[kz] n) k 7 k 7 _

li k| ———————=—2" ) =1 k| ———————— | —Y,.— El—Y.— —x 7
e vk ( U(n/k) ’ oo vk U(n/k) p o lkeln +Vk pn " lkaln *

qui converge uniformément dans D(0, co] vers

- 1
A + vz~ B(z)
Y
Ainsi,
X TP — 1
U(n/k) Y E (@) s

uniformément dans D(0, oo]. A partir de Péquation (I1.8), on a

Xt /amn — X 47— 1 2 -1
\/E{ ne(k/4n = An-k/2m oy ion _ g } IR (1/4) A4 —y2YTIB(1/2)—-\27
U(n/k) ( ! ! Y ' Y "
et x 2P 1
Vi { Ty e 1)} L2 IB(1/2) + 227 T—— — 4B(1).
D’oil

Xn— n Xn— ,n
Vi { /4], [k/2n 2W}
Xn—[k/Q],n - Xn—k,n

_ \/E{Xn_[k/q,n = Xn_[k/2n U(n/k) _ 27}
U(n/k) Xn—li/2n = Xn—kn
_ \/E{ |:Xn—[k’/4]m - X”—[k/Z]»n _ 27(27 _ 1):| U(’I’L/k)
U(n/k) Xn—[k/2],n — Xn—kmn
U(n/k) 1 } }
+27(27 -1 [ =
( ) Xon—tky2ln — Xn—kn 27 -1
1 4,7 — 1 207 — 1
N T {747"’1153(1/4) + A7 —727HB(1/2) — A2Y = }
) 207 _
T {yw B(1/2) + \27 - vIB%(l)}
2
= 57 (B - @+27")B(1/2) + 277°B(1/4)}
A2Y E(gvﬂw —1)
27 =1 py
4 27 27—y v2* 2y+1
LN (Em o
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Preuve de 3. A partir de Iéquation du second ordre dans (I1.3), on a

P’ —1

[log U(tz) —log U(t)]* = 4?log® z + 2vlog z A(t) + op(A(t)) quand t — oo

En reprenant la méme démarche que dans la preuve de 1. mais par rapport a (57 (k))? et I’équation
précédente, on obtient

(77 (k)2 L2 + 272% 290 A o) 0 (4 (2))

et de maniere similaire,

k
Mo(Xop) = 3 D0 H08(Xis10) — 108(Xo k)]
i=1
i 1 2 2 Yn—itin Yon—itin (Y;%:M)m —1
= 7 ; {fy (log 7}/,”7]”; ) + 2y <log 7}%4“; ) A(Yo—kn) p
n
+or (4 (%))

= 29°+ 723% + da A(Yn—k.n) + op (A (%))
oudy = [ ’”p;y_l logz %% = 2(“{(72;6”2). Finalement, on en déduit par définition de 'estimateur des
moments

;YM(k;) g,y + QQ\/RE + (v - 2)% (Qd’;z + ,y;le) A(Y—kn) + op (A (%))

(c.q.f.d)

Estimateur des excés au-dela d’un seuil aléatoire (1984)

Davison (1984) construira son estimateur (noté communément PORT-ML, pour Pick Over Random
Threshold, Maximum Likelihood), basé sur les exces au-dela de la statistique d’ordre X,,_ . Soit D; j :=
Xn—k+tin — Xn—k,n, pour 1 < ¢ < k, ’échantillon des k exces au-dela du seuil X,,_, . Selon le théoreme

de Pickands, Balkema et deHaan (1975) (voir ), la loi des D; j, est approximée par la loi d'une jeme

statistique d’ordre associée & un échantillon k v.a issues d’une loi de Pareto généralisée aynt pour fonction
de répartition G(y) =1 — (1 +ay)~/7,a,y €ER et y > 0.

La solution explicite associée a 1’équation d’estimation au sens du maximum de vraisemblance est
donnée par

v=150 log(1+aD;y)
k k D; i
2 =1 l) L S
o ( T3 it 149D,k
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I1.2.2 Estimateurs généralisés de I’'indice des valeurs extrémes

Estimateurs a noyau (1985)

Une classe générale de lestimateur de Hill a été proposé par Csorgd et al. (1985), estimant l'indice
des valeurs extrémes vy > 0 par

Z;L:l K(Z/k) [IOg Xn—i+1,n - IOg Xn—k:,n]
> K(i/k)

olt K(-) est un noyau non-décroissant défini sur R* tel que [~ K(u)du = 1.

Par identification, I'estimateur de Hill s’obtient comme un cas particulier de Y (k), ott K(u) = 1o 13(u).

Notons qu’une classe plus générale des estimateurs & noyau, fut proposée par Groenboom et al. (2003)
pour v € R.

Ce type d’estimateurs peut étre obtenu aussi par une régression Quantile d’une distribution de Pareto
type I par Quantile empirique. Elle consiste & une approximation naive de la pente de I'extrémité droite
du Q-Q plot (voir Beirlant et al. (1996) et Oliveira et al. (2006)).

CE

Estimateur de Hill généralisé (1996)

Beirlant et al. (1996) proposérent une forme généralisée de estimateur de Hill, s’inspirant d’une
analyse de la pente du graphe Quantile-Quantile (QQplot). Valide pour toute valeur de v € R, il est
donné par

k
. 1 .
A (k) = + E [log 4™ (i) — log 4™ (k)] .
Les performances asymptotiques et empiriques de 4 (k) sont décrites dans [6].

Estimateur de Pickands généralisé (1996)

La grande variance asymptotique de l'estimateur de Pickands (une variance asymptotique minimale
supérieure & 12 atteinte au voisinage de v = —0.5), a motivé une re-formulation fonctionnelle de 4p (k)
sous la forme

AGP(k 0)

1 Xn—[02k:] n Xn—[ﬁk] n>
lo : — ], pour 0 < 0 < 1.
log(e) s < an[Gk],n — An—[k]l,n

On reconnait facilement le cas particulier § = %7 4¢P (k,0) correspond & l'estimateur de Pickands

4P ([k/4]). Plusieurs variantes de Y7 (k, ), existent dans la littérature, méme si celle proposé dans le
papier de Sergers (2005) semble étre la plus détaillée en terme de propriétés empiriques et asymptotiques.

Esimateurs des moments mixés (2009)

Fraga et al. (2009) proposérent un généralisation de I’estimateurs des moments 57 (k), en définissant
un nouveau type d’estimateur asymptotiquement gaussien donné par

k) = 1+ 2min{@,(k),0}’

< H
NN Y (k) - L(k> 1 k ank n
ou pp(k) =————etLk)=7> . _,|1————"7—).
o= e =R (g T
L’estimateur proposé fait intervenir a la fois, une certaine combinaison entre les exces relatifs ainsi
que leurs logarithmes Il semble étre une alternative pour l’estimation de l'indice des valeurs extrémes

pour v € R.

gl
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Remarque I1.2.2. Les différents estimateurs de l'indice des valeurs extrémes -y, proposés dans cette
section, ont tous une propriété commune : Quand le nombre des k plus grandes statistique d’ordre in-
tervenant dans Uexpression des estimateurs est petit, la variance de U'estimateur sera grande. de l'autre
coté, un choix de k assez grand, induira un biais important dans l’estimation. Ainsi, un choix raison-
nable du nombre d’excés k est un compromis entre réduction de biais et minimisation de la variance
des estimateurs. La figure décrit le comportement empirique en terme de biais (premiére colonne) et
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F1GURE II.1 — Comportement empirique de quelques estimateurs de 7 (en rouge l'estimateur de Hill, en
vert 'estimateur de Pickand, en bleu l'estimateur de Dekker et en noir estimateur de Hill généralisé) -
ligne 1 : Distribution Pareto(2), ligne 2 : Distribution exponentielle standard, ligne 3 : Distribution
uniforme sur [0,1].

de RMSE (deuxiéme colonne), des quatre estimateurs 57, 4M AP et 41 4 travers trois (03) exemples
de distribution (chacune appartient a l'un des 03 maz-domaine d’attraction cités dans le chapitre 1) :
chaque exemple est issu de 1000 réplications d’échantillons de taille n = 1000. Le premier exemple (ligne
1) représente le comportement des estimateurs sus-cités de v en fonction du nombre d’exceés k, relative-
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ment & 1000 échantillon issus d’une loi de Pareto standard de paramétre v =2 (F(x) =1 — x_%’zﬂ).
Nous constatons que Uestimateur de Hill ¥7 est meilleur que les trois autres estimateurs proposés en
terme de biais et de RMSE. Le deuziéme exemple (ligne 2) est relatif a Uestimation de l'indice v sous
une loi d’échantillonnage exponentielle (F(x) = 1 — e~ *, appartenant au maz-domaine d’attraction de
Gumbel ot v = 0) : Nous remarquons que l’estimateur 47 ne s’adapte plus a ce type de situation (cela
s’explique par le faite qu’il est congu exclusivement pour des distributions & queue lourde v > 0), et
nous relevons plutét l'adéquation d’estimateurs de type 4™ et 45 qui semble avoir de meilleures perfor-
mances en terme de biais et de RMSE. Le dernier exemple (ligne 3) reléve le comportement des quatre
estimateurs en fonction du nombre d’excés k relativement a une loi d’échantillonnage uniforme standard
(F(x) = 21 {0<z<1} + Liz>1y, appartenant au maz-domaine d’attraction de Weibull v < 0) : nous consta-
tons a travers cet exemple, que l'estimateur de Pickands 4* s’adapte (en terme de biais) mieuz d une
telle situation lorsque la distribution admet un point terminal supérieur (distribution distinguée par un
indice des valeurs extrémes v < 0), méme si Uestimateur Y% & de meilleures performances en terme de

RMSE.

I1.2.3 Reéduction du biais dans ’estimation de ’indice des valeurs extrémes
7

Un des constats marquants, relevé a travers les résultats asymptotiques des estimateurs de I'indice des
valeurs extrémes -y, est la présence d’une composante de biais qui peut s’avérer non-négligeable et néfaste.
Une réduction de cette composante est ainsi plus qu’appréciable et nécessaire. L’un des pionniers dans ce
domaine fut Peng en 1998, qui proposa pour la premiere fois 'idée d’un estimateur asymptotiquement
sans biais de l'indice des valeurs extrémes. L’idée a été reprise par Beirlant et al. (1999), puis parGomes
et al. (2002), ot 'estimation se base sur un échantillon de Log-exces relatifs ainsi que le Log-espacements
entre une sous-suite extréme de statistiques d’ordre issues d’une distribution de Pareto. Les auteurs de
ces travaux ont proposé des estimateurs (dits estimateurs de second ordre & biais réduit) de I'indice des
valeurs extrémes, avec une variance asymptotique plus grande ou égale & 72?(1 — %) pour p < 0. Cette
réduction de biais impacte négativement la variance asymptotique des estimateurs proposés (voir une
variance infinie quand p tend vers 0).

Il faudra attendre les travaux de Caeiro et al. (2005), pour palier & la contrainte d’augmentation de
la variance asymptotique, lorsqu’on réduit le biais des estimateurs. L’estimateur proposé est dit asymp-
totiquement, sans biais et & variance minimale égale & 2. Son expression est obtenue en supposant que
la fonction quantile extréme U (t) appartient & la classe de Hall d’ordre deux (voir [41]), i.e :

Ut) = Ct(1 + ﬂptp +o(t7)) (1L9)

satisfait la condition du second ordre donnée par (I1.2), ou v > 0,5 # 0,et p € R*. L’estimateur a biais
réduit proposé par Caeiro (2005) est donné par :

p(k)
Bk) (%)
1 — p(k)
L’expression de I'estimateur H (k) requiert la connaissance des parametre p et 3 du modele dans (11.9).
Fraga Alves (2003) propose une estimation de ces paramétres par

H(k) = H(k)(1 - ) (IL.10)

3(Ty" (k) — 1)
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. (M (k)™ — (M (k) /2)7/?

(M2 (k) /2)7/2 = (M (1) /6)7/%
pour tout 7 dans R, 7,7 (k) converge vers 3(1 — p)/(3 — p), et

T, (k) =

Bo(k) = (k) v PN (k) = NP (k)
P n VT(Ll_ﬁ)(k)NT(Ll_ﬁ)(k) _ N,Sl_Qﬁ)(k)
ol Véa)(k) = % Zle (%)a_l and Nr(ta)(k) = % Z?:l i(log Xn—it1,n — log Xn—i,n)(%)a_l'
La normalité asymptotique de l'estimateur dans ( ) est établi par Caeiro et al. (2005), pour une

suite d’entiers k = k(n), k(n) — oo et k(n)/n — 0 quand n — oco. Si la condition du second ordre dans
(11.2) est satisfaite avec klim VEA(Z) = X € R, alors
— 00

VE (T, 5(k) =) £92k + Op(VEA(/K)).

s

I1.2.4 Estimation du quantile extréme pour les distribution a queue lourde

Dans la théorie des valeurs extrémes univariée, il existe une multitude d’approches portant sur ’esti-
mation des quantiles extrémes. Deux méthodes paramétriques se dégagent intuitivement des approches
classiques citées dans le chapitre 1 : celle des maximas par blocs, qui modélise la distribution des extrémes
par la loi des valeurs extrémes généralisée (GEV), ainsi que la méthode des exces au-dela d’un seuil
modélisée par une distribution de Pareto généralisée (GPD). Une des alternatives d’estimation des plus
répondues dans la littérature, est une approche semi-paramétrique proposée par Weissman (1978).

Quantile extréme des maximas par blocs

I’estimation du quantile extréme par I'approche des maximas par blocs se caractérise par 03 étapes
suivantes :

Etape 01 : Cette approche consiste & diviser un échantillon X7, ..., Xy en k blocs de méme taille n (on suppose

N = nk), le Fleme ploe est défini par X(i—1)n+41s - -» X(j—1)n+n, de tel sort que la taille des blocs n
et le nombre de blocs k soient suffisamment grands.

Etape 02 : On calcule le maximum M; du bloc j défini par :

M] = max {X(j—l)n+17 N 7X(j—1)n+n} ,j = 1, .. .7I€

On suppose que la taille de chaque bloc est grande, alors la condition asymptotique du théoréme
de Tippett-Fisher-Gnedenko est vérifiée et I’échantillon des maximas obtenu M, ..., M} est issu
de la loi GEV.

Etape 03 : L’estimateur du quantile extréme d’un niveau p, par la méthode des maxima par blocs est ainsi :

QPM(p) =i+ % [(~ln(1—p) 7 -1

o
¥
Quantile extréme par ’approche POT

L’approche des exces au-dela d’un seuil u consiste a estimer le quantile extréme selon les 04 étapes
suivantes :

37



CHAPITRE II. Inférence statistique dans la théorie des valeurs extrémes

Etape 01 : Pour un échantillon X7, Xo,...,X,, on choisit un certain seuil élevé u. Notons N, le
nombre d’observations X; dépassant le seuil w. On définit ainsi les v.a des exces, YV; = X; —u|X; > u
Etape 02 : Soit Y7,Ys,...,YyN, un échantillon des exceés au-dessus du seuil u, de distribution condi-
tionnelle
Fy+u) — F(u)
1— F(u)

D’apres le théoréme de de Haan-Balkema, on a 'approximation de F,(z) par :

Fu(y) =PX —u<y[X >u] =

,x >0

Fu<y) ~ G(O,U,A/) (y) = F(y) ~ G(O,U,’y) (y)v Yy > 0,u — o0
Etape 03 : La fonction F(y) peut s’écrit sous la forme :
F(z) = (1= F(u)Fu(y) + F(u)

En remplacant y par x = y + u, la fonction de distribution conditionnelle F;, par la distribution

de Pareto généralisée et F'(u) par l'estimateur empirique 1 — 1\7[1“, nous obtenons la fonction de
distribution F'

g\ "
F(m)zl—Nu(l—i—’yx u)
n

g

Etape 04 : Finalement, on inverse la fonction de répartition de F', 'estimateur du quantile extréme
d’un niveau p est donnée par :
¥
n
— -1
()

Ou & et 4 sont les estimateurs des parametres de la loi GPD centrée.

o
QLT (p) =u+ 5

Quantile extréme de Weissman (1978)

Cette approche repose sur une caractéristique des fonction de survie appartenant au Max-domaine
d’attraction de Fréchet (y > 0) :

F(z)=2"Y7L(2)
Ou L est une fonction & variation lente. On peut écrire alors :

Fz) L) (Xz >1/7

—k,n

F(Xn—kn) L(Xn—gn)

En considérant que le rapport des fonctions a variation lente est proche de 1, on a :

B B T -1/~
F(z) ~ F(Xp—kn) (X - )

Pour en déduire I'estimateur de Weissman d’un niveau p donnée par :

n \ —u k)
,p)

Ql‘év(p) = ank,n (k‘

La normalité asymptotique de l'estimateur de Weissman est établi par Peng (1998) sous les mémes
conditions que celle permettant d’établir la normalité asymptotique de 1’etimateur de Hill.
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Application a ’estimation de la prime de réassurance

Dans la théorie moderne d’actuariat, une exigence typique serait une tarification crédible, adéquate
et juste, assurant ainsi l’équilibre de la branche. Cette exigence ne peut étre soulever qu’a travers la
connaissance du risque & assurer et la mise en ceuvre d’outils performants d’évaluation de ce risque
notamment en présence d’une probabilité significative d’occurrence d’évenement extréme lié directement
ou indirectement au risque assuré.

Dans la littérature actuarielle, plusieurs principes de tarification sont proposés telle que le principe
de la moyenne, principe de la variance, principe de la Value at Risk (VaR) ou du Tail Value at Risk
(TVaR), mais le plus répondu reste celui proposé par Wang en 1996 qui se base sur une transformation
proportionnelle de la fonction de survie. Ce principe définie une prime de réassurance dite a risque
proportionnel (notée I1g), d’un risque ré-assurable X (supposé une variable aléatoire absolument continue,
et d’une distribution de probabilité F'(x) sur un support de z > 0), comme une combinaison entre la
fonction de survie S(z) = 1 — F(x), d’un parametre r > 1 appelé indice d’aversion au risque ainsi que du
niveau de rétention R > 0. Cela peut étre formuler mathématiquement par une transformation :

T.: [0,1] +— [0,+o0]
S(z) — S(x)*

et la prime de réassurance associée & un niveau de rétention R est donnée par :

I, (R) = / S(z)rdx. (I1.11)
R
L’estimation de la prime de réassurance donnée dans ( ) repose essentiellement sur 'estimation de

la fonction de survie, obtenue en fonction de l'expression des quantiles extrémes par S(z) = Q*(1 — x),
ol Q°*(1 — x) peut étre I'un des trois estimateurs proposés précédemment. Par exemple, I'expression de

Pestimateur de la prime de réassurance dans ( ), relative & un seuil de rétention R = X,,_, peut
étre obtenue en injectant un estimateur de la fonction de survie relatif au quantile extréme de Weissman
par :
. KNV rH(K)
I.(k) = — — X, I1.12
r(k) (n) 1—rHE) " fom ( )

La normalité asymptotique de I'estimateur dans ( ) a été établit par Necir et al. (2009) pour un
indice d’aversion au risque r > % et un niveau de rétention optimal R, = F~1(1— %), ouk = k(n) — oo,

est une séquence d’entiers vérifiant £ — 0 et VkA(k/n) — 0 quand n — cc.

I1.3 Estimation semi-paramétrique dans le cas d’un échantillon
i.i.d en présence de censure aléatoire

I1.3.1 Présentation du cadre d’estimation

La notion de censure d’information en sciences appliquées (Analyse de survie, fiabilité ou encore en
assurances) a connue un intérét majeur porté par la communauté statistique, afin de palier & un éventuel
manque d’information et la mise en ceuvre du modele approprié.

En analyse de survie par exemple, une caractéristique des données, est ’existence d’observations
incompletes, en effet, les données sont souvent recueillies partiellement, a cause des processus de fin d’étude
ou d’observations. Les données censurées, proviennent du fait qu’on n’a plus acces a toute I'information :
par exemple au lieu d’observer des réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de
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durées T', on observe la réalisation d’une variable Z soumise & diverses perturbations, indépendantes ou
non du phénomene étudié.

La censure est le phénomene le plus fréquent dans les modeles des données de survie. En pratique,
nous distinguons deux cas de censure :

Définition I1.3.1 (Censure & droite). Une observation statistique est dite censurée a droite si l'individu
sur lequel porte l'observation d’une variable aléatoire X, n’a pas subi [’événement jusqu’a sa réalisation
entiere.

Exemple I1.3.1. Un médecin observant la durée de guérison d’un panel composé de 100 patients, constate
que 20 entre eux ne se sont pas guéris apres la durée de ’étude. Ainsi, la durée de guérison des 20 patients
est supérieure a celle observée.

Définition I1.3.2 (Censure & gauche). Un observation est dite censurée & gauche quand lindividu a
déja subi I’évenement avant que cet individu soit observé. On sait seulement que la date de [’événement
est inférieure a une certaine date connue.

Exemple I1.3.2. Afin de mesurer la fluidité d’une ligne aérienne pendant la période des fétes, une
compagnie s’intéresse a l’observation des durées d’entre [’enregistrement et l’embarquement d’un client.
Certaines observations sont impactées par des mouvements de gréve perturbant ainsi l’observation du
phénomeéne étudié. par conséquent, la durée réelle entre l’enregistrement et l’embarquement d’un client
est inférieure a la durée observée en présence de perturbations.

Dans le cas d’une censure a droite, on peut distinguer 'un des trois cas de figures suivants :

Censure de type I (censure fixée) : Soit C' une constante, et au lieu d’observer les variables (X1, Xo, ..., X,)
qui nous intéressent, on observe pour chaque individu ¢ la variable :

7 — X, siX;<C
"7 1 C sinon

L’échantillon des observations Zy, Zs, ..., Z, est dit censuré de type I.

Censure de type II (attente) : Dans ce type on observe l'avénement d’un phénomene aléatoire sur
n individus, on arréte I’étude au moment ou k individu réalisent I’éveénement. Ainsi on observe
Z1, 25, ..., 2 pour les k premiers individus, et Zj pour le reste des n — k individus restants.

Censure de type III (censure aléatoire) : Soit (C1,Cy,...,C),) des variables aléatoires i.i.d. Dans ce
type de censure, chaque individu i peut étre censuré d’une maniere différente de celle opérée sur
les autres individus. c’est-a-dire, au lieu d’observer des couples de variables (X;, C;) on observe un
échantillon (Z;, ;) donné par :

{ Xi si Xi § C,‘
Z; = .
C; sinon

et

0 sinon

5i{ 1 s X;<C;

Le troisieme type de censure est le plus fréquent dans la pratique. on peut citer quelques exemples en
analyse de durée, relatifs a une censure aléatoire a droite

1. la perte de vue : le patient quitte I’étude en cours et on ne le revoit plus.

2. P’arrét ou le changement du traitement : les effets secondaires ou l'inefficacité du traitement
peuvent entrainer un changement ou un arrét du traitement. Ces patients sont exclus de I’étude.
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3. la fin de I’étude : I’étude se termine alors que certains patients sont toujours vivants (ils n’ont
pas subi 'événement - censure la plus courante).

Remarque I1.3.1. Une hypothese naturelle est de considérer que la variable d’intérét est indépendante de
la variable de censure. Du point de vue mathématique, cette hypothese est indispensable pour la construc-
tion des modéles qu’on va présenter par la suite.

Considérons une variable d’intérét X définie par sa densité de probabilité f et sa fonction de survie
S, censurée par une variable C' ayant pour densité de probabilité g et une fonction de survie G. Pour
un modele de censure aléatoire a droite, on suppose qu’on observe n réplications i.i.d du couple (Z =
min(X, C), 6= ﬂ{XSC})'

Proposition I1.3.1. La fonction de vraisemblance relative a l’échantillon de couple observé (Z,0) =
{(2i,6;), pour i =1 a n}, est donnée par

n

i=1

Définition I1.3.3 (Estimateur de Kaplan-Meier (1958)). Soit (Z;,d;), pour i =1 & n un échantillon de
données censurées aléatoirement & droite. L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie S(t)

est donné par
N n—1
*) (ni+1) ’

©: 2y n <t

et en tout point de continuité de S, to € [0,7] et S(77) >0, on a

n—oo

NG (S(to) . S(to)) —£ 5 N (0,V(ty)),

to
ot V3(ty) = —52(150)/0 S'Q?Sig)(u) et G est la fonction de survie de la variable de censure Y .

Définition I1.3.4 (Estimateur de Nilson-Aalen (1972)). Soit (Z;,0;), pour i = 1 a n un échantillon de

données censurées aléatoirement & droite. L’estimateur de la fonction de risque cumulé A(t) = fg égzg du

est donné par
o d;
A(t) = —
H- Y &

iz, <t

ou Y; représente le nombre d’individus a risque juste avant Z; et d; représente le nombre de déces en Z;.

I1.3.2 Estimation de l’indice des valeurs extrémes en présence de censure
aléatoire a droite

La problématique d’inférence statistique en présence de données censurées dans la théorie des valeurs
extrémes, est considérée comme un récente question de recherche en regard du peu de travaux portant sur
la dite problématique. La difficulté est essentiellement liée au fait qu’une partie des données supposées
décrire une queue de la distribution' (dont le nombre est petit), sont incomplétes, et risque ainsi de
biaiser 'information visant a exprimer le comportement des extrémes.

1. 11 est intéressant de regarder l'effet de la censure dans la queue & droite (resp. & gauche) quand on analyse le com-
portment du maximum (resp. du minimum)
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Les premiers a avoir introduit I'idée d’inférence statistique dans la théorie des valeurs extrémes en
présence de censure aléatoire, ont été Reiss et Thomas en 1997 (voir [66], section 6.1), quand ils ont proposé
un estimateur de 'IVE ~ > 0 mais sans donner de résultats asymptotiques de l’estimateur proposé.
Récemment, Beirlant et al. (2007) proposa un estimateur généralisé de v € R, ainsi que l’estimation
du quantile extréme en présence de censure aléatoire a droite. Cette construction est considérée comme
le début d’une série de travaux d’analyse asymptotique des différents estimateurs utilisant ’échantillon
des observations dépassant un seuil déterministe sous ’hypothése d’un modele de second ordre (donné
dans ). Depuis, plusieurs autres contributions autour de I'inférence en théorie des valeurs extrémes
en présence de données censurées on vu le jour, & Uinstar d’Einmahl et al. (2008), Gomes and Neves
(2001), ou tous récemment Worms and Worms (2014) qui proposerent un nouveau type d’estimateur
non-paramétrique de v pour une distribution a queue lourde.

Description du contexte Considérons un échantillon de v.a Xi, Xo,..., X, supposées i.i.d et issues
d’une loi commune F' € MDA(H,,) Le modele de censure aléatoire & droite consiste & considérer
Iexistence d’un échantillon de censure Y7,Ys,...,Y,, ou les Y; sont supposées étre indépendantes
identiquement distribuées selon la méme loi G € MDA(H,,), et qu’on observe

Z; = min(X;,Y;) et 6; = I1x,<y,} pour tout i =1 a n.

La variable indicatrice d; désigne si 'observation Z; est censurée ou pas. Notons par v, I'indice des
valeurs extrémes associé a la variable Z (on suppose ainsi que les Z; sont issues d’une loi commune
H € MDA(H,)). L'objectif principal consiste & apporter quelques éléments d’inférence statistique
sur la queue droite de la distribution inconnue de X dans les trois cas suivants

Cas01l: v >0ety >0
Cas 02: v <0,7%2 <0et xzp =2z¢ (F et G admettent le méme point terminal)

Cas03: v =7 =0etzp=2g=+00

Dans chacun des trois cas précédant, Einmahl et al. (2008) ont montré que v = 7711332 , avec la notation
v = 0 pour le cas 03. De plus, définissant la proportion de non-censure par

p=piz) = P(XKY|Z=2)
= Po=1Z=z2)
_ /B0-6e)
h(z)
p(z) — 2 , quand z — o0

T+ Y2
Ce qui motive lestimation de 7, par le rapport de v par p(z).

Exemple I1.3.3. Soit une variable aléatoire X distribuée selon une loi de Pareto généralisée avec
Fx(z)y=1-(1+ yix) "V 41 > 0, censurée par une variable aléatoire Y distribuée selon la méme
loi, avec Gy (x) =1 — (1 +yx)" Y72, v >0, on a :

1—Hz(z) P(min(X,Y) > z)

= (1+ ,ylf)*l/%(l + 72m)*1/’72
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et f7(2) = (1+2) V11 (1 4 pm) 2t (14 E22). doa

1422
p=p(z) = PXKY|Z=2)
_ 1
- 1+ 14+v12
1422
p(z) — 72 , quand z — 0.
Y1+ Y2

Einmahl et al. (2008) proposérent un estimateur consistant de p, basé sur les k plus grandes statistiques
d’ordre, et donné par

k

. 1

P =Dk = E E 5[n—i+1]7
i=1

ol 6j;) est la valeur de J concomitante a la jéme statistique d’ordre Z; .

Il est important de noter, que toute estimation de I'indice des valeurs extrémes 71, basée sur I’échantillon
Z1,Zs,...,Zy, (sans tenir compte de la censure), converge vers v l'indice des valeurs extrémes de Z et
non pas celui de la variable d’intérét X. Par conséquent, la procédure d’estimation doit étre adapter
a la présence de censure. Einmahl et al. (2008) proposa une estimation de -; au sens des estimateurs
probabilité inverse pondérée (Inverse Probability Weighted), qui consiste a estimer I'indice des valeurs
extrémes relatif a la variable X par le rapport entre 'estimateur de l’indice des valeurs extrémes de Z
(sur la base de k plus grandes valeurs de Z) et ’estimateur de la proportion de non-censure dans la queue
droite de distribution, i.e :

ok
HOE ( ), (I1.13)

Pk
ot 4° (k) peut étre I'un des estimateurs présentés dans la sous-section (en particulier 47 (k), 47 (k)

ou 4M(k)). Le théoréme suivant énoncé dans [29] décrit la normalité asymptotique de p vers 5, mais
aussi celle de 42 (k) vers 71 relativement a la convergence de 4°(k) vers .

Théoreme 11.3.1. Pour n — oo, et sous les hypothéses :
(H1) : VEA(Z) = A€R

k i
(H2) : =550 [p(H (1= 1)) —p] > a€R
(H3) : pour1—§<t<1et|t—s|<c%,s<1,c>0, on a:
\/Estup [p(H (t)) = p(H" (s))| = 0

on a .

VEGLR) —71) <5 N (;()\bo ), a+vpz;<1—p>)

ot \by (respectivement %) représente la moyenne (respectivement la variance) de vVk(3® (k) — 7).

Démonstration. Notons que vk (32(k) —v1) = Vk (% - 71). Ainsi, une décomposition naturelle se-
rait de réécrire le second membre en faisant intervenir un terme en-y, ie :

VE32 (k) =)

%mwﬂ) )+ %\/E(v — )

= SVRGW -+ BVE (=2 )

p Y1+ Y2
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d’ou
o 1 e gel .
VE@2 (k) =) = SVEG (k) =7) = S VEG ) (IL.14)
le comportement asymptotique du terme vk (3°(k) — 7) est obtenu par le théoreme quand 4° (k)
est choisit parmi les trois estimateurs classiques de . Nous focalisons ainsi sur le second terme dans la
décomposition en considérons la construction suivante :

Soit Z et U deux v.a indépendantes issues respectivement d'une loi H, et d’une loi g ;). définissant

5 1 siU<p(2) ot 5 — 1 siU<p
1 0 siU>p(2) 10 siU>p

Il est aussi clair que Z et 4 sont indépendantes et
P(|6 - 6] = 1]Z = 2) = |p — p(2)|

On dupliquant d’une maniére indépendante cette construction n fois, chaque couple (Z;, ;) ainsi construit
aura la méme distribution que le couple initial obtenu par ’échantillon. On peut écrire donc

k
. 1
p= % Z ]I{U[n—i-u,n]gp(zn—iJrl,n)}’
=1

ot Upp—it1,n) st la valeur de U; concomitante a Z,_;11,,, et de manicre similaire

k
_ 1 1
p= %Z {U[nfz#»l,n]gp}-
i=1
Par construction, il est clair que Ui n,Us ..., Uy n sont indépendantes de Z.Ainsi, nous décomposons

le terme p — p sous la forme

VE —p) = Vi@ — ) + VG — p).

Il

~ 1 k
comme p= ¢ > Liy,<py, alors

=

3>

(p—p) T N (0,p(1 —p)). (IL15)

Intéressons nous maintenant au terme vk(p — p), qui semble étre le terme biais

3>

VEG—p) 2 %
=1

7

u

(L0, <pZoiirm)} — Livi<p})

?T‘M?T

|:]]'{Ui<p(zn—i+1m,)} - ]l{Uigp(H“(l—%))}}

Il
=
N

i=1

k
1
v v cpmei-) ~ Livien]
= Tip+Toy

D’apres le corollaire 1 de Chow et Teicher (1997, page 357) et sous les hypotheses (H2) et (H3), T3

converge en probabilité vers a. L’objectif maintenant est de montrer que 717 4 Eo.
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Notons par V; = H(Z;),i = 1 an (les V;’s sont des variables aléatoires i.i.d distribuées selo une loi
uniforme sur [0,1]) et par r(t) = p(H* (t)), on a :

k
1
Ty = ﬁ ; []]'{Uigr(vn—i+l,n)} - ]]'{Uigr(l—%)}]
et
1k
T < — Ty <riv. . — 1y, 4
| 17k| \/E;| {Ui<r(Va—it1,n)} {Uq,g"“(l n)}|

[

k
1
ﬁ Z; H{Ui<|?”(‘/n—7:+1,n)fr(17%)\}
i=

1k
< ﬁ;ﬂ{(]i<ﬁ}’ pour 1 > 0.
1=

Par le théoreme 1 dans Chow et Teicher (page 356), et pour i > 0 arbitrairement petit, T3 j Eo.
En combinons et , on obtient

VE (G2 (k) = ) = ;ﬁ (3 =) = ZVE (5 p) — 2+ on(1)

les deux termes en vk sont indépendant, car le premier (respectivement le second) est construit a partir
de Déchantillon des Z,’s (respectivement des U,’s). Finalement, et sous les hypotheses (H1)-(H3), le
résultat dans le théoreme est vérifié. O

Remarque I1.3.2. Nous notons qu’un autre type d’estimateur de lindice des wvaleurs extrémes, fut
introduit par Worms and Worms (2014), donné par :

1 1 Lpi

~W . n—i+1,n

AV (k) = - g — ilog () , (I1.16)
n(1 — Fn(Zn—k,n)) — 1— Gn(anin) Zn—i.n

i=1

ot E, et G, représentent respectivement les estimateurs de Kaplan-Meier de F et G. Nous illustrons par
un exemple comparatif, les qualités et les défauts empirique des estimateurs proposés par : Einmahl dans

respectivement @ une adaptation de Uestimateur de Hill (qu’on note 4 ), de Pickand (qu’on note
4F), de Dekker (qu’on note 4M ) ainsi que celui proposé dans ( ) par Worms (qu’on note 4Y ).

La figure illustre le comportement empirique des estimateurs 42,47 AM et AW 4 travers trois
jeux de simulation (1000 réplications d’échantillons de taille n = 500) : chaque échantillon est issu d’une
censure d’'une loi de Pareto standard v, = 2 par une loi de Pareto de paramétre respectif vo = 18,6 et
2, ce qui nous permet d’espérer une proportion de non-censure p respective de 90%, 75%, 50%, soit une
proportion de censure de 10%,25%,50% (cela découle du faite que p = WIEW, dans le cas d’échantillon
issu d’une distribution de Pareto censurée par un échantillon d’une loi de Pareto). Nous constatons que
les deuz estimateurs 4 et 4%V semble étre de meilleure qualité en terme de biais et RMSE que 4 et 4M
dans le cas d’une censure ¢ 10% (ligne 1), méme si la qualité de ces deux estimateurs ce dégrade lorsque
la proportion de censure augmente (notamment le biais significatif de Uestimateur de Worms présenté
dans le graphe de la ligne 3, en fonction du nombre d’excés k). L’adéquation de lestimateur de Hill
(par rapport aux deux estimateurs 4L et 4M ) adapté au cas de données censurées s’explique forcement
par le constat soulevé dans la remarque 11.2.2, relevant la régularité de 'estimateur de Hill dans le cas

d’échantillon complet et une loi d’échantillonnage appartenant au maz-domaine d’attraction de Fréchet).
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CHAPITRE |11

NOTIONS DE STATISTIQUE BAYESIENNE

(Le:o‘fas:)

... Nous #ne connaissons a priori des afoses gue ce que nous p mettons nous—mimes ...

Emmanuel Kant, Critique de la raison pure, 1724 - 1804

priori sur le ou les parametres du modele statistique, en les supposant aléatoires et distribués selon une
dite loi a priori, du ou des parametres.

Nous décrivons dans ce chapitre, quelques notions essentielles a I’analyse bayésienne, de sa construc-
tion a la mise en ceuvre pratique d’'un tel modele. Nous commencons par rappeler tout d’abord, les
fondements théoriques des modeles bayésiens, permettant d’introduire dans un second temps, 1’ensemble
des techniques bayésiennes en étalant le mécanisme d’inférence sur un parametre du modele statistique
classique ou on prétend avoir une connaissance a priori. La troisieme partie de ce chapitre sera consacrée
au choix discutable de la loi a priori du parametre qu’on supposera, et I'idée derriere la construction
d’une telle loi en fonction de la structure du modele statistique. Nous terminons ce chapitre par un ap-
port bayésien a I’estimation de I'indice de queue pour une distribution dans le max-domaine d’attraction
de Fréchet (o > 0).

Pour une description détaillée des concepts et principes de la théorie bayésienne, nous recommandons
aux lecteurs 'ouvrage de Chrstian Robert (2006).
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CHAPITRE III. Notions de la statistique bayésienne

I11.1 Approche bayésienne

Dans une approche d’inférence statistique fréquentielle, on considére que le parametre du modele 6
est fixe, appartenant a un espace des parametres O, qu’on 'estime sur la base d’un échantillon observé.
L’idée de base derriere un concept bayésien, consiste a traiter le parametre inconnu 6 comme une variable
aléatoire admettant une densité de probabilité 7(6) qu’on appelle loi a priori.

L’inférence bayésienne est fondée ainsi sur une combinaison judicieuse entre une connaissance a priori sur
le parametre du modele 0 et 'information apportée par les observations, dont I’objet et de construire un
nouveau modele bayésien fonction d’une loi sur 6 dite a posteriori.

On ce place dans un espace (Q, B,Py, 0 € O), ol ) représente I'espace d’états et O celui des parametres.
L’objectif d’'une analyse statistique est d’associer au mieux un modele paramétrique Py a une situation
observée. Le concept bayésien suppose de plus, I'existence d’une loi 7, telle que ’espace des parametres
muni de la loi 7 forme un espace probabilisé (0,4, 7).

Définition III.1.1 (Modele dominé). Un modéle statistique est dit dominé s’il existe une mesure com-
mune dominante p, c’est-a-dire pour tout 0, Py admet une densité par rapport a p :
dPy
X0) = —
F(x16) = T
f(X10) appelée vraisemblance du modele ou loi conditionnelle de X sachant 6, est vue comme une
fonction de # une fois qu’on a observé un tirage de X.

Définition III.1.2 (Modele bayésien [68]). Un modéle statistique bayésien est la double donnée d’un
modéle paramétrique {fo(x), 0 € O} et d’une loi de probabilité, de densité w dite loi a priori qui est la
marginale de la variable aléatoire 0.

.e:

x~f(x|0), 6~mx0)

II1.1.1 Le paradigme bayésien

Etant donné un modele paramétrique relatif & la loi conditionnelle d'une v.a X sachant 6 € © (notée
X ~ f(x | 0) et Pespace O est a dimension finie). L’analyse statistique bayésienne vise & exploiter
le plus efficacement possible I'information apportée par x sur le parametre 6 pour ensuite construire
des procédures d’inférence sur . Bien que z ne soit qu'une réalisation observée d’une loi gouvernée
par 0. L’information fournie par I'observation x est contenue dans la densité f(x|f) que 'on représente
classiquement sous la forme inversée de vraisemblance :

((0]x) = f(x[6)
Pour traduire que la fonction £(6|z) dépend d’un parametre 6 (inconnu), pour une valeur observée x.
Le paradigme bayésien stipule que, le parametre du modele 6 n’est plus considéré comme une constante
inconnue et déterministe mais comme une variable aléatoire. L’incertitude sur le parametre # dans un
modele bayésien peut étre décrite par une distribution de probabilité 7 fonction de 6, ce qui revient a

supposer que 6 est distribué suivant 7(6 avant que X ne soit généré selon une loi d’échantillonnage f(x|6).
La loi a posteriori est déterminée & l’aide de la formule de Bayes

_ f(=]0)7(0)
m(0lz) = T F(z[0)m(6)d6

ol x| 0)7(0)d représente la loi marginale de X . Ainsi on peut écrire
Jo (x| 0)m( p g p
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w(0)z) x f(x|0)7(6) (I11.1)
Le probleme qui s’impose lorsqu’on construit un tel modele, réside dans le choix de la loi a priori
qui est percu comme une difficulté majeure des approches bayésiennes en tentant d’interpréter le role
de linformation a priori disponible car elle est rarement assez précise pour conduire a la détermination
d’une seule et unique loi. Il existe néanmoins deux fagons permettant de construire la loi a priori, 'une en
fonction des observations, dites lois conjuguées ou informatives, et une deuxieme a faible contenu infor-
matif, dites loi-non informatives. Dans la suite de ce chapitre, une section sera consacrée a la description
des deux alternatives relatives au choix d’une loi a priori.

I11.1.2 Fondement de la construction bayésienne

Une observation x peut étre considérée comme étant générée par la loi conditionnelle de X sachant
0. La fonction de vraisemblance est donnée par :

£(0,7) = P(X ==z |0) silemodele est discret
v f(z]0) si le modele est continu

Si 7 est la loi a priori de 6 alors, la loi du couple (X, 6) est donné par :

(2,0) P(X =z | 0)n(f) sile modele est discret
At flz | 0)m(0) si le modele est continu

et la loi marginale de X est obtenue de la facon suivante :

— pour un modele discret : P(X =x) =) .o P(X =2 | 0)7(0)

— pour un modele continu : fx (z foee f(z | 0)n(0)do

Les deux cas précédents peuvent ainsi étre résumés sous la forme générale :

= / L0, 2)m(0)d0

Si on s’intéresse a la loi conditionnelle de 6 sachant X = x (appelée loi a posteriori), cela revient a
déterminer la relation entre 6 et X par la formule de Bayes :

P(BnA) P(A|B)P(B)
P(B| A)= = )
BT =" P(4)
La loi a posteriori est déterminée donc par :
\ . P(X=xz|0)7(0 P(X=xz|0)m(0
— Pour un modele discret : w(0|x) = (P(Xl g)c)( ) = Eee(; P(X|=)32|é)2r(9)

f(z|)m(0) _ _ f(z]0)n(0)
fx(z) f@ f(z|0)m(0)do
On écrit d’une maniere générale, la densité a posteriori ou vraisemblance a posteriori du parametre 6

par :

— Pour un modele continu : 7w (f|x) =

c(e x) (9) _L(0,2)7(6)

0
( | ) f® d9 EX (.17)
Comme, la marginale £x (z) ne dépend pas du 9, on peut aussi écrire :
w0 | ) o< L(0,z)7(0) (I11.2)
Pour un échantillon d’observations z1,xs,...,x, supposées étre indépendantes et issues de X, la

distribution a posteriori 7(6 | ) représente alors I'information dont on dispose sur 6, apreés observation de
X. C’est un compromis entre I'information a priori (donnée par m(6)) et I'information tirée de 1’échantillon
(donnée par L(0,x1, ..., Ty)).
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I11.2 Principes d’inférence bayésienne

I11.2.1 Fonction de perte et risque bayésien

Définition III.2.1 (Fonction de perte). Soit t = T(x1,...,x,) un estimateur de 0 supposé appartenir a
un ensemble de décision D. On appelle “fonction de perte ”(notée I(t,0)), toute fonction mesurable de
D x © a valeurs positives satisfaisant :

- I(t,0) > 0 pour toute valeur d’estimateur t # 6 etV 0 € ©.

-(t,0) =0sit=0.

Cette fonction mesure la perte engendrée par I’estimation de 6 par t. L’exemple suivant donne quelques
fonction de perte des plus usuelles.

Exemple IT1.2.1 (Fonctions de perte usuelles). :
= h(t,0) = c1(t — 0)1g<iy (t) + c2(0 — )1 (g5 (1).
— Ia(t,0) = ©(0)|t — 0" avec p(0) >0 et r > 0.
A si |t—0l>e ¥Ye>0, A>0
- ls(t,0) = { 0 silt—0]<e

En particulier, si :

— @(0) =1 et r=2, I5(t,0) = (t — 0)2. I2(t,0) est dite fonction de perte quadratique.
— ¢1 = ¢, 11(t,0) = |t — 0] est dite fonction de perte absolue.

Définition ITI.2.2 (Risque fréquentiste). Soitt un estimateur de 6 et l(t,0) la fonction de perte associée.
On appelle risque fréquentiste, la quantité notée Ri(0) et donnée par :

R(6) = Ex[I(t,0)] = /Q I(¢,0)dP,

Définition ITI.2.3 (Risque intégré). Sim désigne la loi a priori de 6, alors on appelle risque intégré, la
quantité notée r(t) et donnée par :

r(t) = /@ Ru(0)dn(6)

Définition IT1.2.4 (Risque bayésien). Soit t un estimateur de 0 et I(t,0) la fonction de perte associée
et 7 la loi a priori de 6. On appelle risque bayésien moyen, la quantité notée R™(t) et donnée par :

R™(t) = Eo[i(t,0)] = /@ (¢, 0)7(0])do

Définition II1.2.5 (Décision préférable et admissible). Soit R™(t) la fonction de risque bayésien moyen
relative a [’estimation d’un paramétre 6 € ©.

1. Une régle de décision di € D est dite préférable au sens bayésienne (ou meilleure), qu’une autre
régle do € D (et on note dy = dz), si et seulement si R™(dy) < R™(dg).

2. Une regle de déciston dy € D est dite admissible au sens bayésienne s’il n’existe aucune autre regle
qui lui soit strictement préférable. i.e :

Vd € D,d; = d.
3. Une regle de décision dp est dite bayésienne si elle minimise la perte moyenne a posteriori, i.e :

Egix=(I(6,dp)) = min B7(1)
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Notions de la statistique bayésienne
I11.2.2 Estimateurs bayésiens ponctuels

On considére un modele bayésien donné par X ~ f(z | 6), 6 ~ w(6), & partir duquel on construit la loi a
posteriori 7(6 | z) par ’équation (

).

Définition II1.2.6 (Estimateurs bayésiens). Un estimateur 0 associé d une fonction de perte 1(t,0) et a
une loi a priori w(0), est dit estimateur bayésien de 0, si et seulement s’il minimise la fonction de risque
bayésien moyen, i.e R
0 = argmin R™(t
Bp 0
La proposition suivante permet d’exprimer quelques formes d’estimateurs bayésiens.

Proposition II1.2.1. Soit 0 € © est un paramétre unidimensionnel a estimer, lorsque :
Cas 01 la fonction de perte est uniforme, l(t,0) = 1 — 1y,_g<s},0 > 0

Uestimateur bayésien relatif a la fonction perte l(t,0) lorsque § — 0, correspond au mode de la distribution

a posteriori w(0|x). I est dit estimateur du mazimum a posteriori, noté Orrap et donné par
6 = arg max 7(0|x
MAP g Ry (0]x)

Cas 02 la fonction de perte est absolue, I(t,0) = c1(t—0)119<sy (t) +c2(0 —1t) 19543 (t), 1 > 0,2 > 0.

L’estimateur bayésien 8y, correspond au quantile d’ordre <

de la distribution a posteriori, i.e
c1+ca

N c
P(0<0q|m):01;62.

Dans le cas ou c1 = co, estimateur bayésien correspond a la médiane de la loi a posteriori.

Cas 03 la fonction de perte est quadratique, I(t,0) = (t —6)?, qui correspond a une fonction de perte
quadratique.

Uestimateur bayésien coincide avec la moyenne a posteriori de 0. Il est dit estimateur de la moyenne a
posteriori (Mean posterior estimator), noté Oy pg et donné par :

Orpe = E[f)2] :/ Or(0|x)do
©

Pour plus de détails sur les résultats présentés dans la proposition , nous recommandons de voir
[68] page 85.

I11.2.3 Exemple du contrdle de qualité

Soit un échantillon de variables aléatoires X7, X, ..., X,, supposées étre i.i.d distribuées selon une loi
de Bernoulli B(p), ou chaque X; désigne ’état de défaillance de la pitce i, i.e

{ 1 i la ¢ piece est défectueuse
X, = .
0 sinon

Supposons aussi, qu'un expert de fabrication estime qu’il y a peu de chance qu’une piece soit défectueuse.
Cela se traduit par un choix naturel et intuitif d’une loi a priori de p & support dans [0, 1], qui soit
concentrée sur les petites valeurs de p. Ainsi, une distribution Beta, B(a,b) avec a > 0 petit devant b
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semble étre a priori une loi candidate judicieuse. On cherche a présent, a déterminer la loi a posteriori de

p par 1’équation ( ), relativement & un échantillon observé 1, s, ..., z, et une loi a priori :
1 -1 b—1
7(p) B’ (1 =p)" L)
ou B(a,b) = FF(EQJFFES) Rappelons que l'espérance et la variance d’une loi By 1)(a, b) sont :
a ab
E(p) = t V =
W) =77 o Vorl) = e o

Le choix des hyperparametres a et b est conditionné par une connaissance a priori du parametre p,
en terme de valeur moyenne et en variabilité.
Nous commengons tous d’abord, par 1’écriture de la vraisemblance comme suit :

‘C(pa T1yeeey xn) = pZLl 931(1 - p)n72?21 Zi

Ainsi, la loi marginale de X est donnée par :

X1 = Ty, 7Xn = l’n)

P(
/0 Ly 1oy ) (0)dp

1
_ Do T 1— n—y " | x; a—1 1 — b—ll d
[P S et (=) e )

B sy zitan =3 zi+b) /1 pXizstenl(l - pyro it
B(a,b) o B jzi+tan—>" 2 +b) p

Ce qui nous permet, d’obtenir finalement

£X($1, ,Jtn)

B!z +an—Y" x;+b)

Lx(z1,...,zn) =

B(a,b)
La loi a posteriori est ainsi donnée par :
L:(pa L1y-eey xn)ﬂ—(p)
w(p|lry, T2, ..., xn
(p| 12 ) EX(xl,...,xn)
_ B(a7 b) % 1 pz;lzl M‘Hl—l(l _ p)”_E;;l z;+b—1
B! jxi+an—Y ., x;+b) B(a,b)

1
p— X
B mitan—S a+b) 1

On reconnait la densité d’une loi Beta de parametres Y . x;+a et n—Y ., x;+b. Ainsi, I'estimateur
bayésien de p associée a une fonction de perte quadratique, est donné par :
S Tita
n+a+b
Pour une fonction de perte uniforme, I’estimateur bayésien de p est donné par :

Sty m,1+a—1(1 _ )n—Z?:1 z;+b—1

p

ﬁMPE =

Y rita—1

n+a+b—2
Remarque II1.2.1. On constate que la loi a priori et la loi a posteriori résultante sont de la méme famille
de loi Beta. Nous décrivant dans la section suivante ce type d’a priori particuliére dite informatives.

DMAP =
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I11.3 Quel choix a priori?

Le choix d’une distribution a priori des parametres dans un modeéle bayésien est crucial afin d’apporter
un maximum d’éléments en inférence statistique. Ce choix touche d’'une fagon directe la distribution a
posteriori résultante de I'équation (I11.2).

En théorie, il existe deux modes de pensées qui sont mis a I’évidence par rapport a un choix a priori.
Le premier est “subjectif ” : Il repose sur 'information disponible et I’expertise sur le parametre obtenue
et des opinions collectées. Cette expertise est exprimée par une loi de probabilité dite “distribution a
priori non-informative 7.
Cependant, la théorie bayésienne s’applique aussi dans le cas ou on ne dispose pas d’une expertise ou
connaissance a priori. Ce mode de pensé est plutot “objectif ”qui assigne une loi de probabilité a priori
informative au sens qu’elle soit de la méme famille que celle qu’on s’attend a avoir a posteriori.

II1.3.1 Distribution a priori informative

La modélisation a priori informative est le point le plus délicat de ’analyse bayésienne. Il existe plu-
sieurs procédés pour obtenir des lois informatives, méme si nous décrivons dans cette partie, une facon
des plus simples permettant de construire un a priori informatif relativement a la définition des familles
naturelles conjuguées.

Définition IT1.3.1 (Familles naturelles conjuguées). Une famille F de lois sur © est dite conjuguée si,
pour tout loi a priori w[0] appartenant & cette famille F, la loi a posteriori w(0|x) appartient également

a F.

Remarque II1.3.1. En pratique, en cherche a identifier le noyau d’une loi conjuguée par la formule
( ), c’est-a-dire, si la forme fonctionnelle (par rapport aux paramétres du modéle fréquentiel) de la
vraisemblance f(x|0) forme un noyau d’une loi de probabilité, alors le choix d’une loi a priori de la méme
forme permet la construction d’une loi a posteriori naturellement de la méme forme (appartenant d la
méme famille).

Exemple 111.3.1. Le tableau suivant regroupe quelques exemples de lois conjuguées, ot la loi condition-
nelle w(0|z) s’obtient proportionnellement au produit de la loi a priori w(0) et la vraisemblance f(x|0).

Vraisemblance f(z|0) Loi a priori 7(6) Loi a posteriori 7(0|x)
NG, 1) N (i) N+ u/7 1+ 1777 )
N(0,0?) IGAMMA(a, ) IGAMMA(a + 1/2, 8 + 22/2)
Bin(n, 0) Bjo,1)(, B) Byyla+z,n+p—x)
P(N) GAMMA (o, ) GAMMA(a+z, 5+ 1)

TABLE III.1 — Exemples de lois conjuguées usuelles

La distribution IGAMMA * est la loi conjuguée naturelle d’une loi normale lorsque le paramétre de
position est connu.

o L o B (11T B
1. Distribution dite inverse gamma de densité =— ( 2) X exp <— 2)
y(e) \ o o
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Exemple III1.3.2.

- Considérons une variable aléatoire X distribuée selon une loi de Pareto (type II) de paramétres (6,a),
définie par sa densité de probabilité :

a’
f(z]6,a) = W]l[a&m[(x)

En supposant a connu, la forme fonctionnelle par rapport a 6 de la vraisemblance est f(x|0) x 0 exp [0 log(a/z)],
ot on reconnait ainst le noyau d’une loi gamma (de paramétre 2 et log(xz/a)). En prenant une loi a priori

de type gamma, la loi a posteriori le sera aussi. La loi gamma est donc la famille conjuguée naturelle de

la loi de Pareto.

- Un deuziéme exemple plus simple est de considérer une loi binomiale négative de paramétre (n,p) :
PX=z[p) =Criep*(1-p)", 0<p<1l, z€N
Clairement, une loi naturelle conjuguée sera une loi Beta puisque :
P(X = z|p) o< p*(1 —p)"

L’approche conjuguée reste la solution la plus standard dans le cadre informative. Une famille naturelle
conjuguée est un concept qui simplifie considérablement le calcul des distributions a posteriori, ¢’est donc
la raison du développement de ce type de lois a priori. Il faut noter que seuls les modeles a structure
exponentielle admettent la construction d’une famille conjuguée.

II1.3.2 Distribution a priori non-informative

Le concept non-informatif des lois a priori est vu comme une alternative dans le cas ou la vraisemblance
n’admet pas une structure exponentielle, permettant la construction d’une loi conjuguée naturelle. Le
principe de base dans la conception d’une distribution non-informative est de faire une analyse bayésienne
lorsqu’il y a absence de I'information a priori sur le parametre d’intérét, ou dans le cas ou c’est difficile
de traduire en terme de loi a priori I'information disponible sur les parametres par une loi de probabilité.

Le choix d’une loi a priori non-informative conduit souvent a la spécification d’une mesure dite loi
impropre et non pas d’'une probabilité. L’approche est ainsi dite “objectif”.

Définition II1.3.2 (Lois impropres). Une loi impropre est une loi qui est définie sur l’espace © de
densité m non intégrable

/@ 7(0)d0 = +o00

Le choix de ce type de loi n’a qu’un intérét calculatoire et s’interprete difficilement. Nous verrons par
la suite que la construction de lois non-informatives peut conduire a des lois a priori impropres.

Exemple II1.3.3. Soit X1, Xs, ..., X,, un échantillon aléatoire i.i.d issu d’une loi exponentielle de pa-
ramétre X > 0. Considérons que la loi apriori de A est une loi impropre ©(\) = 1y 1oq)(N) ( la loi
uniforme sur RT ). Ainsi, la loi a posteriori est donnée par :

Aexp(—Ax)
f0+°o Aexp(—Ax)d\

(A | x) =

Le dénominateur est égal a T'(2)/x?, et la loi a posteriori m(\ | ) = %/\em‘p(—/\x), représente une loi
GAMMA(2, ).
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Exemple 111.3.4. On veut connaitre la probabilité 6 d’avoir une face apres le jet d’une piece de monnaie.
Nous imaginons avoir deux choix a priori :
Cas 01 : Toutes les valeurs de 0 sont équiprobables (a priori non-informatif) : w(0) = 1, V0 € [0, 1].
Cas 02 : Il y a 75% de chances que 0 soit entre 60% et 80% (a priori subjectif), i.e :

3 1
m(0) = 1]1[0.60,0.80] (0) + Zﬂ[o,o.ﬁo[u]o.so,u (9)

Apres avoir procédé ¢ 10 lancers successifs, on obtient l’échantillon {F, F,F,P,F,F,P,P,F, F}, soit
7 faces et 3 piles. La probabilité d’obtenir 07 faces s’exprime en fonction de 0 par :

P(X =7) =12007(1 — 6)?
Ainsi, la distribution a posteriori m(0|X = 7) est proportionnelle &
07 (1 —0)37(0).

La distribution a posteriori du parametre sera proche de la vraisemblance dans le cas 01, lorsque
I’a priori est non-informatif ou si 'on dispose de beaucoup de données. Par contre il sera proche de la
distribution a priori informative dans le second cas ou si I’on dispose de peu de données.

En pratique :

- Avec une taille d’échantillon usuelle, en s’attend & ce que 7w(0|y) ~ f(y|0).

- On choisira un a priori w(#) non-informative si on souhaite que son impact sur la distribution a
posteriori 7(#|x) soit minimal. Graphiquement, 7(6) sera plus plate que la vraisemblance f(z|f), et
donc dominée par celle-ci.

- Un a priori informatif n’est pas dominé par la vraisemblance. Son impact sur 7(6|y) est plus impor-
tant. Dans I'exemple précédant, on choix d’un a priori () informative de type Beta (car la forme
fonctionnelle de la vraisemblance s’écrit sous un noyau d’une loi Beta), la loi a posteriori prendra

la forme
7T(9|X — 7) x 97+a—1(1 _ 9)3+b—1,

a et b désignent les hyper-parametres de la loi a priori.

0.6 0.8
I |

Loi a postériori (8 | x)
0.4

0.2

0.0

FiGURE III.1 — Effet des hyper-parametres a et b sur la loi a posteriori

Dans la figure , nous visualisons 'effet d’'un choix des hyper-parametres a et b de la loi a priori,
sur la loi a posteriori w[0|X = 7]. La courbe en noire représente le choix d’une priori uniforme
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(cas 01), celle en bleu (respectivement en vert et en rouge) est relative a un a priori By q)(1,0.5)
(respectivement By 17(3,1) et By 1)(7,3)). Le constat graphique fait ressortir une allure de plus
en plus concentrée de la a posteriori lorsque la valeur de a augmente. On soupgonne alors que la
taille d’échantillon et 'information apportée par les observations n’a pas pu atténuer l'effet de la
connaissance a priori.

II1.3.3 Loi a priori au sens de Jeffrey

Jeffreys (1961) proposa une technique permettant la construction de lois a priori non-informative,
en utilisant la quantité d’information de Fisher notée I(f). L’argument pourrait étre le suivant : I(6)
représente une mesure de la quantité d’information sur 6 contenue dans lobservation x. Plus I(0) est
grande, plus Pobservation apporte de information. Il sera naturel donc de favoriser (au sens rendre plus
probable suivant 7(6)), les valeurs de 6 pour lesquelles la quantité d’information de Fisher est la plus
grande (ce qui minimise l'influence de la loi a priori au profit des observations).

Définition IT1.3.3 (Mesure a priori de Jeffrey). Etant donné un échantillon de v.a X1, Xo, ..., X, issues
d’une loi f(x | 6), ot 6 est un paramétre réel, on appelle loi a priori non-informative au sens de Jeffrey,
la loi (éventuellement impropre) donnée par :

7t1(9) o [1(0)]?

ou I(0) = E(—g—; log(f(X | 6))) désigne la quantité d’information de Fisher apportée par x sur 0.

Remarque III.3.2. Dans le cas ou, 0 est un paramétre vectoriel (de dimension p finie), et 1(0) la
matrice d’information de Fisher définie par :

2

10) = (150)); je 1y = <IE [(%faejlog(f(X |9))]>

i,5€{1,....p}

la mesure a priori au sens de Jeffrey s’écrit :
71)(8) o (det(1(6)))"/?

Exemple II1.3.5.

- Soit une v.a X ~ N(u,0?) de moyenne u et de variance o® supposées étre des paramétres inconnus, et

1 1
fX($|U70'2) = Wexp {—202(93 - #)2}

Le paramétre vectoriel de la loi de X est @ = (u,0?). Nous déduisons facilement, la matrice d’information

de Fisher 1(0), égale a :
1/0% 0
0 2/0?

Ainsi, la loi a priori au sens de Jeffrey s’écrit :

1
7, 0) x o

On remarque que la loi a priori obtenue est invariante par translation et homothétie. Ce constat représente
d’une maniére générale, une caractéristique principale des loi a priori au sens de Jeffrey.
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- Etant donné une v.a Y distribuée selon une loi de Bernoulli de paramétre 6 € [0,1].

Ona:1(0)= ﬁﬂ[o,u(e); d’ot :

7 (0) x (6(1 — 6)) /> L10,1((0)

Ainsi, la loi a priori de 6 au sens de Jeffrey est une Bjg 1)(1/2,1/2).

111.3.4 La loi de Laplace

Définition I11.3.4. La loi de Laplace (1774) correspond & un choiz d’une loi a priori donnée par :

m(0) o< Lygecoy

En fonction de l'espace des parametres ©, nous retrouvons alternativement une loi uniforme sur ©
ou une loi impropre. Le choix de la loi de Laplace peut sembler naturel car aucune valeur de parametre
n’est a priori favorisée par rapport a une autre. Or, I'inconvénient de cette loi impropre est qu’elle soit
non-invariante par reparamétrisation bijective : En effet, si la reparamétrage n = g(6) est considérée (olt
g étant une fonction bijective) 6, on obtient alors (par changement de variable) :

~ d _,
m(@) ol = 7(n)=|-g (77)‘
n
ou T désigne la loi a priori correspondante & = ¢(f). Bien qu’aucune information a priori ne soit
disponible sur 7, puisqu’aucune information a priori n’est disponible sur 6, le choix de loi a priori sur 7

n’est donc plus (en général) la loi de laplace, et le choix de la loi a priori semble donc dépendre de la
formulation méme du probléeme.

Exemple II1.3.6. Si p désigne la proportion de naissances d’une certaines catégorie d’espece animale

(que nous considérons distribuée selon une loi uniforme sur [0,1]) alors, le paramétre de rapport des

chances o(p) = ﬁ suit une loi a priori de densité 1/(1 + 0)2, qui est donc non uniforme.

I11.3.5 Loi a priori de Zellner

Définition II1.3.5 (Zellner (1971)). Etant donné n-échantillon de variables aléatoires X1, Xs, ..., Xy,
supposées étre indépendantes et identiquement distribuées selon une loi commune f(xz|0) ot 0 € ©, on
appelle loi a priori non-informative au sens de Zellner (1971), la loi impropre donnée par :

m#)(6) o exp (Ex (log f(z]6)))

La loi a priori est ainsi définie, de fagon & maximiser I'information moyenne apportée par les données,
par rapport & celle dans la loi a priori (voir [80], page 03).

Exemple IT11.3.7. Soit une v.a X ~ Pareto(0,1), donnée par sa fonction de répartition F(x) =1—z77.

Le modele bayésien s’écrit comme :
f(x|0) =62~V 9> 0.

Ainsi, la loi a priori au sens de Zellner est donnée par :

7%)(0) x fexp (;)

57



CHAPITRE III. Notions de la statistique bayésienne

I11.4 Modele bayésien hiérarchique

Un modele bayésien hiérarchique consiste a analyser I'information en faisant intervenir des niveaux
successifs et conditionnels, en distinguent entre apports structurels et apports proprement subjectifs. La
logique bayésienne repose essentiellement sur un modele d’incertitude sur la loi a priori, en introduisant
une loi sur les parametres du modele fréquentiel. Souvent, la loi du premier niveau est considérée conjuguée
(par souci de simplification) tout en injectant autant de fois qu’il est nécessaire dans le premier modele,
des niveaux supérieurs (sur les hyper-parametres du modele a priori) afin de de corriger éventuellement
cette erreur de jugement a priori.

Définition I11.4.1. On appelle modéle bayésien hiérarchique, la donnée d’un modéle statistique bayésien
(f(x]0),7(0)), ot la loi a priori w(0) est décomposée en distributions conditionnelles :

’/T1(0‘91),7T2(01|92), e 77rd(9d—1|0d)

et en distribution marginale mqy1(04). Les paramétres 0; sont dits hyper-paramétres du i® niveau hiérarchique
de la loi a priori.

Remarque II1.4.1. Notons qu’un modéle bayésien hiérarchique s’écrit comme :
T n~ f(l‘w), 0~ 7T1(9‘91), 91 ~ 7T2(t91|92), c. . ,ed—l ~ Wd(ed—lwd)’ ed ~ 7Td+1(9d)7

Ainsi, nous pouvons considérer que le modeéle bayésien usuel n’est rien qu'un cas particulier, écrit sous
la forme

x~ f(z]0), 0~ x(0)

7T(9) = / 7T1(9|91)7T2(91‘92) e 7Td(6‘d71|9d)7rd+1(0d)d01 - d@d
O X...X0O4

Dans la littérature moderne, les travaux de Gerfland et Smith (1990) sont considérés comme étant les
fondements des techniques bayésienne d’échantillonnage utilisant une structuration hiérarchique. Leurs
principe consiste a évaluer 7(0|z) de la manieére suivante :

(0]2) :/@ 71 (0], 01)m2(01 )6y

si les lois 71(0|x,01), m2(01) sont connues, générer § suivant 7(0|x) revient en fait & générer #; suivant
mo(61) puis 6 suivant m(0|x, 61).

II1.5 Consistance de la distribution a posteriori

L’inférence bayésienne sur d’un parametre 6 issu du modele f(x|6), consiste essentiellement & choisir
une connaissance a priori adéquate sur le parametre 6. Sous certaines conditions de régularité, la distri-
bution a posteriori peut étre approximée par une loi normale de moyenne ’estimateur du maximum de
vraisemblance, et de variance I'inverse de la quantité d’information de Fisher (ou la matrice d’informa-
tion de Fisher dans le cas ot # est multidimensionnel). Si une plus grande précision est nécessaire, on
peut alors utiliser un développement asymptotique de la loi posteriori. Une logique intuitive derriere la
normalité de la distribution a posteriori est décrite ci-dessous.

Nous partons tout d’abord d’une question cruciale, qui est ” Comment 'inférence bayésienne influencée
par un choix a priori particulier, dépend-elle de I'importance relative a la quantité d’informations dans
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les données ?7”. Cette quantité d’information (dans le cas unidimensionnel) peut étre mesurée pour un

échantillon i.i.d par
o 0%log f(alo)

" 2o =0
ou 6 est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.
Soit X1, Xa,...,X,, un échantillon de variables aléatoires supposées étre i.i.d issue chacune d’une

loi commune f(x|6y). L’approche bayésienne consiste & analyser cet échantillon conjointement avec un
jugement a priori 7(#) afin de nous rapprocher au mieux de . L’idéal serait d’avoir un a priori capable de
corriger toute déviation dans l'observation, en la rendant a posteriori, de plus en plus concentrée autour
de 6y, quand la taille de I’échantillon augmente. Cette propriété asymptotique est connue sous le nom de
" Consistance de la distribution a posteriori” en 6.

Définition IIL.5.1. Une suite de mesures de probabilité aléatoire p, = w(-| X1, Xa,...,Xp) sur P =
{Py : 0 € O} est dite faiblement consistante si, pour un voisinage U de Py, , et ji,(U) — 1 quand n — oo,
Pe(:)—presque surement, i.e :

(0 :d(0,60) < €[X1,..., Xn) = 1 in Py — prob,

ot Pa(:) est la distribution des observations indexée par la vraie valeur 0g.

Exemple IT1.5.1. Etant donné X1, Xo,..., X, supposées étre indépendantes et identiquement distribuées
selon une loi de Bernoulli avec Po(X = 1) = 0. Considérons une loi B 1)(a, ) comme un a priori de 6.
La loi a posteriori est ainsi distribuée selon une loi Bo (o +> 1 Xisn+ -7 X;), et :

a+ i Xi)(n+B—3, Xi)
m+a+B)2n+a+pB+1)

a+y i X

(
Var(0| X1, Xa, ... Xn =
n 5 ) T( ‘ 1, A2, ’ )

]E(6|X13X27 cee 7X7L) =

Par la loi des grands nombre, X,, = % Yoi Xi = 0o Py, -presque surement. Ainsi E(0| X1, Xo, ..., X,) —
0o et Var(0| X1, Xa,...,Xn) = 0 Py,-presque surement. Dot :

P(9¢{90—6,90+6}‘X17X2,...,Xn) = P(|9—90|>6‘X17X2,...,Xn)
_ B0 002X, X5, X
X 2
o VCLT(0|X1,X2, .. .,X,L) —+ []E(0|X1aX27 e 7Xn) — 00]2
- 2

€
— 0Py, — presque surement quand n — oo.

Une conséquence importante de cette consistance a posteriori (en distribution) réside dans la robus-
tesse de l'inférence bayésien par rapport au choix de ’a priori.

Notons aussi, que la convergence de la distribution a posteriori vers Py, découle de ’analyse du concept
de vitesse de convergence :

Définition II1.5.2. La distribution a posteriori converge avec un taux €, — 0, pour une distance d
(usuellement la distance de Hellinger) sur 6 si

Eg, [7 (0 :d(0,0p) < €,]X1,...,Xpn)] = 1 when n — oo

Pour plus de résultats sur le taux de convergence de la distribution a posteriori, nous recommandons
de voir 'ouvrage [33].

1. See for instance Doob (1949), Schwartz (1965), Ghosh (2009)
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I11.5.1 Normalité asymptotique de la distribution a posteriori

Les méthodes d’inférence bayésienne sont essentiellement basées sur une approximation gaussienne de
la distribution a posteriori de 6. Quand la taille de I’échantillon n augmente, la distribution a posteriori
approche la normalité sous certaines conditions de régularité et se concentre au voisinage du mode a
posteriori 6. Supposons que la premitre dérivée partielle de log (0] X) s’annule en 0, et définissons

- Plogf(0)
=" =t

Un développement de Taylor d’ordre 2 au voisinage de 6 nous permet d’écrire :

82 10g7T(9|X1,X2, AN 7Xn)
902 |a=§

- 1 -
log (0| X1, Xa,...,X,) = logn(0| X1, Xo,...,X,) — 5(9— )% x (—

- 1 -
10g7r(9|X1,X2,...,Xn)—5(9—9)2
Ainsi,
(0] X1, Xo, ..., Xp) = 7r(§|X1,X27...,Xn)exp(—;(9—5)2xfn>
1 .
X exp 75(079) x Iy |,

Ce qui signifie que la loi a posteriori est proportionnelle a un densité gaussienne de moyenne 6 et de
variance x It

Mais, un résultat des plus importants sur la distribution a posteriori asymptotique, demeure le
théoreme de Bernstein, Von Mises, donnant la convergence dans I'espace L1 :

Théoréme IIL.5.1 (Bernstein (1917), Von Mises (1931)). Sous certaines conditions de régularité, et

pour n — OO on a
—1

7| X1,..., Xn) =N | 0, T; ()|| — 0 sous P, ",

ol Ty, est la matrice d’information de Fisher, 0 est un estimateur efficace de 0 et || - || représente la
distance de variation totale.

Sous les conditions suivantes :

H3 pour tout # € ©, un support compact ne dépendant pas du parametre.

H4 Une fonction £(6, ) trois fois dérivable par rapport & 6 dans un voisinage U = (6 — 0,6y + 9) de
0o et supgey £ (0, ) < M(+) < o0

2
H5 g, [250(00,-)] = 0 et Eo, [2£(00,-)]” = Eq, [ WK(@O,.)} < o0
H6 Pour tout £ > 0, Je > 0 et une sous-suite k de n (k suffisamment grand) telle que :

‘081;‘1; p [Lk(e) k(é)} < -

ou

k
0) = > _log f(xil0).
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le corollaire suivant découle du théoreme précédent

Corollaire IIL.5.1. Pour 6 une solution consistante forte de l’équation %Lk(G) = 0, et pour tout a
priori w(0) continue et positive en Oy -la vraie valeur du paramétre- quand k — oo on a :

Vk (90 - é) L5 N (0,2 (60))

—1
ou I, N (6p) = 1E —g—; log f(X\0)|9:90] est Uinverse de la quantité d’information de Fisher.

Théoreme II1.5.2. En plus des conditions du corollaire , St on suppose que la loi a priori
m(0) admet un moment d’ordre 1 fini et 0° est un estimateur bayésien de la moyenne a posteriori, alors

VE0* (k) — 0(k)) = 0, avec ©(00) = 1 quand k — oo, et :

Z.(0o)

1
lim / lw||7W (w]| X1, Xo, ..., Xp) — exp {—wQIk(HO)] |dw — 0.
k—oo Jr 2

Remarque II1.5.1. le résultat dans le théoréme implique que :
. VI (00) 1
lim w7V (w| X1, Xo, ..., Xn dw%/wiex ——w?T; (0 dw = 0.
dmn [l 0, X Xl = [ 0V exp | =T (0|
Comme 6* = E(0| X1, Xa, ..., Xn) = E(0 + %|X1, X2,..., X,,), alors :

VEB* (k) — 6(k)) = / wr (w| X1, Xa, ..., X,)dw =0 quand k — oo.
R

II1.6 Estimation bayésienne de l’indice de queue a > 0

En guise d’application des concepts bayésiens, nous tentons d’apporter une réponse bayésienne a une
question des plus cruciales en théorie des valeurs extrémes. A l'instar des travaux examinant la possibilité
d’appliquer des approches bayésiennes (Coles and Powell (1996), Stephenson and Tawn (2004), Diebolt et
al. (2005), de Zea Bermudez et al. (2010), Cabras and Castellanos (2011), do Nascimento et al. (2012),
So and Chan (2014), ou aussi Pouvrage de Beirlant et al. (2004, Chapitre 11)), nous présentons une
alternative bayésienne d’estimation d’indice de queue o > 0, en vue de reprendre la méme philosophie de
construction adoptée dans le cadre fréquentiel, en introduisant a la place des estimateurs du maximum de
vraisemblance, des estimateurs bayésiens au sens maximum a posteriori (MAP) et moyenne a posteriori
(MPE), en partant d’une loi a posteriori construite selon que I’a priori soit informative ou non. L’efficacité
empirique des estimateurs proposés sera examinée par simulation. L’estimation d’indice de queue nécessite
la sélection d’un seuil approprié, pour la construction d’un échantillon d’exces relatifs. Une procédure
numérique de type MCMC sera mise en ceuvre afin de permettre la construction d’estimateurs a posteriori.

Considérons un échantillon de v.a X7, Xo,..., X, supposées i.i.d, issues d’une loi commune F', dans
le Max-domaine d’attraction de Fréchet (F' € MDA(®,)), i.e:

. 1—-F(te)
Fre MDA(®.) & lim ——Fpar =7

2. voir Ghosh et al. (2006)
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En fixant un seuil v > 0 assez grand, notons n, le nombre de variable X; supérieure au seuil u (i.e
Nu = 1{x,>u) et définissant la variable d’exces relatif Z = {<|X > u}. Ainsi, nous construisons un

échantillon d’exces Z = 2y, Zo, ..., Zy, distribuées selon une loi :

Fz(z)=1—-27% a>0,z>1

Ainsi, la fonction de vraisemblance relative a un échantillon observé de Z = 21, 29, . . ., 25, est donnée
par :

Lo(3,0) = Hazi_(a+l)

Lz
x o™ exp (—a Z log zz>

i=1

II1.6.1 Approche bayésienne informative

L’écriture fonctionnelle de la vraisemblance £, (2, «) par rapport a «, de visualiser un noyau d’une
loi Gamma. Ainsi, en optant pour une loi a priori conjuguée naturelle 7(«a) la loi GAMMA(a,b), la loi a
posteriori 7(«|z) sera de la méme famille et s’obtient par :
_Ly(Z,a)m(a) L2, 0)7 (@)

m(alz) = Lo(2) f0+oo Eu(g,a)w(a)da-

Calculons tout d’abord, le dénominateur représentant la vraisemblance marginale :
+oo Nu b
L,(2) = / H ozz_(‘”'l) )(a)“_le_bada
0

= exp < Zlog 2 ) / am el oy <a210g(zi) + ba) da

I'(n, +a)
= eX log(
P < Z g ) (Z;n:l IOg(ZZ) + b)nqua

Ainsi, la loi a posteriori est donnée par :

(X log(z) + b)Y o _
— 1= _ 1 X Ny+a 1.
m(a2) T + ) exp | —a ;:1 0g(z;) +ba | a

Finalement, on en déduit qu’a posteriori

a|Z ~ GAMMA (nu +a, Zlog(zi) + b) :

i=1
L’estimateur moyenne a posteriori de « s’écrit ainsi :

iipp = E(af?)

a + Ny,
b+ 300 log(z:)’
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De méme, l'estimateur du maximum a posteriori, s’obtient comme :

@g\f[)AP = arg moz}x{w(aﬁ)}

a—+mn, —1
b+ 221 log(z;)

Définition IT11.6.1. En remplacant le seuil u par la statistique d’ordre n — k, les estimateurs bayésiens
MPE et MAP de «, relative a une loi a priori informative GAMMA (a, b), sont respectivement donnés par :

NG a+k
a k =
S S A g ey
R (C) a + k — 1
a k =
MAP( ) bt Z§:1 log(X)?—'H—lm,)

n—k,n

II1.6.2 Approche bayésienne non-informative

Une deuxieme alternative serait de considérer une loi a priori non-informative au sens de Jeffrey et
au sens de Zellner (Maximun Data Information prior).

Méthode du Jeffery’s
Rappelons que la loi a priori impropre de a au sens de Jeffrey s’écrit :
7 (@) o [det(I1(a))]/?

ou I (a) = ]I*Z(—a‘r’—:2 log(f(z] «))) désigne la quantité d’information de Fisher apportée par une observa-
tion z sur o.

Dans ce cas, on obtient :

82 1/2
D) E(_azlog(az‘(a“))ﬂ
(6%

1
x -
a
Afin de déterminer la loi a posteriori :
(3 (1) 5 ()
r(a]z) = Eu(z,a)ﬂ: (@) _ +oo£u(z,a)7r (@) ,
Lu(2) [T Lo (2, 0)r) () da

nous commengons par calculer la vraisemblance marginale :

+oo
Lu(E) = /O Loz )7 (0)da

_ 2. )" . F(?’Lu)
= @ U s

d’ou :

7r(04|2) = (Zz_}l(?i(;z)) - O/“f1 exp <—a§;log(%)>
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qui représente la densité d'une loi GAMMA(n,, Y. log(2;)).

L’estimateur moyenne a posteriori de « au sens de Jeffrey, est donné par :

a(J) _ T
MPE — w
Z?=1 log(z;)

L’estimateur maximum a posteriori de v au sens de Jeffrey, s’obtient en maximisant la loi a posteriori,
d’ou :
J) Ty — 1

MAP =570 log ()

Définition I11.6.2. En remplacant le seuil u par la statistique d’ordre n — k, les estimateurs bayésiens
MPE et MAP de a, relatifs a une loi a priori non-informative au sens de Jeffrey, sont respectivement
donnés par :

&

() k
& k) =

e e
(] k—1
0‘5\42413(]@) =

k Xn—iti,n
b+ log(Z—)

n—k,n

Remarque I11.6.1. Nous constatons que l’estimateur moyenne a posteriori au sens de Jeffrey @%}II)PE(k:),
correspond exactement o linverse de estimateur de Hill (estimateur de lindice des valeurs extrémes

=)
Approche Maximum Data Information (MDTI)

Etant donné un modele bayésien Z lo ~ 27D et o ~ m(a), la loi a priori non-informative au sens
de Zellner est donné par :
72 () o exp (Ez (log f(2|)))

ou f(z|a) représente la vraisemblance pour une observation z, ce qui nous permet d’écrire

@ (a) eXp(JEz [logaz_(aH)D

xX «aexp|——
«

m(alz) o« Lu(Z,0)7@ ()

1 o
Ny +1 - 1 .
X « exp( o az ogzz>

i=1

et la loi a posteriori

I’estimateur maximum a posteriori de « est solution de I’équation

Ny,

1
T = Y st
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En multipliant les deux membres de 1’équation précédente par o?, I'estimateur de maximum a poste-
riori (MAP) de «, au sens de Zellner est :

RO <B+ VB2 +4A>

QAprap = 94

ot A =>"" log(z;) et B =mn, + 1.En remplagonc u par X, _g n, l'estimateur du maximum a posteriori

=

au sens de Zellner correspond a

k Xn—it1in -t
i S log(Xptite)

k
(2) ko . _
aMAp(k’) = 14+411+4 k+1)2 (; IOg(Xn—z+1,n) 1Og(Xn—k,n)>

Remarque II1.6.2. Contrairement a l'estimateur mazimum & posteriori (MAP), nous notons qu’il
n’existe pas de forme explicite de lestimateur moyenne a posteriori (MPE) qui s’écrit en fonction Gamma
icompléte qu’on évalue numériquement.

I11.6.3 Comparaison entre les estimateurs bayésiens de «

A présent, nous tentons a travers une procédure de ré-échantillonnage, d’établir une comparaison

entre les différents estimateurs bayésiens (dE\Z)P I dE\Z)A P dg\j)P I dgd)A p et &S\Q\P) selon le critere de

minimisation de 'erreur quadratique moyenne.

L’expression de chacun des estimateurs bayésiens proposés est fonction du nombre d’exces k. Ce choix
reste subjectif mais crucial : en pratique, si la vraie valeur de « est connue, chaque estimateur est obtenu
en un niveau k/n dit "niveau de fraction optimal” au sens

kopt = arg mkinE [(@'(k) . 04)2]

ou &*(k) est 'un des cing estimateurs bayésiens. Si on considére m échantillons & répliqués, l'erreur
moyenne quadratique est estimée par

Procédure de simulation :

1. Pour une valeur de a = g, on simule un échantilon de taille n suivant une loi satisfaisante
Péquation (I1.1), c’est & dire, une loi & queue lourde.

2. Variant la valeur de k entre k.,in €t kmaz, pour laquelle on calcul I’ensemble des cing estima-
teurs proposés de .

3. on réplique 'étape 1 - 2 m fis afin d’obtenir pour chaque estimateur, m valeurs d’estimations
(pour tout k& = Kpmin, - - -, kmaz ). Calculer pour chaque estimateur, la valeur de

m

1 ~e 2
kopt = arg min — Z [&5 (k) — ao]

i=1
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. 7’ . . . . . ) . . m A~
puis en déduire le biais empirique d’estimation )" ; (&}

moyenne quadratique (qu’on note RMSE) donnée par

(k) — ap), et la racine carré de l'erreur

m

e 2
— | D (@2 (kopt) — o)
m :
i=1
la table , dresse les différentes performances empiriques des cing estimateurs présentés précédemment,

sur un jeu de réplications correspondant a m = 1000, d’échantillons simulés selon une loi de Fréchet, puis
dans un deuxieéme cas selon une loi de Pareto (les deux distributions sont dans le max-domaine d’attrac-
tion de Fréchet), tout en variant la taille des échantillons simulés afin de détecter tout éventuel effet de
taille (n = 100, 200, 500 et 1000).

Une lecture de la table, nous permet de constater tout d’abord un effet de taille lié a la diminution
de l'erreur moyenne quadratique (RMSE) lorsque la taille de I’échantillon n augmente. D’autre part, la
valeur d’indice de queue « influence la vitesse de convergence des estimateurs, car un choix de oo = 2
semble réduire plus rapidement erreur quadratique que dans le cas olt @« = 1 (un effet probablement 1ié &
Pexistence du moment d’ordre 2, pour une distribution & queue lourde). En terme du choix d’estimateur
bayésien performant, il est noté dans la plus part des 12 cas illustrés dans la table , que 'estimateur
Q ]\534 p renvoie les meilleurs performances en terme de minimisation de I'erreur moyenne quadratique.

111.6.4 Estimation de a par une approche MCMC

L’estimation bayésienne est basée sur la construction d’une connaissance a posteriori dont I’expression
est parfois compliquée, ou méme difficile & mettre sous une forme analytique (voir inexploitable en terme
de recherche d’estimateurs de type MAP ou MPE).

Une alternative permettant de palier a cette complexité, se traduit par l'introduction d’approches
numériques dites "MCMC!?”. Ces procédures permettent la construction d’un noyau de transition (en
fonction d’un distribution d’intérét donnée), telle que les suites d’échantillons simulées par la procédure
MCMC forment une chaine de Markov convergente vers la distribution stationnaire désirée.

Nous présentons dans cette partie (a titre d’exemple uniquement), la mise en ceuvre d’une telle
approche numérique quant a ’estimation de 'indice des valeurs extrémes « par I'algorithme de Metroplis-
Hastings [56] (1953) et [43] (1970) (car en travail dans un cadre d’estimation unidimensionnel). Nous
suggérons aux lecteurs de voir 'ouvrage de Robert et al. (2011) pour plus de détails.

Algorithme de Metropolis-Hastings

Considérons que la distribution a posteriori de « est une loi Gamma(a,b). La procédure itérative de
Metropolis-Hastings consiste, pour toute distribution a posteriori 7(« | z), en la génération successive
d’une suite de valeurs «; construite en deux temps comme suit :

1. Choisir un candidat o* tiré aléatoirement selon une distribution de probabilité g(a* | ;) (dite loi

de proposition ou noyau de transition), éventuellement dépendante de «;.

2. Le candidat o* est accepté avec une probabilité :

m(a” | z)g(e” | ai))

plei, @) = min (1’ m(a; | z)g(ay | )

En pratique, on tire a chaque itération, une réalisation u suivant une loi U 1

o _Joar siu<p
i+l «; sinon

10. MCMC : Markov chaine Monte Carlo
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Distribution  Taille d’éch. n oD, &, a9, &, all,
n=100 Fopt /10 0.2300 0.3400 0.3100 0.2600  0.2800

biais(@)  -0.0263  0.0092 0.1316  0.0569  0.1293

RMSE(4)  0.0314  0.0509 0.0704  0.0485  0.0672

n=200 Fopt /1 0.2350 0.3450 0.4300 0.2550  0.3050

Fréchet (a=1) biais(d) 0.0266  0.0671 0.1063 0.0637  0.0863
RMSE(4) 0.0196 0.0261  0.0374  0.0258  0.0296

n=500 Fopt/T0 0.2284 0.3425 0.3950 0.2345  0.3440

biais(@)  -0.0335 -0.0391 -0.0531 -0.0497 -0.0579

RMSE(4) 0.0085  0.008% 0.0108 0.0103  0.0116

n=100 Fopt /10 0.2400 0.3210 0.3910 0.2500  0.3310

biais(d) 0.0136  0.0360  0.0600 0.0374  0.0567

RMSE(4) 0.0083 0.0110 0.0134  0.0127  0.0147

n=200 Fopt /1 0.2450  0.3920 0.3150 0.2900  0.3050

Fréchet (a=2) biais(a) 0.0205 0.0355 0.0433 0.0316  0.0510
RMSE(4)  0.0048 0.0064 0.0070  0.0069  0.0079

n="500  kopt/n 0.2300 0.2980 0.3100 0.2500  0.2080

biais(@)  -0.0087 -0.0095 -0.0106 -0.0107 -0.0122

RMSE(4) 0.0032  0.0035 0.0041 0.0038  0.0043

n=200 Kopt /1 0.2800 0.3850 0.4050 0.2500 0.34250

biais(d) 0.1174 01307 0.8621  0.0429  0.0106

RMSE(4)  0.0655 0.0735 0.0883 0.0483  0.0504

n=500 Fopt /T 0.2500 0.2980 0.3280 0.2400  0.3200

Pareto (a=1) biais(d) 0.0182  0.0255 0.0111  0.0056 -0.0019
RMSE(4)  0.0088  0.0080 0.0078 0.0073  0.0082

n=1000 Thopt/n 0.2500 0.2990  0.3010  0.2600  0.3220

bais(d) -0.0027  0.0163  0.0070  0.0055 -0.0042

RMSE(4) 0.0034 0.0042 0.0042 0.0038  0.0038

n=200 Fopt /10 0.2350 0.4500 0.3100 0.2700  0.2850

bais(d) 0.0023  0.0308 0.0894 0.0007  0.0147

RMSE(4)  0.0043 0.0045 0.0051  0.0053  0.0058

n=500 Fopt /1 0.2380 0.3220 0.3460 0.2800  0.4020

Pareto (a=2) bais(d) 0.0359  0.0421  0.0207 0.0020  0.0078
RMSE(4) 0.0308 0.0570 0.0352  0.0321  0.0356

n=1000  kopt/m 0.2500 0.3010 0.3550 0.2430  0.3440

bais(d) -0.0012  -0.0003  0.0026 -0.0019  0.0024

RMSE(&) 0.0009  0.0009 0.0010 0.0008 0.0011

TABLE 1.2 — Estimation bayésienne de I'indice de queue « relativement & une distribution de Fréchet :
F(z) = exp(—x~%), et une distribution de Pareto : F'(z) = 2=

Le choix initial de o(?) doit avoir une probabilité positive
P(a® | 2) >0

L’algorithme initial de Metropolis dans [56], correspondait seulement au cas des noyaux de transition
symétrique (i.e g(z | y) = q(y | =)) et dans ce cas, le ratio p prend la forme simple

iy ") =mi 1,
plag, ™) mm( a1 2)
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Exemple d’application On simule un échantillon de taille n = 1000, issu d’une loi de Fréchet
standard (de parametre o = 1), et on fixe un seuil u correspondant & I'observation de n — k™€ rang.
Supposons que la loi a priori de « est non-informative au sens de Jeffrey, i.e : m(«@) o é La loi a posteriori

de « est ainsi une loi du GAMMA (nu, Z;Zl log(zj)>7 ou n, représente le nombre d’observations x; > u

et zZj = ‘% T; > U.
Le programme suivant permet d’estimer a posteriori le parametre « , on simulant une séquence (de
taille N = 10000) de la loi cible GAMMA par Palgorithme de Metropolis-Hastings (MH)!! :

library ("evd", lib.loc=""/R/win-library/3.3")
x=rfrechet (1000)
N=10000;
burn.in=500;
u <- 10;
a=length (x[x>ul);
b=sum(log (x[x>u]/u));
d <- rnorm(N, 0, 1)
ul <— runif (N);
y<- vector ("numeric",N)
y0=0;
y[1]=y0;
for(i in 2:N) {
y[i] <- y[i-1] + d[i] # valeur proposée ou candidate
v0 = dgamma (y[i-1], shape=a,scale=(1/b))
vl = dgamma (y[i], shape=a,scale=(1/b))
if(vOxul[i] > v1) {y[i] <= y[i-1]1} # condition de rejet
}

return (y)

vV + + + + + V V V V V V VYV V VYV VYV

12
|

>

Densité

0.90 0.95 1.00 1.05

FicUreE III.2 — Histogramme des réalisations de l'algorithme MH

11. On choisissant un noyau de transition ¢(z|y) gaussienne, symétrique.

68



CHAPITRE III. Notions de la statistique bayésienne

La figure représente 1’histogramme des 9500 réalisations (soit un burn-in a partir de la 501¢
réalisation de l'algorithme de MH), issues de l'algorithme de MH précédent, dont la loi cible est une
GAMMA (12, 37" log(25)).

Un test statistique de type Kolmogorov-Smirnov permet de confirmer I’adéquation de la suite simulée
par I'algorithme MH, a la loi cible

> ks.test(y[501:10000], "pgamma", a, 1/b)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: yI[501:10000]

D = 0.01370, p-value = 0.20578
alternative hypothesis: two-sided

Une estimation de « par I'algorithme MH est donnée par

N

1 .
aMHE — - Z a® = 0.9696029
—m

i=m-+1

ott m désigne le "burn-in”, et a? i = {m+1... N} représente la valeur de la chaine de Markov obtenue
a partir de I'algorithme MH.

69



CHAPITRE IV

QUELQUES CONTRIBUTIONS A
L ESTIMATION DE L’INDICE DE QUEUE «
POUR UNE DISTRIBUTION A QUEUE
LOURDE EN PRESENCE DE CENSURE
ALEATOIRE A DROITE

IV.1 Premiére Partie :

Bayesian estimation of the tail index of a heavy tailed dis-
tribution under random censoring

pour une distribution & queue lourde (a > 0), et différents types de lois a priori. Ces estimateurs

9\ 5 sont construits sous un modele semi-paramétrique, et en considérant un échantillon de données

NG i.i.d censurées aléatoirement 3 droite. Nous établirons la convergence asymptotique de la loi

a posteriori de « vers une distribution gaussienne. Les propriétés empiriques de chacun des estimateurs

proposés seront discutée a I’aide d’une étude par simulation et une application sur un jeu de données
réelles.

%ﬁ ous présentons dans cette partie, un nouveau type d’estimateurs bayésiens, de I'indice de queue «
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are constructed for various prior distributions of the tail index. Convergence of the
posterior distribution of the tail index to a Gaussian distribution is established. Finite-
sample properties of the proposed estimators are investigated via simulations. Tail index
estimation requires selecting an appropriate threshold for constructing relative excesses. A
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1. Introduction

Tail index estimation is one of the most important issues in extreme value theory. The tail index measures the thickness
of the tail of a probability distribution function and thus plays a crucial role for evaluating the risk of occurrence of extreme
events. In particular, estimation of the tail index constitutes usually a first step in an extreme value analysis. A vast literature
has been dedicated to this topic. Recent overviews can be found in the monographs (Beirlant et al., 2004; Coles, 2001; de
Haan and Ferreira, 2006).

Let F be the cumulative distribution function (cdf) of some non-negative random variable Y. We assume that F is heavy-
tailed, that is, there exists a constant &« > 0 such that

1—-F(x) =x""L&x), (1M

where £ is a slowly varying function at infinity:
£t

lim ﬁ =1 forallt > 0.

x—o00 f(x
If (1) holds, we have:

. T—F(tx) _
lim ——— =t7% forallt >0
x—>o00 1 — F(x)
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and we say that F = 1 — F is regularly varying at infinity with tail index o, which we denote by F € R_,. The positive
number y := «~ ! is called the extreme value index (EVI) of F. The conditions above amount to assuming that the distribution
function F is in the max-domain of attraction of a Fréchet distribution. Such distribution functions are useful in practice for
investigating phenomena where exceptional values have a significant occurrence frequency. Examples include the number
of claims in insurance (Embrechts et al., 1997), transmission times in telecommunications (Resnick, 2007), log-returns of
price speculation (Embrechts et al., 1997).

Several estimators have been proposed for the tail index «, or equivalently, for the EVI y, such as Pickands estimator
(Pickands, 1975), Dekkers et al. (or moment) estimator (Dekkers et al., 1989) and Hill estimator (Hill, 1975), which is the

most popular estimator of y in model (1). Let X1, X5, ..., X, be independent and identically distributed (i.i.d. thereafter)
random variables with common cdf F. Letk € {2, ...,n}and X, 1 < X;2 < --- < Xj , be the order statistics of the sample
X1, X3, ..., X, Hill estimator is defined as
k
1
H(k) = 7 > 10g(Xnn-is1) — 10g(Xnn0). (2)

i=1
Consistency of Hill estimator was proved in Mason (1982) under the regular variation condition ( 1). Its asymptotic normality
was further established under an additional condition known as the second-order regular variation condition (see de Haan
and Ferreira, 2006).

In this paper, we address the estimation of the tail index « when observations Xi, X5, ..., X, are randomly right-
censored. Censoring commonly occurs in the analysis of event time data. For example, X may represent the duration until
the occurrence of some event of interest, such as death of a patient. If a patient is still alive or has dropped out of the study
for some reason when the data are collected, the variable of interest X is not available. An appropriate way to model this
situation is to introduce a random variable Y (called a censoring random variable) such that observations consist of pairs
(Zi, 81), 1 <i < nwhere Z; = min(X;, Y), §; = 1ix,<y; and 1 is the indicator function. Estimation of the EVI with censored
data was considered in Beirlant et al. (2007), Brahimi et al. (2013), Einmahl et al. (2008) and Gomes and Neves (2011). For
example, Beirlant et al. (2007) proposed to estimate y by the following modified version of Hill estimator:

k
Z lOg(Zn,nfiJrl) - lOg(Zn,nfk)
HE (k) = = , (3)

On—it+1]

Mw

1

where Z, ;1 < Z,, < --- < Z, 5 are the order statistics of the censored sample Zy, Z,, .. ., Z, and §j_;1 1 is the concomitant
value of § associated with Z,, ,_i+1, that is, §; = Opu—it1) if Zj = Z, n—it1. More generally, Einmahl et al. (2008) proposed to
estimate y by

7z (k)

A (C
P30 (k) = 2=, (4)

p
where 7 (k) is any of the classical EVI estimators calculated on the censored observations Zy, . .., Z,and p = ,—1 f‘zl Sln—it1]

is the proportion of uncensored values in the k largest observations of Z. Obviously, the estimator (4) coincides with the
adapted Hill estimator (3) when 7 (k) is Hill estimator (2). In this paper, we adopt a completely different approach and
investigate Bayesian estimation of the tail index & := y~!. Bayesian estimation will allow us to incorporate a priori
knowledge about the data.

Bayesian estimation provides an alternative to frequentist methods. In the context of extreme values analysis without
censoring, Bayesian estimators have been investigated in Cabras and Castellanos (2011), Coles and Powell (1996), Diebolt
et al. (2005), do Nascimento et al. (2012), Stephenson and Tawn (2004) and de Zea Bermudez and Kotz (2010). See also
Beirlant et al. (2004) (Chapter 11). Applications include operational risk modeling (Ergashev et al., 2013), hydrology (Liang
et al., 2011) and market indices modeling (So and Chan, 2014). But to the best of our knowledge, no Bayesian estimator of
the tail index « has been proposed when censoring is present. The present work intends to fill in this gap.

We construct several Bayesian estimators of @ in model (1). Bayesian estimation requires specifying a prior distribution
for the unknown parameter. We investigate various priors (Jeffreys, maximal data information), leading to several maximum
a posteriori and mean posterior estimators of «. Convergence of the posterior distribution of « to a Gaussian distribution
is established. Finite-sample performance of the proposed estimators is assessed via simulations. Tail index estimation
requires choosing an appropriate threshold for defining excesses. We propose a randomization method for tackling
this issue. This procedure is evaluated by simulation. Finally, we illustrate our methodology on a set of AIDS survival
data.

The paper is organized as follows. In Section 2, we construct our estimators and consider asymptotic results. Proofs are
deferred to an Appendix. Section 3 reports the results of a comprehensive simulation study. The randomization procedure for
threshold selection is proposed and assessed by simulations in Section 4. Application to AIDS data is carried out in Section 5.
A discussion and some perspectives are given in Section 6.
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2. Bayesian estimation of the tail index

We first introduce some notations. Let X, X,, ..., X, be n i.i.d. copies of a non-negative random variable X with cdf F.
The probability density function of X is denoted by f. We assume that F is heavy-tailed with tail index «, i.e.,, F € R_,. Let
Y1, Ys, ..., Y, be an i.id. sample of the non-negative censoring random variable Y with cdf G and density function g. We
assume that G is also heavy-tailed, with positive tail index 8, i.e.,, G € R_g. We assume that X and Y are independent and
that we observe the n independent pairs

(Zi,6), 1<i=<n,

where Z; = min(X;, Y;) and §; = 1x,<y,. LetZ, 1 < Z,, < --- < Z, , be the order statistics of the sample (Z1, Z,, ..., Zy)
and dp,—_i1] be the concomitant value of § associated with Z, ,_i11. Let H be the cdf of Z. Note that H is also heavy-tailed and
H € R_(4+p), by independence of X and Y.

Zn n— i . . .
LetE;, = ””TN”*’ given Z, ,_n,+; > U, be the jth relative excess over a threshold u and N, denote the number of such

excesses.Forj =1, ..., Ny, Ej , satisfies P(E; , > t) — t % fort > 1,as u — +4o00. We can obtain the partial likelihood of
a based on the sample (E, A) = (&), Sjn—ny+i])j=1,...N, (S€€ Andersen et al., 1993; Beirlant et al., 2007):

Ny
- Stn—Ny-+j —a 118Nyt
Ly(E, Alar) = 1_[ ) K Wl R
=1

Ny —
> Syt [ Do Nu s _
= aJ:] 1_[ ej,u l_[ ej,u [n=Nu+j] |} | (5)
j=1 j=1

In Bayesian framework, the initial set of beliefs about unknown parameters is represented by a probability density
function called “prior density”. The prior distribution is updated by using information contained in the data, yielding the
posterior density of the parameters. In our setting, we provide the unknown tail index « with a prior density 7 (). Then,
using Bayes theorem, we obtain the posterior density 7 («|E, A) = L, (E, Ala)w(a)/ fA Ly(E, Ala)m (o)da of o, where A
is the support of the distribution of . The posterior distribution of « is proportional to the product of the partial likelihood
(5)and the prior, namely: 7 (¢ |E, A) o Ly (E, Ala)m («). Choosing the prior density is a central issue in Bayesian estimation.
When information available for prior elicitation is minimal, one can use objective (or non-informative) priors, such as Jeffreys
prior (Jeffreys, 1961) and the maximal data information (MDI) prior introduced by Zellner (1971) (see Zellner, 1971 and
Zellner, 1996). On the other hand, when prior choice can be based on experts opinion, subjective prior distributions can be
used, such as conjugate priors (conjugate priors are such that prior and posterior distributions are in the same family). In
Sections 2.1 and 2.2, we investigate MDI and Jeffreys priors for the estimation of the tail index o under random censoring.

2.1. Maximal data information (MDI) prior

Zellner (1971) defined the MDI prior so as to maximize the average information in the data density relative to that in
the prior. If £,(E, A|x) is the likelihood of a single observation (E, A), then the MDI prior for « is defined as 7 ()
exp [E(log £, (E, Ala))] (see Beirlant et al., 2004, Chapter 11.3). As u — o0, the distribution of log-relative excesses over u
is approximately exponentially distributed with parameter «, and calculations yield the following MDI prior for o:

1
(o) X o exp [——} . (6)
o
Using (5) and (6), the posterior density of o based on MDI prior is given by:
Ny
2 Sin—Ny-+) Nu 1
m(x|E, A) o a=! exp | —o Z logej, [oexp| ——|,
: o
j=1
and letting a, := Z}iﬁ loge;, and b, = ZJ’»V:“l 8in—n,+j]» the log-posterior density £(-|E, A) of « satisfies:

1
L(a|E, A) o (1 + by)log(a) — ayor — —.
o

From this, we can define the maximum a posteriori (or MAP) tail index estimator as:

A B+ VB2 +4A
aimon — argmax £([E, 4) = ——— ——, ¢

where A = a, and B = 1+ b,,. Letting u = Z, ,_ in (7), we obtain the following formal definition of our MAP estimator of
o under MDI prior:
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Definition 2.1. Let k := k, be a sequence such that k — oo and i—i — 0asn — oo.Then the MAP estimator of the tail index
o under MDI prior is given by:

~py B+ +/B>+4A
Opyap ™ = T’ (8)

where A = Y log (%) and B =1+ Y5, Spnrsil-

Remark 2.1. In order to simplify notations, the dependency of &%ﬁ') on k and n is not made explicit. This convention will

also be adopted for other estimators defined below.
2.2. Jeffreys prior

A second kind of non-informative prior is Jeffreys prior Jeffreys (1961), which has an interesting invariant re-
parametrization property (see also Beirlant et al., 2004, Chapter 11, for an application of this prior in an extreme value
setting). This prior is proportional to the square root of Fisher’s information. If .£,(E, Alx) is the likelihood of a single
observation (E, A), Jeffreys prior can be written as:

82 %
() o [—E (— log £, (E, A|Ol)>:|

do?
1

X —. (9)
o

Using (5) and (9), the posterior density of o based on Jeffreys prior is given by:
N,

(}Zu 5[n—Nu+j])—1 Nu
w(a|E, A) o o V=1 exp | —« Zlogejyu ,
j=1
which coincides (up to some normalizing constants) with the probability density function of the distribution

Ny Ny
Gamma (Z Sin—Ny+il> Z log ej,u) .
j=1 j=1

Based on this posterior, we construct two classical Bayesian estimators of «, namely the mean posterior estimator (MPE)
and MAP estimator.

e mean posterior estimator (MPE): this estimator is defined as the mean of the posterior distribution of «:

Ny
> Sin—Nyil
~ j=1
Sppg = N : 1o
> logej,
=1

Letting u = Z, ,_x in (10), we obtain the following formal definition of our MPE estimator of the tail index «:

Definition 2.2. Let k := k, be a sequence such that k — oo and ’—; — 0asn — oo. Then the MPE estimator of the tail
index « under Jeffreys prior is given by:

Gy = (11)

We note that (&A(/’,,),E)*l coincides with the estimator of the EVI y proposed by Einmahl et al. (2008) when censoring
occurs.
e maximum a posteriori estimator (MAP): this estimator is defined as the mode of the posterior distribution of «:

Ny
> SNyt — 1

&,\(,’,LP = argmax 7w («|E, A) = ]:]N— (12)
o

> logej,
j=
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Letting u = Z, ¢ in (12), we obtain the following formal definition of our MAP estimator of the tail index « under
Jeffreys prior:

Definition 2.3. Let k := k, be a sequence such that k — oo and % — 0 asn — oo. Then the MAP estimator of the tail
index « under Jeffreys prior is given by:

k
Z Sn—it1] —
Gyppp = (13)

Znnl
Dog(zmr)

Remark 2.2. In Bayesian estimation, conjugate priors are such that the prior and posterior distributions belong to the same
family of cdf. Such priors are particularly useful from a computational point of view. It can easily be shown that the Gamma
distribution is a conjugate prior for estimating the tail index . However, unreported simulations suggest no improvement
over Jeffreys and MDI priors. Thus, in what follows, we do not consider this Gamma prior.

2.3. Asymptotic normality of the posterior distribution

In this section, we present our main theoretical result, i.e. convergence of the posterior distribution of « to a Gaussian
distribution. Proof proceeds along the same lines as proof of Theorem 4.2 in Ghosh et al. (2006). Some additional notations
are needed. The open interval A = (a;,a;) C R, where 0 < a; < a; < o0, will denote the parameter space for «. In
what follows, we fix ag and By and regard them as the true values of & and 8 respectively, in the sense that all probability
statements will be made under these values. Expectation calculated under «g and 8, will be denoted by E. We also denote
by k := k, a sequence such that k — oo and IE< — 0asn — oo. Finally,

k k k
Ly(a) = log Z Sin—k+i] — & Z log efn—yri) — Z S(n—k-+i) 10 €n—+i]
i= i=1 i=1
denotes the log-likelihood log £, (E, Ala) calculated with the threshold u = Z, ,_. We assume the following regularity
conditions:
(C1) The support of the density of (Z, ) is the same for all «, B.
(C2) Li(«) is thrice differentiable with respect to o and if U = (a9 — 8, ag + &) is a neighborhood of «g, we have
sup,cy [0°L1(@)/0a®| < h(Z, 8), where Eh(Z, §) < oc.
(C3) Let § > 0. There exists € > 0 such that for all sufficiently large k,

sup l_ [Li() — Li(ao)] < —e. (14)

le—ag|>8

Remark 2.3. It is easily seen that conditions (C1) and (C2) are verified. To see that (C3) holds, consider a Taylor expansion
of L () at ag:

Ly (o) n (o — 0g)* DLy (&)
oo 2 a2
where & belongs to the line segment between « and «. Then

1 —ag) 1 o —ap) 1 &
E [Li(or) — Le(eo)] = ( 2 Z‘S [n—k+i] — (o — o) — ZIOg €n— I<+1]> <_—O_ 28 [n—k4+i]

= T] + Tz
By Einmahl et al. (2008), p = k i_1 Oln—k+i) converges in probability to p :=

Ly(a) = Li(org) + (o — o)

9

along which p converges almost surely (a.s.) to p. From Deheuvels et al. (1988), % Zl 1 log <M> converges a.s. to the

EVI — +ﬂ of Z asn — oo and thus, also converges to +ﬂ a.s. along the subsequence. It follows that T; converges a.s.
to 0 along the aforementioned subsequence and for every € > 0, we have that T; < e for all sufficiently large k. Next, let

£ > 0 be arbitrarily small. For k sufficiently large, 1 ’.‘: 8in—k+i] > P — & and one easily shows that for every « such that
k i=1 9 ]
| — ag| > 8, and k sufficiently large:

- -8

2a5

T2 <

22w=&)
405

Finally, (14) follows by letting ¢ =
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In what follows, in order to avoid proliferation of notations, we will use the same notation k := kj, for the subsequence along
which a.s. convergence of p holds. We are now in position to state our result:

Theorem 2.1. Let 7 (-) be a prior density on «, continuous and positive at «y. Let &, be any of the estimators &mgl), 6‘1(\/111)95 and

&,(J,,)qp. Then, under assumptions(C1), (C2), (C3), there exists a subsequence k := k;, of n such that

lim dw =0 as.,

n—oo R

p 1 p
7T]<(U)|E, A) - 27'[a2 eXp [—sza—z}
0 0

where (- |E, A) is the posterior density of Wy = vk(a — &) given (E, A).

Proof is given in Appendix A.

3. Simulation study

In this section, we assess, via simulations, finite-sample performance of estimators (8), (11) and (13). We also provide
comparisons with a recently proposed estimator of the tail index of a heavy-tailed distribution under random censoring
(Worms and Worms, 2014).

Study design. The simulation design is as follows. Let X and Y be independent random variables with cdf F and G respectively.
X is the variable of interest and Y is the censoring random variable. We assume that F and G are heavy-tailed with tail index

o > 0and B > 0 respectively. Asu — oo, p, := P(§ = 1|Z > u) tends to ﬁ Thus, for a given «, a relevant choice of

B allows us to simulate data with an approximate proportion p, of non-censored X;s among observations with Z; > u. Our

simulation procedure is as follows:

1. We simulate a sample of n independent copies of (Z, 5), where Z = min(X,Y), § = 1x<y) and the target censoring
proportion in the right tail of X is 1 — p,. For a given «, letting 8 = % % o and 3« should allow the censoring percentage in
the right tail of X to be approximately 10%, 25%, 50% and 75% respectively.

2. For each 8, we compute the proposed estimates, by incrementing the threshold (or fraction level) % from k‘;‘li“ to "m% For
notational simplicity, we use the following notations:

e (k) is the MPE estimator (11) in Definition 2.2,

e a; (k) is the MAP estimator (13) in Definition 2.3,

e a3(k) is the MAP estimator (8) in Definition 2.1,

o (4 (k) is the estimator proposed by Worms and Worms (2014), defined as:

—1
1 k 1 Zni
dq(k) = . Y —————ilog <M> ,
n(1l— Fn(Zn—k,n)) i=1 1— Gn(Zn7i+1) Z"—i’“

where ﬁn and f;n denote Kaplan-Meier estimators of F and G respectively.
. Steps 1-2 are repeated m times, so that we obtain m realizations of each &, (k), for each B.
4. For each B, we calculate the average value and MSE (Mean Square Error) of each &, (k) (for k = kmin, ..., kmax and
£ =1,2,3,4)over the m estimates.

w

We consider the following three simulation settings:

e X and Y are both distributed as Fréchet random variables, with cdf F,(x) = exp(—x~%) and Gg(x) = exp(—x#)
respectively,

e X and Y follow Generalized Pareto distributions (GPD) with cdf F,, 5 o () = 1 — (1 + ’:—a")_“ and G, 5 g(x) =
1-(1+ ’:—é‘)‘ﬁ respectively,
1

14+x—B

e X and Y are both distributed as standard log-logistic random variables with cdf F,(x) = H% and Gg(x) =

respectively (the log-logistic distribution is commonly used in health science to model survival data).

Results for Fréchet distribution. We consider the following values for o: « = 1.25 and o = % Simulations are conducted
using the statistical software R (R Development Core Team, 2008). Results are provided for a sample of size n = 1000 and
m = 1000 simulated samples, with ky,i, = 20 and ky,.x = 250. Foreach £ = 1, ..., 4, we plot the empirical bias and MSE
of &, as functions of k for 8 = 5 3-aand 3a (Fig. 1: o = 1.25 and Fig. 2: a = %). In Tables 1 and 2, we report the averaged

(over the m simulated samples) value and empirical MSE of each &, at the optimal fraction level k,,, = arg miny MSE[&,(k)].

N - k . .
For each &y, we also report the averaged proportion p(kep;) = ﬁ Ziipf 8n—i+1] of uncensored data among observations i
opi =

such thatZ; > Z,_y,, n (Table 1: « = 1.25 and Table 2: @ = %). For every B, the average value of 1 — p(k,p;) is close to the
target censoring proportion in the right tail of X (namely, 0.1, 0.25, 0.5, 0.75). From these results, it appears, as expected,
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Fig. 1. Empirical bias (left) and MSE (right) of &; (red dotted), &, (green dashed), &3 (black line), @4 (blue dotdash) for Fréchet distribution with @ = 1.25
and g = 35—6 (top row), 8 = 15—2 (second row), 8 = % (third row) and 8 = % (bottom row). (For interpretation of the references to color in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

that the bias and MSE of all estimators decrease when censoring in the right tail of X decreases. The MAP estimator under
MDI prior @3 outperforms & and &; in terms of bias and MSE for almost every k and might be regarded as the best among all
three estimators. When a > B (weak to moderate censoring in the tail of X), &3 performs better than or similarly to Worms
and Worms (2014) estimator. When « < B (strong censoring in the tail of X), Worms and Worms (2014) estimator seems
to perform better (but needs to select a much higher k).
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Fig. 2. Empirical bias (left) and MSE (right) of &; (red dotted), &, (green dashed), &3 (black line), &4 (blue dotdash) for Fréchet distribution with @ =

2

3
and 8 = % (toprow), 8 = % (second row), 8 = % (third row) and B8 = 2 (bottom row). (For interpretation of the references to color in this figure legend,
the reader is referred to the web version of this article.)

Results for the GPD and log-logistic distribution. Results for the GPD and log-logistic distribution are given in Appendix B.
Conclusions are similar to conclusions obtained for Fréchet distribution.

4. Randomizing the fraction level

In the previous section, the (n—k)th order statistic Z, ,_x was used as threshold in the excesses e; , and k (or equivalently,
the fraction level k/n) was chosen so as to minimize the MSE. Obviously, this procedure cannot be applied in real data analysis



156 A. Ameraoui et al. / Computational Statistics and Data Analysis 104 (2016) 148-168

Table 1
Optimal results for Fréchet model with @« = 1.25. For each S, the estimator
with smallest empirical bias and MSE is indicated in bold.

Kopt P(Kopt) Estimator MSE

a 136 0.9268 1.1796 0.0155

p= s a; 136 0.9268 1.1703 0.0168
36 a3 117 0.9263 1.1968 0.0135
Qg 136 0.9268 1.1841 0.0148

o 135 0.7843 1.1545 0.0209

5 & 135 0.7843 1.1436 0.0230
B= 2 as 109 0.7835 1.1774 0.0176
A 132 0.7841 1.1746 0.0184

a 105 0.5013 1.1105 0.0429

_ s a 105 0.5013 1.0893 0.0488
B= 4 as 96 0.5005 1.1601 0.0305
oA 157 0.4992 1.1627 0.0295

@ 108 0.2157 0.9734 0.1159

_ 15 a 108 0.2157 0.9214 0.1374
B= 4 a3 77 0.2170 1.1142 0.0717
oy 250 0.2174 1.3339 0.0399

Table 2

Optimal results for Fréchet model with @ = % For each g, the estimator with
smallest empirical bias and MSE is indicated in bold.

Kopt P(Kopt) Estimator MSE

a 127 0.9270 0.6295 0.0044

_ 2 a 127 0.9270 0.6242 0.0048
B=3 a3 118 0.9265 0.6433 0.0035
Qg 127 0.9270 0.6319 0.0045

a 121 0.7843 0.6197 0.0059

_ 2 a 121 0.7843 0.6135 0.0065
B=3 a3 121 0.7843 0.6358 0.0048
Qg 144 0.7848 0.6222 0.0053

a 105 0.4988 0.5916 0.0118

_ 2 a 105 0.4988 0.5809 0.0135
B=3 a3 87 0.4993 0.6212 0.0082
Qg 144 0.4990 0.6222 0.0073

a 113 0.2178 0.5202 0.0326

B =2 a 113 0.2178 0.4990 0.0390
- a3 82 0.2188 0.5789 0.0180
Qg 250 0.2186 0.7055 0.0151

since the true tail index « used to calculate the MSE is unknown. Thus, in this section, we develop an alternative approach
for tackling this threshold issue.

We propose to consider the fraction level t := k/n as a random quantity. As k/n lies in ]0, 1[, we suggest to use a Beta
distribution for ¢t (t ~ Beta(c, d)), with probability density function:

1 (t - tmin)C7l(tmax - t)d7]
B(c,d) (tmax — tmin)H_d_l

m,(t) = 1

tmin <t<tmax}»

where B(c, d) := fol s~ 1(1—s)"1ds(c > 0,d > 0)is the Beta function and tm;, and ty. are suitable bounds for the fraction
level. Then we propose the following Monte Carlo approach for inferring on o from a sample of observations (Z;, §;)i=1.....n.

First, we simulate x ~ Beta(c, d) and we calculate ty = (tmax — tmin)X -+ tmin. Then we obtain k, = [nt,] (where [ -]
denotes the integer part) and we calculate the estimate &, with k = k,. This procedure is repeated N times, which yields N
Monte Carlo realizations &él), oL EN) of &,. Finally, « can be estimated from these N realizations (by taking their empirical
mean, median or mode, for example).

We illustrate this procedure in a short simulation study. Samples of size n = 1000 of (Z, §) are obtained by simulating
X and Y from Pareto distributions with tail index @ = 2 and 8 = §, 5, «, 3, so that the censoring percentage in the right
tail of X is approximately 10%, 25%, 50% and 75% respectively. We take tyi, = 0.01 and t;,,x = 0.4. Under these values, k is
allowed to range from 10 to 400, with a higher concentration of values around k = 300. We also take (c,d) = (4, 1.5) (a
procedure for choosing ¢ and d will be discussed in Section 5). Finally, we let N = 10 000.
For each 8 = %, % o, 3c and [ € {1, 2, 3}, we obtain the empirical mean, median and mode and RMSE of the N Monte
Carlo estimates &é') ,j=1,..., N (seeTable 3)and we plot their histogram and estimated density (see Fig. 3). In Table 3, we
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Table 3
Randomization of the fra_ction level: empirical mode, median and mean and RMSE of the
Monte Carlo estimates &?),j =1,...,Nofthe tail index « = 2.
(c,d) =(4,15) (c,d)=(1,1)
o o) a3 o ) a3
Mode 2.037 1.983 2.048 2.107 2.061 2.145
B=6 Median 2.074 2,015 2.085 2.120 2.083 2.169
- Mean 2.052 2014 2.096 2.083 2.035 2.161
RMSE 0.074 0.072 0.082 0.160 0.190 0.124
Mode 2.014 1.992 2.027 2.073 2.070 2.109
B =2 Median 2.024 2.008 2.034 2.069 2.051 2.103
- Mean 2.002 1.988 2.027 2.089 2.064 2.120
RMSE 0.061 0.059 0.065 0.076 0.083 0.092
Mode 1.985 1.975 2.033 2.034 2.021 2.088
2 Median 2.026 2.015 2.044 2.026 2.027 2.047
=3 Mean 2.038 2.027 2.054 2.021 2,013 2.045
RMSE 0.043 0.042 0.045 0.065 0.069 0.068
Mode 1973 1.938 1.997 2.043 2.041 2.048
_2 Median 2.044 1.995 2.051 2.066 2.044 2.053
B = 9 Mean 2.007 1.998 2.027 2.067 2.033 2.047
RMSE 0.035 0.034 0.036 0.056 0.051 0.061

also provide results for the case (c, d) = (1, 1), where the Beta distribution reduces to the uniform distribution on [0, 1]. In
this case, no prior information is available on the fraction level.

From Table 3, the empirical mean, median and mode of the &g) ,j=1,..., N provide satisfactory approximations of « for
every 8 and £ = 1, 2, 3. Best results (in terms of accuracy and RMSE) are almost always obtained under a Beta distribution
(for each B, the most accurate values of the empirical mean, median and mode and the smallest RMSE are indicated in bold).
From Fig. 3, histograms are rather symmetric and concentrated around the true tail index value ¢« = 2 (represented by
the vertical dotted line) in every case. In that sense, the empirical mean and median of the &,E’) might be used to estimate
«. Overall, combining the proposed Bayesian estimators with the randomization tool described above seems to provide a
relevant approach for estimating «. This approach is now illustrated on real data.

5. An application to AIDS survival data

In this section, we illustrate our methodology on a set of AIDS survival data. The dataset contains n = 2843 patients
diagnosed with AIDS in Australia before 1 July 1991. The source of the data is Dr P.J. Solomon and the Australian National
Centre in HIV Epidemiology and Clinical Research (Venables and Ripley, 2002). The data are available in the R package
“MASS” (R Development Core Team, 2008). Information on each patient includes gender, date of diagnosis, age at diagnosis,
date of death or end of observation and an indicator which equals 1 if the patient died and 0 otherwise. 1761 patients died.
The other survival times are right-censored.

5.1. Investigation of the heavy-tail assumption

First, we investigate the hypothesis that these data arise from a heavy-tailed distribution. The model described in
Section 2 assumes that the cdf of both survival and censoring times are heavy-tailed, which implies that the observed time
Z is also heavy-tailed. In order to check these assumptions on the AIDS survival data, we apply Kolmogorov-Smirnov (KS)
and Berk-]Jones (B]) goodness-of-fit tests for heavy-tailed distributions (described, for example, by Koning and Peng, 2008).
KS and B] test statistics are defined as:

KS(k, &) = sup vk|1 — Ge(r) — 1| and BJ(k, &) = supk2K (G(r), 1 — %),

r>1 r>1

where 1 — Gy (r) = % . Lzorz, ) AKX, y) = xln§ +(1—x)In E}:;;,With 01n(0/p) = 0. We calculate KS and BJ
statistics (with k ranging from 20 to 600 with increment 1) on the subset of uncensored (respectively censored) individuals
and on the whole dataset. Results are provided in Figs. 4, 5, 6 respectively. From Koning and Peng (2008), the limiting critical
value with level 0.95 for KS test is 1.076. This value is represented as a red horizontal line on the top graphs of Figs. 4-6.

From Fig. 4, the hypothesis of a heavy-tailed distribution for X is accepted by KS test when k ranges over the integer
interval {20, ..., 218}. We will see in Section 5.2 that this interval includes the range {70, ..., 170} of values of k which
should be retained to estimate the tail index and extreme quantiles (this range will be called “stable phase” thereafter). The
maximum of BJ statistic for k ranging from 20 to 218 is equal to 8.130, with mean value approximately equal to 3.219 (and
standard deviation equal to 1.786).
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From Fig. 5, the hypothesis of a heavy-tailed distribution for the censoring variable Y is accepted by KS test for k ranging
from 70 to 150, which coincides approximately with the aforementioned stable phase. The maximum of BJ statistic in this
phase is 9.991 with mean around 6.163 (and standard deviation equal to 1.544).

From Fig. 6, the hypothesis of a heavy-tailed distribution for Z is accepted by KS test for k ranging from 74 to 250, which
includes the stable phase mentioned above. The maximum of BJ statistic for k ranging from 74 to 200 (say, which is closer
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to the right-endpoint of the stable phase than k = 250) is 6.609 with mean around 5.740 (and standard deviation equal to
0.467).

All these results support the assumption that the survival time X, censoring variable Y and observed variable Z =
min(X, Y) are heavy-tailed. Indeed, the hypothesis of a heavy-tailed distribution is accepted by KS test when k varies
within the stable phase identified in Section 5.2 (this stable phase contains the set of k-values which should be retained for
estimating the tail index and extreme quantiles. Therefore, this range of k-values might also be considered as the relevant
one for performing tests of a heavy-tailed distribution). Moreover, the maximum and mean values of BJ statistic over the
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stable phase stay below or close to the 0.95-level critical value for the B] test provided by Koning and Peng (2008). Hence,
both KS and BJ tests seem to agree that the heavy-tailed assumption holds for the AIDS survival dataset.

5.2. Tail index and extreme quantile estimation

Einmabhl et al. (2008) analyzed these AIDS survival data without distinction of sex or age. Our objective here is to estimate
the tail index o of F by using Bayes estimates, but since age and sex are important prognostic factors, we take them into
account by considering sub-populations of the whole data set. For illustrative purpose, we consider three sub-populations:
male individuals (without distinction of age), male individuals aged 30-35 and male individuals aged 35-40. These sub-
populations are denoted by 41, 4;, 83 respectively.

We calculate the MPE and MAP estimators under Jeffreys prior (&; and &, respectively) and the MAP estimator under
MDI prior (&3), on 41, 4,, 83. To choose the fraction level k/n, we first rely on a method proposed by Einmahl et al.
(2008). Then we use the randomizing approach described in Section 4. Einmahl et al. (2008) propose to plot the proportion
pk) = ,—1{ Z?Zl 8il(z;>z, ,_,) Of non-censored observations in the k largest Z;’s as a function of k.

Consider the first row of Fig. 7. Three distinct phases can be distinguished on the left graph (graph of k — p(k)). In phase
(A), the behavior of k > p(k) is somewhat erratic. Then, there is a stable part (phase (B), where k ranges approximately from
70 to 170 and the average p(k) is approximately 0.267) and an increasing part (phase (C)). Einmahl et al. (2008) suggest to
estimate o based on the k-values of phase (B). Indeed, the estimate of « should be quite stable within this range of k. On the
second graph (first row, right column), we plot the estimates &1 (k), @, (k) and &3 (k) as functions of k.

We clearly distinguish the same three phases (A), (B) and (C). All three estimates appear to be close to each other and
quite stable in phase (B). The average value of &, (k) on phase (B) is approximately 1.27 (for £ = 1, 2, 3). Based on Einmahl
et al. (2008) empirical methodology, one may thus retain 1.27 as an estimate of « in the sub-population 4. Using the same
procedure, one may estimate « by 1.45 (respectively 1.32) in the sub-population 4§, (respectively §3).

In extreme value analysis, tail index estimation is often only a first step and the final objective is to estimate extreme
quantiles Q, of upperorder ¢ (0 < ¢ < 1) of F.In the right-censored framework, Beirlant et al. (2007) proposed the following
Weissman-type estimator of extreme quantiles:

(15)
&

1
. 1= Ey(Zoni) \ ©
Qs(k) = Zn,n—k (M) s

Si]l{zi<zn,n—k}

where 1 — FAn (Znn—k) = ]_[:7:1 [1 - W] is Kaplan-Meier estimator of 1 — F (see Andersen et al. (1993)).

Fig. 8 represents the functions k +— Qo,om(k) obtained in each sub-population 41, 45, 83 by using the corresponding
estimate of « (i.e., 1.27 in 41, 1.45 in 4, 1.32 in 43). We propose to estimate the extreme quantile Qq gg; of the survival time
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distribution by the averaged value of Qg (k), where k ranges within phase (B). We find that 0.1% of males (without distinction
of age) can exceptionally survive AIDS for 22.68 years, 0.1% of males aged 30-35 can survive AIDS for 17.31 years and 0.1%
of males aged 35-40 years can survive AIDS for 16.70 years.

We now apply our randomization procedure (for illustrative purpose, we consider the sub-population $;). We take
tmin = 0.01 and t,x = 0.4, so that k ranges from 27 to 1100 (this range includes and goes far beyond the stable phase (B)).
We consider several values for the parameters c, d > 0 of the Beta distribution used to randomize the fraction level, namely
(c,d) € 8§ .= {1,15,2,2.5,3,3.5,4,5,6,7} x {1,1.5,2,2.5, 3, 3.5,4}. For every (c,d) € &, we apply the proposed
randomization procedure with N = 10000 and we calculate the standard deviation (Std.) of the resulting N Monte Carlo
estimates &2’), j = 1,...,N.Then, we retain the value (c*, d*) such that the standard deviation is minimum. Finally, we

propose to infer on « from the &g),j =1, ..., N obtained with (c, d) = (c*, d*).
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Table 4
Standard deviations of the Monte Carlo estimates &f), j = 1,...,N for various values of
(c, d). The minimum standard deviations are indicated in bold.

d

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0

1.0 0.375 0.415 0.448 0.478 0.498 0.501 0.514
15 0.259 0.302 0.343 0.378 0.404 0.425 0.451
2.0 0.194 0.224 0.240 0.268 0.298 0.337 0.368
2.5 0.163 0.182 0.195 0.207 0.229 0.254 0.272
3.0 0.142 0.146 0.152 0.168 0.175 0.191 0.220
3.5 0.131 0.136 0.141 0.128 0.134 0.141 0.159
4.0 0.122 0.129 0.130 0.123 0.119 0.115 0.127
5.0 0.119 0.121 0.118 0.115 0.112 0.109 0.109
6.0 0.114 0.115 0.110 0.109 0.107 0.104 0.110
7.0 0.117 0.116 0.118 0.110 0.110 0.105 0.111

Table 5
Summary statistics for the Monte Carlo estimates &y) ,j = 1,..., N obtained with (c, d) = (6, 3) (see (%)),
(c,d) = (6, 3.5) (see (xx)) and (c, d) = (7, 3.5) (see (* * x)).
Std. Min. 1st Qu. Median Mean Mode 3rd Qu. Max.
ay 0.107 1.137 1.314 1.417 1.415 1.418 1516 2.033
(%) a 0.106 1.136 1.310 1414 1411 1.420 1511 2.010
a3 0.108 1.141 1.321 1.422 1421 1.420 1.523 2.068
aq 0.104 1.127 1.342 1.436 1.431 1.508 1.528 2.464
(%) a 0.103 1.125 1.336 1.433 1.427 1.507 1.524 2.434
Qs 0.104 1.130 1.349 1.441 1.438 1513 1.535 2.506
a 0.105 1.143 1.323 1.419 1.420 1.428 1518 1.775
(% * %) 0y 0.105 1.144 1.320 1.417 1.418 1.425 1.515 1.728
Qs 0.106 1.150 1.329 1.425 1.427 1.432 1.526 1.777

Table 4 reports standard deviations for &;. The minimum is achieved when (¢, d) = (6, 3.5) (Std. = 0.104). Standard
deviations for the pairs (6, 3) (Std. = 0.107) and (7, 3.5) (Std. = 0.105) are close to the minimum, thus, we also retain
these values for making inference on «. The minimum standard deviations for &, and &3 are achieved for the same values
of (c, d). The corresponding tables are omitted for conciseness.

We can now infer on « from the &g), j = 1,...,N obtained with (c*, d*) (by taking their empirical mean, median or
mode, for example). We report some summary statistics for'&h a, and a3 when (c*, d*) = (6, 3), (6, 3.5), (7, 3.5) (see
Table 5). We also plot the corresponding histograms of the &g),j =1,..., N (seeFig. 9).

From Fig. 9, histograms are quite symmetric and show limited spread. Thus, it seems reasonable to estimate « by any of
the usual measures of central tendency. Moreover, from Table 5, the empirical means and medians of the &y (£ = 1, 2, 3) are
close to each other, for every (c, d) = (6, 3), (6, 3.5), (7, 3.5). From these results, one may retain 1.4 as a reasonable and
consensual (over the &,, £ = 1, 2, 3) approximation of «. The same procedure can be applied to sub-populations 4§, and 5.

Letting & = 1.4in (15), we obtain the estimated extreme quantiles k — ég_om (k) (see Fig. 10). Again, we estimate Qg go1

by the averaged value of the QE (k), where k ranges within phase (B). We conclude that 0.1% of male can exceptionally survive
AIDS for 19.71 years.

6. Conclusion and perspectives

In this paper, we address the estimation of the tail index of a heavy-tailed distribution when data are randomly right-
censored. We constructed two kinds of Bayesian estimators, namely mean posterior and maximum a posteriori estimators,
for various prior distributions. Our simulation results indicate good performance of these estimators. We also proposed an
original procedure for selecting the threshold (or fraction level k/n) required to estimate the tail index. The whole procedure
was applied to a set of real data and provided coherent results.

Now, several issues still deserve attention. First, we mentioned that estimation of the tail index constitutes usually a first
step in an extreme value analysis. Extreme quantile estimation often comes as a second step. In the real-data example, we
incorporated our Bayesian estimators of the tail index in a Weissman-type estimator of extreme quantiles. A more detailed
investigation of the performances of this new estimator is needed. This is a subject for our future research.

In practice, it often arises that some covariate information W is available to the investigator and the distribution of X
depends on W. In this case, interest turns to estimation of the conditional tail index o (w). This is a difficult problem which
we overcame, in our real-data analysis, by considering sub-populations defined by gender and age categories. However, a
more advanced approach should be developed to tackle this issue. This also constitutes a topic for our future research.
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Appendix A. Proof of Theorem 2.1

The posterior density of Wy can be written as
m(WIE, A) = G ' (& + k™7 w) exp [Li(@s + k™ ?w) — Li(@4)],
where G, = [, 7 (& + k™ ?w) exp[L(&e + k~2w) — Li(&e)]dw. Let

1
ge(w) = 7 (& + k™ ?w) exp [Li(@ + k™ ?w) — Lk(@)] — 7 (ato) exp [_sz%} )
0%
Then

0
| P 1,p
Iy = / m(wlE, A) — | —— exp |:——w2—2:|
R 2mog 2 af

_ _ p 1 ,p
= fR G 'ge(w) + (Ck EACHE W) exp [_szﬁ] dw
0 0
< c—lf 2 (w)] dw+/ Clren) — | Pl exp|— 2w P | dw (16)
= k s k . k 0 2]‘[0{3 5 ag .

We first prove that fR lge(w)] dw — 0asn — oo (and thus, as k — 00). Let R = R; U Ry, where Ry = {w : |w| > k'/?68}
and R, = {w : |w| < k'/?8} for some § > 0. We show that ij lgk(w)|dw — 0asn — oo, forj =1, 2.

Proof for j = 1. Note first that
1
lge(w)| dw < / (@ + k2 w) exp [Le(&e + k™ w) — Li(&)] dw +/ 7 (ctg) exp [——wz%} dw
Rq R1 Rq 2 ao
1
< Vkexp(—ke) + 7 () exp |:——w2£2:| dw,
R 2 o)

where the second inequality follows from (14). The term le exp [—%wz:#z] dw is proportional to ¥ (—k'/28), where ¥ is
0

2
the cdf of the normal distribution . (0, %0). Therefore, this term converges to 0 as n — oo and finally, f R lge(w)]dw — 0
asn — oo.

Proof for j = 2. Expanding L, in a Taylor series, we have
w ALe(q,) 1 w? 3%Li(&,)

Li(&e + kW) — Li(&) = + Rp(w),
k( ) k( ) «/T( 9o 2k 902 n( )
321 (@) 1 vk 1w\ L@ ~ 1 A A ~1/2 .
where o = > i1 8n—kti)» Rn(w) = 5 (7E> o and « lies between «, and &, + k= '/“w. First, we note that

i % is equal to 0 or converges to 0 as n — oc. To see this, consider first the case where &, = &_);. Note that @\/.
N
L. . . - . aL .
coincides with the maximum likelihood estimator of «. Thus we have l% = 0. Now, consider the case where

vk
. N X k
G = @y = (X Sinokeit — 1/ X, 10g efn_ir. Then
L&Y 1 <& :
. MAP/ 5 28[”—"“] — Zlog €[n—k+i]
o Apap i=1 i=1
k k
Z log [n—k+i] K Z log €ln—k+i] k
i1 i=1
= [Z Stn—te+i] — 1} = D_logepn i
> Stk — 1 L > Sk — 1
= i=1

k
1
X > _logepm ki
i=1

k
1 1
% 2 Otn—teril — %
i=1

’
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Table 6
Optimal results for GPD with u = 2,0 = 4, « = 1.25.
kopt P(Kope) Estimator MSE
a 97 0.8880 1.1592 0.0216
p= 5 ar 97 0.8880 1.1458 0.0239
~ 3% a3 99 0.8876 1.1817 0.0179
o 103 0.8874 1.1631 0.0204
a 82 0.7267 1.1315 0.0337
p= 5 o 83 0.7267 1.1125 0.0381
-1 s 77 0.7275 1.1686 0.0269
Q4 77 0.7275 1.1634 0.0277
& 71 0.4974 1.0648 0.0643
s o 109 0.4982 1.0130 0.0746
B=1 a3 71 0.4974 1.1306 0.0467
Q4 109 0.4982 1.1416 0.0354
a 98 0.3598 0.9919 0.0929
15 &y 98 0.3598 0.9638 0.1077
p=7 a3 78 0.3500 1.1088 0.0625
Q4 163 0.3728 1.1719 0.0261
Table 7
Optimal results for log-logistic distribution with « = 0.75.
kopt P(Kope) Estimator MSE
a 80 0.9347 0.6881 0.0099
p=3 a2 79 0.9348 0.6890 0.0110
~ 3 s 76 0.9347 0.7102 0.0079
Gy 80 0.9347 0.6916 0.0096
a 68 0.7947 0.6790 0.0132
p=3 ar 68 0.7947 0.6665 0.0149
T s 72 0.7946 0.7033 0.0099
Q4 72 0.7946 0.6899 0.0114
a 52 0.5009 0.6466 0.0254
p=:3 &y 67 0.5018 0.6121 0.0303
4 3 55 05010 0.6997 0.0163
Qy 81 0.5008 0.6973 0.0133
a 60 0.2047 0.5347 0.0691
9 &y 73 0.2038 0.4860 0.0873
B=1 a3 53 0.2049 0.6582 0.0301
Q4 227 0.2158 0.7103 0.0167
. F)
which converges a.s. to 03—0 and thus, \“’[ —k(a wap) converges to 0. Finally, consider the case where &, =

A (MDI)

A (MDI

165

= Opap - ). Recall that

Qy,,p Maximizes the log-posterior density £(«|E, A) (see Section 2.1) and note that £(«|E, A) & Ly(a) + loga — é It

follows that

0 de@mV|E, A) _ L@ 0D L] 1
- A(MDI) ~ (MDI)
da dar ®pap (@yap )2
and thus
w AL @) w1 w 1
~ (MDI) (MDI)
Vi e VRa Vi @

~ (MDI)

This converges to 0 since &y, converges a.s to ap. Now, by a.s. convergence of &, to ap, we get that

1 w d Lk(ao)

da?

to — % w—z". Moreover, for every w, R,(w) — 0asn — 0. To see this, note that for every w and large enough n,

%

3 k
IRy (w)] < 6' Z h(z, 8),
=1

converges

by condition (C2). As n — oo, the right- hand side of this inequality tends to 0, by condition (C2). Thus, as n — o0,
Le(@e + k~2w) — Li(&,) converges to ——w £ and finally, g,(w) — 0. Now, we prove that for large enough n, |gi| is

dominated by an integrable function on the set Rz ={w

: lw| < k'/28}). Let £ > 0 be an arbitrarily small constant and n be
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and g = 35—6 (top row), 8 = 15—2 (second row), f = % (third row) and 8 = % (bottom row). (For interpretation of the references to color in this figure
legend, the reader is referred to the web version of this article.)

sufficiently large (say, n > ng) so that % Zf:] h(z;, 8;)/Eh(Z,5) < 14+ & and (p/aé)/(—%%) < 14 &.Take § such that
3p 1

b <2 rormEy

Then, for any w € R, and n > ng, we have

1 1 k
R, < — 25— h(z;, é;
Ro(w)] < 2w k;< )

1 w2 82[41((&0)

4 k a2
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Fig. 12. Empirical bias (left) and MSE (right) of & (red dotted), &, (green dashed),
a =0.75and B = 2 (top row), B = 2 (second row), B = 2 (third row) and 8 =
figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

3 (black line), &4 (blue dotdash) for log-logistic distribution with

a
% (bottom row). (For interpretation of the references to color in this

Thus, for n large enough, we have

. _ . 1 w? 021, (&)
exp [Lk(ot. +k l/zw) — Lk(a.)] < Cexp [ZT#}

< Cexp [—éwﬂ ,
0

for some positive constant C and it easily follows that |g,(w)| is dominated by an integrable function on R,. Finally, it follows
from the dominated convergence theorem that fRz |gk(w)| dw tends to 0 as n — oo.
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Now, we consider the second term on the right-hand side of (16). Note first that

2o
Cx — (o) < [ lgk(w)|dw.
D R
This implies that C; ' (etg) — /ﬁ asn — oo and thus, [, (G "7 (ctg) — zﬂ"ag exp[—%wzé] dw — 0asn — oo.

Finally, I tends to 0 as n — o0, which concludes the proof. O

Appendix B. Results for the GPD and log-logistic distribution

We provide similar results as in Tables 1 and 2 and Figs. 1 and 2, for the GPD with u = 2, 0 = 4, « = 1.25 (Table 6 and
Fig. 11) and log-logistic distribution with « = 0.75 (Table 7 and Fig. 12). Results are obtained for a sample of size n = 1000
and m = 1000 simulated samples.
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IV.2 Deuxieme Partie :
Modeling Algerian cars claims using LPC model under
randomly right-censored data

i/ ecently in actuarial cars insurance studies, various kind of models where introduced by mixing
"*”“'A\ > two or more probability density functions (pdf ) to describe a complex behaviour of cars amount
A ’ ’ claims (typically a lognormal distribution for moderate cars sinister, and a Pareto type for
; i corporals cars costs). The well formulated model was given by Cooray et al. (2005) in [19], called
the two parameters lognormal-Pareto composite model. Many works recently discussed the statistical
inference in the LPC model as Scollnick (2007), Pigeon et al. (2011), Nadarajah et al. (2012), or the
more general composite Stoppa model proposed by Calderin-Ojeda et al. (2015). Over this literature,
the statistical inference is based essentially on the maximum likelihood (ML) estimation approach. Other
inference alternatives include construction of a Bayesian estimation procedure as in [20] or Bayesian
inference for stable Paretian distribution under right random censoring proposed by Ameraoui et al.
(2016) in [2].

In this paper, we suggest an adaptation of the LPC model when randomly right-censored data are
considered. Both simulation and real data validation are examined to evaluate the proposed estimation
procedure. The paper is constructed as follows : First, we describe in section , the LPC model,
and give the basic characteristics of a LPC distribution. In section , we construct our maximum
likelihood estimators under random right-censoring. We also report some results of a comprehensive
simulation study. Finally, an application to Algerian cars claims data is carried out in section A
discussion and some perspectives are given in section

IV.2.1 Lognormal-Pareto composite model

Klugman et al. (2004,2012) expressed a composite expression of two probability density functions (f;
and fs, supposed absolutely continuous functions, and Fi, F» are their corresponding cumulative density
functions (cdf)) as

asfi(z) if 0 <x< oo,

(@) :{ ay fi(x) %f —oco<z<b (IV.1)

fi(z)
J2 o fi()da
as serve as normalisation coefficients of the pdf f.

Hence, any construction of a composite model is conditioned by the definition of a; and as, necessary
with summation equals to 1. Nadarajah et al. (2012) consider some criteria for a composite model in
( ). The first condition is to consider that f is continuous in any x € ]—o0, +00[, which holds if and
only if f(6~) = f(0T). This means that the left piecewise of f is joined to the tail, at the threshold 6.
The second criterion is smoothness of the pdf f, i.e it is necessary to ensure the differentiability of f at
f. A major precondition as cited above, is the mixing weight criteria, which can be written as :

1 ¢

a=—, ay=-——o,
YT1re P 140

where ff(z) (respectively f5(z)) is given by (respectively #) The weights a1 and

o > fo(z)dz

f1( )1 = Fy(z)]
fa2(z)F: )ﬂs

N > 0.
Cooray et al. (2005

where ¢ =

)
propose a composite model combining a lognormal pdf with a Pareto type II pdf,
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as

506 2 .
) arege e [F05 @M mE/a)] ito<a<o
e L ifd <z < 7

(L 2(R))a™ i <o <o

where ®(-) is the cumulative distribution function (cdf) of the standard normal distribution, and & is a
positive constant solution of the equation exp(—k?) = 27k? -numerical resolution give k = 0.372238898-.
0 (respectively () is naturally positive, representing the scale (respectively the shape) parameter of the
LPC distribution. Thus, we denote any random variable with LPC pdf by X ~ LPC(8,0).

The survival function S(z) = 1 — F(x), where F(z) is the cdf of a random variable X ~ LPC(8,6),
and the quantile function Q(u) are respectively given by

(IV.2)

1

11— ———9((B/k)In(z/0)+ k) f0<z<0
S(x) = 1+ @(1;)) , . : (IV.3)
and
[ Oexp [(k/B) (@M1 +®(k)u) — k)] fO<u<u
@) = { 0[(1—u)(1+ (k)" if up < u < i ’ (v.4)

where ug = ®(k)/(1 + ®(k)).
The m" integer moment, E[X™] of the LPC distribution exists only for m < 3 and is given by

Bk — km/ ) exp {; (g) (m? — zmm} + 5_5771]

IV.2.2 LPC parameters estimation under random censoring

my 1
T

In this paper, we address the estimation of the two LPC distribution parameters when observations
X1, Xo,..., X, are randomly right-censored. Censoring commonly occurs in the analysis of event time or
incomplete data observation. For example, X may represent the amount of claims relating to an insurance
policy, and the amount of loss can not be definitively evaluated when the data are collected, the variable of
interest X is not completely available (or partially observed). An appropriate way to model this situation
is to introduce a random variable Y (called a censoring random variable) such that observations consist
of pairs (Z;,0;),1 < i < n where Z; = min(X;,Y;), 6; = I{x,<v,} and 1 is the indicator function. Let
consider now, a variable of interest X with a LPC(f,6) pdf f as in ( ) and a survival function S given
by ( ), and a censoring random variable Y with pdf g and survival function G (supposed independent
of 8 and 0). We assume also that X and Y are independent and that we observe only the n independent
pairs (Z;,90;),1 < i < n,. The likelihood function from the observed sample x = (Z;,9;),1 < i < n is
given by

£(x.5.0) = [] (f(2).G(20))" x (g(z).5(z)) ™

=1
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We keep in mind that we want to bring the inference on the two LPC distribution parameters 5 and 6,
This results in the following partial likelihood function

L (x.8,0) = [ x (S(z))' "

i=1
d; (1-6;)1

n 696 1 0 B {z;>0}

- 1;[1 <(1+q)(,€))z£a+1 exp [—05]1{%@} ((B/k) ln(zi/G))2D x <1+¢(k) (Z> )

1 (1001 12, <0}
X [1 - T ((8/k) In(=:/6) + k)]

and the corresponding partial log-likelihood function is
t(x,8,0) = logL(x,B,9)

n 2 .
= Zéi {logﬁ + Blogf —log(l + ®(k)) — (8 + 1) log(z;) — ]l{zi@}fﬁ log? (?)]

i=1

3 Lo (1= 00108 (1= oy (80 nlee/6) + )

Z 0
1y, 1-19; 1 — | —log(1+ ®(k
#3 Leay (1) |og () —toat1 + 200
The maximum likelihood estimators of § and 6 are the simultaneous solution of

{ dﬂ Xﬁ: )_0 (IV.5)

£(x,
We can easily see that there is no closed form expression of the maximum likelihood estimates of

(8,0). So, they must be obtained numerically using for example a quasi-Newton algorithm. The following
subsection will be dedicated to the estimation procedure using Monte-Carlo replication.

Simulation study

In this subsection, we assess, via simulations, finite-sample performance of estimators obtained as
numerical solution of the system ( ), using the R-package maxLik (see for instance http://www.maxlik.
org/).

Study design. The simulation design is as follows. Let X and Y be independent random variables with cdf

Fx ~ LPC(f,0) and Gy ~ E()) respectively. X is the variable of interest and Y is the censoring random

variable. Thus, for a given (3,0, a relevant choice of A allows us to simulate data with an approximate
. ~ 1 n . . .

proportion p := ;- Dot T¢x,<v,y of non-censored X;s. Our simulation procedure is as follows :

1. We simulate a sample of n independent copies of (Z,6), where Z = min(X,Y), § = lix<yy and
the target censoring proportion of X is 1 — p. For a given B and 8, letting A = 0.01,0.02,0.03,0.05
and 0.1, should allow various censoring percentage of X .

2. For each X\, we compute the maximum likelihood estimators of (3,60
3. Steps 1-2 are repeated m times, so that we obtain m realisations pairs of (B, é), for each .

4. For each A, we calculate the average value and MSE (Mean Square Error) of (,B,é) over the m
estimates.
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Simulation results discussion. Simulations are conducted using the statistical software R [65]. Results are
provided for a sample of size n = 1000 and m = 1000 simulated samples. Let first denote Vj = 1 to m,
PO =15 1 [xO v} representing the proportion of uncensored data over the ;" simulated

sample. In tables and , we report the averaged (over the m simulated samples) value and
empirical MSE of each B and 6. We also report the averaged proportion of uncensored data among
observations ¢ such that X; < Y; given by p = % z;nzl pU). From these results, it appears, as expected,
that the bias and MSE of all estimators decrease when censoring in the right tail of X decreases (one
can see also that the proportion of censoring decreases when the value of the exponential parameter A
increases). We also propose a bootstrapped confidence interval (ICg) at level 95% for each LPC parameter
estimator of size B = 10000 (see Algorithm | in appendix).

A 0.01 0.02 0.03 0.05 1

D 0.9152 0.8461 0.7872 0.6870 0.5053

8 1.5013 1.5021 1.4979 1.5040 1.5060
(MSE(8)) (0.0019) (0.0021) (0.0023) (0.0026) (0.0037)
I1CE(95%) 1.509 + 0.0871 1.5016 4+ 0.1043 1.5002 4+ 0.1621 1.5041 4+ 0.1833 1.5032 + 0.2204
for 8

0 5.0028 4.9975 5.0097 5.0015 5.0014
(MSE(#)) (0.0050) (0.0056) (0.0061) (0.0064) (0.0077)

I1CE(95%) 5.00094 0.1795  5.001 4 0.2301  5.0013 £ 0.2617 5.0041 + 0.3411 5.0012 & 0.3702
for 0

TaBLE IV.1 — LPC(8 = 1.5, # = 5) parameters estimation right censored by £(A) distribution

A 0.01 0.02 0.03 0.05 1

D 0.8464 0.7338 0.6447 0.5048 0.2932

8 1.5012 1.5016 1.5020 1.5050 1.5061
(MSE(B)) (0.0021) (0.0026) (0.0031) (0.0037) (0.0057)
ICE(95%) 1.50464+0.1480  1.503640.2033  1.5089+0.2817  1.509240.3041  1.510040.3166
for B

6 10.0051 10.0059 10.0061 9.9915 10.0041
(MSE(#)) (0.0219) (0.0295) (0.0260) (0.0315) (0.0483)

ICB(95%) 10.003+0.2837 10.0067+0.3109 10.0028+0.2980 10.0017+0.3428 10.00394+0.4006
for 6

TABLE IV.2 - LPC(8 = 1.5, § = 10) parameters estimation right censored by £(\) distribution
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Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Sample Quantles
Sample Quantiles

FIGURE IV.1 — Line 1 : QQ-plot of m estimations of the scale parameter #, Line 2 : QQ-plot of m
estimations of the shape parameter § under simulated LPC(1.5, 10) right censored by : £(0.01) -left plot-,
£(0.1) -right plot-

Figure shows the parameter estimations empirical (reduced and centred values) quantile to
standard normal quantile plot, to investigate for each estimator, the normality behaviour over the m
replications. One can see that almost estimations values of both 8 and 6 are well aligned with the first
bisecting line. This behaviour is also supported by figure , where we present the estimated kernel
density of the sample (Bj, j =1 to m), which are clearly concentrated around the target value of 1.5
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TR &

FIGURE IV.2 — Estimated density for 8 estimations, for X ~ LPC(1.5,10) right censored by : Y ~ £(0.01)
-left plot-, Y ~ £(0.1) -right plot-

IV.2.3 An application to Algerian cars claims data

In this section, we illustrate our methodology on a set of Algerian cars claims data. The dataset
contains n = 1167 car insurance claims in Algeria (expressed in 10° Algerian dinars DZD) between 2007
and 2012. The data is a subset arising from the Project "Etude de Revalorisation du Tarif de la RC
Automobile” directed by the actuarial office A.R.M.S.S.M (Algiers) for the Algerian Insurances Union
(U.A.R). According to the Algerian premium pricing schema, the subset represents cars claims amount,
of type “particular cars without trailer”for “Affair’used, with “3 to 7”horsepower and an indicator which
equals 1 if the claim is entirely settled and 0 otherwise. 997 claims are close settled. The other sinister
amount are right-censored. Some summary of the data are : minimum claims 0.02354 (which corres-
pond to 2,354.00DZD), the mean claim 2.22300 (222,300.00DZD) and a maximum claim of 57.72000
(5,772,000.00DZD).

Our objective here is to estimate the LPC models parameters using ML estimates, and compares
this fit to Lognormal (Adjusted using ML estimation for right censored data in R package STAND - see
https://CRAN.R-project.org/package=STAND) and Pareto (Adjusted using ML estimation procedure
adapted to right censored data) fit. The estimation results are given in Table . Hence, it’s useful to
express the fit quality to the data using the following goodness-of-fit measures (see for instance D’Agostino
et al. (1986)) : For any data sample x1,22,...,Z,, with corresponding ordered data x(1y,Z(2),. .., %)
and by denoting F' the cdf of the fitted model, we define

— Kolmogorov-Smirnov (KS) test statistic : D = max(D~, D"), where

DF = max {Z —F(m(z’))}, D™ = max {F(x(i) _i 1)}

1<i<n | n 1<i<n n

— Anderson-Darling (AD) test statistic :

n

A2 = —n— %Z@z -1 log(ﬁ'(x(i))) +(@2n—2i+1) log(ﬁ(x(i)))

=1

Note that smaller values of the above measures indicate better adjustment of the model to the data.
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Distribution ~Parameter Estimate Std. Error AIC KS statistic (D) AD statistics (A?)

8 1.4551 0.0409

LPC model 0 90897 0.0295 1991.044 0.0315 24.2853
@ 1.8652 0.0547

Pareto . 0.0235 4867.346 0.1509 432.5689
I 0.9265 0.0191

Lognormal 0.6417 0.0139 4324.124 0.1768 104.9364

TABLE IV.3 — Estimated Parameter and Goodness-of-fit for Algerian data claims

Results from Table suggest that LPC model provide the better adequate fit to the data. Moreover,
we illustrate in figure the natural logarithm of Quantile-Quantile plot of LPC, Lognormal and Pareto
distribution to the Algerian cars claim. One can clearly see that the LPC model is more adequate to
claims data than Pareto or Lognormal distribution. All these findings confirm results from AIC (Akaike
Information Criterion), D statistics and A? statistics values in table

Data to Models Adjustment

Log-thecretical quantiles

T T T T T
0 1 2 3 4

Logarithm of cars claims data quantiles

FIGURE IV.3 — Log Quantile-Quantile plot of Algerian claims data for LPC (Black), Pareto (Green) and
Lognormal (Pink) distibution.

IV.2.4 Conclusion and perspectives

In this paper, we address the identification problem of the LPC model to real actuarial data, when
randomly right-censoring is considered. We constructed the corresponding ML estimators of the two LPC
distribution. Our simulation results indicate good performance of these estimators. We also proposed an
original procedure applied to a set of real data and provided coherent results.

Now, several issues still deserve attention. First, we mentioned that estimation of the LPC parameters
constitutes usually a first step in an actuarial analysis. Premium estimation often comes as a second
step. In the real-data example, we incorporated our fitted LPC model in the so-called Wang’s premium
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principle. More investigations of the LPC model performances and applications are needed. This is a
subject for our future research.

In practice, it often arises that some covariate information W is available to the distribution of
an interest variable X depends on W. In this case, interest turns to estimation of the LPC parameters
considering the co-variables in W. This is a difficult problem which we overcame, in our real-data analysis,
by considering sub-populations defined by gender, the used and horsepower of the car. However, a more
advanced approach should be developed to tackle this issue. This also constitutes a topic for our future
research.

Acknowledgements

Authors thank the Conference Chair and anonymous reviewers for agreeing to review this paper and their
future suggestions that helped improve successive versions of the paper.

Authors acknowledge financial support from the CNEPRU project ”Modélisation Risque Actuariel, As-
surance, Finance (MSAAF)” (project number COOLO3UN160420150004, funded by Agence Nationale de
Développement de la Recherche Universitaire, Algeria) and from the project SESA (project number
EDC25895, funded by Centre National de la Recherche Scientifique - CNRS, France - and Direction de
la Post-Graduation et de la Recherche-Formation - DPGRF, Algeria).

Appendix
Let © = (61, 6a,...,0,,) be avector of m any LPC parameter estimations, obtained over the replication
procedure in subsection . Construction of the parameter bootstrapped confidence interval at level

1—«a (ICB), is obtained as follows

Algorithm 1 Computing bootstrapped confidence interval at level 1 — «

Require: O : as vector, B : integer > B represents the number of bootstrap
procedure ICBOOT(«) > 1 — « is the confidence level
for b=1to B do
Drawn randomly from O, with replacement, a sample 6,65, ...,60% of size m.
Compute 6, = = > 6°
end for

Compute § = + Zszl 0y

Compute 6% = 51~ Zszl 6, — ﬂ2

return (0, taj2.n—1 X V6?2) > where t, /2,1 is the (1 — §)-Student quantile
end procedure
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CONCLUSION GENERALE

travers cette these, nous avons exploré d’une maniere non-exhaustive, quelques éléments
d’inférence statistique non-paramétrique, semi-paramétrique et bayésien dans la théorie des
-(/ valeurs extrémes univariée (TVEU) :
Nous avons présenté tout d’abord, les fondements et les concepts élémentaires introduits dans
la littérature de la TVEU, en étalant ces notions en deux chapitres; un premier chapitre dans lequel
nous avons énoncé le théoreme Tippet-Fisher-Gnedenko, fondateur de la théorie des valeurs extrémes
et une variante de ce théoreme, permettant de distinguer le max-domaine d’attraction d’un extremum
selon la nature de la distribution d’échantillonnage. Des approches statistiques d’estimation de I'indice +,
basées sur I’échantillon des k-plus grandes valeurs, ainsi que l'application de la TVE a l'estimation de la
notion des quantiles extrémes, ont été mise au point par des exemples d’application. Un second chapitre
relevant la question d’inférence semi-paramétrique dans la TVEU (essentiellement), et dans lequel nous
avons aussi rappelé ’ensemble des contributions majeures autour de cette question. Nous considérons
que l'estimation de l'indice des valeurs extrémes, est la premiere pierre dans toute analyse statistique
de données, s’appuyant sur le théorie des valeurs extrémes, dans un contexte d’information compléte ou
censurée. Nous avons exploré aussi le comportement des estimateurs proposés a travers des exemples sur
données simulées.

La deuxieme partie de cette theése porte sur 'introduction du paradigme bayésien en statistique : un
rappel sur les mécanismes d’élaboration d’'un modele bayésien de sa conception a priori, sa construction
a la mise au point d’une décision a posteriori. Nous avons aussi soulevé du point de vue théorique, le
comportement gaussien de la distribution a posteriori établi asymptotiquement sous certaines hypotheses
sur le modele bayésien supposé et 'estimateur congu a posteriori. La mise en ceuvre pratique de ces
concepts bayésiens a été illustrée par un exemple d’estimation de l'indice de queue a > 0 relatif a une
distribution a queue lourde et un échantillon supposé étre i.i.d et complet.

Nos contributions dans cette these ont été rapportées dans un dernier chapitre, dans lequel nous avons
proposé deux modeles statistiques, congus pour des distributions & queue lourde, ot I'inférence statistique
est portée sur un échantillon de données ¢.:.d en présence de censure aléatoire a droite :

— Le premier modele introduit, porté sur la question d’estimation bayésienne de 'indice o > 0, d’une

distribution & queue lourde en présence de censure aléatoire a droite. Le modele bayésien (congu
par rapport a I’échantillon des exces relatifs au dela d’un seuil égal & la statistique d’ordre (n—k), a
été introduit selon trois types de loi a priori (02 lois impropres et une loi conjuguée), a partir duquel
nous avons proposé cing estimateurs bayésiens. Le comportement empirique des cing estimateurs
proposés a été comparé a lestimateur introduit par Worms and Worms dans [77] : 1’étude par
simulation proposé montre efficacité (au sens minimisation de 'erreur standard) de lestimateur
MAP construit sous une loi a priori de Zellner, mais conditionnellement & la connaissance d’un seuil
de fraction k/n ” optimal”. La normalité asymptotique de la distribution a posteriori a été énoncée
par le théoréme 2.1 dans [2]. Nous avons conclu cette contribution par une application du modele
proposé, sur des données réelles issues du Package MASS disponible dans le langage R.
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— La deuxiéme contribution proposée dans cette these, porte sur 'utilisation d’un modele composite
ou hybride, dit Lognormal-Pareto Composite model (LPC), issu d’un mélange d’une loi lognormale
et une loi de Pareto (de type II). Nous avons proposé une adaptation du modele LPC au cas d’un
échantillon 7.i.d en présence de censure aléatoire a droite. Afin de tester la validité des procédures
d’identification du modele proposé, nous avons discuté I’adéquation du modele LPC, sur un jeu de
données simulées puis en 'appliquant des données financieres, tout en testant statistiquement, la
validité d’un tel ajustement & ce modele.

Ainsi, nous envisageons dans un futur travail, d’étendre les méthodologies présentées dans cette these

a des modeles plus généraux, en intégrant tout d’abord la possibilité d’extrapoler les résultats obtenus
au cas de la TVE multidimensionnelle, ou encore par l'introduction des covariables afin d’observer 'in-
fluence d’un telle dépendance, non seulement sur I’estimation de I'indice de queue «, mais aussi l'effet sur
I’estimation des quantiles extrémes. Ces extensions trouvent leurs intéréts dans différents domaines d’ap-
plication, notamment pour la conception d’'un modele de tarification actuariel en assurance, ou la mesure
des multi-risques extrémes est plus que nécessaire afin d’élaborer un juste tarif. D’autre part, nous envi-
sagerons aussi de développer le modele composite présenté dans le quatrieme chapitre, en établissant les
propriétés asymptotiques des estimateurs proposés et d’étendre le modele a d’autre forme de composition
au sens de Calderin-Ojeda et al. (2015).
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