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Introduction générale

L’histoire de l’humanité est jalonnée de maladies infectieuses qui ont frappées avec une rapi-

dité cruciale et causant des dégâts inestimables. Nous nous contentons de citer à titre seulement

d’exemple : la grippe espagnole (1918-1919) responsable de la mort d’environ 2.5% à 5% de la

population mondiale (entre 30 et 50 millions de morts), et récemment, la �èvre hémorragique à

virus Ebola qui s’est révélée très meurtrière entre 2013 et 2016 et qui a même montré de nouveaux

sursauts en 2017 et 2018. Actuellement, le monde connaît la pandémie de Coronavirus qui est ap-

parue en décembre 2019 dans la province de Wuhan en Chine et qui a provoqué durant cette

courte période la mort d’environ 6 millions de personnes à travers le monde entier. Pour cela, le

phénomène de propagation des maladies infectieuses préoccupe de plus en plus les autorités et

a priori ceux de la santé publique.

L’épidémiologie est, aujourd’hui communément dé�nie comme, la discipline scienti�que qui

étudie la fréquence et la distribution temporelle et spatiale des états de santé dans les popula-

tions, ainsi que les facteurs et les déterminants exerçant une in�uence sur cette distribution. Elle a

permis à développer des stratégies de santé publique et à soutenir des pratiques médicales. L’épi-

démiologie contemporaine nécessite des outils adéquats et des méthodes novatrices permettant

de prendre des décisions rapides mais ré�échies en cas de crises sanitaires. Elle est considérée

comme l’un des piliers de la santé publique et de la médecine préventive à travers l’histoire.

On reconnaît trois âges de l’épidémiologie, celui des statistiques sanitaires (1850-1900), ce-

lui de l’épidémiologie infectieuse (1900-1950) et en�n celui de l’épidémiologie chronique (1950-

2000). Un intérêt primordial dans ce travail sera accordé à l’épidémiologie infectieuse qui est en

perpétuel développement.

La modélisation mathématique des maladies infectieuses a démontré son e�cacité dans un

premier temps à travers les travaux du médecin/physicien/mathématicien suisse Daniel Ber-

noulli en 1760 (Bernoulli, 1760) sur l’inoculation antivariolique ou variolisation. La variole est

une maladie extrêmement contagieuse et dangereuse due au virus de la variole de la famille des

orthopoxvirus. Elle est responsable d’une mortalité atteignant de 20% jusqu’à 30%. Au XV IIIe

siècle, Jenner (1800), médecin de campagne en Angleterre, a essayé de véri�er l’hypothèse sur

ses patients trayeurs de vaches, qui contractant la vaccine (maladie bénigne pour l’homme en

comparaison avec la variole et qui lui ressemble), n’attrapaient pas ultérieurement la variole hu-

maine. Le medecin Jenner (1796) a aussi transmis la vaccine à un jeune garçon (James Phipps)

en lui inoculant puis après la variole, il a constaté que l’enfant n’a pas développé la maladie et se
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Introduction

rétablit très vite. Elle était une sorte de protection contre la variole. Ainsi, le premier vaccin de

l’histoire de la médecine est né et le nom de vaccination est donné à cette opération.

L’objectif du travail de Bernoulli était une estimation quantitative des avantages (protection

contre la variole) et des inconvénients (risque de décès) de la variolisation (inoculation de la

vaccine à un être humain). En se basant sur une démarche de nature mathématique rigoureuse

combinant la théorie, alors jeune, des équations di�érentielles et des données issues de la cohorte

de E. Halley, (voir Dreyer and Gabriel (2010)), il a pu estimer, une augmentation moyenne de plus

de trois ans d’espérance de vie. Son travail révolutionnaire, considéré comme le premier modèle

mathématique inspiré d’une problématique médicale et plus spéci�quement épidémiologique,

marque la naissance d’un domaine désormais appelé « biomathématique ».

C’est à Ross
1

qu’on doit le premier modèle mathématique en épidémiologie, qui date en l’an

1911 sur la transmission du paludisme (Ross, 1911; Mandal et al., 2011). Ross a introduit, en

épidémiologie mathématique, la notion de seuil qui a été popularisée quelques années après, à

travers les travaux de Kermack et Mckendrick (Kermack and McKendrick, 1927; 1932; 1933). Ce

seuil est noté généralementR0 et c’est l’un des dispositifs essentiels en épidémiologie. Il contribue

notamment, au calcul du temps de doublement d’une épidémie, et il permet aussi, d’approcher

le taux de la population qui devrait être immunisée (vaccinée) pour empêcher le déclenchement

ou la persistance d’une épidémie.

Le concept de R0 a été déjà utilisé par Lotz en 1880 et Böckh en 1886 (Nishiura et al., 2006;

Heesterbeek, 2002) pour l’éradication de la varicelle par la vaccination et aussi pour le calcul du

taux net de reproduction en démographie qui correspond à la propagation totale de la population.

Il a été ensuite repris par Ross en 1911 dans son modèle sur la transmission du paludisme, qui a

remarqué que faire baisser la population des individus susceptibles en dessous d’un certain seuil

est su�sant pour éliminer le paludisme. Ce seuil dépend évidemment des facteurs biologiques.

En 1927, Kermack et McKendrick ont repris les idées de Ross dans leur travail pour l’étude

de la dynamique de transmission des maladies infectieuses humaines. Plus précisément, la dy-

namique de transmission qui dépend de la fréquence et de l’intensité des interactions entre indi-

vidus susceptibles et individus infectés et infectieux. Leur travail pionnier est considéré à cette

époque comme une des premières victoires en mathématique épidémiologique. Leur approche

est utilisée dans le but de modéliser de nombreuses maladies, et elle continue à jouer un rôle im-

portant dans la théorie mathématique des maladies infectieuses. Elle continue d’être un sujet de

recherche actif en prenant en compte de nouveaux éléments (Diekmann et al., 2010; Demongeot

et al., 2013; Angstmann et al., 2017; Dantas et al., 2018; Phaijoo and Gurung, 2018; Kabir et al.,

2019; Adhikari et al., 2020; Gatto et al., 2020).

Le modèle compartimental SIR a été présenté pour la première fois par Kermack et Mcken-

drick (Kermack and McKendrick, 1927) à Londres et Cambridge en 1927 a�n d’expliquer l’évolu-

tion de l’épidémie de peste à Bombay en Inde en 1905-1906. Le principe est de diviser la popula-

tion en un nombre �ni de classes de tel sorte que dans chaque classe les individus ont le même

1. Ronald Ross (1857,1932), lauréat du prix Nobel de médecine 1902 pour son travail sur le paludisme (la malaria).
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Introduction

état clinique (Susceptible, Infectieux, Remis... etc.). Ensuite, l’évolution de l’épidémie (passage

des individus d’un compartiment à un autre) est analysée en utilisant un ensemble d’équations

di�érentielles ordinaires (Mandal et al., 2011). Kermack et Mckendrick ont étendu cette approche

dans deux autres articles (Kermack and McKendrick, 1932; 1933). Il est à signaler que les fonda-

tions mathématiques de l’épidémiologie basées sur les modèles compartimentaux reviennent à

Ross (Ross, 1911).

Une autre catégorie de modèles épidémiologiques non compartimentaux a été aussi déve-

loppée à savoir les modèles basés sur les processus de branchement (Corlosquet-Habart, 2010;

Kimmel and Axelrod, 2015), les modèles de chaîne binomiale (Greenhalgh, 2003; Ma et al., 2015;

Huang et al., 2021), les modèles basés sur la théorie des graphes (Demiris, 2004; Wang and Li,

2014) et les modèles d’individus centrés (Chowell et al., 2003; Eubank et al., 2004).

Les modèles compartimentaux sont des modèles qui mettent en relation des compartiments

contenant une population homogène c’est-à-dire des individus ayant tous le même statut vis-à-

vis de l’infection et n’en changeant pas au sein de chaque compartiment. En e�et, les modèles

compartimentaux répartissent la population en un certain nombre de compartiments et donnent

des règles simples expliquant les passages d’un compartiment à un autre. Souvent le processus

de transmission dans ce type de modèles est illustré par le schéma suivant :

S I R

Infection Rétablissement

Figure 1 – Diagramme de transmission du modèle SIR

Les �èches dans le diagramme de transmission montrent la direction dont les individus bougent

entre les compartiments. Dans le modèle de base SIR illustré par le schéma ci-dessus, les compar-

timents représentent les états cliniques. Ces états sont Susceptibles (S), Infectieux (I ) et Retirés

(R). Les individus susceptibles sont des individus sains et qui risquent de contracter la maladie.

Les individus infectieux sont des individus qui peuvent transmettre la maladie. Les individus

retirés sont des individus guéris, immunisés ou décédés, donc ils n’ont aucun rôle dans le proces-

sus de l’infection. Les interactions entre individus infectieux et un individu susceptible peuvent

entraîner la contamination de ce dernier, par la suite il changera d’état donc il changera de com-

partiment. De nombreuses variantes peuvent être élaborées pour rendre le modèle plus réaliste

et donc, a priori, plus complexe. Par exemple l’ajout des compartiments des individus infectés

mais non encore en état d’infectiosité (Exposés), individus Vaccinés, etc. . . Les �ux entrants et

sortants de ces compartiments permettent de faire varier les e�ectifs dans chaque compartiment.

Dans la littérature mathématique des maladies infectieuses, il existe une autre classi�cation

qui répartit les modèles en deux principales catégories : les modèles déterministes et les modèles

stochastiques. Le premier modèle déterministe est apparu pour la première fois dans les travaux

de Hammer en 1906. Dans son modèle il suppose que les individus infectés restent infectieux
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jusqu’à la �n de leurs vies (pas de guérison). Ce modèle est connu sous le nom du modèle simple

(SI) (Younsi, 2016). Les modèles déterministes sont des modèles qui ne laissent pas de place pour

l’aléatoire ; pour les mêmes paramètres initiaux, on obtient toujours les mêmes résultats. Contrai-

rement à ces modèles, les modèles stochastiques sont des modèles plus réalistes par le fait qu’ils

prennent en considération les e�ets aléatoires. Ces e�ets aléatoires peuvent être exprimés en

terme de catastrophes naturelles imprévisibles qui changent le contact entre les individus (Gui-

serix, 2009), ou bien liés à la naissance, la mort et la migration des individus dans la population

qui peuvent impacter la persistance ou l’extinction de la maladie (Allen, 2010). En e�et, dans

une con�guration stochastique avec les mêmes paramètres initiaux on obtient des résultats dif-

férents. Le premier modèle stochastique a été développé en 1920 par Reed et Frost a�n d’étudier

la propagation des maladies (Younsi (2016); Abbey (1952)). De manière formelle, les modèles dé-

terministes sont formulés à travers des équations di�érentielles ordinaires (EDO) et les modèles

stochastiques sont souvent formulés par des équations di�érentielles stochastiques (EDS).

Un autre avantage de la modélisation mathématique des maladies infectieuses est d’illustrer

l’impact de la mobilité des individus entre les régions sur la persistance ou l’extinction de l’épidé-

mie. La prise en considération de l’aspect spatial (des régions interconnectées par des réseaux de

communication) dans l’étude de la propagation d’une épidémie peut être vue comme une source

d’hétérogénéité, i.e, la transmission d’une maladie entre les individus se di�ère d’une région à

une autre. A�n de comprendre cet aspect, Allen et al. (2008) ont étudié le développement d’une

épidémie au sein d’une population en utilisant un modèle SIS spatial. Kim et al. (2010) ont déve-

loppé un modèle qui décrit la transmission de la grippe aviaire chez les hommes et les oiseaux.

Ils ont conclu que la meilleure politique pour prévenir l’émergence de la maladie sur l’ensemble

de la population ne se limite pas seulement sur l’extermination des oiseaux infectés mais aussi

sur la réduction du taux de contact entre les individus seins et les individus infectés.

La compréhension du mécanisme d’émergence et réémergence des maladies infectieuses ainsi

que l’élaboration des modèles dont les paramètres sont inconnus ; ne su�sent pas pour la mise en

place des approches proactives et des stratégies de contrôle (vaccination). Une des questions clés

à laquelle les épidémiologistes sont confrontés est de savoir à quelle vitesse une épidémie se pro-

page dans une population ? La réponse à cette question nécessite la connaissance des paramètres

régissant la propagation de la maladie.

L’inférence statistique des maladies infectieuses est compliquée par le fait que les données

sont parfois partiellement observées ou à basse fréquence (l’intervalle du temps séparant deux

observations successives est très grand), ou par le fait que les données ont été collectées à des

instants discrets alors que le vrai processus est continu dans le temps. Plusieurs méthodes et

algorithmes d’estimation ont été développés en fonction du contexte pris comme base de travail

(Andersson and Britton, 2000). Dans le cadre de l’évaluation de la fonction de vraisemblance, le

problème majeur est la connaissance de la densité de transition (Elerian et al., 2001; Golightly

and Wilkinson, 2005). En e�et, si le système des équations di�érentielles stochastiques admet

une solution analytique, alors la densité de transition existe. Malheureusement, dans la plupart

9
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des cas le système d’équations di�érentielles stochastiques est non linéaire ce qui nous contraint

à approximer la solution.

L’objectif principal de la présente thèse est de faire une modélisation mathématique d’une

épidémie qui se propage au sein d’une population en utilisant un modèle SEIR spatio-temporel

par un processus de di�usion, ainsi, que d’estimer les paramètres régissant le modèle dans un

cadre bayésien. Nous nous intéresserons, dans un premier temps, au modèle SEIR unidimension-

nel illustrant la propagation des maladies à phase de latence dans une seule population fermée.

Dans un deuxième temps, nous développons un algorithme MCMC a�n d’estimer les paramètres

qui gouverne le modèle. L’estimation des paramètres a été réalisée en faisant une augmentation

des données. Dans un troisième et dernier temps, nous adaptons notre modèle SEIR unidimen-

sionnel a�n d’introduire l’aspect spatial dans la modélisation. L’introduction de l’aspect spatial

rend notre modèle SEIR unidimensionnel plus réaliste.

En somme et après ce rapide survol sur le domaine de l’épidémiologie, l’élaboration de notre

thèse va comporter quatre chapitres. Le premier est un chapitre introductif ayant trait à quelques

notions sur le calcul stochastique et l’inférence bayésienne. Le deuxième porte sur la présenta-

tion de quelques modèles mathématiques en épidémiologie. Il contient un bref aperçu sur deux

grandes catégories : les modèles compartimentaux et les modèles non compartimentaux. Le troi-

sième chapitre aborde l’inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données.

Dans un premier temps, il décrit l’approximation du modèle épidémique SEIR par processus de

di�usion. Par la suite, Il entame l’inférence bayésienne du modèle SEIR dans un cadre de don-

nées à basse fréquence. Le problème de l’estimation des trajectoires et des paramètres est traité

en utilisant la méthode MCMC. Le quatrième chapitre est consacré à l’étude de la dynamique

d’une épidémie de type SEIR à grande échelle, i.e. la propagation sur plusieurs régions.
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Chapitre 1

Notions sur le calcul stochastique et
l’inférence bayésienne

Dans cette partie, nous rappelons les principaux concepts et méthodes de la théorie des proba-

bilités et processus stochastiques utilisés dans cette thèse. Le lecteur est renvoyé aux références

(Oksendal, 2013; Capasso and Bakstein, 2005; Feller, 2008; Gardiner et al., 1985; Saporta, 2006)

pour plus d’informations et de détails.

1.1 Calcul stochastique

1.1.1 Filtration

Soit

(
Ω,A,P

)
un espace de probabilités.

Dé�nition 1. Une �ltration est une suite croissante de sous-tribus F = (Ft)t∈T deA, i.e. Fs ⊂ Ft ,
si s ≤ t. L’ensemble d’indice T ici est N ou R+. La tribu Ft représente l’information disponible à

l’instant t.

• Un processus aléatoire X =
(
X(t)

)
t

sur l’espace �ltré

(
Ω,A, (F ),P

)
est dit adapté à la

�ltration

(
F

)
t∈T

, si la variable aléatoire X(t) :Ω→R est Ft-mesurable pour t dans T .

• La �ltration propre d’un processus X =
(
X(t)

)
t

est dé�nie par Ft = σ
(
Xs;s ≤ t

)
; elle

représente l’information contenue dans l’observation de X entre l’instant 0 et t (Comets

and Meyre, 2020).

1.1.2 Mouvement Brownien

Le mouvement brownien est un phénomène qui a été découvert en 1827 par le botaniste

Robert Brown
1

; là où on observe des mouvements incessants et aléatoires des grains de pollen

1. Robert Brown

(
21 décembre 1773 - 10 juin 1858

)
est un chirurgien, botaniste et explorateur écossais.
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dans un liquide. Bachelier
2

(1901) et Einstein
3

(1905) ont quantitativement étudié ce mouvement

aléatoire. En 1923, Wiener
4

a établi la modélisation mathématique du mouvement brownien. Paul

Lévy
5

(1939, 1948) a e�ectué des études approfondies du mouvement brownien.

Dé�nition 2. Soit le processus stochastique W =
{
W (t), t > 0

}
, t ∈

[
0,T

]
adapté à la �ltration

F =
(
Ft; t > 0

)
. On dit que le processus W est un mouvement brownien dé�ni sur l’espace de

probabilité

(
Ω,F ,P

)
si les propriétés suivantes sont véri�ées :

i. W (0) = 0 avec une probabilité égale à 1,

ii. t −→W (t) est une fonction continue presque sûrement sur R+,

iii.

(
W (t) −W (s)

)
∼ N

(
0, t − s

)
pour 0 ≤ s < t < T , (accroissements gaussiens station-

naire).

iv. ∀n ∈N, ∀ti , 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ T , les variables aléatoires

W (t1)−W (t0),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tn)−W (tn−1)

sont indépendantes (Lapeyre et al., 1998), (accroissements indépendants et indépendants

de F ).

1.1.3 Intégrale d’Itô

On note que le mouvement brownien n’est pas à variation bornée, donc on ne peut pas appli-

quer la théorie générale de l’intégration. Cependant, il peut être dé�ni par des techniques hilber-

tiennes de prolongement comme une isométrie (Comets and Meyre, 2020). Pour des intégrants

déterministes X = X(t) ∈ L2(R+), il s’agit de l’intégrale de Wiener (1934).

Dé�nition 3. Une fonction en escalier est une fonction X(t) constante sur l’intervalle [0,T ] tel

que

X(t) =
n−1∑
i=0

ci1]ti ,ti+1](t), (1.1)

où 0 = t0 < t1 < ... < tn ≤ T et n ∈N, est une subdivision de l’intervalle [0,T ]. Les ci sont des

constants et X(t) ne dépend pas de W (t).

2. Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier

(
11 mars 1870 - 26 avril 1946

)
est un mathématicien français, précur-

seur de la théorie moderne des probabilités, et fondateur des mathématiques �nancières.

3. Albert Einstein

(
14 mars 1879 - 18 avril 1955

)
est un physicien théoricien.

4. Norbert Wiener

(
26 novembre 1894 - 18 mars 1964

)
est un mathématicien américain, théoricien et chercheur

en mathématiques appliquées, surtout connu comme le père fondateur de la cybernétique.

5. Paul Lévy

(
15 septembre 1886 - 15 décembre 1971

)
est un mathématicien français.
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Dé�nition 4. (Intégrale de Wiener)

Soit la fonction en escalier X(t) donnée par (1.1). L’intégrale de Wiener de X est dé�nie par

∫ T

0
X(t)dW (t) =

n−1∑
i=0

ci

(
W (ti+1)−W (ti)

)
. (1.2)

X(t) ne dépend pas de W (t). On peut aisément montrer, en utilisant la propriété de l’indépen-

dance des incréments browniens, que l’intégrale de l’équation (1.2) est une variable aléatoire

gaussienne de moyenne nulle et de variance égale à

∑n−1
i=0 c

2
i

(
ti+1 − ti

)
=

∫ T
0
X2(s)ds.

En ce qui concerne les intégrants aléatoires, il s’agit de l’intégrale d’Itô (vers 1950). La dé�-

nition de l’intégrale d’Itô est analogue à celle de Wiener.

Dé�nition 5. Une fonction étagée est une fonction aléatoire φ(t,ω) de la forme

φ(t,ω) =
n−1∑
i=0

Xi(ω)1]ti ,ti+1]

avec 0 = t0 < t1 < ... < tn et Xi de carée intégrable et prévisible (Xi est Fti -mesurable).

L’intégrale stochastique d’Itô est dé�nie pour les fonctions aléatoires φ satisfaisant la condi-

tion : ∫ b

a
E(φ2(t))dt <∞, (1.3)

si E(φ2(t)) existe.

Dé�nition 6. (Intégrale d’Itô)

Soit φ(t) une fonction aléatoire satisfaisant (1.3), et a = t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 = b une partition

de [a,b], ∆t = ti+1 − ti = (b − a)/n, et ∆W (ti) = W (ti+1) −W (ti), où W (t) est un processus de

Wiener. L’intégrale d’Itô de φ est dé�nie par la convergence en moyenne quadratique

n−1∑
i=0

φ(ti)
(
W (ti+1)−W (ti)

) L2−→
n→∞

∫ b

a
φ(t)dW (t) (1.4)

On note que les variables φ(ti) sont aléatoires, ce qui implique que l’intégrale ne doit pas

nécessairement avoir une distribution normale comme dans le cas de l’intégrale de Wiener (Kle-

baner, 2012).

Propriétés de l’intégrale d’Itô

i. Linéarité : Si X(t) et Y (t) sont deux processus élémentaires et α et β sont deux constantes

alors : ∫ T

0

(
αX(t) + βY (t)

)
dW (t) = α

∫ T

0
X(t)dW (t) + β

∫ T

0
Y (t)dW (t),
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ii. Soit t ∈ [0,T ], tel que 0 < t < T , alors on a :∫ T

0
X(t)dW (t) =

∫ t

0
X(t)dW (t) +

∫ T

t
X(t)dW (t)

iii. Pour une fonction indicatrice sur l’intervalle, ]a,b] ⊂ [0,T ] on a :∫ T

0
1]a,b](t)dW (t) =W (b)−W (a),∫ T

0
1]a,b](t)X(t)dW (t) =

∫ b

a
X(t)dW (t).

iv. Moyenne nulle :

E

∫ T

0
X(t)dW (t) = 0,

v. Propriété d’isométrie :

E

(∫ T

0
X(t)dW (t)

)2
=

∫ T

0
E
(
X2(t)

)
dt,

Pour la preuve des propriétés, on renvoie le lecteur à (Klebaner, 2012).

1.1.4 Formule d’Itô

Dé�nition 7. Un processus d’Itô est un processus X(t) à valeurs dans R tel que

X(t) = X(0) +
∫ t

0
µ
(
X(s), s

)
ds+

∫ t

0
σ
(
X(s), s

)
dW (s),

avecX(0) est F0-mesurable, µ et σ sont Ft-adaptés tels que, ∀t ≥ 0,

∫ t
0
|µs|ds <∞ et

∫ t
0
σ2
s ds <∞.

La propriété remarquable d’un processus d’Itô, c’est qu’il reste un processus d’Itô lorsqu’on le

transforme par une application déterministe su�samment lisse. Plus précisément, on a le résultat

suivant ( Gallardo (2008), page 158).

Théorème 1. Soit X un processus d’Itô sur l’intervalle [0,T ] de di�érentielle stochastique

dXt = µ
(
X(t), t

)
dt + σ

(
X(t), t

)
dW (t) (1.5)

Soit f : (x, t) 7−→ f (x, t), une fonction de C2,1 (R×R+). Alors : (f (Xt, t))t∈[0,T ], est un processus

d’Itô qui a pour di�érentielle stochastique :

d (f (Xt, t)) =
∂f

∂t
(Xt, t)dt +

∂f

∂x
(Xt, t)dXt +

1
2
∂2f

∂x2
(Xt, t)σ

2
t dt (1.6)
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Le terme
1
2
∂2f
∂x2

(Xt, t)σ
2
t dt s’appelle le terme complémentaire d’Itô.

1.1.5 Équation di�érentielle stochastique et processus de di�usion

Dé�nition 8. Soit 0 ≤ a < b. On appelle équation di�érentielle stochastique (EDS . en abrégé)

sur [a,b], avec donnée initiale ξa, toute relation de la forme : dXt = µ (Xt, t)dt + σ (Xt, t)dW (t)

Xa = ξa
(1.7)

où X est un processus d’Itô sur [a,b] (appelé l’inconnue), ξa une variable aléatoire donnée, Fa-
mesurable et σ (x, t) et µ(x, t) sont deux fonctions données mesurables dé�nies sur R× [a,b] et à

valeurs réelles, appelées respectivement dérive
6

et coe�cient de di�usion. Résoudre l’équation

(1.7) c’est trouver un processus d’Itô X sur l’intervalle [a,b] tel que :

Xt = ξa +
∫ t

a
µ (Xs, s)ds+

∫ t

a
σ (Xs, s)dW (s), ∀t ∈ [a,b] (1.8)

Le processus X = (X(t); t > 0)t∈[a,b] 7
est appelé processus de di�usion, ou plus simplement

di�usion.

Remarque 1.1. On note que, l’équation di�érentielle stochastique (1.7) n’a pas forcement une

solution. Généralement, si une solution existe on ne pourra pas l’exprimer facilement à l’aide du

mouvement brownien W (t).

1.1.6 Existence et unicité de solutions

Théorème 2. Soit T > 0 et µ(·, ·) : [0,T ] × Rn −→ R
n
, σ (·, ·) : [0,T ] × Rn −→ R

n×m
, deux

fonctions mesurables satisfaisant

|µ(x, t)|+ |σ (x, t)| 6 C(1 + |x|); x ∈Rn, t ∈ [0,T ], (1.9)

pour une constante C, où (|σ |2 =
∑
|σij |2), et tel que

|µ(x, t)−µ(y, t)|+ |σ (x, t)− σ (y, t)| 6 K |x − y|; x,y ∈Rn, t ∈ [0,T ], (1.10)

pour une constante K . Soit Z une variable aléatoire indépendante de σ -algèbre F (m)
∞ générée par

Bs(·), s > 0, et tel que

E[|Z |2] <∞.

6. Drift en anglais

7. Le processus X est appelé aussi processus d’Itô.
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Alors, l’équation di�érentielle stochastique (??) admet une unique solution Xt(w) adaptée à la

�ltration F Zt générée par Z et Bs(·) ; s 6 t et

E

[∫ T

0
|Xt |2dt

]
<∞.

L’unicité de la solution signi�e que, si (X(t))a6t6T et (Y (t))a6t6T sont deux solutions de (1.7),

alors P (X(t) = Y (t);∀t ∈ [a,b]) = 1. Pour une démonstration détaillée nous renvoyons à (Ok-

sendal, 2013; Comets and Meyre, 2020).

1.1.7 Approximation numérique

Souvent les équations di�érentielles stochastiques ne possèdent pas de solutions analytiques

explicites. Dans ce cas, on fait appel aux méthodes d’approximation. Dans cette partie, nous allons

évoquer deux méthodes d’approximation à savoir le schéma d’Euler et le schéma de Milstein. Le

terme schéma désigne un algorithme récursif qui fournit des approximations de la solution aux

instants de discrétisation de donnés (Kloeden and Platen, 1995).

Schéma d’Euler

La méthode d’Euler ou encore Euler Maruyama, est considérée comme étant la méthode la

plus simple d’approximation (Kloeden and Platen, 1995). On se donne un processus stochastique

(X(t))06t6T , satisfaisant l’équation di�érentielle stochastique (1.7), l’approximation d’Euler est

un processus stochastique à temps continu qui satisfait le schéma itératif suivant

X̃(tn+1) = X̃(tn) +µ(X̃tn , tn)(tn+1 − tn) + σ (X̃tn , tn)(Wtn+1 −Wtn), (1.11)

tel que t0 < t1 < . . . < tn < . . . < tN = T , pour n = 0,1,. . . ,N − 1, avec X̃(t0) = X(t0).

Si on note, ∆t = tn+1 − tn, le nème
incrément, et ∆Wn =Wtn+1 −Wtn le nème

incrément du mou-

vement brownien W =
{
W (t), t > 0

}
, le schéma itératif (1.11), peut être réécrit

∆X̃ = µ(X̃tn , tn)∆t + σ (X̃tn , tn)∆Wn. (1.12)

Schéma de Milstein

D’autres schémas ont été proposés avec des améliorations notables (Lapeyre et al., 1998). Le

plus connu de ces schémas est celui de Milstein. Ce dernier est obtenu par le rajout aux termes

du schéma d’Euler, le terme
1
2σ (X̃tn , tn)σ

′(X̃tn , tn)
{
(∆W )2 −∆t

}
. Ainsi, le schéma de Milstein est

donné par

X̃(tn+1) = X̃(tn)+µ(X̃tn , tn)(tn+1−tn)+σ (X̃tn , tn)(Wtn+1−Wtn)+
1
2
σ (X̃tn , tn)σ

′(X̃tn , tn)
{
(∆W )2−∆t

}
.

(1.13)
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1.2 Inférence bayésienne

L’inférence statistique est l’ensemble des techniques statistiques utilisées dans le but d’esti-

mer les caractéristiques d’une population à partir d’échantillons prélevés de cette dernière, dont

le but est de faire des prévisions ou de fournir des prédictions sur des phénomènes à venir de na-

ture similaire et d’en prendre des décisions. Deux grandes philosophies de l’inférence statistique

sont ; l’inférence fréquentiste, quali�ée par l’objectivité et elle se base principalement sur la loi

des observations. Tandis que l’inférence bayésienne, quali�ée par la subjectivité, repose sur la

détermination de la densité a posteriori à partir d’une loi a priori. Dans cette thèse, on se focalise

principalement sur l’inférence bayésienne.

Soit un échantillon Y = (y1, . . . , yn), qui contient des observations issues indépendamment

d’une variable aléatoire Y de loi inconnue, et soit le vecteur de paramètres θ = (θ1, ...,θi , ...,θM).

Une procédure bayésienne est la suivante : on commence tout d’abord par la spéci�cation de la

fonction de vraisemblance p(y | θ). Ensuite, pour l’incorporation des éventuelles informations

supplémentaires sur le paramètre d’intérêt, on dé�nit une distribution a priori p(θ). Finalement,

l’inférence sur le paramètre θ = (θ1, ...,θi , ...,θM) sera donnée par la distribution a posteriori
π(θ | y) basée sur le théorème de Bayes ci-dessous :

π(θ | y) =
p(θ)p(y | θ)∫

θ
p(θ)p(y | θ)dθ

(1.14)

L’intégrale au dénominateur est la constante de normalisation, son calcul a été un problème ma-

jeur dans le calcul bayésien. Dans ce qui suit, on explique comment éviter son calcul en utilisant

la méthode de Monte Carlo par Chaînes de Markov appelée, MCMC. L’équation Eq. (1.14) peut

s’écrire comme suit :

π(θ | y) ∝ p(y | θ)p(θ); (1.15)

L’équation Eq. (1.15) s’interprète comme suit : la distribution a posteriori étant proportionnelle à
la vraisemblance multipliée par la distribution a priori.

1.2.1 Distributions a priori et a posteriori

La distribution a priori p(θ) représente l’information disponible au préalable sur le paramètre

θ, c’est à dire avant que y soit observée. Tandis que la distribution a posteriori π(θ | y) réalise

en quelque sorte l’actualisation de l’information disponible sur le paramètre θ au vue de l’in-

formation contenu dans la fonction de vraisemblance p(y | θ). Une des di�cultés de l’approche

bayésienne est le calcul de la loi a posteriori π(θ | y), et qui, dans certains cas, ne peut pas être

évaluée de manière explicite.

Le choix de la loi a priori p(θ) est une étape primordiale et un des enjeux majeurs dans

l’analyse bayésienne en raison de son exploitation combinée à la vraisemblance pour produire

la distribution a posteriori π(θ | y). Ce choix peut avoir di�érentes motivations et implications
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et peut présenter un con�it avec les données (Andrade and O’Hagan, 2006 ; Berger, 1994). Les

stratégies de choix sont diverses, dans de nombreux cas, la distribution a priori est déterminée

par des critères subjectifs ou théoriques. En e�et, elles peuvent se baser sur des expériences du

passé, une intuition ou sur une idée dont dispose le praticien sur le phénomène aléatoire. Elles

peuvent être également motivées par des aspects de calculabilité. En�n, ces stratégies peuvent

également tenir compte du fait qu’on ne dispose pas su�samment d’information a priori sur le

paramètre θ pour construire la loi a priori. Dans la pratique, on a recours à des lois usuelles (lois

normales, lois gamma, etc) ou à des lois dites conjuguées. Dans certains cas et en absence de

l’information a priori, on introduira la notion de loi a priori non informative qui permet de rester

dans un cadre bayésien.

• Distribution a priori conjuguée

La complexité de calcul de la loi a posteriori augmente lorsque la dimension de l’espace de θ

s’accroît. Il convient en e�et, de choisir une distribution a priori qui permet facilement l’exploi-

tation de la distribution a posteriori dès le recueil d’une nouvelle information sur le paramètre θ.

Dans la pratique certains choix de la distribution à priori peuvent être plus pratiques en termes

de calcul que d’autres. En e�et, il est souhaitable de choisir une distribution conjuguée à la vrai-

semblance. Autrement dit, une distribution qui conduit à une a posteriori appartenant à la même

famille que l’a priori. A cet égard, il convient de souligner l’importance de la famille exponen-

tielle. Cela est dû au fait que la majorité des distributions les plus utilisées appartiennent à la

famille exponentielle (Gamerman and Lopes, 2006).

• Distribution a priori non informative

Lorsqu’aucune information n’est point disponible sur le paramètre θ, ou il est di�cile à travers

les connaissances existantes d’aboutir à une forme d’une loi a priori informative, le recours à des

lois a priori dites non informatives est une solution alternative raisonnable. Supposons qu’on peut

déterminer une distribution p(θ) qui ne contient aucune information sur le paramètre θ dans le

sens où cette distribution ne favorise pas une valeur du paramètre par rapport à une autre. La

loi uniforme préconisée par Laplace est la distribution non informative la plus simple et la plus

ancienne, basée sur le principe de l’indi�érence, en attribuant des probabilités égales à toutes

les valeurs possible de θ. Dans ce cas, toutes les informations résultantes dans la distribution a

posteriori π(θ | y) proviendraient des données. Par conséquent, l’inférence sera complètement

objective, plutôt que subjective (Carlin and Louis, 2008).

1.2.2 Simulation de Monte Carlo par Chaîne de Markov (MCMC)

Le but de la méthode de Monte Carlo par Chaîne de Morkov (MCMC) est de construire une

chaîne de Markov ergodique de loi stationnaire qui est la loi cible. Dans le cadre bayésien c’est

la loi a posteriori π(θ | y).
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Principe de la méthode

Soit θ = (θ1, ...,θK ), où K > 1 un vecteur aléatoire de densité f (θ). On souhaite calculer

E

(
h(θ)

)
où h(θ) est une fonction mesurable tel que :

E

(
h(θ)

)
=

∫
Θ

h(θ)f (θ)dθ. (1.16)

On suppose que l’on ne sait pas simuler selon la loi de θ. Le principe de simulation de Monte

Carlo par Chaîne de Markov repose sur la génération d’une chaîne de Markov

(
θ(l); l > 0

)
qui soit

asymptotiquement distribuée selon la loi de θ, puis d’approcher E

(
h(θ)

)
à l’aide du théorème

ergodique :

1
L

L∑
l=1

h
(
θ(l)

)
−→
L→+∞

E
[
h(θ)

]
. (1.17)

Le vecteur θ(l)
possède la même dimension que le vecteur θ. Il existe plusieurs algorithmes

permettant de produire une telle chaîne de Markov, citons les deux les plus utilisés à savoir,

l’algorithme de Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953 ; Hastings, 1970) et l’échantillonneur

de Gibbs (Geman and Geman, 1984 ; Gelfand and Smith, 1990).

Algorithme de Metropolis-Hastings

La méthode de Metropolis-Hastings est historiquement la première des méthode MCMC 8
.

Elle se fonde sur le choix d’une distribution de transition instrumentale q
(
.|.
)
. L’idée derrière

l’algorithme de Metropolis-Hastings est de commencer par une initialisation arbitraire du para-

mètre, θ(0)
. L’étape (l) se déroule comme suit : on propose une nouvelle valeur du paramètre à

l’aide d’une distribution instrumentale ; θ∗ ∼ q
(
. | θ(l−1)

)
; par la suite, cette valeur est acceptée

avec une certaine probabilité α
(
θ∗,θ(l−1)

)
. L’algorithme est résumé dans les étapes ci-dessous

8. L’algorithme de Metropolis-Hastings a été développée au début par Metropolis et al. (1953), puis généralisé

par Hastings (1970)
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Algorithme 1: Algorithme de Metropolis-Hastings

Etape 1 : Initialisation des paramètres θ(0)
d’une façon arbitraire

Etape 2 : à partir de θ(l−1)
mettre à jour θ(l)

de la manière suivante :

1. Proposer une valeur de θ∗ ∼ q(θ∗ | θ(l−1)),

2. Calculer la probabilité d’acceptation

α
(
θ∗,θ(l−1)

)
= min

1, π
(
θ∗

)
q
(
θ(l−1) | θ∗

)
π
(
θ(l−1)

)
q
(
θ∗ | θ(l−1)

)
θ(l)

sera donné par :

θ(l) =


θ∗ Avec une probabilité α

(
θ∗,θ(l−1)

)
θ(l−1)

Avec une probabilité 1−α
(
θ∗,θ(l−1)

)

Le choix de la distribution instrumentale est crucial et di�cile à la fois et il a un impact consi-

dérable sur la performance de l’algorithme ; un taux élevé de rejet implique souvent un temps

de calcul très important. De plus, c’est un algorithme qui devient ine�cace face à des problèmes

de trop grande dimension. L’algorithme de Gibbs permet en partie de pallier à certaines de ces

limites.

Échantillonneur de Gibbs

l’échantillonneur de Gibbs utilisé pour la première fois par Geman et Geman (1984), repose

sur une perspective di�érente que l’algorithme de Metropolis-Hastings. Il est fondé principale-

ment sur des distributions conditionnelles. L’idée derrière l’algorithme de Gibbs est de générer

le vecteur de paramètres θ composante par composante, en conditionnant sur les dernières va-

leurs obtenues. Il faut donc que les distributions πi(θi |θ1, ...,θi−1,θi+1, ...,θM) soit connues et

aisément simulables. L’échantillonneur de Gibbs est une suite d’étapes de Metropolis-Hastings

où les valeurs proposées sont toujours acceptées (α= 1).
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Algorithme 2: Algorithme de Gibbs

Etape 1 : Initialisation des paramètres θ0
d’une façon arbitraire

Etape l : à partir de θ(l−1)
mettre à jour θ(l)

de la manière suivante :

θ
(l)
1 ∼ π1

(
θ
(l)
1 | θ

(l−1)
2 , ...,θ

(l−1)
M

)
,

θ
(l)
2 ∼ π2

(
θ
(l)
2 | θ

(l)
1 ,θ

(l−1)
3 , ...,θ

(l−1)
M

)
...

θ
(l)
j ∼ πj

(
θ
(l)
j | θ

(l)
1 ,θ

(l)
2 , ...,θ

(l)
j−1,θ

(l−1)
j+1 , ...,θ

(l−1)
M

)
...

θ
(l)
M ∼ πM

(
θ
(l)
M | θ

(l)
1 ,θ

(l)
2 , ...,θ

(l)
M−1

)

Dans le cas où les lois conditionnelles de certaines composantes du vecteur θ sont inconnues,

on peut les échantillonner en introduisant une étape d’acceptation-rejet pour ces composantes

uniquement. On parle alors d’algorithme de Métropolis à l’intérieur de Gibbs
9
.

Les méthodesMCMC doivent être utilisées avec prudence car elle sont basées sur des argu-

ments asymptotiques. A�n d’assurer la �abilité de ces méthodes deux étapes sont nécessaires.

La phase chau�e (Burn-in)

La phase chau�e, voir Figure 1.1, représente les premières itérations de l’algorithmeMCMC,

qui ne doivent pas être prises en compte dans l’analyse de la chaîne. En e�et, elle exprime le temps

nécessaire pour que la chaîne converge vers sa loi stationnaire. La longueur de cette phase di�ère

d’un modèle à un autre, il n’y a aucune conséquence à prendre une phase trop longue.

9. On a préféré traduire Metropolis within gibbs sampler en Metropolis à l’intérieur de Gibbs
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Figure 1.1 – Tracé d’une chaine de Markov obtenu par un algorithme (MCMC) dont la phase

chau�e (Burn-in) est de taille 20000 itérations.

Taille d’échantillon e�ective

Les algorithmesMCMC produisent dans la plupart des cas des échantillons dépendants sauf

dans des cas bien particuliers. En e�et, la propriété de Markov entraîne généralement une corré-

lation entre les valeurs générées. Cette autocorrélation diminue la quantité d’information et ra-

lentit la convergence vers la loi stationnaire. Le remède à ce problème consiste à espacer la chaîne

plutôt que conserver toutes les valeurs échantillonnées successivement. Par exemple, dans une

chaîne de Markov obtenue par un des algorithmes MCMC, on conserve que les valeurs de la

chaîne après chaque 5 ou 10 itérations, ce qui permettra de diminuer la dépendance entre les

valeurs de la chaîne.

Diagnostics de convergence

Les algorithmes MCMC nécessitent une phase d’échantillonnage su�samment longue a�n

d’atteindre la convergence vers la distribution a posteriori. S’il n’existe aucun moyen de garantir

la convergence, il existe un certain nombre d’outils qui permettent de diagnostiquer la non-

convergence de la chaîne (Hamra et al., 2013).

• Trace plot :

Désigne la représentation des valeurs successives de la chaîne. Lorsqu’on trace la courbe des

valeurs possibles de la chaîne, on doit voir à l’œil nu, graphique 1.2, la convergence de la chaîne

sous forme d’une courbe qui oscille dans tout le domaine des valeurs possibles.
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Figure 1.2 – Tracé d’une chaine de Markov supposée être convergente à partir de l’itération

20000.

Néanmoins, cela peut induire en erreur ; la convergence de la chaîne ne veut pas dire que

tout l’espace est bien parcouru, car parfois la distribution est multimodale et la chaîne est en-

fermée dans un mode. Cela dit, la courbe à l’air de converger alors que l’échantillon suivant la

distribution a posteriori est mauvais. Une issue à ce problème en générant plusieurs chaînes in-

dépendantes à partir d’initialisations di�érentes, pourrait être utile. On génère plusieurs chaînes

indépendantes à partir d’initialisations di�érentes, les tracés (Trace plot) des di�érentes chaînes

doivent se stabiliser et se superposer une fois la convergence atteinte.

• Autocorrélation :

L’autocorrélation nous permet de savoir à quel point notre chaîne peut oublier l’in�uence du

passé. Il peut arriver que les observations successives de la chaîne soient fortement corrélées

d’une itération à la suivante. Par conséquent, cela implique une diminution lente de l’autoco-

variance qui est un mauvais signe. Une technique courante, pour faire face à cet inconvénient,

consiste à espacer les enregistrements d’autant plus que la corrélation est forte. i.e, ne conserver

qu’une itération sur 2, 5 ou 10 itérations de la chaîne.
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Chapitre 2

Modèles mathématiques en
épidémiologie

2.1 Introduction

La modélisation mathématique a acquis une importance accrue dans le domaine de l’épidé-

miologie. Elle a démontré son e�cacité dans un premier temps à travers les travaux originaux

de Daniel Bernoulli, au XVIIIe siècle, permettant l’évaluation de l’e�cacité de l’inoculation de

la variole. Ces travaux ont donné naissance à un domaine dénommé aujourd’hui «Biomathé-

matique» (Dreyer and Gabriel, 2010). En e�et, d’après (Daley and Gani, 2001) la modélisation

mathématique en épidémiologie nous permet

• de mieux comprendre les mécanismes de propagation des maladies infectieuses ; pour cela

une structure mathématique est nécessaire,

• de prédire l’évolution future de la maladie,

• de comprendre la manière de contrôler une épidémie.

Les critères qui dé�nissent un modèle mathématique approprié doivent être basés sur le prin-

cipe de parcimonie ; choisir le modèle le plus simple pouvant expliquer les données et ayant la

capacité de répondre à la question d’intérêt.

Le présent chapitre commence par certaines dé�nitions des termes épidémiologiques utilisés

dans cette thèse. Ensuite, il permet de faire un aperçu sur quelques concepts de base relatifs à

la modélisation mathématique en épidémiologie. Un bref aperçu sur la dynamique des maladies

infectieuses est fourni. Nous présentons ainsi les modèles épidémiologiques compartimentaux et

ceux non compartimentaux. Pour conclure, à la �n de ce chapitre une présentation de quelques

paramètres fondamentaux en théorie mathématique des épidémies est faite.
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2.2 Dé�nitions

Terme Signi�cation

Agent infectieux Un agent infectieux est un facteur capable de causer une mala-

die. Il peut être un virus, bactéries, parasites ou champignons.

Individu susceptible Individu n’étant pas immunisé contre une maladie donnée,

(Guégan and Choisy, 2008).

Individu exposé Individu incubant la maladie mais qui n’est pas encore conta-

gieux.

Individu infecté Qui contient l’agent infectieux (Guégan and Choisy, 2008).

Individu infectieux Qui peut transmettre l’agent infectieux. Un individu infecté

n’est pas forcément infectieux (Guégan and Choisy, 2008).

Population fermée Une population fermée est une population dont les individus

sont bien identi�és au début de l’étude. Il n’y a aucun indi-

vidu qui s’ajoute et il n’y a aucune perte au cours de la pé-

riode d’observation. Tous les individus sont suivis jusqu’à la

survenue de l’événement étudié ou jusqu’à la �n de la période

d’observation.

Population homogène Une population est dite homogène si tous les individus de

la population étudiée interagissent les uns avec les autres au

même degré. En d’autres termes, les individus susceptibles de

la population ont le même risque d’exposition à la maladie (at-

traper la maladie) par ceux qui sont infectieux (Allman et al.,

2004).

Maladie infectieuse Une maladie est dite infectieuse si l’agent infectieux peut être

transmis d’un hôte (être humain, animal, plante, cellule, etc... )

à un autre via un mode de transmission (contact physique, eau

ou nourriture, gouttelettes en suspension dans l’air, vecteur

de maladie ou mère au nouveau-né).

Processus de transmission C’est un processus par lequel une maladie se propage dans

une population de susceptibles après l’introduction d’un in-

dividu infectieux. L’infection se passe à travers un mode de

transmission

Épidémie Augmentation habituellement rapide du nombre d’individus

infecté en un lieu donné et pendant une période de temps li-

mitée (Guégan and Choisy, 2008).

Table 2.1 – Glossaire de termes utilisés
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2.3 Dynamique d’une maladie infectieuse

Durant une épidémie, un individu retiré (guéri ou décédé) passe par toutes les phases de la

maladie. La période qui se passe entre le moment de l’infection TA et le moment où l’individu

infecté sera retiré TD est composée essentiellement de trois phases.

— La première phase commence par l’infection de l’individu et elle dure jusqu’au moment TB
où l’individu devient infectieux, cette phase est dite période de latence.

— La deuxième phase, est relative à la période d’incubation, elle s’étale aussi entre le moment

de l’infection TA et le moment de l’apparition des premiers symptômes TC .

— La dernière phase commence au moment où l’individu est devenu infectieux, TB, jusqu’au

moment où il sera retiré, TD . Cette phase est appelée période d’infectiosité.

La relation entre ces périodes est illustrée ci-dessous par la Figure 2.1.

Temps

TA TB TC TD

Susceptible Exposé Infectieux Retiré

Latence

Incubation

Infectiosité

Figure 2.1 – Illustration de la dynamique d’une maladie infectieuse

On note que dans cette illustration, l’apparition des premiers symptômes a eu lieu lorsque

l’individu infecté devient infectieux, tandis que pour certaines autres maladies, l’apparition des

premiers symptômes se produit avant qu’il devient infectieux, ce qui rend la période d’incubation

plus petite que la période de latence.

2.4 Typologie des modèles épidémiologiques

Les modèles mathématiques en épidémiologie se répartissent en deux grandes catégories : les

modèles compartimentaux et les modèles non compartimentaux. Ces modèles peuvent être déter-

ministes ou stochastiques à une échelle de temps discret ou continu. Les modèles déterministes

en temps discret ont été utilisés pour la première fois en 1928 par Reed et Frost. Ils employaient

une période de latence �xée ; l’évolution de l’épidémie est ponctuelle et elle est donnée après

chaque pas du temps (jour, semaine, mois, etc. . . ). Cependant les modèles déterministes en temps

continu décrivent le nombre de nouveaux cas par intervalle de temps de longueur dt, et la mo-

délisation se fait par le biais d’un système d’équations di�érentielles. Les modèles déterministes

représentent un comportement moyen : à un état initial est associé une unique courbe d’évolu-

tion de l’incidence de la maladie au cours du temps (Guégan and Choisy, 2008). Dans le cadre
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stochastique, les modèles prennent en compte du hasard et font appel au calcul stochastique. En

e�et, contrairement au cas déterministe, les modèles stochastiques donnent pour un état initial

plusieurs évolutions qui représentent la variabilité autour de la moyenne. En épidémiologie, on

distingue deux types de variabilité : démographique et environnementale (Choisy et al., 2007). La

stochasticité démographique se réfère aux événements aléatoires de mortalité et de naissance de

chaque individu de la population et qui fonctionne de manière indépendante entre les individus.

Étant donné que la stochasticité démographique fonctionne de manière indépendante entre les

individus, elle a tendance à se moyenner dans les grandes populations et a un impact plus impor-

tant sur les petites populations (Lande et al., 2003). La stochasticité environnementale désigne la

variabilité de la taille de la population due aux conditions abiotiques
1

; par exemple, dans le cas

d’une catastrophe naturelle imprévisible qui peut soudainement réduire la taille de la population

d’une proportion importante ou encore qui peut changer le contact entre les individus. Cette va-

riabilité peut être intégré en considérant que les paramètres du modèle sont caractérisés par une

distribution de probabilité au lieu d’une valeur constante (Guiserix, 2009; Choisy et al., 2007).

2.4.1 Modèles non compartimentaux

Processus de branchement

Les méthodes de processus de branchement ont été initiées par Bienaymé en 1845, puis par

Galton et Watson en 1873 (Athreya et al., 2004), qui s’intéressaient au phénomène de transmission

des noms de familles, et plus précisément, l’étude de l’extinction de certains noms de familles en

Grande Britannique. Depuis cette époque, la complexité de ces processus ne cesse d’augmenter

permettant de décrire des dynamiques de population de plus en plus réalistes en épidémiologie

(Jacob, 2010; Durrett, 2015; Ball et al., 2016; O’Sullivan et al., 2020), et dans d’autres modèles,

(Kimmel and Axelrod, 2015).

Le processus Bienaymé-Galton-Watson est le processus de branchement le plus simple et le

plus connu qui a été utilisé par plusieurs auteurs pour approximer le début d’une épidémie (Be-

cker, 1974; 1977; Farrington et al., 2003; Jacob, 2010). En e�et, au début de l’épidémie, quand la

population est constituée d’une proportion importante d’individus susceptibles, les individus in-

fectieux entrent avec une grande probabilité en contact avec les individus susceptibles. Le nombre

d’individus infectieux se comporte en quelque sorte comme un processus de branchement, tel

que :

• Le nombre d’individus exposés = le nombre des adolescents dans la population,

• Le nombre d’individus infectieux = le nombre des adultes dans la population,

• La période de latence = la période d’enfance,

• La période d’infectiosité = la période qui suit la période d’enfance (période des adultes),

1. Abiotique se réfère à ce qui n’est pas biotique, c’est à dire qui ne fait pas partie des êtres vivants comme des

facteurs inertes : climatiques, géologiques ou géographiques, mais présents dans l’environnement et a�ectant les

écosystèmes.
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• Le taux d’infection = le taux de naissance.

On note, ainsi dans ce modèle It le nombre d’individus nouvellement infectés à l’instant t

avec I0 est considéré comme le nombre d’individus infectés de la première génération. Si on

admet que chaque individu infecté est indépendant des autres individus infectés et un individu

infecté est supposé pouvoir infecter en moyenne R0 individus susceptibles, on peut construire

ainsi la suite It des variables aléatoires avec les individus infectés à la tème
génération qui sont

formés des individus de la (t − 1)ème
génération, et ce sont eux-mêmes qui infectent ceux de la

(t+1)ème
génération. La valeur de It+1 ne dépend que de celle de It , ainsi, le processus obtenu est

une chaîne de Markov. On peut représenter le processus par un arbre, souvent appelé arbre de

Galton-Watson. Supposons que R0 = 3 et I0 = 1, le premier individu infecté dans la population

infecte 3 individus (I1 = 3) qui chacun d’eux infecte à leur tour 3, 2 et 4 individus, respectivement,

(I2 = 9), donc en moyenne 3 individus ont été infectés par individu infecté.

Figure 2.2 – Exemple de processus de branchement

On indique que si on arrive à montrer que le processus converge presque sûrement vers 0,

le processus s’éteint et la maladie ne se propage plus. Dans le cas où, le processus explose, une

pandémie aura lieu.

Modèle de chaîne binomiale

Bien que publié à titre posthume en 1976, le modèle stochastique de Reed et Frost utilisé

en 1928 illustre la nature probabiliste des épidémies. Le modèle a été utilisé pour expliquer la
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progression des maladies en tant qu’outil d’enseignement, dans le cadre des conférences à l’Uni-

versité Johns Hopkins. Le modèle, sous certaines conditions, prédit que le nombre attendu de

cas survenant à n’importe quel stade a une distribution binomiale qui dépend du nombre des

individus susceptibles et infectieux du stade précédent. Cela a conduit à la formulation de la

théorie des modèles épidémiques de chaîne binomiale

(
Voir Cairoli (1988), pour un aperçu sur

les modèles de chaîne binomiale

)
. Le deuxième modèle à temps discret couramment utilisé est

celui proposé indépendamment en 1931 par Greenwood (Greenwood, 1931). Les deux modèles

peuvent être brièvement caractérisés de la manière suivante. Dans une population supposée fer-

mée et constituée de N individus susceptibles, I0 individus, (1 < I0 < N ), deviennent infectieux

au temps t = 0, laissant S0 = N − I0, toujours susceptibles. On désigne par It le nombre d’indi-

vidus infectés juste avant le temps t qui deviennent infectieux à t, tandis que St , est le nombre

des individus restant susceptibles non infectés au temps t. La période d’infectiosité de la maladie

est considérée comme l’unité de temps discrète du processus. Ainsi, on a les relations récursives

suivantes : St = St+1 + It+1 pour t = 0,1, . . . et N = S0 + I0. En remarquant que le nombre des

susceptibles pour une date quelconque appartient à l’ensemble s0, s1, . . . , st−1, st (voir Figure 2.3),

alors l’épidémie s’arrête à la date t si st−1 = st .

Figure 2.3 – Processus épidémique se terminant à t = 3. Figure extraite de Gani et Jerwood

(1971)

La période d’infectiosité est contractée à un seul point. L’individu infecté peut propager la

maladie lors d’un contact adéquat avec des individus susceptibles dans la population. Ce contact

adéquat est la probabilité de contact à tout moment entre un infectieux et un susceptible et est

su�sante pour transmettre l’infection. La probabilité de nouvelles infections au cours du temps

(t, t +1) peut être considérée sous deux hypothèses qui s’excluent mutuellement :

(I) La probabilité de nouveaux infectieux dépend du nombre d’infectieux dans la population
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au temps t.

(II) La probabilité de nouveaux infectieux est indépendante du nombre d’infectieux dans la

population au temps t.

Notons cette probabilité par p où 0 < p = 1 − q < 1, et q est la probabilité de ne pas avoir

de contact avec l’infection. Les modèles de Reed-Frost et de Greenwood di�èrent dans la dé�ni-

tion de la probabilité d’infection. En e�et, si pi est la probabilité qu’un individu susceptible ne

devienne pas infecté à la date t, alors le modèle de Greenwood suppose que pi est une constante,

i.e., est pi = p, ainsi le modèle est basé sur l’hypothèse I. Cependant, dans le modèle de Reed-Frost,

pi est supposée une variable aléatoire, ainsi le modèle est basé sur l’hypothèse II) (Corlosquet-

Habart, 2010).

La théorie des modèles de chaîne binomiale a été enrichie davantage par les e�orts de (Green-

wood, 1946; 1949), (Abbey, 1952) et (Bailey, 1957; BAILEY, 1964). À mesure que les mathématiques

et les statistiques évoluaient et étaient appliquées au problème des épidémies, de plus en plus de

questions ont été développées et résolues. (Bailey, 1968) et (Gani and Jerwood, 1971) ont dé-

veloppé des méthodes de chaîne de Markov pour les deux modèles Greenwood et Reed-Frost.

(Ludwig, 1975) a dérivé les distributions dans les populations à taille �nie avec une infectiosité

arbitraire dépendante du temps. Becker, dans une série d’articles (Becker, 1977; 1980; 1981), a

combiné les approches de Reed- Frost et Greenwood dans un modèle de chaîne binomiale géné-

ral.

Quelques travaux récents sont basés sur des modèles de chaîne binomiale. Un modèle de

transmission de chaîne binomiale a été utilisé pour évaluer la transmissibilité et la pathogénicité

de l’épidémie de tuberculose dans un internat en Chine (Ma et al., 2015). Une étude des varia-

tions de R0, du 21 janvier au 19 février 2020, sur le bateau de croisière Diamond Princess pour

l’épidémie de COVID-19 est basée sur des modèles de chaîne binomiale, sous deux scénarios : pas

de quarantaine en supposant une condition de mélange aléatoire, et quarantaine des passagers

dans les cabines ; les passagers peuvent être infectés soit par un cas infectieux dans une cabine

partagée ou par un équipage pré-asymptomatique qui a continué à travailler (Huang et al., 2021).

Modèles basés sur la théorie des graphes

En épidémiologie, Il est possible de schématiser la propagation d’une maladie infectieuse au

sein d’une population par un graphe. L’exemple le plus simple est de considérer un sommet

comme étant un hôte et un arc comme un chemin possible d’infection. Une variété de travaux

(Younsi, 2016; Basileu, 2011) et les nombreuses références citées utilisent la notion de voisinage

tirée de la théorie des graphes. L’idée de base est qu’un individu infectieux ne peut se propager

que selon les liens d’un graphe. L’un des premiers modèles proposés est celui de Newman en

2002 (Newman, 2002) et il est considéré comme une base de plusieurs autres travaux (Noël et al.,

2009).

La théorie des graphes est utilisée dans plusieurs travaux qui étudient la propagation spatiale
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d’une épidémie (Wang and Li, 2014; Ford et al., 2006). (Arino et al., 2005) ont modélisé la trans-

mission de la maladie entre diverses espèces, où les sommets représentent les espèces et les arcs

correspondent aux interactions entre les di�érentes espèces.

2.4.2 Modèles compartimentaux

Les modèles compartimentaux jouent un rôle crucial en épidémiologie. Ils permettent de dé-

crire comment une population évolue entre les di�érents états cliniques (états de santé). Ces

modèles mettent en relation des compartiments contenant une population homogène c’est-à-

dire des individus ayant tous le même statut vis-à-vis de l’infection et n’en changeant pas au

sein d’un compartiment. En e�et, les modèles compartimentaux répartissent la population en

un certain nombre de compartiments et donnent des règles simples expliquant les passages d’un

compartiment à l’autre. Dans le modèle SIR, les compartiments représentent les états cliniques ;

Susceptible (Sains, S), Infectieux (I) et Retiré (R). Les interactions entre individus infectieux et

individu susceptible peuvent entraîner la contamination de ce dernier, par la suite il changera

d’état donc il changera de compartiment. De nombreuses variantes peuvent être écrites pour

rendre le modèle plus réaliste et a priori, plus complexe. Par exemple des individus infectés mais

pas encore infectieux Exposés E, individus Vaccinés (V), individus hospitalisés (H), etc . . ..

2.4.2.1 Modèles compartimentaux déterministes

Cette partie est dédiée aux modèles déterministes à temps continu les plus répandus, à savoir

les modèles SI, SIR, SEIR. On introduit ensuite certains ajouts permettant de tenir compte des �uc-

tuations de la population causées par les variations démographiques (la natalité et la mortalité).

Pour chaque modèle, le schéma de transmission sous-jacent est fourni, ainsi que les illustrations

graphiques.

Modèle SIR (Susceptible, Infectieux, Retiré)

Le modèle SIR est un modèle fondamental en épidémiologie. Il a été proposé pour la pre-

mière fois en 1927 par William Kermack et Anderson McKendrick a�n de comprendre pourquoi

la grande pandémie de grippe espagnole de 1918 n’avait pas touchée toute la population (Younsi,

2016). Dans ce modèle la population est répartie en trois compartiments ; le compartiment des

individus susceptibles S, le compartiment des individus infectieux I et le compartiment des in-

dividus retiré R. Dans ce modèle le compartiment R réunit les individus guéris qui ont acquis

une immunité, les individus isolés du reste de la population et les individus retirés. Ce modèle

est utilisé pour étudier la di�usion de nombreuses maladies, telles que la rubéole, la rougeole ou

encore les oreillons (Guégan and Choisy, 2008). Le processus de transmission est illustré par le

schéma de la Figure 2.4.
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S I R

Infection Rétablissement

Figure 2.4 – Diagramme de transmission du modèle SIR

Les �èches dans le diagramme de transmission montrent la direction dont les individus bougent

entre les compartiments, ce modèle est basé sur quelques hypothèses telles que

• Le taux de transfert entre les compartiments est proportionnel au nombre d’individus dans

le compartiment ;

• Les individus retirés sont immunisés contre une nouvelle infection de la même maladie ;

• La taille de la population est constante durant l’épidémie (pas de naissance, pas de mort et

pas de migration) ;

• Les individus infectés deviennent infectieux juste après l’infection (période d’incubation

négligeable).

A�n de suivre à chaque instant du temps le nombre d’individus susceptibles S(t) infectieux I(t)

et retirés R(t) dans chaque compartiment, le pas du temps ∆t est supposé su�samment petit

de sorte que la variation du nombre d’individus dans chaque compartiment soit au plus égale

à 1. On note que, le changement dans un compartiment donné n’est que le nombre d’individus

qui arrivent moins le nombre d’individus quittant le compartiment. D’après le diagramme de la

Figure 2.4.

∆S(t) = −nouveaux infectés (2.1)

∆I(t) = nouveaux infectés− nouveaux retirés (2.2)

∆R(t) = nouveaux retirés. (2.3)

En faisant diviser chaque équation par ∆t, et on prend la limite de ∆t→ 0,

dS(t)
dt

= −incidence (2.4)

dI(t)
dt

= incidence− taux de rétablissement (2.5)

dR(t)
dt

= taux de rétablissement. (2.6)

La formulation mathématique des termes : incidence et taux de rétablissement en fonction de

S(t), I(t) etR(t) est basée sur les hypothèses que nous avons établies. Par conséquent diverses hy-

pothèses donneront lieu à di�érents modèles. Dans ce qui suit, nous illustrons quelques concepts

essentiels qui contrôlent le processus de transmission, ainsi que leurs formulations mathéma-

tiques.
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Processus de transmission

Comment les individus passent-ils du compartiment S vers le compartiment I ? A�n de ré-

pondre à cette question, nous allons étudier quelques paramètres clefs en épidémiologie.

Incidence

Elle se dé�nit comme étant le nombre de nouveaux individus infectés par unité de temps et

elle est donnée par le produit de la force d’infection λ et le nombre d’individus susceptibles dans

la population.

Force d’infection

Notée par λ. Ce paramètre rend compte du processus de transmission en exprimant la pro-

babilité qu’un individu susceptible soit infecté par unité de temps (Diekmann et al., 2012). Il

dépend du taux de prévalence de l’infection dans la population I(t)/N , le taux de contact C et la

probabilité d’infection durant un contact P (Bui et al., 2016).

λ(t) =
C′P I(t)
N

. (2.7)

Ce paramètre peut s’écrire de deux façons di�érentes :

− Transmission densité dépendante :

Dans ce cas, le taux de contact C′ est proportionnel au nombre d’individus dans la popu-

lation, donc C′ = CN , et l’équation (2.7) s’écrit,

λ(t) = CP I(t) = αI(t), (α > 0). (2.8)

La transmission densité dépendante est appropriée pour les maladies à réservoir comme le

Hantavirus (transmis par rongeurs), à transmission vectorielle comme le paludisme (trans-

mis par moustiques), et certaines maladies à transmission environnementale (comme le

choléra).

− Transmission fréquence dépendante :

Dans ce cas, le taux de contact C′ est supposé indépendant du nombre d’individus dans la

population. Ainsi, C′ = C, et l’équation (2.7) se réduit à

λ(t) =
CP I(t)
N

=
αI(t)
N

,α > 0. (2.9)

La transmission fréquence dépendante est considérée comme une règle générale pour les

maladies dont la transmission se fait par contact rapproché entre individus infectieux et in-

dividus susceptibles, comme la rougeole. On note que, peu importe la transmission utilisée,

le paramètre de proportionnalité α = CP représente le taux de transmission de la maladie.
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Il rend compte à la fois des propriétés intrinsèques de la population C et la probabilité

d’infection de la maladie P .

Taux de rétablissement

C’est le taux pour lequel un individu infecté devient immunisé ou retiré. C’est aussi la vitesse

pour laquelle un individu infecté guérit :

I R

γI(t)

Figure 2.5 – Passage du compartiment I vers le compartiment R.

Le système d’équations régissant le modèle prend la forme :

dS(t)
dt

= −λ(t)S(t),

dI(t)
dt

= λ(t)S(t)−γI(t), (2.10)

dR(t)
dt

= γI(t).

On note que :

dS(t)
dt

+
dI(t)
dt

+
dR(t)
dt

= 0,

il s’ensuit que :

S(t) + I(t) +R(t) =N.

Cette relation implique qu’il su�t d’étudier deux équations dans le système ci-dessus.

Ce système est non linéaire, cependant il est possible de dériver sa solution analytique sous forme

implicite (Harko et al., 2014). Dans les cas où une telle solution exacte n’existe pas, il est possible

de procéder par une simulation, c’est-à-dire de calculer des solutions approchées. Pour cela des

méthodes comme la méthode d’Euler peuvent être utilisées. Un tracé de la solution approchée

par la méthode d’Euler est donné par la Figure (2.6) suivante :

34



Chapitre 2. Modèles mathématiques en épidémiologie

0
20

0
40

0
60

0
80

0

Temps(jours)

Ind
ivi

du
s

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Suceptibles
Infected
Recovred

Figure 2.6 – Evolution d’une épidémie de type SIR dans une population de taille N = 800

Le graphique ci-dessus est obtenu en simulant une épidémie dans une population de taille

N = 800, avec α = 0.5 et γ = 0.3 sur une période de 90 jours et avec un pas du temps dt = 0.04.

On constate que l’épidémie commence à se propager au sein de la population, ensuite elle atteint

son pic puis elle s’éteint. L’introduction de la classe des individus retirés (immunisés ou décédés)

permet au modèle SIR de mieux exprimer la réalité.

Modèle SI (Susceptible, Infectieux)

Connu dans la littérature par « Simple Epidemic » (Daley and Gani, 2001), c’est un modèle où

la population est constituée d’individus susceptibles et infectieux. Il a été développé par Hamer

en 1906 (Younsi, 2016; Guégan and Choisy, 2008) dans le but de mieux comprendre l’évolution

des maladies incurables (par exemple le SIDA) ou du moins, pour des problématiques où on ne

s’intéresse pas au phénomène d’immunité acquise. En e�et, ce modèle est utilisé dans le cas

où aucun individu n’est retiré du processus de l’infection ; une fois un individu sain attrape la

maladie il devient infectieux, et maintient cet état tout au long de sa vie. On considère qu’une

maladie se transmet dans une population par contact entre individus infectieux et susceptibles.

Sous l’hypothèse de la transmission fréquence dépendante, l’apparition de nouveaux cas dans un

intervalle de temps dt est proportionnel au nombre d’individus susceptibles et la fraction d’indi-

vidus infectieux. Le coe�cient de proportionnalité soit α > 0 qui représente le taux d’infection,

et exprime la probabilité pour qu’un individu susceptible soit infecté en présence d’un individu

infectieux par unité de temps. Le modèle est représenté par le diagramme ci-dessous :
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S I

λS(t)

Figure 2.7 – Diagramme de transmission d’un modèle SI

Ainsi, le modèle compartimental SI est régit par le système d’équations di�érentielles sui-

vantes :

dS(t)
dt

= −λS(t),

dI(t)
dt

= λS(t).
(2.11)

Par ailleurs, on suppose que la durée de l’épidémie est courte pour que les e�ets de la démographie

(naissances et morts) aient un impact négligeable sur la dynamique de la maladie. On suppose

aussi que la taille de la population est constante

(
N (t) = S(t) + I(t)

)
t>0

. Alors,

dS(t)
dt

= −λS(t) = λI(t)
(
N − I(t)

)
. (2.12)

Il s’agit d’une équation logistique dont la solution est donnée par le changement de variable

Z(t) =
1
I(t)

, I(t) > 0.

Alors on obtient :

I(t) =
I(0)N

I(0) +
(
N − I(0)

)
e−λNt

,

où I(0) = 1.

A titre illustratif, le tracé ci-dessous, Figure 2.8, nous donne une idée de l’évolution de l’épidémie

sur un horizon de temps de 30 jours. On considère un taux d’infection de 0.2% à l’instant t = 0.

Un individu infecté s’est introduit dans une population contenant 800 individus (N = 800).
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Figure 2.8 – Evolution d’une épidémie de type SI dans une population de taille N = 800

On remarque que, quand t→∞, I(t)→N , alors tous les individus de la population �nissent

par être infectés, ce qui entraîne ainsi, la �n de l’épidémie.

Modèle SEIR (Susceptible, Exposé, Infectieux, Retiré)

Le modèle SEIR découle du même principe que les modèles précédents mais il introduit un

degré de complexité. En e�et, dans la réalité, lorsqu’un individu susceptible est infecté, il ne

peut pas entrer directement dans le compartiment I des individus infectés et il devient infec-

tieux juste après la contamination, mais il doit passer par une phase d’incubation durant laquelle

l’individu susceptible qui vient d’être infecté ne peut pas encore transmettre la maladie à une

personne susceptible. Une façon de tenir compte de ladite phase d’incubation est d’introduire un

nouveau compartiment d’individus appelé, Exposés E dans lequel on place tous les individus qui

deviendront éventuellement infectés. Ainsi, la Figure 2.9 représente le diagramme de transfert

du modèle SEIR.

S E I R

λS(t) βE(t) γI(t)

Figure 2.9 – Diagramme de transmission d’un modèle SEIR.

Comme dans le modèle SIR, on considère une population fermée S(t)+E(t)+I(t)+R(t) =N ,
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ce qui nous permet d’étudier seulement trois équations au lieu de quatre. Ainsi, le modèle est

donné par le système d’équations ci-dessous

dS(t)
dt

= −λS(t),

dE(t)
dt

= λS(t)− βE(t),

dI(t)
dt

= βE(t)−γI(t).

(2.13)

Cependant, le modèle SEIR étant particulièrement complexe ce qui nous oblige de procéder de la

même manière que pour le modèle SIR. Nous allons ainsi approcher la solution par la méthode

d’Euler.
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Figure 2.10 – Evolution d’une épidémie de type SEIR dans une population de taille N = 800

On remarque qu’en fonction du temps, le nombre d’individus susceptibles, infectés et retirés

évolue de manière sensiblement équivalente à celle du modèle SIR. La nuance apparaît avec la

présence du compartiment E des individus Exposés, qui ralentit la croissance des individus In-

fectés, et ainsi celle des retirés.

Malgré sa complexité à mettre en œuvre comparativement au modèle SIR, le modèle SEIR est

celui qui se rapproche le mieux de la réalité parce que la quasi-totalité des maladies infectieuses

ont des périodes d’incubation.
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Modèle SEIRS (Susceptible, Exposé, Infectieux, Retiré, Susceptible)

Le modèle SEIRS est une variante du modèle SEIR qui ne confère pas d’immunité. Il permet

l’ajout d’un retour vers le compartiment des individus susceptibles. En e�et, un individu infecté

peut redevenir susceptible après un certain temps dès qu’il devient guéri. A�n de modéliser ce

passage, il nous faut un autre paramètre δ décrivant le taux de la perte d’immunité. Le modèle

peut être illustré par le diagramme suivant :

S E I R

λS(t) βE(t) γI(t)

δR(t)

Figure 2.11 – Diagramme de transmission d’un modèle SEIRS

De manière analogue aux autres modèles, le modèle SEIRS est régi par le système d’équation :

dS(t)
dt

= −λS(t) + δR(t),

dE(t)
dt

= λS(t)− βE(t),

dI(t)
dt

= βE(t)−γI(t),

dR(t)
dt

= γI(t)− δR(t).

(2.14)

On constate que le système ci-dessus est similaire au système 2.13 dont la seule di�érence est

donnée par le terme ±δR(t) dans la première et la troisième équation. Ce terme correspond à la

variation de la population, due aux personnes qui ont perdu leur immunité. La Figure ci-dessous,

montre une simulation de ce modèle dans une période de 30 ans en utilisant les paramètres

suivants : α = 3/15, β = 2/15, γ = 1/15, et δ = 1/365.
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Figure 2.12 – Trajectoire d’une épidémie de type SEIRS dans une population de taille

N = 20000

On remarque à partir de la �gure 2.12, que l’épidémie persiste dans la population en raison

de la perte d’immunité. Cette perte permet la reconstitution de la population des individus sus-

ceptibles sur laquelle l’épidémie se propage. De ce fait, une nouvelle épidémie se déclenche après

un laps de temps su�sant.

Prendre en considération les variations vitales

Les modèles présentés ci-dessus conviennent parfaitement pour étudier une épidémie dont

l’évolution est plus rapide par rapport aux variations démographiques (natalité et mortalité). Ces

modèles (SIR, SEIR) montrent que la majorité des individus sont passés par la classe R (retirés),

empêchant ainsi tout redémarrage de l’épidémie. Si maintenant on s’intéresse à ce qui va se passer

sur le long terme (épidémie qui évolue lentement dans le temps), ou pour certaines maladies

caractérisées par une perte d’immunité, nous devons prendre en considération ces changements

en introduisant des taux exprimant la natalité, la mortalité, ainsi que la perte d’immunité. Ci-

dessous, on a choisi le modèle SIR a�n d’illustrer ces deux notions.

Modèle SIR avec variations vitale

Partant du modèle SIR précédent, prenant le schéma et le système, en ajoutant deux termes :

le taux de natalité µ1 ≥ 0 et le taux de mortalité µ2 ≥ 0. Le modèle sera dé�ni par le diagramme

suivant :
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S I R
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Figure 2.13 – Diagramme de transmission du modèle SIR avec variations démographiques

On souligne que, dans ce modèle la mortalité n’est pas due à la maladie, mais à la mort natu-

relle des individus dans chaque compartiment et que tous les individus possèdent le même taux

de mortalité µ2. Aussi, les individus naissent susceptibles. Le système d’équations di�érentielles

représentant le modèle est donné par :

dS(t)
dt

= µ1N −λS(t)−µ2S(t),

dI(t)
dt

= λS(t)−γI(t)−µ2I(t),

dR(t)
dt

= γI(t)−µ2R(t).

(2.15)

Il convient de signaler que le modèle SIR (sans naissance et mort) peut être déduit en négli-

geant les taux de natalité et de mortalité nuls (µ1=µ2=0). On indique aussi que l’hypothèse d’une

population fermée(S(t) + I(t) +R(t) = N ) n’est véri�ée que dans le cas où les taux sont égaux

(µ1=µ2). Ci-dessous une simulation de ce modèle :
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Figure 2.14 – Evolution d’une épidémie de type SIR avec variations vitales dans une population

de taille N = 800

Cette simulation a été obtenue en utilisant les paramètres suivants :α=2/15, γ=1/15, µ1=0.003

et µ2=0.001.

2.4.2.2 Modèles compartimentaux stochastiques

À l’encontre des modèles déterministes, les modèles stochastiques sont par essence des mo-

dèles proches de la réalité en raison de leur capacité de prendre en considération des aléas dans

la transmission, la période d’incubation et la rapidité de rétablissement (la variabilité des pa-

ramètres épidémiologiques ou biologiques étudiés), etc. En général, les modèles stochastiques

trouvent leurs bien-fondés lorsqu’on s’intéresse à des populations de faibles e�ectifs, ou aux pre-

miers stades des épidémies où les interactions entre les individus ne sont pas uniformes mais

possèdent un caractère aléatoire intrinsèque. Dans cette partie, on présente deux modèles com-

partimentaux stochastiques à savoir le modèle SEIR et le modèle SEIRS.

Modèle stochastique SEIR (Susceptible, Exposé, Infectieux, Retiré)

Comme nous l’avons déjà mentionné, le modèle SEIR est un modèle compartimental qui di-

vise la population en quatre compartiments (voir modèle SEIR ci-dessus). Dans ce modèle un

individu susceptible devient infecté avec un taux α après contact avec un individu infectieux.

Après une période moyenne d’incubation 1/β, il devient infectieux et il maintient cet état pen-

dant une durée moyenne de 1/γ . À la �n de cette période, il sort de cet état soit en étant mort ou
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rétabli (retiré), donc il sort dé�nitivement du processus d’infection. Les périodes d’exposition et

d’infectiosité sont indépendantes. On note par S(t), E(t), I(t) etR(t) les tailles des compartiments

susmentionnés dans (2.4.2) à l’instant t avec t ≥ 0. On suppose que les changements démogra-

phiques sont négligeables (pas de naissance, ni de décès, ni de migration) durant l’épidémie. Sous

cette hypothèse, la taille de la population étudiée reste constante, i.e :

N = S(0) +E(0) + I(0) +R(0),

où S(0) = k, E(0) = a, I(0) = b, R(0) = 0, et

R(t) =N − S(t)−E(t)− I(t).

Le processus épidémique est complètement déterminé par la chaîne de Markov en temps continu{
X(t) =

(
S(t),E(t), I(t)

)
; t ≥ 0

}
(2.16)

avec l’espace d’état discret

S =
{
(S,E, I); 0 ≤ S ≤ k; 0 ≤ E ≤N − S; 0 ≤ I ≤N − S −E

}
. (2.17)

Le modèle SEIR est basé sur les hypothèses suivantes :

• On suppose une transmission fréquence dépendante (voir section 2.4.2, page 33). Ainsi,

le taux d’incidence standard (nombre total de nouvelles infections par unité de temps) est

proportionnel à la fraction d’individus infectés dans la population. Il en résulte que la force

d’infection est donnée par αS(t)I(t)/N , (Allen, 2010).

• Les individus susceptibles ont la même probabilité d’être contactés par un individu infecté.

De ce fait, ils ont la même probabilité de transition vers le compartiment I. De la même

manière, tous les individus dans le compartiment I ont la même probabilité de transition

vers le compartiment R.

• La probabilité que le nombre de transitions dans un intervalle de temps

[
t, t + ∆t

]
soit

supérieur à 2 est égale à zéro.

En prenant en compte les hypothèses ci-dessus, les événements possibles qui peuvent se produire

dans l’intervalle de temps

[
t, t+∆t

]
et leurs interprétations respectives sont donnés dans la table

ci-dessous :

Transitions Changement Probabilités(
S − 1,E +1, I

)
→

(
S,E, I

) (
-1,1,0

)
P1 = α

(S+1)(I−1)
N ∆t + o(∆t)(

S,E − 1, I +1
)
→

(
S,E, I

) (
0,-1, 1

)
P2 = β(E +1)∆t + o(∆t)(

S,E, I − 1
)
→

(
S,E, I

) (
0,0,-1

)
P3 = γ(I +1)∆t + o(∆t)(

S,E, I
)
→

(
S,E, I

) (
0,0,0

)
P4 = 1−

(
P1 + P2 + P3

)
∆t + o(∆t)

Table 2.2 – Transitions possibles du modèle épidémique stochastique SEIR
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Le modèle stochastique SEIR peut être résumé par l’équation :

P
(
S(t +∆t) = S,E(t +∆t) = E,I(t +∆t) = I

)
=

α (S+1)I
N ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t)

)
=

(
S +1,E − 1, I

)
,

β(E +1) ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t)

)
=

(
S,E +1, I − 1

)
,

γ(I +1) ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t)

)
=

(
S,E, I +1

)
,

1−
(
α SIN + βE +γI

)
∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t)

)
=

(
S,E, I

)
.

(2.18)

Toutes les autres transitions ont une probabilité o(∆t). L’équation (2.18), nous donne la probabi-

lité que le système soit à l’état (S,E, I) à l’instant (t +∆t).

Modèle stochastique SEIRS : (Susceptible, Exposé, Infectieux, Retiré, Susceptible)

Le modèle stochastique SEIRS est analogue dans sa conception au modèle SEIR avec une

hypothèse supplémentaire sur la perte d’immunité. Dans ce modèle, les individus restent immu-

nisés pendant un certain temps, puis l’immunité diminue selon une distribution exponentielle de

paramètre 1/δ. La table ci-dessous montre les événements et les changements dans un intervalle

de temps (t +∆t).

Transitions Changement Probabilités(
S − 1,E +1, I ,R

)
→

(
S,E, I,R

) (
-1,1,0,0

)
P1 = α

(S+1)(I−1)
N ∆t + o(∆t)(

S,E − 1, I +1,R
)
→

(
S,E, I,R

) (
0,-1, 1, 0

)
P2 = β(E +1)∆t + o(∆t)(

S,E, I − 1,R+1
)
→

(
S,E, I,R

) (
0,0,-1,1

)
P3 = γ(I +1)∆t + o(∆t)(

S +1,E, I ,R− 1
)
→

(
S,E, I,R

) (
1,0,0,-1

)
P4 = δ(R+1)∆t + o(∆t)(

S,E, I,R
)
→

(
S,E, I,R

) (
0,0,0,0

)
P5 = 1−

(
P1 + P2 + P3 + P4

)
∆t + o(∆t)

Table 2.3 – Transitions possibles du modèle épidémique stochastique SEIRS

La probabilité que le système soit à l’état (S,E, I,R) à l’instant (t + ∆t) est donnée par l’équation

suivante :

P
(
S(t +∆t) = S,E(t +∆t) = E,I(t +∆t) = I,R(t +∆t) = R

)
=

α (S+1)I
N ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t),R(t)

)
=

(
S +1,E − 1, I ,R

)
,

β(E +1) ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t),R(t)

)
=

(
S,E +1, I − 1,R

)
,

γ(I +1) ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t),R(t)

)
=

(
S,E, I +1,R− 1

)
,

δ(R+1) ∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t),R(t)

)
=

(
S − 1,E, I ,R+1

)
,

1−
(
α SIN + βE +γI + δR

)
∆t + o(∆t) si

(
S(t),E(t), I(t)

)
=

(
S,E, I

)
.

(2.19)
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Simulation :

Dans cette partie, on donne les trajectoires (simulations) des deux modèles stochastiques SEIR et SEIRS.

La simulation est basée sur la méthode directe de (Gillespie, 1977). Dans cette méthode, on commence

d’abord par une estimation de l’instant du prochain événement. Ensuite, on sélectionne aléatoirement un

événement en se basant sur la probabilité de chaque événement. En�n, en fonction de l’événement choisi,

l’e�ectif de chaque compartiment sera mis à jour.

Algorithme 3: Algorithme de Gillespie

Etape 1 : Initialisation

• Mettre en place les événements possibles E1, . . . ,En.

• Initialiser les tailles de chaque compartiment

E(0) = S, I(0) = S, R(0) = S, S(0) =N −E(0)− I(0)−R(0).

• T0 = 0, e = 0

Etape 2 : Tant que t 6 Tmax, répéter

Calculer les taux auxquels les événements se produisent : R1, . . . ,Rn,

Calculer le taux total de tous les événements RT otal =
∑n
i=1Ri ,

Générer deux nombres aléatoires r1, r2 suivant la loi uniforme sur l’intervalle [0,1],

Calculer l’instant du prochain événement : ∆t = −log(r1)RT otal
, P = r2 ×RT otal .

Choisir l’événement Ee par :

Ee−1∑
i=1

Ri < P ≤
Ee∑
i=1

Ri

Actualiser les tailles des compartiments en exécutant l’événement Ee.

Incrémenter t par t = t +∆t.

Les deux graphiques ci-dessous sont obtenus en exécutant l’algorithme (3). On note que, la mise à jour de

chaque événement consécutif est indépendante et que le bruit n’a�ecte que les probabilités associées aux

événements (destin des individus).
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Figure 2.15 – Trajectoire stochastique du modèle SEIR.
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Figure 2.16 – Trajectoire du modèle stochastique SEIRS.

En lisant les graphes on constate que l’ajout du retour vers l’état susceptible ; perte de l’immunité
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(modèle SEIRS) ; permet la persistance de l’épidémie dans la population, ce qui peut rendre la situation

endémique.

2.5 Paramètres fondamentaux en épidémiologie

2.5.1 Nombre de reproduction de base

Au début de la propagation d’une épidémie au sein d’une population n’ayant pas connue la maladie,

la préoccupation primordiale des autorités de santé publique est la connaissance éventuelle de l’évolution

probable à court terme de l’épidémie. En e�et, deux scénarios possibles peuvent se présenter. Le premier

est celui d’une épidémie majeure qui se répand sur la population. Le deuxième est un scénario optimiste

où l’épidémie s’éteint juste après quelques infections. En théorie mathématique des maladies infectieuses,

il existe un paramètre clé communément appelé nombre de reproduction de base ou encore échelle de

Richter des maladies transmissibles (Flahault et al., 2007). Ce paramètre noté par R0, donne une indica-

tion sur le sort de l’épidémie au démarrage de la propagation. Le nombre de reproduction de base est dé�ni

comme étant ; le nombre moyen de nouveaux cas secondaires dus à l’introduction d’un individu conta-

gieux dans une population où tous les individus sont susceptibles à l’agent infectieux. Il peut s’exprimer

explicitement sous la forme (Diekmann et al., 2012)

R0 = C × P ×D =
α
γ
, (2.20)

où C représente le taux de contact, P la probabilité pour qu’un contact soit contaminant, tel que α =

CP est le taux d’infection et D = 1
γ , la durée moyenne d’infectiosité. Le R0 peut quanti�er le potentiel

de propagation de l’épidémie. Ainsi, sa valeur par rapport au seuil de 1 indique le scénario possible. En

e�et, si R0 > 1, chaque individu infectieux infecte en moyenne plus d’un individu, ce qui augmente la

chance de la propagation de l’épidémie au sein de la population (Mu et al., 2019; Van den Driessche and

Watmough, 2002). En revanche, siR0 < 1, en moyenne un individu infectieux produit moins d’un nouveau

cas durant sa période d’infectiosité, ce qui exclu donc, l’éventualité de l’apparition d’une épidémie au sein

de la population. Finalement, Dans le cas où R0 = 1, la maladie persiste au sein de la population et elle

devient une endémie (Rusatsi et al., 2015).

Dans le cadre des modèles compartimentaux, le calcul du nombre de reproduction de base R0 s’ap-

puie souvent sur une technique appelée la matrice de la prochaine génération (Next Generation Matrix.

NGM, en anglais). Elle dé�nit le R0 comme étant le rayon spectral de l’opérateur de la prochaine géné-

ration (Diekmann et al., 2010). D’autres méthodes existent dans la littérature, citons par exemple, (An-

dersson and Lindenstrand, 2011), où le R0 a été calculé de la manière suivante : supposant qu’a l’instant

t = 0, un individu infectieux est introduit dans une grande population de tailleN entièrement susceptible,

S(0) ≈N ; et ce dernier transmet la maladie durant sa période d’infectiosité selon un processus de poisson

d’intensité αS(t)/N ≈ α, pour un t su�samment petit. Soit le processus de Poisson

(
ξ(t), t ≥ 0

)
générant

des infections avec intensité α et soit la variable aléatoire Z , qui est distribuée selon une loi exponen-

tielle de moyenne 1/γ représentant la période d’infectiosité d’un individu infectieux, tel que ξ et Z sont
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indépendantes. Alors, le nombre de reproduction de base est donné par :

R0 = E (E (ξ(Z) | Z)) = E (ξ(Z)) = E (αZ) =
α
γ
. (2.21)

Étant donné que, le nombre de reproduction de base dépend du taux de contact des individus de la popu-

lation (caractéristiques de la population) et de la probabilité d’infection (caractéristiques de la maladie),

une maladie peut avoir plusieurs valeurs de R0 dans di�érentes populations. Mais aussi, deux maladies

di�érentes peuvent avoir le même R0. Citons le cas le la coqueluche et la rougeole qui ont un R0 très

similaire (16-18), mais deux dynamiques très di�érentes (Guégan and Choisy, 2008).

2.5.2 Nombre de reproduction e�ectif

Après le démarrage de l’épidémie le nombre d’individus susceptibles diminue par conséquent, les in-

dividus infectieux rencontrent de plus en plus des cas infectés et de moins en moins des individus suscep-

tibles. De ce fait, il est nécessaire de suivre la valeur de R0 au cours du temps. Le nombre de reproduction

e�ectif est le nombre de cas secondaires engendrés par un individu infectieux à l’instant t > 0. En e�et,

si une proportion p de la population a été retirée de la chaine de transmission de la maladie, alors (1− p)
est la proportion des individus restant susceptibles. Donc, le nombre de reproduction e�ectif se dé�nit

(Guégan and Choisy, 2008),

Rt = (1− p)R0. (2.22)

2.5.3 Intervalle de génération

Outre les deux paramètres ci-dessus, l’intervalle de génération qu’on note par TG, est un indicateur

important qui expose une autre dimension essentielle de la propagation d’une épidémie, à savoir la ra-

pidité de la survenue des cas secondaires engendrés par un individu infectieux (vitesse de la dynamique

d’une épidémie). Cet intervalle se dé�nit comme étant le temps moyen qui s’écoule entre le moment de

la contamination d’un individu et le moment où il contamine lui-même un autre individu. Ce paramètre

dépend de la durée de la latence et de la durée d’infectiosité.

Le nombre de reproduction de base et l’intervalle de génération ont un rôle complémentaire dans

l’approximation de l’évolution précoce de l’incidence de la maladie I(t). En e�et, plus le nombre de repro-

duction de base est grand, plus l’ampli�cation de chaque nouvelle génération infectée sera grande. D’autre

part, plus l’intervalle de génération sera court, plus cette ampli�cation surviendra rapidement. Ainsi, cette

approximation est donnée par la formule suivante (Thierry ancelle, 2021),

I(t) = Rt/IG0 , (2.23)

où IG, est l’intervalle de génération. La �gure 2.17 ci-dessous, montre l’évolution de l’incidence I(t) sur

une période de 90 jours avec un R0=2, �xe dans deux cas di�érents. Dans le premier cas de �gure (courbe

continue), le temps de génération TG1 est de l’ordre de 5 jours. Tandis que, dans le deuxième cas (courbe

en pointillée), le temps de génération TG2 est de l’ordre de 10 jours.
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Figure 2.17 – Début de l’évolution d’une épidémie avec un R0=2 et deux intervalles de

génération di�érents. TG1=5 jours (courbe continue), TG2=10 jours (courbe en pointillé).

On constate que, dans le cas où le temps de génération TG2= 10 jours l’épidémie démarre lentement.

Cependant, dans le deuxième cas TG1= 5 jours la courbe de l’incidence s’accentue, ainsi que l’épidémie

démarre fortement.
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Inférence bayésienne du modèle SEIR
avec augmentation des données

3.1 Approximation du modèle épidémique SEIR par pro-

cessus de di�usion

Les processus de di�usion fournissent une bonne approximation des dynamiques épidémiques et ap-

portent un nouvel éclairage aux problèmes d’inférence liés aux problèmes de données à basse fréquence ;

données agrégées ou données partiellement observées. Il existe dans la littérature plusieurs méthodes

permettant d’obtenir une approximation du processus épidémique par processus de di�usion. À titre

d’exemple la méthode de convergence de l’équation maitresses, la méthode de convergence du générateur

in�nitésimal, l’approche de Langevin, le développement de Kramer-Moyal et �nalement le développement

Van-Kampen. Sous certaines conditions de régularité, toutes les méthodes susmentionnées aboutissent au

même processus de di�usion (Fuchs, 2013). Dans le cadre de cette thèse et en partant du même principe

que (Dargatz, 2006), nous utilisons la méthode de convergence des équations maitresse a�n d’approximer

le processus épidémique du modèle SEIR par un processus de di�usion. Cette méthode a été utilisée par

(Goel and Richter-Dyn, 2016) pour approximer un processus univarié de naissance et de mort.

3.1.1 Modèle

La dynamique de l’infection du modèle SEIR peut être schématisée comme suit

S + I
α−→ E + I , E

β
−→ I , I

γ
−→ R. (3.1)

La première relation re�ète l’infection d’un individu susceptible après contact avec un individu infectieux

ce qui conduit à obtenir un individu exposé et un individu infectieux avec un taux α. La deuxième relation

indique qu’après un certain temps les individus exposés devient infectieux avec un taux β. Finalement, la

troisième relation exprime, le fait qu’après un certain temps, les individus infectieux sort de la dynamique

de l’infection, i.e., retirés avec un taux γ .
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3.1.2 Construction de la di�usion

Convergence des équations maitresses

Dans le but d’obtenir le processus de di�usion on procède d’abord par la mise en place de l’équation

maitresse. L’élément fondamental dans cette équation consiste en la fonction P (S,E, I ; t) qui exprime la

probabilité qu’à l’instant t +∆t l’épidémie atteint l’état (S,E, I) ∈ S :

P
(
S,E, I ; t +∆t

)
=

(
α
(S +1)I
N

∆t + o(∆t)
)
P (S +1,E − 1, I ; t)

+
(
β(E +1)∆t + o(∆t)

)
P (S,E +1, I − 1; t)

+
(
γ(I +1)∆t + o(∆t)

)
P (S,E, I +1; t)

+
(
1− (αSI

N
+ βE +γI)∆t + o(∆t)

)
P (S,E, I ; t).

(3.2)

On soustrait P (S,E, I ; t) des deux cotés de l’équation Eq. (3.2) et on divise sur ∆t, on obtient :

∂
∂t
P (S,E, I ; t) = α

(S +1)I
N

P (S +1,E − 1, I ; t) + β(E +1)P (S,E +1, I − 1; t)

+γ(I +1)P (S,E, I +1; t)−
(
α
SI
N

+ βE +γI
)
P (S,E, I ; t),

(3.3)

pour (S,E, I) ∈ S, avec P (S,E, I ; t) ≡ 0 si (S,E, I) < S et P (k,a,b;0) = 1. L’hypothèse centrale de l’ap-

proximation par processus de di�usion est que les sauts du processus sont petits, or que dans l’équation

Eq. (3.3) les sauts sont autour de ±1. Par l’introduction de la taille de la populationN , la variable extensive

X = (S,E, I) est remplacée par la variable intensive suivante x = N−1X = (s = S/N,e = E/N, i = I/N ),

avec un espace d’état continuN−1S. On considère PN (s, e, i; t) = P (Ns,Ne,Ni, t) la probabilité que le pro-

cessus x soit à l’état (s, e, i) à l’instant t. Pour ε = N−1, f (s, e, i) = Nαsi = αSI/N , g(s, e, i) = Nβe = βE

et h(s, e, i) =Nγi = γI . À partir de l’équation de Kolmogorov Eq. (3.3) on obtient :

∂
∂t
PN (s, e, i; t) = f (s+ ε,e − ε, i)PN (s+ ε,e − ε, i; t) + g(s, e+ ε, i − ε)PN (s, e+ ε, i − ε; t)

+ h(s, e, i + ε)PN (s, e, i + ε; t)− (f (s, e, i) + g(s, e, i) + h(s, e, i))PN (s, e, i).
(3.4)

A�n d’obtenir l’approximation du processus de saut par un processus de di�usion, l’équation maitresse

Eq. (3.4) doit être approximée par l’équation de Fokker-Planck. On considère la densité p(x, t) comme une

limite de PN (x, t) quandN est su�samment grand (Fuchs, 2013). On obtient à partir de l’équation Eq. (3.4)

∂
∂t
p(s, e, i; t) = f (s+ ε,e − ε, i)p(s+ ε,e − ε, i; t) + g(s, e+ ε, i − ε)p(s, e+ ε, i − ε; t)

+ h(s, e, i + ε)p(s, e, i + ε; t)− (f (s, e, i) + g(s, e, i) + h(s, e, i))p(s, e, i; t).
(3.5)

Après quelques manipulations sur la partie droite de l’équation Eq. (3.5) et pour ε = N−1 assez petit
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on obtient l’équation de Fokker-Planck, (Annexe A).

∂
∂t
p(Y ; t) = − ∂

∂Y
(Λ(Yt ,θ)p(Y ; t)) +

1
2
∂2

∂Y 2 (Σ(Yt ,θ)p(Y ; t)). (3.6)

L’équation Eq. (3.6) est une approximation continue de l’équation maitresse, où Σ(Yt ,θ) est considéré

comme le coe�cient de di�usion et Λ(Yt ,θ) est le drift

Λ(Yt ,θ) =


−αstit

αstit − βet
βet −γit

 , Σ(Yt ,θ) =
1
N


αstit −αstit 0

−αstit αstit + βet −βet
0 −βet βet +γit

 .
L’équation de Fokker-Planck Eq. (3.6) correspond à un processus de Markov avec un espace d’état

continu qui est une solution de l’équation di�érentielle multivariée d’Itô suivante :

dYt =Λ(Yt ,θ) dt +L(Yt ,θ) dWt , (3.7)

où L est donné par Σ = LL
′
. Une décomposition de Cholesky conduit à

L(Yt ,θ) =


(
αstit
N

) 1
2 0 0

−
(
αstit
N

) 1
2

(
βet
N

) 1
2 0

0 −
(
βet
N

) 1
2

(
γit
N

) 1
2

 . (3.8)

La composante stochastique Wt =
(
W

(1)
t ,W

(2)
t ,W

(3)
t

)
représente un vecteur de trois mouvements brow-

niens standard indépendants qui représentent le caracctère aléatoire dans le modèle. L’équation Eq. (3.7)

peut être rédigée explicitement comme suit

dst = −αstitdt +
( α
N
stit

) 1
2
dW (1)

t ,

det = αstitdt − βetdt −
( α
N
stit

) 1
2
dW (1)

t +
(βet
N

) 1
2

dW (2)
t , (3.9)

dit = βetdt −γitdt −
( β
N
et

) 1
2

dW (2)
t +

(
γit
N

) 1
2

dW (3)
t .

Pour des raisons de manque de données, au lieu d’utiliser la fraction des individus Exposés et , on utilise

la fraction des individus retirés rt . L’hypothèse d’une population fermée implique que ds(t)+de(t)+di(t)+

dr(t) = 0. Par l’application de la formule d’Ito, le système d’équation (3.9) devient :

dst = −αstitdt +
( α
N
stit

) 1
2
dW (1)

t , (3.10)

dit = βetdt −γitdt −
( β
N
et

) 1
2

dW (2)
t +

( γ
N
it

) 1
2
dW (3)

t , (3.11)

drt = γitdt −
( γ
N
it

) 1
2
dW (3)

t . (3.12)
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Posant Y = (s, i, r), les équations Eq. (3.10), Eq. (3.11) et Eq. (3.12) deviennent :

dYt = A(Yt ,θ) dt + σ (Yt ,θ) dWt , (3.13)

où

A(Yt ,θ) =


−αstit
βet −γit
γit

 , σ (Yt ,θ) =
1

N
1
2


(αstit)

1
2 0 0

0 − (βet)
1
2 (γit)

1
2

0 0 − (γit)
1
2

 ,
avec et = 1− st − it − rt .

3.1.3 Existence et unicité de solution

L’équation Eq. (3.13) admet une solution unique non explosive Yt dans l’intervalle [t0,T ∗], où T ∗ est

le temps d’extinction de l’épidémie, si les conditions ci-dessous sont satisfaites :

i)- Condition de Lipschitz : il existe une constante positive C telle que pour tout x et y dans l’espace

d’état et t dans [t0,T ∗] :

‖A(x, t)−A(y, t)‖+ ‖σ (x, t)− σ (y, t)‖ ≤ C‖x − y‖. (3.14)

ii)- Condition de croissance linéaire : il existe une constante D telle que, pour tout x et y dans l’espace

d’état et t dans [t0,T ∗] :

‖A(x, t)‖2 + ‖σ (x, t)‖2 ≤D(1 + ‖x‖2). (3.15)

La première condition n’est pas véri�ée sur tout l’espace d’état (0,1) car la fonction racine carrée n’est

pas Lipschitzienne à x = 0. Pour cela, on prouve la condition de Lipschitz pour une constante assez petite

% > 0, pour que (st , et , it) ∈ (%,1)3, voir Annexe B. La condition de croissance linéaire est utilisée pour

savoir si la solution Y. est explosive ou non. Si le temps d’extinction T ∗ est presque sûrement �ni, alors une

explosion de la solution est exclue. Ainsi, la solution de l’équation di�érentielle stochastique modélisant

l’évolution de l’épidémie Susceptible-Exposé-Infecté-Retiré est dé�nie sur l’intervalle de temps [0,T ∗].

3.1.4 Approximation numérique

Sur le plan pratique, la plupart des équations di�érentielles stochastiques n’admettent pas de solu-

tion de forme explicite, y compris dans notre cas. Pour cette raison, il faut avoir recours à des méthodes

d’approximations numériques comme alternatives.

Schéma d’Euler

Dans notre situation, l’approximation d’Euler est employée ;

∆Yt = Yt+∆t −Yt = A(Yt ,θ) ∆t + σ (Yt ,θ) ∆Wt , (3.16)

où∆Wt =Wt+∆t−Wt est un vecteur aléatoire de dimension 3 distribué selon une loi normale,N (03, I3∆t),

de moyenne 03 (vecteur nul de dimension 3), et de matrice de variance-covariance I3∆t (I3 représente la

53



Chapitre 3. Inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données

matrice identité d’ordre 3). Le choix de l’approximation d’Euler découle de la forme obtenue de la den-

sité de transition, ce qui implique une densité de transition gaussienne. Cela rend l’augmentation des

données latentes facilement obtenue à partir des propriétés des distributions gaussiennes multivariées

(Chapitre 3.2).

Algorithme de simulation

Algorithme 4: Algorithme de simulation du modèle SEIR

Etape 1 : Initialisation

- Initialisation de la durée de simulation T, la taille de la population N

et du pas de discrétisation ∆t.

- Initialisation des conditions initiales : t=0 et Y (t) =
(
S(t) = S0,E(t) = E0, I(t) = I0,R(t) = R0

)
.

- Initialisation des paramètres du modèle α, β et γ .

Etape 2 : Tant que t 6 T faire :

- Générer trois variables aléatoires Z1, Z2 et Z3 de loi normale N
(
0,
√
∆t

)
.

- Calculer :

S(t +1) = S(t)−
(
α
N S(t)I(t)∆t

)
+
(√

α
N S(t)I(t)Z1

)
,

E(t +1) = E(t) +
(
α
N S(t)I(t)∆t − βE(t)∆t

)
−
(√

α
N S(t)I(t)Z1 −

√
βE(t)Z2

)
,

I(t +1) = I(t) +
(
βE(t)∆t −γI(t)∆t

)
−
(√
βE(t)Z2 −

√
γI(t)Z3

)
,

R(t +1) = R(t) +N −
(
S(t +1) +E(t +1) + I(t +1)

)
.

- Mettre t = t +1.

3.2 Estimation des paramètres

Un autre avantage crucial de la modélisation mathématique réside dans l’estimation des paramètres

clés d’un modèle épidémiologique dans le but de faire des prévisions dans la plupart du temps. Dans un

premier temps on fait appel à l’estimation bayésienne a�n de tirer des conclusions sur les paramètres régis-

sant le modèle SEIR stochastique dans un cadre de données à basse fréquence. Il est connu que l’inférence

est compliquée quand les données sont à basse fréquence ou partiellement observées. Eraker (2001) et

(Elerian et al., 2001) proposent une augmentation des données pour faire face à ce problème dans un cadre

bayésien. (Fuchs, 2013) a exposé un ensemble de méthodes pour la simulation des données augmentées.

Dans cette vision, le présent chapitre discute cette approche d’augmentation des données qui porte

essentiellement sur l’introduction de nouvelles données entre chaque deux observations successives. Un

algorithme MCMC a été élaboré a�n d’estimer les paramètres et les données introduites. Finalement, la

dernière partie est consacrée à la simulation numérique a�n de montrer l’e�cacité de l’algorithme proposé.

3.2.1 Modèle

En se basant sur le théorème de Bayes, la vraisemblance p(Y | θ), où Y = (y1, . . . , yn), est combinée

avec la distribution a priori sur les paramètres, notée p(θ), ce qui nous permet d’avoir l’expression de la
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distribution a posteriori :

π(θ | Y ) ∝
n∏
j=1

p(yj | θ)p(θ). (3.17)

Après avoir formulé notre modèle bayésien, l’idée essentielle de l’inférence par augmentation de données

est d’introduire m données latentes Y lat
entre chaque paire de données observées Y obs

a�n de ressortir

plus d’informations sur les paramètres. En e�et, nous appliquons l’algorithme MCMC pour simuler les

données latentes et les paramètres en deux étapes par l’échantillonneur de Gibbs. On note d la dimension

totale des données observées. L’intervalle de temps d’observation [0,T ] est divisé en (m + 1)T instants

équidistants. Nous obtenons ainsi, dTm données latentes simulées. La matrice ci-dessous montre la dis-

position des données :

Y =



yobs1,t0
ylat1,t1

... ylat1,tm−1
yobs1,tm

ylat1,tm+1
... yobs1,tn

yobs2,t0
ylat2,t1

... ylat2,tm−1
yobs2,tm

ylat2,tm+1
... yobs2,tn

. . ... . . . ... .

. . ... . . . ... .

. . ... . . . ... .

yobsd,t0
ylatd,t1 ... ylatd,tm−1 yobsd,tm

ylatd,tm+1
... yobsd,tn


. (3.18)

Dans notre cas, la matrice Y est constituée des nombres d’individus stj susceptibles, itj infectés et rtj
retirés, ce qui signi�e que d = 3. La matrice Y devient :

Y =


st0 st1 . . . stm−1 stm stm+1

. . . stn
it0 it1 . . . itm−1 itm itm+1

. . . itn
rt0 rt1 . . . rtm−1 rtm rtm+1

. . . rtn

 . (3.19)

3.2.2 Échantillonneur de Gibbs

Dans le cadre des méthodes MCMC, les paramètres ainsi que les données latentes sont considérés

comme des variables aléatoires et le but est de les simuler à partir de p(θ,Y lat | Y obs) qui est la dis-

tribution conjointe des paramètres et des données latentes conditionnellement aux données observées.

L’échantillonnage direct à partir de cette dernière n’est pas possible en raison de la grande taille de la par-

tie non observable qui est constituée des paramètres de notre modèle et des données manquantes. Pour

surmonter ce dé�, nous avons recours à la procédure d’échantillonnage de Gibbs suggérée par (Eraker,

2001) dans un cadre de données �nancières.

L’objectif de l’échantillonneur de Gibbs est de construire une chaîne de Markov (θ,Y lat) avec une

distribution stationnaire similaire à p(θ,Y lat | Y obs), en mettant à jour la trajectoire et les paramètres

dans deux étapes à chaque itération.

— La première étape consiste à simuler à la lème
itération, les données latentes Y lat

: étant donné

l’estimation actuelle des paramètres θ(l−1) et les données observées Y obs
, on peut mettre à jour les

données latentes. Pour se faire, nous simulons chaque observation Y lat
tj+1

sur la base de l’observation

précédente, Ytj , et l’observation suivante, Ytj+2 , et ça en faisant appel à l’algorithme Accept-Reject

Metropolis-Hasting avec la densité cible donnée par :
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π(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ π(Yj+1,Y\j+1;θ),

∝ π(Yj+2 | Yj+1;θ)π(Yj+1 | Yj ;θ). (3.20)

A�n de simpli�er les notations, nous remplaçons Ytj par Yj , où Y\j+1 désigne l’ensemble des don-

nées sauf la colonne j +1.

L’idée principale de l’algorithme Accept-Reject Metropolis-Hasting est de proposer un candidat à

partir d’une distribution instrumentale q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ; ensuite on l’accepte ou on le rejette avec

une certaine probabilité. Selon (Eraker, 2001), cette distribution est approchée, pour ∆t su�sam-

ment petit, par :

q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ π(Yj+2 | Yj+1;θ)π(Yj+1 | Yj ;θ)

∝ φ
(
Yj+1 |

1
2
(Yj+2 +Yj ),

1
2
Σ(Yj ,θ)∆t

)
,

(3.21)

où φ
(
Yj+1 | 12 (Yj+2+Yj ),

1
2Σ(Yj ,θ)∆t

)
désigne la densité normale de Yj+1 de moyenne

1
2 (Yj+2+Yj )

et de matrice de variance-covariance
1
2Σ(Yj ,θ)∆t. L’idée derrière, vient du fait que le produit de

deux distributions gaussiennes est une gaussienne non normalisée (Annexe C).

— La deuxième étape consistant en la mise à jour des paramètres, il faut mentionner que les para-

mètres de notre modèle doivent être positifs, ce qui donne l’intuition de sélectionner une loi a priori

produisant des résultats positifs. Pour cette raison nous avons choisi les lois Gamma suivantes :

p(α) ∝ Γ (λα ,να ,α), p(β) ∝ Γ (λβ ,νβ ,β) et p(γ) ∝ Γ (λγ ,νγ ,γ) pour les trois paramètres α, β et γ

respectivement comme distribution a priori, avec λα = λβ = λγ = 1 et να = νβ = νγ = 0.2. Par

l’application du théorème de Bayes, et grâce à la forme de la fonction de vraisemblance p(Y | θ),
on obtient les distributions gaussiennes inverses généralisées, π(α | β,γ,Y ) ∼ GIG(A1,A2,A3),

π(β | α,γ,Y ) ∼ GIG(B1,B2,B3) et π(γ | α,β,Y ) ∼ GIG(C1,C2,C3) en tant que distributions a pos-

teriori (annexe D), avec

π(α | β,γ,Y ) ∝ α(λα− n2 )−1 exp

−12
 1α

(
N
∆t

n∑
j

∆s2j
sj−1ij−1

)
+α

(
N∆t

n∑
j

sj−1ij−1 +2να

)


∝ αA1−1 exp
(
−1
2

( 1
α
A2 +αA3

))
.

(3.22)

π(β | α,γ,Y ) ∝ β(λβ−
n
2 )−1 exp

−12
1β

(
N
∆t

n∑
j

(∆ij +∆rj )2

Uj−1

)
+ β

(
N∆t

n∑
j

Uj−1 +2νβ

)


∝ βB1−1 exp
(
−1
2

(1
β
B2 + βB3

))
.

(3.23)
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π(γ | α,β,Y ) ∝ γ (λγ− n2 )−1 exp

−12
 1γ

(
N
∆t

n∑
j

∆r2j
ij−1

)
+γ

(
N∆t

n∑
j

ij−1 +2νγ

)


∝ γC1−1 exp
(
−1
2

( 1
γ
C2 +γC3

))
.

(3.24)

Az, Bz et Cz, z = 1,2,3, sont des constantes réelles explicitement données à l’annexe D, et Uj−1 =(
k
N + a

N + b
N − sj−1 − ij−1 − rj−1

)
.

La principale limitation de la méthodeMCMC avec échantillonneur de Gibbs réside dans le temps impor-

tant d’exécution pour montrer la convergence empirique des résultats. Pour surmonter cet inconvénient,

au lieu d’utiliser l’ensemble de toutes les données à chaque itération, nous ne conservons qu’un bloc qui

a été choisi de manière aléatoire dont la taille est aussi aléatoire à chaque itération. La sélection de l’in-

tervalle [τ1, τ2] dans lequel nous actualisons les données augmentées est e�ectuée par l’algorithme 7.2 de

(Fuchs, 2013). Le caractère aléatoire dans la sélection des blocs et le nombre total su�sant de répétitions

garantissent le balayage de l’ensemble des données latentes. Nous résumons notre procédure dans l’algo-

rithme suivant :

Algorithme 5: Algorithme de l’estimation

Etape 1 : Initialisation des paramètres

Initialiser les paramètres (α,β,γ) arbitrairement et les données latentes (Y lat
0 ) avec une

interpolation linéaire. Poser l = 1.

Etape 2 : Mise à jour du trajectoire et des paramètres

À la lème
itération, exécuter les deux étapes de l’échantillonneur de Gibbs :

1. Mise à jour du trajectoire

- Choisir un intervalle [τ1, τ2] par l’Algorithme (7.2) dans (Fuchs, 2013), pour j = τ1 +1, . . . , τ2 −1

- Simuler Y
(l)
j+1 en utilisant l’algorithme Accept-Reject Metropolis-Hasting avec la distribution

instrumentale q(Yj+1 | Y\j+1;θ).

2. Mise à jour des paramètres

- Générer α(l)
à partir de sa distribution a posteriori donnée dans Eq. (3.22),

- Générer β(l) à partir de sa distribution a posteriori donnée dans Eq. (3.23),

- Générer γ (l)
à partir de sa distribution a posteriori donnée dans Eq. (3.24),

Etape 3 : Incrémenter l et faire dérouler la prochaine itération.

Dans la partie simulation, notre algorithme a été exécuté plusieurs fois pour mettre à jour la trajectoire et

les paramètres.

3.3 Simulation

Dans le but de tester la performance de notre algorithme, nous avons procédé à une étude de si-

mulation. On a simulé notre modèle (3.16) en se basant sur l’approximation d’Euler (Algorithme 4) avec
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∆t = 0.01 et sur un horizon T = 96 semaines. Avec une population de taille N = 100000 dans trois scé-

narios di�érents.

3.3.1 Scénario 1

Dans ce scénario on suppose que le nombre de reproduction de base est inférieur à 1, R0 = α/β =

0.8/0.9 < 1. On suppose aussi que la période d’incubation est de 1.66 jours. Le graphe ci-dessous montre

les trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis.

Figure 3.1 – Trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis pour un R0 = 0.88 < 1.

3.3.2 Scénario 2

Dans ce cas le nombre de reproduction de base est choisi de tel sorte qu’il soit égale à 1 , R0 = α/β =

0.9/0.9 = 1. On suppose que la période d’incubation est de 1.42 jours. Le graphe ci-dessous montre les

trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis.
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Chapitre 3. Inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données

Figure 3.2 – Trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis pour un R0 = 1.

3.3.3 Scénario 3

Dans le troisième scénario, le nombre de reproduction de base est supposé être supérieur à 1, R0 =

α/β = 0.9/0.6 > 1. On suppose que la période d’incubation est de l’ordre de 1.42 jours. Le graphe ci-

dessous montre les trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis.
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Chapitre 3. Inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données

Figure 3.3 – Trajectoires des individus susceptibles, infectieux et remis pour un R0 > 1.

A�n d’appliquer notre approche, nos données ont été réduites pour les rendre moins denses. Par la

suite, on a exécuté notre algorithme avec 10000 réplications pour chaque scénario avec une augmentation

des données pour m = 3,7 et 15. Dans chaque chaîne, nous écartons les 1000 premières itérations (phase

burn-in de longueur 10%). On rapporte dans la Table ci-dessous les résultats obtenus.
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Chapitre 3. Inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données

En lisant la table, on remarque que nos estimations des paramètres sont proches des vraies valeurs

avec des variances minimes. Ainsi, on remarque que tous les paramètres sont dans leurs intervalles de

crédibilité.

3.3.4 Diagnostics de convergence

Dans l’intention d’inspecter la convergence de notre méthode, on a réalisé les diagnostics de conver-

gence (voir section 1.2.2, page 22) dans les trois scénarios de simulation.

Scénario 1

Figure 3.4 – Diagnostics de convergence pour le scénario 1 (R0 < 1) et m=3.
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Figure 3.5 – Diagnostics de convergence pour le scénario 1 (R0 < 1) et m=7.
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Figure 3.6 – Diagnostics de convergence pour le scénario 1 (R0 < 1) et m=15.
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Scénario 2

Figure 3.7 – Diagnostics de convergence pour le scénario 2 (R0 = 1) et m=3.
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Figure 3.8 – Diagnostics de convergence pour le scénario 2 (R0 = 1) et m=7.
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Figure 3.9 – Diagnostics de convergence pour le scénario 2 (R0 = 1) et m=15.
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Scénario 3

Figure 3.10 – Diagnostics de convergence pour le scénario 3 (R0 > 1) et m=3.
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Figure 3.11 – Diagnostics de convergence pour le scénario 3 (R0 > 1) et m=7.
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Chapitre 3. Inférence bayésienne du modèle SEIR avec augmentation des données

Figure 3.12 – Diagnostics de convergence pour le scénario 3 (R0 > 1) et m=15.

En analysant les graphes ci-dessus on remarque que les lois a posteriori obtenues converge vers la loi

cible des trois paramètres α, β et γ .
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Chapitre 4

Dynamique spatiale d’une épidémie de
type SEIR

4.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, on s’est focalisé principalement sur la dynamique d’une épidémie qui

se propage au sein d’une population fermée sans prendre en considération l’aspect géographique de la

propagation. Une des premières études e�ectuée sur cet aspect a été le travail de John Snow (Snow, 1855)

réalisé durant l’épidémie de choléra en 1854 à Londres. Dans un travail rigoureux, John Snow a tracé sur

la carte du quartier de Soho, Londres, Figure (4.1), la distribution géographique des cas de choléra (les

zones à fort risque) et les sites des pompes à eau installées a�n de comprendre le mécanisme par lequel la

maladie se transmettait.

Figure 4.1 – Carte de John Snow illustrant les grappes de cas de choléra et la répartition des

pompes à eau dans le quartier de Soho à Londres lors de l’épidémie de 1854. Image prise à partir

du site "https ://learn.arcgis.com/"
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Chapitre 4. Dynamique spatiale d’une épidémie de type SEIR

Après une enquête approfondie sur l’utilisation de l’eau et les personnes contaminées, John Snow a

émis l’hypothèse que la propagation du choléra se faisait véhiculé par l’eau contaminée.

Les populations agrégées en villes sont souvent interconnectées par des réseaux de communications

(routes, voies ferrées, lignes aériennes et maritimes). Ainsi, chaque individu entretient la majorité de

ses contacts avec des individus de sa même région, mais aussi des contacts moindres avec des indivi-

dus d’autres régions. De ce fait, une épidémie qui s’est déclenchée dans une région �nit par se répandre

sur les autres régions en contact avec elle, c’est ainsi que l’infection devient globale (propagation spa-

tiale). Comme d’autres sources d’hétérogénéité (âge des individus, hétérogénéité des risques d’infection),

la structure spatiale peut être vue comme une sorte d’hétérogénéité à inclure dans le modèle. Ainsi, la

modélisation standard peut être élargie a�n de prendre en considération cet aspect (Sattenspiel, 2009). La

modélisation spatiale des maladies infectieuses comprend deux types de modèles : Des modèles fondés sur

des approches dites "Population based approach", et les modèles basés sur les approches "Individual based

approach" (Sattenspiel, 2009). À son tour, la première approche comprend deux catégories à savoir, les mo-

dèles de métapopulation, (Baroyan et al., 1969; Sattenspiel and Herring, 1998), et les modèles spatialement

continus (Fisher, 1937; Kolmogorov, 1937). La deuxième approche, "Individual based approach", peut être

résumée par les modèles des réseaux (Bron and Kerbosch, 1973; Granovetter, 1973; Heil and White, 1976;

Luce, 1950; Varia et al., 2003). Le choix d’un modèle est intimidant en raison de la similarité des modèles.

En e�et, les modèles spatialement continus peuvent être vus comme les modèles de métapopulation dans

le cadre d’une étude de simulation qui nécessite une discrétisation. Dans le cas où le nombre de groupes

augmente, le modèle de métapopulation peut être exprimé par un modèle de réseau. Le type de modèle

requis doit re�éter le problème à résoudre en tenant compte de la disponibilité des données et la forme

des résultats attendus (Keeling and Rohani, 2011).

Dans ce chapitre, on introduit la dimension spatiale en donnant intérêt à la dynamique géographique des

épidémies. Le travail réalisé dans cette partie est inspiré de (Fuchs, 2013; Hufnagel et al., 2004).

4.2 Modélisation

On considère un modèle de métapopulation où une population de taille N est divisée en K régions

géographiques de tailles Nj , j = 1, ...,K , tel que, N =
∑K
j=1Nj . Les régions peuvent faire référence aux

di�érentes cités d’un pays. En admettant que la modélisation est donnée par le modèle épidémique SEIR,

où chaque région j est composée de Sj individus susceptibles, Ej individus exposés, Ij individus infectieux

et Rj individus retirés. On considère que la propagation de l’épidémie dans chaque région est donnée par

le modèle SEIR (section 3.1.1, page 50), tel que

Sj + Ij
αj
−→ Ej + Ij Ej

β
−→ Ij Ij

γ
−→ Rj . (4.1)

La mobilité des individus entre les régions est résumée par la matrice de connectivité Υ N = (Υ N
ji )j,i=1,...,K ,

où Υ N
ji représente le taux pour lequel les individus de la région j sont impliqués dans le processus de

l’infection de la région i. A titre d’exemple, la �gure (4.2), illustre la connectivité entre trois régions.
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Figure 4.2 – Processus de mobilité reliant trois régions

La mobilité des individus dépend de l’état de santé des individus. De ce fait, trois autres matrices

de connectivités Υ S = (Υ S
ji )j,i=1,...,K , Υ E = (Υ E

ji )j,i=1,...,K , Υ I = (Υ I
ji)j,i=1,...,K sont considérées pour les

individus susceptibles, exposés et retirés respectivement. La matrice Ψ S,E,I = (Ψ S,E,I
ji )j,i=1,...,K , représente

le retour des individus susceptibles, exposés et infectieux vers la région d’origine (région de résidence)

après une courte visite (travail, visite familiale,. . . etc. ). Pour toutes les régions, les transitions possibles

sont données par :

Sj + Ij
αj
−→ Ej + Ij , (4.2)

Ej
βj
−→ Ij , (4.3)

Ij
γj
−→ Rj , (4.4)

Si
Υ S
ij
−→ Sj , (4.5)

Ei
Υ E
ij
−→ Ej , (4.6)

Ii
Υ I
ij
−→ Ij . (4.7)

La relation (4.2), signi�e qu’un individu susceptible de la région j est infecté par un individu infectieux de

la même région où, αj ∈ R+ représente le taux d’infection de la jème
région. La deuxième relation, (4.3),

exprime qu’un individu infecté de la région j est devenu infectieux avec un taux βj ∈R+. La relation (4.4),

signi�e qu’avec un taux γj ∈R+, un individu infectieux de la région j est retiré. Finalement, les relations

(4.5), (4.6) et (4.7) représentent les déplacements des individus susceptibles, exposés et infectieux entre les

régions. En vue de simpli�er le modèle, on suppose que
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• Le retour des individus vers une région j , région de leur résidence, est inclus dans le nombre d’in-

dividus qui quittent leurs régions vers la région j . Alors, Ψ
S,E,I
ji = Υ

S,E,I
ji ,

• L’épidémie est à courte durée. De ce fait, durant l’épidémie les individus ne changent pas leurs lieux

de résidence, ainsi que, les changements de la taille des régions Nj dues aux naissances et morts

sont négligés. Alors, (Nj )j=1,...,K , est constante pour toutes les régions.

• Durant un intervalle de temps ∆t (assez court) au plus un seul événement peut se produire.

• Les probabilités de transition sont homogènes.

Le processus épidémique est déterminé par le processus de saut suivant :{
X(t) =

(
S1(t), . . . ,SK (t),E1(t), . . . ,EK (t), I1(t), . . . , IK (t)

)
; t ≥ 0

}
, (4.8)

où le nombre d’individus retirés est obtenu par

(
Rj(t) =Nj(t)− Sj(t)−Ej(t)− Ij(t)

)
j=1,...,K

, tel que

S
(K) :=

{(
S1(t), . . . ,SK (t),E1(t), . . . ,EK (t), I1(t), . . . , IK (t)

)′
∈ [0,N ]3K∩N3K

0 | Sj+Ej+Ij ≤Nj , ∀ j = 1, . . . ,K
}

(4.9)

4.2.1 Probabilités de transition

Probabilité d’infection

La probabilité d’infection d’un individu susceptible de la jème
région est

P
j
1 =W j

N ,1(X; t)∆t + o(∆t), (4.10)

où W
j
N ,1(X; t) = αj(t)

Sj (t)Ij (t)
Nj

.

Comme indiqué dans le chapitre 2, le paramètre αj = CjPj , taux de transmission de la maladie, rend

compte à la fois de la probabilité qu’un contact entre un individu infectieux et un individu susceptible

conduit à la contamination de ce dernier et le taux de contact au sein de la région (propriétés intrinsèques

de la population). Les deux paramètres C et P varient selon la région et dépendent fortement du compor-

tement des individus de la région. En e�et, un taux de contact réduit avec une faible probabilité d’infection

entraînent un faible taux de transmission. La réduction des deux paramètresC et P peut être exprimée par

la mise en place des mesures de contrôle comme le con�nement et le port du masque. En vue d’incorporer

cet aspect dans notre modèle, on suppose que le taux de transmission est une fonction du temps (Chowell

et al., 2004; Bärwol�, 2021). On suppose aussi que le taux de transmission de la région j = 1, . . . ,K est

donné par la fonction (Lekone and Finkenstädt, 2006)

α∗j (t) = αj(t) =

 αj(t0) si t < t∗
αj(t0)e−q(t−t∗) si t ≥ t∗,

(4.11)

où αj(t0) est le taux de transmission initial de la région j . Le paramètre q > 0 représente le taux pour

lequel αj(t) décroît, et t∗ représente l’instant auquel les mesures de contrôle sont introduites.
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Probabilité d’un individu infecté devenant infectieux

Après une période moyenne de 1/β, un individu infecté de la région j devient infectieux avec une

probabilité

P
j
2 =W j

N ,2(X; t)∆t + o(∆t), (4.12)

où W
j
N ,2(X; t) = βEj(t).

Probabilité qu’un individu infectieux soit retiré

Une fois la période d’infectiosité terminée, un individu infectieux de la région j est retiré du processus

de transmission de la maladie avec une probabilité

P
j
3 =W j

N ,3(X; t)∆t + o(∆t), (4.13)

où W
j
N ,3(X; t) = γIj(t).

Probabilité de transition entre les régions

La probabilité qu’un individu susceptible passe de la région j vers la région i est

P
j
4 =W j

N ,4(X; t)∆t + o(∆t), (4.14)

où W
j
N ,4(X; t) = Υ S

ji Sj(t).

La probabilité qu’un individu infecté passe de la région j vers la région i est

P
j
5 =W j

N ,5(X; t)∆t + o(∆t), (4.15)

où W
j
N ,5(X; t) = Υ E

ji Ej(t).

La probabilité qu’un individu infectieux passe de la région j vers la région i est

P
j
6 =W j

N ,6(X; t)∆t + o(∆t), (4.16)

où W
j
N ,6(X; t) = Υ I

jiIj(t).

La probabilité que notre système soit à l’état X =
(
S1, . . . ,SK ,E1, . . . ,EK , I1, . . . , IK

)
à l’instant t +∆t
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est donnée par l’équation

P
(
X; t +∆t

)
=

K∑
j=1

αj(t)

(
Sj(t) + 1

)
Ij(t)

Nj
∆t + o(∆t)P

({
Sj +1,Ej − 1, Ij

}
; t
)

+
K∑
j=1

β
(
Ej(t) + 1

)
∆t + o(∆t)P

({
Sj ,Ej +1, Ij − 1

}
; t
)

+
K∑
j=1

γ
(
Ij(t) + 1

)
∆t + o(∆t)P

({
Sj ,Ej , Ij +1

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ S
ji

(
Sj(t) + 1

)
∆t + o(∆t)P

({
Sj +1,Si − 1,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ E
ji

(
Ej(t) + 1

)
∆t + o(∆t)P

({
Sj ,Ej +1,Ei − 1, Ij

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ I
ji

(
Ij(t) + 1

)
∆t + o(∆t)P

({
Sj ,Ej , Ij +1, Ii − 1

}
; t
)

+

1− ( K∑
j=1

αj(t)
Sj(t)Ij(t)

Nj
+

K∑
j=1

βEj(t) +
K∑
j=1

γIj(t) +
K∑
ji

Υ S
ji Sj(t) +

K∑
ji

Υ E
ji

+Ej(t) +
K∑
ji

Υ I
jiIj(t)

)
∆t + o(∆t)

P ({Sj ,Ej , Ij}; t).

(4.17)

Ainsi,

∂P (X; t)
∂t

=
K∑
j=1

αj(t)

(
Sj(t) + 1

)
Ij(t)

Nj
P
({
Sj +1,Ej − 1, Ij

}
; t
)
−

K∑
j=1

αj(t)
Sj(t)Ij(t)

Nj
P
({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
j=1

β
(
Ej(t) + 1

)
P
({
Sj ,Ej +1, Ij − 1

}
; t
)
−

K∑
j=1

βEj(t)P
({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
j=1

γ
(
Ij(t) + 1

)
P
({
Sj ,Ej , Ij +1

}
; t
)
−

K∑
j=1

γIj(t)P
({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ S
ji

(
Sj(t) + 1

)
P
({
Sj +1,Si − 1

}
; t
)
−

K∑
ji

Υ S
ji Sj(t)P

({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ E
ji

(
Ej(t) + 1

)
P
({
Ej +1,Ei − 1

}
; t
)
−

K∑
ji

Υ E
ji Ej(t)P

({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)

+
K∑
ji

Υ I
ji

(
Ij(t) + 1

)
P
({
Ij +1, Ii − 1

}
; t
)
−

K∑
ji

Υ I
jiIj(t)P

({
Sj ,Ej , Ij

}
; t
)
.

(4.18)
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Si on remplace les taux de transition W
j
N ,i

(
X; t

)
i=1,...,6

dans l’équation (4.18) on obtient

∂P (X; t)
∂t

=
k∑
j=1

W j
N ,1

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,1

(
X; t

)
P
(
X; t

)
+W j

N ,2

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,2

(
X; t

)
P
(
X; t

)
+W j

N ,3

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,3

(
X; t

)
P
(
X; t

)
+W j

N ,4

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,4

(
X; t

)
P
(
X; t

)
+W j

N ,5

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,5

(
X; t

)
P
(
X; t

)
+W j

N ,6

(
X ′; t

)
P
(
X ′; t

)
−W j

N ,6

(
X; t

)
P
(
X; t

).

(4.19)

Comme déjà mentionné dans le Chapitre 3.1, l’approximation du processus de saut X par un processus

de di�usion nécessite l’approximation de l’équation maitresse (4.19) par l’équation de Fokker-Planck. i.e.,

les termes de di�érence dans l’équation (4.19) doivent être remplacés par des dérivées par rapport aux

éléments de X .

4.2.2 Approximation par processus de di�usion

L’approximation par processus de di�usion du modèle SEIR spatial est obtenue en suivant le même

raisonnement du modèle SEIR unidimensionnel (Chapitre 3.1). Soit la variable intensive x tel que,

x =MX =
(
N−11 S1, . . . ,N

−1
K SK ,N

−1
1 E1, . . . ,N

−1
K EK ,N

−1
1 I1, . . . ,N

−1
K IK

)
=

(
s1, . . . , sK , e1, . . . , eK , i1, . . . , iK

)
,

avec le nouveau espace d’état, C
(K) =MS

(K) = {MX |X ∈ S(K)}, où

C
(K) :=

{(
s1(t), . . . , sK (t), e1(t), . . . , eK (t), i1(t), . . . , iK (t)

)′
∈ [0,N ]3K∩MN

3K
0 | sj+ej+ij ≤ 1, ∀ j = 1, . . . ,K

}
,

(4.20)

et avec, M =
(
mij

)
1≤i,j≤2K

une matrice de dimension

(
3K × 3K

)

M =



N−11
. . . 0

N−1K
. . .

. . .

N−11

0
. . .

N−1K



,

tel que

(
mij

)
= 0 pour i , j .

Les nouveaux taux de transition sont donnés dans la Table 4.1
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Taux de transition

w
j
N ,1(x; t) =Njαj(t)sj(t)ij(t) =W

j
N ,1(MX; t)

w
j
N ,2(x; t) =Njβej(t) =W

j
N ,2(MX; t)

w
j
N ,3(x; t) =Njγij(t) =W

j
N ,3(MX; t)

w
j
N ,4(x; t) =NjΥ

S
ji sj(t) =W

j
N ,4(MX; t)

w
j
N ,5(x; t) =NjΥ

E
ji ej(t) =W

j
N ,5(MX; t)

w
j
N ,6(x; t) =NjΥ

I
jiij(t) =W

j
N ,6(MX; t)

Table 4.1 – Taux de transition du nouveau processus

A�n de simpli�er notre modèle, dans ce qui suit on considère. Υ S = Υ E = Υ I = Υ N = Υ

On note PN (x; t) = P (M−1x; t), la probabilité que le processus soit à l’état

x =
(
s1, . . . , sK , e1, . . . , eK , i1, . . . , iK

)
à l’instant t. En remplaçant les nouveaux taux de transition donnés par

la table 4.1 ci-dessus dans l’équation (4.19) on obtient,

∂PN (x; t)
∂t

=
k∑
j=1

 wjN ,1(x′; t)PN (
x′; t

)
−wjN ,1

(
x; t

)
PN

(
x; t

)
+wjN ,2

(
x′; t

)
PN

(
x′; t

)
−wjN ,2

(
x; t

)
PN

(
x; t

)
+wjN ,3

(
x′; t

)
PN

(
x′; t

)
−wjN ,3

(
x; t

)
PN

(
x; t

)
+wjN ,4

(
x′; t

)
PN

(
x′; t

)
−wjN ,4

(
x; t

)
PN

(
x; t

)
+wjN ,5

(
x′; t

)
PN

(
x′; t

)
−wjN ,5

(
x; t

)
PN

(
x; t

)
+wjN ,6

(
x′; t

)
PN

(
x′; t

)
−wjN ,6

(
x; t

)
PN

(
x; t

).

(4.21)

Étant donné que le remplacement des termes de di�érence dans l’équation (4.21) par des dérivées par

rapport aux éléments de x ne peut pas être obtenu directement car les termes dans la somme de l’équation

(4.21) ne sont pas de la forme de quotient di�érentiel

(
f (x−h)−f (x)

h

)
.

En suivant les mêmes étapes que celles du modèle SEIR unidimensionnel (voir Annexe A) et en remplaçant

PN (x; t) par sa limite P (x; t) (en supposant que P existe), on obtient
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∂P (x; t)
∂t

=
k∑
j=1

 ∂
∂sj(t)

(
αj(t)sj(t)ij(t)−

∑
i

Υijsi(t) +
∑
i

Υjisj(t)
)

+
∂

∂ej(t)

(
−αj(t)sj(t)ij(t) + βej(t)−

∑
i

Υijei(t) +
∑
i

Υjiej(t)
)

+
∂

∂ij(t)

(
− βej(t) +γij(t)−

∑
i

Υij ii(t) +
∑
i

Υjiij(t)
)

+
1

2Nj

∂2

∂s2j (t)

(
αj(t)sj(t)ij(t) +

∑
i

Υijsi(t) +
∑
i

Υjisj(t)
)

+
1

2Nj

∂2

∂e2j (t)

(
αj(t)sj(t)ij(t) + βej(t) +

∑
i

Υijei(t) +
∑
i

Υjiej(t)
)

+
1

2Nj

∂2

∂i2j

(
γij(t) + βej(t)(t) +

∑
i

Υij ii(t) +
∑
i

Υjiij(t)
)

+
1
Nj

∂2

∂sj∂ej

(
−αj(t)sj(t)ij(t) +

√∑
i

Υ 2
jiejsj +

√∑
i

Υ 2
ijeisi

)
+

1
Nj

∂2

∂sj∂ij

(√∑
i

Υ 2
ji ijsj +

√∑
i

Υ 2
ij iisi

)

+
1
Nj

∂2

∂ej∂ij

(
− βej(t) +

√∑
i

Υ 2
ji ijej +

√∑
i

Υ 2
ij iiei

).

(4.22)

L’équation (4.22) peut être réécrite sous la forme

∂
∂t
P (x; t) = − ∂

∂x

(
Λ(xt ,θt)P (x; t)

)
+
1
2
∂2

∂x2

(
Σ(xt ,θt)P (x; t)

)
, (4.23)

où Λ(Yt ,θt) et Σ(Yt ,θt) représentent le drift et la matrice de di�usion respectivement et θt = (αj(t),β,γ)

est le vecteur des paramètres, tel que

Λ(xt ,θt) =


−αj(t)sj(t)ij(t) +

∑
i Υijsi(t)−

∑
i Υjisj(t)

αj(t)sj(t)ij(t)− βej(t) +
∑
i Υijei(t)−

∑
i Υjiej(t)

βej(t)−γij(t) +
∑
i Υij ii(t)−

∑
i Υjiij(t)

 ,

Σ(xt ,θt) =
1
Nj


A B C

B D E

C E F

 ,
A = αj(t)sj(t)ij(t) +

∑
i Υijsi(t) +

∑
i Υjisj(t) ,

B =
√∑

i Υ
2
ji ijsj +

√∑
i Υ

2
ij iisi ,

C = −αj(t)sj(t)ij(t) +
√∑

i Υ
2
jiejsj +

√∑
i Υ

2
ijeisi ,

D = αj(t)sj(t)ij(t) + βej(t) +
∑
i Υijei(t) +

∑
i Υjiej(t)γij(t) + β ,

F = ej(t)(t) +
∑
i Υij ii(t) +

∑
i Υjiij(t) ,

E = −βej(t) +
√∑

i Υ
2
ji ijej +

√∑
i Υ

2
ij iiei .
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L’équation (4.23) est une équation de Fokker-Planck qui représente une approximation continue de l’équa-

tion maitresse (4.19). Cette équation correspond à un processus de Markov avec espace d’état continu qui

est une solution de l’équation di�érentielle multivariée d’Itô suivante :

dxt =Λ(xt ,θt)dt +L(xt ,θt)dWt , (4.24)

où L est obtenue par une décomposition de Cholesky tel que

L(Xt ,θt) =


(αj (t)sj (t)ij (t)

Nj

) 1
2 0 0

(∑
i Υjisj (t)
Nj

) 1
2 −

(∑
i Υijsi (t)
Nj

) 1
2

−
(αj (t)sj (t)ij (t)

Nj

) 1
2 0

(βej (t)
Nj

) 1
2

(∑
i Υjiej (t)
Nj

) 1
2 −

(∑
i Υijei (t)
Nj

) 1
2

0
(γij (t)
Nj

) 1
2 −

(βej (t)
Nj

) 1
2

(∑
i Υji ij (t)
Nj

) 1
2 −

(∑
i Υij ii (t)
Nj

) 1
2

 .
Ainsi, la dynamique de l’infection peut être décrite à travers les équations suivantes :

dsj(t)

dt
=−αj(t)sj(t)ij(t) +

∑
i

Υijsi(t)−
∑
i

Υjisj(t) +

√
αj(t)sj(t)ij(t)

Nj
W

j
1(t)−

√∑
j Υijsi(t)

Nj
W

j
4(t)

+

√∑
j Υjisj(t)

Nj
W

j
5(t),

dej(t)

dt
=αj(t)sj(t)ij(t)− βej(t) +

∑
i

Υijei(t)−
∑
i

Υjiej(t)−

√
αj(t)sj(t)ij(t)

Nj
W

j
1(t) +

√
βej(t)

Nj
W

j
3(t)

−

√∑
i Υijei
Nj

W
j
4(t) +

√∑
i Υjiej(t)

Nj
W

j
5(t), (4.25)

dij(t)

dt
=βej(t)−γij(t) +

∑
i

Υij ii(t)−
∑
i

Υjiij(t)−

√
βej(t)

Nj
W

j
3(t) +

√
γij(t)

Nj
W

j
2(t)

+

√∑
i Υij ii
Nj

W
j
4(t)−

√∑
i Υjiij
Nj

W
j
5(t).

Avec W
j
l (t) =

(
W 1
l (t), ...,W

K
l (t)

)
l=1,...,5

sont des vecteurs de K mouvements browniens indépendants qui

tiennent compte des �uctuations de la transmission, de la période d’incubation, de la rémission, et du tra�c

entrant et sortant, respectivement.

4.3 Simulation

En se basant sur le modèle (4.25) ci-dessus, deux scénarios de simulation ont été réalisés dans une

population répartis sur trois régions. Dans le premier scénario, on suppose que les mesures de contrôle

(port du bavette et con�nement) ne sont pas prises en compte. Dans le deuxième scénario, on considère

que les mesures de contrôle sont introduites dans la première région au bout de la 15
ème

semaine et dans

la deuxième région au bout de la 45
ème

semaine. En ce qui concerne la troisième région, les mesures se

di�èrent aux autres régions. Au lieu du port du masque et le con�nement, à partir de la 60
ème

semaine on

suppose que le nombre d’individus passant vers et à partir de la troisième région est réduit à 50%. On note
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aussi qu’on a supposé dans les deux scénarios que la durée de simulation est de 150 semaines, la période

de latence est de 7 jours et la période d’infectiosité est de 5 jours. Pour chaque région le taux d’infection

est considéré comme une fonction de temps (voir équation (4.11), page 74). La taille de la population de

chaque région est supposée �xe,N1 = 70000,N2 = 100000 etN3 = 50000 pour la première, la deuxième

et la troisième région respectivement.

Algorithme 6: Algorithme de simulation

Etape 1 : Pour j = 1, ...,K , calculer

µj = αj(tm)sj(tm)ij(tm), νj = βej(tm), ωj = δij(tm),

ηj =
K∑
i=1

Υjisj(tm), ξj =
K∑
i=1

Υijsi(tm), ρj =
K∑
i=1

Υjiej(tm),

Υj =
K∑
i=1

γijei(tm), ψj =
K∑
i=1

Υjiij(tm), Λj =
K∑
i=1

Υij ii(tm),

xj =mj(
√
ηj +

√
ρj +

√
ψj ), yj =mj(

√
ξj +

√
τj +

√
Λj ),

où mj =N
−1/2
j .

Etape 2 : Poser

P4 = diag(x
2
1, ...,x

2
K−1) + x

2
K 1K−1 1

′

n−1 et P5 = diag(y
2
1 , ..., y

2
K−1) + y

2
K 1K−1 1

′

K−1.

Etape 3 : Générer

π(k) = (π(m)
1 , ...,π

(m)
K ), m = 4,5,

avec (π(m)
1 , ...,π

(m)
K−1) ∼N (0, Pm) et π

(m)
K = 0.

Etape 4 : Calculer

U = (u1, ...,uK )
′
=Mπ(4)

et V = (v1, ...,vK )
′
=Mπ(5),

avec M = IK −K−11K1
′

K .

Etape 5 : Générer

W1,W2,W3 ∼N (0, IK ) et calculer W
j
4 =

uj
xj

et W
j
5 =

vj
yj
.
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Algorithme 7: Suite de l’algorithme de simulation

Etape 6 : Pour j = 1, . . . ,K , calculer

as(j) = −µj − ηj + ξj , ae(j) = µj − νj − ρj + τj , ai(j) = νj −ωj −ψj +Λj , ar(j) = ωj ,

bs1(j) =mj
√
µj , be1(j) = −mj

√
µj , bs2(j) = 0, be2(j) = 0,

bs3(j) = 0, be3(j) =mj
√
νj , bs4(j) =mj

√
ηj , be4(j) =mj

√
ρj ,

bs5(j) = −mj
√
ξj , be5(j) = −mj

√
τj , bj1(j) = 0, bj2(j) =mj

√
ωi ,

bj3(j) = −mj
√
νj , bj4(j) =mj

√
ψj , bj5(j) = −mj

√
Λj

Etape 7 : approximer sj(tm+1), ej(tm+1), ij(tm+1) et rj(tm+1) par la formule de Euler-Maruyama

pour j = 1, ...,K

sj(tm) = sj(tm−1) + as(tm−1, sj(tm−1))∆+Σ5
q=1bsq(tm−1, sj(tm−1))∆ζ

(i)
q (m)

√
∆,

ej(tm) = ej(tm−1) + ae(tm−1, ej(tm−1))∆+Σ5
q=1beq(tm−1, ej(tm−1))∆ζ

(i)
q (m)

√
∆,

ij(tm) = ij(tm−1) + ai(tm−1, ij(tm−1))∆+Σ5
q=1biq(tm−1, ij(tm−1))∆ζ

(i)
q (m)

√
∆.

4.3.1 Illustration graphique

Par l’exécution de l’algorithme 6 et 7 on obtient les graphes ci-dessous. Ces graphes montrent l’évo-

lution du nombre de cas infectieux dans les trois régions.
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Figure 4.3 – Évolution du nombre de cas infectieux dans trois régions de tailles N1 = 70000,

N2 = 100000 et N3 = 50000 respectivement sans prendre en considération les mesures de

contrôle.
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Figure 4.4 – Évolution du nombre de cas infectieux dans trois régions de tailles N1 = 70000,

N2 = 100000 et N3 = 50000 respectivement avec intégration des mesures de contrôle.

En analysant les graphes, on remarque que sur les 3 régions les mesures de contrôle ont donné des

résultats remarquables notamment par rapport au nombre d’individu infectés. En ce qui concerne la pre-

mière région, les mesures de contrôle ont permis de diminuer le nombre total d’individus infectés de 28%

par rapport au premier scénario. Pour la deuxième région, le nombre d’individus infectés a été diminué de

26%. Finalement, pour la troisième région, on a constaté aussi une baisse de 20% des cas infectés. En terme

de la durée moyenne de l’épidémie, une réduction a été enregistrée sur les régions 1 et 2. En revanche, sur

la troisième région on remarque un prolongement dans la durée moyenne de l’épidémie due au type de

contrôle ainsi qu’au retard de la prise de décision pour réduire les déplacements des individus.
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Conclusion générale et perspectives

L’objectif de cette thèse est d’apporter une modeste contribution à la fois à la modélisation

mathématique des maladies infectieuses et à l’estimation des paramètres régissant l’évolution

d’une épidémie.

Dans un premier temps nous avons rappelé quelques notions mathématiques de base permet-

tant de comprendre l’essentiel de cette thèse. Ensuite, dans le deuxième chapitre nous avons in-

troduit les concepts nécessaires à la modélisation mathématique des maladies infectieuses. Aussi,

on a introduit les deux classes des modèles utilisés dans la modélisation, à savoir les modèles com-

partimentaux et les modèles non compartimentaux. Après, par le troisième chapitre, nous avons

exposé la première partie de notre contribution, (Beldjoudi et al., 2020), qui consiste en l’approxi-

mation du processus épidémique de saut par un processus de di�usion. L’approximation obtenue

permet de se rapprocher de la vraie dynamique de l’épidémie. Le quatrième chapitre a été dédié

à la deuxième partie de notre contribution liée à l’estimation des paramètres.

Cette estimation a été obtenue dans un contexte de données à basse fréquence. i.e, dans le

cas où le praticien ne dispose pas de données su�santes pour tirer des informations pertinentes

sur les paramètres du modèle. A�n de remédier à cette contrainte, nous avons procédé par une

augmentation des données. Cette approche repose principalement sur le principe de rajouter des

observations supplémentaires (données latentes) entre chaque paire de données observées. Par

conséquent, nous nous sommes retrouvés dans l’obligation d’estimer les données augmentées et

les paramètres du modèle. A cet e�et, nous avons mis en place un algorithme MCMC permettant

d’estimer les données latentes et les paramètres du modèle dans deux étapes faisant appel à

l’échantillonneur de Gibbs. La première étape consiste à simuler la trajectoire de l’épidémie par

l’algorithme de Metropolis-Hastings.

Dans l’intention d’optimiser notre algorithme en termes de temps de calcul, au lieu de simuler

l’ensemble des données latentes dans chaque itération nous avons seulement simulé un bloc de

données latentes dans chaque itération choisi d’une façon aléatoire. La deuxième étape concerne

l’estimation des paramètres du modèle, cette estimation est e�ectuée dans un cadre bayésien.

les distributions a posteriori des paramètres ont été obtenues en utilisant une loi gamma comme

loi a priori pour les paramètres. Les résultats d’estimation ont été validés par simulation. Finale-

ment, dans le dernier chapitre, nous avons adopté notre modèle SEIR a�n d’intégrer l’aspect de

la mobilité et de la migration des individus entre les régions. Le travail réalisé dans ce chapitre

fera l’objet d’une prochaine publication.
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Conclusion

Bien que les résultats aient été obtenus dans cette thèse, d’autres zones inexploitées et quelques

problèmes non résolus peuvent faire l’objet des perspectives envisageables en prolongement di-

rect de cette thèse.

Nous désirons nous intéresser à la modélisation et à l’estimation des paramètres dans le cas

des données partiellement observées i.e., dans le cas où on observe seulement le nombre d’indivi-

dus infectés. le challenge dans un cas pareil consiste à estimer le nombre d’individus susceptibles,

exposés et retirés, ainsi, à tirer des conclusions sur les paramètres du modèle.

Nous avons également d’autres perspectives qui consistent à poursuivre les travaux présentés

au chapitre 4. Nous voulons modéliser la propagation spatiale d’une épidémie en supposant que

la matrice de connectivité des individus susceptibles est di�érente à celle des individus infectés

et individus infectieux i,e., Υ S
ji , Υ

E
ji , Υ

I
ji . Aussi, Nous voulons faire une estimation bayésienne

sur les paramètres du SEIR spatial.

Un autre point de recherche qui nous intéresse particulièrement, mais que nous n’avons pas

du tout abordé pour le moment, est la prévision de l’évolution de l’épidémie. En e�et, la prévision

nous permet de savoir à quel moment le pic de l’épidémie aura-t-il lieu, le nombre d’individus

qui vont être touchés a�n qu’on soit bien préparé. Aussi, la prévision nous permet de prendre

des décisions guidées par rapport au nombre de vaccins à assurer a�n de limiter les dégâts.
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Annexe A

Preuve de l’équation de Fokker-Planck

L’équation de Fokker-Planck Eq. (3.6) est obtenue comme suit :

∂
∂t
P (s, e, j; t) =

1
2

(
f (s+ ε,e, i)P (s+ ε,e, i; t)− f (s, e, i)P (s, e, i; t)

)
+

1
2

(
f (s, e, i)P (s, e, i; t)− f (s − ε,e, i)P (s − ε,e, i; t)

)
− 1

2

(
f (s, e+ ε, i)P (s, e+ ε, i; t)− g(s, e+ ε, i)P (s, e+ ε, i; t)

− f (s, e, i)P (s, e, i; t) + g(s, e, i)P (s, e, i; t)
)

− 1
2

(
f (s, e, i)P (s, e, i; t)− g(s, e, i)P (s, e, i; t)− f (s, e − ε, i)P (s, e − ε, i; t)

+ g(s, e − ε, i)P (s, e − ε, i; t)
)

− 1
2

(
g(s, e, i + ε)P (s, e, i + ε; t)− h(s, e, i + ε)P (s, e, i + ε; t)

− g(s, e, i)P (s, e, i; t) + h(s, e, i)P (s, e, i; t)
)

− 1
2

(
g(s, e, i)P (s, e, i; t)− h(s, e, i)P (s, e, i; t)− g(s, e, i − ε)P (s, e, i − ε; t)

+ h(s, e, i − ε)P (s, e, i − ε; t)
)

+
1
2

(
f (s+ ε,e, i)P (s+ ε,e, i; t)− 2f (s, e, i)P (s, e, i; t)

+ f (s − ε,e, i)P (s − ε,e, i; t)
)

+
1
2

(
f (s, e+ ε, i)P (s, e+ ε, i; t) + g(s, e+ ε, i)P (s, e+ ε, i; t)

− 2f (s, e, i)P (s, e, i; t)− 2g(s, e, i)P (s, e, i; t) + f (s, e − ε, i)P (s, e − ε, i; t)

+ g(s, e − ε, i)P (s, e − ε, i; t)
)
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+
1
2

(
g(s, e, i + ε)P (s, e, i + ε; t) + h(s, e, i + ε)P (s, e, i + ε; t)

− 2g(s, e, i)P (s, e, i; t)− 2h(s, e, i)P (s, e, i; t) + g(s, e, i − ε)P (s, e, i − ε; t)

+ h(s, e, i − ε)P (s, e, i − ε; t)
)

−
(
f (s+ ε,e, i)P (s+ ε,e, i; t)− f (s+ ε,e − ε, i)P (s+ ε,e − ε, i)

− f (s, e, i)P (s, e, i; t) + f (s, e − ε, i)P (s, e − ε, i; t)
)

−
(
g(s, e+ ε, i)P (s, e+ ε, i; t)− g(s, e+ ε, i − ε)P (s, e+ ε, i − ε; t)

− g(s, e, i)P (s, e, i; t) + g(s, e, i − ε)P (s, e, i − ε; t)
)
. (A.1)

Avec un ε = 1
N → 0, la première ligne dans Eq. (A.1) devient

1
2

( 1
N f (s+ ε,e, i)P (s+ ε,e, i; t)−

1
N f (s, e, i)P (s, e, i; t)

ε

)
=

1
2

( 1
NNf (s+ ε)iP (s+ ε,e, i; t)−

1
NNαsif (s, e, i)P (s, e, i; t)

ε

)
=

1
2

(
α(s+ ε)iP (s+ ε,e, i; t)−αsif (s, e, i)P (s, e, i; t)

ε

)
→ 1

2
∂
∂s
αsiP (s, e, i; t). (A.2)

En procédant de la même manière avec les termes restants, on obtient

∂
∂t
P (s, e, i; t) =

∂
∂s
αsiP (s, e, i; t)− ∂

∂e
(αsi − βe)P (s, e, i; t)

− ∂
∂i

(βe −γi)P (s, e, i; t)

+
1
2
1
N
∂2

∂s2
αsiP (s, e, i; t)

+
1
2
1
N
∂2

∂e2
(αsi + βe)P (s, e, i; t)

+
1
2
1
N
∂2

∂i2
(βe+γi)P (s, e, i; t)

− 1
N

∂2

∂s∂e
αsiP (s, e, i; t)

− 1
N

∂2

∂e∂i
βeP (s, e, i; t). (A.3)

Avec Y = (s, e, i)
′
, cela peut être réécrit comme

∂
∂t
P (Y ; t) = − ∂

∂Y

(
Λ(Yt,θ)P (Y ; t)

)
+
1
2
∂2

∂Y 2

(
Σ(Yt,θ)P (Y ; t)

)
, (A.4)
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Annexe A. Preuve de l’équation de Fokker-Planck

où

Λ(Yt,θ) =


−αstit

αstit − βet
βet −γit

 , Σ(Yt,θ) =
1
N


αstit −αstit 0

−αstit αstit + βet −βet
0 −βet βet +γit

 .
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Annexe B

Existence et unicité des solutions

Comme dans la preuve dans Fuchs (2013), x = (sx, ix, rx), et y = (sy , iy , ry), avec x,y ∈ (ε,1)3, et

‖M‖2 = tr(M ′M) désigne la norme euclidienne. L’inégalité Eq. (3.14) est véri�ée si et seulement

si, pour C1 > 0 et C2 > 0 les inégalités sont véri�ées, et C = C
1
2
1 +C

1
2
2 .

‖A(x, t)−A(y, t)‖2 ≤ C1‖x − y‖2, (B.1)

et

‖σ (x, t)− σ (y, t)‖2 ≤ C2‖x − y‖2, (B.2)

A(x, t) =


−αsxix
βex −γix
γix

 , σ (x, t) =
1

N
1
2


(αsxix)

1
2 0 0

0 −(βex)
1
2 (γix)

1
2

0 0 −(γix)
1
2

 .
Commençons par l’inégalité Eq. (B.1)

‖A(x, t)−A(y, t)‖2 ≤ C1‖x − y‖2.

α2(sxix − syiy)2︸            ︷︷            ︸
1

+
(
β(ex − ey)−γ(ix − iy)

)2︸                        ︷︷                        ︸
2

+γ2(ix − iy)2︸       ︷︷       ︸
3

≤ C1

(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
.

(B.3)

Le premier terme sans le facteur α est

(sxix − syiy)2 =
(
(sx − sy)iy + (ix − iy)sx

)2
= (sx − sy)2i2y +2iysx(sx − sy)(ix − iy) + (ix − iy)2s2x
≤ (sx − sy)2 + (ix − iy)2 +2iysx(sx − sy)(ix − iy). (B.4)
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Annexe B. Existence et unicité des solutions

Si (sx − sy)(ix − iy) > 0, alors

(sxix − syiy)2 ≤ (sx − sy)2 + (ix − iy)2 +max
(
(sx − sy)2, (ix − iy)2

)
≤ 3

(
(sx − sy)2 + (ix − iy)2

)
≤ 3

(
(sx − sy)2 + (ix − iy)2 + (ex − ey)2

)
. (B.5)

α2(sxix − syiy)2 ≤ C1,1

(
(sx − sy)2 + (ix − iy)2 + (ex − ey)2

)
, (B.6)

où C1,1 = 3α2
.

Si (sx − sy)(ix − iy) < 0, donc

α2(sxix − syiy)2 ≤ α2
(
(sx − sy)2 + (ix − iy)2 + (ex − ey)2

)
. (B.7)

Le deuxième terme à gauche de Eq. (B.3) est(
β(ex − ey)−γ(ix − iy)

)2
= β2(ex − ey)2 +γ2(ix − iy)2 − 2βγ(ex − ey)(ix − iy).

(B.8)

Si (ex − ey)(ix − iy) ≤ 0 et max
(
(ex − ey)2, (ix − iy)2

)
= (ex − ey)2 alors

(
β(ex − ey)−γ(ix − iy)

)2
≤max

(
(β2 +2βγ),γ2,1

)(
(ex − ey)2 + (ix − iy)2 + (sx − sy)2

)
. (B.9)

Si max
(
(ex − ey)2, (ix − iy)2

)
= (ix − iy)2 alors

(
β(ex − ey)−γ(ix − iy)

)2
≤max

(
β2, (γ2 +2βγ),1

)(
(ex − ey)2 + (ix − iy)2 + (sx − sy)2

)
, (B.10)

où C1,2 =max
(
(β2 +2βγ),γ2,1

)
, ou C1,2 =max

(
β2, (γ2 +2βγ),1

)
Le dernier terme (côté gauche de l’équation Eq. (B.3))

γ2(ix − iy)2 ≤ C1,3

(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
, (B.11)

où C1,3 = γ2
, ce qui implique que Eq. (B.3) est véri�ée, et C1 = C1,1 +C1,2 +C1,3.

L’inégalité Eq. (B.2)

‖σ (x, t)− σ (y, t)‖2 ≤ C2‖x − y‖2.
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1
N

(
α
(
(sxix)

1/2 − (syiy)1/2
)2︸                       ︷︷                       ︸

1

+β
(
(ex)

1/2 − (ey)1/2
)2︸                  ︷︷                  ︸

2

+2γ
(
(ix)

1/2 − (iy)1/2
)2︸                   ︷︷                   ︸

3

)
≤ C2

(
(sx − sy)2

+ (ex − ey)2

+ (ix − iy)2
)
.

(B.12)

On montre que l’inégalité est véri�ée pour sx, sy , ex, eyix, iy > ε, tel que ε >0. Dans le cas où l’un

des termes sx, sy , ex, eyix, iy = 0, l’inégalité est trivialement véri�ée.

Pour le premier terme à gauche de l’equation Eq. (B.12)

α
N

(
(sxix)

1
2 − (syiy)

1
2
)2

=
α
N

( sxix − sy iy
(sxix)

1
2 + (syiy)

1
2

)2
≤ α

N

(sxix − syiy)2

ε2 + ε2 +2ε2
. (B.13)

À partir du premier terme de Eq. (B.3), on a

(sxix − syiy)2 ≤ 2
(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
, (B.14)

ce qui donne

α
N

(
(sxix)

1
2 − (syiy)

1
2
)2
≤ C2,1

(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
, (B.15)

où C2,1 =
α

4Nε2 .

Le deuxième terme de Eq. (B.12) est

β

N

(
(ex)

1
2 − (ey)

1
2

)2
=
β

N

( ex − ey
(ex)

1
2 + (ey)

1
2

)2
≤

β

N

(ex − ey)2

4ε
, (B.16)

β

N

(
(ex)

1
2 − (ey)

1
2

)2
≤ C2,2

(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
, (B.17)

tel que C2,2 =
β

4Nε .

Le dernier terme à gauche de Eq. (B.12)

2γ
N

(
(ix)

1
2 − (iy)

1
2

)2
=
2γ
N

( ix − iy
(ix)

1
2 + (iy)

1
2

)2
≤

2γ
N

(ix − iy)2

4ε
,

≤ C2,3

(
(sx − sy)2 + (ex − ey)2 + (ix − iy)2

)
,

(B.18)

où C2,3 =
γ

2Nεet C2 = C2,1 +C2,2 +C2,3 ce qui implique que les fonctions A et σ sont Lipschit-

ziennes.

99



Annexe C

Preuve de Eq. (3.21)

La preuve est basée sur l’idée que le produit des deux distributions gaussiennes nous donne

une distribution gaussienne non normalisée

NX(µ1,Σ1) ·NX(µ2,Σ2) = Z3 NX(µ3,Σ3), (C.1)

tel que Z3 est la constante donnée par

Z3 =
∣∣∣2π(Σ1 +Σ2)

∣∣∣− 1
2 exp

(
−1
2

(
(µ1 −µ2)t(Σ1 +Σ2)

−1(µ1 −µ2)
))
, (C.2)

et µ3 = Σ3

(
Σ−11 µ1 +Σ−12 µ2

)
, Σ3 =

(
Σ−11 +Σ−12

)−1
. Pour notre cas, nous montrons que

NYj+1(µ1,Σ1)NYj+1(µ2,Σ2) ∝NYj+1(µyj+1 ,Σyj+1), (C.3)

tel que µ1 = yj+2−µ(yj+1,θ)∆t, µ2 = yj+µ(yj ,θ)∆t, Σ1 = Σ(yj+1,θ)∆t, Σ2 = Σ(yj ,θ)∆t, µyj+1 =
1
2(Yj +Yj+2) et Σyj+1 =

1
2Σ(Yj ,θ)∆t. On a dans Eq. (3.21)

q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ π(Yj+2 | Yj+1;θ)π(Yj+1 | Yj ;θ),

∝ φ
(
Yj+2 | Yj+1 +µ(Yj+1,θ)∆t;Σ(Yj+1,θ)∆t

)
×

φ
(
Yj+1 | Yj +µ(Yj ,θ)∆t;Σ(Yj ,θ)∆t

)
, (C.4)
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Annexe C. Preuve de Eq. (3.21)

où φ(X | µ,Σ) désigne la densité de la loi normale de X avec une moyenne µ et une matrice de

variance-covariance Σ,

q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ exp

− 1
2

((
yj+2 − (yj+1 +µ(yj+1,θ)∆t)

)t(
Σ(yj+1,θ)∆t

)−1
+
(
yj+2 − (yj+1 +µ(yj+1,θ)∆t)

)),
∝ exp

− 1
2

((
yj+1 − (yj +µ(yj ,θ)∆t)

)t(
Σ(yj ,θ)∆t

)−1
(
yj+1 − (yj +µ(yj ,θ)∆t)

)),
∝ exp

− 1
2

((
yj+1 − (yj+2 −µ(yj+1,θ)∆t)

)t(
Σ(yj+1,θ)∆t

)−1
(
yj+1 − (yj+2 −µ(yj+1,θ)∆t)

)),
∝ exp

− 1
2

((
yj+1 − (yj +µ(yj ,θ)∆t)

)t(
Σ(yj ,θ)∆t

)−1
(
yj+1 − (yj +µ(yj ,θ)∆t)

)). (C.5)

Pour alléger les calculs, nous approximons µ(yj+1,θ) ≈ µ(yj ,θ) et Σ(yj+1,θ) ≈ Σ(yj ,θ) qui est

justi�ée par ∆t ∼ 0. Après avoir rangé les termes dans l’exponentielle, on obtient ;

q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ exp

− 1
2

(
2Σ−1(yj ,θ)

∆t

(
ytj+1yj+1 −

(µ1 +µ2)
2

yj+1
(µ1 +µ2)t

2

+
(µt1 +µ1)

2
+
(µt2 +µ2)

2

)). (C.6)

En gardant les termes comprenant yj+1, on arrive à

q(Yj+1 | Y\j+1;θ) ∝ exp

− 1
2

((
yj+1 −

µ1 +µ2
2

)t 2Σ−1(yj ,θ)
∆t

(
yj+1 −

µ1 +µ2
2

)),
∝ φ

(
Yj+1 |

1
2
(Yj+2 +Yj ),

1
2
Σ(yj ,θ)∆t

)
. (C.7)
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Annexe D

Densités a posteriori des paramètres

À partir de l’equation Eq. (3.17)

π(θ | Y ) ∝
n∏
j=1

p(Yj | θ)p(θ), (D.1)

où

p(Yj | θ) = |Σ−1j−1|
1
2 exp

(
−1
2

(
∆Yj −Aj−1∆t

)(
Σj−1∆t

)−1(
∆Yj −Aj−1∆t

))
, (D.2)

avec

A(Yj ,θ) =


−αsj ij
βej −γij
γij

 , Σ(Yj ,θ) =
1
N


αsj ij 0 0

0 βej +γij −γij
0 −γij γij

 .
En développant le terme dans l’exponentielle dans Eq. (D.2), on obtient

(∆Yj −Aj−1∆t)(Σj−1∆t)−1(∆Yj −Aj−1∆t) =
NK2

j

αsj−1ij−1∆t
+
M2
j N +VjNMj

βUj−1∆t

+
VjMjN

βUj−1∆t
+

NV 2
j

γij−1∆t
+

NV 2
j

βUj−1∆t
, (D.3)

avec

Uj−1 =
(
k
N

+
a
N

+
b
N
− sj−1 − ij−1 − rj−1

)
, (D.4)

Kj =
(
sj − sj−1 +αsj−1ij−1∆t

)
, (D.5)

Mj =
(
ij − ij−1 − βUj−1∆t +γij−1∆t

)
, (D.6)

Vj =
(
rj − rj−1 −γij−1∆t

)
. (D.7)
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L’equation Eq. (D.2) conduit à

p(Yj | θ) = |Σ−1j−1|
1
2 exp

−12
( NK2

j

αsj−1ij−1∆t
+
M2
j N +VjNMj

βUj−1∆t
+
VjMjN

βUj−1∆t

+
NV 2

j

γij−1∆t
+

NV 2
j

βUj−1∆t

) ,
= |Σ−1j−1|

1
2 exp

−12
( NK2

j

αsj−1ij−1∆t

)exp
−12

(M2
j N +VjNMj

βUj−1∆t

+
VjMjN

βUj−1∆t
+

NV 2
j

γij−1∆t
+

NV 2
j

βUj−1∆t

) ,
= p(Yj | α)p(Yj | β,γ). (D.8)

À partir de Σj−1 on a

p(Yj | α) =
(
N
αsj ij

) 1
2

exp

−12
( NK2

j

αsj−1ij−1∆t

) . (D.9)

Siα a une distribution gamma comme loi a priori p(α) = αλα−1 exp(−ναα), la densité a posteriori

est alors donnée par

π(α | Y ) ∝
n∏
j=1

p(Yj | α)p(α)

∝ α−
n
2 exp

−12
n∑
j

 NK2
j

αsj−1ij−1∆t


αλα−1 exp(−ναα)

∝ α(λα− n2 )−1 exp

−12
n∑
j

 NK2
j

αsj−1ij−1∆t

− ναα


∝ α(λα− n2 )−1 exp

−12
 n∑

j

N∆s2j
αsj−1ij−1∆t

+α
(
N

n∑
j

sj−1ij−1∆t +2να

)


∝ α(λα− n2 )−1 exp

−12
 1α

(
N
∆t

n∑
j

∆s2j
sj−1ij−1

)
+α

(
N∆t

n∑
j

sj−1ij−1 +2να

)


∝ αA1−1 exp
(
−1
2

( 1
α
A2 +αA3

))
,

π(α | Y ) ∼ GIG(A1,A2,A3). (D.10)

Pour les autres paramètres β et γ , et en tenant compte du fait que ces paramètres ont une distri-

bution gamma comme loi a priori, ainsi on : p(β) = βλβ−1 exp
(
−νββ

)
and p(γ) = γλγ−1 exp

(
−νγγ

)
,
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ce qui implique

p(Yj | β,γ) ∝ (βγ)−
1
2 exp

−12
(M2

j N +VjNMj

βUj−1∆t
+
VjMjN

βUj−1∆t
+

NV 2
j

γij−1∆t
+

NV 2
j

βUj−1∆t

) ,
∝ (βγ)−

1
2 exp

−12
(
1
β

(N (∆ij +∆rj)2

Uj−1∆t

)
+ β

(
NUj−1∆t

)
+
1
γ

(N∆r2j
∆tij−1

)
+γ

(
Nij−1∆t

)) ,
∝ (β)−

1
2 (γ)−

1
2 exp

−12
(
1
β

(N (∆ij +∆rj)2

Uj−1∆t

)
+ β

(
NUj−1∆t

))
×exp

−12
(
1
γ

(N∆r2j
∆tij−1

)
+γ

(
Nij−1∆t

)) ,
∝ p(Yj | β)p(Yj | γ), (D.11)

qui permet de séparer les paramètres comme suit

p(Yj | β) ∝ (β)−
1
2 exp

−12
(
1
β

(N (∆ij +∆rj)2

Uj−1∆t

)
+ β

(
NUj−1∆t

)) , (D.12)

p(Yj | γ) ∝ (γ)−
1
2 exp

−12
(
1
γ

(N∆r2j
∆tij−1

)
+γ

(
Nij−1∆t

)) . (D.13)

Alors

π(β | Y ) ∝
n∏
j=1

p(Yj | β)p(β),

∝ (β)−
n
2 exp

−12
 Nβ∆t

( n∑
j

(∆ij +∆rj )2

Uj−1

)
+ βN∆t

n∑
j

Uj−1




βλβ−1 exp
(
−νββ

)
,

∝ β(λβ−
n
2 )−1 exp

−12
 Nβ∆t

( n∑
j

(∆ij +∆rj )2

Uj−1

)
+ β

(
N∆t

n∑
j

Uj−1 +2νβ

)
 ,

∝ β(λβ−
n
2 )−1 exp

−12
1β

(
N
∆t

n∑
j

(∆ij +∆rj )2

Uj−1

)
+ β

(
N∆t

n∑
j

Uj−1 +2νβ

)
 ,

∝ βB1−1 exp

− 1
2

(
1
β
B2 + βB3

). (D.14)
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et

π(γ | Y ) ∝ p(Y | γ)p(γ),

∝ γ−
n
2 exp

−12
 N
γ∆t

( n∑
j

∆r2j
ij−1

)
+γN∆t

( n∑
j

ij−1

)
×γλγ−1 exp(

−γνγ
)
,

∝ γ (λγ− n2 )−1 exp

−12
 1γ

(
N
∆t

n∑
j

∆r2j
ij−1

)
+γ

(
N∆t

n∑
j

ij−1 +2νγ

)
 ,

∝ γC1−1 exp

− 1
2

(
1
γ
C2 +γC3

). (D.15)

Donc on obtient, π(β | Y ) ∼GIG(B1,B2,B3) et π(γ | Y ) ∼GIG(C1,C2,C3).
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Annexe E

Algorithme 7.2

La sélection de l’intervalle [τ1, τ2] à l’intérieur duquel les données augmentées doivent être

actualisées est présentée comme suit. On suppose qu’on a S +1 données {Y0, . . . ,YS}, et on sou-

haite borner le nombre de points à actualiser dans chaque itération tel que, 2 6 τ2−τ1 6 R 6 S−1.

Algorithme 8: Sélection de l’intervalle à actualiser

1. Générer a∗ ∼U
(
{1−R, . . . ,S − 2}

)
,

2. Générer b∗ ∼U
(
{a∗, . . . ,min{a∗ +R+1,S +R− 1}},

3. Mettre τ1 =max{a∗,0} et τ2 =min{b∗,S},

4. Si τ2 − τ1 < 2, répéter les étapes ci-dessus.
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Résumé : Les modèles mathématiques en épidémiologie jouent un rôle crucial dans le

développement des politiques de santé publique. En effet, les modèles mathématiques sont d’une

aide précieuse pour comprendre non seulement le phénomène de propagation des épidémies,

mais aussi comment peut-on éradiquer une épidémie ou pourquoi les épidémies de certaines

maladies sont difficiles à éradiquer. C’est dans ce cadre que s’inscrit le travail de cette thèse

dont l’objectif est de modéliser une épidémie par un modèle épidémiologique compartimen-

tal SEIR (Susceptibles, Exposés, Infectieux, Remis). Une approximation par un processus de

diffusion du modèle SEIR a été établie et une procédure d’estimation des paramètres par aug-

mentation de données en utilisant la méthode MCMC a été conçue. Des illustrations par des

applications sur des données artificielles ont été réalisées. Des discussions sur les résultats de

simulation confirment l’intérêt du modèle élaboré et la performance de la méthode d’estimation

adoptée.

Mots clés: Modèle épidémiologique compartimental ; SEIR ; processus de diffusion ; augmen-

tation de données ; MCMC.
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