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de taille moyenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Introduction générale

Le monde est écrit en langage mathématique (Galilie) et nous pouvons ajouter que tous

les problèmes de la vie courante, du plus simple au plus complexe se posent comme un

problème d’optimisation. Ces problèmes sont incontournables. A cause, entre autres, de

la concurrence qui n’a eu de cesse de se développer entre les différents acteurs du marché,

les chercheurs ne purent pas se contenter bien longtemps de solutions uniquement vouées

à satisfaire les contraintes. Pour ces raisons, le développement des modèles théoriques et

des techniques traitant des problèmes d’optimisation peuvent être partagé en deux classes

à savoir, la classe de problèmes convexes, et la classe de problèmes non convexes. Cette

classification a poussé Rokhafollar à dire ”the great watershed in optimization isn’t between

linearity or non linearity but between convexity and non convexity”[Bou07] , dont elle a

connu une accélération spectaculaire, particulièrement après la deuxième guerre mondiale.

Durant cette période, les ingénieurs se sont trouvés face à des problèmes à la taille et

à la complexité croissante, ce qui fut une motivation pour la recherche de méthodes de

résolution fiables et systématiques. La plupart d’entre elles reposent sur un socle solide

de résultats théoriques établissant les conditions pour leur convergence vers une solution

optimale recherchée.

Depuis une trentaine d’années, le domaine de l’optimisation multi-objectifs connâıt une

évolution substantielle. Cette évolution a impliqué un développement de plusieurs tech-

niques, ce qui est perçu comme une richesse incontestable de ce domaine. Les problème

de programmation mathématique à objectifs multiple, consiste à optimiser simultanément
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Introduction générale

plusieurs critères non comparables sur un ensemble de solutions réalisables non vide. le

concept de points efficaces noté EX joue un rôle important dans l’analyse et la résolution

de ces problèmes.

Généralement, les méthodes d’optimisation multicritère sont regroupées en deux caté-

gories selon la nature du problème multi objectifs :

1. l’analyse multicritère est utilisée lorsque l’ensemble fini de solutions possibles est

fourni explicitement ;

2. la programmation mathématique multicritère (ou optimisation multi-objectifs), s’im-

pose lorsque l’ensemble des solutions de cardinal souvent infini est défini implicite-

ment par la satisfaction de contraintes.

Dans certaines situations, les décideurs n’ont pas besoin de l’ensemble des solutions

efficaces d’un problème de programmation multi-objectifs mais uniquement de solutions

efficaces qui réalisent l’optimum d’un objectif différent des objectifs déjà fixés. Ceci nous

mène vers la recherche de la solution optimale d’un critère sur l’ensemble de solutions

efficaces du problème multi-objectifs.

Ce présent travail est réparti comme suit :

En partant de quelques généralités, nous allons décrire un rappel de définitions et quelques

notions importantes auxquelles nous ferons appel par la suite, ainsi que quelques proprié-

tés.

Le deuxième chapitre comprend un rappel théorique sur les différentes notions de l’op-

timisation linéaire multicritère. Ainsi la caractérisation de l’ensemble des points efficaces

d’un problème multi-objectifs linéaire, par un convexe inverse des contraintes dans l’es-

pace des critères, pour le cas continue (MOLP) et l’introduction de la dualité et de la

méthode ε−contrainte pour les programmes multi-objectives en nombre entier(MOIP),

ont été présentés.

Dans le troisième chapitre nous introduisons la résolution du problème d’optimisation

d’une fonction sur l’ensemble des solutions efficaces dans l’espace des critères par une

méthode de décomposition Branch and Bound, ainsi que sa convergence.

Le quatrième chapitre a pour objectif, la mise en oeuvre de la méthode de décompo-

sition Branch and Bound pour la résolution d’un problème d’optimisation d’une fonction

linéaire sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème linéaire bi-critères et com-

7



Introduction générale

prend les différents résultats obtenus et leurs interprétations. Nous terminerons par une

conclusion générale et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

Généralités

1.1 Rappel de quelques définitions

Nous allons ici rappeler brièvement les définitions de quelques notions importantes

auxquelles nous ferons appel par la suite, ainsi que quelques propriétés.

1.1.1 Ensembles et fonctions convexes

La notion de convexité joue un rôle très important dans la théorie classique de l’optimi-

sation. Elle est un outil indispensable pour la recherche des conditions à la fois nécessaires

et suffisantes d’optimalité. En effet, la majorité des algorithmes proposés dans le cas de

l’optimisation convexe sont efficaces.

1.1.1.1 Ensembles convexes

Définition 1 (Ensemble convexe) Soit l’ensemble C ⊆ Rn. C est convexe si

λx + (1− λ)y ∈ C, ∀x, y ∈ C;∀λ ∈ [0; 1].

Définition 2 Soient les p vecteurs xi ∈ Rn, i = 1, 2, · · · , p. L’enveloppe convexe de C,
notée conv(C), est l’ensemble des combinaisons convexes finies d’éléments de C, c’est-à-

dire conv(C) =
∑p

i=1 λix
i|λi ∈ R+, xi ∈ C, ∀i = 1, 2, · · · , p et

∑p
i=1 λi = 1.

9



Chap. I : Généralités

Définition 3 Soit C un ensemble convexe de Rn. On définit la variété linéaire engendrée

par C comme étant l’ensemble aff(C) =
∑n

i=1 λixi|λi ∈ R, xi ∈ C,∀i = 1, 2, ..., n et∑
λi = 1.

Définition 4 On appelle intérieur relatif d’un ensemble convexe C, son intérieur dans

aff(C), muni de la topologie induite de celle de Rn. On le note int(C) = x ∈ C il existe

r > 0 tel que B(x, r)∩ aff(C) ⊂ C où B(x, r) = {y : ||x− y|| ≤ r} est la boule de centre

x et de rayon r.

1.1.1.2 Fonctions convexe

Définition 5 Soit f : C → R une fonction définie sur un ensemble convexe C de X. On

appelle domaine de f l’ensemble

dom(f) = {x ∈ C|f(x) < +∞}.

Définition 6 (fonction convexe) Soit l’ensemble convexe C ⊆ Rn. Une fonction

f : C 7→ Rn est convexe si

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),∀x, y ∈ C,∀λ ∈ [0, 1].

Une fonction f est concave si −f est convexe.Une fonction f est strictement convexe si

l’inégalité ci-dessus est stricte pour tout x; y ∈ C tels que x 6= y et tout λ ∈]0; 1[.

Propriété 1 Si C1, · · · , Cr sont des ensembles convexes, alors l’intersection ∩r
i=1Ci est

convexe.

1.1.2 Minima locaux et globaux

Soit l’ensemble X ⊆ Rn et une fonction f : X 7→ R non linéaire de classe C1.

Considérons le problème :

min
x∈X

f(x). (1.1)

Les minima locaux et globaux de f sur X sont définis de la manière suivante :

Définition 7 (minimum local). Intuitivement, un vecteur x∗ ∈ X est un minimum

local de f sur X s’il a un coût plus faible que celui de ses voisins. Formellement, x∗ est

un minimum local de f sur X si

∃ε > 0 tel que f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ X avec ‖x− x∗‖ < ε

10



Chap. I : Généralités

où ‖v‖ désigne la norme du vecteur v.

Le minimum local est strict si

f(x∗) < f(x) ∀x ∈ X avec ‖x− x∗‖ < ε.

Définition 8 (minimum global). Un vecteur x∗ ∈ X est un minimum global de f sur

X s’il a un coût plus faible que celui de tous les autres vecteur dans X. Formellement, x∗

est un minimum local de f sur X si

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ X

Le minimum global est stricte si

f(x∗) < f(x)∀x ∈ X.

Les maxima locaux et globaux sont définis de manière similaire. Notons que x∗ est

un maximum local (respectivement global) de la fonction f sur l’ensemble X si x∗ est

un minimum local (respectivement global) de −f sur X. Il découle de cette observation

que tout problème de maximisation peut être réduit immédiatement à un problème de

minimisation (et inversement) en multipliant la fonction objectif par −1.

Remarque : dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de distinction

entre minimum local et global : tout minimum local est également global, comme l’établit

le théorème suivant.

Théorème 1 Soit f : X ⊆ Rn 7→ R une fonction convexe définie sur un ensemble

convexe X. Alors, tout minimum local de f sur X est également un minimum global. Si f

est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum global de f .

1.2 Dualité

Définition 9 Soit un problème de programmation linéaire (appelé primal) noté Pr sous

sa forme suivante :

Max z = cT x

Ax ≤ b

x ≥ 0

avec c(1, n); A(m,n); x(n, 1); b(m, 1) alors le problème dual est :

Min ω = bT y

yA ≥ cT

y ≥ 0

avec y(m,1).

11



Chap. I : Généralités

1.2.1 Lien primal-dual

1.2.2 Comparaison des solutions

On prend Pr en forme canonique et D son dual et on considère x et y deux solutions

quelconques respectivement du primal et du dual. Comme x ≥ 0 et y ≥ 0 on peut

multiplier les contraintes du primal par y et du dual par x pour obtenir : cT x ≤ yT Ax ≤ yb,

Celui est valable pour toutes solutions x du primal, y du dual. Donc l’optimum du primal

est forcement inférieur ou égal à celui du dual.

Théorème 2 [SY06] si x∗ et y∗ sont des solutions optimales alors l’optimum est le même.

1.3 Optimisation mathématique

Cette partie a été consacré à la présentation des notions générales de la théorie de

l’optimisation mathématiques sous contraintes, particulièrement les contraintes linéaires,

dont la référence est inspiré du livre[SY06]

1.3.1 Optimisation des fonctions non linéaires sous contraintes

1.3.1.1 Condition nécessaires d’optimalité dans le cas des contraintes quel-

conques

considérons le problème (1.1)

Théorème 3 soit f : Rn → R une fonction non linéaire de classe C1. Si x∗ ∈ X est un

point minimum local (ou global) du problème (1.1), alors pour toute direction admissible

d ∈ Rn en x∗, on a :

[∇f(x∗)]T d ≥ 0.

où ∇f(x∗) désigne le gradient de f au point x∗

1.3.1.2 Optimisation des fonctions non linéaires sous contraintes non linéaires

de type égalité

Considérons le problème {
minf(x)

g(x) = 0
(1.2)

12



Chap. I : Généralités

où f(.) : Rn → R, g(.) : Rn → Rm et g(x) =



g1(x)

g2(x)

.

.

.

gm(x)


.

La fonction de lagrange est définie comme suit :

L(x, λ) = f(x) + λT g(x) = f(x) +
m∑

i=1

λigi(x).

Théorème 4 soit x∗ une solution optimale du problème (1.2) et supposons que les vec-

teurs ∇gi(x
∗), i = 1, ...,m sont linéairement indépendants, alors il existe un vecteur multi-

plicateur de lagrange λ∗ tel que (x∗, λ∗) vérifie la condition de stationnarité de la fonction

de lagrange c’est à dire

∂L(x∗, λ∗)

∂x
= 0,

∂L(x∗, λ∗)

∂λ
= 0.

Définition 10 Un point x∗est appelé point stationnaire du problème (1.2), s’il existe un

vecteur λ∗ ∈ Rmtel que la paire (x∗, λ∗) soit un point stationnaire de la fonction de La-

grange associée, c’est-à-dire

(L1)

{
∂L(x∗,λ∗)

∂x
= 0,

∂L(x∗,λ∗)
∂λ

= 0.
⇐⇒ ∇L(x∗, λ∗) = 0

La recherche des points stationnaires du problème (1.2) revient à résoudre le système (L1).

Remarque Un point minimum de la fonction de lagrange n’est pas nécessairement un

point minimum du problème(1.2).

Condition nécessaire d’optimalité de second ordre

Considérons le problème (1.2), où on suppose que les fonctions f et g sont de classe

C2.

Théorème 5 Soit x∗ un point minimum local du problème (1.2). Supposons que les vec-

teurs ∇gi(x
∗), i = 1, · · · , m sont linéairement indépendants et soit λ∗le vecteur multipli-

cateur de lagrange correspondant. Alors

13



Chap. I : Généralités

yT ∂2L(x∗, λ∗)

∂x2
y ≥ 0,

pour tout y appartenant à l’hyperplan H = {y ∈ Rn : yT∇gi(x
∗), i = 1, · · · , m.

Conditions suffisantes d’optimalté

Considérons le problème (1.2), où l’on suppose que les fonctions f et g sont de classe

C2.

Théorème 6 Pour qu’un point stationnaire x∗ du problème (1.2)soit un point minimum

local du problème (1.2), il suffisant que le point x∗et le vecteur multiplicateur de Lagrange

correspondant vérifient la relation

yT ∂2L(x∗, λ∗)

∂x2
y > 0

pour tout y 6= 0 appartenant à l’hyperplan H = {y ∈ Rn : yT ∂gi(x
∗)

∂x
= 0, i = 1, 2, · · · , m}.

1.3.1.3 Optimisation des fonctions non linéaires sous des contraintes non li-

néaires, de type inégalité

Considérons le problème 
minf(x)

g(x) ≤ 0,

x ∈ D

(1.3)

où D ⊂ Rn est un ouvert non vide de Rn, f(.) : Rn → R et g(.) : Rn → Rm et

g(x) =



g1(x)

.

.

.

gm(x)


.

Condition nécessaire d’optimalté de premier ordre

Définition 11 – Tout point x ∈ D vérifiant gi(x) ≤ 0 ∀i = 1, 2, · · · , m est appelé

solution réalisable du problème (1.3).

14



Chap. I : Généralités

– La contrainte gi(x) ≤ 0 est dite active au point x̃ si gi(x̃) = 0. Elle est dite passive

si gi(x̃) < 0.

– On note Ia(x̃) = {i ∈ I = {1, 2, · · · , m}/gi(x̃) = 0} :l’ensemble des contraintes

actives au point x̃.

Théorème 7 supposons que

1 f est une fonction differentiable au point x∗ ∈ int(D),

2 les fonctions gi(.), i ∈ I\Ia(x
∗), sont continues au point x∗,

3 les gi(.), i ∈ Ia(x
∗), sont differentiable au point x∗,

4 x∗ est une solution optimale locale(ou globale)du problème (1.3).

Alors, il n’existe pas de vecteur d ∈ Rn tel que

dT∇f(x∗) < 0

et

dT∇gi(x
∗) < 0, i = 1, · · · , m, i ∈ Ia(x

∗). (1.4)

Définition 12 Un vecteur d ∈ Rnest une direction admissible au point x∗ par rapport à

la contrainte gi(x) ≤ 0, si{
dT ∂gi(x

∗)
∂x

< 0 si gi(x
∗) = 0;

d est quelconque si gi(x
∗) 6= 0

Définition 13 Un vecteur d ∈ Rn est appelé direction admissible au point x∗ par rapport

aux contraintes gi(x) ≤ 0, ∀i = 1, 2, · · · , m, s’il est une direction admissible par rapport

à chacune des contraintes gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, · · · , m, au point x∗.

Pour trouver les directions admissibles du problème (1.3) au point x∗ ∈ D, il suffit de

résoudre le système linéaire (1.4).

Théorème 8 Soit x∗un point minimum local du problème (1.3) tel que les vecteurs

∂gi(x
∗)

∂x
, i ∈ Ia(x

∗)

soient linéairement indépendants. Il existe alors un unique vecteur multiplicateur de la-

grange λ∗ vérifiant les relations suivantes :

15
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a. λ∗ ≥ 0,

b. ∂L(x∗,λ∗)
∂x

= 0,

c. (λ∗)T g(x∗) = 0(λ∗i gi(x
∗) = 0, ∀i = 1, 2, · · · , m.)

Condition nécessaire d’optimalité de second ordre

Définition 14 On dit que x∗ ∈ X = {x ∈ D/g(x) ≤ 0} est ordinaire, si les vecteurs

∇gi(x
∗), i ∈ Ia(x

∗)

sont linéairement indépendants.

Définition 15 Une contrainte gi(x
∗) ≤ 0, active en la solution ordinaire x∗,est dite forte

(resp. faible), si λ∗i > O (resp.λ∗i = 0).

On note

I+
a (x∗) = {i ∈ I, gi(x

∗) = 0, λ∗i > 0} l’ensemble des indices des contraintes fortes au point

x∗, et

I0
a(x∗) = {i ∈ I, gi(x

∗) = 0, λ∗i = 0} l’ensemble des contraintes faibles au point x∗.

Supposons que les fonction f et g sont de classe C2.

Théorème 9 Soit x∗ une solution optimale ordinaire du problème (1.3) et λ∗ ≥ 0 le vec-

teur multiplicateur de lagrange correspondant. Alors,

yT ∂2L(x∗, λ∗)

∂x2
y ≥ 0

∀y ∈ H =

{
y ∈ Rn :

{
yT ∂gi(x

∗)
∂x

= 0 ∀i ∈ I+
a (x∗);

yT ∂gi(x
∗)

∂x
≤ 0 ∀i ∈ I0

a(x∗)

}

Condition suffisantes d’optimalité

Définition 16 Une solution réalisable x∗ du problème (1.3) est dite pseudo stationnaire,

s’il existe un m−vecteur λ∗ tel que

16
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∂L(x∗,λ∗)
∂x

= 0,

λ∗ ≥ 0,

λ∗i gi(x
∗) = 0, ∀i = 1, · · · , m.

Théorème 10 Pour qu’une solution réalisable, pseudo-stationnaire, x∗ soit localement

optimale pour le problème (1.3), il suffit que

yT ∂gi(x
∗)

∂x
y > 0,

∀y ∈ H =

{
y ∈ Rn :

{
yT ∂gi(x

∗)
∂x

= 0 ∀i ∈ I+
a (x∗);

yT ∂gi(x
∗)

∂x
≤ 0 ∀i ∈ I0

a(x∗)

}
, ‖y‖ 6= 0

1.3.2 Optimisation des fonctions non linéaires sous des contraintes

non linéaires, de type mixte

Considérons le problème 
min f(x)

g(x) ≤ 0,

h(x) = 0

(1.5)

où f(.) : Rn → R, g(.) : Rn → Rm et h(.) : Rn → Rk.

1.3.2.1 Condition nécessaire d’optimalité de premier ordre

Théorème 11 Supposons que f, g, h ∈ C1 et x∗ une solution réalisable, optimale locale

du problème (1.5) telle que les vecteurs

∇gi(x
∗), i ∈ Ia(x

∗),

∇gj(x
∗), j = 1, · · · , k.

soient linéairement indépendants. Alors, il existe des vecteurs multiplicateurs de Lagrange

λ∗ ∈ Rm, µ ∈ Rk tels que

17
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
∇f(x∗) +

∑m
i=1 λ∗i∇gi(x

∗) +
∑k

j=1 µ∗j∇hj(x
∗) = 0

λ∗i gi(x
∗) = 0,∀i = 1, · · · , m,

h(x∗) = 0,

λ∗ ≥ 0.

(1.6)

1.3.2.2 Condition suffisantes d’optimalté de second ordre

Théorème 12 Supposons que f, g, h ∈ C2 et pour la solution réalisable x∗ du problème(1.5),

il existe λ∗ ∈ Rk tels que les relations (1.6) soient vérifiées. Si, de plus, pour tout

y ∈ Rn(‖y‖ 6= 0) tel que

yT ∂gi(x
∗)

∂x
= 0, ∀i ∈ I+

a (x∗),

yT ∂gi(x
∗)

∂x
≤ 0, ∀i ∈ I0

a(x∗),

yT ∂hi(x
∗)

∂x
= 0, ∀j = 1, · · · , k,

on a

yT ∂L(x∗, λ∗, µ∗)

∂x2
y > 0;

alors, x∗ est un point minimum local du problème (1.5).

1.3.3 Optimisation des fonctions non linéaires sous des contraintes

linéaires, de type égalité

1.3.3.1 Condition nécessaires d’optimalté de premier ordre

Considérons le problème

min f(x)

Ax− b = 0
(1.7)

où A est une m× n−matrice, b ∈ Rm. Posons

A = (a1 a2 · · · an) =



AT
1

AT
2

.

.

.

AT
m


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avec ai : vecteur colonne et AT
i : vecteur ligne.

Posons g(x) =



g1(x)

g2(x)

.

.

.

gm(x)


, gi(x) = AT

i x− bi ∀i = 1, · · · , m.

Alors l’ensemble des solutions réalisables de (1.7) s’écrit :

X = {x ∈ Rn : g(x) = 0} = {x ∈ Rn : gi(x) = AT
i x− bi = 0,∀i = 1, · · · , m}.

Pour que X 6= ∅ et X ne soit pas constitué d’un point isolé, on pose Rang(A) = m < n

Proposition 1 Soit x ∈ X. Un vecteur d ∈ Rn est une direction admissible en x, si et

seulement si Ad = 0.

De plus, pour un vecteur d ∈ Rn vérifiant Ad = 0, on aura x(α) = x + αd ∈ X,∀α ∈ R.

On définit la fonction de Lagrange L(x, λ) pour le problème (1.7) par

L(x, λ) = f(x) + λT g(x) +
m∑

i=1

λigi(x),

où x ∈ Rn et λ =



λ1

λ2

.

.

.

λm


∈ Rm.

1.4 Problématique

Soit un problème linéaire multi-objectifs suivant

max
x∈X

cT
i x i = 1, ..., p. (1.8)

avec ci ∈ Rn \ {0} pour i = 1, ..., p,

X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0}. (1.9)
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A est la matrice de dimension m× n et b ∈ Rm

On note par C la n× p matrice, et X l’ensemble réalisable de problème (1.8) c’est-a-dire

min{Cx : x ∈ EX}. (1.10)

Depuis les années 1970, des auteurs se sont intéressés à l’optimisation d’une fonction sur

l’ensemble des solutions efficaces d’un problème de programmation linéaire multi-objectifs

de type (1.8)(MOLP). L’importance et la motivation de ce problème (1.10), ont été dis-

cutées en détail dans la littérature (par exemple Ecker et kouada [EK78, EK75]). En

particulier, Bensen [Ben79b, Ben82b, Ben78, Ben98, HB02], prouve que dans quelques

problèmes de modélisation impliquant des objectifs multiples, les modèles d’optimisation

sur l’ensemble des solutions efficaces(EX) sont plus réalistes et appropries que les pro-

grammes linéaires multi-objectifs habituels (MOLP ).

En outre, la résolution de ces problèmes d’optimisation, avec l’ensemble efficace défini

implicitement, évite les difficultés informatiques d’énumérer tous les points extrêmes effi-

caces.

La difficulté du problème est principalement dûe à la non convexité de l’ensemble des so-

lutions efficaces. Les algorithmes existants pour résoudre ce problème peuvent être classés

en plusieurs groupes selon leur principe de fonctionnement ; citons

- Les algorithmes de recherche de sommets adjacents [ES94].

- Les algorithmes de recherche de sommets non adjacents [NTBK05, Ben78].

- Les algorithmes basés sur la méthode de séparation et évaluation [FM00, MD05],

- Les algorithmes basés sur la méthode de relaxation Lagrangienne.

- Les algorithmes basés sur la méthode duale et de bisection.

Le problème a été étudié la première fois en 1972 par Philip [Phi72], qui décrit un algo-

rithme basé sur le déplacement à travers les sommets efficaces adjacents dans le cas où le

critère principal est une fonction linéaire ; et un bon nombre de chercheurs ont suivi cette

voie. Plus tard, Isermann et steur ont décrit une procédure semblable pour la résolution

de (1.10) où la fonction objectif principale est l’un des objectifs cix dans le problème

(MOLP ). Ces méthodes emploient un hyperplan de coupe qui a une arrête efficace adja-

cente rapportant une augmentation de la fonction objectif principale.

Des résultats concernant la caractérisation des solutions efficaces ont été développés,

ce qui a motivés la recherche en optimisant un critère linéaire sur l’ensemble de solutions
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efficaces sans les énumérées toutes.

Dans notre travail, nous nous intéressons au problème de type (1.10) mais la fonction

à minimiser n’est pas forcément linéaire, mais est en général une fonction réelle et sous la

supposition (1.11) ; où la méthode de décomposition Branch and Bound à été utilisée, en

présentant l’algorithme proposé par Thoai et la description de ces étapes.

X 6= EX 6= ∅, (1.11)

L’une les plus importante et intéressante approche en optimisation multicritère est

considérée comme suit :

min{f(x) : x ∈ EX}, (1.12)

avec f une fonction reelle.

Notons que l’ensembles des solutions efficaces EX est en général non convexe. Le pro-

blème (1.12) rentre alors dans le cadre de l’optimisation global (ou la programmation non

convexe).

Quand tout minimum local du problème (1.12) est aussi un minimum global (par

exemple, dans la programmation linéaire ou convexe), les méthodes de l’optimisation

locales peuvent trouver l’optimum facilement. Cependant, ce n’est pas le cas dans beau-

coup de problèmes. Le champ de l’optimisation globale est consacré aux problèmes de

type (1.12) dont lequel peut avoir plusieurs optima locaux à part l’optimum global. Les

algorithmes construits pour résoudre ces problèmes peuvent être classés dans les chemins

différents. Une classification habituelle distingue entre déterministe et méthodes stochas-

tiques. Les méthodes stochastiques (par exemple, la recherche tabou, algorithme génétique

ou recuit simulé) appliquez quelque randomfactors peuvent être piégé dans les optima lo-

caux. Cependant, ils ne trouvent pas l’optimum global nécessairement. Dans les méthodes

du déterministe (tel l’optimisation Lipschitzian ou Branche and bound) aucuns aléatoires

facteurs ne sont inclus. Quelques-uns convergent à l’optimum global sous quelques condi-

tions, mais quand l’algorithme est arrêté après un nombre fini des itérations que l’exac-

titude de la solution ne peut pas être sue avec la précision. Nous nous concentrerons sur

une méthode de la dernière classe, dans particulier de Branch and bound méthodes qui est

utilisée parmi les méthodes complètes et rigoureuses pour les problèmes du non convexe

et non linéaire le plus communément.
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Optimisation multicritère

La plupart des problèmes d’optimisation réels requièrent l’optimisation de plusieurs

critères (ou objectifs) souvent contradictoires devront être optimisés (maximisés ou mini-

misés) simultanément. Alors que, pour les problèmes n’incluant qu’un seul objectif l’op-

timum cherché est clairement défini, celui d’un problème multicritère est mal défini dans

la mesure, où il n’existe aucune décision qui maximise (minimise) toutes les fonctions

objectif simultanément vu l’aspect conflictuel de ces dernières. Il existe alors différents

concepts d’optimalité, selon lesquels est examiné une partie de ces décisions vérifiant cer-

taines propriétés. Les décisions optimales retenues sont généralement un assortiment de

décisions, qui se distinguent par différents compromis réalisés entre les objectifs.

Problème multicritère :

De manière générale, un problème d’optimisation multicritère s’écrit sous la forme

〈X, f(X)〉, X ⊂ Rn et f(x) ⊂ Rp (2.1)

X est dit ensemble des décisions (actions, scénarios)

f : X ⊂ Rn → Rp

x ∈ X 7→ f(x)
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où f(x) =



f1(x)

.

.

.

fp


avec fi : X ∈ Rn → R i = 1, ..., p sont les fonctions objectifs (fonctions coût, critères).

2.1 Concepts d’optimalité

En l’absence d’une décision optimale dans le problème multicritère (2.1) qui maximise

toutes les fonctions objectifs, il est nécessaire pour identifier les meilleurs compromis de

définir une relation d’ordre entre ces éléments. Dans le cas des problèmes d’optimisation

multicritère, ces relations d’ordre sont appelées relations de dominance, elles constituent

un concept crucial en optimisation multicritère appelé optimalité. Il existe cependant plu-

sieurs concepts d’optimalité qui ont été présentés dans la littérature : l’optimalité au sens

de Pareto, la cône-optimalité et l’optimalité au sens de Slater [Ste86], que nous allons

définir, ainsi que l’optimalité au sens de Geoffrion [Ste86]. Pour définir clairement et for-

mellement ces notions d’optimalité, les relations usuelles =, <,≤ sont étendues aux cas

des vecteurs.

Notations

Contrairement aux problèmes mono-objectifs, où les relations usuelles <,≤, ... suffisent

pour comparer entre des points, elles sont insuffisantes pour comparer des vecteurs issus

de problèmes multicritère. Nous adopterons donc ces notations permettant de prendre en

compte tous les cas de figures rencontrés lors de la comparaison de deux vecteurs.

Pour deux vecteurs x = (x1, x2, ..., xn) et y = (y1, y2, ..., yn) de Rn, on note :

y = x ⇐⇒ yi ≥ xi ∀i ∈ {1, ..., n};
y ≥ x ⇐⇒ yi ≥ xi ∀i ∈ {1, ..., n}, et y 6= x

y > x ⇐⇒ yi > xi ∀i ∈ {1, ..., n}.

Optimalité de Pareto

Une décision de Pareto est optimale, dans le sens où il n’existe aucune autre solution dans

l’ensemble des décisions, capable d’améliorer la valeur d’un critère sans en détériorer au

moins la valeur d’un autre. De manière formelle, nous avons la définition suivante :

Définition 17 Une décision x∗ ∈ X est dite maximale de Paréto (décision efficace) du
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problème (2.1) s’il n’existe pas une autre décision x qui vérifie la relation : f(x) ≥ f(x∗)

Optimalité de Slater

Plusieurs articles concernant l’optimisation multicritère portent sur l’optimalité de Pareto.

Dans certains cas, un concept légèrement faible est utilisé. Il est appelé optimalité de

Slater. Une décision est optimale de Slater dans le sens où il n’existe aucune autre décision

dans l’ensemble des décisions, capable d’améliorer tous les critères simultanément.

Définition 18 Une décision x∗ ∈ X est dite décision maximale de Slater (faiblement

efficace) dans le problème (2.1), s’il n’existe pas une autre décision x ∈ X telle que

f(x) > f(x∗)

Optimalité de Geoffrion

Un autre concept légèrement faible et renforcé par l’elimination des différences infinies

entre les objectifs est appelé optimalité de Geoffrion. Il est défini comme suit :

Définition 19 Une décision x∗ ∈ X est dite décision maximale de Geoffrion (propre-

ment efficace) pour le problème (2.1), si :

– x∗ est une décision maximale de Pareto.

– ∃M > 0 tel que ∀x ∈ X,∀i ∈ {1, ..., p}, fi(x) > fi(x
∗) et pour un certain j ∈

{1, ..., N}, j 6= i tel que fj(x) < fj(x
∗), on a :

fi(x)− fi(x
∗)

fj(x∗)− fj(x)
< M.

Si on note XP , XS et XG les ensembles de décisions maximales respectivement de Pareto,

de Slater et de Geoffrion, les inclusions suivantes sont alors vérifiées,

XG ⊆ XP ⊆ XS.

2.1.1 Conditions d’existence des solutions optimales

Conditions d’existence des décisions maximales de Pareto On définit la fonc-

tion
φ : f(X) → R

f(x) 7→ φ(f(x));
(2.2)

où f(X) = {f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fp(x)) ∈ Rp, x ∈ X}.

Définition 20 La fonction φ est strictement croissante (respectivement croissante) par

rapport à la relation de préférence ≥ sur l’ensemble f(X), si ∀x1, x2 ∈ X f(x1) ≥
f(x2)⇒ φ(f(x1)) > φ(f(x2)) (respectivement φ(f(x1)) ≥ φ(f(x2))).
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Définition 21 La fonction φ est strictement croissante (respectivement croissante) par

rapport à la relation de préférence > sur l’ensemble f(X), si ∀x1, x2 ∈ Xf(x1) > f(x2)⇒
φ(f(x1)) > φ(f(x2)) (respectivement φ(f(x1)) ≥ φ(f(x2))).

Théorème 13 [PH86]. Soit φ une fonction croissante par rapport à la relation de pré-

férence ≥ sur f(X). Alors, pour qu’une décision x̄ ∈ X soit maximale de Pareto dans le

problème (2.1), il est suffisant que l’une des conditions suivantes soit vérifiée :

1. La fonction φ est strictement croissante par rapport à la relation de préférence ≥
sur f(X) et ↪Ax̄ ∈ X maximise la fonction φ, c-à-d :

φ(f1(x̄), f2(x̄), ..., fN(x̄)) = maxx∈Xφ(f1(x), f2(x), ..., fp(x)), (2.3)

2. f(x̄) ∈ X est un point maximum unique de la fonction φ sur f(X).

En définissant la fonction

φ(f1(x), f2(x), ..., fp(x)) =

[
p∑

i=1

αi[fi(x)]k

] 1
k

;

On a la conséquence suivante :

Conséquence 1 Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

fi(x) ≥ 0 ∀i = 1, ..., p ∀x ∈ X, (2.4)

αi > 0,∀i = 1, ..., p et k > 0. (2.5)

Alors, une décision x̄ ∈ X vérifiant la relation[
p∑

i=1

αi[fi(x̄)]k

] 1
k

= maxx∈X

[
p∑

i=1

αi[fi(x)]k

] 1
k

(2.6)

est maximal de Pareto dans le problème (2.1).

Remarque :très souvent, dans les problèmes multicritère (2.1), on utilise la condition

suffisante (2.6) avec k = 1, c-à-d :

p∑
i=1

αifi(x̄) = maxx∈X

p∑
1

αifi(x) (2.7)

Dans ce cas, la condition (2.4) nest pas exigée.

Conditions d’existence des décisions maximales de Slater
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Théorème 14 [YZ75]. Si la fonction φ définie dans (2.2) est strictement croissante par

rapport à la relation de préférence > sur f(X), alors toute décision x̄ ∈ X vérifiant la

relation (2.3) est une décision maximale de Slater dans le problème multicritère (2.1).

Conditions d’existence des décisions maximales de Geoffrion Notons par 〈., .〉 le

produit cartésien.

Théorème 15 [YZ75]. Une décision x̄ ∈ X est une décision maximale de Geoffrion dans

le problème (2.1), si et seulement, si il existe un composé fini de vecteurs {α1, α2, ..., αp} ⊆
a

N , p ≤ N, tel que pour tout x ∈ X il existe un j ∈ {1, 2, ..., p} tel que

〈αj, f(x̄)〉 ≥ 〈αj, f(x)〉,

Où
a

N est (N − 1)-simplexe de RN .

On déduit du théorème 15, pour p = 1 la conséquence suivante :

Conséquence 2 Si αi > 0,∀i = 1, ..., p, alors toute décision x̄ ∈ X vérifiant

p∑
i=1

αifi(x̄) ≥
p∑

i=1

αifi(x)

est maximale de Geoffrion dans le problème multicritère (2.1)

2.1.2 Programmation linéaire multicritère

Définition 22 Les programmes linéaires multicritère appartiennent à une classe de pro-

blèmes d’optimisation où les critères sont des fonctions linéaires, à optimiser sur un po-

lyèdre convexe et fermé.

Définition 23 Soit X un polyèdre et x ∈ X

– x est un point extrême s’il n’existe pas un y, z ∈ X\{x} tel que x = (y + z)/2.

– x est un point extrême de la région faisable si, et seulement si, x est une solution

faisable de base.

Position du problème

Considérons le problème linéaire multicritère suivant :

PLM :
{
(CT

1 x, CT
2 x, ..., CT

p x)→ max Ax = b, x ≥ 0 (2.8)

Où, Ci ∈ Rn, i = 1, ..., p, x ∈ Rn, A est une m× n-matrice,b ∈ Rm.

Notons Xr l’ensemble des solutions réalisables du problème multicritère (2.8)

Xr = {x ∈ Rn/Ax = b, x ≥ 0}
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et notons

i̇
p

= {λ = (λ1, λ2, ..., λp) ∈ Rp, λi ≥ 0,∀i = 1, p,

p∑
i=1

λi = 1}

et C est la q × n-matrice constituée des vecteurs lignes CT
i , i = 1, ..., p.

2.1.3 Méthodes de résolution

Il existe de nombreuses méthodes pour la résolution d’un problème linéaire multicri-

tère, dont certaines utilisent l’algorithme du simplexe modifié pour prendre en compte

le fait que le problème à étudier est à objectifs multiples. La méthode du simplexe mul-

ticritère notamment la méthode de Zeleny [YZ75], peut être utilisée pour générer une

représentation exacte de l’ensemble des solutions efficaces. Ceci est réalisé en se déplaçant

d’un point extrême efficace à un autre point extrême efficace adjacent, jusqu’à trouver

tous les points extrêmes efficaces, puis générer le polytope joignant les solutions extrêmes

efficaces. Cependant, il existe plusieurs tests qui permettent d’affirmer ou non l’efficacité

d’un point extrême [PH86]. Dans tous les cas, les méthodes de résolution d’un programme

linéaire multicritère comprennent quatre phases :

– Trouver une solution réalisable de base,

– Trouver une solution réalisable extrême efficace,

– Générer l’ensemble des solutions réalisables extrêmes efficaces,

– Générer l’ensemble des solutions réalisables efficaces.

Théorème 16 [Ste86] Une solution réalisable x∗ ∈ Xr est une solution maximale de

Pareto du problème linéaire multicritère (2.8), si et seulement si il existe un λ ∈
ȧ

p tel

que x∗ est une solution optimale de P (λ), où P (λ) est défini par :

P (λ)


maxx∈X C(λ)T x =

∑p
i=1 λi(Ci)

T x

Ax = b

x ≥ 0

(2.9)

2.2 Détection graphique de l’efficacité

En considérant que l’idée de dominance se réfère aux vecteurs de l’espace critère, l’idée

de l’efficience se réfère aux points de l’espace de décision. Un point x̄ est efficace si son

vecteur critère n’est pas dominé par un vecteur critère d’un autre point de S (l’ensemble de

solutions réalisables). C’est-à-dire, d’un point efficace, il n’est pas possible de se déplacer
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d’une façon réalisable afin d’augmenter un des objectifs sans diminuer au moins un des

autres objectifs. Dans cet ordre d’idée, quelques concepts sont utilisés pour la détection

graphique de l’efficience. Pour tester l’efficience d’un point donné x̄ , le concept d’ensemble

dominant est introduit par le biais de quelques définitions.

Définition 24 (Cône.)Soit V ∈ Rn, V 6= ∅. V est un cône si et seulement si αv ∈ V

pour tout scalaire α > 0 et tout v ∈ V . Le vecteur 0, vecteur de Rn, est contenu dans

chaque cône.

Un cône convexe est un cône qui est ensemble également convexe.

Définition 25 (Cône polaire.) Soit V ∈ Rn un cône. Le cône polaire non négatif de

V (noté V ≥) est le cône convexe V ≥ = {y ∈ Rn|y′v ≥ 0,∀v ∈ V }.

Ce qui signifie que tous les vecteurs de V ≥ font un angle inférieur ou égale 90◦avec chaque

vecteur de V . Nous définissons les générateurs de cône par

Définition 26 (Vecteurs générateurs d’un cône). Soit un ensemble de vecteurs {v1, ..., vp}
de Rn et l’ensemble V tel que : V = {v ∈ Rn|v =

∑p
i=1 αiv

i = 1, αi ≥ 0 ∀i = 1...p}.
V est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires à coefficients non négatifs des αi,

i = 1, ..., p et le cône convexe engendré par l’ensemble {v1, ..., vp}. La dimension d’un

cône V ∈ Rn est donnée par le nombre de vecteurs linéairement indépendants dans V .

Définition 27 (Cône semi-polaire positif) Soit V ⊂ Rn un cône convexe généré par

{V 1, ..., V p}. Alors le cône semi-polaire positif(noté V >)est le cône convexe V > = {y ∈
Rn|y′vi ≥ 0, pourtoutiety

′
vi > 0, pouraumoinuni} ∪ {0Rn}

Définition 28 (Ensemble de dominance). Soit x ∈ S et C> le cône semi-polaire

positif généré par le gradient de p fonctions objectif ie

C> = {y ∈ Rn|ciy ≥ 0, pour tout i et ciy > 0 pour au moins un i} ∪ {0Rn}
l’ensemble de dominance de x est donné par

Dx = {x} ⊕ C>

c-à-d que

Dx = {x ∈ Rn|x = x + y, y ∈ C>}

Remarque :L’operation ⊕ est définie par A, B ∈ Rn

A⊕B = {α ∈ Rn|α = a + b, a ∈ A, b ∈ B}
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Théorème 17 Soit Dx̄l’ensemble de dominance de x ∈ S. Alors, xest efficace si et seule-

ment si Dx ∩ S = {x}

Définition 29 (Point idéal) Le point idéal Z̄ est le point de Rp de coordonnés

Z̄k = maxx∈S(Zk(x)) k = 1, ..., p.

Définition 30 (matrice des gains). Soit x̂june solution optimale du critère Zj une ma-

trice (p× p)formée des éléments de Zkj
= Zk(x̂

j) est dite matrice des gains

Z̄11 . . . Z1j . . . Z1p

. .

. .

. .

Zk1 . . . Z̄kj . . . Zkp

. .

. .

. .

Zp1 . . . Zpj . . . Z̄p



Les coordonnées du point idéal apparaissent sur la diagonal principale de cette matrice .

lorsqú’un critère J possède plusieurs solutions optimales la colonne j de la matrice des

gains dépendra de la solution x̂j choisie (la matrice des gains est univoquement déterminée

si, pour tous les critères j, la solution x̂j est unique)

Définition 31 (Point anti-idéal) Le point anti-idéal Zest le point de Rp, de coordonnées

Zk = min
x∈S

(Zk(x)) k = 1, ..., p.

Définition 32 (Point nadir). Le point nadir η de Rp de coordonnées

ηk = min
j=1,...,p

(Zkj, k = 1, ..., p)

où Zkj est un élément de la matrice des gains, est dit point nadir.

Définition 33 (Face). Le sous-ensemble non vide du polyèdre S est une face s’il existe

un polyèdre L tel que F = L ∩ S et S est entièrement situé dans un demi-espace fermé

délimité par L, mais non inclut à L
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2.3 Caractérisation des solutions efficaces continues

Il peut arriver dans la programmation mathématique multicritère que l’ensemble des

solutions efficaces, qui est une partie de l’ensemble des solutions admissibles, soit très vaste

et parfois même infini comme dans le cas continu. Dans une telle situation, il est souvent

impossible d’énumérer toutes les solutions efficaces et même lorsque c’est possible, il est

nécessaire d’aider le décideur à faire son choix parmi les solutions efficaces. La sélection

d’une solution efficace spécifique comme candidat de meilleur compromis nécessite donc

une certaine connaissance de la structure de préférence du décideur. Les méthodes pour

aider un décideur à faire son choix parmi les solutions efficaces peuvent être classées

par catégorie selon la façon dont le décideur articule ou incorpore ses préférences. Chaque

modèle de préférence est généralement explicité en fixant un certain nombre de paramètres.

Dans le chapitre qui suit, nous décrivons les caractérisations de l’ensemble de solutions

efficaces, en utilisant la dualité dans l’espace des critères pour un problème MOLP1 ou

bien pour le cas discret MOILP2.

1Programme linéaire multi-objectifs.
2Programmes linéaire multi-objectifs en nombre entier.
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CHAPITRE 3

L’Optimisation sur l’Ensemble des Solutions Efficaces

3.1 Cas continu

Dans ce chapitre, nous reformulons un problème équivalent au problème (1.12) du

premier chapitre page 21 comme un programme reversé convexe dans Rn+p, dont le reverse

convexe des contraintes est défini par une fonction concave dans l’espace des critères

Rp. L’idée principale est basée sur les résultats donnés dans la référence [RHZ07], ainsi

présentés comme suit :

Théorème 18 ([RHZ07]) Soit X un sous ensemble convexe non vide de Rn. Si les fonc-

tions fi sont strictement convexes pour tout i = {1, 2, ..., p} alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

i- x̄ est un point efficace de problème MOLP.

ii- Il existe λ ∈ Rp tel que x̄ soit une solution optimale du problème (Pλ) suivant :

min

[
fλ(x) =

p∑
i=1

λifi(x) : x ∈ X

]

où λi ≥ 0, i = 1, p et
∑p

i=1 λi = 1.
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3.1.1 Caractérisation de solutions efficaces par convexe inverse

Dans cette partie, on introduit les principaux résultats qui correspond à la caracté-

risation des solutions optimales d’un programme linéaire avec l’addition de problème de

convexe reversé des contraintes.

3.1.1.1 Représentation de convexe inverse

Problème convexe inverse (RCP) Soient f, g deux fonction convexe de Rn dans

R alors le problème (RCP) s’écrit sous cette forme :

min f(x)

s.c g(x) ≥ 0

x ∈ X ⊂ Rn

La contrainte g(x) ≥ 0 appelée contrainte de convexe inverse.

Proposition 2 [RHZ07] Sous la supposition (1.11)page 21 l’ensemble polyèdre Ω ∈ Rn+m

défini par

ω = {(α, β)|AT α− CT β ≥ CT λ, α ≥ 0 β ≥ 0} (3.1)

est non vide qui a un sommet pour chaque vecteur positive λ ∈ Rp, A est la matrice m×n

des contraintes et C(n× 1) vecteur critère.

Preuve :

Sous la supposition (1.11), soit y une solution efficace de problème (1.8), alors de la défi-

nition d’une solution efficace et du théorème 18 chaque vecteur positive λ, le point y est

une solution optimal du probleme

max
{
λT Cx : x ∈ X, Cx ≥ Cy

}
. (3.2)

Ce dernier est équivalent au problème suivant :

max
{
λT Z : Ax ≤ b,−Z ≤ −cy,−Cx + Z = 0, x ≥ 0

}
. (3.3)

Le dual de ce problème (dans α ∈ Rmβ ∈ Rpet δ ∈ Rp)est comme suit :

min
{
bT α− (Cy)T β : AT α− cT δ ≥ 0,−β + δ = λ, α ≥ 0, β ≥ 0

}
. (3.4)

Et qui est équivalent au problème suivant

min
{
bT α− (Cy)T β : AT α− cT β ≥ cT λ, α ≥ 0, β ≥ 0

}
. (3.5)
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Du théorème de la dualité forte en programmation linéaire, alors les problèmes (3.4)et

(3.5) ont au moins une solution optimale donc l’ensemble Ω est non vide. On se basons

sur la proposition 2, ∀λ > 0,∀z ∈ Rp, on construit le programme linéaire suivant :

ḡ(‡) = min{bT α− zT β : AT α− CT β ≤ cT λ, 0 ≤ α ≤ ᾱ, 0 ≤ β ≤ β̄} (3.6)

Avec ᾱ ∈ Rm et β̄ ∈ Rp

soit la fonction g défini comme suit

g : Rp → R

z 7→ g(z) = ḡ(z)− λT z
(3.7)

Proposition 3 Soit V (Ω) l’ensemble des sommets du polyèdre Ω défini en (3.1).

Supposons que les vecteurs ᾱ et β̄ sont choisis d’une manière à satisfaire les conditions :

V (Ω) ⊂ {(α, β) : 0 ≤ α ≤ ᾱ, 0 ≤ β ≤ β̄} (3.8)

Alors la fonction g définie en (3.7), a les propriétés suivantes :

(a) g est une fonction concave dans Rp.

(b) g(z) est définie pour chaque z ∈ Rp.

(c) g(z) ≥ 0, ∀ z ∈ {z ∈ Rp : z ≤ cx, x ∈ X}.

(d) y est une solution efficace du problème (1.8) ssi y ∈ X et g(cy) = 0

Preuve :

(a) : ḡ(z) est le minimum de −βT z + bT α, par conséquent elle est concave, donc g(z) est

concave.

(b) : de la proposition 2 et la propriété 3.8, il suit que pour chaque z ∈ Rp, ḡ(z) défini

par (3.6) est fini donc g est fini.

(c) : (c)-1 : D’une part si z = Cx, x ∈ X et du problème (3.6) ḡ(z) est égal à la valeur

optimal de problème (3.5), où bien au problème équivalent (3.4), et sachant que

le dual de (3.4) et le problème (3.3), ce qui implique que g(z) = ḡ(z)−λT z ≥ 0.

(c)-2 : z ≤ Cx, x ∈ X, alors il existe z̀ = Cx̀, x̀ ∈ X tel que z̀ ≥ z. donc de (3.6)

et (3.7) et α ≥ 0β ≥ 0il suit que g(z) ≥ g(z̀) ≥ 0

(d) : il est évident que y est une solution efficace du problème (1.8) ssi (y, z) avec z = Cy

est la solution optimal du problème (3.3) ie ḡ(z) = λT z où g(z) = ḡ(z)− λT z = 0.
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On utilisons la fonction g définie en (3.7) et ses propriétés montrées dans la proposition

(3) nous construisons à partir problème (1.12) le problème suivant :

min{f(x) : x ∈ X, Cx− z = 0, g(z) ≤ 0}. (3.9)

L’équivalence de problème (3.7) et (3.9) sont affirmés comme suit :

Proposition 4 Le point x∗ est une solution optimale du problème (1.12) ssi le point(x∗, z∗) ∈
Rn+p avec z∗ = cx∗soit une solution optimal du problème (3.9).

3.2 Cas discret

Les problèmes multi objectifs en nombre entier joue un rôle central dans le champ

d’optimisation multicritère. En plus avec leur pertinence pour les applications pratiques,

ils sont théoriquement intéressant dû à leur rapport intrinsèque à la théorie classique

de la programmation linéaire mono objectif en nombre entier. La scalarisation des fonc-

tion objectif ne peuvent pas être utilisés pour produire toutes les solutions non domi-

nées(supportées), là où existez des solutions non dominées (non supportées), qui sont

dominées par la combinaisons convexe fractionnaire d’autres solutions ; souvent les so-

lutions non supportées occupent une part très importante dans le processus de décision

donc elles ne peuvent être ignorées.

Les dernières décennies, plusieurs méthodes ont été développées pour résoudre des pro-

blèmes MOILP, dans le sens de trouver l’ensemble des solutions efficaces entières, ou au

moins quelque partie considérable (Teghem et Kunsch). Les techniques utilisées sont d’une

nature diverse, y compris programmation dynamique (Villareal et Karwan, 1981), branche

and bound (Marcotte et Soland, 1986)[FS06],[MD05], méthodes séquentielles (Klein et

Hannan, 1982, ; Sylva et Crema, 2004, ; Sylva et Crema, 2007). Particulièrement dans

le contexte de ce mémoire la dualité en programmation multicritère ainsi la méthode

ε−contrainte introduite dans Haimes et al (1971) sont utilisées[KKZ04]. Cependant, et en

dépit de tels efforts, une énumération explicite de l’ensemble effectif d’un MOILP n’est

pas encore recommandée même pour les raisons pratiques dans les problèmes de taille

moyenne. Comme connu, excepté les fardeaux computationnels lourds impliqués dans de

tels algorithmes, la dimension habituellement considérable de l’ensemble effectif a ten-

dance à saturer le faiseur de la décision, jusqu’au point où la sélection de sa solution

préférée devient presque une mission impossible. Pour éviter ces situations, une approche

sensible consiste à optimiser une fonction linéaire sur l’ensemble effectif comme une façon

de mesurer l’importance, ou discrimine parmi, beaucoup des solutions effectives différentes
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(Benson, 1984). L’optimisation sur l’ensemble effectif est une approche intéressante dans

l’optimisation multicritère qui a été étudiée entièrement dans le cas continu par beau-

coup d’auteurs (voir par exemple, Benson,[Ben82b],[Ben78],[Ben98],[HB02] ; Yamamoto,

2002), suivre le travail novateur de Philip en 1972[Phi72], bien que le cas discret ait par

aucuns moyens vus un développement semblable. En fait, la seule méthode proposée pour

l’optimisation sur l’ensemble effectif d’un MOILP est donnée dans Abbas et Chaabane

[eDC06] (2006), où les différents types de coupes sont imposés dans un tel chemin que

l’amélioration de la valeur objective à chaque itération est garantie. Cependant, l’expé-

rience computationnelle concernant cet algorithme n’est pas rapportée, donc c’est difficile

d’évaluer l’applicabilité pratique de telle approche[Jor08].

La théorie de la dualité a une langue tradition et une grande variété d’application

(Wolsey 1981), l’introduction de cette dernière et la méthode ε−contrainte nous per-

mettent la caractérisation de l’ensemble des solutions efficaces des programmes linéaire

multi-objectifs en nombre entier (MOILP).

3.2.1 Formulation du problème

On considère le programme multicritère(MOP) suivant

max {Z1 = f1(x)}
.

.

.

max {Zk = fk(x)}
s.t x ∈ S

(3.10)

avec S ∈ Rn l’ensemble réalisable, et fi(x), i = 1, ..., k des fonctions reels.

Le problème (3.10) est dit un problème multi objectifs linéaire si fi(x) = Cix ,∀i = 1, ..., k

et

S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0} (3.11)

et si on suppose que tout les composantes de la matrice C := (Ci)k
i=1 ,la matrice A et le

vecteur b sont des entiers, alors le MOLP peut s’écrire sous la forme.

max Cx

st Ax ≤ b

x ≥ 0.

(3.12)
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Le problème (3.10) est dit un programme linéaire multi objectifs en nombres entiers si

fi(x) = Cix ∀i = 1, ..., k et

S = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, x ≥ 0 et entier} (3.13)

en d’autres termes

max Cx

st Ax ≤ b

x ≥ 0. et entier

(3.14)

On note l’ensemble des critères réalisable Z, l’ensemble des vecteurs critères non do-

minés N et l’ensemble de tous les point efficaces E de(3.10) comme suit :

Z = {Z ∈ Rk : Z = f(x), x ∈ S} = f(S)

N = {z ∈ Z : il n’existe pas z̃ ∈ Z tel que z̃ ≥ z}

E = {x ∈ S : f(x) ∈ N}

Et on suppose que l’ensemble Z est borné, Rk
≤ est fermé c-a-d l’ensemble Z + Rk

≤ est

fermé et l’ensembles N ,E sont non vides.

3.2.2 L’approche ε− contrainte

Soit i ∈ {1, ..., K} et ej ∈ R, j ∈ Ji = {1, ..., k}/{i}
Alors le programme ε− contrainte du ime objectif est formulé comme suit :

max fi(x)

st fj(x) ≥ ej ∀j ∈ Ji

x ∈ S.

(3.15)

Et on suppose que la borne supérieur de ej, j ∈ Ji est choisie d’une manière que (3.15)

est faisable et Z l’ensemble des solutions réalisable dans l’espaces des critères est supposé

borné ce qui implique l’existence de la solution optimale.

Théorème 19 [TZ04] Chaque solution optimale de (3.15) est une solution faiblement

efficace de (3.10) et l’ensemble de toutes les solutions optimales de (3.15) contient au

moins une solution efficace pour (3.10).

Théorème 20 [TZ04] Si x∗est une solution efficace de (3.10), alors il existe un indice

i ∈ {1, ..., k} et une borne supérieur ej ∈ R, j ∈ Ji tel que x∗ est solution optimale de

(3.15)
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Observons que on peut généraliser le théorème 20 pour MOP comme suit

Corollaire 1 [TZ04] S’il existe un index i et une borne supérieur ej ∈ R, j ∈ Ji sachant

que x∗ est une solution optimale unique de (3.15), alors x∗est efficace pour (3.10).

3.2.2.1 Dualité en programmation linéaire et ces applications pour MOLP

On considère le programme linéaire ε− contrainte

max Cix

st Cjx ≥ ej ,∀j ∈ Ji

Ax ≤ b, x ≥ 0

(3.16)

On introduit les variables dual uj, j ∈ Ji et y ∈ Rm pour formuler le dual de problème

(3.16) comme :

min −
∑

j∈Ji
ejuj + bT y

st −
∑

Cj
l uj + AT y ≥ ci

l ∀l = 1...n

uj ≥ 0, ∀ji, y ≥ 0

(3.17)

On utilise seulement les variables duaux optimaux u∗j , j ∈ Jide (3.17), qui correspon-

dant pour programme ε− contrainte de (3.16), tel qu’on peux définir le vecteur û ∈ Rk

comme

ûj :=

{
û∗j , j ∈ Ji

1 j = i

Après la normalisation, on obtient λ̄ := û
‖û‖ avec λ̂ ∈ Λ̂. Une solution optimale du pro-

blème (3.16) et aussi optimale pour (3.14), ce dernier est donné dans le cas de MOLP par

max λ̄T Cx

st Ax ≤ b

x ≥ 0

(3.18)

Ce qui est équivalent à

max ûT Cx

st Ax ≤ b

x ≥ 0

(3.19)
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Théorème 21 [TZ04] Soit x∗ ∈ S une solution optimale de problème(3.16). Alors de

x∗, on peut construire un vecteur poids unitaire λ̄ ∈ Λ̄ sachant que x∗ soit aussi optimale

pour(3.18)

et invrersement comme le confirme le théorème suivant

Théorème 22 [TZ04] Soit x0 ∈ S est une solution de (3.18) pour un λ̄ ∈ Λ̄. Alors il

existe un index i ∈ {1, ..., k} sachant que x∗ est aussi optimal pour (3.16), avec la borne

inférieure ej est définie comme ej = cjx∗, j ∈ Ji.

Nous utiliserons plus tard que la maximisation de la fonction λ̄T Cx dans (3.19) est équi-

valente à la maximisation de la fonction de l’utilité linéaire (théorèmes 21 et 22)

g(x) = cix +
∑
j∈Ji

u∗cjx− bT y∗ = cix− F ∗(−Cji
, b) (3.20)

où F ∗ : Rk−1+m → R est la fonction linéaire, Cj la sous matrice induite de C en

supprimant la ime ligne et bT y est la constante qui n’a aucun impact sur la maximisation

de g.

3.3 La dualité en programmation en nombre entier

Soit F l’ensemble de toutes les fonctions croissante F : Rm → R, c-à-d

F = {(F ∗ : Rm → R) : F (a) ≤ F (b)∀a, b ∈ Rm a ≤ b}

et considérons le problème mono objectif en nombre entier

max CT x

s.t Ax ≤ b

x ≥ 0 et entier

(3.21)

avec C ∈ Zn, alors son dual peut s’écrire comme suit :

min F (b)

s.t F (Ax) ≥ CT x

∀x ≥ 0 ,et entier

F ∈ F

(3.22)

Théorème 23 (Dualité faible)[TZ04] CT x ≤ F (b) pour toute solutions réalisable x du

primal (3.21) et toute fonction réalisable Fdu dual (3.22)
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Théorème 24 (dualité forte)[TZ04] Si l’un des problème (3.21) ou (3.22) admet une

solution optimal, alors il existe une solution optimale x∗ de (3.21) et une fonction optimal

dual F ∗ de (3.22), telle que CT x∗ = F ∗(b). De plus, si (3.21)est irréalisable, alors (3.22)

est aussi irréalisable ou non borné et si (3.22) est irréalisable, alors (3.21) est irréalisable

ou non borné.

Le programme dual en nombre entier et en particulier, les fonctions optimaux dual F ∗

sont généralement utilisées pour l’analyse de sensibilité

Corollaire 2 [TZ04] Soit x∗, F ∗ les solutions optimales respectivement pour le primal

(3.21) et le dual (3.22. Si le second membre b de (3.21) est modifier et devient b
′ 6= b, la

fonction F ∗ reste aussi une fonction réalisable duale pour le problème modifier, satisfait

Z
′ ≤ F ∗(b

′
) avec Z

′
:la valeur optimal de l’objective de problème modifier.

3.3.1 L’approche fonction composée pour un programme multi-

objectifs en nombre entier

considérons le problème (3.14) (MOIP)

max Cx

st Ax ≤ b

x ≥ 0 et entier.

(3.23)

En appliquant l’approche ε− contrainte pour le problème (3.14), en choisissant une

fonction objectif f(x) = cix, i ∈ {1, ..., k} et un vecteur e = (ej)j∈Ji
∈ Rk−1 de bornes

inférieures des objectives restants. Le problème (3.15) est donc donné par

max Cix

s.t Cji
x ≥ e

Ax ≤ b

x ≥ 0 et entier.

(3.24)

Et son dual est comme suit :

min F (−e, b)

s.t F (−Cji
x, Ax) ≥ cix ∀x ≥ 0 et entier

F ∈ F
(3.25)
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En utilisant la fonction optimale dual F ∗ de (3.25) pour définir une fonction d’utilité pour

(MOIP) comme une fonction composée donnée par :

G(x) := cix− F ∗(−Cji
x, b). (3.26)

En se basant sur les théorèmes 25, 26 le problème (3.14) se transforme comme un pro-

gramme composé en nombre entier suivant

max cix − F ∗(−Cji
x, b)

s.t Ax ≤ b

x ≤ 0, et entier.

(3.27)

Théorème 25 [TZ04] Soit x∗ une solution optimale pour (3.24) et F ∗ une fonction op-

timale pour (3.25), alors x∗ est aussi optimale pour (3.27.

Théorème 26 [TZ04] x∗ est une solution efficace de (3.14) ssi il existe un indice i ∈
{1, ..., k} et une fonction croissante F ∗ ∈ F sachant que x∗ est optimale pour (3.27).

40



CHAPITRE 4

La Résolution par l’Algorithme de Décomposition Branch and

Bound

4.1 Terminologie et description générale

Les résolvant de problèmes de l’optimisation discrets NP-difficile sont souvent des

travaux immense qui exigent des mêmes algorithmes de l’escient, et le paradigme, B& B est

l’un des outils principaux dans construction de ceux-ci. Un algorithme B&B cherche dans

l’espace complet de solutions d’un problème donné pour la meilleure solution. Cependant,

l’énumération explicite est normalement impossible dû au nombre exponentiel croissant

de solutions potentielles. Rappelons tout d’abord le principe général de séparation et

évaluation. Quand on doit minimiser une fonction f sur un domaine K, on cherche à

éviter l’exploration exhaustive de K. Pour ce faire, on se donne une décomposition de K

en sous-ensembles (si possible disjoints) qui correspond au terme séparation. On suppose

être capable d’évaluer efficacement un minorant des valeurs de f sur chaque sous-ensemble

(ce qui correspond au terme évaluation). Au lieu de faire une recherche exhaustive dans

K, on commence par une région donnée, dans laquelle la recherche est conduite de façon

exhaustive, ce qui conduit à un majorant pour le minimum. On compare alors ce majorant

au minorant d’une région non explorée jusqu’à présent. Si le minorant est plus grand que

le majorant actuel, on peut éliminer la région entière sans avoir besoin de l’explorer. Dans

le cas contraire, on met à jour le majorant grâce à l’exploration exhaustive de la région.

Les performances d’un algorithme exploitant la séparation et l’évaluation dépendent de
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plusieurs facteurs : la vitesse de calcul des minorants dans une région, la qualité de ces

minorants, l’ordre de parcours des régions, etc.

4.2 L’algorithme général

Par convenance, on représente l’exécution de la méthode de branch-and-bound à tra-

vers une arborescence. La racine de cette arborescence représente l’ensemble de toutes les

solutions du problème considéré. Dans ce qui suit, nous résumons la méthode de branch-

and-bound sur des problèmes de minimisation. Pour appliquer la méthode de branch-and-

bound, nous devons être en possession :

1. d’un moyen de calcul d’une borne inférieure correspondant à une solution partielle

2. d’une stratégie de subdivision de l’espace de recherche pour créer des espace de

recherche de plus en plus petits.

3. d’un moyen de calcul d’une borne supérieure à trouvés au moins pour une solution.

La méthode commence par considérer le problème de départ avec son ensemble de solu-

tions, appelé la racine. Des procédures de bornes inférieures et supérieures sont appliquées

à la racine. Si ces deux bornes sont égales, alors une solution optimale est trouvée, et on

s’arrête là. Sinon, l’ensemble des solutions est divisée en deux ou plusieurs sous-problèmes,

devenant ainsi des enfants de la racine. La méthode est ensuite appliquée récursivement à

ces sous-problèmes, engendrant ainsi une arborescence. Si une solution optimale est trou-

vée pour un sous-problème, elle est réalisable, mais pas nécessairement optimale, pour le

problème de départ. Comme elle est réalisable, elle peut être utilisée pour éliminer toute

sa descendance : si la borne inférieure d’un noeud dépasse la valeur d’une solution déjà

connue, alors on peut affirmer que la solution optimale globale ne peut être contenue dans

le sous-ensemble de solution représenté par ce noeud. La recherche continue jusqu’à ce

que tous les noeuds soient explorés ou stérilisés.

4.2.1 Illustration de la méthode sur quelque problèmes

Soient n personnes à affecter à n tâches. Le coût de l’affectation de iime personne à la

tâche j est noté par Cij. Le problème consiste à affecter chaque tâche à une seule personne

de telle manière à minimiser le coût total . Bien entendu, une tâche ne peut être exécutée

que par une seule personne.

Illustration. Soit la matrice suivante des coûts
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C =



tâche1 tâche2 tâche3 tâche4

9 2 7 8 personne a

6 4 3 7 personne b

5 8 1 8 personne c

7 6 9 4 personne d


Si par exemple, on décide de faire l’affectation suivante (1, a); (2, c); (3, b) et (4, d); on aura

le coût total suivant : 9 + 8 + 3 + 4 = 24.

Par contre, si on faisait l’affectation suivante : (1, b); (2, c); (3, d)et(4, a); on aura le coût

total suivant 6 + 8 + 9 + 8 = 31.

L’application de la méthode de branch-and-bound nécessite une fonction de borne infé-

rieure.

Une des ces fonctions de borne inférieure pourrait être celle-ci : Il est clair que, quelque

soit la solution, son coût ne peut pas être plus petit que la somme des plus petits éléments

de chacune des lignes de la matrice des coûts. Dans notre cas, 2 + 3 + 1 + 4 = 10.

On commence par la racine qui correspond à l’état de ” pas d’élément encore choisi de la

matrice des coûts”. La valeur de la borne inférieure est alors égale à 10. Les noeuds au

premier niveau de l’arbre correspondent au 4 jobs de la première ligne de la matrice à

partir du moment que chacun d’eux est un choix potentiel de la première composante de

la solution. Le plus prometteur parmi eux est le noeud 2 car ayant la plus petite borne

inférieure, comme illustré par la Figure 4.1
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Fig. 4.1 – Séparation et évaluation pour le problème d’affectation
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En continuant, on génère les noeuds comme illustrés par la Figure 4.2. jusqu’à arriver

à la solution (2, a); (1, b); (3, c)et(4, d) engendrant un coût de valeur 13. Remarquons que,

quand on arrive à noeud 8, on choisit le couple (c, 3). Cela nous laisse obligatoirement avec

le couple (4, d). C’est la première solution complète qu’on génère à ce stade de calculs. À

partir de là, soit on génère une solution dont le coût est supérieur à la solution courante

(comme c’est le cas pour le noeud 9) soit on ignore les noeuds car ne pouvant pas contenir

une solution meilleure que celle dont on dispose (comme c’est le cas des noeuds 1, 3,4, 6

et 7). Notons que c’est par pur hasard que nous avons généré du premier coup la solution

optimale.

Fig. 4.2 – Evaluation de la solution optimale
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4.2.2 Algorithme Branch and bound

Cet algorithme est désigné pour la résolution des programmes d’optimisation global

de type

min{f0(x) : x ∈ X, gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}, (4.1)

où gi est une fonction concave i = 1, . . . ,m X est un Polytope (polyèdre borné) définit

par

X = {x ∈ Rn : Ax− b ≤ 0} (4.2)

où A est une matrice m× n et b est m-vecteur.

On note par F l’ensemble des solutions réalisables de (4.1). l’algorithme de type B&B

s’énonce comme suit :

Algorithme 1.

� Initialisation

1. Construire un simplexe S1 ⊇ X ;

2. Calculer une borne inférieure µ(S1) pour f0 sur S1 ∩ F ;

3. Determiner l’ensemble Q(S1) ⊂ S1 ∩ F (noter que Q(S1) peut être vide) ;

4. Pour Q1 = Q(S1), γ1 = min{f0(x) : x ∈ Q1}, où γ1 est une borne supérieure

de la valeur optimale du problème considéré ; γ1 = +∞ si Q1 = ∅ ;

5. Choisir un point ξ1 ∈ Q1 telle que f0(ξ
1) = γ1

6. Poser µ1 = µ(s1), R1 = {S1}, k = 1;

� Itération k

1. – Si γk = µk, alors arrêter, ξk est la solution optimale recherchée et γk est

l’objectif optimal.

– Sinon

déviser Sk en r simplexes Sk
1 , . . . , Sk

r satisfaisant :

r
i=1
∪ Sk

i = Sk, intSk
i ∩ intSk

j = ∅, ∀i 6= j, i, j = 1, . . . , r

2. Pour chaque i = 1, . . . , r, calculer une borne inférieure µ(Sk
i ) pour f0 sur Sk

i ∩F

satisfaisant µ(Sk
i ) ≥ µk, et determiner un ensemble Q(Sk

i ) ⊂ Sk
i ∩ F

3. Poser Qk+1 = Qk ∪ {Q(Sk
i ) : i = 1, . . . , r}, γk+1 = min{f0(x) : x ∈ Qk+1}.

4. Choisir ξk+1 ∈ Qk+1 telle que f0(ξ
k+1) = γk+1.

5. Poser Rk+1 = Rk\{Sk} ∪ {Sk
i : i = 1, . . . , r}.
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6. Supprimer tous les S ∈ Rk+1 telle que µ(S) ≥ γk+1 et réinitialiser l’ensemble

Rk+1, c’est à dire, Rk+1 = {S ∈ Rk+1 : µ(S) ≤ γk+1}.

7. – Si Rk+1 = ∅, poser µk+1 = γk+1.

– Sinon poser µk+1 = min{µ(S) : S ∈ Rk+1}.

8. Choisir Sk+1 ∈ Rk+1 telle que µ(Sk+1) = µk+1.

9. Poser k = k + 1 et aller à (1).

Pour la compréhension et l’implementation de cet algorithme, on doit spécifier trois

opérations basiques :

(A) Subdivisions des simplexes,

(B) Estimation des bornes inférieures

(C) Calcul des bornes supérieures.

4.2.3 Subdivision du simplexe

Définition 34 r-simplexe : On appelle r-simplexe l’enveloppe convexe de r + 1 points

affinement indépendants dans Rn. Les r-simplexes sont donc exactement les polytopes de

dimension r avec r + 1 sommets.

Il s’agit de subdiviser l’espace en plusieurs sous espaces et souvent on utilise les subdivi-

sion, en triangle ou bien rectangle utilisé par exemple dans [HT97], dans notre cas on a

utilisé la subdivision du simplexe.

Dans ce qui suit, on suppose que X est un ensemble borné qu’on peut deviser en un

n-simplexe dans l’espace des critères S ⊂ Rp. La subdivision suivante est souvent utilisée

en optmisation globale.

À chaque itération de l’algorithme (p − 1)−simplexe S se devise en r (p − 1)−simplexe

S1, . . . , Sr telle que :

r
i=1
∪ Si = S, intSi ∩ intSj = ∅, ∀i 6= j, i, j = 1, . . . , r.

, De plus, pour la systématique performance de subdévision dans l’algorithme de B&B,

il est exigé que le premier simplexe S1 ⊃ X, et les simplices génèrés ; l’algorithme à la

même structure. En utilisant la supposition suivante :

∃v0 ∈ Rp ≤ min{ct
ix : x ∈ X}(i = 1, . . . , p) (4.3)
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une condition suffisante pour l’existence de borne inférieur vi pour chaque critère i est

la bornétude de X.

on note par F l’ensemble faisable de problème 3.9 c-à-d

F = {(x, z) ∈ Rn+p : x ∈ X,Cx− z = 0, g(z) ≤ 0} (4.4)

due souvent à la non convexité du polyèdre F , on construit le polyèdre convexe F 0 conte-

nant F , en tenant comte de la proposition suivante

Proposition 5 Les insertions suivantes sont équivalente

(a) g(v0) > 0 ;

(b) l’ensemble faisable F est inclue dans l’ensemble F 0 tel que

F 0 = {(x, z) ∈ Rn+p : x ∈ X, z = v0 +
∑

tie
i, ti ≥ 0(i = 1, . . . , p)}

sachant que ei(i = 1, . . . , p) est le vecteur unitaire de Rn+p.

Preuve :

Un cône C ∈ Rn est un ensemble fermé sous l’opération de prendre des rayons à travers

ses points, c-à-d λx ∈ C avec λ ≥ 0 et x ∈ C. Nous voyons que l’ensembleC est un cône

convexe ssiλ1x1 + λ2x2 ∈ C avecλ1; λ2 ≥ 0 etx1; x2 ∈ C. Notons que chaque sous espace

linéaire est un cône convexe. Donc nous pouvons utiliser le terme cône comme un terme

court pour cône convexe.

(a)Du fait que v0 ≤ Cx,∀x ∈ X, cela suit que v0n’est pas un point efficace et cela

implique par la proposition 3(c)-(d) du chapitre 3 que g(v0) > 0.

(b)soit (x, z) ∈ F . Alors par la définition x ∈ Xet z = cx, de la supposition 4.3, il suit

directement que z ≥ v0, par conséquent, z peut s’ecrire comme suit

z = v0 +
∑

tie
i, ti ≥ 0, i = 1, . . . , p

c-à-d (x, z) ∈ F 0

l’ensemble F 0 est générer par (p− 1)−simplexe standard, défini comme suit

S0 = [e1, . . . , eP ] = {z ∈ Rp : z ≥ 0,

p∑
i=0

zi = 1} (4.5)

Par exemple pour le cas p = 3 voir la figure 4.3 ei est le vecteur unité deRp, i = 1, . . . , p,

donc on utilise la notation F 0 = F (S0), en générale, pour chaque (p− 1)−simplexe

S = [s1, . . . , sp] ⊂ S0, on défini l’ensemble F (S) ⊂ Rn+p pour

F (S) = {(x, z) ∈ Rn+p : x ⊂ X, z = v0 +

p∑
i=1

tis
i, ti ≥ 0(i = 1, . . . , p)} (4.6)
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Fig. 4.3 – A simplexe standard dans R3

chaque simplexe S est divisé en plusieurs (p− 1)−simplexe s1, . . . , sr sachant que

∪r
j=1sj = S et intsj ∩ intsi = ∅ pour i 6= j

Alors, en conséquence, l’ensemble F (S) est devisé en sous ensembles F (s1), . . . , F (sr) tel

que :

∪r
j=1F (sj) = F (S) et intF (sj) ∩ intF (si) = ∅ pour i 6= j

4.2.4 La borne inférieure

Pour chaque simplice S généré, on calcul la borne inférieure U de la fonction f sur

l’ensemble F ∩ F (S), telle que

U(S) ≤ min{f(x) : (x, z) ∈ F ∩ F (S)}. (4.7)

De la proposition 5(a) et comme g est concave, alors il existe au moins un point vi ∈ Ki

tel que

Ki = {z ∈ Rp : z = ω + tis
i, ti ≥ 0}. (4.8)

sachant que g(vi) = 0, soit

I(s) = {i;∃vi = v0 + ωis
i avec g(v0) = 0} (4.9)

Notons que pour chaque i ∈ I(s) le nombre ω est calculé par la formule suivante :

ωi = max{ω : g(v0 + ωsi) ≥ 0, ω > 0} (4.10)
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La méthode pour calculer la borne inférieur est basée sur les résultats suivantes :

Proposition 6 La borne inférieur U(S) est obtenue comme suit

(a) si I(S) = ∅, alors U(S) = +∞ ;

(b) Si I(S) 6= ∅, alors U(S) est calculée par la résolution de programme suivant (avec

x ∈ Rn) et t ∈ Rp

U(S) = minf(x)s.t.


Cx −

∑
i∈I(S) ωis

iti −
∑

i/∈I(s) siti = v0

x ∈ X∑
i∈I(S) ti ≥ 1, t ≥ 0

(4.11)

pour chaque i ∈ I(S), ωi est déterminé par 4.10

Preuve

Puisque la fonction g est concave, alors l’ensemble

G+ = {z ∈ Rp : g(z) > 0}

est convexe.

(a) Soit I(S) = ∅. De 4.6, chaque z ∈ F (S) est représenté uniquement par z = v0 +∑p
i=1 siti, ti ≥ 0 (i = 1, . . . , p). Comme les rayons Ki, (i = 1, . . . , p) définis par 4.8,

appartiennent à G+, ce qui suit que l’ensemble F (S), est aussi convexe.

(b) Supposons que I(S) 6= ∅. Alors chaque point z ∈ F (S) est représenté par

z = v0 +
∑

i∈I(S)

ωis
iti +

∑
i/∈I(s)

siti, ti ≥ 0 (i = 1, . . . , p).

Pour la démonstration des algorithmes de type B&B, la caractérisation la plus impor-

tante dans le processus de partition est le concept d’exhaustivité. Une suite d’ensemble

des partition {Sk}, Sk ⊃ Sk+1, ∀k, est dite exhaustive si Sk tend vers un point unique

quand k → +∞, c’est à dire : ∞
k=1
∩ Sk = {x}

Ainsi, dans l’algorithme B&B, un processus de partitionnement est dit exhaustif si toute

suite de partition générée à travers l’algorithme est exhaustive.

4.2.4.1 Estimation de la borne inférieure

Soit S un n-simplexe généré à travers l’algorithme ayant n + 1 sommets v1, . . . , vn+1.

Supposons que S est généré à partir du simplexe S
′
telle décrit ci-dessus, et supposons
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que la borne inférieure µ(S
′
) de f0 sur l’ensemble S

′ ∩F est connue ; rappelons que F est

l’ensemble des solutions réalisables du problème (4.1). On calculera une borne inférieure

µ(S) de f0 sur l’ensemble S ∩ F .

Soit v0 un point de S, par exemple,

v0 =
1

n + 1
(v1 + · · ·+ vn+1);

pour chaque i = 0, . . . ,m soit si le sous gradient de gi au point v0. De plus, soit U la

matrice n× (n + 1) avec les colonnes v1, . . . , vn+1 et Ũ la matrice (n + 1)× (n + 1) avec

les colonnes (v1, 1), . . . , (vn+1, 1), c’est à dire,

U = (v1, . . . , vn+1), Ũ =

(
v1 . . . vn+1

1 . . . 1

)
Ainsi, pour chaque i = 0, . . . ,m, la fonction affine

li(x) = (x− v0)si + gi(v
0) = six + (gi(v

0)− siv0)

est un sous estimateur de la fonction convexe gi, et la fonction affine

ϕi(x) = −
∑
j=1

n+1
hi(v

j)Ũ−1
j (x, 1)

où Ũ−1
j est la jième ligne de la matrice Ũ−1, est un sous estimateur de la fonction −hi.

Générallement, ϕi est dite l’enveloppe convexe de −hi sur S. Ainsi, une borne inférieure

de f0 sur l’ensemble S ∩ F peut être calculée en résolvant le problème de programmation

linéaire suivant :

min{l0(x) + ϕ0(x) : x ∈ (X ∩ S) , li(x) + ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}. (4.12)

En posant

x =
∑
j=1

n+1
λjv

j = Uλ, (4.13)

le programme linéaire (4.12) peut être reformulé d’une manière équivalente comme le

programme linéaire suivant avec les nouvelles variables λ = (λ1, . . . , λn+1)

min
∑
j=1

n+1(s0vj − h0(v
j))λj

S · à : (AU)λ + b ≤ 0∑
j=1

n+1(sivj − hi(v
j))λj + (gi(v

0)− siv0) ≤ 0, i = 1, . . . ,m∑
j=1

n+1λj = 1

λj ≥ 0, j = 1, . . . , n + 1

(4.14)
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Finallement, soit µ̃(S) la valeur optimale du problème (4.14), si elle existe, on peut

calculer une borne inférieure par

µ(S) =

{
max{µ(S

′
); (µ̃(S) + (g0(v

0)− s0v0))}, Si µ̃(S) < +∞,

+∞ ailleurs.
(4.15)

Notons qu’on a µ̃(S) < +∞ quand l’ensemble des solutions réalisables du problème

(4.14) est non vide. Si le problème (4.14) n’a pas de solution réalisable, il s’ensuit direc-

tement que S ∩ F = ∅.
Pour le cas µ̃(S) < +∞, soit λ(S) une solution optimale de (4.14). Le point

x = Uλ(S) (4.16)

est utilisé pour l’établissement de la convergence de l’algorithme.

4.2.5 Bornes supérieures

Pour chaque simplexe généré à travers l’algorithme satisfaisant µ(S) < +∞, on es-

sayera de trouver les points réalisable du problème (4.1) contenu dans S. Ceci sera possible

en choisissant un sous ensemble de S, par exemple {v0, v1, . . . , vn+1} et x(S) une collec-

tion de points réalisables trouvés dans S notée par Q(S). On pose Q(S) = ∅ quand aucun

point réalisable n’est trouvé durant la recherche dans S. À travers l’algorithme, plusieurs

points réalisable peuvent être trouvés ; de cette façon, la borne supérieure de a valeur

optimale du problème (4.1) peut être perfectionnée iterativement.

Remarque : Pour la résolution du problème d’optimisation d’une fonction linéaire sur l’en-

semble des solution efficaces, on c’est limité pour le cas continu(MOLP) seulement, pour

le cas discret(MOILP) voir [Jor08, eDC06].

4.3 L’algorithme de Branch and Bound pour l’op-

timisation sur l’ensemble de solutions efficaces

d’un problème linéaire bi-critère

Dans cette partie on considère que le problème (1.8) est un programme linéaire bi-

critère(p = 2), on le note par P , telle que C est une matrice 2 ∗ n avec les lignes CT
1 et

CT
2 . L’ensemble polyhedral compact et non vide de X est supposé sous cette forme

X = {x ∈ Rn|Ax = a, x ≥ 0}.
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Avec A est une matrice n ∗m et a est un vecteur colonne de dimension m. On note EX

l’ensemble de solutions efficaces dans l’espace de décision et par EY l’ensemble de solu-

tions efficaces dans l’espace des critères, supposés aussi non vide et compact, sachant que

(1.12) possède au moins une solution optimale globale.

Considérons le problème

(PR) minf(x) s.t x ∈ X

le problème relaxé de (P ). Soit xR la solution optimale de (PR). Si xR ∈ EX , alors xR est

la solution optimale de (P ), dont il y a plusieurs chemins pour résoudre un programme

linéaire approprie, vérifiant que si ou pas un x ∈ X est une solution efficace.

Le cas favorable c’est quand (1.8)est complètement efficace c-à-d EX = X d’où EY = Y

alors xR est sûrement efficace donc c’est une solution optimale de (P).

Même si nous n’avons aucun des cas favorable précités, le problème bi-critère possède

quelques propriétés spéciales qui peuvent exploitées pour résoudre (P) ; pour chaque

i = 1, 2 soit

Mi = max 〈Ci, x〉 (4.17)

s.t x ∈ X (4.18)

Et soit

mi = max 〈Ci, x〉 (4.19)

s.t〈C3−i, x〉 = M3−i (4.20)

x ∈ X (4.21)

De plus soit

I = {b ∈ R|m2 ≤ b ≤M2}

pour chaque b ∈ I, soit

(Pb) w(b) = max 〈c1, x〉
s.t 〈c2, x〉 ≥ b

x ∈ X
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Le point x◦ ∈ Rn satisfait x◦ ∈ XE si et ssi x◦ est la solution optimale du problème

(Pb) pour un b ∈ I, la fonction w(b) est continue, concave, linéaire et décroissante sur I.

Supposons que (1.8) n’est pas complètement efficace. Alors l’ensemble YE dans l’espace

des critères consiste a l’un des sommets de Y , arrêtes de Y, ou bien c’est l’union d’un

nombre fini des arrêtes connectées de Y [HB02].

Pour un y = (y1, y2)
T ∈ Y , y ∈ EY ssi y2 ∈ I et y1 = w(y2).

Si m2 = M2 alors YE = {(M1, M2)
T}, XE = {x ∈ X|〈ci, x〉 = Mi, i = 1, 2}

Et le problème (P ) peut se réduire à un problème d’optimisation de contraintes linéaire

suivant :

(PI) min f(x)

s.t 〈ci, x〉 = Mi i = 1, 2

x ∈ X

d’où la solution optimale de (PI) est aussi optimale pour (P ), autrement il existe une

relation d’équivalence entre le bord de EY et la fonction linéaire w sur I.

Soit

m2 = b1 < b2 < ... < bK = M2,

alors yk = (w(bk), bk)
T , k = 1, . . . , K − 1 sont les point extrêmes efficaces de EY et les

segments

F k
y = {y ∈ Y |y = λyk + (1− λ)yk−1, 0 ≤ λ ≤ 1}, k = 1, . . . , K,

sont les arrêtes efficaces de EY , de plus on peut remarquer que l’ensemble

F k
x = {x ∈ X|cx ∈ F k

y } k = 1, . . . , K − 1,

est la face maximale efficace de EX (benson). Étant donné un point efficace extrême

(αk, bk) de EY , 1 ≤ k ≤ K − 1, l’arrête F k
y peut s’écrire comme suit

F k
y = {y ∈ Y |y1 + µky2 = 〈a, qk〉}. (4.22)

où 〈a, qk〉 est la solution optimale de

(Pb,α) max µ

s.t −bµ〈a, q〉 = α

−c2µ + AT q ≥ c1

µ ≥ 0

Avec b = bk et α = αk = w(bk)

Après la résolution de (Pb,α), le point extrême efficace (αk+1, bk+1)
T de EY , peut être
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obtenu par bk+1 = 〈c2, x̄
k+1〉 et αk+1 = 〈c1, x̄

k+1〉
où x̄k+1 est la solution optimale du programme linéaire

(Vk) max 〈c2, x〉
s.t 〈c1, x〉+ µk〈c2, x〉 = 〈a, qk〉

x ∈ X

EX =
⋃K−1

k=1 F k
x

Le problème (P) peut ce réduire a un nombre fini de problèmes, où f est à minimiser sur

F k
x , qui peut s’écrire comme suit :

(Fk) min f(x)

s.t 〈c1, x〉+ µk〈c2, x〉 = 〈a, qk〉
x ∈ X

A condition que l’ensemble des solutions réalisable n’est pas complètement efficace, dont

on peut construire le bord efficace de EY et l’arrêtes efficaces EX par une approche

énumérative proposé par Benson[Ben79b]. En commençant avec k = 1 au point extrême

y = (α1, b1)
T = (M1, m2)

T de YE et on résout les sous problèmes (Pbk
, αk) et (Vk) jusqú’à

un point extrême (αk, bk)
T de Yk avec bk = M2 est atteint. Pendant ce temps étape par

étape le bord efficace F k
y défini par (4.22) et l’arrêtes efficaces définies comme l’ensemble

faisable de (Vk) et (Fk) sont aussi obtenus.

Une extension de la précédente énumérative méthode à été proposé par Benson pour

résoudre (P ). Là donc a l’iteration k, de plus de problème (Pbk
, αk) et Vk, le problème (Fk)

aussi sera résolu. Naturellement l’algorithme peut terminer avant la construction de tous

les faces efficace de XE par l’utilisation des bornes supérieurs et inférieurs appropries. A un

point donner de l’algorithme, soit xc la solution retenue c-à-d la meilleur solution trouvée

et soit UB = f(xc) la borne supérieur de la valeur optimale de (P). Pour i = 1, ..., K − 1,

soit xj une solution optimale de (Fj). Alors à l’iteration k, xc peut on la d’écrire comme

l’un de {x1, ..., xk}, qui correspond à la pus petite valeur de f . Après avoir déterminé le

point efficace extrême (αk+1, bk+1) de YE par la résolution de (Vk) cherchons la solution

optimale xR pour le problème relaxé

(PRb) min f(x)

s.t 〈c2, x〉 ≥ b

x ∈ X

avec b = bk+1. Soit LB = f(x), si LB ≥ UB, alors arrêter, xc est la solution optimale de

(P ). Dans le cas xR ∈ XE, on peut arrêter le processus si f(xR) < f(xc). Alors xR est la

solution optimale de (P ).
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4.3.1 Algorithme de Branch and bound

Proposition 7 [FM00] Soit y1(y1
1, y

1
2) et y2(y2

1, y
2
2) deux points efficaces de Y telles que

y1
2 < y2

2. Alors pour chaque y(y1, y2) ∈ EY

y1
2 ≤ y2 ≤ y2

2 (4.23)

ssi

(y2
2 − y1

2)(y1 − y1
1) + (y1

1 − y2
1)(y2 − y1

2) ≥ 0 (4.24)

Preuve

Soit y = (y1, y2)
T ∈ Y , on a y ∈ EY si et ssi y2 ∈ I et y1 = w(y2). Pour y ∈ EY soit

λ = (y2 − y1
2)/(y

2
2 − y1

2) c’est claire que λ ∈ [0, 1] si et ssi y vérifie les inégalité (4.23).

Alors pour chaque λ ∈ [0, 1], y2 = λy2
2 + (1− λ)y1

2 = w(y2), yi
1 = w(yi

2) pour i = 1, 2 et w

concave sur I, on a

y1 = w(λy2
2 + (1− λ)y1

2)

≥ λw(y2
2) + (1− λ)w(y1

2)

= λy2
1 + (1− λ)y1

1

y1 − y1
1 ≥ [(y2 − y1

2)/(y
2
2 − y1

2)](y
2
1 − y1

1)

(y1 − y1
1)(y

2
2 − y1

2) ≥ (y2 − y1
2)(y

2
1 − y1

1)

(y1 − y1
1)(y

2
2 − y1

2)(y2 − y1
2)(y

2
1 − y1

1) ≥ 0

Géométriquement la proposition 7 localise tous les points efficaces qui accomplit (4.23) et

peuvent être localisés dans le demi espace fermé reliant les deux points y1 et y2, c’est aussi

facile de voir que tout y ∈ Y (4.24) implique (4.23). Par conséquent pour déterminer la

borne inférieur du problème

min f(x) (4.25)

s.t y1
2 ≤ 〈c2, x〉 ≤ y2

2 (4.26)

x ∈ XE (4.27)

Il suffit de résoudre le problème relaxé

min f(x) (4.28)

s.t 〈(y2
2 − y1

2)c1 + (y1
1 − y2

1)c2, x〉 ≥ y1
1y

2
2 − y1

2y
2
1 (4.29)

x ∈ X (4.30)
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au lieu de

min f(x) (4.31)

s.t y1
2 ≤ 〈c2, x〉 ≤ y2

2 (4.32)

x ∈ X (4.33)

Chaque point point réalisable pour (4.29) et (4.30) est réalisable aussi pour (4.31) et

(4.33).

Proposition 8 [FM00] Soit y1 et y2 deux points efficaces extrême de Y sachant que

y1
2 < y2

2 et soit x̄ une solution optimale du problème linéaire lexicographique

lexmax{〈(y2
2 − y1

2)c1 + (y1
1 − y2

1)c2, x〉, 〈c1, x〉} (4.34)

s.t x ∈ X (4.35)

et soit ȳ = cx̄ si ȳ = y1, alors y1 et y2 sont les points limite du bord efficace de Y . Sinon

ȳ est le point extrême efficace de Y sachant que y1
2 < ȳ2 < y2

2

Preuve

Le problème (4.34) et (4.35)peut on le transformer sous la dorme suivante

lexmax{〈(y2
2 − y1

2, y
1
1 − y2

1)
T , y〉, y1} (4.36)

s.t y ∈ Y (4.37)

On note par Y1 l’ensemble des solutions optimales du (4.36) sur Y . Puisque y2
2 − y1

2 > 0

et ω est strictement décroissante sur I et on a aussi y1
1 − y2

1 > 0. Par conséquent, Y1 est

un ensemble des point extrêmes efficaces ou une arrête efficace de Y .

Pour chaque étape de la méthode de B&B pour résoudre le problème (P ) dans le cas

bi-critère, un ensemble fini de segments noté N dans l’espace des critères Y est retenus. Le

segment S est déterminé par les points limites y1(S) et y2(S), qui sont des points efficaces

extrêmes tel que y1
2(S) < y2

2(S). Et en enregistrant aussi une solution optimale xR(S),

pour chaque segment active, du problème relaxé (4.28)-(4.30) avec yi = yi(S) i = 1, 2 et

la valeur B(S) = f(xR).

L’algorithme de B&B pour résoudre (P) dans le cas bi-critère est présenté comme suit

Algorithme 2.

BInitialisation
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Etape 1. Calculer M1 et m2, on résolvant (4.17)-(4.18) pour i = 1 et (4.19)-(4.21)

pour i = 2. Soit xc la solution optimale de (4.19) et(4.21) et soit UB ← f(xc)

Etape 2. Calculer M2 par la résolution de (4.17)-(4.18) pour i = 2. Si m2 = M2

aller à l’étape 5 sinon calculer m1 par la résolution de (4.19)-(4.21). pour i = 1.

Soit x̄ une solution optimale de (4.19)-(4.21). Si f(x̄) < UB alors UB ← f(x̄)

et xc ← x̄.Sinon aller à l’étape suivante.

Etape 3. Soit le segment S0, défini par les deux points y1(S0) = (M1, m2)
T et

y2(S0) = (m1, M2)
T . Trouver la solution optimale x̄ pour le problème (4.28)-

(4.30), avec yi = yi(S0), i = 1, 2.

Etape 4. Sif(x̄) = UB arrêter xc est la solution optimale de problème (P ), sinon

B(S0)← f(x̄), xR(S0)← x̄, k ← 1, N1 ← {S0} et aller à l’iteration k.

Etape 5. Trouver la solution, optimale xI du problème (PI) et arrêter le processus

de résolution, xI est la solution optimale de (P ).

BIterationk k ≥ 1

Etape k 1. Sélectionner Sk ∈ argmin{B(S)|S ∈ Nk}. Si xR(Sk) ∈ EX alors ar-

rêter le processus de résolution, avec xR solution optimale du problème (P) ;

sinon aller à l’étape suivante.

Etape k 2 Trouver la solution optimale x̄k du problème (4.34)-(4.35), avec yi =

yi(Sk), i = 1, 2 et soit ȳk = Cx̄k. Si f(x̄k) < UB, alors UB ← f(x̄k) et

xc ← x̄k.

Etape k 3. Soient les deux segments Sk1, Sk2 définis par y1(Sk1) = y1(Sk), y
2(Sk1) =

y1(Sk2) = ȳk et y2(Sk2) = y2(Sk). j ← 1 et Nk+1 ← Nk+1∪{Sk1}∪{Sk2}\{Sk}.

Etape k 4. Considérons le problème (4.28)-(4.30) défini par yi = yi(Skj), i = 1, 2.

Si xR(Sk) est réalisable pour (4.28)-(4.30), alors xR(Skj)← xR(Sk), B(Skj)←
B(Sk) et aller à l’étape k 5. Sinon trouver la solution optimale xR(Skj) pour

(4.28)-(4.30), B(Skj)← f(xR(Skj)).

Etape k 5. Si j = 1 alors j ← 2, aller l’étape k 4. Sinon aller à l’étape suivante.

Etape k 6. Supprimer tout segment S ∈ Nk+1 tel que B(S) ≥ UB. Notons par

Nk+1 l’ensemble restant. Si Nk+1 = ∅ alors arrêter le processus de résolution,

xc est la solution optimale du problème (P), sinon k ← k + 1 et aller à l’étape

k 1.
La construction de segments dans l’iteration 1 est représenté dans la figure 4.4 suivante :
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Fig. 4.4 – Construction de segments dans l’iteration 1

4.3.2 Exemples didactique

Nous illustrons le fonctionnement de l’algorithme sur deux exemples numériques dont

le premier présenté dans [ES94, Cha06].

Exemple 1 :Considérons le problème multi-objectifs suivant :

(MOLP )



max z1 = x1 − 3x2

max z2 = x1 + 3x2

s.c x1 + 2x2 ≤ 8

2x1 + x2 ≤ 7

x1 − 2x2 ≤ 1

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

59



Chap. IV : La Résolution par l’Algorithme de Décomposition Branch and Bound
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Fig. 4.5 – Espace de décision pour l’exemple didactique 1

le problème principal (P1) est le suivant :

(P1)

{
minf(x) = −3x1 − 2x2

s.c (x1, x2)
T ∈ E(MOLP )

Initialisation Etape 1 M1 = 1; m2 = 1; xc = (1, 0)T ; UB := −3;

Etape 2 M2 = 12;puisque M2 6= m2 alors m1 = −12; x̄ = (2, 3)T f(x̄) =

−12; UB := −12 et xc := x̄ = (2, 3)T

Etape 3 S0 := {y1(s0) = (M1, m2)
T ; y2(s0) = (m1, M2)

T}

Etape 4 f(x̄) 6= UB alors B(s0) := f(x̄); xR(s0) := x̄; k := 1; N1 := {s0}

Iteration 1 Etape 1.1 xR est une solution efficace(procedure de teste d’efficacité) de

(MOLP), alors xc = (2, 3)T est la solution optimale pour le problème (P1)
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Fig. 4.6 – Espace des critères pour l’exemple didactique 1
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Exemple 2 :Considérons le problème multi-objectifs suivant :

(MOLP1)



max z1 = 5x1 +12x2 +17x3 +10x4 −13x5 −4x6 +17x7 +17x8 −4x9 +16x10

max z2 = −18x1 −6x2 +13x3 −20x4 −14x5 −12x6 −12x7 +4x8 −9x9 −12x10

s.c



3x1 +169x2 +136x3 +61x4 +30x5 +99x6 +68x7 +168x8 +139x9 +35x10 ≤ 2728

149x1 +105x2 +76x3 +38x4 +140x5 +180x6 +58x7 +114x8 +124x9 +196x10 ≤ 3540

89x1 +41x2 +166x3 +39x4 +76x5 +164x6 +68x7 +74x8 +159x9 +54x10 ≤ 2817

186x1 +134x2 +101x3 +136x4 +172x5 +129x6 +107x7 +141x8 +191x9 +50x10 ≤ 4047

93x1 +168x2 +142x3 +61x4 +171x5 +164x6 +145x7 +109x8 +105x9 +175x10 ≤ 4008

84x1 +4x2 +86x3 +108x4 +119x5 +132x6 +62x7 +89x8 +176x9 +147x10 ≤ 3041

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10 ≥ 0

le problème principal (P2) est le suivant :

(P2)

{
minf(x) = dx = 18x1 − 11x2 + 4x3 − x4 + 16x5 + 10x6 − 2x7 − 19x8 + 13x9 − 2x10

s.c (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10)
′ ∈ E(MOLP1)

La première iteration de l’algorithme appliqué pour l’exemple deux génère trois points

efficace extrêmes(A,B,C) dans l’espace des critères, comme le montre la figure 4.7. Dont

les deux point A et B sont les points extrêmes efficaces limite d’une suite de toutes les

arrêtes efficaces adjacentes et le point C n’est pas optimal pour P2.

En deuxième iteration le point extrême D est génère, ainsi les deux segments S21 et S22,

Fig. 4.7 – L’itération 1 du l’algorithme pour l’exemple 2

comme le montre la figure 4.8. Le point E est généré en troisième itération avec les deux

segments S31 et S32, comme le montre le figure 4.9. Le déroulement de l’algorithme, sépa-

ration(génération de segments) et évaluation(la borne inférieure ainsi la borne supérieure),

est donné dans le tableau 4.1.
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Fig. 4.8 – L’itération 2 du l’algorithme pour l’exemple 2

Fig. 4.9 – L’itération 3 du l’algorithme pour l’exemple 2
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Iteration 1 Iteration 2 Iteration 3

y1 z1 515.2377 515.2377 445.9828 515.2377 481.1747 515.2377 500.5391

z2 -399.7151 -399.7151 38.3858 -399.7151 -84.2216 -399.7151 -237.1867

Points A ↑ A ↑ C ↑ A ↑ D ↑ A ↑ E↑
Segments S0 l S11 l S12 l S21 l S22 l S31 l S32 l

Points B↓ C ↓ B ↓ D ↓ C ↓ E↓ D↓
y2 z1 288.4880 445.9828 288.4880 481.1747 445.9828 500.5391 481.1747

z2 220.6084 38.3858 220.6084 -84.2216 38.3858 -237.1867 -84.2216

x1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x3 0.0000 0.0000 11.3368 0.0000 11.3368 0.0000 0.0000

x4 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x7 0.0000 11.7875 0.0000 20.0165 0.0000 22.1850 22.1850

x8 14.3783 10.0321 4.8328 7.8369 4.8328 7.2584 7.2584

x9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

x10 8.9269 6.8875 10.6937 1.4365 10.6937 0.0000 0.0000

Efficace Non Non Oui Non Non Oui Oui

borne inf -291.0419 -227.9590 -67.8636 -191.8073 -67.8636 -182.2804 -182.2804

borne Sup -141.2075 -141.2075 -182.2804

Solutions Rejetées Optimale

f ∗ // -182.2804

Tab. 4.1 – Résumé du l’execution de l’exemple deux

4.3.3 Convergence et finitude

Proposition 9 [FM00] L’algorithme 2 est fini et termine toujours avec une solution

optimale au problème (P)

Preuve :

Les deux points limites de S0 déterminés à l’étape d’initialisation sont clairement des

points extrêmes efficaces de Y . Si m2 = M2, alors EY contient un seul point, l’ensemble

faisable de (PI) est un ensemble efficace dans l’espace de décision X. Donc on résolvant

(PI), on obtient la solution optimale de (P).

Dans le cas m2 < M2, les deux limites de S0 sont aussi les points limites de la série de
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consecutive d’arrêtes efficaces adjacentes de Y et I = [m2, M2]. Comme chaque point de

EX est réalisable pour (4.29)-(4.30), obtenus à partir des points limites de S0, dans le cas

f(x̄) = UB. En effet la solution optimale de (P) est obtenue.

Supposons maintenant que l’algorithme ne termine pas à l’étape d’initialisation. On mon-

trons que les deux point limites de chaque segment de Nk sont des point extrêmes efficaces

de Y et ça est vrai pour S0. Si le segment Sk sélectionné dans l’étape k1 est une arrête

efficace de Y , alors automatiquement xR(Sk) ∈ EX , donc xR(Sk) est la solution optimale

de (P). Sinon par la proposition 8 ȳk déterminé à l’étape k2 est point efficace extrême de

Y et y1
2(Sk) < ȳk

2 < y2
2(Sk). En effet, les points limites des segments récemment construits

sont des points extrêmes efficaces de Y .

Comme Y a un nombre fini de point extrêmes, l’algorithme 2 termine après un nombre

fini d’iteration soit à l’étape k1 avec une solution optimale ou bien à l’étape k6 par la

détection d’une solution titulaire xc, qui est optimale pour (P ).

4.4 Complexité

La théorie de la complexité se propose d’étudier de manière formelle la difficulté des

problèmes en informatique. On distingue complexité spatiale (évaluation de l’espace mé-

moire nécessaire au fonctionnement d’un programme) et complexité temporelle (évaluation

du temps de traitement). C’est à ce deuxième point que nous nous intéressons.

En théorie de la complexité on ne traite que des problèmes de décision, c’est à dire qui

revient à répondre à une question par oui ou par non. On peut toutefois parler de com-

plexité pour un problème d’optimisation, puisqu’il se ramène simplement à un problème

de décision. Par exemple, dans un problème où l’on cherche à minimiser une variable

entière n, il suffira de choisir un autre entier p et de traiter le problème de décision qui

consiste à comparer n à p.

La méthode par séparation et évaluation est basée sur une énumération implicite et in-

telligente de l’ensemble des solutions réalisables. Pour cela, la séparation consiste à décom-

poser le problème initial en plusieurs sous-problèmes qui sont à leur tour décomposables.

Ce processus peut se visualiser sous forme d’un arbre d’énumération. Pour chaque sous-

problème (noeud de l’arbre), la procédure d’évaluation calcule (dans le cas d’un problème

de minimisation) une borne inférieure de la solution obtenue à partir de ce sous-problème.

Au préalable, une borne supérieure de la solution optimale a été calculée et est utilisée

pour éviter l’exploration de noeuds dont la valeur de la borne inférieure est supérieure à la

65



Chap. IV : La Résolution par l’Algorithme de Décomposition Branch and Bound

valeur de la borne supérieure. Cette borne supérieure est réactualisée lorsqu’une solution

réalisable de valeur inférieure est trouvée. Ainsi, l’exploration de certaines branches de

l’arbre est coupée, ce qui permet de ne pas énumérer réellement toutes les solutions.

Dans notre travail, les noeuds représente des simplices pour le premier algorithme et le

deuxième c’est des segments, tel que le nombre de noeuds générés dépend de nombres de

sommets efficaces extrêmes, donc de la region efficace (les arrêtes efficaces).

En effet le pire des cas c’est d’explorer toute l’arborescence, c-à-d de générer toutes les

points extrêmes efficaces.
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CHAPITRE 5

Expérimentations et résultats

Dans ce chapitre, nous donnons quelques détails sur l’implantation de l’algorithme

deux de l’optimisation sur l’ensemble des solutions efficaces (cas de programme linéaire a

deux critères), qu’on a conçu sous l’environnement MATLAB 7.0.

5.1 Programme implémentant l’algorithme

La méthode programmée est basée essentiellement sur l’optimisation d’un critère li-

néaire sur l’ensemble des solutions efficaces. L’architecture de l’algorithme est donnée sous

forme d’organigrammes dans l’annexes (C,D) les procédures essentielles sont les suivantes :

– Procédure d’initialisation : Elle permet de déterminer les deux points extrêmes ef-

ficaces, dont ces dernières sont des point limites d’une châıne d’arrêtes consécutif

efficaces ; d’évaluer les bornes inférieure et supérieure de la fonction f . En optimi-

sant chaque critère individuellement sur l’ensemble de solutions réalisable, créant

un segment qui relit les deux points limites efficaces.

– Procédure de séparation : il s’agit de créer des segments (sous-ensemble), donc de

subdiviser l’espace réalisable contenant l’ensemble de solutions efficaces, dans l’es-

pace des critère en plusieurs sous espaces. Dont le premiers sous espace est généré

dans l’étape d’initialisation et chaque sous espace est divisé en deux sous espaces,

où on peut représenter cette procedure par un arbre binaire, tel que chaque noeud
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représente un sous espaces et chaque arrête représente une subdivision.

– Procedure d’évaluation : permet d’évaluer les bornes inférieures et supérieures de f

sur chaque sous espace.

– procedures de testes : Elle permet de tester

1. Si la solution optimale trouvée sur l’ensemble réduit est efficace, alors on arrête

le processus de résolution.

2. Si la borne inférieure de f sur un sous espace est supérieur a la borne supé-

rieure, alors on supprime le segment correspond a ce sous espace, ça revient à

supprimer une branche de l’arbre.

3. Si l’ensemble de segment est vide, alors on arrête le processus de résolution.

5.1.1 Génération aléatoire des exemples tests

Les exemples aléatoires testés ont été générés par les procedures suivantes :

Etape 1 Lecture de la dimension de l’exemple :

n : Nombre de variable.

m : Nombre de contraintes.

Etape 2 Génération des éléments de la matrice des contraintes aij selon la loi uniforme

U[−20,20].

Etape 3 Le vecteur b est calculé de façon que le polyèdre généré ne sont pas vide[Cha06]

Soit Ai = k
n∑

j=1

aij, ∀i ∈ {1, ...,m}; avec k ∈ N\{0}

bi = Ai + δi avec δi aléatoire dans U[0,20].

Etape 4 Génération de la matrice des coefficients coût Cij aléatoire dans U[−20,20]. ∀i ∈
{1, 2}, j ∈ {1, ..., n}. De même pour le critère principal.

Le menu principal du programme est constitué de trois sous menus principaux permet-

tant, premièrement aux utilisateurs d’introduire les données, deuxièmement d’executer

des Benchmarks et dernièrement de générer des exemples tests.

5.2 Résultats et interprétation

L’exemple présenté ci-après à été traité dans [NTBK05], où le critère principal est la

combinaison linéaire des deux critères secondaires.

Le critère principal :f = (−2,−2,−5, 0,−2,−1,−1,−3,−2,−4)
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La matrice des critères : C =

(
0 2 3 0 2 0 0 0 3 0

2 0 2 0 0 1 1 3 −1 4

)

La matrice des contraintes :A =



0 0 0 0 1 2 0 0 0 0

0 8 6 8 0 0 0 0 0 0

2 0 5 0 1 0 0 0 3 5

0 0 5 7 0 1 3 0 0 0

7 0 5 0 8 0 2 1 0 0

0 7 0 4 3 0 0 0 6 0

0 1 0 0 4 6 0 3 0 7

0 0 8 0 7 0 0 0 0 6

0 8 2 0 0 0 5 8 3 0

0 3 8 0 0 0 6 1 0 0



; b =



51

56

81

77

81

93

77

76

64

100


L’ensemble des solutions non dominées (dans l’espace des critères) :y1 = (10.672, 76.280); y2 =

(16.419, 73.206); y3 = (52.169, 39.741); y4 = (53.859, 37.750); y5 = (66.403, 19.410); y6 =

(66.475, 19.298); y7 = (69.361, 3.714). On l’execute par l’algorithme 2 : nous avons constaté

que la solution optimale

x̄ = (4.5268, 0.0000, 9.3333, 0.0000, 0.0000, 11.2513, 0.0000, 2.6456, 8.0562, 0.2222)T et

l’objectif optimal f ∗ = −91.9096 sont les même ; le nombre d’iterations c’est 1 ;le temp

d’execution Time = 0.2180secondes.

Les tableaux 5.1, 5.3,5.4 et 5.2 présentés ci-après, résument respectivement les caracté-

ristiques des exemples générés aléatoirement, pour des tests ; de petite, moyenne de taille

et problèmes a matrices creuses et non creuses. Les deux premières colonnes contiennent

respectivement le nombre de variables et le nombre de contraintes. Les deux autres co-

lonnes résumes respectivement les nombres moyennes, d’iterations(Itmoy) et du temps

moyen d’execution(CPUmoy) de dix tests pour chaque exemple. Ces exemples ont été

testés en utilisant un micro-ordinateur de type Pentium dual core 1.4GH avec une RAM

de 1GB sous un système d’exploitation windows vista.

5.2.1 Tests sur des exemples aléatoires de petite taille

Les figures 5.1 et 5.2 représentent respectivement l’évaluation du nombre moyen d’ite-

rations et temps moyen d’execution en fonction de nombre de variables, pour les problèmes

de petite taille. On remarque une légère augmentation du nombre moyen d’iterations(Itmoy)
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m n Itmoy CPUmoy m n Itmoy CPUmoy m n Itmoy CPUmoy

2 2 1 0.1123 3 2 1 0.103 4 3 1.1 0.1374

2 3 1 0.0923 3 3 1 0.081 4 4 1.3 0.1169

2 4 1.3 0.1109 3 4 1.2 0.1374 4 5 1.2 0.1358

2 5 1.3 0.1481 3 5 1.1 0.106 4 6 1.7 0.201

2 6 1.3 0.1363 3 6 1.2 0.1276 4 7 1.4 0.2401

2 7 1.1 0.1421 3 7 1.5 0.238 4 8 1.8 0.2231

2 8 1.4 0.1678 3 8 1.4 0.2 4 9 1.8 0.4666

2 9 1.4 0.1717 3 9 1.4 0.2266 4 10 1.8 0.2266

2 10 1.1 0.1951 3 10 1.6 0.195

Tab. 5.1 – Problèmes à 2 ≤ m ≤ 4 et 2 ≤ n ≤ 10

Fig. 5.1 – La courbe représentatif de (Itmoy) en fonction de n et 5 < m < 1.

et le temps moyen d’execution( CPUmoy) en fonction du nombre de variables, autrement

dit une tendance faible. Nous avons constaté que pour les exemples tests de petites taille,

le nombre moyen d’iterations ainsi que le temps moyen d’execution sont significatives. No-

tons bien que la plupart des exemples la solution est obtenue dans l’étape d’initialisation.
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Fig. 5.2 – La courbe représentatif de (CPUmoy) en fonction de n et 5 < m < 1.
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5.2.2 Tests sur des exemples aléatoires à matrices creuses et non

creuses de taille moyenne

Matrices creuse Matrice non creuse

m n Itmoy CPUmoy Itmoy CPUmoy

10 10 2.8 0.4525 2.5 0.48

15 15 2.7 0.5101 4.6 0.67

20 20 2.9 0.5086 4.7 0.9172

25 25 2.5 0.5788 6.9 1.2153

30 30 4.2 1.0578 5.7 1.3868

35 35 5 1. 3353 12 2.9431

40 40 5.1 1.4448 7.8 2.4166

45 45 4.1 1.3668 11.1 3.41

50 50 6.1 2.067 8.3 3.345

55 55 7.9 3.5754 19.5 8.4738

60 60 10.2 3.9327 10.9 6.04

65 65 3.7 2.0111 12.2 6.16

70 70 7.2 4.03227 14.1 9.2585

75 75 5.4 3.2822 11.6 9.25

80 80 5.7 4.1962 15.3 12.644

85 85 8.1 6.3354 21.4 14.48

90 90 6.5 7.2508 16.1 15.28

95 95 6.5 6.0887 17.3 21.222

100 100 5.6 6.5925 22 21.06

Tab. 5.2 – Problèmes à des matrices creuses et non creuses

Les figures 5.3 et 5.4 représentent respectivement, l’évaluation du nombre moyen d’ite-

rations et temps moyen d’execution en fonction de nombre de variable (ou bien nombre

de contraintes) pour les problèmes, de moyenne taille, a matrices creuses et non creuses.

On remarque clairement qu’ à partir de n > 50, les problèmes tests à matrices creuses

convergent plus rapidement que ceux des problèmes tests à matrices non creuses en terme

de nombre moyen d’iterations ainsi que temps moyen d’execution et aussi on remarque

que le temps CPUmoy est proportionnelle a Itmoy. Ceci est probablement dû au gain du

temps obtenu dans les premières iterations du simplexe.
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Fig. 5.3 – La courbe représentatif de (Itmoy) en fonction de n

Fig. 5.4 – La courbe représentatif de (CPUmoy) en fonction de n
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5.2.3 Tests sur des exemples aléatoires de taille moyenne

n m Itmoy CPUmoy n m Itmoy CPUmoy n m Itmoy CPUmoy

30 30 7.1 1.6896 50 20 7.4 1.4321 60 30 10 2.6676

35 30 9.4 2.045 50 25 7.3 1.6363 60 35 8, 5 2.4727

40 20 10.9 2.159 50 30 5 1.7816 60 40 9.8 3.2307

40 25 12.9 2.6725 50 35 9 2.35 60 45 13.4 5.3802

40 30 6.4 1.7067 50 40 15.4 4.424 60 50 9 4.0077

40 35 7.5 2.095 50 45 18.7 3.8718 60 55 12.3 6.3713

40 40 10.5 3.184 50 50 6.9 2.836 60 60 9.2 5.19

Tab. 5.3 – Problèmes à taille moyenne

Fig. 5.5 – La courbe représentatif de (Itmoy) en fonction de m et n = 40, 50 et 60

Nous avons remarqué, que le nombre moyen d’iterations est significatif pour les exemples

tests de petite et moyenne taille, ce qui confirme l’efficacité de la méthode de branch and

bound pour la résolution des problèmes d’optimisation de tailles pareille, particulièrement

pour les problèmes d’optimisation global. En effet le choix du critère de séparation dans

Branch and Bound est essentiel pour la réduction de certain branches.

Pour les exemples tests de grande taille n > 200, m > 100, nous avons remarqué que le

programme peut converger vers une solution, qui n’est pas forcément optimale pour le

problème principal et ça est du a l’excès du nombre d’iterations durant l’execution de

la procedure du simplexe (linprog), qui dépasse le nombre maximum conçu pour cette

dernière.
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Fig. 5.6 – La courbe représentatif de (CPUmoy) en fonction de m et n = 40, 50 et 60

n m Itmoy CPUmoy n m Itmoy CPUmoy

120 90 14.6 18.4126 160 130 44 120.51

120 100 37 50.6313 160 140 15 46.0716

120 110 13.4 23.7 160 150 27 166.9999

120 120 21.8 45.7189 160 160 21.7 92.3802

140 110 23.9 42.96 180 140 16.8 62.1702

140 120 27.6 59.4828 180 150 18 81.0235

140 130 15.5 42.7828 180 160 60 243.9184

140 140 42.2 127.1698 180 170 55.2 286.89

160 110 23.8 50.8467 180 180 77.5 328.85

160 120 38 90.36

Tab. 5.4 – Problèmes 100 < n < 200
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Fig. 5.7 – La courbe représentatif de (Itmoy) en fonction de m et n = 140, 160 et 180

Fig. 5.8 – La courbe représentatif de (CPUmoy) en fonction de m et n = 140, 160 et 180
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Notre travail a consisté en la résolution des problèmes d’optimisation d’une fonction

linéaire sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème linéaire multi-objectifs par la

méthode de décomposition branch and bound. Pour cela, dans le premier chapitre nous

avons d’abord présenté quelques généralités sur l’optimisation global (ensembles et fonc-

tions convexe) et la dualité.

Nous avons rappelé dans le chapitre deux, certains concepts et définitions utilisés dans

le cadre de résolution des problèmes multicritère. Le troisième chapitre est consacré à la

caractérisation de l’ensemble des solutions efficaces, on utilisons la dualité, dans l’espace

des critères pour le cas continu, ainsi en introduisant la méthode ε− contrainte pour le cas

discret. Par la suite nous avons décrit deux algorithmes de type branch and bound pour la

résolution du problème posé, dont le premier proposé par N. V.THOAI(2007) conçu pour

le cas général(p critères) et le deuxième proposé par J. FULOP AND L. D. MUU[FM00]

pour le cas d’un problème linéaire bi-critère suivi de deux exemples didactique.

En dernier lieu, nous avons implémenté l’algorithme deux sous MATLAB 7.0, suivi

par des exemples traités dans la littérature(Benchmark). Sur des exemples tests générés

aléatoirement, nous avons déterminé le nombre moyen, d’iterations et temps d’execution,

de dix tests pour chaque exemple. Nous avons constaté que la méthode de branch and

bound est très efficace pour les problèmes de petite et moyenne taille.

En effet, l’efficacité de cette technique (branch and bound) dépend essentiellement du
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choix du critères de séparation et d’évaluation. Un bon choix permettra à l’algorithme de

réduire l’arbre de recherche en évitant la construction de certains branches. Dans le pire

des cas, un mauvais choix peut amener l’algorithme à explorer tout l’espace de recherche.

l’utilisation de cette méthode reste limitée a des espaces de petites dimensions.

En guise de perspective de recherche, nous proposons les directions suivantes :

– Appliquer des métha-heuristiques pour la résolution de ce problème.

– Developer des méthodes de résolution sur l’ensemble solution efficaces pour le cas

quadratique (voir par exemple [Bra06]).

– Appliquer des nouvelles méthodes, particulièrement pour des problèmes de grande

taille par exemple les méthodes des points intérieurs ou extérieurs.
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Construire un simplexe

S1 ∈ X

Calculer la borne inferieure µ(S1)

de f0 sur S1 ∩ F

Déterminer l’ensemble Q(S1) ∈ S1 ∩ F

Q := Q(S1)

γ1 := min{f0(x), x ∈ Q1}

γ1 est la borne superieure

Choisir ξ1 ∈ Q1 tel que f0(ξ) = γ1

Poser µ1 = µ(S1);

R := {S1}; k := 1

1

?

?

?

?

Fig. 5.9 – Etapes d’initialisation de l’algorithme 1
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γk = µk

ξk est la solution optimale

et γk est l’objectif optimal

Déviser Sk en r simplexes

Sk
1 , ..., Sk

r

Sachant que ∪r
i=1Sk

i = Sk, int(Sk
i ) ∩ int(Sk

j ) = ∅

∀i 6= j, i, j = 1, ..., r;

Pour chaque i = 1, ..., r ;calculer la boerne inf µ(Sk
i )de

f0 sur Sk
i inF et déterminer Q(Sk

i ) ∈ (Sk
i ∩ F )

Poser Qk+1 = Qk ∪ {Q(Sk
i ), i = 1, ...r}

γk+1 := min{f0(x) : x ∈ Qk+1}

Choisir ξk+1 ∈ Qk+1/f0(ξk+1) = γk+1

Poser Rk+1 = Rk \ {Sk} ∪ {Sk
i : i = 1, ...r}

Supprimer toutes les S ∈ Rk+1

telle que µ(S) ≥ γk+1

Rk+1 := {S ∈ Rk+1, µ(S) ≤ γk+1}

Rk+1 = ∅

µk+1 = γk+1µk+1 = min{µ(S) : S ∈ Rk+1}

Choisir Sk+1|µ(Sk+1) = µk+1

1

?
-

6

?

�

?

?

?

?

?

?

-
.......... -

?
�
?

?�

6

�

k := k + 1

6
- -

OuiNon

OuiNon .......................
.....

.............................
..... .....

.....
....

..

.......
.....?

Fig. 5.10 – Organigramme itératif de l’algorithme 1
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Données : f ; C(n, 2); A(n, m); b(m, 1)

M1 := {c1x; x ∈ X};
m2 := max{c2x; c1x = M1}

xc la solution optimale ;
UB := f(xc);

M2 := {c2; x ∈ X};

m1 := max{c1x; c2x = M2, x ∈ X}
soit x la solution optimale

f(x̄) < UB

UB := f(x̄)
xc := x̄

S0 := {y1(S0), y2(S0)}

:= {(M1, m2), (m1, M2)};
x̄ est la solution optimale

de (3.28),(3.30)
avec yi = yi(S0), i = 1, 2.

f(x̄) = UB

Arrêter xc la solution optimale

B(S0) := f(x̄); xR(S0) := x̄

k := 1; N1 := {S0};

?

�
?

.......................................
........

?

-
?

� OuiNon

.............................
......

.....
....?

-

?

�

?

OuiNon

m2 = M2

.........................
......

.....
....?

�
?

Trouver xI la solution optimale

de problème PI
Arrêter, xI est la solution
optimale du problème P

-
?

Oui

1

Non

-

...... ....
......

......
....

Fig. 5.11 – Etapes d’initialisation de l’algorithme 2
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Sk := argmin{B(S); S ∈ Nk};

xR(Sk) ∈ XE ;

soit x̄k la solution optimale
de problème (3.34)-(3.35) ;
avec yi = yi(Sk), i = 1, 2 ;

ȳk := Cx̄k
Arrêter, xR(Sk) est la

solution optimale de problème P

f(x̄k) < UB

UB := f(x̄k)
xc := x̄k

Soient Sk1 = (y1(Sk1), y2(Sk1)) = (y1(Sk), ȳk)

Sk2 = (y1(Sk2), y2(Sk2)) = (ȳk, y1(Sk))

j := 1; Nk+1 := Nk+1 ∪ {Sk1} ∪ {Sk2}

Considérons le problème (3.28)-(3.30)
Avec yi = yi(Skj), i = 1, 2;

xR(Sk) est réalisable
pour le (3.28)-(3.30)

Trouver la solution xR(Skj)
pour (3.28)-(3.30)

B(Skj) := f(xR(Skj)) ;

BR(Skj) := B(Sk) ;
xR(Skj) := xR(Sk)

j = 1j=2 Supprimer tout segment
S ∈ Nk+1 tel que B(S) > UB

Nk+1 = ∅

Arrêter ; xc la solution
de problème P

k := k + 1

?
-

?

�
?

?
-

?

?

�Non

-
?

-

?

�

?

?�
?

-

� -

?
�
?

-
?

6

6
�
?

1

�

6
-
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Oui
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Non

Non

Non
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Fig. 5.12 – Organigramme itératif de l’algorithme 2
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