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Résumé

Nous présentons un problème d�ordonnancement d�atelier de type �ow shop. L�atelier

étudié est constitué de deux machines avec duplication des tâches sur la première machine

(recirculation sur la première machine). L�objectif est de construire un ordonnancement

minimisant la date de �n de traitement de l�ensemble des tâches. Le problème général étant

NP-di¢cile, nous montrons que des cas particuliers de ce problème sont polynomiaux et

nous donnons des algorithmes optimaux pour les résoudre. Nous présentons également

des heuristiques et une métaheuristique pour la résolution du problème général avec des

expérimentations numériques.

Mots clés : Ordonnancement, makespan, �ow shop, recirculation, heuristique, méta-

heuristique.

Abstract

We present a scheduling problem of type �ow shop. The studied shop is constituted of

two machines with job re-entrance at the �rst machine. The objective is to determine a

feasible schedule with minimal makespan. The general problem being NP-hard, we prove

that some special cases of this problem are polynomially solvable and we give optimal

algorithms to solve them. We also present heuristics and a metaheuristic for the resolution

of the general problem with numerical experimentations.

Keywords : Scheduling, makespan, �ow shop, re-entrance,heuristics, metaheuristic.



Introduction générale

Du fait de la concurrence, les industries, pour survivre, se doivent d�être toujours plus

compétitives. Cette compétitivité passe par la réduction des coûts et un gain de produc-

tivité. Les industries se sont donc tournées vers la recherche et le développement dans

le but d�améliorer leurs processus et notamment ceux de fabrication. Ainsi, la branche

de l�optimisation combinatoire, qu�est la théorie de l�ordonnancement, de par son large

champ d�investigation, permet de répondre à certaines des problématiques industrielles.

En e¤et, cette théorie concerne les problèmes d�allocation, dans le temps, d�un ensemble

limité de ressources par un ensemble de tâches. La richesse d�interprétation des termes

"ressource" et "tâche" permet l�application pratique à une multitude de cas. L�évolution

et la mondialisation de la production ainsi que l�ouverture des marchés internationaux ont

poussé les industriels à se diriger vers des systèmes de fabrication �exibles ; ceci conduit

à mettre en place une logique industrielle qui remet en cause certains fondements des

habitudes de la production. Ainsi, la gestion des ateliers de production a pris une certaine

valeur ces dernières années a�n d�améliorer la productivité et d�augmenter la réactivité.

Ces nouveaux domaines d�application rendent plus complexes les problèmes d�ordonnan-

cement des tâches ; ce qui exige la résolution rigoureuse de ces problèmes. En e¤et, par une

meilleure utilisation et plani�cation des ressources, un atelier de production peut réaliser

une grande variété de produits et les couts peuvent être réduits ce qui constitue un ob-

jectif crucial. En particulier, la productivité peut être a¤ectée par l�ordonnancement des

opérations sur les machines. Le champ d�application de l�ordonnancement est large : la

gestion de la production dans l�industrie, la gestion de projets, l�organisation des emplois

du temps, la gestion de la charge des processeurs en informatique, etc. En raison de leur

nature fortement combinatoire, l�étude des problèmes d�ordonnancement reste également

d�un intérêt théorique toujours renouvelé, car il n�existe pas de méthode de résolution à

la fois générale et de faible complexité algorithmique .

Gérer un système de production, c�est parvenir à décider, dans le détail, des tâches à
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accomplir, des ressources à utiliser pour accomplir ces tâches, et des instants où ces tâches

vont débuter : c�est ce que l�on appelle l�ordonnancement. Cette activité, destinée à per-

mettre de répondre, au plus bas prix, aux demandes des clients, fait intervenir un très

grand nombre de facteurs. Elle ne peut donc pas se dérouler sur une très longue période.

Typiquement, un ordonnancement dépasse rarement, dans la pratique, la semaine. Cepen-

dant on comprend qu�il soit nécessaire de tenir compte des demandes qui se manifestent

de l�horizon de la semaine. Si la demande d�une période est faible, alors que la demande de

la période suivante est importante et dépasse la capacité du système, il est nécessaire de le

savoir a�n de produire à l�avance une partie de ce qui sera demandé plus tard. Résoudre un

problème d�ordonnancement consiste à organiser ces tâches, c�est-à-dire à déterminer leurs

dates de démarrage, et à leur attribuer des ressources, de telle sorte que les contraintes

soient respectées, a�n d�optimiser un certain objectif. En e¤et, la résolution d�un problème

d�ordonnancement passe par deux étapes principales. La première étape consiste à iden-

ti�er et à modéliser le problème en décrivant les contraintes qui doivent être respectées et

mettant en valeur les critères à optimiser. La deuxième étape se traduit par la recherche de

la méthode adéquate pour résoudre le problème considéré. Les problèmes d�ordonnance-

ment, très variés, sont caractérisés par un grand nombre de paramètres relatifs aux tâches

(préemptives ou non, indépendantes ou non), aux ressources (renouvelables ou consom-

mables), aux types de contraintes portant sur les tâches (précédences, disjonctions), au(x)

critère(s) d�optimalité (minimisation de la durée de l�ordonnancement, minimisation du

retard maximal des tâches, etc.).

Dans ce travail nous considérons le problème d�ordonnancement de type Flow shop dont

le but est de minimiser le makespan. Ce problème est un �ow shop a deux machines avec

recirculation des tâches sur la première machine. Le problème général étant NP-di¢cile,

nous montrons que des cas particuliers de ce problème sont polynomiaux et nous donnons

des algorithmes optimaux pour les résoudre. Nous présentons également des heuristiques

et une métaheuristique pour la résolution du problème général avec des expérimentations

numériques.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. Le premier est consacré aux notions géné-

rales sur l�ordonnancement. Le second chapitre est réservé à la notation utilisée et à la

position du problème. Le troisième chapitre est consacré à la modélisation mathématique

et aux méthodes de résolutions. Le problème en général est NP-di¢cile, nous donnons des

cas particuliers où le problème est polynomial. On propose également cinq heuristiques

dont deux sont présentées dont l�article de Caixia Jing et al [6] que nous avons adapté
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à notre problème. Dans ce même chapitre nous avons développé une métaheuristique.

Toutes ces méthodes proposées ont été programmées sous " Microsoft visual C# " pour

les besoins de l�expérimentation numérique. Dans le quatrième chapitre, on présente les

résultats de ces testes sur des instances de di¤érentes tailles (allant de 10 à 500 tâches )

où les durées opératoires des tâches sont générées suivant une loi uniforme. On termine

par une conclusion.



Chapitre 1

Généralités en ordonnancement

1.1 Introduction

Ordonnancer c�est programmer l�exécution d�un ensemble de tâches (travaux, tasks ou

jobs en anglais) en attribuant des ressources aux tâches et en �xant leurs dates d�exécu-

tion. Les problèmes d�ordonnancement apparaissent dans le suivi des projets, les ateliers

de production, les emplois du temps, en informatique, etc. En e¤et, les tâches peuvent

représenter des pièces mais également des projets, des programmes ou encore des acti-

vités, etc. De méme, les ressources peuvent représenter des machines industrielles mais

également des processeurs ou des personnes, etc. Les di¤érentes données d�un problème

d�ordonnancement sont, donc, les tâches, les contraintes, les ressources et les objectifs.

Une ressource est un moyen matériel, �nancier ou humain à disposition pour la réalisa-

tion d�une tàche.

Les contraintes représentent les limites imposées par l�environnement, tandis que l�ob-

jectif est le critére d�optimisation. Si tous les paramêtres des tâches sont connus à priori,

le problème est dit déterministe.

Dans les problèmes de l�ordonnancement classique, deux hypothéses importantes sont

communément considérées :

(a) à chaque instant, une machine ne peut traiter qu�une seule tàche à la fois et

(b) à chaque instant, une tàche ne peut être traitée que par, au plus, une machine.
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1.2 Concepts de base en ordonnancement

Les tâches

Une tâche est une entité de travail localisée dans le temps par une date de début si et

de �n Ci, dont la réalisation est caractérisée par une durée pi ( on a Ci = si + pi).

Les ressources

Une ressource k est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation d�une tâche

et disponible en quantité limitée, de capacité Ak (supposé constante).

On distingue plusieurs types de ressources :

- Ressources renouvelables

Une ressource est renouvelable si apres avoir été utilisée par une ou plusieurs tâches,

elle est à nouveau disponible en méme quantité (la main d�oeuvre, les machines, l�espace,

. . . ). La quantité de ressources utilisée à chaque instant est limitée.

- Ressources consommables

Une ressource est dite consommable si elle n�est plus disponible en méme quantité après

avoir été utilisée par une ou plusieurs tâches (matiéres premières, budget, . . . ). La consom-

mation globale (ou cumul) au cours du temps est limitées.

- Ressources disjonctifs

Une ressource est dite disjonctive ou (non partageable), si elle ne peut exécuter qu�une

seule tâche à la fois (machine-outil, robot manipulateur).

- Ressources cummulatives

Une ressource est dite cumulative ou (partageable), si elle peut être utilisée par plusieurs

tâches simultanément (équipe d�ouvriers).

1.2.1 Dé�nitions, Description des tâches et Critéres d�optima-

lité

L�ensemble des n tâches est noté T = fT1; T2; :::; Tng. L�ensemble des m machines est

noté M = fM1;M2; :::;Mmg.
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Caractérisation des machines

Il existe en général deux types de machines :

Les machines paralélles (parallel machines) : ces machines exécutent les mémes

traitements et sont donc capables de traiter n�importe quelle tàche. En fonction de la

vitesse de traitement, nous distinguons trois types de machines paralléles :

� Les machines identiques (identical machines) : pour ces machines, les vitesses
de traitement des tâches sont toutes égales.

� Les machines uniformes (uniform machines) : pour ces machines, les vitesses de
traitement des tâches sont di¤érentes mais que la vitesse de chaque machine est constante

et ne dépend pas des tâches de T.

� Les machines générales (unrelated machines) : pour ces machines, la vitesse de
traitement d�une machine dépend de la tàche qui est traitée.

Les machines spécialisées ou dédiées (dedicated machines) : ces machines sont

spécialisées à l�exécution de certaines tâches. Dans le cas de machines spécialisées, nous

distinguons trois systémes ou modes de traitement :

� Flow shop : dans un systéme �ow shop, les tâches de T doivent être traitées par

toutes les machines dans un méme ordre. Le méme ordre de traitement pour toutes les

tâches.

� Open shop : dans un systéme open shop, les tâches de T doivent ètre traitées par
toutes les machines mais l�ordre du traitement n�est pas nécessairement le méme pour

toutes les tâches, l�ordre de traitement est quelconque.

� Job shop : dans un systéme job shop, le sous-ensemble de machines devant traiter
une tàche et l�ordre du traitement sont arbitraires, mais doivent être spéci�és à l�avance.

Description des tâches

Dans le cas de machines paralléles, chaque tàche peut être traitée par n�importe quelle

machine. Si les machines sont spécialisées, chaque tàche Ti 2 T est divisée en un nombre

�ni d�opérations Oi1; Oi2; :::; Oiki: chacune pouvant nécessiter une machine di¤érente (ki

étant le nombre d�opérations de la tàche Ti) :

� dans un systéme �ow shop, le nombre d�opérations par tàche est égal à m (ki = m

pour i = 1; :::; n) et leur ordre de traitement est tel que l�opération Oij est traitée sur la
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machine Mj avant l�opération Oij+1 traitée sur la machine Mj+1.

Chaque tàche Ti 2 T peut être caractérisée par les données suivantes :

Un vecteur temps de traitement (processing time) pi = fpi1; :::; pimg : pij est le

temps de traitement nécessaire à la machine Mj pour terminer le traitement de la tàche

Ti (durée de traitement).

� Dans le cas de machines identiques, nous avons : pij = pi pour j = 1; :::;m:

� Dans le cas de machines uniformes, nous avons : pij = pi=bj pour j = 1; :::;m où bj est

le facteur vitesse de traitement de la machine Mj et pi un temps de traitement standard.

Une date d�arrivée, de disponibilité ou au plus tôt (release date, ready time

ou arrivaltime) ri : c�est la date à laquelle la tàche Ti est préte à être traitée (date de

lancement) si pour toutes les tâches de T , les dates d�arrivée sont toutes égales, on pose

ri = 0 pour i = 1; :::; n:

Une date échue ou au plus tard (due date) di : si le traitement de la tàche Ti doit

être achevé avant la date di.

Une date limite ou absolue (deadline) ~di : si le traitement de la tàche Ti doit

obligatoirement être achevé avant la date ~di.

Un poids (weight) wi : qui exprime la priorité relative de la tàche Ti.

Critéres d�optimalité

Les paramêtres suivants peuvent être calculés pour chaque tàche Ti; i = 1; :::; n ; traitée

dans un ordonnancement (admissible ou réalisable) donné :

� Une date d�achévement (Completion time) ci : c�est la date de �n de traitement

de la tàche Ti.

� Une durée de �ot (Flow time) fi : c�est la somme du temps d�attente et du temps

de traitement. C�est aussi la di¤érence entre la date d�achévement et la date d�arrivée.

fi = ci  ri.

� Une tardiveté, décalage temporel ou retard algébrique (lateness) li : c�est la

di¤érence entre la date d�achévement et la date échue. li = ci  di.

� Un retard (tardiness) ti : ti = maxfli; 0g:

� Un indicateur de retard ui : ui = 1 si ci > di 0 sinon.
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1.2.2 Classi�cation

Etant donné la diversité des problèmes de l�ordonnancement, un formalisme permettant

de distinguer les di¤érents problèmes de l�ordonnancement entre eux et de les classi�er est

utilisé. Ce formalisme comporte trois champs �=�=
 permettant de décrire les di¤érentes

entités d�un problème d�ordonnancement.

Champ � : ressources

Ce champ � décrit les machines utilisées : type de machines, nombre de machines et

type d�atelier. Il est composé de deux sous-champs et désigné par � = �1�2:

� �1 2 f;; P;Q;R;O; F; Jg décrit le type de machine.

_ �1 = ; : Une seule machine.

� �1 = P : machines paralléles identiques.

� �1 = Q : machines paralléles uniformes.

� �1 = R : machines paralléles di¤érentes.

� �1 = O : machines spécialisées (systéme open shop).

� �1 = F : machines spécialisées (systéme �ow shop).

� �1 = J : machines spécialisées (syséme job shop).

� �2 2 f;; kg dénote le nombre de machines.

� �2 = ; : le nombre de machines est variable.

� �2 = k : le nombre de machines est égal à k (k est un entier positif non nul).

Champ � : contraintes

Ce champ � décrit les tâches et les contraintes liées à ces derniéres. Il est composé de 5

sous-champs et désigné par � = �1; �2; �3; �4; �5:

�1 2 f;; pmtng : indique la possibilité de préemption des tâches.

� �1 = ; : la préemption des tâches n�est pas autorisée.

� �1 = pmtn : la préemption des tâches est autorisée.

�2 2 f;; prec; tree; chains; spg : indique le type de contraintes de précédence.
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� �2 = ; : pas de contraintes de précédence (les tâches sont indépendantes).

� �2 = prec : les contraintes de précédence sont quelconques.

� �2 = tree : les contraintes de précédence sont données sous forme d�un arbre.

� �2 = chains : les contraintes de précédence sont données sous forme de chaînes.

� �2 = sp : les contraintes de précédence sont données sous forme d�un graphe série-

paralléle.

� d�autres types de graphes peuvent aussi être utilisés.

�3 2 f;; rig : décrit les dates de disponibilité.

� �3 = ; : toutes les dates de disponibilité sont nulles.

� �3 = ri : il existe des dates de disponibilité pour les tâches. Non identiques

�4 2 f;; pi = p;p
¯
� pi � �pg:

� �4 = ; : les temps de traitement des tâches sont quelconques et non identiques.

� �4 = pi = p : les temps de traitement des tâches sont tous égaux à p (constants).

� �4 =p
¯
� pi � �p : le temps de traitement de chaque tàche est compris entre p

¯
et �p.

�5 2 f;; dig:

� �5 = ; : il n�y a pas des dates échues pour les tâches ou il existe des dates échues pour

les tâches dans le cas ou le critére d�optimisation est en fonction de ces derniéres.

� �5 = di : il existe des dates échues pour les tâches.

Remarque La notation ; signi�e qu�il ne faut mettre aucun symbole.

Champ 
 : critére d�optimalité

Le troisième champ 
 décrit le critére d�optimalité. On cherche à minimiser 
 avec :


 2 fCmax; �C;Cw; Tmax; T; Tw; Lmax; U; Uw; :::g tel que

1. Cmax = max1�i�n ci la longueur de l�ordonnancement (schedule length ou makespan).

2. F = 1
n

n
X

i=1

fi le temps de �ot moyen (mean �ow time).

3. Lmax = max 1�i�nflig la grande tardiveté (maximum lateness).

4. NT =
n
X

i=1

ui le nombre de tâches en retard (number of tardy jobs).
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5. �C =
n
X

i=1

1
n
C
i
le temps de �n de traitement moyen (mean completion time).

6. Fw =

n
X

i=1

wifi

n
X

i=1

wi

le temps de �ot moyen pondéré (mean weighted �ow time).

7. Cw =

n
X

i=1

WiCi

n
X

i=1

wi

le temps de �n de traitement moyen pondéré (mean weighted comple-

tion time).

8. Fmax = max1�i�nffig le grand temps de �ot (maximum �ow time).

9. Tmax = max1�i�nftig le grand retard (maximum tardiness).

10. L = 1
n

n
X

i=1

li la tardiveté moyenne (mean lateness).

11. la tardiveté moyenne pondérée (mean weighted lateness).

12. le retard moyen (mean tardiness).

13. le retard moyen pondéré (mean weighted tardiness).

1.3 Complexité des problèmes d�ordonnancement

La complexité des problèmes d�ordonnancement est dé�nie suivant la complexité des

méthodes de résolution et celle des algorithmes utilisés. Certains problèmes d�ordonnance-

ment de taille relativement importante peuvent avoir un niveau de complexité si important

que leur résolution devient trés di¢cile. Deux catégories de complexité sont distinguées :

algorithmique et problématique.

Complexité algorithmique

Elle exprime une fonction du nombre d�opérations élémentaires de calcul e¢ectuées par

la méthode ou par l�algorithme de résolution en fonction du nombre des données du

problème traitée [25]. La complexité d�un algorithme est dé�nie par le temps de calcul

nécessaire à son exécution pour la résolution d�un problème d�une taille donnée. Ce temps

est, en réalité, exprimé en fonction du nombre d�instructions élémentaires nécessaires à

l�exécution de l�algorithme par le processeur. Le choix de cette mesure est justi�é par le fait
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que le nombre d�instructions est indépendant de la puissance des machines qui détermine

le temps de calcul e¤ectif. La théorie de la complexité s�intéresse, entre autres, à l�ordre

de grandeur de la complexité dans le pire des cas qui est dite en grand O. Pour estimer

la complexité d�un algorithme, en grand O, il su¢t de borner le nombre d�instructions

élémentaires qu�il engendre. Cette borne est exprimée en fonction de la taille des données

n, et lorsqu�elle s�écrit en p(n) tel que p(n) est une fonction polynomiale, l�algorithme est

dit polynomial et sa complexité est donnée par O(p(n)). Notons que lorsque celle-ci est

linéaire la complexité est également dite linéaire. Il existe d�autres types de complexité,

par exemple : l�exponentielle soit en O(an). Les algorithmes de complexité en O(n!) ou en

O(nlogn) sont également considérés comme des algorithmes de complexité exponentielle.

Complexité problématique

Cette notion est liée à la di¢culté du problème à résoudre et au nombre d�opérations élé-

mentaires qu�un algorithme déterministe doit e¤ectuer pour trouver l�optimum en fonction

de la taille du problème.

Classi�cation des problèmes

Pour des raisons de simplicité et techniques aussi, la théorie de la complexité se limite

juste à l�étude des problèmes de décision.

Dé�nition 1.1 Un problème de décision est un problème dont la solution est formulée

en termes oui/non.

De cette dé�nition, ce qui importe c�est juste l�existence de la solution. Cette restriction

aux problèmes de décision est justi�ée par le fait que les autres problèmes qui ne sont pas

de décision, comme les problèmes d�optimisation, peuvent être facilement transformés en

un problème de décision équivalent.

Le but de la théorie de la complexité est la classi�cation des problèmes de décision

suivant leur degré de di¢culté de résolution. Dans la littérature, il existe plusieurs classes

de complexité, mais les plus connues sont les suivantes.

� Les problèmes les plus di¢ciles : Ce sont les problèmes pour lesquels on ne connait

pas d�algorithme qui permet de décider si la réponse à une question posée est oui ou non.

Ils sont également dits indécidables.

� Les problèmes de la classe P : un problème de décision est dit polynomial s�il existe
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un algorithme de complexité polynomiale pour sa résolution. Mais, ne pas connaitre un

tel algorithme ne signi�e pas forcément qu�il n�existe pas.

� Les problèmes de la classe NP : La classe NP possède une dé�nition moins naturelle

que celle de P, et son nom est trompeur : il ne signi�e pas « non polynomial », mais

polynomial non-déterministe ou « Non deterministic Polynomial time » en anglais. Elle

regroupe les problèmes qui peuvent être résolus en temps polynomial par des algorithmes

non déterministes (un algorithme est dit non déterministe s�il comporte des instructions

de choix). Pour ces algorithmes, si à chaque instruction, le bon choix est e¤ectué, le temps

de calcul est polynomial. Si au contraire tous les choix sont énumérés, l�algorithme devient

exponentiel.

� Les problèmes NP-complets : Cette classe (NPC) concerne les problèmes les

plus di¢ciles de la classe NP. Elle est basée sur la notion de réduction. En e¤et, un

problème de décision est dit NP-complet si tout problème de la classe NP peut se réduire

polynomialement à lui.

Les di¤érentes classes

Quelques problèmes NP-complets � problème du stable : trouver, dans un

graphe �ni, un ensemble de m sommets non reliés (m étant donné).

� problème du sac à dos : soient un ensemble S de nombre entiers positifs et un entier

M. Existe-t-il une partie A de S telle que
X

i2A

ai =M?

� problème du cycle hamiltonien : soit un graphe �ni. Existe-t-il un cycle de longueur

n passant une et une seule fois par tous les n sommets ?
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� problème de 3-coloration : soit un graphe �ni. Peut-on colorier les sommets du

graphe à l�aide de 3 couleurs de telle manière que deux sommets adjacents n�aient pas la

méme couleur ?

� problème des machine paralléles : Soient m machines paralléles identiques et

n tâches. Chaque tàche i doit être exécutée sans interruption par une des m machines

pendant un temps pi . Existe-t-il une a¤ectation des n tâches sur les m machines de telle

maniére que le temps de �n de toutes les tâches ne dépasse pas un temps T?

problèmes NP-di¢ciles Un problème d�optimisation est dit NP-di¢cile si le problème

de décision associé P� est NP-complet.

La réduction polynomial

Concept de réduction

La réduction convertit un problème en un autre dans le but de pouvoir utiliser la solution

du second problème pour résoudre le problème initial. La réduction sert à résoudre un

problème à l�aide d�un second problème, mais permet aussi de montrer la di¢culté de

résolution d�un problème en le transformant en un autre dont la complexité est déjà

connue. Une réduction est une transformation qui à une instance du problème A fait
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correspondre une instance du problème B qui a la méme réponse. De plus, une oui-

instance est une instance d�un problème de décision dont la réponse est oui. Dans le

cas d�une réduction polynomiale, comme le montre la �gure ci-dessus, la transformation,

notée f , transforme chaque oui-instance i de A en une oui-instance de f(i) de B. f étant

polynomiale.

Comment prouver la NP-complétude d�un problème

L�étude de la complexité des problèmes d�ordonnancement conduit au choix de leurs

méthodes de résolution. Il est donc essentiel de savoir si un problème est « facile » ou «

di¢cile ». Si un problème semble NP  complet, il est nécessaire d�en établir la preuve.

La liste suivante présente les étapes usuelles de l�établissement de cette preuve :

� transformer le problème d�optimisation en problème de décision P 0,

� montrer que P 0 est dans NP ,

� choisir un problème P 00 NP  complet, permettant de faire la réduction,

� construire une fonction f de P 00 vers P 0 de telle sorte que I est une oui-instance de P 00

si et seulement si f(I) est une oui-instance de P 0,

� montrer que f est une réduction polynomiale.

Hiérarchie de complexité pour les problèmes d�ordonnancement

Suite à la hiérarchie de la complexité, et puisque les problèmes d�ordonnancement sont

aussi des problèmes d�optimisation, la notion de réduction introduite plus tôt peut leur

être appliquée. Une hiérarchisation des problèmes d�ordonnancement est donc possible.

Plusieurs hiérarchies de complexité sont possibles suivant la ou les caractéristiques étu-

diées à savoir environnement des machines, relations de précédence, contraintes sur les

durées opératoires et relations entre les critéres. Pour une représentation plus compléte

de ces relations, il est possible de se référer à Pinedo [23] . A titre d�exemple , une hiérar-

chie utile à connaître est celle générale des problèmes ayant des con�gurations machines

di¤érentes dans des environnements identiques. Comme on peut le constater, la con�-

guration la plus simple est celle qui est à une machine, puis l�ajout d�autres machines

et de di¤érentes contraintes augmentent la complexité. Nous exposons, dans la �gure

suivante certaines hiérarchies existantes entre di¤érents problèmes. Le cas a) indique la

hiérarchie de compléxité entre des problèmes de con�gurations de machines di¤érentes,
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lorsque l�environnement reste identique. Comme nous le montre la �gure, le cas le plus

simple est le cas à une machine. Puis le système devient plus complexe en considérant

plusieurs machines en paralléle ou en série. La di¢culté augmente encore, si le nombre de

machines est non borné et si l�on considére, non plus des machines identiques, mais des

machines uniformes ou générales. En ce qui concerne les relations de précédence, le cas b)

nous montre clairement les degrés de complexité. Le cas c) nous donne l�évolution de la

di¢culté, en fonction des valeurs des durées opératoires. En�n, le cas d) donne la relation

existant entre les principaux critéres d�optimisation.

Hiérarchie de complexité entre di¤érents problèmes
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1.4 Méthodes de résolution des problèmes d�ordon-

nancement

A coté des algorithmes classiques de l�optimisation combinatoire ont été développées

un grand nombre d�heuristiques (algorithmes approchés polynomiaux), qui permettent

d�obtenir un ordonnancement pour lequel la valeur du critére n�est pas trés éloignée de la

valeur optimale. De nombreuses méthodes de résolution ont été développées en Recherche

Opérationnelle (RO) et en Intelligence Art¢cielle (IA). Ces méthodes peuvent être clas-

sées sommairement en deux grandes catégories :les méthodes exactes et les méthodes

approchés.

Méthodes exactes

On peut dé�nir une méthode exacte comme une méthode qui fournit une solution op-

timale pour un problème d�optimisation. L�utilisation de ces méthodes s�avére particu-

liérement intéressante dans le cas des problèmes de petite taille. Le principe essentiel

d�une méthode exacte consiste généralement à énumérer, souvent de maniére implicite,

l�ensemble des solutions de l�espace de recherche. Pour améliorer l�énumération des solu-

tions, une telle méthode dispose de techniques pour détecter le plus tot possible les échecs

(calculs de bornes) et d�heuristiques spéci�ques pour orienter les di¤érents choix. Parmi

les méthodes exactes, on trouve la plupart des méthodes traditionnelles (développées de-

puis une trentaine d�années) telles les techniques de Séparation et Evaluation Progressive

(SEP) ou les algorithmes avec retour arriére. Les méthodes exactes ont permis de trou-

ver des solutions optimales pour des problèmes de taille raisonnable. Malgré les progrés

réalisés (notamment en matiére de programmation linéaire en nombres entiers), comme

le temps de calcul nécessaire pour trouver une solution, risquent d�augmenter exponen-

tiellement avec la taille du problème, les méthodes exactes rencontrent généralement des

di¢cultés face aux applications de taille importante.

Procédure de Séparation et d�Evaluation (PSE)

Les procédures par séparation et évaluation sont également appelées « branch and bound

», elles consistent à décomposer l�ensemble des solutions en sous-ensembles de solutions

partielles. Pour un problème de minimisation, le calcul d�une borne inférieure pour chaque

solution partielle permet d�évaluer sa qualité. Si cette borne inférieure est supérieure ou

égale à la meilleure borne trouvée, on peut couper la branche correspondant à la solution
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partielle car il n�existe pas de meilleure solution dans ce sous-ensemble. La di¢culté

de cette méthode réside dans le calcul d�un minorant su¢samment bon pour éliminer

le plus rapidement possible un maximum de branches et atteindre un optimum. Pour

les problèmes d�ordonnancement de grande taille, cette technique risque de générer une

arborescence conséquente à explorer. Pour remédier à un tel problème, la borne utilisée

doit être la plus �ne possible.

Programmation dynamique

Elle se base sur le principe de Bellman : « Si C est un point qui appartient au chemin

optimal entre A et B, alors la portion de ce méme chemin allant de A à C est le chemin

optimal entre A et C » . Elle consiste donc à construire d�abord les sous chemins optimaux

et ensuite par récurrence le chemin optimal pour le problème entier. Cette méthode est

destinée à résoudre des problèmes d�optimisation à vocation plus générale que la méthode

de séparation et évaluation. Par contre, elle ne permet pas d�aborder des problèmes de

taille aussi importante que le «branch and bound».

Programmation linéaire en nombres entiers

C�est l�une des techniques classiques de la recherche opérationnelle. C�est un cas par-

ticulier de la procédure de séparation et évaluation dont l�évaluation est basée sur une

relaxation réelle. Cette méthode repose sur les travaux du simplexe et les algorithmes des

points intérieurs de Karmarkar. Elle consiste à minimiser une fonction cout en respectant

des contraintes. Le critére et les contraintes sont des fonctions linéaires des variables du

problème .

Heuristiques

Les heuristiques sont des méthodes empiriques (qui donnent généralement de bons ré-

sultats sans être démontrables). Elles se basent sur des régles simplifées pour optimiser

un ou plusieurs critéres. Le principe général de ces méthodes est d�intégrer des stratégies

de décision pour construire une solution proche de l�optimum. Nous exposons ci-dessous

les plus utilisées d�entre elles .

FIFO (First In First Out) ou FCFS (First Come First Served) : La première tàche qui

vient est la première tàche ordonnancée.

SPT (Shortest Processing Time) : La tàche ayant le temps opératoire le plus court est

traitée en premier lieu.
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LPT (Longest Processing Time) : La tàche ayant le temps opératoire le plus important

est ordonnancée en premier lieu.

EDD (Earliest Due Date) : La tàche ayant la date due la plus petite est la plus prioritaire.

SRPT (Shortest Remaining Processing Time) : Cette régle sert à lancer la tàche ayant

la plus courte durée de travail restant à exécuter. Elle est trés utilisée pour minimiser les

encours et dans le cas des problèmes d�ordonnancement préemptifs.

ST (Slack Time) : A chaque point de décision, l�opération ayant la plus petite marge

temporelle est prioritaire. Faute de disponibilité des ressources de production, cette marge

peut devenir négative.

Métaheuristiques

Une méthode métaheuristique (ou, plus simplement, une métaheuristique) est une mé-

thode approchée générique dont le principe de fonctionnement repose sur des mécanismes

généraux indépendants de tout problème. Toutes les métaheuristiques s�appuient sur un

équilibre entre l�intensi�cation de la recherche et la diversi�cation de celle-ci. D�un coté,

l�intensi�cation permet de rechercher des solutions de plus grande qualité en s�appuyant

sur les solutions déja trouvées et de l�autre, la diversi�cationmet en place des stratégies

qui permettent d�explorer un plus grand espace de solutions et d�échapper a des minima-

locaux. Ne pas préserver cet équilibre conduit a une convergence trop rapide vers des

minima-locaux (manque de diversi�cation) ou a une exploration trop longue (manque

d�intensi�cation).

Méthodes de recherche locale

Les méthodes de recherche locale ou métaheuristiques a base de voisinages s�appuient

toutes sur un méme principe. A partir d�une solution unique x0, considérée comme point

de départ (et calculée par exemple par une heuristique constructive), la recherche consiste

a passer d�une solution a une solution voisine par déplacements successifs. L�ensemble des

solutions que l�on peut atteindre a partir d�une solution x est appelé voisinage N(x) de

cette solution. Déterminer une solution voisine de x dépend bien entendu du problème

traité. De maniére générale, les opérateurs de recherche locale s�arrétent quand une so-

lution localement optimale est trouvée, c�est à dire quand il n�existe pas de meilleure

solution dans le voisinage. Mais accepter uniquement ce type de solution n�est bien sur

pas satisfaisant.
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Méthodes de descente

A partir d�une solution trouvée par heuristique par exemple, on peut trés facilement

implémenter des méthodes de descente. Ces méthodes s�articulent toutes autour d�un

principe simple. Partir d�une solution existante, chercher une solution dans le voisinage

et accepter cette solution si elle améliore la solution courante. Cette méthode se base sur

amélioration progressive de la solution et donc reste bloquée dans un minimum local dès

qu�elle en rencontrere un. Il existe de maniére évidente une absence de diversi�cation. Un

moyen trés simple de diversi�er la recherche peut consister à re-exécuter l�algorithmes en

prenant un autre point de départ. Comme l�exécution de ces méthodes est souvent trés

rapide, on peut alors inclure cette répétition au sein d�une boucle générale. On obtient

alors un algorithme de type �Multi-start descent�.

Recuit simulé

La méthode du recuit simulé a été introduite en 1983 par Kirkpatrick et al. Le principe de

fonctionnement s�inspire d�un processus d�amélioration de la qualité d�un métal solide par

recherche d�un état d�énergie minimum correspondant à une structure stable de ce métal.

L�état optimal correspondrait à une structure moléculaire réguliére parfaite. En partant

d�une température élevée où le métal serait liquide, on refroidit le métal progressivement en

tentant de trouver le meilleur équilibre thermodynamique. Chaque niveau de température

est maintenu jusqu�à obtention d�un équilibre. Dans ces phases de température constante,

on peut passer par des états intermédiaires du métal non satisfaisants, mais conduisant à

la longue à des états meilleurs. L�analogie avec une méthode d�optimisation est trouvée en

associant une solution à un état du métal, son équilibre thermodynamique est la valeur

de la fonction objectif de cette solution. Passer d�un état du métal à un autre correspond

à passer d�une solution à une solution voisine. Pour passer à une solution voisine, il faut

respecter l�une des deux conditions :

� soit le mouvement améliore la qualité de la solution précédente, i.e. En minimisation

la variation de cout est négative (DC < 0),

� soit le mouvement détériore la qualité de la solution précédente et la probabilité p

d�accepter un tel mouvement est inférieure à une valeur dépendant de la température

courante t (p < e �C=t)

Dans cet algorithme, l�équilibre entre intensi�cation et diversi�cation est respecté.

Recherche tabou
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Contrairement au recuit simulé qui ne génére qu�une seule solution x0 �aléatoirement�

dans le voisinage N(x) de la solution courante x, la méthode tabou, dans sa forme la

plus simple, examine le voisinage N(x) de la solution courante x. La nouvelle solution x0

est la meilleure solution de ce voisinage (dont l�évaluation est parfois moins bonne que x

elle-méme). Pour éviter de cycler, une liste tabou (qui a donné le nom à la méthode) est

tenue à jour et interdit de revenir à des solutions déjà explorées. Dans une version plus

avancée de la méthode tabou, on peut voir dans cette recherche une modi�cation tempo-

raire de la structure de voisinage de la solution x permettant de quitter des optima locaux.

Le voisinage N�(x) intégrant ces modi�cations de structure est régit par l�utilisation de

structures de mémoire spéci�ques. Il s�agit de mémoire à court terme ou de mémoire à

long terme. La mémoire à court terme correspond à la mise en place d�une liste tabou.

La liste contient les quelques derniéres solutions qui ont été récemment visitées. Le nou-

veau voisinage N(x) exclut donc toutes les solutions de la liste tabou. En conservant des

caractéristiques des solutions ou des mouvements, il est possible alors qu�une solution de

bien meilleure qualité ait un statut tabou. Accepter tout de méme cette solution revient

à outrepasser son statut tabou, c�est l�application du critére d�aspiration. La mémoire

à long terme permet d�une part d�éviter de rester dans une seule région de l�espace de

recherche et d�autre part d�étendre la recherche vers des zones plus intéressantes. Dans

cet algorithme, l�équilibre entre intensi�cation et diversi�cation est respecté.

Algorithmes génétiques

Cette classe de méthodes est basée sur une initiation des phénomènes d�adaptation des

êtres vivants. L�application de ces méthodes aux problèmes d�optimisation a été formalisée

par Goldberg en 1989. Les algorithmes génétiques fonctionnent sur une analogie avec la re-

production des êtres vivants. On part d�une population (ensemble de solutions) initiale sur

laquelle des opérations de reproduction, décroisement ou de mutation vont être réalisées

dans l�objectif d�exploiter au mieux les caractéristiques et propriétés de cette population.

Ces opérations doivent mener à une amélioration (en terme de qualité de solutions) de

l�ensemble de la population puisque les bonnes solutions sont encouragées à échanger par

croisement leurs caractéristiques et à engendrer des solutions encore meilleurs. Toutefois,

des solution de très mauvaise qualité peuvent aussi apparaitre et permettent d�éviter de

tomber trop rapidement dans un optimum local. Les di¢cultés pour appliquer les algo-

rithmes génétiques résident dans le besoin de coder les solutions, et dont le nombre de

paramètres à �xer (taille de la population, coe¢cients de reproduction, probabilité de

mutation,...) de plus, ces algorithmes demandent un e¤ort de calcul très important.



Chapitre 2

Notation et position du problème

Dans ce chapitre, nous proposons une étude du problème d�ordonancement F2=recr(1)=Cmax.

Ce dernier est du type �ow shop sur deux machines avec duplication de tâches sur la

première machine dont l�objectif est la minimisation de la date de �n de traitement de

l�ensemble des tâches (makespan). Nous commençons par une présentation du problème

ainsi que les di¤érentes notations nécessaires à sa dé�nition.

2.1 Notation et position du problème

Le problème considéré est le suivant :

Soit T = fT1; T2; : : : ; Tng l�ensemble de n tâches indépendantes à ordonnacer sur un

ensemble de deux machinesM = fM1;M2g. L�atelier est de type �ow shop. chaque tâche

doit être excutée selon l�orde M1!M2!M1.

- chaque opération est exécutée sur une machine sans interruption (la préemption des

tâches n�est pas autorisée),

- une machine ne peut exécuter qu�une seule opération à la fois,

- une opération ne peut être exécutée par plus d�une machine. Le problème précédent

est illustré dans la �gure suivante :

25
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Flow shop à deux machines avec recirculation

Pour un ordonnancement quelconque des tâches notons :

 p1i1 : la durée d�exécution de la première opération de la tâche Ti sur la première

machine.

 p1i2 : la durée d�exécution de la deuxième opération de la tâche Ti sur la première

machine.

 p2i : la durée d�exécution de la tâche Ti sur la deuxième machine.

 s1i1 : la date de début d�exécution de la première opération de la tâche Ti sur la

première machine.

 s1i2 : la date de début d�exécution de la deuxième opération de la tâche Ti sur la

première machine.

 s2i : la date de début d�exécution de la tâche Ti sur la deuxième machine.

Exemple illustratif

Pour illustrer le problème, considérons l�instance suivante : disposons de 6 tâches indé-

pendantes T1; T2; T3; T4; T5 et T6 à traiter sur deux machines. Les durées de traitement de

ces deux tâches sur les deux machines sont données dans le tableau suivant :

Ti T1 T2 T3 T4 T5 T6

p1i1 2 3 2 1 3 2

p2i 2 3 1 1 4 1

p1i2 1 2 2 1 1 4
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Un ordonnancement est donné à la �gure suivante :

2.2 Complexité du problème

M. Y. Wang, et al. dans leurs articles [28], �Minimizing makespan in a class of reentrant

shops�, considèrent le problème de �ow shop à m machines avec recirculation de tâches

sur la première machine (M1;M2; : : : :;Mm;M1) noté Fm=chain reentrant=Cmax et ils

proposent le théorème suivant :

Théorème 2.1 (M. Y. Wang, et al.[ 28]) le problème Fm=chain reentrant=Cmax est

NP-di¢cile pour m = 2 et NP-dur pour m � 3:

Remarque 2.1 (M. Y. Wang, et al.[28 ]) pour m = 2 le problème F2=recr(1)=Cmax est

équivalent à V 2==Cmax introduit par Lev et Adiri (1984) qui est NP-di¢cile.

donc notre problème est NP- di¢cile en général voir [28,19].

2.3 Motivations

Dans les problèmes d�ordonnancements classiques de type �ow shop, nous supposons

que chaque tâche visite chaque machine une seule fois. Mais ceci est souvent violé dans

la pratique. Par exemple, dans la fabrication des semi-conducteurs, où chaque composant

revisite la même machine plusieurs fois [27]. Cette caractéristique de recirculation peut

être également trouvée dans la fabrication des cartes d�impression [28], on peut rencontrer

aussi ce genre de problème dans les ateliers de fabrication de meubles ou chaque composant
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subi une opération de peinture, puis une opération de polissage et en�n une opération de

peinture.

2.4 Etat de l�art

Durant ces derniéres années, le problème de l�ordonnacement dans un �ow shop a retenu

l�attention de plusieurs chercheurs. Depuis que Johnson a proposé des solutions optimales

pour des problèmes à deux ou trois machines, diverses heuristiques ont été développées

pour résoudre le cas général. Le problème de l�ordonnacement dans un �ow shop est

un problème de production dans lequel n piéces doivent être exécutées suivant le méme

ordre sur chacune des m machines qui composent l�atelier ; ces piéces ont donc toutes la

méme gamme opératoire ( l�ordre de passage sur les machines ), mais pas les mémes temps

d�exécution. La durée de traitement du produit i sur la machine j est pij (i; j = 1; n): Dans

la gamme opératoire des divers produits, si tous les temps d�exécution sont strictement

positifs, l�atelier est du type pur �ow shop. Sinon, s�il existe des temps d�exécution nuls

( la piéce ne devant pas subir une opération sur une machine particuliére), on parle d�un

�ow shop généralisé. Indépendamment de cette classi�cation, si la séquence des piéces est

la méme sur toutes les machines (pas de dépacement autorisé), on parle d�un �ow shop

de permutation. L�objectif est de trouver une séquence des produits minimisant l�heure

de sortie de la derniére piéce fabriquée (makespan). Ce problème est libellé :

Fm==Cmax

Les hypothéses principales pour ce problème sont les suivantes :

� un ensemble de n produits est disponible pour le tra¬tement à l�heure 0 (chaque produit

est composé de m opérations et chaque opération requiert une machine di¤érente) ;

� les temps de changement d�outils pour les opérations sont indépendants de la séquence

et sont inclus dans le temps d�exécution ;

� la description des produits est connue à l�avance ;

� les m machines di¤érentes sont disponibles en permanence (on suppose donc qu�il n�

y pas de panne) ;

� les opérations sont non préemptives (c�est-à-dire que leur exécution se fait sans inter-

ruption sur les machines).
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L�énumération compléte, les techniques de séparation et évaluation (Branch and Bound)

ou la programmation en nombres entiers déterminent la séquence optimale pour des pro-

blèmes de petite taille mais des heuristiques sont nécessaires pour résoudre ceux de grande

taille. En e¤et, le problème de �ow shop considéré est NP-di¢cile lorsque le nombre de

machines est supérieur ou égal à 3.

problème de Johnson

Un nombre non négligeable de problèmes d�ordonnancement sur une machine peuvent

être résolus gràce à des méhodes exactes. Malheureusement, lorsque l�on étudie des pro-

blèmes à deux machines ou plus, il faut trés vite déchanter : un seul problème particulier

à deux machines posséde une méthode de résolution exacte. Pour les autres, seules des

heuristiques sont envisageables, comme nous le verrons plus loin. Ce problème particulier

est le problème de Johnson, en voici l�énoncé : Un ensemble de n tâches doit être exécuté

sur deux machines 1 et 2. il n�y a pas de place de stockage devant les machines. Chaque

tàche doit passer d�abord dans la machine 1, puis dans la machine 2. Pour le reste, les

cinq hypothéses de base sont respectées. En 1954, Johnson édicta une régle permettant

de trouver une séquence optimale.

Régle de Johnson

La tàche i précéde la tàche j dans une séquence optimale si :

minfpi1; pj2g � minfpj1; pi2g:

Ainsi, suivant cette régle, le début de la séquence optimale est composée des tâches ayant

un temps d�exécution court sur la première machine et la �n de la séquence contient les

tâches ayant un temps d�exécution court sur la seconde machine. Johnson proposa ensuite

un algorithme basé sur cette régle. L�algorithme de Johnson donne la séquence optimale

pour le problème de Johnson. Cependant, ce problème est bien particulier, puisqu�il ne

tient pas compte des délais. Rappelons que la détermination d�un ordonnancement (de

durée minimale) des piéces sur une machine en respectant des dates de disponibilité et

d�échéances est NP-di¢cile. La recherche d�heuristiques e¢caces pour trouver une bonne

méthode de résolution reste donc un domaine trés ouvert.

Algorithme de Johnson

L�algorithme de Johnson est fondé sur le calcul itératif du minimum des durées des tâches
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associées aux travaux non encore placés. Cet algorithme donne une solution optimale pour

le problème à deux machines de type �ow shop. Nous présentons ci-dessous l�algorithme

de Johnson.

Algorithme 2.1 1 : U =Ø;V =Ø :

2 : Tant que la liste des tâches est non vide faire

3 : Placer dans l�ensemble U les tâches pour lesquels pj1 � pj2

4 : Placer dans l�ensemble V les tâches pour lesquels pj1 > pj2

5 : Fin tant que

6 : Ordonnancer les tâches de l�ensemble U dans l�ordre croissant des pj1

7 : Ordonnancer les tâches de l�ensemble V dans l�ordre décroissant des pj2

8 : Fusionner les deux ensembles U et V

9 : Exécuter la permutation obtenue sur les deux machines tout en respectant le méme

ordre.

Flow shop de permutation à deux machines

Le problème de �ow shop de permutation à deux machines F2=prmu=Cmax est un pro-

blème de �ow shop à deux machines pour lequel seules les séquences de permutation sont

considérées. Le résultat le plus connu pour ce problème a été énoncé par Johnson [18].

Celui-ci a montré que toute séquence respectant « la régle de Johnson » est optimale, une

séquence optimale unique de ce type pouvant être calculée en O(nlogn). Sur la base de

ce résultat, plusieurs auteurs se sont intéressés à déterminer un ensemble de solutions op-

timales pour le problème de �ow shop de permutaion à deux machines F2=prmu=Cmax.

Dans [12] est par exemple proposé un algorithme permettant d�énumérer toutes les sé-

quences satisfaisant la régle de Johnson. Billaut et Lopez, dans [3], proposent aussi un

algorithme qui énumére, en permutant des travaux des séquences optimales de Johnson,

l�ensemble complet des séquences optimales. Une approche connexe basée sur la notion

de séquence maximale est aussi proposée dans [3]. Pour les deux derniers cas, notons que

seuls des problèmes de faible taille, d�une dizaine de travaux au plus, peuvent être résolus

du fait de la complexité sous-jacente à l�énumération de toutes les solutions optimales.
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problème de �owshop à contrainte « no-idle »

La contrainte « no-idle » sign�e que dès qu�une machine est activée, elle ne doit pas

s�arréter entre sa première et sa derniére utilisation. Le problème de l�ordonnancement

�ow-shop à contrainte « no-idle » et critére makespan (not�e F=no idle=Cmax) est prouvé

être NP-di¢cile. En 1997, Baptise et Hguny sont les premiers à avoir abordé le problème

d�ordonnancement d�un �owshop de permutation avec contrainte no-idle (sans temps d�ar-

rét) et critére makespan. Ils ont proposé un algorithme de type séparation et évaluation

qui adopte un critére d�optimisation s�appuyant sur une hypothése restrictive.

problème de �owshop à contrainte « no-wait »

La contrainte sans délai « no-wait » signi�e qu�aucune attente entre deux opérations

d�une méme tàche n�est permise. Le problème F2=no  wait=Cmax est résolu en temps

polynomial par l�algorithme de Gilmore et Gomory. Ultérieurement, des contraintes addi-

tionelles ont été introduites comme la contrainte de blockage qui exprime qu�une tàche ne

doit libérée une machine que pour passer directement sur la machine suivante par exemple

le problème F2=block(1; 2)=Cmax sign�e qu�il existe une contrainte de blockage entre la

première et la deuxième machine.

Cas à m � 2 machines

Lorsque l�atelier est composé de deux machines ou plus, le cheminement des pièces

détermine le type du problème. Si toutes les pièces ont la méme progression (chaîne de

montage), on parle d�un probème de �ow shop ; si cette restriction n�est pas présente, il

s�agit d�un problème de job shop.

Flow shop généralisé de permutation :

Dans le cas de 3 machines, il existe une extension de l�algorithme de Johnson donnant

une solution optimale si une condition fondamentale est remplie : la machine intermédiaire

ne doit pas créer de bouchon, c�est-à-dire que les piéces se présentant devant cette machine

sont servies immédiatement. De nombreuses heuristiques ont été développées depuis une

trentaine d�années. La grande majorité d�entre elles utilisant des arti�ces de calcul pour se

ramener au problème de Johnson à deux machines a�n de pouvoir utiliser l�algorithme de

Johnson. En 1965, Palmer a proposé un classement d�indice décroissant (slope index order)



32

pour ordonner les tâches sur les machines en fonction des temps d�exécution croissants

dans leur gamme opératoire.

Algorithme 2.2 Heuristique de Palmer :

1 : Pour i = 1 �a n faire

2 : calculer la valeur de l�indice Si tel que :

3 : Si = (m 1)pim + (m 3)pi;m 1 + (m 5)pi;m 2 + : : : (m 3)pi2(m 1)pi1:

4 : Fin pour

5 : la séquence est déterminée en classant les tâches par ordre décroissant des indices

6 : S[1] � S[2] � : : : � S[n]

Cette méthode est légérement di¤érente de la régle de Johnson et ne garantit pas l�opti-

malité, que l�on considére des problèmes à 2 machines ou plus. En 1971, Gupta a présenté

une autre heuristique, trés similaire à celle de Palmer, à l�exception du calcul de l�indice.

Il s�est apercu que la régle de Johnson donne une séquence optimale pour le problème à

3 machines en classant les tâches par ordre décroissant des indices Si

Si = ei =min fpi1 + pi2; pi2 + pi3g

ei =

8

<

:

1 ; si pi1 < pi3

0 , si pi1 � pi3

En généralisant au cas m > 3 machines Gupta a proposé l�heuristique suivante :

Algorithme 2.3 Heuristique de Gupta :

1 : Pour i = 1 �a n faire

2 : calculer la valeur de l�indice Si tel que :

3 : Si = ei=min fpik + pi;k+1 : 1 � k � m 1g ;

4 : (ei = 1 ; si pi1 < pim et ei =  1 ; si pi1 � pim)

5 : Fin pour

6 : La séquence est déterminée en classant les tâches par ordre décroissant des indices

7 : S[1] � S[2] � : : : � S[n]

Gupta a comparé son heuristique à celle de Palmer pour de nombreux problèmes et a

obtenu des résultats plus satisfaisants dans la grande majorité des cas.
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2.4.1 Flow shop avec récirculation

Dans les problèmes de �ow shop classique on suppose que chaque tâche visite chaque

machine une seule fois mais cette contrainte est souvent violée dans la pratique, par

exemple dans les ateliers de fabrication des semi conducteurs chaque tâche revisite les

mêmes machines plusieurs fois. Récemment plusieurs articles traitent le problème de �ow

shop avec recirculation. Choi et Kim traite le problème de �ow shop sur m machines avec

recirculation tel que chaque tâche possède le process de fabrication (M1;M2; : : : ;Mm;

M1;M2; : : : ;Mm; : : : ; M1;M2; : : : ;Mm) et considèrent le makispan comme critère d�opti-

misation ils ont développé plusieurs heuristiques e¤ectives, Chen et al. propose un hybride

génétique algorithme pour résoudre le même problème, Pan et Chen traitent le même pro-

blème pour lequel seules les séquences de permutation sont considérées, ils ont développé

trois formulations mathématiques sous forme de programmes linéaires en variables mixtes

et six heuristiques, Chen et al. adopte un hybride tabou search algorithme pour ce même

problème, Choi et Kim considèrent le problème (M1;M2;M1;M2) il ont développé des

propriété de dominances, des bornes inférieurs et des heuristiques et ils ont utilisé leurs

résultats pour développer un algorithme de type séparation et évaluation (Branch and

Bound) . Meziani Nadjat considére le problème de �ow shop à deux machines avec re-

circulation des tâches sur la deuxième machines (M1;M2;M2) , elle a prouvée que ce

problème est polynomial et propose l�algorithme suivant pour le résoudre :

Algorithme F2/recr(2)/Cmax

Début

- Transformer le problème considéré au problème F2==Cmax comme suit :

- Sur la première machine, les temps de traitement ne changent pas p01i = p1i ;

- Sur la deuxième machine, les di¤érentes opérations d�une même tâche forment une

seuls opération tel que p02i = p2il ;

- Résoudre le problème F2==Cmax avec l�algorithme de Johnson.

- Construire la solution du problème initial F2=recr(2)=Cmax en partageant la durée

de traitement de chaque tâche sur la deuxième machine en durées de traitement de ses

opérations élémentaires initiales.

Fin
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Présentons maintenant le principal travail donné par M. Y. Wang, et al.[ 28] .

On note : x < y; x � y; x > y et x � y si l�opération x précède y, x précède immé-

diatement y (pas de temps mort entre les deux opérations x et y); x suit y et x suit

immédiatement y; respectivement.

Dé�nition 2.1 Un ordonnancement est compact sur une machine Mk si toutes les opé-

rations Ojk j = 1; : : : ; n sont ordonnancées ensembles sans qu�il n�y ait un temps mort

entre les di¤érentes opérations traitées sur cette machine c.-à-d Oik � Ojk:

- Un ordonnancement est dit compact s�il est compact sur toutes les machines.

- Un ordonnancement est dit de permutation si l�ordre de traitement des tâches est le

même sur les di¤érentes machines.

Théorème 2.2 (M. Y. Wang, et al.[ 28]) Pour le problème Fm=chain reentrant=Cmax;

il su¢t de considérer les ordonnancements compacts sur M1 dont l�ordre de traitement

des tâches est le même de M1 à M2 et de Mm à M1.

Corollaire 2.3 (M. Y. Wang, et al.[ 28]) Pour le problème F2=recr(1)=Cmax; il su¢t de

considérer les ordonnancements compacts et de permutations.

D�après ce corollaire un ordonnancement compact et de permutation est constitué de 3

bloques d�opérations 1-bloque constitué uniquement des 1ères opérations (de la machine

M1), 2-bloque constitué uniquement des 2èmes opérations (de la machineM2) et 3-bloque

constitué uniquement des 3èmes opérations (de la machine M1). Les opérations sont

ordonnancées dans le même ordre sans aucun temps mort dans chaque bloque. Voir la

�gure ci-dessous (aj = p1j1; bj = p2j; cj = p1j2:)

Notons � =
n
X

j=1

P1j1; � =

n
X

j=1

P2j et 
 =
n
X

j=1

P1j2:
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Soient :

- C1(A) : la date de �n de traitement du premier passage des tâches de la séquence A

sur la première machine.

- C2(A) : la date de �n de traitement des tâches de la séquence A sur la deuxième

machine.

- C3(A) : la date de �n de traitement du deuxième passage des tâches de la séquence A

sur la première machine.

Dans un ordonnancement compact de permutation on a :

1- il existe une tâche Tj tel que s1j1 + aj = s2j et

2- si Cmax > � + 
 alors il existe Tj tel que s2j + bj = s1j2:

Pour n�importe quel ordonnancement � compact et de permutation, il existe une tâche

OTk� = arg minjfs�(j);2 + b�(j);2 > �g: D�où Ok�2 est la premiére 2-opération qui termine

après �:

Donc l�ensemble � des tâches est partitionné en 3 sous ensembles �1 = fTj=Tj < Tk�g et

�2 = fTj=Tj > Tk�g et Tk� la tâche de partition.

Nous dé�nissons une partition f�1; Tk� ; �2g admissible si, et seulement si, elle satisfait

- �1 [ �2 [ fTk�g = �:

- C2(�1) � �; et

- C2(�1) + bk� > �:

Théorème 2.4 (M. Y. Wang, et al.[ 28]) Il existe un ordonnancement optimal constitué

d�une partition admissible f�1; Tk� ; �2g telles que les tâches de �1 sont ordonnancées selon

la règle de Johnson pour (�1; a; b) et les tâches de �2 sont ordonnancées selon la règle de

Johnson pour (�2; b; c). L�ordonnancement obtenu est compact et de permutation.

Des cas particuliers sont aussi présentés dans l�article M. Y. Wang, et al.[28], résolus en

appliquant la règle de Johnson au pseudo problème F2==Cmax qui est obtenu en posant

a0j = aj + bj et b
0

j = bj + cj.

1er cas Une machine domine les autres en terme de durées de traitements, c.-à-d., une

des conditions suivantes est véri�ée :

 minfajg � maxfbjg:
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 minfcjg � maxfbjg:

 minfbjg � maxfajg:

 minfbjg � maxfcjg:

2eme cas La deuxième machine est régressive

 bj < minfaj; cjg:

3eme cas Les temps de traitement des opérations de la deuxième machine sont constants

 bj = b = constant:

4eme cas a = c

Ce cas particulier est NP-di¢cile. M. Y. Wang, et al.[28] montrent que si aj = cj

pour tout tâches Tj; alors ce problème est résolu par un algorithme dynamique pseudo-

polynômial en O(n2�2�).

Une méthode exacte de type séparation et évaluation et des heuristiques sont aussi

présentés.

Séparation et évaluation algorithme M. Y. Wang, et al.[28]

En utilisant le théorème précédent M. Y. Wang, et al.[28], ont développés un algorithme

de type séparation et évaluation qui énumère (implicitement) toutes les n2n 1 partitions

de � et trouve une partition minimisant le makespan. Au premier niveau de l�arbre nous

indiquons les tâches de partitions réindexées et réordonnées selon la règle de Johnson

pour les deux premières opérations ; en conséquence, il y a n n�uds dans ce niveau,

puisqu�aucune tâche ne peut être éliminée. L�arbre est binaire au delà de ce niveau :

à chacun des niveaux plus bas, nous décidons pour la tâche correspondante si elle sera

ordonnancée avant ou après la tâche de partition. Un n�ud au lième niveau (l = 2; :::; n)

correspond alors à une partition partielle de � (A; Tk� ; B). Nous utilisons la stratégie en

profondeur d�abords pour explorer l�arbre de recherche.

Un n�ud peut être stérilisé s�il ne peut pas induire à une partition admissible. Une

condition su¢sante pour stériliser un n�ud est donc C2(A) > �. En outre, si

max fC1(A) + ak� ; C2(A)g+ bk� > �

alors la seule partition admissible que le n�ud courant peut induire est fA; Tk� ; �nAg

après l�évaluation , nous pouvons stériliser ce n�ud.
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Dans la racine de l�arbre nous calculons des bornes inférieures pour véri�er si la borne

supérieure d�un candidat coïncide avec la valeur de la solution optimale :

Dans les autres n�uds de l�arbre, nous employons deux simples et e¢caces bornes infé-

rieures

C2(A) +
X

Tj2�nA

bj + min
Tj2�nA

cj;

C3(A) +
X

Tj2�nA

cj:

Heuristiques M. Y. Wang, et al.[28]

Heuristique H1

1. Ordonnancer les tâches en appliquant la règle de Johnson à (�; a; b) pour obtenir

l�ordre �1.

2. Ordonnancer les tâches en appliquant la règle de Johnson à (�; b; c) pour obtenir ordre

�2.

3. H1(I) =MinfCmax(�1); Cmax(�2)g:

Heuristique H2

1. Appliquer la règle de Johnson à (�; a; b) pour trouver l�ordre �1 ; comme dans l�heu-

ristique H1; calculer Cmax(�1). Si Cmax(�1) = � + 
, arrêter.

2. Sinon identi�er la tâche Tk� et par conséquent la partition f�1; Tk� ; �2g:

3. Appliquer la règle de Johnson à (Tk� [ �2; b; c), tout en préservant l�ordre des tâches

obtenu en �1. Obtenir le nouveau ordre � .

4. Ordonnancer les tâches selon � et calculer Cmax(�):

Heuristique H3

1. Appliquer la règle de Johnson à (�; b; c) pour trouver l�ordre �2 ; comme dans l�heu-

ristique H1; calculer Cmax(�2). Si Cmax(�2) = � + 
, arrêter.

2. Sinon identi�er la partition f�3; Tl� ; �4g comme dans l�heuristique H2:

3. Appliquer la règle de Johnson à (Tl� [ �3; a; b), pour obtenir l�ordre �nal � .

4. Ordonnancer les tâches selon � et calculer Cmax(�):



38

Notons par � = infh2Hfrh = rh � Cmax(Sh)=Cmax(S�)g avec rh =
Cmax(Sh)

borne inferieur
le rapport

de performance, avec Cmax(S�) est l�optimum et Cmax(SH) est la valeur de Cmax donnée

par l�heuristique h pour l�ordonnancement S:

On dit que le rapport de performance � est atteint s�il existe une instance du problème

pour laquelle Cmax(SH)=Cmax(S�) = � ou bien Cmax(SH)=Cmax(S�)! � quand les temps

de traitement tendent vers zéro ou bien vers l�in�ni.

Théorème 2.5 (M. Y. Wang, et al.[17]) Pour n�importe quelle instance I = (�; a; b; c);

�1(de l�heuristique H1) est inférieur ou égal à 3=2.

Inna G. Drobouchevitch et al.[17] considèrent le même problème d�ordonnancement

F2=recr(1)=Cmax et donnent un exemple pour lequel �1 de l�heuristique H1 proposée

par M. Y. Wang, et al.[28] est égale à 3=2 et améliore ce dernier en proposant une heu-

ristique qui garantie un rapport de performance inférieur à 4=3: ci-dessous l�essentiel de

leurs article.

Notons par :

N = f1; 2; :::; ng.

S� : l�ordonnancement qui minimise le makespan.

RLj(S) : la date de début de traitement de l�opération OLj de la tâche j pour l�ordon-

nancement S.

CLj(S) : la date de �n de traitement de l�opération OLj de la tâche j pour l�ordonnan-

cement S, avec L 2 fA;B;Cg et j = 1; 2; :::; n:

Soit Q � N un sous ensemble de N , on note par

a(Q) =
X

j2Q

aj; b(Q) =
X

j2Q

bj; c(Q) =
X

j2Q

cj;

Un ordonnancement S réalisable pour le problème F2=recr(1)=Cmax peut être associé à

une permutation � = (�(1); �(2); :::; �(n)) telle que les opérations OLj sont traitées selon

� pour tout L 2 fA;B;Cg et chaque tâche commence le plutôt possible.

Cmax(S) = maxfa(N) + c(N); Ĉ(S)g; (1)

avec Ĉ(S) = f
�
X

j=1

a�(j) +

�
X

j=�

b�(j) +

n
X

j=�

c�(j)=1 � � � � � ng:
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Si Cmax(S) = Ĉ(S) et le maximum de (1) est atteint pour � = u et � = v alors �(u) et

�(v) sont critiques dans S.

On dit que �(u) est AB-critique dans S (elle est notée par rAB(S)) et �(v) est BC-critique

dans S (elle est notée par rBC(S)).

Notons aussi �(w) la tâche de partition dé�nie par M. Y. Wang, et al.[ 3], rappelons que

�(w) est choisit de telle sorte que CB�(w 1)(S) � a(N); CB�(w 1)(S) > a(N):

Pour le problème F2==Cmax chaque tâche de l�ensemble N = f1; 2; :::; ng est traitée sur

M 0 puis sur M 00: Les temps de traitements de M 0 et M 00 sont notés par �j; �j respective-

ment. Pour une permutation �; on a la valeur du makespan égale à :

C0max(�) = maxf

�
X

j=1

��(j) +

n
X

j=�

��(j)=1 � � � ng: (2)

Si le maximum de (2) est atteint pour � = u alors �(u) est dite critique dans �.

N� = fj 2 Nn�j � �jg; N
� = fj 2 Nn�j > �jg: (3)

Notons parAlgorithme1 etAlgorithme3, l�algorithme de Johnson pour F2==Cmax et

l�heuristique H1 de M. Y. Wang, et al.[ 3], respectivement, et Algorithme2, l�algorithme

de Gonzalez�Sahni pour le problème O2==Cmax ci-dessous

Algorithme2 Gonzalez�Sahni

1. Partitionner l�ensemble N en 2 sous-ensembles N� et N� selon (3)

2. Trouver les tâches l 2 N� et r 2 N� telles que

�l = maxf�j=j 2 N
�g Si N� 6= ;

�r = maxf�j=j 2 N
�g Si N� 6= ;

3. Former l�ordonnancement ' = ('(1); '(2); :::; '(n)) = (l; �(N
�jflg); �(N�)jfrg; r): telle

que � est une permutation arbitraire.

Lemme 2.6 (Inna G. Drobouchevitch et al.[17]) Pour le problème F2==Cmax la tâche l

où bien r est critique pour l�ordonnancement ':

Soit SW l�ordonnancement obtenu par l�algorithme3, on a Cmax(SW )=Cmax(S�) � 3=2:

Inna G. Drobouchevitch et al.[17] montrent que ce rapport de performance maximum est

atteint pour l�instance suivante :
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T1 T2 T3

M1 1 1 M

M2 M M 1

M1 1 1 M

On a Cmax(SW ) = 3M + 2 et Cmax(S�) = 2M + 4 donc Cmax(SW )=Cmax(S�) = 3M+2
2M+4

!

3
2
:tel que M >> 1:

Présentons les inégalités suivantes :

1=3Cmax(S
�) < a(N) < 2=3Cmax(S

�) (4)

1=3Cmax(S
�) < c(N) < 2=3Cmax(S

�) (5)

Lemme 2.7 (Inna G. Drobouchevitch et al.[17]) Soit SW un ordonnancement obtenu par

l�algorithme3. Si une des inégalités (4) et (5) n�est pas véri�ée, alors Cmax(SW )=Cmax(S
�) �

4=3:

Supposons alors que les deux inégalités (4) et (5) ne sont pas véri�ées, une tâche k est

dite grande si elle véri�e les deux inégalités suivantes :

ak + bk � 2=3Cmax(S
�) (6)

bk + ck � 2=3Cmax(S
�) (7)

Dé�nissons les ensembles Na
k et N

c
k pour une tâche k tel que 1 � k � n

Na
k = fj 2 N jfkg=aj � cjg et N

c
k = fj 2 N jfkg=aj > cjg: (8)

En utilisant (8); on forme la permutation 	k ci-dessous

	k = (�(N
a
k ); k; �(N

c
k)); (9)

telle que �(Q) est une permutation arbitraire de Q.
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Lemme 2.8 (Inna G. Drobouchevitch et al.[17]) Soit une tâche k tel que 1 � k � n

qui satisfait (6) et (7) pour un ordonnancement S	 dé�nie par la permutation 	k , alors

Cmax(S	)=Cmax(S
�) � 4=3:

Nous présentons maintenant l�heuristique de Inna G. Drobouchevitch et al.[17] . Cette

dernière crée plusieurs ordonnancement et choisit le meilleur.

Heuristique (Inna G. Drobouchevitch et al.[17])

1. Renuméroter les tâches de l�ensemble N selon l�ordre de Johnson �AB = (1; :::; n):

2. Pour le problème F2=recr(1)=Cmax, trouvez un ordonnancement S0 lié à la permuta-

tion �AB:

Trouver la tâche w de partition telle que CB�(w 1)(S) � a(N); CB�(w 1)(S) > a(N):

Dé�nissons les ensembles de tâche N1 = f1; 2; :::; w  1g et N2 = fw + 1; w + 2; :::; ng.

3. Appliquer l�algorithme 2 avec �j = bj et �j = cj aux tâches de l�ensemble N2

pour trouver une permutation de Gonzalez-Sahni 'BC(N2) = ('(1); '(2); :::; '(q)) avec

q = jN2j = n w:

4. Pour F2=recr(1)=Cmax trouvez les ordonnancements liés aux permutations spéci�ques

des tâches comme indiqué ci-dessous :

S1 �BC(N)

S2 (�(Na
'(1)
); '(1); �((N c

'(1)
))

S3 ('(1); �BC(N)nf'(1)g)

S4 (�(Na
'(q)
); '(q); �((N c

'(q)
))

S5 ('(q); �BC(N)nf'(q)g)

S6 (1; 2; :::; w; 'BC(N2))

S7 (w;'BC(N2); 1; 2; :::; w  1)

S8 (�(Na
w); w; �(N

c
w))

S9 (�AB(Nnfwg); w)

S10 (1; 2; :::; w  1; 'BC(N2); w)

S11 ('(2); '(3); :::; '(q); 1; 2; :::; w  1; w; '(1))

5. Parmi tous les ordonnancements déterminer celui qui minimise le makespan .
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Cette heuristique est en O(nlogn):

Théorème 2.9 (Inna G. Drobouchevitch et al.[17]) Soit SH un ordonnancement pour le

problème F2=recr(1)=Cmax trouvé par l�heuristique ci-dessus alors Cmax(SH)=Cmax(S
�) �

4=3 et cette borne est atteinte.

Ce rapport de performance maximum est atteint pour l�exemple suivant :

T1 T2 T3 T4

M1 1 2 3 M

M2 M 6 M M

M1 M  2 1 4 M  1

(Exemple)

On a Cmax(SH) = 4M + 1 et Cmax(S�) = 3M + 8 donc Cmax(SH)=Cmax(S�) = 4M+1
3M+8

!

4
3
:tel que M >> 1:

Caixia Jing et al. [5] dans leur article considèrent le problème d�ordonnancement sur deux

machines avec recirculation tel que chaque tâche se traite selon le process de fabrication

suivant : (M1M2;M1M2; :::;M1M2) , chaque tâche peut être décomposée en L sous tâches

telle que chaque sous tâche Tij i = 1::n ; j = 1::L se traite sur les deux machines (M1;M2):

Donc, on a L sous tâches avec contraintes de précédence qui signi�e que le traitement de

la (l+1)ieme sous tâche sur la première machine M1 ne peut pas commencée avant que le

traitement de la l0ieme sous tâche sur la deuxième machineM2 s�achève. De cette manière,

on transforme le problème de �ow shop avec recirculation en un problème de �ow shop avec

contraintes de précédences sous forme de chaines parallèles comme le montre le schéma

suivant :

�ow shop avec contraintes de précédences sous forme de chaines parallèles
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Notons par :

n : le nombres de tâches à traiter.

Ti : la tâches numéro i:

L : le nombre de sous tâches de Ti

Pijl : le temps de traitement de la lième sous tâche de Ti sur la machine j

C�max : minimum du makespan ou bien la valeur optimale de la fonction objectif.

Les contraintes de précédences sous formes de chaines parallèles sont un cas particulier

des contraintes de précédences générales, on note F2=chains=Cmax et F2=prec=Cmax

le problème �ow shop à deux machines avec contraintes de précédences sous formes de

chaînes parallèles et le problème de �ow shop à deux machines avec contraintes de précé-

dences respectivement.

Si on pose L = 2 et les temps de traitements de la deuxième machine égale à zéro pour

l = 2 on aura exactement notre problème (F2=recr(1)=Cmax).

La relation entre F2=prec=Cmax et le problème d�ordonnancement sur une

seule machine sous contraintes de précédences avec retard 1=prec(lij); pj=Cmax:

La description du problème d�ordonnancement sur une seule machine sous contraintes

de précédences avec retard est comme suit : on a une seule machine et un ensemble de

n tâches dépendentes des contraintes de précédences sous forme d�un graphe G = (V;E)

qui ne contient pas de cycle, tel que V est l�ensemble des sommets correspondant aux

tâches et E est l�ensmble des arcs correspond aux contraintes de précédences. Ce graphe

est un graphe pondéré tel que les sommets sont pondérés par pi ( temps de traitements

de la tâche i , i 2 V ) et les arcs sont pondérés par lij ( retard entre la tâche j et la tâche

i ) c.-à-d. la tâche j ne peut pas commencer qu�après lij unité de temps après la �n de la

tâche i donc Ci + lij � �(j) avec :

- Ci date de �n de traitement de la tâche i:

- �(j) début de traitement de la tâche j.

lij et pi sont des nombres entiers positifs. La fonction objectif c�est de minimiser la durée

totale d�exécution ( minimum dumakespan ), ce problème est noté par 1=prec(lij); pj=Cmax:



44

Théorème 2.10 (Caixia Jing et al. [5]) pour le problème 1=prec(lij); pj=Cmax si

1. lij = li:i; j = 1; : : : ; n;

2. 8k 6= i; pk � li; i; j = 1; : : : ; n;

alors le problème précédent est équivalent au problème �ow shop sur deux machines sous

contraintes de précédences F2=prec=Cmax avec

pj1 = pj; j = 1; :::; n,

pj2 =

8

<

:

lj si lj > 0;

0 sinon.

Preuve. La seule déférence entre les délais de retard dans 1=Prec(lij); pj=Cmax et les

temps de traitement de la deuxième machine dans F2=prec=Cmax est que les délais de

retard peuvent être écoulés simultanément alors que les temps de traitements ne peuvent

pas. Cependant la condition 8k 6= i; pk � li; i; j = 1; : : : ; n: évite les chevauchements entre

les tâches et la condition lij = li:i; j = 1; : : : ; n: assure l�unicité des temps de traitements

sur la deuxième machine. �

Finta et al. [13] montrent que le problème 1=prec(lij = 1); pj 2 N+=Cmax lorsque les

délais de retards sont unitaires et les temps de traitements sont entières est polynomial

et peut être résolu en O(n2) en ordonnancant les tâches selon l�ordre lexicographique.

Théorème 2.11 (Caixia Jing et al. [5]) Pour le problème F2=prec=Cmax; si

1. pj1 2 N+;

2. pj2 = 1 pour les tâches j qui ont au moins un successeur et pj2 = 0 pour les autres

tâches.

Alors le problème est polynomial et est résolu en O(n2) en ordonnançant les tâches selon

l�ordre lexicographique.

Corollaire 2.12 Caixia Jing et al. [5] Le problème F2=chains=Cmax, si pi1l 2 N
+ et

pi2l = 1 pour i = 1; :::; n ; l = 1; : : : ; L  1 et pi2l = 0 pour l = L alors le problème est

polynomial et est résolu en O(n2) par l�algorithme lexicographique .

Preuve. À partir du problème F2=prec=Cmax; dans lequel pj1 2 N+ et pj2 = 1 pour

les tâches j qui ont au moins un successeur et pj2 = 0 pour les autres tâches, on peut
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construire le problème 1=prec(lij = 1); pj 2 N+=Cmax avec pj = pj1 2 N+; j = 1; :::; n.

et lj = pj2 = 1; et comme ce dernier peut être résolu en O(n2) d�après Finta et al., alors

on a la démonstration du théorème ci-dessus . �

Donc, si on pose L = 2; notre problème est polynomial sous ces conditions.

Théorème 2.13 (Caixia Jing et al. [5]) Pour le problème F2=chains=Cmax. Si 8l;m

et k 6= i pk1l � pk2m alors il existe une séquence optimale S des n tâches dont laquelle

la dernière tâche à ordonnancer est la tâche h qui satisfait Ph2l = min1�i�n fPi2lg et les

autres tâches sont positionnées arbitrairement. En ordonnançant les tâches selon S on

obtient Cmax =
X

1�i�n;1�l�L

Pi1l + ph2L:

Théorème 2.14 (Caixia Jing et al. [5]) Pour le problème F2=chains=Cmax. Si 8l;m

et k 6= i pk1l � pi2m alors il existe une séquence optimale S des n tâches dont laquelle

la dernière tâche à ordonnancer est la tâche h qui satisfait Ph11 = min1�i�n fPi11g et les

autres tâches sont positionnées arbitrairement. En ordonnançant les tâches selon S on

obtient Cmax =
X

1�i�n;1�l�L

pi2l + ph11:



Chapitre 3

Méthodes de résolutions

Dans ce chapitre, nous proposons quelques méthodes de résolution du problème d�or-

donancement F2=recr(1)=Cmax. Nous commençons par une modélisation du problème en

programme linéaire en variables réelles et bivalentes. Nous proposons également des bornes

inférieures et des sous problèmes polynomiaux avec des algorithmes pour les résoudre.

3.1 Modélisation mathématique

Soient les variables binaires �ii�jj�; �ij dé�nies par :

�iji�j�=

8

<

:

1 si s1ij � s1i0j0

0 sinon .
8i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0 et j 6= j0):

�ii0 =

8

<

:

1 si s2i � s2i0

0 sinon .
8i; i0 = 1; : : : ; n:

Et soit la variabble y qui correspond à la date de �n de traitement de toutes les tâches.

- Pour tout couple de tàches (Ti; Tj) nous avons :

�iji0j0 + �i0j0ij = 1 i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0 et j 6= j0):

�ij + �ji = 1 i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

Le traitement d�une tâche ne commence que si le traitement de la tâche qui la précède

s�achève :

s1ij + p1ij  s1i0j0 � A(1 �iji0j0) i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0 et

j 6= j0):

46
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s1i0j0 + p1i0j0  s1ij � A�iji0j0 i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0 et

j 6= j0):

s2i + p2i  s2j � A(1 �ij) i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s2j + p2j  s2i � A�ij i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

Le traitement d�une tâche ne peut commencer sur la deuxième machine que si le traite-

ment de sa première opération sur la première machine est achevé

s1i1 + p1i1 � s2i: i = 1; : : : ; n:

Le traitement de la deuxième opération d�une tâche ne peut commencer sur la première

machine que si son traitement sur la deuxième machine est achevé

s2i + p2i � s1i2: i = 1; : : : ; n:

La date de �n de traitement de la deuxième opération d�une tâche sur la première

machine est inférieur au makespan.

s1i2 + p1i2 � y: i = 1; : : : ; n:

Les contraintes de positivité et de binarité
8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�iji0j0 2 f0; 1g i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2:avec (i 6= i0) ou (i = i0etj 6= j0):

�ij 2 f0; 1g i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s1i1 � 0 i = 1; : : : ; n

s1i2 � 0 i = 1; : : : ; n

s2i � 0 i = 1; : : : ; n

La fonction objectif

Cmax = min(y):

Le nombre de variables et le nombre de contraintes d�un modèle mathématique linéaires

sont deux indices par lesquels on peut mesurer la dimension et l�e¢cacité de la modé-

lisation donnée. Le nombre de variables du modèle est donné par (5n2) et le nombres

de contraintes est égale à (15n2 + 2n). Le but de l�expérience est d�avoir une idée sur

la capacité de la résolution du problème avec le modèle. Le jugement �nal sur la pos-

sibilité d�application de ce modèle dépend du logiciel et des équipements informatiques

disponibles.

A titre d�exemple : si le nombre de tâches est égale à 10. Le nombre de variables est

égale à 500 et le nombre de contraintes est égales à 1520. Nous remarquons que pour cet

exemple de petite taille, le nombre de variables et de contraintes est très important.
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Le modéle �nal

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

min(y)

�iji0j0 + �i0j0ij = 1 i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0)ou(i = i0etj 6= j0):

�ij + �ji = 1 i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s1ij + p1ij  s1i0j0 � A(1 �iji0j0) i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0etj 6= j0):

s1i0j0 + p1i0j0  s1ij � A�iji0j0 i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2: avec (i 6= i0) ou (i = i0etj 6= j0):

s2i + p2i  s2j � A(1 �ij) i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s2j + p2j  s2i � A�ij i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s1i1 + p1i1 � s2i: i = 1; : : : ; n:

s2i + p2i � s1i2: i = 1; : : : ; n:

s1i2 + p1i2 � y: i = 1; : : : ; n:

�iji0j0 2 f0; 1g i; i0 = 1; : : : ; n:j; j0 = 1; 2:avec (i 6= i0) ou (i = i0etj 6= j0):

�ij 2 f0; 1g i; j = 1; : : : ; n i 6= j:

s1i1 � 0 i = 1; : : : ; n

s1i2 � 0 i = 1; : : : ; n

s2i � 0 i = 1; : : : ; n

Les modèles linéaires en variables entières et bivalentes peuvent être résolus par des

solveurs e¢caces tels que LINGO, CPLEX, etc.

3.2 Bornes inférieures

Remarque 3.1 LB1 =

n
X

i=1

(p1i1 + p1i2) est une borne inferieure.

Preuve. Chaque tâche est exécutée deux fois sur la première machine, donc le temps de

traitement de l�ensemble des tâches sur la première machine est égale à
n
X

i=1

(p1i1 + p1i2);

d�où LB1 est une borne inférieure. �

Remarque 3.2 LB2 = mini=1;:::;n fp1i1g+
n
X

i=1

pi2 +mini=1;:::;n fp1i2g est une borne infe-

rieure.

Preuve. Chaque tâche est exécutée une seule fois sur la deuxième machine, donc le temps

de traitement sur la 2éme machine est égale à
n
X

i=1

pi2; d�où
n
X

i=1

pi2 est une borne inferieure,

et comme une tâche ne peut pas être traitée sur la 2éme machine que si elle est déjà traitée
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sur la 1ere machine ; et elle doit être traitée sur la 1er machine une second fois donc on

élargit la borne inferieure en ajoutant les temps d�attentes. Finalement, LB2 est une borne

inférieure (voir la �gure ci-dessous).

�

Remarque 3.3 LB3 = Max
n

C
Johnson(1erop�eration)
max +mini=1;:::;n fP1i2g

o

est une borne

inferieure.

où CJohnson(1
erop�eration)

max est la valeur du Cmax donnée par l�algorithme de Johnson appli-

qué sur les premières opérations de la première machine et les opérations de la deuxième

machine.

C
Johnson(2emeop�eration)
max est la valeur du Cmax donnée par l�algorithme de Johnson appliqué

sur les opérations de la deuxième machine et les deuxièmes opérations de la première

machin en considérant M2 comme la première machine. .

Remarque 3.4 LB4 = Max
n

C
Johnson(2emeop�eration)
max +mini=1;:::;n fP1i1g

o

est une borne

inferieure.

Preuves évidentes .
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Remarque 3.5 LB5 =Max(LB1; LB2; LB3; LB4) est une borne inferieure

3.3 Sous problèmes polynomiaux

Corollaire 3.1 Les sous-problèmes suivants sont résolus en temps polynomial :

p1i1 p2i p12i Complexité de l0algorithme de résolution

1 N+ N+ O(nlogn); ordre de Johnson

1 1 N+ O(n); ordre quelconque

p p p O(n); ordre quelconque

N+ 1 1 O(n); ordre quelconque

N+ N+ 1 O(nlogn); ordre de Johnson

1 N+ 1 O(n); ordre quelconque

N+ 1 N+ O(nlogn); ordre de Johnson

Preuve. D�aprs l�article de M. Y. Wang, et al.[28] si une machine domine les autres

en terme de durées de traitements, c.-à-d., une des conditions suivantes est véri�ée :

minfajg � maxfbjg;minfcjg � maxfbjg;minfbjg � maxfajg;minfbjg � maxfcjg:alors

le problème est polynomial, d�où on peut déduire que les cas particuliers ci dessus sont

aussi polynomiaux. �

3.4 Heuristiques

L�heuristique H1 présente le squelette d�une méthode de descente simple. A partir d�une

solution initiale x, on choisit une solution x0 dans le voisinage N(x) de x. Si cette solution

est meilleure que x, (f(x0) < f(x)) alors on accepte cette solution comme nouvelle solution

et on recommence le processus jusqu� a ce qu�il n�y ait plus aucune solution améliorante

dans le voisinage de x.
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Heuristique H1 Simple descent

1 : initialisation : trouver une solution initiale x

2 : répéter

3 : recherche voisinage : trouver une solution x0 2 N(x)

4 : Si f(x0) < f(x) alors

5 : x0 = x

6 : FinSi

7 : jusqu�a f(y) � f(x);8y 2 N(x):

Cette méthode se base sur une amélioration progressive de la solution et donc reste

bloquée dans un minimum local des qu�elle le rencontre. Il existe de manière évidente

une absence de diversi�cation. L�équilibre souhaité entre intensi�cation et diversi�cation

n�existe donc pas. Un moyen très simple de diversi�er la recherche peut consister à ré-

exécuter cet algorithme en prenant un autre point de départ. Comme l�exécution de cette

méthode est souvent très rapide, on peut alors inclure cette répétition au sein d�une

boucle générale. On obtient alors un algorithme de type Multi-start descent décrit par

l�heuristique H2.

Heuristique H2 Multi-start descent

1 : initialisation : trouver une solution initiale x, k = 1, f(B) = +1.

2 : répéter

3 : point de départ : choisir une première solution x0 au hasard

4 : x =(résultats d�une Simple Descente).

5 : Si f(x) < f(B) alors

6 : B = x

7 : �nsi

8 : k = k + 1

9 : jusqu�a satisfaire un critère d�arrêt.
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Heuristique H3 Johnson etendue

1. Ordonnancer les premières opérations de l�ensemble des tâches sur les deux premières

machines (M1, M2) selon la règle de Johnson.

2. Ordonnancer les deuxièmes opérations de l�ensemble des tâches dans le même ordre

que 1 sur la première machine M1.

L�algorithme de la borne inférieur modi�é (Modi�ed lower bound-based al-

gorithm (MLBB))

Ces deux dernières heuristiques sont présentées dont l�article de Caixia Jing et Al.[6]

dans leurs articles ils considèrent le problème d�ordonnancement sur deux machines avec

recirculation tel que chaque tâche se traite selon le process de fabrication suivant :

(M1M2;M1M2; :::;M1M2) chaque tâche peut être décomposée en L sous tâches telle que

chaque sous tâche Tij i = 1::n ; j = 1::L se traite sur les deux machines (M1;M2) donc on

a L sous tâches avec contraintes de précédence qui signi�é que le traitement de (l+1)ieme

sous tâche sur la première machine M1 ne peut pas commencer avant que le traitement

de la l0ieme sous tâche sur la deuxième machine M2 ne s�achève

Dans cet algorithme les sous tâches sont ordonnancées une par une selon la borne infe-

rieure. Notons � et U l�ordonnancement partiale courant et l�ensemble de tous les sous

tâches non encore ordonnancées respectivement. les sous tâches disponibles sont touts les

li�eme sous tâches non encore ordonnancées sachant que les (l  1)i�eme sous tâches sont

ordonnancées l = 1; 2; :::; L . Soit A l�ensemble de toutes les sous tâches disponibles. Évi-

demment A est un sous ensemble de U: À chaque itération de l�algorithme on choisit une

sous tâche k de A qui véri�ée le minimum de la borne inferieure suivante :

B(�k) = max

8

<

:

C1(�k) + C
J max(U  fkg); C2(�k) +

X

a2U fkg

pa2

9

=

;

:

Heuristique H4

0 : l�ensemble � = ?; C1(�) = C2(�) = 0; soit U l�ensemble de toutes les sous tâches et

A l�ensemble de toutes les sous tâches disponibles en première étape .

1 : si U = ? Terminer, Sinon pour toute sous tâche k 2 A, calculer la borne inférieure

B(�k):

2 : sélectionner une sous tâche k� de A minimum des bornes inférieures.
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3 : � ! �k�, supprimer k� de U et A, et ajouter k�0s le successeur immédiat de A calculer

C1 = max fC1(�); Cp(k
�)g+ p�k1

C2 = max fC1(�); C2(�)g+ p
�

k2

avec Cp(k�) le temps de �n de traitement de k�0s qui est le prédécesseurs immédiat de

la 2éme machine. Aller à 1.

Si on pose L = 2 et les temps de traitements de la deuxième machine égale à zéro pour

l = 2; on aura exactement notre problème.

L�algorithme des temps morts pondérés (Weighted idle time-based algorithm

(WITB))

Heuristique H5

0 : l�ensemble � = ?; C1(�) = C2(�) = 0; calculer les facteurs de la 1er machine et de la

2i�eme machine :

w1 = max

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

nL
X

i=1

pi1

nL
X

i=1

pi2

; 1

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

; w2 = max

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

nL
X

i=1

pi2

nL
X

i=1

pi1

; 1

9

>

>

>

>

=

>

>

>

>

;

:

Soit U l�ensemble de toutes les sous tâches et A l�ensemble de toutes les sous tâches

disponibles en première étape .

1 : si U = ?; Terminer, Sinon pour toute sous tâche k 2 A; calculer la somme des temps

morts

I(�k) = w1(C1(�k) C1(�) pk1) + w2(C2(�k) C2(�) pk2):

2 : sélectionner une sous tâche k� de A minimum des temps morts.

3 : � ! �k� supprimer k� de U et A, et ajouter k�0s le successeur immédiat de A calculer

C1 = max fC1(�); Cp(k
�)g+ p�k1

C2 = max fC1(�); C2(�)g+ p
�

k2

avec Cp(k�) temps de �n de traitement de k�0s le prédécesseurs immédiat de la 2éme

machine. Aller à 1.
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Si on pose L = 2 et les temps de traitements de la deuxième machine égale à zéro pour

l = 2; on aura exactement notre problème .

3.5 Métaheuristique

Algorithme génétique

les premiers travaux sur les algorithmes génétiques remontent aux années 60.Il s�agissait,

à l�époque, de recherches menées par les biologistes pour simuler les mécanismes naturels.

Il faut en fait attendre la �n des années 60 pour que Holland propose une véritable

formalisation de l�application de la théorie de l�évolution au domaine de l�Optimisation.

Cette métaheuristique a rapidement suscité un grand intérêt en Intelligence Arti�cielle et

en Recherche Opérationnelle, en partie en raison de la très forte analogie avec les principes

d�évolution des espèces.

La reproduction sexuée met en jeu deux mécanismes fondamentaux : le premier est

le croisement génétique. Il implique la combinaison du patrimoine génétique des deux

parents pour former le patrimoine de l�enfant. Il permet ainsi de former des individus

distincts, bien que possédant des traits propres à chaque parent. Le second mécanisme est

la mutation. Elle intervient durant la phase de croisement et se traduit par la modi�cation

spontanée de quelques gènes. Ces deux mécanismes sont complémentaires : le croisement

est le support naturel de la reproduction. Il assure à ce titre la pérennité démographique de

l�espèce. La mutation permet l�évolution globale de l�espèce en introduisant de nouvelles

caractéristiques d�une génération à l�autre. Si l�on suppose que l�environnement n�est pas

fermé, nous pouvons ajouter un troisième mécanisme, l�immigration, destiné à simuler

l�arrivée d�individus étrangé au sein de la population.

- Génération de la population initiale

La population initiale est obtenue par les résultats des heuristiques H1; H3; : : : ; H5 et

les meilleurs solutions de l�heuristique H2; la taille de la population varie selon le nombre

de tâches, et la taille maximal de la population est égale à 100.

- Codage des donnés

Dans la littérature diverses méthodes de codage sont utilisées pour coder les problèmes

d�ordonnancements, le codage basé sur les tâches (job-based encoding method), le codage

basé sur les machines (machine-based encoding method) et la méthode de codage basée
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sur les opérations (operation-based encoding method), cette dernière méthode est souvent

la plus employée pour les problèmes de �ow shop. Cette étude adopte la méthode de

codage basée sur les opérations. L�exemple ci-dessous donne la façon de coder trois tâches

T = fT1; T2; T3g en utilisons la méthode de codage basée sur les opérations telle que

chaque nombre i du vecteur représente une opération de la tache Ti et comme chaque

tache se traite sur M1 puis sur M2 et elle se traite une deuxième fois sur M1 donc chaque

nombre i apparait trois fois dans le vecteur voir �gure ci-dessous :

Ordonnancement de trois tâches selon le codage basé sur les opérations.

- Le croisement (crossover) combine la moitié des chromosomes des deux parents

pour générer le chromosome de l�individu �ls. Dans le mécanisme naturel de reproduction,

le reste du patrimoine génétique des parents est perdu. Dans le monde des algorithmes

génétiques, il est récupéré pour former un second descendant. Ainsi, le crossover est un

opérateur produisant deux nouveaux individus à partir des deux individus parents. Tra-

ditionnellement, le crossover ne possède qu�un point de coupe, dont l�emplacement est

déterminé de manière aléatoire. On peut néanmoins étendre le principe en utilisant deux

points de coupe (�gure ci-dessous) et même autant de points de coupe que d�allèles dans

le cas du crossover uniforme. Dans notre algorithme génétique on a choisit le croisement

avec deux point de coupe avec une probabilité de 0:8. Donc pour avoir par exemple le

Fils1 on suit les étapes suivantes :

- On choisit deux positions aléatoires sur le premier parent et on reproduit le premier

parent sur le premier �ls entre ces deux positions.

- On parcoure ensuite le premier parent entre les deux positions de gauche a droite

et on coche les casses correspondantes dans le deuxième parent.

- En�n on lit dans le parent 2 de gauche à droite les casses non coché et on remplit

les casses vides du premier �ls. Voir �gure ci-dessous :
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Crossover deux points de coupe

- La mutation produit un individu �ls en altérant quelques allèles de l�individu père.

Bien entendu, l�importance de la mutation est directement liée à la quantité d�allèles

touchés. À l�origine, la mutation était purement stochastique, les loci étaient déterminés

aléatoirement. À l�heure actuelle, on s�oriente de plus en plus vers des formes plus évoluées

de mutations, mettant souvent en �uvre des heuristiques d�où l�opérateur de mutation

utilisé dans notre cas est l�heuristique H1 (recherche locale) avec une probabilité de 0:1.

- Critère d�arrêt

L�algorithme génétique continu à s�exécuter jusqu�a ce qu�un critère d�arrêt est satis�t.

Notre algorithme s�arrête après un nombre �xe de générations.

Le schéma d�un algorithme génétique est présenté dans la �gure ci-dessous.



57

Schéma classique des algorithmes génétiques

Exemple

Dans l�exemple qui suit, on applique les 5 heuristiques précédentes à l�exemple de Inna G.

Drobouchevitch et al.[17]. Si on prend M = 100; on voit que Cmax(SH) = 4M + 1 = 401.

Les temps de traitement sont données dans le tableau suivant :
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T1 T2 T3 T4

M1 1 2 3 100

M2 100 6 100 100

M1 98 1 4 99

(Exemple)

Application de l�heuristique H1

Application de l�heuristique H2

Application de l�heuristique H3 et H5
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Application de l�heuristique H4

On remarque que pour cet exemple, l�heuristique H2 donne la meilleure solution. Cette

dernière permet d�exploiter des zones du domaine des solutions réalisables non visités

par les autres heuristiques, d�où l�utilité de l�utiliser comme une des solutions pour la

géneration de la population initiale.



Chapitre 4

Expérimentations et interprétation

des résultats

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on commence par tester notre modèle mathématique, ce dernier est

résolu par le solveur LINGO8 qui utilise la méthode branch and bound pour la résolution

du programme mathématique. On a e¤ectué aussi des tests sur les cinq heuristiques et la

métaheuristique a�n d�étudier leur performance. Pour la programmation, notre choix s�est

porté sur " Microsoft visual C# " un langage récent. Il a été disponible en versions beta

successives depuis l�année 2000 avant d�être o¢ciellement disponible en février 2002 en

même temps que la plate-forme. NET 1.0 de Microsoft à laquelle il est lié. Vu son impor-

tance, " Microsoft visual C# " est considéré comme un environnement de programmation

puissant qui o¤re la possibilité de manipuler des applications de di¤érents domaines. Les

tests sont e¤ectués sur un Intel Corp 2 Duo 2 GHz et 3 Go de RAM.

4.2 Test du modèle

Le déroulement de notre programme est comme suit

1. Générer le modèle à l�aide d�une application programmée sous " Microsoft Visual C#

", cette étape permet de créer un �chier texte nommer Model qui contient le modèle

mathématique de notre problème.

2. Télécharger les données en cliquant sur le bouton télécharger modèle de l�application

60
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programmée sous Delphi7, ceci permit de copier le modèle dans un composant Richedit1.

3. Cliquer sur le bouton résoudre pour faire la liaison entre le modèle mathématique

généré et le solveur LINGO, la solution est a¢chée sur le Richedit2 .Voir �gure ci-dessous.

Nous constatons que la durée d�exécution augmente d�une manière exponentielle en

augmentant le nombre de tâches �n� comme le montre le tableau suivant :

Nombres de tâches durée d�exécution

2 0 seconde

3 1 secondes

4 5 secondes

5 5 minutes 58 secondes

6 6 h 6 minutes 58 secondes

7 � 24 heures
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4.3 Généation des données

Les paramêtres du problème sont :

� les temps de traitement sur les deux machines p1i1; p1i2 et p2i .

Ces paramêtres sont générés aléatoirement suivant une loi uniforme. Plusieurs instances

sont également générées et pour chaque instance le nombre de tâches n prend ses valeurs

dans l�ensemble f10; 20; 50; 100; 500g.

4.4 Déroulement des tests

On refait les mêmes testes donnés dans l�article de M. Y. Wang, et al.[ 3], la première

étape consiste à �xer le nombre de tâches n. On génére, plusieurs instances du même

problème (200 instances pour chaque cas), selon la loi uniforme et à chaque cas on calcule

le pourcentage où la solution trouvée par l�heuristique H est meilleure par rapport aux

autres, on compare aussi nos heuristiques au heuristiques de M. Y. Wang. Si la borne

inferieure est atteinte par une de ces heuristiques on arréte sinon on lance l�algorithme

génétique a�n d�améliorer d�avantage la solution si c�est possible et on comapre la valeur

donné par ce dernier avec les autre heuristiques, on calcule aussi le pourcentage ou la

valeur du Cmax est égale à la borne inférieure ainsi que la durée d�exécution moyenne de

chaque heuristique (en milliseconde).

Nous dé�nissons donc les paramêtres à calculer :

� pCmax : le pourcentage pour lequel l�heuristique H fournit une solution meilleurs que

les autres heuristiques.

� opt : le pourcentage pour lequel la solution obtenue par l�heuristique H coincide avec

la borne inférieure �LB�.

� Rapmoyen1 : moyenne des rapports de performance .

� Rapmax : le maximum des rapports de performance.

� Dur�ee moy : la durée moyenne d�exécution.



63

4.5 Tests selon la loi uniforme

Nous supposons que les durées opératoires des tâches sur les deux machines suivent une

loi uniforme les résultats obtenus sont représentés dans le tableau suivant :

Experimentation 1 p1i1 2 [10; 150] ; p2i 2 [20; 200] ; p1i2 2 [10; 100] :

H1 H2 H3 H4 H5 AG

n = 10 Pcmax 11% 53:5% 71:5% 32% 17% 100%

Opt 10% 52:5% 69% 23:5% 9% 81:5%

Dur�ee Moy 11 16 7 12 11 79

Rap Moy 1; 1695 1; 029321 1; 016657 1; 027752 1; 058138 1; 003812

Rap Max 1; 607752 1; 218876 1; 191555 1; 153917 1; 221053 1; 051338

n = 20 Pcmax 8% 46% 85% 21:5% 14% 100%

Opt 8% 46% 84% 18:5% 7% 87:5%

Dur�ee Moy 12 25 8 19 11 121

Rap Moy 1; 151718 1; 02672 1; 00663 1; 021471 1; 033594 1; 002217

Rap Max 1; 495671 1; 159726 1; 098479 1; 173099 1; 112015 1; 041277

n = 30 Pcmax 2% 34% 92:5% 26:5% 8% 100%

Opt 2% 33% 92% 22:5% 4:5% 93%

Dur�ee Moy 15 44 8 39 18 166

Rap Moy 1; 139024 1; 027538 1; 002633 1; 012571 1; 024631 1; 000484

Rap Max 1; 388533 1; 185216 1; 083916 1; 143709 1; 06872 1; 017519

n = 50 Pcmax 3% 16:5% 96:5% 14% 3% 100%

Opt 2; 5% 16:5% 96:5% 12:5% 2:5% 97%

Dur�ee Moy 20 146 9 139 27 462

Rap Moy 1; 114263 1; 033458 1; 001258 1; 010055 1; 018209 1; 000373

Rap Max 1; 323375 1; 150498 1; 050196 1; 09657 1; 044015 1; 024802

n = 100 Pcmax 0% 33% 99% 15% 0% 100%

Opt 0% 33% 99% 15% 0% 99:5%

Dur�ee Moy 31 502 11 597 147 1435

Rap Moy 1; 099179 1; 014629 1; 000279 1; 004877 1; 01088 1; 000007

Rap Max 1; 296464 1; 097709 1; 047161 1; 061075 1; 028283 1; 001605
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Experimentation 2 p1i1 2 [10; 100] ; p2i 2 [20; 200] ; p1i2 2 [10; 100] :

H1 H2 H3 H4 H5 GA

n = 20 Pcmax 0:5% 18% 32% 28:5% 31% 100%

Opt 0:5% 15:5% 28% 7% 13% 42%

Dur�ee Moy 13 24 9 20 12 121

Rap Moy 1; 204154 1; 052676 1; 045991 1; 032447 1; 026312 1; 009058

Rap Max 1; 552391 1; 153587 1; 205389 1; 171254 1; 096222 1; 046882

n = 50 Pcmax 0% 1% 18% 22% 46; 5% 100%

Opt 0% 1% 16% 3; 5% 11% 28%

Dur�ee Moy 19 165 10 139 27 462

Rap Moy 1; 187189 1; 101357 1; 040162 1; 022211 1; 011972 1; 006239

Rap Max 1; 372923 1; 166465 1; 120914 1; 107085 1; 044295 1; 033056

n = 200 Pcmax 0% 0% 12% 7:5% 63% 100%

Opt 0% 0% 10:5% 0% 5% 17:5%

Dur�ee Moy 53 4190 12 5979 1250 14 s

Rap Moy 1; 161264 1; 092431 1; 03866 1; 017063 1; 003182 1; 00209

Rap Max 1; 271197 1; 131589 1; 076688 1; 066234 1; 013947 1; 008112

n = 500 Pcmax 0% 0% 0:5% 16:5% 76:5% 100%

Opt 0% 0% 0:5% 2% 3:5% 6:5%

Dur�ee Moy 259 26 s 18 2 m 14 s 1435 3 m 21 s

Rap Moy 1; 158346 1; 115302 1; 043151 1; 016428 1; 001387 1; 0011

Rap Max 1; 210435 1; 133984 1; 076591 1; 064585 1; 005337 1; 00375
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Experimentation 3 p1i1 2 [10; 100] ; p2i 2 [30; 300] ; p1i2 2 [0; 150] :

H1 H2 H3 H4 H5 AG

n = 20 Pcmax 0% 4% 4:5% 31:5% 34:5% 100%

Opt 0% 1; 5% 3% 4% 6; 5% 14; 5%

Dur�ee Moy 13 29 9 20 11 123

Rap Moy 1; 191068 1; 052892 1; 070302 1; 032661 1; 030295 1; 013306

Rap Max 1; 4616 1; 151387 1; 191015 1; 193511 1; 125973 1; 056576

n = 50 Pcmax 0% 0% 0% 31:5% 49% 100%

Opt 0% 0% 0% 0% 3% 4%

Dur�ee Moy 20 146 10 140 26 469

Rap Moy 1; 149851 1; 07224 1; 061634 1; 016821 1; 013124 1; 008292

Rap Max 1; 31368 1; 14823 1; 140217 1; 070762 1; 054443 1; 028771

n = 200 Pcmax 0% 0% 0% 7% 86:5% 100%

Opt 0% 0% 0% 0% 1% 2%

Dur�ee Moy 53 4190 12 5979 1250 14 s

Rap Moy 1; 108823 1; 053122 1; 050648 1; 015307 1; 003232 1; 002914

Rap Max 1; 201706 1; 102219 1; 087307 1; 055521 1; 011587 1; 011587

n = 500 Pcmax 0% 0% 0% 0% 98% 100%

Opt 0% 0% 0% 0% 1% 1%

Dur�ee Moy 259 25 s 18 2 m 20 s 1435 3 m 19 s

Rap Moy 1; 10133 1; 0639 1; 049314 1; 017059 1; 001313 1; 001307

Rap Max 1; 162498 1; 088324 1; 06858 1; 04257 1; 004794 1; 004794
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Experimentation4 p1i1 2 [10; 100] ; p2i 2 [40; 400] ; p1i2 2 [10; 150] :

H1 H2 H3 H4 H5 AG

n = 20 Pcmax 0% 3% 6:5% 33% 32% 100%

Opt 0% 0% 1:5% 6:5% 4:5% 15%

Dur�ee Moy 14 35 7 19 11 125

Rap Moy 1; 129558 1; 031489 1; 051317 1; 020217 1; 0223 1; 008879

Rap Max 1; 327 1; 089815 1; 19552 1; 082443 1; 099163 1; 041152

n = 50 Pcmax 0% 0:5% 0:5% 25% 41% 100%

Opt 0% 0% 0% 1% 2% 3:5%

Dur�ee Moy 21 176 10 151 27 472

Rap Moy 1; 086456 1; 030007 1; 03697 1; 012392 1; 008874 1; 004612

Rap Max 1; 28 1; 076551 1; 104629 1; 109025 1; 028518 1; 020741

n = 200 Pcmax 0% 0% 0% 21% 71% 100%

Opt 0% 0% 0% 0:5% 1% 2%

Dur�ee Moy 53 4199 12 5970 1269 14 s

Rap Moy 1; 055826 1; 021027 1; 029843 1; 006501 1; 00216 1; 001582

Rap Max 1; 112902 1; 047801 1; 053761 1; 024702 1; 009372 1; 005066

n = 500 Pcmax 0% 0% 0% 7% 87% 100%

Opt 0% 0% 0% 0% 0% 1%

Dur�ee Moy 261 27 s 19 2 m 24 s 1438 3 m 21 s

Rap Moy 1; 046494 1; 023946 1; 028073 1; 005916 1; 000898 1; 000825

Rap Max 1; 078315 1; 036756 1; 042421 1; 020293 1; 003491 1; 003491

À la page suivante quelques graphes qui représentent les valeurs obtenues par l�algorithme

Génétique et les valeurs de la borne inférieure
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Experiment 1 pour n=10 tâches

Experiment 2 pour n=20 tâches
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Experiment 2 pour n=50 tâches

Experiment 3 pour n=20 tâches
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Experiment 4 pour n=20 tâches

Pour les di¤érentes heuristiques, nous avons établi le rapport de performance moyen en

appliquant les heuristiques sur des instances construites aléatoirement selon une loi uni-

forme. Les résultats pour l�expérimentation1 et 2 sont illustrés dans les graphes suivants :
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Rapport moyen pour l�expérimentation 1

Rapport moyen pour l�expérimentation 2
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En ce qui concerne les déviations moyennes, voici quelques graphes obtenus :

Déviation moyenne pour l�expérimentation 1

Déviation moyenne pour l�expérimentation 2
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4.6 Conclusion

Après la réalisation de plusieurs tests, nous avons constaté que pour l�expérimentation1 le

nombre de fois où on appelle l�algorithme génétique diminue en augmentant le nombre de

tâches.Par contre, pour les expérimentations 2, 3 et 4 le nombre de fois où on fait appel à

l�algorithme génétique augment en augmentant le nombre de tâches (voir �gure ci-dessous

), ce qui signi�e que pour l�experimentation 1 les solutions obtenues par les heuristiques

est particulièrement les solution de l�heuristique H3 coïncides avec les bornes inférieures

et ce pourcentages augmente en augmentant le nombre de tâches (on a opt=69 pour n=10

tâches et opt=99 pour n=100 tâches), ce qui nous laisse dire que l�heuristique H3 est la

meilleure pour l�experimentation1 mais ceci n�est pas vraie pour les experimentations 2,

3 et 4 car les solutions des heuristiques coïncide rarement avec les bornes inferieures et ce

pourcentages diminue en augmentant le nombres de tâches ; par contre l�heuristique H5

est jugée la meilleure, puisqu�elle donne toujours les meilleures résultats par rapport aux

autres heuristiques. L�heuristique H1 est la plus mauvaise, ceci est attendu puisque son

principe est basé sur une amélioration progressive de la solution, et donc elle reste bloquée

dans un minimum local dès qu�elle le rencontre. Nous remarquons aussi que l�algorithme

génétique a donné de très bons résultats qui sont très proches des solutions optimales

(voir les �gures ci-dessus) mais il nécessite un e¤ort de calcul considérable, ceci est du

aux solutions de départ notamment de l�heuristique H4 MLBB qui est en O(n3) d�après

[6] ; une des solutions pour remédier à ce problème et de remplacer l�heuristique H4 (

MLBB) par l�heuristique H3 de M. Y. Wang, et al.[28] et remplacer aussi l�heuristique H1

(Recherche local) par l�heuristique de Inna G. Drobouchevitch et al.[17] ; ceci permit de

gagner en complexité de l�algorithme génétique et en qualité de la solution trouvée .
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Conclusion générale
La recherche en ordonnancement a beaucoup approfondie les résultats ces dernières an-

nées. Les contraintes prises en compte dans les travaux récents sont de plus en plus

complexes.

Dans ce mémoire nous avons présenté le problème d�ordonnancement de tâches non

préemptives, de type Flow shop avec recirculation de tâches sur la première machine dont

le but est de minimiser le makespan. Ce problème étant NP-di¢cile en général.

Nous avons modélisé ce problème sous forme d�un programme linéaire en variables réelles

et bivalentes. Le nombre de variables et de contraintes du modèle est polynomial.

Nous avons déduit quelques cas particuliers où le problème est polynomial, et étant

donné que notre problème est en général NP-di¢cile, nous avons proposé cinq heuristiques

basées sur la règle de Johnson et sur la recherche aléatoire dans le voisinage des solutions,

On a proposé aussi un algorithme génétique, ce dernier s�adapte bien aux problèmes

d�ordonnancement de type �ow shop et il donne des solutions de bonne qualité et il sera

plus e¢cace si on remplace l�heuristique H4 ( MLBB) par l�heuristique H3 de M. Y.

Wang, et al.[28] et on remplace aussi l�heuristique H1 (Recherche local) par l�heuristique

de Inna G. Drobouchevitch et al.[17]. L�heuristique H2 fournit la plupart des solutions

de la population initiale de l�algorithme génétique, cette heuristique permet d�exploiter

des zones du domaine des solutions réalisables non visités par les autres heuristiques (voir

l�exemple d�application ci-dessus), d�où l�utilité de l�utiliser pour générer les individus de

la population initiale.

Des expérimentations numériques ont été e¤ectuées en réalisant une application infor-

matique implémentée sous " Microsoft visual C# ". Les durées opératoires des tâches sont

générées aléatoirement suivant une loi uniforme.

Les perspectives de ce travail sont multiples. Nous envisageons quelques unes :

� Développer d�autres métaheuristiques ou d�autres méthodes exactes.

� Analyser d�autres modèles en considérant d�autres contraintes et d�autres critères.

� Appliquer les méthodes développées sur un problème industriel.
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