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Résumé

Dans cette these, on s’intéresse aux applications des bases de Grobner dans 1’étude
qualitative des systemes différentiels polynomiaux cubiques plans. On se propose
dans un premier temps de déterminer les points d’équilibre d’un systeme différentiel
polynomial dans un corps k de caractéristique zéro. Pour se faire, nous développerons
deux méthodes algorithmiques, I'une basée sur la recherche d’une résolvante pour un
systeme algébrique associé a un systeme différentiel polynomial donné, ’'autre basée
sur le calcul des bases de Grobner. Dans un second temps, nous allons caractériser
le nombre et la nature des points d’équilibre d’un systeme différentiel polynomial
donné a I'aide de la théorie des invariants. En effet, grace a une matrice de transfor-
mation associée a un systeme différentiel polynomial donné, on construit un systeme
différentiel polynomial équivalent dont les coefficients sont des invariants. Par consé-
quent, grace au théoreme de Hartman-Grobman et a la théorie des invariants, on
pourra caractériser la stabilité locale d’'un point d’équilibre d’un systeme différentiel
polynomial donné a I’aide des relations algébriques ou semi-algébriques en fonction
des coeffcients du systeme différentiel polynomial considéré.
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Introduction

Les bases de Grobner est I'un des concepts développé dans la théorie des idéaux,
le plus remarquable. On connait ’algorithme d’Euclide et les calculs qu’on peut ef-
fectuer avec cet algorithme dans I’anneau des polynomes d’une indéterminée a coeffi-
cients dans un corps. Les bases de Grobner sont des systemes de générateurs d’idéaux
de polynomes de plusieurs indéterminées a coefficients dans un corps possédant des
propriétés intéressantes. Elles viennent en particulier généraliser I'algorithme d’Eu-
clide pour les polynomes de plusieurs variables. Elles permettent en particulier des
résolutions algorithmiques de nombreux probléemes fondamentaux tels le test d’ap-
partenance a un idéal et la détermination implicite des variétés. Le concept des
bases de Grobner, ainsi que les algorithmes qui les calculent, a été introduit par
Bruno Buchberger en 1965 qui leur donna le nom de son directeur de these Wolf-
gang Grobner. C’est un outil puissant dans la résolution des systemes algébriques.
A T'aide d’un procédé d’élimination elles ont permis la généralisation de la méthode
de réduction de Gauss pour la résolution des systéemes linéaires aux systemes algé-
briques. Les bases de Grobner contribuent essentiellement dans 1’évolution du calcul
formel. De plus en plus de travaux de recherches intensifs leurs sont dévolues et de
nombreux chercheurs s’intéressent de plus en plus a la théorie constructive des bases
de Grobner pour améliorer les implementations et les algorithmes. Elles sont tres
riches en applications dans différents domaines mathématiques. En particulier dans
I’algebre commutative, 'algebre différentielle, la géométrie algébrique, la théorie des
invariants etc. Elles modélisent différents problemes dans différents autres domaines,
en robotique, en théorie du signal, en cryptographie, etc. Elles sont derriere la réali-
sation et 1’évolution d'un grand nombre de logiciels de calcul formel. On peut citer
Maple, Mathématica, Matlab, Magma, Singular etc.

L’étude qualitative des équations différentielles, introduite au début du 19-eme
siecle par Henri Poincaré [I7] est une nouvelle problématique pour I'étude de ces
équations différentielles qui ne peuvent étre résolues explicitement. A la fin du 19-
eme siecle, la théorie des invariants introduite par Hilbert [§], a permis I’évolution de
la théorie qualitative des équations différentielles. En effet, en 1890 Hilbert a prouvé
I’existence d'une base d’invariants, et ce n’est qu’en 1893 qu’il a donné une preuve
constructive du théoreme qui dit que tout systeme fini de polynomes homogenes
admet une base pour ses invariants. Hilbert a résolu aussi le probleme de finitude de
la base des syzygies des invariants des formes n-aires. En fait, ce théoreme est une
conséquence du fameux théoreme fondamental Nullstellensatz.

Cette théorie devient un outil puissant dans 1’étude qualitative des systemes dif-
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Introduction

férentiels polynomiaux, lorsque Sibirskii [19] a eu 'idée d’écrire les coefficients des
systemes différentiels sous forme de coefficients tensoriels. Dans le cas des systemes
différentiels linéaires autonomes, la stabilité de Lyapunov d'un point d’équilibre est
connue a I’aide de la classification de Poincaré [10)]. Dans le cas des systemes différen-
tiels non- linéaires, le probleme de leur stabilité se réduit dans certains cas a I’étude
de la stabilité de certains systemes différentiels linéaires. Henri Poincaré [17] a in-
troduit une classification des champs de vecteurs linéaires qui regroupe les champs
linéaires en un nombre fini de classes selon la nature de leurs points d’équilibre.
Dans certains cas, cette classification permet d’étudier la stabilité locale des champs
non-linéaires a I'aide du théoreme de linéarisation de Hartman-Grobman [16]. En
général, I’étude de la stabilité d’un point d’équilibre pour une équation différentielle
non-linéaire est déterminée a 1’aide d’une fonction appelée fonction de Lyapunov
[T1]. De nombreux travaux sont consacrés a la stabilité des systemes différentiels
non linéaires.

A T’aide de la théorie des invariants, d’importants résultats ont été obtenus tels
que, le nombre et la nature des points, les formes normales, la classification géo-
métrique et topologique des formes quadratiques et cubiques. Ainsi, pour appliquer
la théorie des invariants dans I'étude qualitative des systemes différentiels polyno-
miaux, nous devons d’abord construire un systeme minimal de générateurs de ces
invariants pour les systemes différentiels considérés. Les premiers travaux sur cette
problématique reviennent a C. Sibirskii, N. Vulpe et D. Boularas [19, 21] qui ont
construit un systéeme minimal de générateurs d’invariants centro-affines des sys-
temes différentiels quadratiques plans, que plus tard, D. Boularas et D. Dali [I] ont
déterminé une base de covariants centro-affines pour les systemes différentiels po-
lynomiaux quadratiques plans complets. Ces systemes de générateurs permettent
de dégager plusieurs résultats concernant I’étude qualitative des systemes différen-
tiels polynémiaux quadratiques plans. C. Sibirskii et ses étudiants (N. I. Vulpe, D.
Boularas et M. N. Popa) [19] 21] arrivent a classifier les systéemes différentiels quadra-
tiques plans homogenes (resp. quadratiques sans terme libre) par rapport au groupe
GL(2,R) en donnant une classification affine, géométrique et topologique complete.

Dans cette these, nous allons voir comment faire une étude qualitative d’un sys-
teme différentiel polynomial de deux variables et ce, a I'aide des bases de Grobner et
de la théorie des invariants. Pour se faire nous partagerons notre these en 5 chapitres.

Dans le chapitre 1, nous allons introduire les bases de Grébner. Pour cela,
nous allons d’abord rappeler quelques notions algébriques telles que la division des
polynomes de plusieurs variables et les idéaux. Ensuite, nous introduirons les S-
polynomes, qui vont nous permettre de donner ’algorithme de Buchberger, qui n’est
rien d’autre que l'algorithme de construction des bases de Grébner. Pour finir, nous
donnerons quelques résultats fondamentaux sur les bases de Grébner, en particulier
I'existance d’une base de Grobner pour tout ideal de k [z].

Dans le chapitre 2, nous allons nous intéresser a la résolution des systemes al-
gébriques. Pour cela, nous allons introduire une théorie fondamentale, qui est la
théorie de I’élimination et de 'extension. A I'aide des théoremes des zéros de Hilbert
et du test d’appartenance a un idéal, nous construirons une méthode algorithmique
de résolution de systemes algbériques.
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Introduction

Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons a la théorie des invariants, en parti-
culier aux covariants centro-affines. Nous énoncerons deux théoremes fondamentaux
de la théorie des invariants, dont le théoreme de gurevich, qui vont nous permettre
de construire des familles génératrices d’invariants pour des systemes différentiels
donnés. Enfin, nous donnerons deux méthodes constructives permettant de réduire
les familles génératrices d’invariants en familles génératrices minimales.

Dans le chapitre 4, nous allons nous intéresser aux systemes différentiels polyno-
miaux de deux variables. Nous donnerons une méthode permettant de transformer
un systeme différentiel polynomial en un systeme différentiel polynomial a coeffe-
cients invariants (covariants centro-affines dans notre cas), et ce grace a une ma-
trice de transformation bien définie. Une fois notre systeme différentiel polynomial
transformé, nous construirons grace aux bases de Grébner, deux méthodes algorith-
miques permettant de déterminer et de caractériser les points d’équilibre du systeme
différentiel consideré, dont les expressions sont des expressions de covariants centro-
affines.

Dans le chapitre 5, nous allons faire une étude qualitative de systemes différentiels
polynomiaux cubiques plans. Dans un premier temps, nous rappellerons ce qu’est la
stabilité locale d'un point d’équilibre d’un systeme différentiel polynomial plan. Dans
un second temps, nous nous intéresserons aux systemes différentiels polynomiaux
quadratiques plans. En effet, la connaissance d’une matrice de transformation [19)
et d’'un systeme minimal de générateurs de covariants centro-affines [I] pour des
systemes différentiels polynomiaux quadratiques plans, nous permet de faire une
étude qualitative directe de ces derniers. Pour finir, nous construirons une matrice
de transformation pour des systemes différentiels polynomiaux cubiques plans, et
grace aux théoremes fondamentaux de la théorie des invariants, nous réduirons les
invariants ainsi obtenus et passerons a I’étude qualitative de ces systemes.



Chapitre

Bases de Grobner

1.1 Rappels

Dans ce qui suit k est un corps de caractéristique zéro.

Considérons k[z!,...,2"] I'anneau des polynéomes de n indéterminées. Posons
r=(z',..,2") € k" et @« = (q,...,a,) € N". On designera par =* le monome
(xb)er.. (zm)om.

Soit f un polynéme de k[z',...,2"]. Ainsi, f peut étre considéré comme étant une
fonction définie comme suit :

fikr — k

a; = (aiy, -y ai,) > flai) =32, ag,xi=1,...n

Définition 1.1.1 On dira que f = )
ses coefficients a,, sont nuls.

wed Gt A C N; est un polynome nul si tous

Définition 1.1.2 Considérons un polynome f =3, aqz®, A CN; de k[z!, ..., z"].
Posons ) = max {z, o # 0}, alors :

o a(f) est dit multidegré de f ou simplement degré de f, noté deg(f).
o 2°U) est appelé monome dominant de f, noté LM(f).
® aqy) est appelé coefficient dominant de f, noté LC(f).

o aa(f)xo‘(f) est appelé terme dominant de f, noté LT(f).

1.1.1 Division euclidienne

Soit k[z] 'anneau des polynémes d’une seule variable.
Proposition 1.1.1 Soit f € k[z]. On aq,

f =0 si et seulement si [ est la fonction nulle, Vn € N*.
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Preuve. Si f = 0 dans k[z], alors f est la fonction nulle, Vn € N*.

Supposons maintenant que f est la fonction nulle, Vn € N*, nous voulons montrer
que f =0 dans k[z]. Procédons par récurrence sur le nombre de variables.

Pour n = 1 : soit m = deg f. Nous admettrons que f possede au plus m solutions
dans k[z] (voir Proposition [L.1.3). Or, on a f(a) = 0, Va € k. Alors f est un
polynéme nul.

Supposons que cela reste vrai pour le cas de (n — 1) variables. Soit f € k[z], f peut
s’écrire :

R = Zgi(xl, " (2™
avec g; € klz!, ..., 2"1]. Soit (ay,...,an_1) Ze k™! on a alors :
Flay, oy ap_1, ") = Zgi(al, ooy 1) (2 € K[z
et Ya,,
flag, . ...;an_1,a,) = Zgi(al, ey @p1)(ay) =0

Alors :
gi(ai,...;a,_1) =0, Vi= f=0.

Ce qui acheve la preuve. m

Définition 1.1.3 Soient f et g deux polynomes de klz|. On dira que g divise f, qu’on
note g/ f, s’il existe un q € k|x] tel que f = qg.

Proposition 1.1.2 Soit g € k[x] non nul. Pour tout f € kx|, il eziste deux polynomes
uniques q,r € k[x] tels que f = qg+1r et r =0 ou deg(r) < deg(g).

L’algorithme d’Fuclide nous permet de déterminer ces deux polynomes.

Algorithme 1 : Entrée : deux polynomes f et g.
étapel.

q < 0
r o« f

étape2. tant que r # 0 et LT (g) divise LT'(r) faire :

e q+ LT(r)
LT(g)
LT(r)
"I

étaped. Sortir ¢, r.

Définition 1.1.4 Soient f ,g € k[z]. Un polynome h € k[z| est dit plus grand diviseur
commun de f et g si ce polynome h divise f et g et si un autre polynome p divise f
et g alors p divise h. On note h = PGCD(f, g).

Proposition 1.1.3 Soit f € k[x] non nul, de degré n. f posséde au plus n racines
dans k.
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Preuve. On raisonne par récurrence.

Supposons que n = 0, alors f est une constante non nulle et elle vérifie la proposition.
Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour les polynomes de degré n — 1.
Montrons que cela reste vrai pour les polynomes de degré n.

On a deux cas :

1. Si f ne possede pas de racine dans k, la proposition est vérifiée.

2. Si f possede une racine a dans k, on peut appliquer la division euclidienne et
on a:

f=al@—a)+r

Or r =0, donc f = q(z — a) avec ¢ polynome de degré n — 1. Ainsi ¢ possede
au plus n — 1 racines, donc f possede au plus n racines.

Ce qui acheve la preuve.

1.1.2 Division des polynomes de plusieurs variables

Pour I'algorithme de division des polynomes d’une seule variable, nous avons a
faire a I'ordre imposé par le degré des monomes. Dans le cas des équations linéaires,
on peut ordonner les variables z!, ..., 2" comme suit

n

2t>a?> . >x

Ainsi, en s’inspirant du cas univarié et du cas linéaire, on voudrait arranger les
termes des polynomes de plusieurs variables dans 'ordre décroissant (ou croissant).
Sachant qu'un polynome de plusieurs variables est une somme de monodmes, nous
devons comparer chaque paire de monomes pour établir leurs positions relatives
propres. Pour se faire, nous devons introduire une relation dite d’ordre.

Définition 1.1.5 Une relation d’ordre sur un ensemble est une relation binaire R sur
cet ensemble ayant les propriétés suivantes :

1. R est réflexive ;
2. R est antisymétrique ;
3. R est transitive.

Dans ce qui suit, on notera notre relation d’ordre R par > .

Définition 1.1.6 Une relation d’ordre sur un ensemble E notée > est dite relation
d’ordre total si, YVa, b€ E;ona:a>boub>a.

Définition 1.1.7 Soit E un ensemble ordonné par > . On dit que > est un bon ordre
st toute partie non vide de cet ensemble admet un minimum, c’est-a-dire,

VACE, A#(0)=3ac AVbc A b>a.

Lemme 1.1.1 Si > est un bon ordre sur E alors E est totalement ordonné par > .
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Preuve. Va,b € E, la partie {a,b} est non vide et admet un plus petit élément qui
est soit a soit b; doncb>aoua>b. m

Définition 1.1.8 Une relation > sur un ensemble de mondémes de k(x| est dite rela-
tion d’ordre monomial st > satisfait les propriétés suivantes :

1. > est un ordre total.

2. > est compatible avec laddition i.e. pour tout o, 3,y € N",si z® > 27 alors
2ot > P

3. > est un bon ordre.

Exemple 1.1.1 Voici deur exemples :

1. Ordre lexicographique : On définit ['ordre lexicographique noté >, comme
sutt :
Soient o, B € N™. On dit que z >0, 2° si et seulement si le premier coefficient
non nul de o — [ est positif.

2. Ordre lexicographique gradué : Pour a dans N™ on pose |a| = Y ¢ «;. On
définit Uordre lexicographique gradué noté > ge.comme suit :
Soient a, 3 € N". On dit que x* >, 27 si et seulement si (Ja| > |B]) ou
(|O'/| = |/6| et v Zlea: xﬁ)

Soient > un ordre monoémial sur k(x| et f € k[z| non nul tel que f =" _, a,2®

ou A C N". Supposons que f est ordonné dans le sens croissant des monomes.

Définition 1.1.9 Soient f € k[x] et F' = {fi, ..., [s} une famille de polynomes dans
k[z]. On dit que la famille F divise f ou f est divisible par F si et seulement si il
existe qi, ..., qs dans K[z] tels que f = q1f1 + ... + qsfs. On dit que [ est réduite a
zéro modulo F et on écrit : f =0 mod (F).

Théoréme 1.1.1 Fizons un ordre monomial et soit F' = {fi, ..., fs} une famille de
polynomes dans k[x]. Alors, tout f € klx| peut s’écrire :

f=afi+. .. +aqfs+r

et aucun terme de r n'est divisible par un des LT(f;).

Donnons alors 'algorithme de la division d’un polynome f par une famille F' =

{fi,.... fs} dans k[z].
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Algorithme 2 : Entrées : un polynome f et une famille F' = {fi, ..., fs} de
polynomes non nuls dans k[z] .
étapel.

91%07

qs < 0,
r <+ 0.

étape2. Si f = 0 Alors aller a étaped.
Sinon aller a étape3.

étape3. Pour ¢ = 1, ..., s faire

Tant que LM (f;) divise LM (f) faire

o, LM(y)
f=r—arfs
sinon faire
f—=LT(f);

r = r+ LT(f)

étaped. Sortir les polynomes r, qq, ..., ;.

L’écriture de f = q1f1 + ... + qsfs + 7 n’est pas unique puisque le polynome r
change avec le choix de l'ordre des polynomes f1, ..., fs.

Une question se pose alors : existe-t-il un moyen tel que le reste de la division d’un
polynome de plusieurs variables par une famille donnée F' = {fi, ..., fs} soit unique ?
C’est ce que nous allons développer dans les sections suivantes grace a I'introduction
de la notion des bases de Grobner.

1.1.3 Idéaux

Définition 1.1.10 Soient (A, +,-) un anneau et I une partie de A. On dit que I est
un idéal a droite (respectivement a gauche) de A si et seulement si les conditions
suivantes sont respectées :

1. (I,+) est un sous groupe de (A,+);
2. Vi€ l,Vae Aia € I (respectivement ai € I).

Définition 1.1.11 Si A un anneau commutatif , on dira que I est un idéal principal
de A, s’il est engendré par un seul élément. Autrement dit, il existe a € I tel que,
tout élément de I s’écrit ah, ou h € A. On notera :

I ={a).

Définition 1.1.12 Soit (A, +, ) un anneau, on dit que A est principal si et seulement
si A est commutatif, integre et tous ses idéaux sont principaud.
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Définition 1.1.13 Soit I un ensemble dans k[z', ...,x™]. T est un idéal s’il vérifie les
propriétés suivantes :

1. 0el,
2. st f,ge I alors [ +qg €1,
3. st felethek[z!, ... 2" alors hf € I.

Proposition 1.1.4 Soient fi, ..., fs des polynomes dans k[wl, ..., 2"]. L’ensemble noté
(fi, e fs) et défini par :

<ﬁwﬂﬂ>:{§:Mﬁ;i:{LmﬁRMEkhﬂmwﬂ}
=1

est un idéal de k[x!, ..., 2"].
Preuve. Il est clair que 0 € (fi, ..., fs). En effet,

si on pose h; =0 Vi alors Y 7, h;fi = 0.
Soient p,q € (fi1,..., fs) alorsp=>""_ hif; et q=;_, ki f; donc:

S

pt+q= Z(hi‘f‘ki)fi-

i=1

Soit ¢ € klz', ...,z alors, ¢ > 0 hif; =Y i chifi =Y i Aifiet Aifi € (f1, ., ).

D’ou le résultat. m

Définition 1.1.14 Soit I un idéal de k[z',...,x"]. On dit que I est un idéal de type
fini sl existe une famille finie {f1,..., fs} de polynémes dans k[z',...,z"] tel que
I={f1,..,fs). On dit que I est engendré par {fi, ..., fs} ot encore que {f1,..., [s}
est une famille génératrice de l'idéal 1.

Définition 1.1.15 On appelle espace affine de dimension n € N sur k, ’ensemble
défine par :
k" ={a=(a1,...,n);00,..., 0, €Ek}.

Définition 1.1.16 On appelle variété affine dans k™, définie par fi, ..., fs; ’ensemble
algébrique associé a fi(xt,...,a"), ..., fo(zt, ..., z™) défini par :

% (f17 ey fs) = {CL € kn, fl(a) = O,VZ S {1, c. ,n}} .
On notera V (f1, ..., fs) simplement V.

Définition 1.1.17 Soit V une variété affine dans k™. L’ensemble noté 1(V) et défini
par :
(V) = {f € k[wl, e 5 flagy, o ai,) =0 V(ay,...,a;,) € V}

est un idéal de k[z',...,x"]. I(V) est appelé idéal de la variété V.

Proposition 1.1.5 Soient V et W deuz variétés affines on a :

1.V C W si et seulement si I(V) D I(W).
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2.V =W si et seulement si 1(V) = I(W).
Preuve.

1. SiV C W alors, Va € V; a € W done, Vf € I(W), f(a) =0 alors, f € I(V).
Doit I(W) € I(V).

2. Découle de (1).

Définition 1.1.18 Un idéal I C k[z', ..., 2"] est dit idéal monomial s’il est engendré
par des monomes, c’est-a-dire qu’il existe A C N" tel que :

I={feklz],f= har” ot hy €kl[z]}

acA

On note I = (x*, a € A).

Dans toute la suite, on notera par k[z] 'anneau des polynomes de n variables
k[x!, ..., 2"].

Définition 1.1.19 Un idéal I de k|x] est dit de type fini s’il existe une famille finie
{f1, ., fs} dans I tel que I = (fy, ..., fs).

Lemme 1.1.2 Soit [ = (x“ «a € A) un idéal mondomial de k[z].
2’ € 1< 3ac A tel que 2*/2°.

Preuve. Si 2 divise 2” alors 2° € I.

Supposons que 2 € [ alors 27 = > p,x® avec a € A et p, dans k[z]. Donc p,z®
est un multiple de 2, alors 2” est un multiple de z® ou encore, z® divise 2.

Le lemme est démontré. m

Lemme 1.1.3 (Dickson Lemma) Tout idéal monomial est de type fini.

Preuve. Il s’agit de montrer que si [ = (z% «a € A) est un idéal monomial de k|z],
alors il existe une famille finie {1, ..., a5} dans A telle que {z*,...,z*} engendre
I.

Procédons par récurrence sur n. Soit I un idéal monomial de 'anneau k[z| des po-
lynémes univariés. Soit A = {a;a € N} une partie de N, donc A possede un plus
petit élément. Soit 3 cet élément. Yoo € A, 27 divise 2. Alors I est engendré par z°.
Le lemme de Dickson est donc vrai dans le cas n = 1.

Supposons maintenant que tout idéal mondémial de 'anneau k[x] des polynomes
de (n — 1) variables est de type fini et montrons qu'’il en est de méme pour tout
idéal I monomial de 'anneau k[x] des polynémes de n variables. Soit r > 0 et
J, = {2% o € N1} I'idéal monomial de 'anneau k[z| des polynomes de (n — 1)
variables tel que z*(z™)" € I. Soit (J,), la suite formée par de tels idéaux. C’est
une suite strictement croissante. La réunion de ces idéaux, U,J,., est un idéal mo-
nomial de k[z', ..., z"7!] et donc de type fini, alors 3 {am,, ..., an_ } € N*7! tel que
{z%m ..., z%"s } engendre U, J,. Posons J,, = U,J,, alors ¥r > m, J. = J,,. Ce qui
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implique que la suite des idéaux (.J,), est stationnaire. Comme J, est de type fini
alors 3 z1, ..., 2% € k[x!, ..., 2" tels que la famille {x%, ..., 2% } engendre J,.

Considérons l'idéal J engendré par les monomes z%1(z™)",...,x%s (2™)". On a
J C I. Montrons que I C J. Soit a = {av, ..., a1, n } € N*. Alors 2® = 27 (a™)* €
I ou 27 € J,,, par conséquent, il existe r € {1,...,m} tel que 27 € J.. Donc x7
est divisible par I'un des z®"i. De plus (z™)" divise (z")*" alors un des monoémes
1 (z™)" ., x%s ()" divise 2. D’ou I C J.

Ce qui acheve la peuve du lemme de Dickson. m
Notation 1.1.1 Soit I un idéal de k[z]. On note par :

LT(I) = {cx® € k[z]/3f € I, LT(f) = ca®}
et (LT(I)) l'idéal engendré par les éléments de LT (I).

Corollaire 1.1.1 L’idéal (LT (I)) est un idéal monémial de type fini.

1.2 Construction des bases de Grobner

Définition 1.2.1 Soient I un idéal de k[x] muni d’un ordre monémial et G = {g1, ..., gs }
une famille dans k[z]. G est dite base de Grobner de I si on a :

Une question se pose. Etant donné un idéal I de k[z], I posséde-t-il une base de
Grobner G = {g1,...,9s}, et a-t-on I = (g1,...,gs) ? Nous allons y répondre dans
ce qui suit.

Théoréme 1.2.1 Toute suite croissante d’idéauz dans k[x] est stationnaire.

Preuve. Soit (I,), une suite d'idéaux telle que I; C I, C ... C k[z]. Considérons
I = U;>11,.. Soit G = {g1,...,gs} une base finie de I. Pour tout i = 1, ..., s; il existe
r; tel que g; € I,,.

Soit 79 = max(r;). Comme (/,), est croissante on a g, ..., gs € I, donc I = I,,.

Le théoreme est démontré. m

Théoréme 1.2.2 Tout idéal I de k[z] posséde une base de Gribner G. De plus,
I =(G).

Preuve. L’existence d’une base de Grobner pour tout idéal I résulte du fait que
l'idéal (LT'(I)) est monomial, donc de type fini. Par conséquent, il existe une famille

G=A{g,..,9s} €1

telle que

Montrons que G engendre I. Soit f € I. La division de f par G nous donne :

f=ag+...+asgs+r
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avec LT (r) n’est divisible par aucun des LT'(g;). Si r # 0, alors :
r=f—ag1+..+asgs=>rel

donc LT(r) € (LT(I)). Par conséquent, dg; € G tel que LT(r) est divisible par
LT(g;) ce qui est impossible, donc f = ajg1 + ... + asgs. D’ou {g1, ..., gs } engendre 1.
Le théoreme est démontré. m

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de la base finie de Hilbert) Tout idéal de k[z| est de
type fini.

Preuve. Le théoreme de la base de Hilbert peut étre vu comme une conséquence du
théoreme précédent. m

Définition 1.2.2 Soient z%et 2° deux monémes. On appelle plus petit commun mul-
tiple de x%et 2, qu’on note PPC M (z,2%) le monéme 7 ot v; = max(ay, ;).

Définition 1.2.3 Soient f,g € k[z]. On appelle polynéme de Syzygy ou simplement
S-polynome de f et g, qu’on note S(f,g) la combinaison polynomiale :

o &7 = PPCM(LM(f), LM(9)).

Lemme 1.2.1 Soit f € k[x]. Si la division de [ par une famille finie { f1, ..., fs} dans
k[z] donne :

f=afi+. .. +aqfs+r

alors,

LM (r) < LM(f)

et

Preuve. Découle de la division des polynomes de plusieurs variables. m

Lemme 1.2.2 Soient i > j et {fi,..., fs} une famille finie dans k[z]. Supposons que
le reste de la division de S(f;, f;) par {fi,..., fs} est nul, c’est-a-dire,

S(flufj) = qlfl + ...+ Qsta

LO(f;)PPCM (LM (fi), LM ()
LM(f:)

alors le reste de la division de

fi par {fh e fS}

est nul et on a :

LO(f;)PPCM(LM (i), LM (/)
LM(f;)

fi=bifi+... +0bsfs

ot pour tout k # 7, by, = q et

=g+ Lot LCURIPPOMULM (), L))

LM(f;)
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Preuve. Découle de la division des polynomes de plusieurs variables et du fait que

LC(f;)PPC(LM(f,), LM(fj))f,)
LM(f) Z

LM(S(fi, f;) < LM (

ou

L (LOUIPPOMULA (). L)

ATii ) = PPCM(LM(), LA(,)

|

Avant de donner 'algorithme qui construit une base de Grébner pour un idéal
I; nous allons énoncer un théoreme connu sous le nom de Critere de Buchberger,
permettant de caractériser une base de Grobner d’un idéal I.

Définition 1.2.4 Soient I C k[z]| et G = {g1, ..., gs} une famille génératrice de I. On
dit qu’un terme mg; est réductible si on peut [’écrire comme suit :

mg; = hg; + Zrkgk
k=1
ou h et r des monomes avec j < i et LM(hg;) = LM (mg;) lorsque LM (rigx) <
LM (mg;).

Théoréme 1.2.4 (Critére de Buchberger) Soient I C k[z] et G = {g1,...,9s} une
famille génératrice de I.

G est une base de Grobner si et seulement si, ¥(i,7); tel que i # j, le reste de la
division de S(gi, g;) par G est nul.

Preuve. Supposons que G est une base de Grébner de 1. On sait que S(g;, g;) € 1
alors le reste de la division de S(g;, g;) par G est nul.

Supposons maintenant que le reste de la division des S(g;,g;) par G soit nul. On
veut montrer que G est une base de Grobner de I, c’est-a-dire :

(LT(I)) = (LT (1), .-, LT (gs)) -

Soit f € I. On veut montrer que LT(f) est dans (LT (g1), ..., LT (gs)). Cela revient
a montrer que l'un des LT (g;) divise LT'(f).

f peut s’écrire :
n
= E mikGi,
i=1

ol m; ;, sont des monomes. En remplacant chaque m; 1g; par sa forme réduite, on a :

f= Z hi,kgi
i=1

tel qu’aucun des termes n’est réductible. Alors s’il existe un i, k tel que LM (h; xg;) =
LM(f), donc LM (g;) divise LM (f) sinon il existerait au moins deux termes hg; et
h/gj avec 1 < j tels que :
LM(hg;) = LM(hg))
— L)
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et
LM(h)LM(g;) = LM (h")LM(g;)

par conséquent, il existe un monome m tel que :
LM(h)LM (g;) = mPPCM (LM (g;), LM (g;)),

d’ou :

PPCM(LM(g:), LM(g;))

LMh) = LM (gy)

Supposons que LC(h) = cLC(g;) alors :

LC(g;)PPCM (LM (g;), LM (g;)
LM(gi)

hg; = cm

ce qui implique que le terme hg; est réductible, ce qui est impossible. Donc I’écriture
f=>"" higi, f possede un seul terme tel que :

deg(hig;) = deg(f)

et donc :
f € <LT(gl)a () LT(gs)> .

Le théoreme est démontré.
]

Soit I = (f1,..., fs) un idéal de k[z] non nul. La caractérisation de Buchberger
(1.2.4]) nous assure que 'algorithme suivant se termine et nous retourne une base de
Grobner a partir du systeme de générateurs { fi, ..., fs} .

Algorithme 3 : Entrées : {f1,..., fs} une famille génératrice d’un idéal de
k[z].
étapel. Pour tout ¢ # j, diviser S(g;, g;) par {f1,..., fs}-
étape2. Si tous les restes sont nuls retourner {fi, ..., fs}.
étape3. Sinon faire G = {f1, ..., fs, 71, ..., 74}
ou ri,...,m; sont les restes de étapel.
étaped. Retourner GG une base de Grébner.

Preuve. Supposons que l'algorithme se termine. On vérifie en appliquant le théoreme
que G est une base de Grobner de 1.

Montrons maintenant que l'algorithme termine au bout de n-itérations. Posons G,
I’ensemble obtenu apres n-itérations de 'algorithme et GG,,11 ’ensemble obtenu apres
une itération de I'algorithme sur G,,. Considérons alors la suite (G,),, oy Cette suite
est strictement croissante. Alors (LT(G,)) C (LT(G,41)) et donc les (LT(Gy))
forment une suite croissante d’idéaux de (LT'(I)) qui sont des idéaux monomiaux.
Ainsi, par le Lemme de Dickson cette suite est stationnaire et donc il existe un
rang m > 1 tel que (LT(G,,)) = (LT (Gpny1)) - Supposons qu'il existe un r € Gy, 41 et
r & Gyr. 1l est le reste de la division d'un S-polynémes de G,,. En particulier LT'(r)
n’est divisible par aucun des termes dominants de G, ainsi LT'(r) ¢ (LT (Gyr)) , ce
qui est absurde car (LT(G,,)) = (LT (Gpy1)). m
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1.3 Propriétés des Bases de Grobner

Proposition 1.3.1 Soit {g1,...,gs} une base de Gréobner d’un idéal I et f € k[z] .
Alors il existe un unique v € k[z| satisfaisant les propriétés suivantes :

1. r n’est divisble par aucun des LT(g;).
2. dg eI tel que, f=g+r.

Preuve. La division de f par {¢i, ..., gs} dans k|z| nous donne :

f=qq+. .. +qgs+r

tel qu’aucun terme de 7 n’est divisible par un des LT(g;), Vi = {1, ..., s}. En posons
9=qg1+ ... +qsgs;,ou g €I, f s’écrit :

f=g+r.

Par conséquent, r et g vérifient (1) et (2).

Montrons I'unicité de r. Supposons dry, o tel que ry # ry vérifiant les propriétés
(1) et (2). Posons r = ry — ry. Par conséquent r € I, d’ou LT (r) est divisible par
I'un des LT (g;). Ce qui est absurde puisque aucun terme de 71, 79 n’est divisible par
LT(g;),Vi={1,...,s}. D'our =0, ce qui implique r; =ry. ®

Corollaire 1.3.1 Soient {g1, ..., gn} une base de Grobner de l'idéal I et f € kx|, on
a:
Jele f=qq+ ... +q9s

Autrement dit, le reste de la division de [ par {gi,...,gn} est nul.

Preuve. Supposons que f € I et que le reste de la division de f par {g¢i, ..., g, } ne
soit pas nul. Donc :

r=f—=0g = —augn €1,
par conséquent, LT(r) € (LT (g;)), ¢’est-a-dire, I'un des LT (g;) divise LT (r), ce qui
est impossible. m

Remarque 1.3.1 Les bases de Grobner obtenues par l’algorithme de Buchberger sont
assez grandes et peu faciles a utiliser dans la pratique. En effet elles contiennent des
éléments qui se répétent. Le lemme suivant nous permet de construire des bases
MoIns grosses.

Lemme 1.3.1 Soit G une base de Grébner d'un idéal 1. Si g € G tel que LT(g) €
(LT(G\{g})), alors G\{g} est aussi une base de Grébner de I.

Preuve. En effet, on a (LT(G)) = (LT(I)) et LT(g) € LT(G\{g}). Donc (LT(G\{g})) =
(LT(I)), dou G\{g} est une base de Grébner de /. =

Définition 1.3.1 Soit G une base de Gréibner de I. On dit que G est minimale si :
1. LC(g) =1, Vg € G.
2. Vg € G,LT(g) ¢ (LT(G\{g})) -
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Lemme 1.3.2 Soient G et G’ deuz bases de Grobner minimales alors, LT(G) =
LT(G") et G,G" ont le méme nombre d’éléments.

Preuve. Supposons G une base de Grobner minimale. Si g # ¢’ dans G alors LT(g)
ne divise pas LT(¢'). De plus G et LT(G) possedent le méme nombre d’éléments.
I1 nous suffit de montrer que LT(G) = LT(G"). Soit g € G. G’ est une autre base
de Grobner minimale de I, donc LT(g) est divisible par I'un des LT (¢') de G'. De
méme, il existe h dans G tel que LT'(h) divise LT(g’), donc LT (h) divise LT(g).
Or G est minimale, donc h = g. Alors LT(¢g') = LT(g), d’ou LT(G) C LT(G"). On
montre de la méme maniére que LT(G') C LT(G).

Le lemme est démontré. m

Définition 1.3.2 Une base de Grébner G minimale est dite réduite si, pour toute
paire d’indices (i,7) telle que i # j, aucun terme de g; n'est divisible par LT (g;).

Proposition 1.3.2 Tout idéal I de k[z] admet une unique base de Griobner réduite.

Preuve. Montrons d’abord l'existence d'une base de Grobner réduite. Soient G une
base de Grobner minimale et g € G. Considérons h le reste de la division de g par
G\{g}. Comme G est minimale alors LT (g) n’est divisible par aucun des éléments
de G\{g}. LT(g9) = LT(h) (car LT(g) est considéré comme reste dans l’algorithme
de la division a des polynémes de n variables). Posons :

G = (G\{g}) U{n}.

C’est une base de Grobner minimale (par construction et on a LT(G) = LT(G') ).
h est un élément réduit (car issu de la division de g par G). On refait de méme pour
chaque élément de G et on obtient ainsi une base de Grobner réduite.

Montrons maintenant 1'unicité d’'une base de Grobner réduite. Soient G et G’ deux
bases de Grobner réduites de I alors G et G’ sont minimales donc LT(G) et LT(G")
ont méme cardinal. Si g € G , il existe un ¢’ € G’ tel que LT(g) = LT(g’) et donc
g—¢g € 1. Or g— ¢ nest divisible par aucun des éléments de LT(G) = LT(G'),
donc g = ¢'.

D’ou la proposition. m
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Chapitre 2

Systemes algébriques

Dans ce chapitre, nous allons mettre en évidence le role des bases de Grébner
dans la résolution des systemes algébriques. Pour cela nous devons d’abord introduire
certains résultats primordiaux.

Soit

(2.1)
Py(z',....,2") =0

un systeme algébrique donné, tel que Py, ..., P, sont des polynomes dans k[z!, ..., z"].

Lemme 2.0.1 57V et W de k™ sont des variétés affines alors il en est de méme pour
leur intersection V NW et leur réunion YV UW.

Preuve. Montrons d’abord que V N W est une variété affine de k”.
Considérons V =V (f1,.... fs) et W = V(g1,...,9-). Posons a = (aq,...,a,). Si
ac€VNW alors fi(a) =g(a) =0, Vie {1,...,s} et Vj € {1,...,r}. Alors :

VOW CV(f1, s fss 91y ey Gr)- (2.2)

De plus,
V(fi, s fo g1y gr) CYOW (2.3)

par construction. Par conséquent, d’apres (2.2) et (2.3)) on a :
VOW =V(f1, . fs, 915, Gr)-

Donc V N W est une variété affines de k™.
Montrons d’abord que V U W est une variété affines de k™.
Soit a € VUW . Alorsa € Voua € W. Sia €V alors Vi € {1,...,s}, fi(a) = 0.
Donc Vj € {1,...,r}, fi(a)g;(a) = 0. Par conséquent V C V({fig;}i;). Idem pour
W. D’ou :

VUW CV({fig;his).

Soit @ € V({fig;}i;). Si a € V c’est terminé, sinon If; tel que f;(a) # 0. Or
fio(a)gj(a) = 0. Alors a € W, donc a € VU W d’ou I'égalité.
Le lemme est démontré. m
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2.1 Reésultants

2.1.1 Résultants des polynomes d’une variable

Soit k[z] I'anneau des polynomes d'une variable. On veut déterminer un facteur
commun de deux polynomes de k[x] sans passer par la factorisation et le calcul du
PGCD, autrement dit « la division euclidienne ».

Lemme 2.1.1 Soient f ,g € k[z] de degrés | et m respectivement. Alors f et g
possédent un facteur commun si et seulement si 3 A, B € k|x] tels que :

1. AB #0;
2. degA<m—1etdegB <Il—1;
3. Af + Bg=0.

Preuve. Supposons qu’il existe deux polynomes A et B de k[z] qui vérifient les
conditions (1), (2) et (3). Si f et g ne possedent pas de facteurs communs alors

PGCD(f,g) = 1. Par conséquent, 3 A , B € k[z] tels que :
Af+Bg=1 (2.4)
Or on sait que Af + Bg = 0 donc, Af = —Bg. En multipliant (2.4) par B on a :

B = BAf+ BBy
_ (BZ-EA)f

d’ott deg B > deg f, ce qui est impossible par hypothese. Donc PGCD(f,g) # 1.
D’otlt notre résultat.
Supposons maintenat que f et g possedent un facteur commun h. Donc h/f et h/g.
Autrement dit, f = hf; et g = hgy. Ainsi, fhg, = ghfi,d’ou fg1 — gfi = 0 avec f;
et g vérfiant les conditions (1), (2) et (3).
D’ou le résultat. m

Le lemme que nous venons de voir nous dit que si f, g € k[z] posseédent un
facteur commun alors il existe A et B tel que Af + Bg = 0. On se demande donc
de quelle maniere doit-on procéder pour trouver formellement ces polynomes A et B.

Posons :

A=cozt™ + ...+ ot f=apr?+ .. +a,
B:d0$p_1+...+dp_1 g:boxq++bq

avec apby # 0.0n cherche les coefficients ¢; et d; tel que Af + Bg = 0, c’est-a-dire
les coefficients ¢; et d; vérifiant le systeme :

agCo + bodo =0

aico + apcy + b1d0 + b0d1 =0 . (25)

apCq—1 + qup—l =0

C’est un systeme linéaire de p + ¢ équations et p + ¢ inconnues.
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Définition 2.1.1 Soient f et g € k[z]. On appelle matrice de Sylvester de f et g
en x, notée Syl(f, g, x), la matrice associée au systéme ot a;,b; € k. Elle est
donnée par :

ap 0o .. 0 bo 0 ... 0
ay Qap ... 0 b1 b()
ay ... .. .. b1
e e e g by
Sllhga)=| o0 T, (2:6)
0 a ... ... .. 0
0 oo wooay 0 0 .. .. b,

Définition 2.1.2 Soient f et g € k[z]. On appelle résultant de f, g,noté Res(f,g,x),
le déterminant de la matrice de Sylvester, c’est-a-dire :

Res(f,g,2) = |Syl(f, g,7)|.
Proposition 2.1.1 Soient f et g € k[z]. Il existe A et B € k[x] tels que :
Af + Bg = Res(f,g,x)
Preuve. Supposons que :

Res(f,g,2) =0

alors, il suffit de prendre A = B = 0.
Supposons maintenant que :

Res(f,g,x) # 0;

alors, il existe A et B tels que :
gf + Eg =1.

Notons :
f :aoxl+...+al
g="byx™ + ...+ by,
A= o™ et
E = dol’l_l 4+ ...+ dl,1

On obtient donc le systeme suivant :

apgCo + bodo =0
a1Co + apgCy + b1d0 + b0d1 =0

A;Cm—1 + bmdl,1 =1

La matrice associée a ce systeme est la matrice Syl(f, g,z) dont le déterminant est
# 0. Donc notre systeme est de Cramer. Il admet une solution unique. Autrement
dit, il existe des ¢; (et d;) uniques vérifiant ce systeme, donnés par :

1
“= Res(fog0)

16



Systemes algébriques

ou S; est la matrice obtenue a partir de la matrice (Syl(f,g,z)) en remplagant la
i-eme colonne (celle des coefficients de ¢;) par la colonne du second membre de
I'égalité (on fait de méme pour les d;). On a alors :

A=cor™ 4+ ...+
B= doxl_l 4+ ..+ d

qui peuvent s’écrire :

D _ 1
B = Res(f,g,a:)B

A 1
{ A= Res(f,g,m)A

Dong, il existe A et B € k[z] tels que :

Af + Bg = Res(f,g,x).

D’ou le résultat. m

2.1.2 Résultants de polynomes de plusieurs variables

Considérons maintenant I'anneau k[z', ..., z"] des polynomes de n variables.

Définition 2.1.3 On dit que f € k[z',...,a"] est irréductible si et seulement si f
n’est pas une constante et f ne peut s’écrire comme produit de deux polynomes non
constants dans K[z, ..., z"].

Proposition 2.1.2 Soit f € k[z',...,2"]. Alors f peut s’écrire comme produit de
polynomes irréductibles dans k[z*, ..., ™).

Lemme 2.1.2 Soit u € k[z?,...,2"] tel que u est irréductible et u divise gh dans
k[z!,...,2"]. Alors u divise g ou u divise h.

Preuve. Posons g = >\_, a;(z')" et h = Do bi(ah) avec a; et by € klz?, ..., 2",
alors on a :

1. Soit u divise g donc, u divise a;, Vi € {1,...,1}.

2. Soit u divise h donc, u divise b;,Vj € {1,...,m}.

3. Soit u ne divise ni g et ni h alors 3i € {1,...,1} et 35 € {1,...,m} tel que u ne
divise ni a; et ni b;. Posons :

Ciyj = (aobiyj + arbiyj 1 + ... + a;i_1bj1) + aibj + (@i jy1bj—1 + ... + aigibo)

Comme u ne divise ni a; ni b; donc u ne divise pas a;b;, alors u ne divise pas
Ciy;. Par conséquent, v ne dvise pas gh. Ce qui est absurde car u divise gh
dans k[z!, ..., 2"].

D’ou le lemme. =

Lemme 2.1.3 Soit f € k[z',...,2"] tel que deg f par rapport a x' est non nul. Si f
est irréductible dans K[z, ..., x"| alors f est irréductible dans k(2?, ..., z")[z!].
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Preuve. En effet, si f = AB avec A, B € k(z?,...,2")[z!] alors 3d € k[z?, ..., 2"]
dénominateur commun de A et B tel que :

&f = AB
d’ou : s
d*f = AB € k[z',...,2"].
d? peut s’écrire comme produit d’éléments irréductibles dans k[z?,...,2"]. Donc

d’apres Lemme d? divise A et /ou B. Ainsi apres simplification des facteurs
irréductibles de d* on a : o
f=AB €klz', ... 2"

Or f est irréductible donc ;lvl ou E est constant avec :4: et E obtenus par multi-
plications et division de A et B dans k[2?, ..., "], par conséquent, A ou B ne dépend
pas de z!'. Donc :

f irréductible dans k[z', ..., 2"], alors f irréductible dans k(z?, ..., 2")[z].
]

Théoréme 2.1.1 Soit f € k[z!, ..., 2"] irréductible tel que f/gh avec h,g € K[z, ..., z"]
alors, f/h ou f/g.

Preuve. On procede par récurrence sur le nombre de variables.

Cas n = 1.

Supposons que f € k[z!] irréductible tel que f/gh avec h,g € k[z']. Posons p =
PGCD(f,g). On a alors :

1. Soit p n’est pas une constante et donc p/f. Comme f est irréductible alors f
est un multiple de p par une constante. Par conséquent, f/g.

2. Soit p est une constante (on suppose que p = 1). Par conséquent, il existe deux
polynomes A, B € k[z'] tels que Af + Bg = 1 et donc :

h = Ahf + bhg.

Or f divise gh , autrement dit, 3k € k[z'] tel que kf = gh. Donc :
h = (Ah + Bk)f

dou f/h.

Supposons que ce résultat est vrai pour les polynomes de (n — 1)-variables et
montrons que cela reste vrai pour n.
D’apres le cas n = 1 et f irréductible dans k(z?, ..., z™)[z!] alors f/g ou f/h. Sup-
posons que f/g, alors 3 A € k[z!] tel que :

g=Af.
Si on élimine les dénominateurs, on obtient :
dg=Af € k[z', ..., 2"]

ot d € k[z!,...,z"]. Or tout facteur irréductible de d/ A ou f. Comme f est irré-

ductible; donc ces facteurs divisent A, d’out f /g dans k[z!, ..., z"].
D’ou le théoreme. m
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Définition 2.1.4 Soient f,g € k[z',...,z"|. La matrice de Sylvester de f et g en x',
notée Syl(f,g,x"'), la matrice associée au systéme ot les a;, b; € K[2?, ..., 2"].
Le résultant de f et g en x', noté Res(f,g,x"), est le déterminant de la matrice de
Sylvester.

Proposition 2.1.3 Soient f, g € k[z!,...,2"]. On a le résultat suivant :

Res(f,g,2Y) =0 si et seulement si f et g possédent un facteur commun dans
k[z',...,2"] de degré non nul par rapport a x'.

Preuve. Soient f et g deux polynomes en x! & coefficients dans k[z?,...,2"] C
k(z2,...,2") donc f et g € k(z?,...,2")[z']. Res(f,g,x') = 0 si et seulment si f
et g possédent un facteur commun dans k(z?, ..., z")[z'] . Or si un facteur commun
existe dans k(z?, ..., z")[z'] alors un facteur commun existe dans k[z!, ..., z"].

D’ou la proposition. m

2.2 Théorie de I’élimination et de ’extension

Dans cette section nous allons introduire des notions algébriques essentielles qui
vont nous permettre de construire par la suite notre méthode algorithmique, basée
sur les bases de Grobner, pour la résolution de systemes algébriques.

Proposition 2.2.1 Si I et J deuz idéaux de kK[x', ..., 2"] alors :
I+J={f+g,feletgeJ}

est un idéal.
De plus, si I = (f1,..., fr) et J = {(q1,...,9s) alors :

I+J= <f17 "‘7f7“7gl7 -~-,gs> :

Preuve. On a 0 € I + J. Soient hy,hy € I + J; alors df;, fo € I et g1, g0 € J tels

que :
hi=fi+aq
et
hy = f2+ g2
ainsi :

hithy=(fi+ f2) + (g1 +g2) €1+ J.
Soit h € I + J et k € k[z!,...,2"] alors :

h=f+4+goufel,geJ

dot :
kh=k(f+g¢)=kf+kgel+.J.

Donc I + J est un idéal.
Soit H un idéal tel que I,J C H.

f+ge HVfeletVge
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Donc H D I + J et I + J plus petit idéal contenant I et J.
Sil={(fi,..fr)etJ="{(g1,...,9s); 0na:

<f17 "'7fT7g17 ‘-‘7gs> C I+ J.
De plus, I,J C {(f1, s fry g1, -, gs), donc :

I+ J C <f1, ...,fr,gl, ...,gs> .

D’ou :
I + J = <f1, ceny fr;gh ...,gs> .
[
Proposition 2.2.2 Soient I = (f1, ..., fr) et J = (g1, ..., gs), alors l'idéal 1.J est défini
par :

1J = <figj eklz',..,2"]/ fie LYie{l,...,r};g; € J,Vj € {1,...,s}>

Preuve. On a :
(fig; €K[z',....,a"]) fie LVie{l,....,r};g; € JVj€{l,....s}) D I.J

par construction.
Soit h € I.J donc h = Y a; f;g;. En effet, h € I.J alors 3f € I et dg € J tels que

i,J

h = fg. Or

f= Zuifi
et

9="> vig;

J
Donc :
h = Zamfigj S <flgj S k[l’l, ,ZL’”]/ fiel,Vie {1, R ,r};gj € J,Vje {1, Ceey S}> .
4,J

Par conséquent,

1.J>{figjeklz',...a"]/ fie I Vie{l,....,r};g; € J,Vje{l,...,s}).

D’ou la proposition. m
Considérons le systeme algébrique suivant :

filzt 2™ =0
(2.7)
fs(zt . 2™) =0
Dans le cas ou f1,..., fs sont de degré 1, c’est un systeme d’équations linéaires qu’on
sait résoudre parfaitement grace a la méthode des pivots de Gauss qui consiste a
transformer le systeéme initial en un systéme équivalent ol ! est la seule inconnue
dans la premiere équation, z' et 22 les seules inconnues dans la deuxieme équation
et ainsi de suite , appelé systeme triangulaire. La question qu’on se pose alors, est-il
possible de généraliser cette méthode aux systemes algébriques de deg > 1 et ainsi
résoudre un systeme algébrique de maniere analogue a la méthode des pivots
de Gauss.
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Définition 2.2.1 Soient I = (fi,..., fs) un idéal de k[x',...,2"] et G = {g1,...,9-}
une base de Gréobner de I. On appelle l-ieme idéal d’élimination de I noté I;, l’idéal
défine par :

I = Ink[z™, .. 2",

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de I’élimination) Soient I = (fi, ..., fs) un idéal de
klz!',...,2"] et G ={g1, ..., 9.} sa base de Grébner. Alors :

Gl =GN k[$l+1, ceey l‘n]
est une base de Gréobner du l-ieme idéal d’élimination I;.

Preuve. Soit G une base de Groébner de I, donc (LT(G)) = (LT(I)). On veut
montrer que (LT(Gy)) = (LT(1})).
Par construction on a :
(LT(Gy)) C (LT (L)) -

Il nous suffit de montrer que (LT'(1;)) C (LT(G))).
Soit f € I, C I alors Jg; € G tel que LT(g;)/LT(f). Or f ne dépend que de
2F1 . 2™ donc g; aussi. D’ott, LT(g;) ne dépend que de 2t ... 2. Donc LT (g;) €
(LT(GY)). Ainsi f € (LT(G))) .
D’ou le théoreme.
[ ]

Dans ce qui suit, nous allons décrire I’ensemble des points de la variété suivante :

V(I)=A{(a1,...,a,) € kK"/f(a1,...,a,) =0,Vf € I}

Définition 2.2.2 Soit (aj41,...,a,) € V().

S’il existe ay, . .., q; tels que (a1, ...,a;, aiy1 - .., a,) € V(I) alors on dit que la solution
(@i41, ... a,) dans V(I}) s’étend dans V(I) en la solution (ay,...,a;, aj11 ..., an).
(41, --.,a,) est dite solution partielle et (ay,...,a;, a141 ..., a,) est dite solution
globale.

Dans ce qui suit, k un corps algébriquement clos.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de 1’extension) Soient I = (fi, ..., fs) un idéal de
klz!,...,z"] et I, le premier idéal d’élimination de I.
Posons :

fi = gi(@?, ..., 2™)(x")N 4 termes en x'de degré < N;.

Soit (ag,...,a,) € V(I1). Si (ag,...,an) & V(g1, ..., gs), il existe alors ay € k tel que
(ay,aq,...,a,) € V(I).

Preuve. Soit I = (f1, ..., f,) C k[z!, ..., z"]. Ecrivons Vi € {1, ..., s} :
fi = gi(2®, ..., 2™)(2")™ + termes de degré < a; par rapport a .

Posons ¢ = (¢, ..., ¢,) et considérons :

o klxl, . 2" — K[zl
flry,mo, .. m,) = f(xhe).
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k[x!, ..., 2"] est principal donc I'image d’un idéal de k[x!, ..., 2] est un idéal principal.
Par conséquent, il existe u(x!) tel que :

v (1) = (u(z1))

autrement dit :
{f(zh,0), f eI} = (u(z)).

Si u(xy) n'est pas constant alors, il existe ¢; € k tel que u(c;) = 0, donc

f(e1,¢) =0,Vf €I et donc (¢q,c¢) € V().
Si u(x!) est nul, il est clair que (c;,c¢) € V(I).

Si u(z!) est une constante uy non nulle alors, il existe f € I tel que f(x!,c) = uy.

Comme ¢ ¢ V (g1, ..., gs) donc g;(c) # 0.

Posons :
h = Res(fi, f, ") € k[2?, ..., 2"].

D’apres ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent sur les résultants, on a :
hic) = deg(f) R ! 1
(C) - (go(C)) es(f’t(x ,C),U(),[L’ )

Or,
Res(f;(z', ¢),up, v") = (ug)® # 0

donc h(c) # 0 car go(c) # 0. Mais h € I; . Comme ¢ € V(I;) alors h(c) = 0, ce qui
est contradictoire.
Ce qui acheve la démonstration. m

Corollaire 2.2.1 Soient [ = (f1, ..., fs) un idéal de k[z', ..., x"] et I, le premier idéal
d’élimination de I. St :

fi = c(z")™ + termes en x'de deg <

ot ¢ est une constant alors pour tout (as,...,a,) € V(I), il existe ay € k tel que
(a1, as,...,a,) € V(I). Autrement dit toute solution dans V (I1) peut s’étendre en
une solution dans V (I).

On peut dire sans trop de difficulté que la théorie de ’élimination peut étre vue
comme la projection d’une variété sur un espace de dimension inférieure.

Définition 2.2.3 L’application 7 définie par :

okt — kL
(a1,a9,...,a,) +— mlay,ag,...,a,) = (Q1,--.,a05).

est appelée projection.
Lemme 2.2.1 Soit [; = I Nklx;q,...,2,]. On a :

m(V) C V(1).
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Preuve. Soit f € I; tel que Y(aj1,...,a,), f(ai11,...,a,) = 0. Or, f € I donc
(ay,...,a,) tel que f(ai,...,a,) = 0. Comme f ne dépend que de z'*1 .. 2"
alors :

f(m(ay,ag,...,a,)) =0.

D’ou le lemme. =

Remarque 2.2.1 m;(V') consiste en 'ensemble de toutes les solutions partielles que
nous pouvons étendre en une solution générale de V.

Théoréme 2.2.3 Posons V(I) = V(fi,..., fs) C k™. Soient g; € k[z? ..., z"] tel
que :

fi=gi(@? ... 2") (2" + termes en 2'de deg < N;.
Si Iy est le premier idéal d’élimination de I alors :

V(L) =m(V)U(V(g,...,9:) NV (L))

Preuve. Soit (as,...,a,) € m(V)U (V(g1,...,9s) NV (1)) une solution qu’on peut
étendre ; donc (ag,...,a,) ¢ V(g1,...,9s). Alors (ag,...,a,) € m (V). Or m(V) C
V(I1); d’ou :

m(V)YU(V(g1,...,9s) NV (L)) C V(L).
De facon analogue, si (asg,...,a,) est une solution dans w1 (V) U (V(g1,...,gs) N
V(I1)) qui ne peut pas s’étendre alors (as,...,a,) ¢ m(V); donc (ag,...,a,) €
V(gr,.-.,95) NV (I); dou:

m(V)U(V(g1s---,95) NV (L) C V().

Supposons maintenant que (as,...,a,) € V(I1). Si (ag,...,a,) est une solution
qu’on peut étendre alors :

(ag,...,an) &€ V(g,--.,9s)- (2.8)
Si (ag, . ..,a,) est une solution qu’on ne peut pas étendre alors :
(ag,...,an) € V(g1,...,9s)- (2.9)

D’apres ([2.8)) et (2.9) on a :
V([l) C (V(gl, e ,g5> N V(Il))
D’otu le théoreme. m

Théoréme 2.2.4 ([3]) Soient V = V(I) = V(f1,....fs) C k", et I, le l-ieme idéal
d’élimination de I, on a :

1. V(1)) est la plus petite variété contenant m(V) dans k"'
2. 81V #£0, alors il existe une variété W C V(1) telle que V(I;)\W C m/(V).

Corollaire 2.2.2 Soit V = V(I) = V(f1,...,fs) C k". Si les f; peuvent s’écrire
comme suit :
fi = c(x')* + termes en x'de deg < «;

ot ¢ est une constante et Iy le premier idéal d’élimination de I alors on a :
m (V) = V(L)
c’est-a-dire que toutes les solutions peuvent s’étendre.

Preuve. Découle du théoreme de 'extension. m
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2.3 Théoremes de zéros de Hilbert

On se propose d’étudier le lien entre les variétés et les idéaux a 1’aide du théoreme
des zéros de Hilbert connu sous le nom de Nullstellensatz.

Proposition 2.3.1 Soit k un corps algébriquement clos et k[z| l'anneau des poly-

nomes univariés. Soit I un idéal de k[x] tel que I # (c) ou ¢ est une constante non
nulle. Alors V(I) # 0.

Preuve. [ est principal alors VI, 3f € k[z| tel que I = (f). Et comme k est algébri-
quement clos, Ja tel que f(a) =0dou V(I)#0. m

Théoréme 2.3.1 (Weak Nullstellensatz) Soit k est un corps algébriquement clos.
Soit I un idéal de k[z", ..., z"] tel que V(I) =0 alors :

I =Kz, ..., 2"

Preuve. Pour démonter ce résultat procédons par récurrence sur le nombre de va-
riables n.

Pour n = 1. On vient de le voir plus haut.

Supposons que le théoréme est vrai dans k[z?, ..., 2"]. Soit I un idéal de k[, ..., z"].
Posons I = (fi, ..., fs) tel que V/(I) = (). Si tous les f; sont des constantes alors la
preuve est terminée. Supposons qu’au moins I'un des f; n’est pas une constante. Soit
f1 ce polynome de degré «;. Considérons la paramétrisation suivante :

S

= 3?2 T a2£1 avec oy constante
" :ﬁ—l—an;l
On a donc :
fl(xl,...,x”) = fl <‘IA‘/1,Z;2+()[2$(’IV1,...,EE—|—(X”IA‘/1>

~ N ~
= h(z?, .., 2") (:U1> " 4 termes en 7! de deg < Ny

ot h est un polynome de ]k[a?é, ...,2"] ne s’annulant pas en (as, ..., a,,). Ainsi on est
passé d'un polynéme f; € k[z!, ..., "] & un polynoéme f; € k[z!, ..., z"]. Notons :

I = {fe k[a?l,...,ﬁ]/fel}.

On vérifie facilement que I est un idéal de ]k[gl, ...,z"]. On a par hypothese V(I) = ()
donc V <I~ ) = (). En effet, si V <f ) # ) alors V(I) posséde au moins un élément.
De plus,

i~ \N ~
f (xl, ...,x”) = c(ag, ..., ap) <x1> + termes en x! de deg < N.
En appliquant la théorie de I'extension (2.2.2)) a ce cas de figure et en notant :
I =Inkz, ..., 27);
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on a toujours l'existence d’une solution (ay, ..., ;) qui est 'extension de la solution
partielle (a, ..., ay,) ; donc :

V) = m((V(I))

et donc par hypothese de récurrence I; = k[z2, ,Eﬁ] .Enfin 1 € I; ¢ I dot
lel, CcIl.Dou:

Théoréme 2.3.2 (Hilbert Nullstellensatz) Soit k un corps algébriquement clés et
considérons lidéal I = (f1, ..., fs) tels que Vi € {1,...,s}, fi € k[z!, ..., z"].

fel(Vl) e ImeN m>1/f"e€ (fi,.. [s-
Preuve. Soit f € k[z!,...,2"] tel que f € V(I). Considérons :

I=(fi, s 1—yf).

On vérifie facilement que I est un idéal de k[z!, ..., 2" y].
On a : )
V(I)=0.

En effet, soit (ay, ..., an, ap1) € K" Par conséquent :

L. Si(ay,...,an) € V(I)alors f(ay,...,a,) = 0; donc 1—yf # 0. Alors Va,1 €k,
(1 ooy Oy ay1) & V(I).

2. Si (ay,...,o0) & V(I) alors fi(aq,...,an) # 0 pour un certain i. Considérons
alors f; comme une fonction de k[z!, ..., 2", y] (ne dépendant pas de y). On a

toujours fi(au, ..., A, ay1) # 0. Alors (ay, .. i, ny1) € V(I). Dot V(I) =
(). D’apres le Weak Nullstellensatz l) 1 €1, donc;

1= Zpi<x17 7Invy)f2 + q('xla 7‘rn7y)(1 - yf)
=1

Or V(I) =0, alors posons y = T ] Ainsi:

1

1= ;pi(l‘17 ceey l‘n, w)fz

Multiplions par f™ (pour un certain m € N* tel qu’il ne reste plus de f(z!, ..., ™)
au dénominateur) ; on obtient alors :

fm=Y Aifi.
=1
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Définition 2.3.1 On appelle radical d’un idéal I Uensemble noté /I, défini par :
VI={feklz', . ,2"]/3m>0,f"el}.
Proposition 2.3.2 /I est un idéal contenant I.
Preuve. On a bien I C v/I. En effet,
Vel flel.

Soient f, g € v/I. 3m € N*, In € N* tels que f™, g" € I. Montrons que (f +g)"™" €
I. En utilisant la loi du bindme de Newton on a Vf?, ¢/;deg f* > m ou degg’ > n
donc fig/ € I et donc (f + g)™t" € I. D’ott f + g € V1. De plus Vh € k[z!, ..., 2"];
(hf)™ = h™f™ €I car f™ € I; donc hf € V1.

D’out V1 est un idéal. m

Remarque 2.3.1 I(V) est un idéal radical.

Théoréme 2.3.3 (Strong Nullstellensatz) Soit k un corps algébriquement clés. Si I
est un idéal de k[z', ..., x"] alors I(V(I)) = /1

Preuve. On a /T C I(V(I)). En effet, f € V/I, alors 3m € N* tel que f™ € I'; donc
fmeI(V(I)), dou f e I(V(I)).
Soit f € I(V(I)), d’apres le théoreme des zéros de Hilbert dm € N* tel que
fmeI; done f eI, dou I(V(I)) C I
Ce qui acheve la preuve.
]

Etant donné que le reste de la division des polynomes de plusieurs variables n’est
pas unique, il n’est pas facile de décider de 'appartenance d’'un polynome f a un
idéal I engendré par une famille F' = {f,..., fs}. Ceci motive la section suivante.

2.4 Test d’appartenance a un idéal
Soient f € k[z!,...,2"] et I un idéal de k[z!,...,z"]. On sait que tout idéal
polynomial est de type fini. Soit F' = {fi,..., fs} une famille génératrice de cet
idéal 1.
Proposition 2.4.1 Soit I = (f1,..., fs) et G une base de Grébner de I, alors :
fels f=0 modG.

Preuve. Conséquence du théoreme [1.2.2, =

Remarque 2.4.1 Dans certains cas, le fait de connaitre les éléments qui constituent
notre base de Grobner nous permet de décider quand a l’appartenance d’un polynome
f a notre idéal I. En effet, il nous suffit de comparer LT(f) et {LT(G)}.

[lustrons notre proposition (2.4.1]) a 'aide d'un exemple.
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Exemple 2.4.1 Soit
I= <xz — a2 — 22> C Clzx,y, 2]
Considérons :
f=—42®y*2* + 5 + 32°.
On veut savoir si f € I. Nous choisirons comme ordre monomial [’ordre lexicogra-
phique gradué. Notons par

F={fi, f2}
la famille génératrice de I, ot f1 = xz —y? et fo = x
Gréobner. En effet,

LT (S (fi, ) = —a% ¢ (LT (D)) = (az.2%).

A laide des algorithmes de calcul des bases de Grobner, on peut déterminer une
base de Grobner G définie par :

3 — 22, F nest pas une base de

G — {azz T B N . I B 25}
qu’on notera :

G = {glv "'795} .

1l nous suffit maintenant d’appliquer [’algorithme de la division polynomiale (@ a f
par G et on obtient :

f = (—4xy’z — 4y")g1 — 2g5.
On en déduit que f € (G), d’ou f € I.

Nous sommes en mesure de donner un algorithme qui permet de vérifier si un
polynome donné f appartient a un idéal I.

Algorithme 4 : Entrées : f un polynoéme, F' = {fi, ..., fs} famille
génératrice d'un idéal I, B caractere.
étapel. Calculer la base de Grobner G = {g1, ..., gr } de I'idéal I
étape2. Diviser f par G

f=a19g1+ ... +argr +7r
étape3. Si f =0 mod G alors :

f e 1
B : = Vrai

Sinon

R
~

/
B : = Faux

étaped4. Retourner B.

Proposition 2.4.2 Supposons que k est algébriquement clos.
fevielel=<f,...,fol—yf >

ot I est un idéal de K[y, z', ..., z"].
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Preuve. En appliquant le théoreme des zéros de Hilbert , onalel;donc
3Im € N* tel que f™ € I. Alors f € V1.

Supposons maintenant que f € v/I. Alors 3m € N* tel que f™ € I C I. De plus, on
al—yfeldonc:

L=y "+ 1 —y"f™) =y"f"+ 1 —yf)A+yf+ - +y" el
| ]

Remarque 2.4.2 Pour vérifier si un polynéme f € VI avec I =< f1,..., fs >, il
nous suffit alors de calculer la base de Grébner réduite de lidéal (fy, ..., fn, 1 —yf)
de k[y,z', ..., 2"]. Si cette base réduite est {1} alors f € /1.

Exemple 2.4.2 Soient
1= <xy2 + 2% 2t — 227 + 1>

et
f=y—a*+1.

On veut savoir si f € \/I. Pour cela considérons l'idéal
I= <xy2—|—2y2,x4—2x2+1,1 —z(y—x2—|—1)>.

On choisit comme ordre monomial, 'ordre lexicographique et calculons la base de
Grébner de I. On obtient comme base de Gribner G = {1} alors f € /1.

2.5 Générateurs d’une intersection d’idéaux

Soient I et J deux idéaux de k[z!, ..., 2"]. On sait que I N J est un idéal et que
I.J C INJ.On veut déterminer les générateurs de I N J.

Lemme 2.5.1 (inter) Soit l'idéal I = (f1,...,fs) C Kk[z',...,2"] et p(t) un poly-
nome d’une variable dans K[t]. Alors lidéal p(t)I de k[t,x', ..., 2" est engendré par
{p(t) f1, ..., p(t) fs}, et sig(zt,... a2 t) € p(t)] alors Va € k,g(zt,... 2" a) € I.

Preuve. Soit g(z,t) € p(t)I alors :

s

glat) =) hlx,0)g(@) fi2)p(t);

i=1

En posant :
h(z,t)q(z) = Ai(x,t)
alors : .
g(z,t) = ZAi(ifat)fi(f)p(t)-

i=1
D’ou :
Sig(x!,... 2" t) € p(t)I, il est clair que pour tout a dans k on a g(z*, ..., 2", a) € I.
[
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Théoréme 2.5.1 Soient I et J deuz idéauz de kK[x', ..., 2™ alors :
INJ =@+ (1-t)J)nk[z', ..., 2"
Preuve. Soit f e INJ. felet f e J. fpeut s’écrire :
f=tf+(0=)f

et d’apres le lemme2.5. 1lon atf € tl et (1—t)f € (1—t)J. Donc f € tI+ (1 —1t)J.
Or I et J sont dans k[z!, ..., 2"] alors :

fe@r+a—-tJ)nkz, ... 2"
D’ou :
INJc @ +1-t)J)nklz', ... 2"
Soit f € (tI1 + (1 —t)J) Nk[z!,...,z"]. f peut s’écrire :

fx) = g(x, 1) + h(z, 1),

ongetlethe (l1—t)J.Sit=0alors f(x) = h(z,0). Donc f € J. Sit =1 alors
f(z) =g(x,1). Donc f € 1. Alors f € INJ. D'ou :

I+ (1 -t J)Nnk[z',....,2"| cINJ.
Ce qui complete la preuve. m

Exemple 2.5.1 Soient I = (x%y) et J = (wy?). Considérons l'idéal tI + (1 —t)J =
(tz*y, (1 — t)zy?). Calculons sa base de Grébner G en utilisant 'ordre lexicogra-
phique comme ordre monomial. On obtient :

G= {tac2y,txy2 — xy2,x2y2} .

Il nous suffit maintenant de calculer le premier idéal d’élimination de tI + (1 —1t)J.

On obtient ainsi :
INJ = (z*y).

Nous avons énoncer I’ensemble des notions algébriques nécessaires pour la construc-
tion d’une méthode algorithmique permettant de résoudre des systemes algébriques
de plusieurs variables, basée sur les bases de Grobner.

2.6 Algorithme de résolution des systéemes algébriques

Proposition 2.6.1 Le systeme algébrique admet une solution si et seulement
si la base de Grobner réduite de lidéal I engendré par les polynomes de est
différente de {1}.

Preuve. Il est clair que le systéme posseéde des solutions si et seulement si V # ().
D’otu la proposition d’apres le Weak Nullstellensatz (2.3.1]). m

Définition 2.6.1 Deux systemes algébriques sont dits équivalents s’ils possédent les
memes solutions.
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Théoréme 2.6.1 Soient I l'idéal engendré par les polynomes Py, ..., Py du systéme
algébrique et G = {q1,...,9-} sa base de Gribner réduite. Alors le systéme
est équivalent au systéme algébrique suivant :

(2.10)
gr(zt, .. 2") =0

Preuve. Si G = {1} d’apres la proposition (2.6.1), le systeme (2.10) n’a pas de
solutions. Par conséquent,le systeme (2.1) n’a pas de solutions.

Si G # {1} d’apres la méme proposition (2.6.1)) le systeme ([2.10) admet une solution.
Il nous suffit de montrer que les deux systemes possedent les mémes solutions. Par

le théoreme ([1.2.2)) on a :
<P1, ...,P5> = <gl, -'-7gr> .

Donc :
V(Pl, ceey Ps) = V(gh ...,g,«).

D’ou I’équivalence des systemes et .
Ce qui acheve la preuve.
|
Dans ce qui suit, k est un corps algebriquement clos. Nous allons donner un

algorithme qui permet de résoudre un systeme algébrique donné, a l'aide des
bases de Grébner.
Algorithme 5 : Entrées : {Py, ..., P;} un systéme algébrique donné

étapel. Construire l'idéal I = (P, ..., P;) .

étape2. Choisir un ordre monomial.

étape3. Calculer une base de Grobner minimale G de I.

étaped. Si G # {1} aller a étape5.

Sinon e(a) = () aller & étapeT.

étape5. Pour [ =1 an — 1, faire

Construire G; = G Nk [¢'T, ..a"]

Associer I} = (G)) .

étape6. Pour j = 1 a n faire :

Si j =1, construire &1 = {2" tel que 2" € V ()},

Sinon, construire

g ={(a" I L a") € V (I,—;) tel que (a"9%2 . 2") € V (Lh_j41)}-

Associer € = ¢;.

étape7. Retourner ¢.

Remarque 2.6.1 Cet algorithme est donné pour un corps k algébriquement clos. Si
notre corps de référence n’est pas clos, il suffit de prendre sa cloture algébrique. Une

fois les solutions determinées, nous ne prendrons que les solutions se trouvant dans
k™.

Dans cette these, on cherche a faire une étude qualitative de systemes différentiels
polynomiaux de deux variables. La premiere étape étant de déterminer les points
d’équilibre d'un systeme différentiel polynomial. Grace aux bases de Grébner et aux
systemes algébriques, nous allons donner des méthodes constructives pour détermi-
ner les points d’équilibre d’un systeme différentiel polynomial donné et ainsi pouvoir
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en faire une étude qualitative.

De plus, il est nécessaire d’introduire un outil essentiel pour I’étude des systemes
différentiels polynomiaux. C’est la théorie classique des invariants algébriques. En
effet, grace a cette théorie nous seront capable de faire une caractérisation des points
d’équilibre et une classification de systemes différentiels polynomiaux a ’aide d’ex-
pressions invariantes. C’est ce qui motive le chapitre qui suit.
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Chapitre

Covariants centro-affines des systemes
différentiels polynomiaux.

Soient E un espace vectoriel sur un corps k de dimension finie et G un groupe de
transformations linéaires agissant sur I'espace des phases k. On notera par GL (F)
le groupe des automorphismes de F.

Définition 3.0.1 Un homomorphisme de groupes p : G — GL (FE), est appelé re-
présentation de groupe.

Définition 3.0.2 Une fonction polynémiale P € k[E] est dite covariante par rapport
au groupe G ou G-covariante de E, s’il existe une fonction scalaire, notée A, ne
dépendant que des éléments du groupe G telle que :

Vg e G, (Pop)(g) =Ag)P

ot p est une représentation du groupe considéré.
Si A(g) = 1,Vg € G, le G-covariant P est dit absolu, sinon il est dit relatif.
A est appelé caractére du groupe linéaire G.

Définition 3.0.3 1. Un G-covariant P est dit réductible s’il s’exprime polyno-
mialement en fonction des éléments d’une famille finie F de G-covariants de
degrés inférieurs. On dit que P est réduit a zéro modulo F et on écrit :

P=0 mod F.

2. Une famille finie B de G-covariants de E est un systéme de générateurs de
G-covariants de E si tout G-covariant de E est réduit a zéro modulo B.

3. Un systeme B de générateurs des G-covariants de FE, est une base des G-
covariants de E, si aucun élément de B n’est réductible a zéro modulo [’en-
semble des autres éléments.

Proposition 3.0.1 L’ensemble k [E]° défini par :
k[E]® = {P € k[E]: (Pop)(g) = Mg)P}

est une k-algebre.
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Preuve. 11 suffit de montrer que k [E]” est une sous-algebre de k [E].
Il est clair que lyg € k [E]G De plus, k [E]G est stable par rapport a la somme et
a la multiplication par un scalaire. m

Définition 3.0.4 La k-algebre k [E]G est appelée algebre des G-covariants de E.
Définition 3.0.5 Soit A une algébre sur un corps k. A est une algébre graduée si

I’anneau A admet une décomposition en somme directe de k-espaces vectoriels A; C
A (i € N) de dimension fini, c’est-a-dire.

A= @ iENAi

.Al.AJ C .Alurj.

et

Définition 3.0.6 Un polynome P € k[E] est dit homogéne de degré d, si pour tout
Aek
P(\x) = \P(z).

On note par k [E]CC; lensemble des polynomes de k [E]¢ homgenes de degré d.

3.1 Covariants centro-affines

Considérons les systemes différentiels polynomiaux de n variables de degré au
plus k a coefficients dans k :

da? -

o Wzt 2™ j=1,.n (3.1)

ot pour j =1,...,n; Pj(z',...,2™) est un polynéme dans k[z', ..., 2"] de degré r;1 <
r < k. En utilisant la notation d’Einstein, les systemes (3.1)) peuvent s’écrire :

—— =d + .. +d ™. a2 a0 €1, nyr=1,..k (3.2)

dt ab--ar
o pour j =1,..,netr =1..kda ., . €T tel que pour r = 0,....k, T

est I'espace des tenseurs une fois contravariant et r fois covariants, symétriques par
rapport a leurs indices inférieurs. 7! correspond & la partie homogene de degré r
des polynomes de second membre du systeme . On notera par C(n, k,k) 1'en-
semble de tous les coefficients de second membre des systemes et on notera par
S(C(n, k,k)) I'ensemble de tous ces systemes différentiels.

Remarque 3.1.1 L’ensemble C(n, k,k) peut étre identifié a la somme directe :
TsoT'®..aT,0<r<k.

Notation 3.1.1 Soit a un sous ensemble de C(n, k,k), alors S(a) définit un systéme
différentiel de S(C(n, k,k)).
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Définition 3.1.1 Soit S(a) un systéme différentiel de S (C(2,k,k)). On note p(a) le
systéme algébrique défini par les polynomes de second membre du systeme S(a) :

{aj—l—...—i-aj =070, .., =1,...n. (3.3)

of...0
p(a) est appelé systeme algébrique associé a S(a).
Notation 3.1.2 On notera par E(a) 'ensemble algébrique associé a p(a), défini par :

E(a) = {(ml,xQ) ek a + ... +d ..z =0; j,aq, .., q, =1, ,n} )

aj...ap

Remarque 3.1.2 &(a) est l'ensemble des points d’équilibre de S(a).

Soit E = C(n,k,k).GL(C(n,k,k)) le groupe des automorphismes linéaires de
C(n, k,k). Considérons le groupe GL(n,k) des matrices n x n a coefficients dans k
inversibles muni de la multiplication matricielle, appelé groupe général linéaire de
degré n sur le corps k ou simplement le groupe des transformations centro-affines.

3.1.1 Lois de transformations centro-affines

L’action du groupe GL(n,k) sur k™ est définie par :

GL(n,k) xk* — k"
(¢,2) =t

ou

induit une représentation

p: GL(n,k) — GL(C(n,k,k))

q = plq)
définie par : '
p(q)a’ = qld', (
, i i 3.4)
PO, 0 = QPP 5 40

Les lois (3.4]) sont appelées lois de transformations centro-affines.

Théoréme 3.1.1 Soit f un GL(n,k)-covariant de C(n, k,k) x k™. Alors le caracteére
A a pour expression :

Ag) = la|™”

ol » € 7 est le poids du covariant considéré.
Preuve. Soit ¢ € GL (n,k). Pour tout (a,x) € C(n, k,k) x k™ nous avons :

(a®,2%) = (p(@)a, p(g)r) == (a,x) = (p(p)a”, p(p)z”)

olt p = ¢! Sachant que f est un GL (n,k)-covariant de S (C(n, k,k)) alors on a :

fla®a") = Ma)f (a,x) et f(a,2) = Ap)f(a”, 27). (3.5)
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a i,j=1,2,..n

ol ¢ est le cofacteur de qf . Alors d’apres la formule 1} A(q) a la forme suivante :

%

Comme :

Aq) = STq(lCﬁ),

ol ¢ est un polyndéme dépendant des éléments de la matrice ¢ et © € N.
On remarque aussi que :

Alp) = w’;ﬁ),

ou ¢ est un polynome dépendant des éléments de la matrice ¢ et v € N.
Donc de (3.5)) on obtient :

ce qui imlique que
v (0) ¥ (p) = la"™,

Or, |g| est un polynome irrédectible par rapport aux éléments de la matrice ¢, d’ou
¢ (q) est de la forme :

v (q) = lal”,

ce qui donne A(q) = |q| " avec x € Z. =

Exemple 3.1.1 La trace d’une matrice, notée Tr(a)i<i<j<n, définie par :

n
7 7
Tr(a%)i<i<j<n = E a;,
=1

est un covariant centro-affine absolu. En effet, en utilisant les notations d’Einstein,
TT(G})lgigjgn s’écrit :

7 a
T’T’(a,j)lgigjgn = Q,, 0 = 1, o, n.

. . 5 *( 0
Par les lois de transformations centro-affines , le transformé T'r (aj>1gigjgn de
Tr(a})1<i<j<n est donné par :
Tr*(aj)i<icj<n = Qf Pl a; avec i, j,a=1,....,n
ot ) est une matrice inversible d’ordre n et P sa matrice inverse. Donc :

*( 1 N v/ N I N
Ir (aj)lgiﬁjﬁn - 5iaja7'7]704 =1,.,n

d’ot :
Tr (aj>1§i§j§n =a;1, 0,00 = 1, ., n
Par conséquent,

i

Tr*(a5)1<i<jen = Tr(a})1<i<j<n
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3.1.2 Algebre des covariants centro-affines

Dans ce qui suit, G = GL (n, k).

Le théoreme de la base finie de Hilbert nous assure que l'algebre des
covariants centro-affines k [C(n, k, k) x k"]““™¥) pour les systemes différentiels po-
lynémiaux de S (C(n, k,k)) est de type fini.

Définition 3.1.2 Un covariant centro-affine pour S (C(n,k,k)) est dit de type (ou
homogéne de multidegré) (do, dy, ..., d.,0) (1 < r < k) s’il est de degré dy par rapport

aa’, de degré dl par rapport a aél, de degré dy par rapport a ajo'qaz, vy de degré d,
par rapport a al, . et de degré 0 par rapport a x € K". L’entier § est dit ordre par
rapport a x.

Exemple 3.1.2 i) K =" o a%ga” est de type (0,0,1,0,...,0,1).
i) Tr(a})1<icjon = D sy @5 est de type (0,1,0,...,0).

Définition 3.1.3 On appelle invariant centro-affine, tout covariant centro-affine d’ordre

0=0.

Remarque 3.1.3 Soit f un covariant centro-affine pour S (C(n, k,k)) de type
(do,dy, ...,d,,0), alors pour tout X € k*, on a :

fQa, \z) = f(ha',...,.., A" Azt .. 2"
— /\d0+“'+d”+5f(a,x)

Notation 3.1.3 Dans ce qui suit, nous allons noter par F [’ensemble de tous les
GL (n,k)-covariants pour S (C(n, k,k)) .

Théoréme 3.1.2 Un polynome f est un G-covariant pour S (C(n, k,k)) si et seule-
ment si ses parties homogenes sont des G-covariants de méme poids.

Preuve. Soit f un polynome. f (a, ) peut se décomposer sous la forme suivante :

fla,x) = fi(a,z)+ ...+ fs(a, ),

ou f; (i=1,...,s) sont des polynomes homogenes. f est un G-covariant si et seule-
ment si pour tout ¢ € GL (n,k) on a :

Z filp(q) (Aa),p(q) (Az)) = g™~ Z fi (Aa, Az)

= D ld 7 fi(haxr) (AEK).
i=1

Or,

S

Y Nfilp(@)a,ple)e) = Z lal " X fi(a, @)

i=1

Comme ceci est valable pour tout A € k* alors :

f EF & fz (p (Q) avlo(q) x) = |Q|7ﬂfz‘ (a,m) 7Vi S {17 '“’S}'

D’ou le théoreme. m
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Proposition 3.1.1 L’ensemble F des GL (n,k)-covariants pour S (C(n, k,k)) admet
une base polynomiale finie.

Preuve. Soit F ’ensemble de tous les GL (n, k)-covariants pour S (C(n, k,k)). Il est
clair que :

F Ck[C(n, k k) x k"8

D’apres le théoreme de la base finie de Hilbert , la k-algebre

k[C(n, k,k) x k"] ““") est de type fini. Par conséquent k [C(n, k, k) x k"]“X™) est
engendré par un nombre fini de GL (n, k)-covariants. D’ot F admet une base poly-
nomiale finie de GL (n, k)-covariants. m

Proposition 3.1.2 L’ensemble des covariants centro-affines de type (dy,dy, ..., d,, ),
noté Ay.di,...d,s), est un k-espace vectoriel de dimension fini, et pour tout

(do,dy, ....d,, ) et (dy,d,, ..., d.,8") € Nt nous avons :

* ry
Ado.ds ...dr.5) Aldy i ....dr 5 C Aoty dytd...dotdl 54+57)

Par conséquent, k[C(n, k,k) x ]k”]GL(n’k) est une algébre graduée, c’est-a-dire :

k[C(n, k. k) x K" = OB gy.ar....dy st Ao di )

3.2 Théoremes fondamentaux des covariants centro-affines

Dans cette section, nous allons énoncer des théoremes fondamentaux de la théorie
classique des invariants notamment le théoreme de Gurevich. C’est un théoréeme
constructif qui va nous permettre de déterminer un systéeme de générateurs de
covariants centro-affines pour S (C(n, k, k)) . Rappelons d’abord la notion de tenseurs
et de produit tensoriel.

3.2.1 Produit tensoriel

Définition 3.2.1 Soient E' un k-espace vectoriel et r,s deux entiers naturels. Le pro-
duit tensoriel :

EQE® =EQFE®.QEQE QE*®..® £

r fois s fois

ou E* est le dual de FE, s’appelle espace des tenseurs r-fois covariants et s-fois
contravariants.

Considérons un tenseur t de E®" @ E*®S alors on a :
n

t — Z le2 A ® ezl ® ® ezr ® 6]1 ® ® e,]e

]1]2 Js
11,8250, J1,J2- s =1

En utilisant les notations d’Einstein, on obtient :

=t D, ® . 06,0 DB,
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out 2" €k, () base de E et (¢/),_,, . base de E*.

Dans ce qui suit, un tenseur ¢t € E*" @ E*®° sera noté t = ¢%,'2" .

Considérons ¢ € GL (n,k). On sait que les nouvelles bases des k-espaces vectoriels
E et E* par la transformation ¢ sont données par :

i=1,2,...r

e = qfej,jzl,Z,...7n
~ -1\J j . _
e = (q )je,j—1,2,...,n

Proposition 3.2.1 Soit ¢ € GL (n,k) avec ¢~' = p. L’expression d’un tenseur

t= t;llglfs € E®" @ E*®* dans la nouvelle base

(6, ®..®6 0" ®..Q0¢")

U1yl J1,J2+ 505 = 1,2,

de E®" @ E*®% est donnée par :

- —iqigeiy ~ ~ ~ —
t=1t; .6 ®..06 Qe ®..Qe",
o1,
Z1182...0p 1 1y kl k‘s l1l2...lT
Civiowge = Qg -0, Py D5 Uiy ko s

Preuve. Soient ¢ € GL (n,R) et p = ¢~!. L’expression d’un tenseur t = tzllzfzzfs €
E®" @ E*®% dans la nouvelle base est donnée par :

2111920 ~

o ' ~ ~j ~js
t=12"%0..0¢ 0 ®..0".
En effet, nous avons :

Iily..l k ks

t = e ®. Qe Qe"®. Qe
11ls...1 i1 T l1~j s Js
szlklfksql1 €, ® ... ®q;re;, ®pjle I'® ... ®pjse s

lilg..ly i1 ir, ki ks~ > i1 SJs
Cerkoteadly - Qir Dy D5 €iy © ... D€, QN Q.. Qe

d’otut : o
=10 ®.. 06, 0 ®...Q",

Donc : -

]

Proposition 3.2.2 L’espace tensoriel E“" @ E*®% induit l'action du groupe GL (n,k)
a gauche sur E®" @ E*®% définie par :
GL (n,k) x E®" @ E*®* — E% @ E*®°
(q,t) — qt=1
ot
Fitizeir

— i i Ar ﬁ 6 ﬁs e 79
J1d2eds q(z)élqu)éz"'q(z)crpjllpjj"'pjs t‘éi?jé‘ : (3.6)

Preuve. En effet, il est clair que pour tout ¢t € E®" ® E*®* on a I,,.t =t (I, matrice
identité) et pour tout ¢,h € GL (n,k) on a :
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(t.q).h = hghg...hg (h*l);;l (h*l):j...(h*l)::qfquj...qu () (7)™

M1 H2
—1\%s ilig...ir
o (q ) ta1a2~~-as

s
= (nga) (nea®) - (nalr) (0 @) o () @)
ti1i2-~-ir ]
a1Qo...0p
Comme ¢h = (hf qf)ij:ﬁ alors on déduit :

(t.q) .h =t.(q.h).

3.2.2 Propriétés des tenseurs

Définition 3.2.2 Un tenseur t = tﬁ’;? € E®" @ E*®* est dit tenseur relatif si

Vg € GL(n,k), ¢t = (det(q)) 7t
c’est-a-dire :
i i ir (—1\B —1\B2 “1\Bs Jaras...ar __ —g yitig...ir
Goby Qoy- e, (a7 1) ) (a70), - (a70) ) tagir = (det (@) #3720

1192...0p

e est dit tenseur invariant absolu.

Si g =0, le tenseurt =t

Lemme 3.2.1 Un tenseur invariant t = 327 € E®" ®@ E*®* avec r # s, est un
tenseur absolu si et seulement si t = 0.

ivig..ir .
Preuve. En effet, supposons que r — s 2 0 et ;2 est un tenseur relatif alors,

pour q = (053) € GL(n,k) telqueceket ™ *#1ona:

ilig...iT _ r—S il i2 ir 61 ,82 6& Q1.0
tjle..-jS e C 6&15a2"‘5a7*5]1 6]'2 '.'5‘7'5 tﬁlﬁz.uﬁs
_ r—541119...0p
= ¢ tj1j2~~js'

D’ou :

_r—s\ pitigein _ iyigeir
(=)t =0 =77 =0.

[ |
Lemme 3.2.2 5: té» € E® @ E*®! est un tenseur absolu alors on a :
t = cd},
avec ¢ =t} = t2.
Preuve. En effet, soit ¢ € GL (n,k) ou ¢"! =p et tj- un tenseur absolu alors on a :

t; = t;.q = qfxpftg.
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On multiplie le tenseur t; par p, on obtient alors :

ki k i k k
pity = Pty = oapjts = pjth

ou encore,
ploktt = p]otth.
L’identification par rapport aux variables pf nous donne :
kyi _ sigk
0gt; = Ojts,
doupour k=pF=1 etona: ' '
th = 1,07,

par conséquent, t{ = t2. m

Théoréme 3.2.1 Si t}\>" € E¥" @ E**" est un tenseur absolu alors 132" admet

la décomposition suivante :

110200 11 i1 i1
tjm'z---jr - Z 606j0<1)5jo<2)"'5ja(r)
UGST

avec ¢, = t({g?j@)'""(” pour o € S, ou S, est le groupe des permutations.

Preuve. Soient ¢ € GL (n,k) o ¢! =p et t;ﬁ; un tenseur absolu alors on a :

ivig.ir  _ givig..ir
jrgzedr  — Cjrjaegrd
= e e PP D R
A T’aide de la démonstration du lemme (3.2.2]) qu’on applique pour chaque indice i;,
Ji (1=1,2,...,r), on obtient :

kl k:g kr il’iz...ir _ 61 ﬁQ B'r k‘lkg...kr
Diy Piy D3 L1y 5, = Py Py P sy g

ou encore,

B B Br ¢k krgi1i0...0r k1 k k- <l ir pk1ko. . ky
Pl Pl 03, Oy -0 L2 = D iy Dy OOy by g (3.7)

B1

i1

k1 ke 4lo()io(@) - lo(r)
Z 0 0(1)‘”650(r)tj1j2---j7-

O'EST

On remarque que chaque coefficient du monome p pi 2...p§ " est donné par :

alors, en identifiant par rapport a pﬁ ! pi 2...pr " dans la formule 1) on obtient :

(51
k1 ke 4lo(1)io2)lo(r) _ E : i ir Ro)ko(2)-ko(r)
Z 550(1)"'5ﬁg(r)tj1j2--~jr - 5ja(1)"'5ja(r)t5152~ﬂr ’
UEST O'GST
et pour oy, =5, =1[0telquel=1,2,...,non a:

kiko..kr __ k1 kr 40(1)o(2)...0(r)
tﬂlBQ‘..ﬁr - Z 6ﬁ0(1)'“5ﬁo(7‘)t12“'7‘ :
ocESy
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Définition 3.2.3 Une contraction sur l’espace tensoriel E®P @ E*®1 des tenseurs p-
fois covariants et q-fois contravariants est une opération tensorielle entre un indice
de haut et un indice de bas sur un tenseur th’ ’flr_;gfl’ljjf’, I de cet espace tenso-
P =130 dr g 1
Sl—1,0, ’Ll+1: 52

riel,noté tjl’ ? définie par :

jlv 7j7‘ 1, 7j7‘+17 ]P ]17"'7jT—laa7jT+17-"jp
0150y 8 — 1,048 4 15050 z : U1 l— 1,050 415050

On dit que les indices j, et i; sont contractés.
Si tous les indices sont contractés alors la contraction est dite totale.

Définition 3.2.4 Une alternation sur ’espace tensoriel E®P @ E*®1 des tenseurs p-
fois covariants et q-fois contravariants est une operation tensorielle entre n indices

ndr=Ladridrety j” de cet espace tensoriel, noté

z - < ]17
superieurs . < p, sur un tenseur t; i Gl

J1s---Jp £,
Ty QUL ey Q02 5oy Oy

tjlv---jp Eq le---jp E:c\zl,...,o{n
1150y 0Ly 250005 Oyl 117---70617---70527---7057“--72(1

an=1

@ définie par :

t]lv Jr— 17]7‘1]T+17

Jp
et de cet espace

ou bien entre n inférieurs n < q sur un tenseur

tjl,-~~70¢1,--~7a2,-~~7an,~~7jq

tensotiel, noté
15-+52q

Ear,...an; AEfinie par :

tjl,...,al,...,ag,...,an,..,qu ]1,...,a1,...,a2,...,an,..,jq€
ily'wiq A, Zl,..,iq A1y...,0p

anp=1

ou X =g, . = signature de (o, .., ) .
Si tous les indices supérieurs et inférieurs sont alternés, ’alternation est dite totale.

Lemme 3.2.3 Soit ¢ € GL (n,k). On a :

a1a...0n

86162571

£ Qg gl detp =

Cajas.. anqgfqzj qz: detp = EB1Ba...0n-
o ¢~' = p et les n-vecteurs contravariants (Resp. covariants)

Qo Qo e Ol _
Ear, Oy ki, (Resp. e“1%2%n ) quec gy, Oy, g, = 1,2, .0,

n

sont des tenseurs alternés relatifs dont les coordonnées sont définies par :

1 si(ag,..,ar,) est une permutation paire,
= M2 = & —1 if (g, ..., i, ) €St une permutation impaire,
0 sinon.

gakl Oék2 Qe
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Preuve. Pour ¢ € GL (n,k) olt ¢~* = p, nous avons :

ghaznggre. gy det (¢71)
VA A B P B S

R SR I N I B - B s

A AT N I A .
@'vi 4y o q'p,
IR I i A V)

A R S 8
i i ALA2... A
— 0 M
Oy Oh2 5NNz

85152&77,
|
Lemme 3.2.4 Si 7’2" € B @ E*®® est un tenseur invariant de poids g > 0 (resp.
g <0) alors :
TTL I NN S S S S -
j1j2"‘js tjl]Q]s S’Lklsz...’Lkn"'6111112.. Uy,
~ TV
g fois
127 = g2t ) . gIk1dkg - Tkn  2Jiqdig-+-Jin
’r'eSp. t]wl.]u@"'.]wr tleQ".]ul""jwr"'.]Sg “;6 <
g fois
ot
{zwl...sz} U {iky s Thyer Bl s ooy By s igeees 01, b = {01, 02.00,0,}
resp. {jwl"'jwv} U {jk‘l?]kQ"']kn? "'7]l17]l2"'7]ln} = {jl?]?"'?js}

est un tenseur invariant absolu.

Preuve. Si /"> un tenseur invariant de poids g 2 0, alors on a r — s = ng et pour

tout ¢ € GL (n,k) o g =p :

11%2...0r _ i1 ir  B1, B2 Bs ja1az...ar
tijoged = oo, Pj Pjs -Pi s, 5,
_ g 4i192..0r
- (det Q) tj1j2~--js'
On démontre que :
Sy by g tilig..iwl....in...ir
jle"'jS - J1]2].s glkIZkQ...lkn"'62112124.Zln
NS
~—
g fois

{%1%2---%5} U {lky s Thy By s ooes By s iy eees 1, b = {01, 0900, 0r )
est un tenseur invariant absolu.

En effet soit ¢ € GL (n,R) (¢~! = p), nous avons :

sty -l wp O --Clog

s . iwl Z.“"2 7:Ws 61 ﬁQ ﬁs’\a
tj1j2~..js q = qawl Qus” ---Qus p]l p.72 pjs t6162'“'83

T, i B B B 119200, .- O, ool
_ 1 wg ws 1 2 s 1 s .. . PR .
- qawl qw2 "'qws p.]l p]g pjg B1B2...Bs glklll@mlkn "'8”1112...”
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mais d’apres le lemme (3.2.3)) on a :

lkl akQ Xkp,

Cinyinging = 1P| iy, qik,z i Ea gy iy
Eiyyinynin, = [P qa,l q”2 iy Sy o,
N
D’ou :
N g
dydyds 4
Q; « o7}
— g k1 kg Ak, ay,
= |p| (qiikl Qi Ty, Eony gk > (qazllq” -, 501110112-~~0¢ln)
iy, 1 i B Bs 119200, e O, wuilpe
1 we ws o1 P2 wy P
X ey, oy ---Gow,Pjy Pjy ---Pj %152 Bs
_ g Yk Qk 1277 Xy g oy Ty By, B Bs
- |p’ qlzk q2k2 qzkn "'qill qil2 qzln qo‘iwl qawz qawspjl p]2 . pjg
2112..an....awS...iT
tj1j2~-js oty Oy -ty - Eary iy 0,
Comme :

(677
k1 Ok bws

Qe g Qg al, tup B
qllk q2k2 qzkn .“qill qil2 qlln qa“’l qaw? qawS X p]l p.72 ’ p]s

thuz..awl....aws...ir . ‘ |g aikl"'iw1"'lws'“aln
1j2---ds = 191" Yyija. s
on obtient alors :
I T _ ’g‘ ‘g aikl...iwl...in..‘alnE .
jljzmjs -q p q J1J2.-.Js Qfgy Oty o Oty " QU Oy oLy
Ocik "'iwl"'iws'”aln
i 3 €
J132---Js Ay Qg - Oy * "= QAL Xy o Oy
ey
o ‘71]2]§

La méme preuve dans le cas ou le poids est ¢ < 0. m

3.2.3 Théorémes fondamentaux

On considere le produit tensoriel :
(T)** @ (TH*" @ ® (T)*" @k, 1 <r < k.

Un tenseur a de ce produit tensoriel est défini par :

a=a;i",
ou :
k=dy+di+..+d,+9
et

U:d0+d1+2d2+...+7“dr.

Théoreme 3.2.2 Les expressions obtenues a partir d’alternations successives et de
contractions totales sur les produits tensoriels :

(T)°% & (T @+ & (T @k, 1< 7 <k

sont des covariants centro-affines pour les systémes différentiels S (C(n, k,k)) .
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Preuve. Il est clair qu'une expression obtenue a partir d’alternations successives et
d’une contraction totale des coefficients tensoriels des systemes différentiels
S (C(n, k,k)), a pour expression :

i)a_"Te .. .
i) a_ " e e T
Qi) a_ T T

Démontrons que les expressions de la forme i) sont des tenseurs invariants. Les cas
i1) et iii) peuvent étre démontrés de la méme maniere.

Une expression obtenue a partir d’alternations successives et des contractions
totales des coefficients tensoriels des systemes différentiels S (C(n, k,k)) a la forme

suivante : o ' ‘
1122...7,0<1>7,0(2)...’LO.(S)...ZTE' ) )
Lo (1) o (2) Lo (s) N

o € S, permutation

r—s=mng >0,

{io(),i0@)s o lo(s) b U ik by ety oeos Gy Gty et = {01, 0200000} -
Soit ¢ € GL(n,k) ot ¢! =pon a:

820 (1)l (2) o (s) - r

lo(1)lo(2)- o'() iklikz“'ik "gillilz"'iln'q

PRSLER
q6¥1q042 quTpZU(l)pIG(2> plo(s) B1B2.. 53 glkllkz ik ++Ciy 1y ity

Comme  {ig, gy ik, oy b1y biy---01, ; C {41, %2..., 0}, alors on a :

i1i2"'io'(1)io'(2)"'ia(s)---i'rg‘ o

'U(l)io(z),..ig(s) oy Uy -y,

— ‘hy iy o iy io(1) lo(2)  lo(s)

- (qa’k qo‘k2 o, 61’61%2"'1%)'”(qo‘llqab qal By g > G (1)qa5,(2)"'qa0(3>
alaz...a a(1) " Qg (s)---Cr

pzo‘(l)pzo'(Q) plcr(s) B1B2...Bs

'-5111112...un -q

iy iy

— iy lhn . ) S
- <Qa,k1 Qak2 qalzbngzk17’k2"'zkn> (QalqudQ qal 7,117,12...11,”)

20_(1) o(s) 0[10&2...(10_(1)...ag.(s)...ar
X (qag(l)plau)) (qao(s pza(s)) ag, 8s...8
— ‘k1 Uy . . i o i 51 B
= (quk Qa@ (:Ia:nglklle---an> (qallqalz Aoy, Ciryiny - ) 5 Q1) ”60‘2(3)
a109.. 0(1) Qg (s)--Qr

ag, B,.. ﬂg

lkl ’Lll i1i2-~~io-(1)io-(2)n-ia(g)njr‘

_ thp o Uy o
- <QOcZk qakQ qakn82k11k2“‘zkn> (qall qOélQ qalngzllzl?“”ﬂ) aid(l)id(Q)"'ia(S)

o ) ) iliz"'ia(l)ia(2>"'io'(,s)"'iT'
- <|C]| EaklakQ---Oékn> <|Q| 50411112...Zan> aig(l)ig@)..,io(s)

gl 112 (1) g (2) -+ (5) i

) Eali ;
o (1)o(2) 2o (s) Afgq Ay Oy Qg -lan
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On obtient donc :

11295 (1) o (2) - lo(s) - Ir o | |g i142.. %(1)%(2) g (s)---ir
lo(1)to(2) o (s) Uiy Uy o, "y g iy, 4 lo (1)t (2) Lo (s)

€lkllk2~~- Uy, 5111112 ALy,

]
Enongons maintenant le théoreme de Gurevich.

Théoréme 3.2.3 (Gurevich) Les expressions obtenues a partir des alternations ou
de contractions totales des coefficients tensoriels des systemes différentiels de

S (C(n, k,k)) forment un systéme de générateurs des covariants centro-affines de ces
systemes différentiels.

Preuve. Les expressions obtenues a partir d’alternations ou contractions totales
des coefficients tensoriels des systemes différentiels S (C(n, k,k)) sont des covariants
centro-affines pour les systeme différentiels S (C(n, k, k)). Il suffit donc de démontrer
que tout covariant centro-affine peut s’exprimer en fonction des covariants généra-
teurs des covariants centro-affine pour S (C(n, k,k)). Soit I (a) un covariant centro-
affine pour S (C(n, k,k)). I (a) peut s’écrire sous la forme suivante :

I(a)=1(a)+ ..+ I (a)

oul; (a) (i =1,2,...,s) sont des polynémes homogenes en fonction de a € C(n, k, k).
On sait que [ (a) est un covariant centro-affine si et seulement siles I; (a), i = 1, .., s;
le sont. Donc pour démontrer notre théoreme il suffit de démontrer que tout cova-
riant homogene pour S (C(n, k, k)) peut s’exprimer en fonction linéaire de covariants
générateurs des covariants centro-affine pour S (C(n, k., k)).

Soit B (a) un covariant homogene pour S (C(n, k,k)) de poids g 2 0 par exemple.
Alors, B (a) est de la forme :

B(a)= Y Clgdrnan)(@)P(ah,)"(0],0,)" (@, )

d0+d1++dr:m
do,d1,...,dr €N

On peut remarquer que les termes de B (a) ne sont rien d’autre que les composantes

du tenseur aﬁ’fQ ZJ donné par :

Gninegy = (@) (a5 (@)% (05,05, )7

ou :
k:d0+d1+—|—dr

et
v = d1 —I— 2d2 + —f-?"dr.

On peut réécrire B (a) sous la forme contractée suivante :

_ 4J1J2--Jv 01020
B (a) t’LlZQ ’Lk a]l]Q j’U

telle que pour chaque indice fixé dy, dy,...,d, € Nou dy+dy +...+d, =mon a:
t]l]Q ]’v

1112.. Zk - C(dO:dlv--wdr)'
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Nous avons pour tout ¢ € GL(n,R) :

B(a.q) — tjle"'j”ai.liQ"'ik q

11928 J1J2--Jv "

g g gl (7)) () (7)) agis e

g J2
= (detq)’ B(a)
= (detq)’ oyl gyl s
D’ou :
11J2.-Jv @ . i —1\61 —1\ B2 1)\ Bs » -
(tﬁgjzjk oy Qovs -+, (q )j1 (q )jz (q )js — (det ¢)? tgifé%k) agigjgj 0

ce qui implique :
1920 i1 i i —1\B1 /1 —1\B —1\ B B
et g gl (a71) ) (a7 (@71 = (detg) 0

c’est-a-dire :
t5152~ﬂv (det p) -9 t61ﬁ2~ﬂv

alag...ak‘p = a1Q2...0p
Donc }72/" est un tenseur covariant de poids —g. Mais d’apres le lemme (3.2.1)) le
tenseur : S
$I192+Jv _ J1J2.-Jv Ty Tho - Uk U4 bl -]
t =1 grhithgrthn | gttt

Ty Ty 1112...0)

{ig, ity F U ik gty s ooy Gty g eeey ity b = {1, e i}
est un tenseur absolu, donc d’apres le lemme ((3.2.3)) on a :

p o . . . .
Jij2-Jv * §-J1 J2 Jv o ) o
tilig...ik - GZS cgéid(wl)éicr(wz)”.5ia(wu)€zk12k2‘“zkn'”8”1”2“‘”71,
g r
gz g2 Tolon) down) ik g e i) o) ik gy
2122...0,  J1J2---Jv o192 Jv Lo(wy) Zo'(uz)“'
oESy
Jv S . Ei s .
ia(wv) Uy Uk Ty "7 T U Uy Uy,
j1j2...jv ilig‘..ik _ E3 j1j2-~-jv leZ"'ZU(Wl)"'ZU(W'U)"'Zk . . . L. .
Civigoin Qg = > CoBiri..ir Vig(wyyio(uy)wio(wy) ik thg-wikn =ity i1y iy,
\ O'ES’V‘
ou :

{io(n) o) } U Lk Tyl s oo Bty Bl eeey i1, b = {01, 82000 i} -

Comme gf 4w trten-
générateur, d’ou le théoreme.

|

Le théoréme de la base finie de Hilbert (1.2.3), est un théoréme fondamen-
tal de la théorie des invariants. On sait que d’apres le théoreme de la finitude
des systemes de générateurs des covariants centro-affines des systemes différen-
tiels polynémiaux S (C(n, k,k)), il existe fi, fo, ..., fs des GL (n,k)-covariant pour
S (C(n, k,k)) tels que pour tout GL (n,k)-covariant I pour S (C(n,k,k)), il existe
un polynome P € k [z, ...,2"] tel que I = P (fy, fo, ..., fs). D’autre part, d’apres le
théoreme de Gurevich, pour chaque covariant f; il existe des covariants générateurs

fl,i7 f2,’i7 ey fki,i tels que

Y 3 Y Y 3
iy g ik €ty i1y iy, 1L ST TIEN d’autre qu'un covariant

k;
fi= Z cifii (Cl,i € k)
=1
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d’ou :
I = P(flaf?a"'vfs)

k1 ks ks
= P (Z aifias Z crifizs Z Cl,sfl,s)

=1 =1 =1

= P ({fiir fosis-oos frui})

Ainsi, il existe un nombre fini des covariants générateurs qui forment une base
polynomiale des covariants centro-affine pour S (C(n, k., k)).

Le théoreme de Gurevich est un théoreme fondamental pour les cova-
riants centro-affines des systemes différentiels de S (C(n, k,k)). Il nous permet de
déterminer un systeme de générateurs pour ces covariants centro-affines. En effet, il
nous suffit de construire des expressions polynomiales a partir des coefficients de ces
systemes différentiels et du vecteur x de k™ a I’aide d’alternations ou de contractions
totales. Une fois un systeme de générateurs construit, le probleme qui se pose est
celui de sa réduction en un systeme minimal.

3.3 Réduction d’un systeme de générateurs de cova-
riants centro-affines

3.3.1 Calcul symbolique d’Aronhold

La méthode d’Aronhold consiste en la décomposition symbolique d'un tenseur
1-fois covariant et m-fois contravariants a’ symétrique par rapport aux indices

i1
inférieurs, en un vecteur contravariant b et m vecteurs covariant b. L’opération de
contraction (entre indices de haut et indices de bas) est représentée par un facteur

du type (b ¢) et 'opération alternation entre indices de haut (respectivement indices

de bas) est représentée par un facteur du type [b ¢] (respectivement [b c]).

Exemple 3.3.1 On a les écritures symboliques suivantes :

I = a;
et

= (@ a) (@ D).

Cette méthode est basée sur deux identités appelées identités symboliques ([19]) :

) 0E e o= Fgl e+ (<1)gE o =0,
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i) e fal xkl---pg=| "~ .
(bq) (cq) -+ (g9q)
La premiere relation est le développement d’un déterminant. La seconde exprime
que le produit des déterminants est le déterminant des produits de matrices.

Ces identités symboliques permettent d’établir des relations polyndmiales entre
les G-covariants.
Cette méthode tres élégante d’ailleurs, est un outil efficace de calcul et de la réduc-
tion des covariants centro-affines. Cependant, la difficulté calculatoire constitue une
barriere empéchant souvent de profiter de ces identités symboliques d’Aronhold due
a la difficulté des calculs de déterminant.

3.3.2 Méthode alternative

On se propose de développer une méthode algorithmique alternative a la mé-
thode d’Aronhold, pour la construction d’'un systeme de générateurs minimal de
covariants centro-affines pour les systemes différentiels de S (C(n, k,k)) ainsi que
pour la réduction d’un covariant donné de ces systemes différentiels modulo cette
base.

Il est clair que le recours au calcul formel est sous entendu dans la théorie des
invariants. Les algorithmes de Buchberger, basés sur la définition des S-polynomes
semblent une alternative au calcul symbolique d’Aronhold. Notre méthode algorith-
mique sera basée sur le test d’appartenance au radical d’'un idéal. Cette derniere
va nous permettre de réduire un systeme de générateurs de covariants centro-affines
des systemes différentiels donnés de S (C(n, k, k)).

Proposition 3.3.1 Les covariants centro-affines de type (dy, ds, ..., d,, o) vérifient né-
cessatrement la relation :

(r—=1d,+(r—2)d,_1+...+2ds+dy +dg =0 mod n.

Preuve. Si (r — 1)d, + (r —2)d,_1 + ... + 2dg + do + dy 2 0 mod n alors le covariant
centro-affine aurait au moins un indice libre, ce qui contredirait le théoreme de

Gurevich (3.2.3). m

Soient un type 7' = (do, d1, d, ..., d,,0) €t A(ay,dy do,....d,.6) 1€ sous espace vectoriel
correspondant. Notons par Fg, 4,,...4,.5) une famille génératrice du k-espace vectoriel

Adodi,...dr5)-
Théoreme 3.3.1 Fy, 4,,.. 4.5 est de type fini.

Preuve. En effet,

A = ®Bdp.dy ds.....dr 5eNA(do i ds,....dr )
et A est de type fini d’apres le théoreme de la base de Hilbert ((1.2.3)).
n
Considérons le systeme minimal B = {C},...,Cs} de générateurs de 'idéal des
covariants centro-affines des systemes différentiels S (C (n, k,k)). Soient T'CY, ..., T'C;
leurs types respectifs.
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Covariants centro-affines des systemes différentiels polynémiaux.

Théoreme 3.3.2 f € Fly,a,,.4.5 i et seulement si, il existe s entiers naturels
ALy A tels que f=CM..CN et (do,dy, ..., d,0) = MTCy + ... + \,TC.

Preuve. En effet, C' € Ay, q,....4,,5) si et seulement si C' est une somme finie

z : A A
C - C)\l,n-,)\’rcll"'CTT

)\1,...,>\7-EN

car B = {C}, ..., C;} est un systeme minimal de générateurs de I'idéal des covariants
centro-affines des systemes différentiels de S (C (n, k,k)) et f € Fapa,,..4.,6) est de
la forme C}...C)v.

D’autre part (', ..., C, sont des polynomes homogenes de multidegré respectifs
MTCL, ..., \TC,. On a donc :

(do,dy,...;d,,0) = MTCy + ... + \TC,.

|

Théoréme 3.3.3 f € Fi4y.4,,..4.05) i et seulement si, il existe ay, ..., a5 € Q tels que :
(do,dy,...;dr,6) = MTCy + ... + \TCy

et
0< A\ <ai,.., A < a.

Preuve. Les éléments f € F(4, 4,....4,,5) sont des covariants centro-affines de la forme
f=0CM..CM on:
(do,dy,...;d,,0) = MTCy + ... + AT,

Pour déterminer le type de C71, ..., C> nous avons besoin de déterminer M, ..., A,
tel que (do,dy,...,d,,0) = MTCy + ... + N\ TCs.
Posons pour i =1,...,set 7 =0,...,r

siTClj+1]#0

0 sinon

oy = [ £[]+1 )],izl,...,s

ou [z] est la partie entiere de x.
La réciproque est immédiate. m

ti[j+1]:{ TC[+1]

On prend

Notation 3.3.1 On note par I (F) l'idéal engendré par la famille F = {C4,...,Cs}
ou I est une famille génératrice de covariants centro-affines pour les systemes dif-
férentiels de S (C (n, k,k)) .

Supposons que chaque covariant C;,7 = 1, ..., s est de type (d}, dt, ..., d., §%),1
1 <setl<r <k Soit C un covariant centro-affine pour les systemes dlfferentlels

de § (C (n, k,k)) de type (do, ds, ...,d,,d). On a le théoreme suivant :
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Théoreme 3.3.4 S7il existe un entier s0,0 < so < k tel que ds, n'admet aucune
partition en d2, ..., dr alors C ¢ I (F).

Preuve. D’apres le théoreme (3.3.3]), en remplagant pour tout i = 1, ..., s chaque T'C;
par (dé,d’i,...,'di,éi);C’ € I(F) si et seulement si (do,dy, ...,d,,d) est combinaison
linéaire des (dg, dy,...,d;",6),1 < r < s; ce qui est impossible puisque dg, n’admet
aucune partition en d2., ..., d. m

Corollaire 3.3.1 Si tous les éléments de F' ont un degré nul par rapport a 'un des
tenseurs agh...,is’ 1 <s<ketdsle degré de C par rapport a ce méme tenseur est

non nul alors C ¢ I(F).
Preuve. Conséquence du théoreme précédent (3.3.4). m

Corollaire 3.3.2 S’il existe deux entiers ro,ig, 1 <19 <1 et 0 < ig < s; tel que pour
touti=1,....;s, dyy < d. alors C ¢ I(F).

Soit F' = {C4,...,Cs} un systeme de générateurs de covariants centro-affines
pour des systemes de S (C (n, k,k)) construit degré par degré a 'aide du théoreme
de Gurevich . Nous allons maintenant donner un algorithme qui permet de
déterminer un systéeme minimal de générateurs B = {by, ..., b.} de covariants centro-
affines pour des systemes différentiels de S (C (n, k,k)) a partir de F' = {C}, ..., Cs}.
En effet, a 'aide des bases de Grobner et en utilisant le test d’appartenance au
radical d’un idéal, on réduit notre famille génératrice F' = {C1,...,Cs} en un sys-
teme minimal de générateurs puis, on décomposera un covariant C' dans ce systeme
minimal de générateurs.

Algorithme 6 : Entrées : ¢! un covariant centro-affine de type
(do,dy,...,d,,0) et F={Cy,...,Cs} une famille génératrice.
étapel. Fixer un ordre monomial < .
étape2. Pour ¢ = 1, ..., s faire :

Bi = {Cl, ceey CZ}

Construire la base de Grobner I de {C4,...,C;, 1 —tCii1}.

si: I = (1) alors B;y1 = B;

sinon, B;11 = B; U{Ci;1}.

Associer B = BU B;;.

étape3. Décomposer C' dans B i.e (dy,dy,...,d,,0) = MTCy + ... + My TCy,
ou T'C; type de C; covariant de B.

étaped. Retourner B et A\, ..., \.

Une fois notre systeme minimal de génerateurs de covariants centro-affines pour
un systeme différentiel donné est construit, une grande étape est dépassée pour
I’étude qualitative de ces sytemes différentiels.
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Chapitre I

Caractérisation des points d’équilibre d’'un
systeme différentiel polynomial de deux
variables.

Soient a C C(2,k,k) et F = {f1, fo,..., fs} un systéme minimal de générateurs
de covariants centro-affines pour S(C(2, k,k)). Dans ce chapitre nous allons nous
intéresser aux points d’équilibre des systémes différentiels de S(C(2, k,k)). Nous
développerons deux méthodes algorithmiques permettant de déterminer les points
d’équilibre d’un systeme S(a) a l'aide de relations algébriques de covariants centro-
affines. En effet, 'idée est de construire un systeme différentiel S(b) équivalent a
S(a) dont les coefficents sont des covariants centro-affines.

4.1 Matrice de Transformation

Soit S(a) un systeme différentiel donné de S(C(n, k,k)). Dans cette section,
nous allons construire une transformation centro-affine () telle que pour tout a C
C(n, k, k), p(Q)a et det @ sont des covariants centro-affines pour S(C(n, k, k)).

Définition 4.1.1 Considérons la matrice carrée @), définie par n tenseurs
1 . 5. .
T, T 5,1 =1,..,n:

11?

Q =T};iij=1,..,n (4.1)

oupourj=1,...net0<r <k, TZ] est un tenseur 1-fois covariant et 0- fois contra-

variant de type (do(j), dy, ...,dr(j),s(j)),associé a S(C(n, k,Kk)). Si tous les tenseurs
T3, sont des tenseurs constitués de coeffcients de a C C(n, k,k) alors la matrice

(3
est dite matrice associée a S(a), notée Q.

Exemple 4.1.1 Soit S(a) le systéme différentiel défini par a C C(2,2,R) tel que :
a = {al — _CL2 = 170’11 = 0&2 = a;2 = a%l = Q%Q = 07032 = 1}

Considérons les tenseurs 1-fois covariant et 0-fois contravariant J; = ag; et T; =
a“€in, OU 1, ], = 1,2 alors :

Q . T1 T1 - (l2 —Cll o -1 -1
@ Jl JQ - agl GZQ o 0 1
est une matrice associée a S(a).
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variables.

Une question se pose : peut-on toujours déterminer une telle matrice (), associée

a S(a)?

Proposition 4.1.1 Soit T (dy, dy, ..., d,,0) un tenseur associé¢ a S(C(n,k,k)).Si dy +
2d3+...4+(r—1)d,.—dy—38 = \[n] ot X\ est un entier tel que 1 < X\ < n—1, alors il nous
est possible de construire a partir de T (dy,dy, ...,d,., ), au moins un tenseur \-fois
covariants et 0-fois contravariant, noté Ty, ; (do,d1,....,dr,0) i1, ...,0x = 1, ..., n.

Preuve. Soit T (dy, ds, ..., d,, d) un tenseur associé a S(C(n, k,k)) tel que :

alors T (do, dy, ..., d,, ) est un tenseur p-fois contravariants et g-fois covariants avec
p—q=mn-+ \;m € Z. Ainsi, apres p opérations de contractions et m opérations
d’alternations sur 1" (dy, dy, ..., d,, §), on obtient au moins un tenseur A-fois covariants
et 0-fois contravariant. m

Remarque 4.1.1  Soit T (do, dy, ...,d,,0) un tenseur associé a S(C(n, k,k)).Si
do+2d3+ ...+ (r—1)d, —do — 06 = 1n],

on peut construire un tenseur 1-fois covariant et 0-fois contravariant.

Exemple 4.1.2 Considérons le tenseur suivant :

T(1,1,5,1)—a°‘a6a a_ga__a”_a”_x”

o —_—uw__u__

ou —’ et 77 désignent les indices de libres. T" est un tenseur 6-fois contravariants
et 9-fois covariants. Deplus, dy —dy —d = 3 = 1[2]. Nous pouvons alors construire
des tenseurs 1-fois covariant et 0-fois contravariant a partir de T (1,1,5,1) tel que :

5 A
T;(1,1,5,1) = ao‘agaqaawaf\”iaiwa‘gvx”gpq

Par conséquent, d’apres la proposition (4.1.1]), pour construire une matrice @,
associée a S(a) C S(C(n, k,k)), il nous suffit de trouver n tenseurs
T (do(5),d1(5), .., dr(5),6(j)) associés & S(a), qui vérifient :

do () + 2d5(§) + o + (r — 1)d,(j) — do(G) = 6G) = 1[n] i =1, on (42)

Lemme 4.1.1 Soit S(a) C S(C(n, k,k)). Si Q, est une matrice associée a S(a) alors
le déterminant |Q,| est un covariant centro-affine pour S(C(n, k,k)).

Preuve. Si (), est définie par , alors :
|Qal = T, T2, T} 1020,

a1 agt
Par conséquent, d’apres le théoreme de Gurevich , |Qa| est un covariant
centro-affine pour S(C(n,k,k)). m

Théoréme 4.1.1 ([20]) Le déterminant |Q,| d’une matrice Q, associée a S(a) est
un covariant centro-affine pour S(a) et si |Q.| # 0 alors Q, transforme S(a) en
S(b) dont les coefficents sont des covariants centro-affines pour S(C(n,k,k)), ot b
est défini par :

b= { aiag...op Qa) a1a2 arﬂj = 1,...,71; k aleag an € &} .

o2
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D’apres le théoreme (4.1.1)), si |Q,| # 0, la transformation linéaire @), de k"

yl xl

= Qa

n 2

Yy i

est un homéomorphisme qui transforme un systeme donné S(a) en un systeme S(b)

dont les coefficients sont des covariants centro-affines. Alors, (z{, ..., ) € k™ est

1 T
Lo

un point d’équilibre de S(a) si et seulement si | Q, | ... est un point d’équi-

xz;
libre de S(b). Ainsi, nous sommes en mesure de faire une caractérisation des points
d’équilibre d’un systeme différentiel donné S(a) C S(C(n,k,k)), a 'aide de cova-
riants centro-affines. C’est ce qui motive la section suivante. En effet, nous allons
donner deux méthodes de résolutions algorithmiques, nous permettant d’exprimer
les points d’équilibre d'un systeme donné S(a) C S(C(2, k,k)) a l'aide de covariants
centro-affines.

4.2 Méhtodes algorithmiques de résolution des systemes
différentiels de S(C(2, k,k))

Soient S(a) un systeme donné de S(C(2,k,k)) et S(b) son systeme équivalent
dont les coefficients sont des covariants centro-affines. On note par p(b) le systeme
algébrique associé a S(b) et £(b) son ensemble algébrique associé.

Le théoreme suivant nous permet de majorer le cardinal de £(b).

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Bézout) Soient h(z!,z?) et f(z', 2?) deux polynomes
de k[z', 2% de degrés respectifs d et d'. Si h(z',x?) et f(x',2?) n'ont aucun facteur
commun de degré > 1 alors le cardinal de V (h(z', 2?), f(x', 2?)) est au plus dd'.

D’apres le théoreme (4.2.1), £(b) est un ensemble fini de cardinal au plus r? si
les polynomes de droite de S(b) n’ont aucun facteur commun de degré > 1.

On peut facilement remarquer que p(b) peut s’écrire comme un systeme algé-
brique d’une variable 2% & coefficients polynéomiaux en z'. En effet, on a :

() (£2) —
L o (43

pour r =0,....,k

a,f=0,..,r (4.4)

et

( r r—o « .
AT =55 () @l 1o o (@)a =07

k times atimes

(4.5)

By =Y (fw) 01 12 2@)5B=0,7
SR

times Btimes

,
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Soient LO(h™)(22)) et LC(f")(2?)) les coefficients dominants de h()(2?) et
f™)(2?) respectivement. Alors, il existe deux entiers, s < r et t < r, tels que
LC(h")(22)) et LO(f")(2?)) sont de degré au plus r — s et r — t respectivement.
Donc, p(b) peut s’écrire :

1<s,t<r (4.6)

) (22) =0

qu’on note A(s, t,b). Pareillement, p(b) peut s’écrire comme un systeme algébrique
dune variable en z! & coefficients polynomiaux C and Dém) en 2%, noté D(I,m,b).

Exemple 4.2.1 Considérons le systeme différentiel S(a) :
dx!

St 2 g ata? — (22)?
I, . (4.7)
= 1+ 22 4+ 2'z? — (z')?

La matrice Q, définie dans (@, est une matrice associée au systéme . On
vérifie facilement que |Q,| = Iy = —3. Alors, S(a) se transforme en S(b) donné
par : _
da! 1 1.7 1.3 1722 1 22
= b+ bt +b,x?+ b wt +b, 22

(4.8)

dz? 5 97 20 2 1% 2 12

— = b* + bix! + biw? + 27, vla? 4 bf !
autrement dit : B

del 1

dt 2

(4.9)

dz?

dt

Le systeme algébrique associé a est défini par :

( — 1 1~

-~ 3~ -
:1+m1—|—§x2+2x1x2

By =1+ a1
A =—- and . (4.10)

— 3 ~
31:§+23?1

\ 2
autrement dit le systeme s’écrit A(2,1,b) avec

1 1
b= {bl = 7b% = _7b% = _va%Q = _§7b2 = 176% = 17b§ = gﬂb%Z = 1}
Soit A(s, t, b) un systeme algébrique associé a un systeme donné S(b) de S(C(2, k,k)).
Si A(s,t,b) est de la forme A(0, 1,b)

N | —

Ay =0

B + B{Vz* = 0
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le coefficient polynomial AO est une résolvante de S(b) et (x}, z2) € £(b) si et seule-
ment si zj € V (A )> etzi €V ( Dy B( ) ) , avec xj substitué dans B((]l) et B§1).

Une question se pose : comment transformer A(s,t,b) a fin de déterminer une
résolvante pour S(b) quand (s,t) # (0,1);(1,0)?

Posons sy = s et tyg =t et supposons que 1 < ¢y < s¢.

Pour 22 # O et 2! ¢ V( 50 t(gO)), on considere l'opération suivante :

h(sl)(:c2) « BféO)h(SO)(:cQ) _ A(sd(ﬁ)softof(to)(g) (4.11)

S0

appelée opération élémentaire de substitution dans A(sg, to,b) sur h*0)(z2). Ainsi,
A(so, to, b) peut s’écrire comme un systeme algébrique A(sq, g, b) ou :

A((;fl) = BgO)ASO), o = 07 ey S0 — to —1
S1 < So
s t, s Kt t
ASY = BIOASD — AGOBUY o= s — to, .o
sinon, si A1) (22) = 0, A(sg, to, b) peut s’écrire comme un systéme d’une seule équa-
tion algébrique :
(%) = 0.

On peut voir que les opérations élémentaires de susbstitution (4.11)) dans A(sq, to, b)
sur h(*0)(2?) peuvent étre appliquées successivement au plus ”sg — to”-fois. En effet,
tant que 2? # 0 et x! ¢ V(Agff))A LASE ll)B tO)) :

e (a) = YR (@) — AG ) (o)) o)

Si—1
ou :
A = BIIAS 0 =0, .80 —t— 1
(4.12)
S Si— S; t
AGY = Bl AL _ 409 B o)(& i @ = Sic1 — o, o

Ainsi, il exsite m € {1,....,s0 — to} tel que s, < to et A(so,to,b) peut s’écrire
comme un systeme algebrlque A(8m, o, b) sinon, si h¥)(22) = 0, A(so, to,b) peut
s’écrire comme un systeme d'une seule équation algébrique f0)(z%) = 0. De la méme
maniere, tant que s,, < tg, les opérations élémentaires de substitution peuvent
étre appliquées dans A(s,,, to, b) sur f)(z?) au plus "t — s,,”-fois. On obtient :

fl)(z?) = AgiTM)f(tjfl)<x2) _ Bt(;i—ll)(xQ)tjflfsmh(sm)(xQ)

ouje{l,...,tj_1 —sn}et
By = A BY Y B =0, 0ty — s — 1
(4.13)
(t5) _ p(sm) pltj-1) (tj—1) g(sm) -
B[BJ —Asm Bﬁj ! _Btjj_ll Aﬁ*(tjflfsm)’ﬁ_tj_l _Sm7...,t

Il existe donc w € {1,...,ty — s; } tel que :
2 £0
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et

zt g V(AL A BY By
A(Sm, to,b) peut s’écrire comme un systeme algébrique A(S,,, ty,b) ou t, < s, si-
non, si f*)(22) = 0, A(sp, o, b) s’écrit comme un systeme d’une seule équation
algébrique h*)(2?) = 0.

Fixons 2! dans V(ALY AGY ...AS:”B,SO)). Alors, le systeme algébrique A(sg, to, b)
peut s’écrire comme un systeme A(sg, t;,b), défini par :

agk)(xQ)a — O
sk < So or t; < tp. (4.14)

b5 (a%)f =0
En effet, pour a = 1,...,s0; 8 = 1, ..., to; a) et bgO) sont les valeurs des polynomes
A((f 0) ot Bg(’) en zt. Alors, soient s, < s¢ et t; < ty les plus grands entiers non nul

al™ £0 et bg(’) # (0. Notons par :

(4.15)
Dy (2?) = b5 (2?)% =0

les polynomes définis par h(0)(22) et f(*0)(2?) quand

22 #0
et
ot e V(ALY AL BO | pltn-)

Pareillement, pour 22 = 0, A(s,t,b) peut s'écrire comme un systéme algébrique

A(0,0,b).

s

Théoréme 4.2.2 Tout systéme algébrique A(s,t,b) associé a un systéme S(b) donné
de S(C(2, k,k)), peut s’écrire comme un systéme algébrique A(0,1,b) (ou A(1,0,b))
sinon, il peut s’écrire comme un systeme d’une équation algébrique.

Preuve. Les opérations élémentaires de susbtitution (4.11) peuvent étre appliquées
au plus ”s + t — 1”-fois dans A(s, t,b) sur les polynémes h(®)(2?) et f®(z2). Ainsi,
au moyen de ses opérations élémentaires de substitution et tant

240

et
Y (AES) .. .A(Sio)Bt(t) .. B(Sjo)> :

Sig Sio

A(s,t,b) peut s’écrire comme un systeme algébrique de la forme A4(0,1,b) (ou
A(1,0,b)) sinon, il peut s’écrire comme un systeme d’une seule équation algébrique.
n

D’apres ce théoreme (4.2.2)), A(s, t,b) peut s’écrire comme un systéme algébrique
dont une équation ne dépend que d’une seule variable z!, qu’on note par R(z'), et
une équation algébrique en 22 de degré au plus 1 dont ses coefficients sont des
polynomes en x!. R(z!) est appelée résolvante de S(b).

o6



Caractérisation des points d’équilibre d'un systeme différentiel polynomial de deux
variables.

Corollaire 4.2.1 Soit A(s,t,b) un systeme algébrique associé a un systéme donné
S(b) de S(C(2,k,k)). Si h®(z?) et £ (x?) possedent un facteur commun de degré
> 1 alors, il existe w (ou m) tel que A(s,t,a) peut étre écrit comme un systéme
d’une seule équation algébrique f)(x?) =0 (ou h™(22) = 0).

On déduit aisément que 1'ensemble algébrique £(b) associé a p(b) est défini par :
E(b) = &1(b) U &y (b) U&s(b)

ou :

o 2 € V(R(zY) nCy (B§”)
E1(b) = < (z*,2%),0u B
= %
£,(b) = {(xl )0 ( zley <A£S>...A50)B§”...B§”> )} (4.16)
2 — )

22 €V (Cot) NV (Dy1)

£5(b) = {(ml, 0),0t 2! € V (Aff)) ny (Bgf))}
si A(s,t,b) peut s’écrire comme un systeme algébrique A(0, 1, ), sinon

1 (5) (sio) (t) (sjo)
51(b)={V(q(tj0)(x2)),oi1<x </ (AF. A B BY) ) }

x? e k*

ey = L (at a2 on [ €V (A@...Aﬁf(jO’Bt(t)...Bﬁng’) (4.17)
22 € V(C) NV (Do)

E5(b) = {(xl, 0),0t 2! €V (Aff’) ny (Bg”)} .

ou, Aﬁs), . ALio) Bt(t), .., B&w) C,1 et Dy1osont donnés par (4.12f), (4.13]) et (4.15)).

s L3850 y» Sy
[llustrons notre idée a I’aide d’un exemple.

Exemple 4.2.2 Reprenons [’exemple .
Par conséquent, tant que :

22 £ 0

v (ADED);

Agl),BF) donnés par (4.12) et (4.15); le systéme algébrique associé a peut
s’écrire comme un systéme de la forme A(0,1,b) défini par :

et

~ ~3 ~9 ~
R(x') =22t + 5zt +4at +1
B + BVa2 =14 21 + (3 + 221)2?

ol R(aﬁ) est donnée par ,..., . A laide de , I’ensemble algébrique
E(b) associé a S(b) est défini par :

ew) = {(-Lox (-5 -0 .
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2
)

~ T
Comme (9;5, 9;(2)) € R? est un point d’équilibre de S(b), on déduit que <Q;1 ( ! ))

est un point d’équilibre de S(a) alors, l’ensemble algébrique E(a) associé a S(a) est :

€(a) ={(=1,-1); (0, -1)}.

Proposition 4.2.1 Tout systéme différentiel homogene plan de S(C(2, k,k) posséde
une infinité de points d’équilibres ou un seul équilibre a l’origine.

Preuve. Soit A(s,t,b) un systeme algébrique associé a un systeme différentiel po-
lynémial homogene plan S(b). D’apres le Théoreme ([1.2.2)), A(s, ¢,b) peut s'écrire
comme un systeme algébrique A(0, 1,b) (ou A(1,0,b)) ou comme un systeme d’une
seule équation algébrique.

Les coefficients Ags), Bz-(t) oui =0,..s (f) sont des monomes, alors les opérations
élémentaires de susbstitution dans A(s,¢,b) nous fournissent des coeffcients mono-

miaux A(()O), Bél), Bfl). Donc, I'ensemble algébrique V (Ags)...Agl)Bt(t)...Bfl)> = {0}.
Par conséquent,
£(b) = {(0,0)}.

Maintenant, supposons que A(s, t, b) s’écrit comme un systéme d’une seule équation
algébrique. Soit ¢'%o)(22) = 0 cette équation. S(b) est un systeme différentiel poly-
nomial homogene plan, dont les coefficients A,ES), Bi(t) oui=0,..,s(t)et0<t,s<r
sont des monomes. Alors, les coefficients de ¢l%0)(22) le sont aussi. £(b) est donné
par (£.17). Ainsi, & (b) est vide ou infini, &(b) est vide et E(b) = {(0,0)}. D’ou
E(D) est infini ou £(b) = {(0,0)}.

u

Nous sommes en mesure de donner un algorithme permetant de déterminer une
résolvante R(z') ainsi que, ensemble £(a) des points d’équilibre d’un systeme dif-
férentiel donné S(a) de S(C(2,k,k)), a I'aide de relations algébriques de covariants
centro-affines.
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Caractérisation des points d’équilibre d'un systeme différentiel polynomial de deux
variables.

Algorithme 7 : Entrées : S(a) un systeme différentiel de S(C(2, k,k)), Qq
matrice associée a S(a)
étapel. Construire le systeme algébrique p(a) associé a S(a).
étape2. Transformer p(a) en p(b) par la matrice Q.
étape3. Associer :
h(z?) < 0;  f(2?) < 0;
E(b) «+ 0; E(b) « 0.

étaped. Pour i =0,...,r et j =0, ..., r, faire :
Construire :

_ — B+i 1 1\5.
A=) (B ) a..12..2(@)%
8=0 SN

B fois i fois
r—j '
Bi=Y (37) a3 1o o)
BZO B fois j fois

étapeb. Associer :

2

s < deg h(x*);
t < deg f(2?)

hi(2?) < h(z?);

fi(@®) « f(2?);

H(z") « LC(h(2?)) x LC(f(z?)).

’

étape6. Tant que s+t # 1 faire :
si s >t alors :

h(z?) < h(2?) x LO(f(2?)) — (2*)*7" x f(2*) x LC(h(z?)).

si h(z?) =0, alors :

et aller a étape8.
sinon :

5 < deg h(z?);
H(z") = H(2') x LC(h(z?)).

sinon, si s < t, alors :

f@®) « f(@®) x LC(h(2%)) = (2%)"7" x h(z*) x LC(f(z%)).

29



Caractérisation des points d’équilibre d'un systeme différentiel polynomial de deux
variables.

si f(2?) =0, alors :

aller a étape8.

sinon :

t + deg f(2%);
H(z"h) « H(2') x LC(f(2%)).

étape7. Si s = 0, alors :
sinon, si t = 0, alors :

étape8. Construire :
Q= {z' ek/H(z") =0}.
étape9. Pour z! € Q, Faire : Construire :
V={(z",2%) /2% €K, hi(2?) = 0, f1(2?) = 0}.

Associer :

étapel0. Construire :
& (b) + {(z',2%) € k/Q x k*tel que R(z') = 0 et p(2*) =0} .

E(b) + {(z',0) € k x {0}tel que Ag =0 et By =0}.

étapell. Associer :
E(b) < E(b) U&L(b) U &y (b) U Es(D).

étapel2. Construire :

£a) = {(Ig,xg) tel que (3, 22) = Q" ( % ) }

étapel3. Retourner £(a).
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variables.

Vue la taille des polynomes en question, la complexité de cet algorithme peut
nous freiner. C’est pour cela que nous allons proposer un second algorithme, basé
sur le calcul des bases de Grobner.

Algorithme 8 : Entrées : S(a) un systeme différentiel de S(C(2, k,k)), Qq
matrice associée a S(a)
étapel. Construire le systeme algébrique p(a) associé a S(a).
étape2. Transformer p(a) en p(b) par la matrice Q.
étape3. Résoudre p(b).
étaped. Construire :

E(a) = (9%,...,567) tel que (zg,23) =Q,' [ ... | ou (g;é,g%) e £(b)

étape5. Retourner £(a).
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Chapitre

Sur 1’étude qualitative de systemes
différentiels polynomiaux cubiques plans.

L’un des problemes classiques de la théorie qualitative de systemes différentiels
est celui de la caractérisation de la stabilité locale des points d’équilibre. Ce pro-
bleme est completement résolu pour les systemes différentiels quadratiques plans,
d’abord par C. S. Siberskii en utilisant la théorie des invariant algébrique par rap-
port a l'action GL(2,R) pour les systemes différentiels polynomiaux quadratiques
sans termes libres puis completé par D.Boularas et N.I.Vulpe pour les systemes dif-
férentiels polynomiaux quadratiques complets.

Dans cette section, notre but est de montrer comment caractériser la stabi-
lité locale des points d’équilibre des systemes S(C(2,3,R)) a l'aide de covariants
centro-affines. Pour cela nous allons d’abord nous intéresser aux systemes différen-
tiels S(C(2,2,R)) car nous connaissons un systeme minimal de générateurs F de
covariants centro-affines.

Faisons un bref rappel sur la stabilité locale.

5.1 Stabilité locale et covariants centro-affines

Définition 5.1.1 Un point d’équilibre xoy = (z,x3) est dit stable, si pour tout € > 0
il existe un & > 0 tel que toute solution @™ (t) de S(a) avec la condition initiale
x(ty) € R? a distance § de l’équilibre xy reste a distance € pour tout t > to. L équilibre
xq est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 5.1.2 Considérons le R—espace vectoriel Ms(R) des matrices 2 x 2. Le
spectre d’une matrice M € My(R) noté o est l'ensemble des scalaires \ tel que la
matrice M — X, ou I est la matrice unité, n’est pas inversible. Autrement dit :

oy ={\ € C,det(M — \I) = 0}.
Les scalaires \ sont les valeurs propres M.

Proposition 5.1.1 Deuz systemes différentiels S(a) et S(b) de S(C(2, k,R)) sont dits
topologiquement équivalents, s’il existe un homéomorphisme

h:S(a) — S(b)
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Sur I’étude qualitative de systemes différentiels polynomiaux cubiques plans.

qui transforme les trajectoires de S(a) en les trajectoires de S(b).

Les systemes différentiels linéaires planaires autonomes sont completement réso-
lus par une théorie développée dans 'algebre linéaire. Par conséquent, la stabilité
de 'origine d'un systeme différentiel planaire donné S((a}); j—1,2) est connue. Henri
Poincare [I7] a donné une classification topologique complete des systemes différen-
tiels planaires S ((a;)iJ:LQ) selon le signe des valeurs propres \; et Ay de la matrice

(a5)ij=12-

Définition 5.1.3 Soit S(a) :

dx? s
e pg 1)(3:1, z?)
dx? s
di —pg 2)(I17x2>

un systéme différentiel donné de S(C(2, k,R)). La matrice jacobienne Jq)(xo) définie
enxg = (x5, x3) par :

dpy'(zo)  dpy'(xo)

dat dx?
T(a)(20) =
dp3’ (o) dpy’ (o)
dat dx?

est dite matrice jacobienne associée a S(a) en xg.

Définition 5.1.4 Le point d’équilibre xy est dit hyperbolique si et seulement si le
spectre 0.7, (xo) €st inclu dans lensemble {\ € C, ReA # 0}.

Soit x¢ un point hyperbolique. Considérons le systeme différentiel linéaire sui-
vant :

dy1
dt y'
= J(a)(20) (5.1)
dy® y?
dt

apppelé le linéarisé associé au systeme S(a) en xo, qu’on note par L, (a) ou
yt =o' —xl et y? = 2? — 3.

Ja)(z0) n'est pas dégénerée. Ainsi, I'unique point d’équilibre du systeme diffé-
rentiel linéaire L,,)(a) est trivial. D’apres le théoreme de linéarisation de Hartman-
Grobman [16], le comportement des solutions du systeme différentiel S(a) et le
comportement des solutions du linéarisé L,,)(a) sont topologiquement équivalents
au voisinage de xg. Ainsi, la stabilité du point d’équilibre xy pour le systeme donné
S(a) peut étre déduite de la stabilité du point d’équilibre (0,0) du systeme différen-
tiel E(xo)(a).

Une classification de la stabilité de xg peut étre déterminée selon les éléments de
similarité de la matrice jacobienne J(q)(z0).
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Comme les éléments de similarité sont des covariants centro-affines, I'idée est de
caractériser le signe des valeurs propres A\; et Ay du jacobien Ji,(2) d'un systeme
S(a) donné en un point d’équilibre hyperbolique zy du systéme considéré a ’aide
de relations algébriques ou semi-algébriques en covariantes centro-affines pour ces
systemes.

5.2 Systemes différentiels polynomiaux quadratiques plans

Un systeme minimal de générateurs de covariants centro-affines est connu pour
les systemes différentiels polynomiaux quadratiques plans. En effet, dans [[19], voir

page 25-41], 16 invariants centro-affines I, ..., I et 20 covariants centro-affines
K1, ..., Ky sont donnés pour les systemes homogenes quadratiques plans :
oY a B 7 q pq
L = a3, Iy = ap,ap,a07.a 0 sePIem™s
_ a.f — q%qB pq
Iy = agay, Lipy=a a5auaaqame ,
_ B Pq — B g TS
I3 = apaaqams , I = apaqraﬁsaowaé“e €
— a%a® qy era — B 1 pa
Iy = ajag,ale™, Ly = ajal,ah.a a(;a ghle"s
(5.2)
I = a, aﬁ ebd, I3 = a, aﬁ al.al ,alt ePicrs
5 — g aﬁ 3 vsYaB su
By Pa - By 5 Pq
Is = apavaaqaﬁ € Ly = aparaaqaﬁsawawa g"’
B 5 Pq _ B v 6 B pPq T8 kl
I; = apraaqaﬁs als€?e™, Iis = ap.ag.0] 05,05, ay, e e
_ B Y 40 ~pgars — B, pq
Iy = ap.ala5,a5 €M™, Lig = aja Balad, aﬁsawawa g”’
_ a .B — AP A2 BY
K, = ags”, K= apag, T xlep,,
— 4P g — B 3
Ky = aba“xle,,, Ky = agay, a(;“x T
— B a7, — 9,8 ",
K5 = A3 T Kis=a aaﬁaéuq; T
_ a. B — B 5 e
K, = aja,zx7, K= apaaqa/%a THe
_ P La,.B,q — B 6 pp e
K5 = apza®2Paley,  Kis = agag,ap,alsrte
(5.3)
_ a B oyad _ o, B W ~Dq
Ko = agga sz7a’, Kig=a aﬁqaa”awx eb,
_ a B .0 _ B JTpn Y
K; = a5, G527 2°, Ki7 = ag,al, aéum xha”,
— a%d®a) 20 — B 0 Pe
Ks = ajasa,z2°, Kig = a,,a,,a5,05 7 2" e

— B doPq = Bay v Pq
Ky = aapawaﬁax el Ky = apayaaqaﬂu 5:1: ebe,

B pq _ B 47 A0 H .V oDgoTS
Ky = aapaaqaﬁ,yx € Koo = ap,ap,al a, a5 2" eMe
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D’autres invariants [z, ...,

136 et covariants Ko, ...,

K33 [1 21] completent cette

base pour former une base polynomiale pour les systemes différentiels quadratiques

complets plans :

L7

Ios
Iy
I
I
Kan
Ka
Kas
ien
Ko
K

K33

aﬂaiﬁ, Iy
a“alab ey, Iog
a B oY
agag,,a’, Iy
ad aaﬁ 130
P a9
agata’aley,, I3
a B o~ 6
agpd.sa"a’, I39
a B ~,.6
ag.,a,sa"a’, I35
aaaaﬁ Zyﬁa‘s Isy
a® aP al.a%ere, I
ap™yq™pé 35
a® aP al.a%ere, I
apyqps ) 436
alxle,,,
D 4% 0q
aba®xle,,,
apaiﬁxaxﬁapq,
aPalal xPaxve

a™ By pg>
aaaﬂa’;ﬁxqqu,
aozaﬂéag)7 )

B 4 Pq
a® apaaqﬂawaaux €

P 48474
U, 030" AT A" E g,
B 3

aﬁa awa a

a,B

u
a a ,B%,ﬂ a

CL(]JB

H=Pq
p Qag CL57

CLCLﬁ

HcoPq
p Aag arest,

aﬂuav

B ab

H Pq
ayag,al,,assate

B H
aﬁya %,ﬂ ata¥

154 0
a® a aﬁya

upPag 6al‘a gpq

a®a’a)

v .pq
p v aqaﬁu 6a8 )

a®.a® a)

6 B v pq-Ts
prOugQasApy A5, @ €€

0

Kor=a aﬁ aﬁéa:

anBapa? 14
Ko = a%a ala, 5T pg,

a“a?cﬂ aﬂ(;x“

Ko

B
a® a g,

Kg[) CLIBB.%IJ’

a,B Y 40 v
K3 = a%a agsa,,x"x”,

B
K3y = a“a’a’ ﬂawawx

Soit S(a) un systeme différentiel de S(C(2,2,R)) :

s
dt

s
dt

a' +alz! +ale? 4 ol (2!

a? + a’z' + a?z? + o (2!

)? 4 2a! a'x? + al (2?)?

)? + 202 x'a? + a2, (x

2)2

Supposons que les polynomes de droite de S(a) sont sans facteur commun de
degré > 1. On veut étudier la stabilité locale de S(a) a 1’aide de covariants centro-
affines. Pour cela nous allons d’abord déterminer une matrice de transformation (),
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qui va nous permettre de transformer S(a) en un systeme S(b) équivalent dont les co-
efficients sont des covariants centro-affines. Dans [19] une matrice de transformation
(), a été donnée. En effet, considérons la matrice carrée g, définie par :

« [0
—Qa )
Ga = 5 5
« Voars « Y TS
aoﬂ‘aslaﬁyg a’ozra52a5fy€
¢, est une matrice associée a S(a) de déterminant |q,| = Io. Si Iy # 0, alors Q,
définie par :
e [0
1 Qo )
Qa = ]_ 5 5 (56)
9 « Y TS « Y T8
aaraslaﬁyg aara’52aﬁ7€

est une matrice inversible associée a S(a).

La transformation linéaire

5 :Qa 2

1 a 0
b = a%a,
bQ _ laiaa CLB a’}’ ers

- Iy arsi By )
1 _ 1 4 u, o B ,7 ~rs~jiv
by = £aj 000,005,
1 U 4 a0 1V
by = —ayaq,a;e™",
2 _ 1 i a B Y P a0 .t s lk_jiv
b = 72 0y Qo Qi@ gy Oy U Uy € €€,
2 _ 1 i a 8,7 40 ~rs~jiv
by = —40505,05,05,05,8 €,
1 1 ou i a B 7 40 t 8 TS j1vpq jow
b, = 72 @iy j Dar Cso @ 3 AgpQau Oz €7 EPTERY,
2 1.4 a B .7 ju v 0 n omow 7S j1q  ptoj2f ki
b11 = Ig,aj1j2am,asiaﬁ,yaupatqawankawamws gldgPtei2lght
1 _ 1 .a B Y5 u T T8 ~j1t ~jov
b12 o Igaavaﬁrastaé'yauva’jljgg g7nrem,
2 1.0k o B ju B T TS APGjiv ~jow
b12 - [92att‘)a’kwaarasiaﬁyaupaqvaﬁfye grelte )
bt = a . ab a ad.elvelzw
22 J172 v cw P an )
2_lo¢5’75ui s jit ~jov
b22 - [gaarasiaﬂyaévauvajljgg el

Z‘?j?jl?jZ?a?/B?e?ﬁY?é?M?r7s7t7v7p7q7t7u7m7n7 k7l7w G {172}'
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A T'aide de I’Algorithme 2 [6] on a :

(b = Iy, (v = %126’

b= - (LI +2hs), | 0 = Q2L - L) - ggpll,
by = —1I, by = %h—l—ﬁ(hh—i—?h:&)a
b= %—l—ih, Vo= ﬁ]m

b= 0, o= 1o tir,

b, = I, b2, = 0,
| @ = Ky, | @ = £Ku

(5.7)

Pour étudier la stabilité locale du systeme S(a) a l'aide de covariants centro-
affine, nous devons dans un premier temps déterminer ses points d’équilibre. Comme
nous avons transformé S(a) en un systeéme S(b) a coefficients covariants centro-
affines, nous pouvons déterminer 1’expression des points d’équilibre de S(a) a 'aide
d’expressions covariantes. En effet, a I’aide de I’algorithme [7], nous pouvons déter-
miner une résolvante R(x') du systeme différentiel S(b). Ainsi R(z') est de degré
au plus 4 donnée par :

4 ~3 ~2 ~
R(x') = Az' 4+ Bx! +Cx! + Daz'+ E
ot 3 2 2 3 2

A= IE (5.8)

NI2Iy — LT3 — LT3 + L I3 — 2131015
13
2]4]7]15 - 2]9%]13 + 2]7]9]13
+ IE
9
SI2IE — IFI21y — I3I713 + 5125 + 201112113
c = 8I3

9
- 4111417115+411I4g9115+8111719113
813

AL L3124 8I2I2 — 16131417 Iy + GI2I32
+ 3 5.10
ARl = 21315 + 82y i — 16113 1y + 201513,
813
8[5)[17 - 8[4]13]15 — 12]9[123 - 16]9]15]26
- 8I3
9
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BLI2+ BI3 — I3 — Iy — 612125 + 212121,
D 813
ATl AR LTIy + AL T3 1402 + 16131215
81
| BI iyl QN I2I2 — AL I2T;Iy + 1612115117 — 83,

817 (5.11)
QL3I + 8L Ly — 8L Ty + 121 T3 + AL Ly I3
813
AL Is + A2 Ig s + 161,17 Ig g + 161719113117
813

PI2L; + 212 Lo Lys + I212 13 + 20 aTeTog + 211 Iy Lo
E = 4T3
+41117[13117 + 46 IgI31h7 + AL 13106 + +419 15 + 417117
472

(5.12)

A laide de 1} on peut calculer I'ensemble des points d’équilibre £(b) du sys-
teme S(b).

Par conséquent, un point d’équilibre (x}, z2) de £(a) peut étre déterminer a I’aide

d’expressions covariantes. En effet, soit (xg, 23) un point d’équilibre du systeme S(b),

t
1
on déduit que (Qal ( {g >) est un point d’équilibre du systeme S(a).

Ly

Passons maintenant a 1’étude de la stabilité locale d’un point d’équilibre.

Soit S(a) un systeme différentiel polynomial quadratique complet plan, tel que
zo = (x}), x3) un point d’équilibre de S(a). Le polynome caractéristique x(A) de la
matrice jacobienne J4) (o) associée a S(a) est :

X(A) = N = Atrace Ty (wo)) + det J(a) (o).

Alors, le linéarisé associé a S(a) en xy est donné par :

1 1 1.2 1.1
Li = a4 2ay,75 + 2a1,25;
11 11 1.2,
Ly = ay+ 2a5575 4 2a97;
2 2 2 2 2 1.
Ly = aj+2aj,75 + 2a7,x4;
2 2 2 1 2 2
L5 = a3+ 2a7,my + 2a5,7;.
Ainsi,
1 2 1.2 1 1 2 1 2 2
tracej(a)(:co) = (ay + a3) + 2(ay,w5 + ay 7 + ajyrg + agyy),
et
1.2 1.2 1.2 2 1 1.2 2 131
det j(a)(ﬁfﬂ) = (aja;5 — azay) + 2(aya%y + a3a7; — azay; — aja,)x

1.2 21 1.2 2 1\..2 1 2 1 23\.1.2
—|—2(a1a22 + a5a19 — A5075 — AT059)T" + 4(“11%2 - a22a11)x z

+4(ajyafy — ajyaiy)(2')? + 4ajya3, — asyaiy)(2?)?,
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qu’on peut écrire :
traceJ(q)(zo) = A+ 2B(x0) (5.13)
1
det Jy (o) = 50 + 2J(x0) + 2M (x0))

ou :
_ « _ P49 TS
A = as, C = adlal g,e™,
_ a B _ Paqd O rs
B(zo) = osTo, J(xo) = dlal,xhepe",
_ 0 A9 B rs
M(zg) = b A epTHTGEpgE"™ .
tel que :

a7ﬁ7p7q7r782{172}'

Proposition 5.2.1 Les éléments de l'ensemble S = {A, B, C, J, M} donnés par (5.13),
sont des covariants centro-affines pour S(C(2,2,R)) et sont polynomialement indé-
pendants, tel qu’aucun des éléments A, B,C, J, M ne peuvent s’écrire polynomaiale-
ment en fonction des autres.

Preuve. A I'aide de [[7],page 170-245], A, B, C, J, M sont des covariants centro-affines
pour §(C(2,2,R)). Les éléments A et B de la famille S sont polynémialement in-
dépendants puisqu’ils sont des éléments du systeme minimal de générateurs des
covariants centro-affines pour S(C(2,2,R)).

GL(2,R

Rappelons que la R-algebre R [z] ) des covariants centro-affines pour S(C(2, 2, R))

est graduée
GL(2,R
R [z] 25 = @ A(do,dhdzﬁ)
do,d1,d2,0€EN

olt A(dy,d,,do,5) €5t le sous espace vectoriel des covariants de type (do, d1,ds,0). Par

conséquent :
A€ A(O,l,O,O) B e A(o,o,l,l) Ce A(o,z,o,o)

J e A(0,1,1,1) M e A(o,0,2,2)

De plus, si un covariant de la famille S peut étre écri en fonction des autres cova-
riants, alors son type peut s’écrire comme une combinaison linéaire de leurs types
[6]. Ainsi, il suffit de vérifier que C' ne peut étre généré a partir de A, J ne peut étre
généré a partir de A et B; et M ne peut étre généré a partir de B.
En effet, —ala? est un terme de C' mais pas A?; ala?;z! est un terme de J mais
pas de AB; —al,a?,x'z? est un terme M mais pas de B2

]

A Taide de I'algorithme 2 [6], les covariants centro-affines A, B, C, J, M peuvent

s’écrire comme suit :

A - [1, C — 112—[2,

B(zg) = Ki(20), J(xo) = ©LKi(z0) — Kz(wo),

69



Sur I’étude qualitative de systemes différentiels polynomiaux cubiques plans.

Alors :
traceJ(a)(ro) = I + 2K, (x0)
1
det J(a)(20) = 5([12 — Ip) + 2(1 K (20) — Ka(wo)) + 2(K7 (20) — Kr(0))
et

A = (traceJq)(z0))” — 4det Tia) (o)
= 12+ 2L, — 4K (20) (I, + K1 (20)) + 8(K3(xg) + K7(x0)).

Proposition 5.2.2 Soit S(a) un systéme différentiel polynomial quadratique plan donné.
Les points d’équilibre de S(a) peuvent étre caractérisés a l'aide des covariants centro-
affines suivant :

{]1, ]2, Kl, Kg, K7}

Théoreme 5.2.1 Une classification de la nature des points d’équilibre xo d’un sys-
teme différentiel polynomial quadratique plan, est donnée par le tableau suivant :

Type E(zo) | F(zo) | (E(20))* — AF (o)
point selle — i
noeud stable — + +
spirale stable — + —
noeud instable + + +
spirale instable + + —
centre 0 + —
noeud stable dégénéré — + 0
noeud instable dégénéré + + 0

ou
E(,Io) = Il + 2K1(l’0)

F(xg) = %([12 — 1) 4+ 2(1 K (20) — Ks(x0)) + 2(K7 (o) — K7(x0))

Nous allons illustrer notre idée développée ci-dessus a 'aide d'un exemple.

Exemple 5.2.1 Nous reprenons l’ezemple (4.2.1). Nous avons déja déterminé les
points d’équilibre. Ainsi, d’aprés le Théoréme [5.2.1) les points d’équilibre peuvent
étre caractérisés a l'aide des covariants centro-affines suivants :

{[17[27 K17 K37 K7}
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Alors :

(zd,yd) = (=1, 1) est un centre, car :
E(CL’()) =0
F(ZL’O) =2

(E(zo))? — 4F () = 2.
(xh, yb) = (0,1) est une spirale instable, car :

E([Eo) =3
F(Jfo) =3
(E(x0))? — 4F (20) = —3.

5.3 Systemes différentiels polynomiaux cubiques plans

Notons que la connaissance d’un systeme minimal de générateurs F de covariants
centro-affines d’'un systeme différentiel polynomial donné de S(C(n,k,k)) simpli-
fie le probleme de transformation de ce dernier en un systéme a coefficients cova-
riants centro-affines. Il nous est toujours possible de déterminer un systeme minimal
de générateurs de covariants centro-affines pour un systeme différentiel donné de
S(C(n, k,k)) grace aux différents algorithmes et théorémes vus précédemment, mais
les difficultés calculatoires ainsi que la complexité des algorithmes utilisés peuvent
nous freiner.

Considérons les systemes de S(C(2, 3, R)). Un systeme minimal de générateurs de
covariants centro-affines de 1’ensemble des systemes différentiels quadratiques com-
plets S(C(2,2,R)) est connu. Par conséquent, les covariants centro-affines des parties
linéaires et quadratiques de I’ensemble considéré S(C(2, 3,R)) peut étre décomposés
en & ={h,..., I3, K, ..., K33} et pour 'ensemble des covariants centro-affines des
parties cubiques, il suffit de le réduire modulo GL(2,R).

Soit S(a),a = {aivaiwafvzﬂ’&367}121,2;04,@7:1,2,3 un systeme différentiel donné de
S(C(2,3,R)). Supposons que les polynomes de droite de S(a) sont sans facteur com-
mun de degré > 1. Comme pour le cas quadratique, étudions la stabilité locale de
S(a) al'aide de covariants centro-affines. Nous devons dans un premier temps déter-
miner une matrice de transformation ), qui va nous permettre de transformer S(a)
en un systeme S(b) équivalent, dont les coefficients sont des covariants centro-affines.
Dans [20] une matrice de transformation @), a été donnée. On a :

0, = a“e1q a%“Eoq
¢ a®aleg  a®alegy
avec

|Qa] = —a%alabe,,
Supposons que I3 # 0, alors la transformation linéaire :

<§>=%(§>
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transforme S(a) en un systeme S(b) dont les coefficients sont donnés par :

5:{11,...,

1 _ paa
b = aPaley,,

1
1 _ a,d. B
by = [18a a’alajeqs,
2 a B0 49 A
bi = —18a a”ab ay agepg,

1

1 _ o, B0,

by = o atafaPal g€y,
18

bl = I —-a“d’aPa)) a/\ﬁapq,

bi, = i) —a aﬁapaw\aﬁa Epg>
BalaPa?

bl = i —a“a’a’adPa aﬁa(saw\“epq,

1 B 46 4P Y
b211 I —a“a’a’a aﬁa al A6Epas
B DY
—a“aPalaPa af%vepq,

b}
221 = 3,

1
iy = I —a%“a’Pa’aPa? B6EDO>

[36, K]_,

de l'algorithme 2 [6], on a :

(

bt = 0

o= I

b% = _Il

by = -1

b = 5(L—1I})

v = 0

b%Q = %

b3 —L (Iy7 + Io111)

bi, = % ([27 + In Iy — L1i7113)
i

b =

b1y

b%l =

2 _ a4
b* = aPalaep,,

—a%aPal
18

afpgs
—aaPabalep,,

1
2. = —agta“aPaP
622_1 ata“a’abal sep,
18

1 H B

bl = 7 a®aPalar (Z)\ngq,
18
1 Eaal p

b = 720 a“a’alya aﬁa Epg

18

P

1
2 B 0l
bl = I a®a’a’a’a aﬁada avwapq,

A
zapa 7A55pq7

1
b, = ]—a “aPa’a’a)a

1 B Y
b, = j_—a aPala’a Taba 755qu,

1
b2y = ]—a “aPa’a’abal 0psEDg-

, K33} est un systeme minimal de générateurs des covariants
centro-affines pour les systemes différentiels polynomiaux qudratiques plan. A I'aide

(—2L1 17 + Iloy + 2@sIhg — 317151 + 211 11711s)

Ifg (Isolis + 201 1oy — Iolyy — 2Lhglg + 3171y — 211 117148)
77 - (Iodoy — 2@p401g — TI3 Iy — 512157 + 512117115

+311 Iy dy1 — 201 Io0L1s — Inli7]hs + 411 11g1h).
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On notera par :

_ 40,80 DAY AN M LT — o B0 VY AN gD A4
I =a%a’a’aPalazagany epq, M = a%a’a’a’ajagasalal Epg,

VYA
J = a*d’a’aPajyalal,sepg, N = a“a’a’a’alayabal,sep,
K = a®*d’a’aPalaly. epg, O = a®a’a’a”alabal g5y,
L = a®a’a’aPal ysep,, P = a®aPa’a” abal gsep,

les covariants centro-affines pour la partie cubique. Par conséquent :

I M
bhl = ?3,87 b?n = I_fg?
J N
b%n = ?38: bgn = I_f’s? (5 15)
K 9, '
b%Ql = E’ b%Zl = 1_1387
L P

1 _ 2
b222 - Ig ) b222 - I3 .
18 18

Soit S(a) un systeme donné de S(C(2, 3,R)) tel que I15(a) # 0. Par la matrice de
transformation @), donnée précédemment, S(a) se transforme en un systéeme S(b) a
coefficients covariants centro-affines. On a vu que la recherche des points d’équilibre
d'un systeme différentiel de deux variables pouvait se résoudre grace a l’algorithme

. Or, pour le cas cubique nous seront amenés a résoudre une résolvante R(z!) de de-
gré au plus 12. D’ott une complexité importante pour exprimer les points d’équilibre
d’un systeme donné S(a) de S(C(2,3,R)) a l'aide d’expressions formées de cova-
riants centro-affines. Les bases de Groébner sont un bon outil pour déterminer ces
points d’équilibre. Ainsi, il est préférable d’utiliser I’algorithme [§] basé sur le calcul
des bases de Grébner.

Si (;6753) un point d’équilibre du systeme S(b) alors | Q,* o est un

point d’équilibre du systeme S(a). Soit xy = (x}, 22) un point d’équilibre de S(a).

Le polynome caractéristique x(A) de la matrice jacobienne [J(q)(z9) associée a S(a)
est :
X(A) = N2 = Atrace Ty (wo)) + det J(a) (o).

Le linéarisé associé a S(a) en x est donné par

Li = a% + 25&237% + Qahxé + 3a%11(:c(1])2 + 6a%12x(115’7(2) + 3ai22(:c3)2;
L% = a% + 26&2% + 2“52%2) + 3“%12@(1))2 + 6“%22%@8 + 3“522@3)2?
L% = a% + Qa%ng + Qa%xé + 3a%11(a:é)2 + 66&1235(1@(2) + 36&22(353)2?
Ly = a3+ 2afyxg + 205,75 + 3ai)y(25)” + 60395007 + 350, (7).
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Comme '

traceJ(q)(20) = L;
et

det J(a)(20) = %L%?ngpqgm
On a :
traceJ(q)(wo) = ag + 2aa6x0 + 3aa57xgxg
et
%(apaq quars +4adPal xfepe™ + 6apasa£a:0 :r;o epqe
det J(ayz0) = +4aP a sﬁxo xgapqem + 12a? a sﬁyxo THXEp "™

B 5
+9a7, 508 576 T T TEPE™)

Dans ce qui suit, notons par :

A= a; Blx) = adyup;
C(xg) = aﬁvxgxo, D = aPal epe™
J(z0) = aPal xiepe™; K(xy) = afasaﬁxg‘xgqusm; (5.16)
M (xg) = aﬁaagﬁxgxgepans N(zo) = af,alz, x§ el 1 pge™

_ P q a, B, 7.6 s
Ul(zo) = Ao fAsysLoLoLoLoEpgE

tels que :
a7/87p7Q7T7S - {]‘72}'

On remarque que :
Théoréme 5.3.1 Les éléments de l’ensemble L = {C,J, K, M, N,U} o1,

C(wo) = a%g, 707y J(xo) = abaf, xgepe"™
K(zo) = a’pasaﬁxﬂ xggpqg M (zo) = afaagﬁl'gxggpqgrs

_ B,y rs _ P q a,B,7,.6 rs
N(xo) = am%ﬁy%xoxo%qg Ul(zo) = 08 sysLoLoLoL0EPE

sont des covariants centro-affines de S(C(2,3,R)) qui sont "polynomialement in-
dépendants” en ce sens qu’aucun des éléments C,J, K, M, N,U ne peut étre écrit
comme une fonction polynomiale des autres.

Preuve. En effet, d’apres le théoreme de Gurevich , C,J,K,M,N,U sont
des covariants centro-affines du systeme de générateurs de A(2,3,R) des covariants
centro-affines des systemes différentiels S(C(2,3,R)). Rappelons que le k-algebre
A(n, k,k) des covariants centro-affines de S(C(n, k,k)) est gradué :

An, k. k) = @agdy,....drenAldo,ds,...dy)

ot A(dg,d,...a,) est le sous-espace vectoriel des covariants de type (do,d,...,d,),
(1 <r <k). Par conséquent, si un des covariants C,J, K, M, N, U, peut étre gé-
néré par les autres, alors son type peut étre décomposé comme combinaison linéaire
de leurs types [3], ce qui est impossible. m
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Corollaire 5.3.1 Les éléments de l'ensemble A, B, D,C,J, K, M, N,U sont des co-
variants centro-affines de S(C(2,3,R)) et ils sont polynomialement indépendants.

Proposition 5.3.1 Soit S(a) un systéeme différentiel polynomial cubique plan.
Les points d’équilibre de S(a) peuvent étre caractérisés a l’aide des covariants centro-
affines suivants :

{1, I, Ky,C,J,K,M,N,U}.

Théoreme 5.3.2 Une classification de la nature des points d’équilibre xo d’un sys-
teme différentiel polynomial cubique plan, est donnée par le tableau suivant :

Type E(wo) | F(wo) | (B(wo))? — 4F (z0)
point selle — +
noeud stable — + +
spirale stable — + —
noeud instable + + +
spirale instable + + —
centre 0 + —
noeud stable dégénéré — + 0
noeud instable dégénéré + + 0
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Conclusion

Les bases de Grobner sont une théorie attrayante de par leur conception et leur
puissance dans la résolution des systemes d’équations polyndmiales. C’est un outil de
la théorie de I’élimination. C’est pourquoi elles engendrent la résolution d'un grand
nombre de problemes mathématiques et applications dans différents domaines scien-
tifiques. Elles permettent en particulier le passage entre la géométrie et ’algebre.
Evoluant dans la théorie des idéaux de plusieurs variables, il est évident que la dif-
ficulté de leur calcul est liée au degré et au nombre des variables des polynomes.
Il est nécessaire d’apprendre a maitriser 1'outil informatique et savoir faire le bon
choix d’un langage ou d’un logiciel lorsqu’on on veut appliquer les bases de Grobner.
L’implémentation d'un algorithme est aussi importante que sa conception.

La théorie des invariants algébriques des équations différentielles est 1'un des
outils les plus importants dans la théorie qualitative des systemes différentiels po-
lynomiaux. En effet, en partant d’un systeme différentiel polynomial quelconque,
sous l'action d'un groupe de transformation linéaire tel que GL(n,k), il nous est
possible de construire un systeme différentiel polynomial a coefficients covariants
centro-affines. Ainsi, la connaissance d’un systeme minimal de générateurs de cova-
riants centro-affines d’un systeme différentiel polynomial donné, simplifie le probleme
de la décomposition des coefficients. Grace au théoreme de Gurevich, nous pouvons
déterminer un systeme de générateurs de covariants centro-affines pour un systeme
différentiel polynomial donné. Ce systeme de générateurs peut étre réduit en un sys-
teme minimal grace aux algorithmes basés sur la théorie des bases de Grobner. En
effet, nous avons décrit une méthode algorithmique nous permettant de déterminer
une base de l'algebre des covariants centro-affines d’un systeme différentiel polyno-
mial a coefficients dans un corps de caractéristique zéro.

A Taide des covariants centro-affines nous pouvons identifier une famille de sys-
temes differentiels polynomiaux a une forme de systéeme bien précise dont les coeffi-
cients sont des covariants centro-affines. Par les bases de Grobner, on peut calculer
les points d’équilibre de cette forme et par la suite, grace a la théorie des invariants
nous sommes capables de caractériser la stabilité locale d'un point d’équilibre de
cette forme. On peut faire une classification affine d'un systeme différentiel poly-
nomial de dimension finie a coefficients dans un corps de caractéristique zéro par
rapport au groupe de transformations centro-affines. Cette classification peut étre
généralisée a un groupe de transformation affine.

Enfin, si on parvient a dépasser les difficultés calculatoires nous pourrons alors
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Conclusion

exprimer des propriétés géometriques d’un systeme différentiel polynomial donné
a l'aide de relations algébriques ou semi-algébriques de leurs coefficients. On verra
alors la puissance des bases de Grobner ainsi que celle de la théorie des invariants
dans I’étude des systemes différentiels polynomiaux.
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