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Symboles et abréviations

Aj(s) : le projecteur de s sur I’espace V; .
a : le facteur d’échelle de la TO.
b: le facteur de translation de la TO.

Bfa,q : I’espace de Besov avec comme parametres de douceur s, p et q.

Card : le cardinal d’un ensemble.

Cs(a,b) : la transformée en ondelettes du signal s au point b et a I’échelle a.
C,, :la constante de la condition d’admissibilite de I’ondelette .

Dj(s) : le projecteur de s sur I’espace W; .

db : abréviation de Décibel.

dl : le détail & I’échelle j et & la position n.

E (s): I’espérance mathématique du signal s.

EQM : I’erreur quadratique moyenne.

f: le filtre d’interpolation.

G : la fenétre d’analyse dans la transformée de Gabor

h : le filtre passe— bas du banc de filtre utilisé pour la transformation en ondelettes.
h : le filtre h retourné tel queﬁ(n) =h(n)

h : le filtre dual de h.

g : le filtre passe— haut du banc de filtre utilisé pour la transformation en ondelettes.
g : le filtre g retourné tel que g(n) = g(n)

g : le filtre dual de g.

GCV : la validation croisée généralisée.

| : la matrice identité.

L? :’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable.

M, *:le moment d’ordre k de I’ondelette v.

N : le nombre de donnée.

R : I’ensemble des nombres réels.

OCV : la validation croisée ordinaire.

Q : la matrice de covariance du bruit.

s : le signal a analyser.

S : latransformée de Fourier du signal s.



sﬁ, . I’approximation a I’échelle j et a la position n du signal s.
S : la matrice de covariance des coefficients en ondelettes du bruit.
SURE : I’estimateur de risque non biaisé de Stein.

TF : la transformation de Fourier.

TG :la transformation de Gabor.

TO : la transformation en ondelettes.

X : la variable spatiale.

y: le signal bruité .

v : un coefficient d’ondelette non bruiteé.

V;j : I’espace vectoriel de I’échelle j.

w : un coefficient d’ondelette bruité.

w; : un coefficient d’ondelette apres seuillage avec un seuil A.
W : matrice de la transformation en ondelettes.

o : une mesure de préservation de contours.

p : la mesure de corrélation.

¢ :I’entropie.

Jij - le symbole de kronecker.

Agty * la durée temporelle utile (résolution temporelle).
Ag(y * la largeur utile du spectre (résolution fréquentielle).

v :I’ondelette analysante.

y * :le complexe conjugué de

¢ :la fonction d’échelle.

®,&: pulsation (o=2r fréquence).

o : transformation en ondelettes du bruit.
A :le seuil appliqué aux coefficients d’ondelette.
A* :le seuil optimal.

Auniv :le seuil universel.

¢ : la distribution du bruit.

® : la fonction de répartition du bruit

o :le niveau ou I’écart type du bruit

V2 :approximation du Laplacien.
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Introduction générale

Bien que les techniques d’acquisition d’images soient en évolution permanente, la plupart des
systemes imageurs fournissent des images bruitées, ce qui rend leur exploitation directe
difficile. Souvent, on recourt & des techniques post—acquisition pour I’élimination du bruit.
Les techniques spatiales ont été les premieres a étre utilisées dans ce domaine, mais elles ont
I’inconvénient de lisser les contours. D’ou I’intérét d’utiliser des techniques se basant sur des

informations spectrales en plus des informations spatiales.

Par ailleurs une transformation espace—échelle est mieux adaptée aux signaux non-
stationnaires comme les images. Une telle transformation se base sur la théorie des ondelettes
et des algorithmes rapides ont été congus permettant I’obtention de cette représentation d’une
maniere simple. Les algorithmes les plus connus dans ce domaine sont I’algorithme de Mallat
qui permet d’obtenir une représentation multi-résolution, I’algorithme a trous sans décimation
qui est invariant par translation et I’algorithme de Mallat sans décimation qui rassemble les

avantages des algorithmes précédents.

Nous concevons I’élimination du bruit comme une opération d’estimation d’une fonction
inconnue a partir de données bruitées avec comme principal objectif la minimisation de
I’erreur quadratique moyenne. Plus précisement, nous proposons les techniques se basant sur
le seuillage des coefficients d’ondelette. Pour estimer I’erreur quadratique moyenne nous
avons utilisé I’estimateur de Stein non biaisé (SURE) cependant cet estimateur nécessite une
mesure du niveau du bruit. Un autre estimateur qui est la validation croisée généralisée (GCV)
ayant I’avantage de ne nécessiter aucune connaissance a priori sur le niveau du bruit a été

utilisé.

Nous étendrons cette méthode d’élimination de bruit au cas d’images affectées par un bruit
coloré, en effectuant un seuillage dépendant des niveaux et nous prospecterons I’apport d’une

transformation invariante par translation a I’amélioration des résultats.



Pour évaluer les performances de ces techniques, nous considérons le rapport signal sur bruit
des images debruitées. Nous complétons notre évaluation par des mesures de correlation et de

préservation de contours.

Cette these est organisée de la maniére suivante : le premier chapitre est consacré a une
présentation de la transformation en ondelettes et les algorithmes rapides pour son
implémentation. Le deuxieme chapitre présentera le principe du seuillage des coefficients en
ondelettes et I’erreur quadratique moyenne comme critere d’élimination de bruit. Les
estimateurs de I’erreur quadratiqgue moyenne seront exposés dans le troisieme chapitre. Dans
le quatrieme chapitre, nous examinerons I’extension de cette méthode de filtrage aux images
corrompues par un bruit coloré. Enfin, le cinquiéme et dernier chapitre contiendra les résultats

avec I’évaluation qualitative et quantitative.
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1.1. La transformée de Fourier a court terme:

La transformée de Fourier a court terme, consiste en la projection d’un signal s sur un
ensemble de fonctions bien localisées en temps et en fréquence (fenétres). Elle est définie par
le produit scalaire [Gab40]:

TG(s)(o,b) =<5,G,, >= Is(x)G*(x - b)e‘j“’xdx (1.2)
R

Ol G, p(x)=el*G(x-b). (w,b) e R?

La formule (1.1) s’exprime dans le domaine fréquentiel grace au théoréme de Plancherel :

TG(s)(,b) = 2—1n [5G @E-w)e e (1.2)
R

Un certain nombre de fenétres est utilisé telle que Hamming, Hanning ou Gaussienne. Dans
ce dernier cas, la transformation est appelée Transformée de Gabor *“ TG’’, ou on deéduit de

I’écriture précédente de G, que celle—ci est une gaussienne modulée en amplitude par une

fonction sinusoidale de fréquence o et décalée de la quantité b (en temps). TG(s)(w,b) décrit
en méme temps le comportement temporel de s(x) dans le voisinage d’un point b = x et le

comportement fréquentiel de §(g) dans le voisinage de o = & d’ou la dénomination analyse

temps—fréquence.

La modification des valeurs de b et de o permet un balayage de I’espace temps—fréquence.
Celle-ci peut étre représentée graphiquement par un spectrogramme.

La TG est une transformée locale qui ne permet de représenter que le contenu spectral d’une
portion du signal localisée dans le temps. La transformation de Fourier étant tres bien adaptée
a I’analyse des signaux stationnaires (une description globale sans intervention du temps dans
la TF est suffisante pour les signaux stationnaires), la TG sera donc tres bien adaptée pour les
signaux localement stationnaires (a I’intérieur d’un intervalle temporel égal a la largeur de la
fenétre G ). Mais la validité de la TG est donc conditionnée par la taille de la fenétre de
I’analyse et par le signal que I’on désire analyser. Car si pour un signal donné, la fenétre
d’analyse est tres étroite, la TG aura une résolution temporelle excellente, permettant de
prendre en compte les non-stationnarités, mais les parties stationnaires du signal seront mal
analysées du fait que la bande passante de la fenétre (localisation fréquentielle) est trop large.
Un cas extréme pour le choix de la fenétre est une impulsion qui est parfaitement localisée en
temps mais a une bande passante infinie. Si par contre la fenétre est relativement large les

parties non stationnaires (discontinuités) seront mal localisées, mais le contenu frequentiel
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local du signal sera trés bien connu : Ia aussi un cas extréme de choix de fenétre sera une
sinusoide de support temporel infini mais parfaitement localisée en fréquence (une raie).

Ceci pose un réel probleme de choix de fenétre, car on ne dispose pas d’a priori (sauf
exeption) sur les caractéristiques des signaux qu’on veut analyser. C’est notamment le cas des
images qui comportent a la fois des non-stationnarités (contours), mais également des zones
stationnaires (textures). Cependant, il est possible de construire des fenétres de forme
optimale qui réalisent un compromis entre les résolutions temporelle et fréquentielle tout en
respectant une limitation fondamentale formulée dans le principe d’incertitude qui pour une
paire de transformées (s(t), S(w)) stipule que :

Ag(tyAs(0) z% (1.3)
[?[sco) ot

ol A2y =t —
O [t

Azg(m) _ J.co2|§(c0)|2dco
[ do

Donc pour une fenétre de bande passante Ag,, sa longueur doit étre plus grande que

S(o)

et vice versa.

La TG ne tient pas compte de la nature multi—échelle des images car elle suppose qu’elles

sont composées de structures ayant chacune une localisation temporelle ou fréquentielle
approximativement égale a la durée utile Agy) de la fenétre d’analyse et a la bande passante

le temps de calcul de la TG est trés important dans le cas des images.
1.2. Transformée en ondelette continue

La premiere définition de la transformée en ondelette (TO) fut établie par Grossmann et
Morlet en temps et échelle continue [Gro84]. Elle consiste a remplacer le parametre de
fréquence de la TG par un parametre d’échelle. La transformée ainsi définie conduit a une

analyse temps—échelle ou espace—échelle.
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Définition
Soit s eL?(R) et (a, b)e SR’_: x R, I"analyse en ondelettes de la fonction s est définie par le
produit scalaire :

X—-b
a

Co(ab) =<5,y p >=a "2 s(x)w*[
R

jdx (1.4.9)

. = X=Db A , < ras .
ou y (—j est le complexe conjugue de I’ondelette a I’échelle a, centrée en b.
a

La variable a joue le réle inverse de la fréquence. On peut interpréter cette expression comme

une projection du signal sur une famille de fonctions analysantes vy, p, telle que :

1 Xx—Db
Vap(X) = ﬁ"’( " J

La formule (1.4.a) s’exprime également dans le domaine de Fourier en utilisant le théoreme

de Plancherel par :
all2 o, b
Cs(ab) =" [3(2)¥ (ack™dz  (14D)
R

La reconstruction inverse de la fonction s a partir de sa TO continue est donnée par

l ~+00 +00 da
5(x) =C_w_[o L Cy(a,b) vap(x)_ db. (L5)
+00 | A 2
Ou C,, est une constante donnée par C,, = j %dg.
au Ag (b) au
Ag(E)
§j ’ a EA ~
a A4
Ei a
aj,,
% | M |
Plan temps-fréquence Plan temps-échelle

Fig 1.1 représentation temps—fréquence et temps—échelle
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D’apreés la définition, on voit que pour reconstruire la fonction s il faut impérativement que la

constante C,, soit finie. A partir de I’expression de cette constante on voit immédiatement

quonaC, <o sietseulement si y est de moyenne nulle. (C’est a dire si y est intégrable et
si \ (0)=0). Cette condition sur la fonction y est appelée condition d’admissibilité des

ondelettes et a motive le choix du vocable ondelette, car pour avoir une moyenne nulle il faut
que y oscille. Si de plus y a une bonne décroissance alors elle oscillera sur une petite portion
de I’axe des temps et ressemblera ainsi a une onde amortie. Une ondelette y qui convient doit
avoir au moins une moyenne nulle et avoir un support le plus réduit possible [Dau88].

Le choix de I’ondelette est en principe ouvert il faut cependant noter que la convergence de
I’algorithme de reconstruction donné par I’équation (1.5) est trés dépendante de ce choix. La
TO définie par (1.4.a) est isométrique : elle préserve I’énergie du signal analysé.

On remarque que Cs (a, b) fournit une indication sur le comportement de s(t) dans un
voisinage du point t = b (d’aprés 1.4 a) et de §(&) dans un voisinage du point § = So (d’apres
a

1.4.b), ou &p est I’abscisse autour de laquelle \y est concentrée, mais on ne peut pas pour

autant qualifier Cg (a, b) par une analyse temps—fréquence car le spectre du signal est analyse
d’une maniére indirecte, contrairement & la TG qui impose une fréquence d’analyse par la
fréquence des oscillations de sa fonction analysante.

Comme pour la TG on note A, et Ay, les durées utiles de I’ondelette y respectivement en

temps et en fréquence. D’apres ce que I’on vient de dire I’information sur le comportement de
s analysée par wa, sera connue avec la résolution ““aA,,”” dans le domaine temporel et la
résolution ‘%A\p ”* dans le domaine fréquentiel. On remarque que le produit ““a A, x éA‘T’ ”
est constant et indépendant de la valeur de I’échelle a. La partition du plan temps—échelle est
donc réalisée par des cellules élémentaires d’aire constante ( comme pour la TG mais de
forme variable puisque les durées utiles de I’ondelette en temps et en fréquence varient, I’une
par rapport a I’autre de facon inversement proportionnelle (I’'une est multipliée par a, I’autre
par a ). Cette différence fondamentale entre la TG et la TO continue fait que cette derniére
est apte a analyser des signaux dans lesquels les événements se manifestent indistinctement a
toutes les échelles.

La TO continue réalise une analyse a largeur de bande relative constante :
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_ fréquence centrale

(Q = cte )

bande passante

1.3 Analyse multirésolution et ondelettes

On considere I’espace vectoriel L2 des fonctions de carré intégrable dans ‘R.

L? = {s : Isz(x)dx < oo}

—o0
Dans une analyse multirésolution on décompose I’espace L2 en sous—espaces emboités Vj
[Mal89].

..cVo,cVicVoc Vic Voc...
tel que le passage d’un espace a I’espace suivant se fait par changement d’échelle (Zoom), par
exemple dans le cas dyadique on aura :

s(x) e Vj & S(2X) € Vi1

Ce qui correspond a une dilatation d’un facteur de 2. L’espace V; contient des signaux plus
grossiers que I’espace V.
L’axiomatique correspondante peut &tre exprimée comme suit :

+00
*Uwzﬁ

oo

*ﬁw=m

j=—0
*s(X)e Vj < s(2 X) € Vi1
Dans ces conditions on peut montrer qu’il existe une fonction dite fonction d’échelle qui par
dilatation et translation constitue une base pour les espaces V; :
3¢ (X) € Vo : 0jx(x)=2"%p(27x-k). keZ (1.6)
¢ est appelée la fonction mére.

La base sera orthonormée si :

J(P(X)@*(x +n)dx =8(n). VneZ

L’ action de projeter s fournit sa décomposition sur la base des fonctions d’échelles et les

coefficients de cette décomposition constituent I’approximation a I’échelle j de s.

Aj=D <50) > i
n

Les espaces V; sont appelés espaces d’approximation.
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Comme V;cVi., il y a des fonctions dans V.1 qui n’appartiennent pas a V;. Pour générer tous
les éléments dans V., a partir de Vj, on a besoin d’un espace supplémentaire.

On définit pour chaque espace V; son complément orthogonal W; dans V.4

Comme Wij.; est orthogonal a Vj.1, alors Wj.; sera orthogonal a W; (Wjc V1)

Vi, k# WL W

Les sous—espaces W; ne forment pas une famille d’espaces emboités mais les propriétés

d’échelle et d’invariance par translation sont conserveées.

Vi1 peut ainsi étre décomposé dans I’union des bases de Vet W;.

V1=V ®W;.

LA(R)=®jzW;.
Dans ces conditions, on peut montrer qu’il existe une fonction y appelée fonction d’ondelette
qui par dilatation et translation engendre une base orthonormee des W; et donc de L(R). Elle
serait en plus I’ondelette mére, et pour tout sous—espace W;  la base sera construite par la
relation:

Yik(¥)=2"Ay(27x-K).

L approximation a I’échelle j—1 sera reconstruite a partir de I’approximation a I’échelle j, et

en utilisant les détails du signal fournis par sa projection sur la base de Wj suivant la relation :

A1) =Aj(S)+ D <8 Wjn > Vjn-
n

On notera D;j (s) la projection de s dans W; et le signal de détail sera décrit par

Dj(5)=z<5,\lfj,n >WYin-
n

Le signal détail est constitué d’une suite dont les éléments sont les coefficients en ondelette.
La formule de reconstruction s’écrit

A1 (8)=Aj (s) + Dj (9).

<Y, Wj,ir >=0jj Oii

en conséquence :
vkeZ: vk@(_@kwk] =L%(R).
=

Le probléme pour effectuer correctement la décomposition est que I’on ne dispose pas en
général du signal s mais seulement d’une approximation a une échelle donnée. Il faut donc

trouver un algorithme qui a partir de cette approximation permet de trouver I’approximation et
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les détails a la résolution immédiatement inférieure, ce qui par itération successive conduit a
I’analyse du signal pour toutes les résolutions inférieures a celle de départ. Deux algorithmes
principaux ont été mis en évidence, ““ I’algorithme a trous ’’[She92][Dja93] et “* I’algorithme
de Mallat *’[Mal89], le premier concerne I’analyse non-orthogonale et le second est utilisé
dans le cadre d’analyse multirésolution orthogonale et biorthogonale

1.4 Algorithme de Mallat
a. Etape de décomposition

Le point clef du développement de I’algorithme de Mallat [Mal89] est fourni par la
décomposition de sf{l =<S,Qj_1, > €n fonction desﬂ, =<S,Qj, >. Par construction ¢(x) est

une fonction de V,. Comme V est un sous—espace de V_;: Vo< V_1; on peut exprimer ¢(X)

en terme de la base de V_; ¢_1(X).

o(x) = > h(K)o_; (x — K). S0it h(k}=<¢,¢ _1>.
k

9(x) = 2123 h(K)g(2x k).

La suite h(n) sera considérée comme étant la réponse impulsionnelle d’un filtre numérique
dont la construction peut étre faite a partir de la donnée de ¢ ou bien par un choix de h(n)
(certaines conditions sont a respecter), la fonction d’échelle est alors déterminée.

Montrons que la décomposition est la méme pour des échelles quelconques, on a :

9(x) = D h(K)2"2p(2x - k).
k

en remplagant ¢ par sa nouvelle expression dans (1.6), on obtient:
0;(x) =272 h (k)2 p(2(2 T x —n) k).
k
ce qui, en regroupant les indices et les exposants, conduit a I’équation

Pjn(X)= Z h(K)® j_1,k+2n (X).
k

donc on peut calculer les coefficients s',, = <S,0j, n> a la résolution j par :
s1(<) =D (k) <89} 120 >
k

si on pose I=k+2n, cette équation s’écrit

sh(x)=>_h(1-2n) <s,0; 1 >.
|
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et si on note : ﬁ(n) = h(—n). la séquence retournée ou le filtre symétrique de h, on obtient :
sh(x) =Y h@n-1)<s,p;q >.
|

et on aura finalement I’équation récursive suivante :

sh(x)=Y h(2n-1ys™.
|

Si on considére s',, comme une séquence numérique, le calcul précédent peut étre interprété

. . = i-1 . P . . . .
comme un produit de convolution entre h et s~ évalué & un indice sur deux, soit un filtrage

. i—1 . . . . = ..
de la séquence $ par un filtre de réponse impulsionnelle h suivi par un sous—

échantillonnage de rapport 2.

Du fait aussi que Wy est un sous—espace de V_; et dans I’objectif d’écrire dﬁ] =<S,yjn > €en

fonction de si? =< S,@j_1n >, Un schéma analogue est bati a partir de la décomposition de

I’ondelette de W sur la base de V_; :

v="90K) ¢_1
k

ou de facgon plus explicite :

v(x) =D 9(k)2"2 p(2x ~ k)
k

ce qui conduit & I’équation de construction de g(n) suivante :

g(n)=<y,p_1>.
g(n) sera considérée comme la réponse impulsionnelle d’un filtre numérique. Nous verrons
que le filtre g(n) peut étre construit a partir du filtre h(n).

Un calcul analogue en tout point au précédent permet d’écrire les coefficients de détails :

dIJ,] =< S’Wj,n >,
dh ()= 9(k) <S,Wj1ke2n >
k

On introduit également le filtre symétrique dont la réponse impulsionnelle correspond a la
séquence g(n) retournée :
g(n) =g(-n).

la décomposition en ondelette a I’échelle j pourra donc s’écrire

dh)=>"G@n-1)<s,¢;q >.
|
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Ou encore

dl(x)=> g@n-ns™.
|

cette équation peut étre interprétée de la méme maniére que précédemment.

b. Etape de reconstruction

La decomposition est gouvernée par I’équation
Ap1(S) =D shojn+ D dhyjn (L7
n n

avec :
s% =<S,Qjn > et d#', =<S,Yjn >
A est un projecteur donc A;j(A;j(s))= Aj(s). ce qui s’écrit :

A1) =D <A[1(8).9j1n >9j1n (L8)

En remplacant dans (1.8) le terme Aj.1(S) par son expression donnée par (1.7), on obtient

I’équation suivante :
o j j
Sh =D Sk <PjkPjar >+ D Ak <k jay >
k k

Or nous avons vu au paragraphe précédent que :

IPED (IR
|

On peut donc évaluer le produit scalaire des séquences a deux résolutions successives

quelconques par :

<@k Pjan >= D N1 <@jgyiak P > = D (13N —1-2K).
| |

ce qui donne :

<QjksPjran >=h(n-2k).
Et de méme pour les ondelettes :

<Yk @jan >=9(n—2K).

d’ou I’équation de reconstruction :

shit =Y sih(n-2k)+> dla(n-2K).
k k
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Cette équation est une somme d’équations de filtrage (produit de convolution), si on remplace
la suite sjk par la suite s’jk qui coincide avec sjk pour 1=2k : s’jgk = sjk et qui est nulle pour les
valeurs intermédiaires (et de méme pour la suite djk ).
sjkz{o,o,o,o,o}
S’jk={0,0,0,0,00,0,0,0}
Cette opération consiste a intercaler un zéro entre les échantillons d’une série et correspond a

un sur—échantillonnage. L’équation de reconstruction s’écrit alors :

sit=>slh(n-k)+> d} g(n—k).
k k

1.5 Probléme des bords :

Du fait que les signaux que nous traitons ont une taille finie, le calcul des coefficients en
ondelette des parties se trouvant prés des extrémités pose un probléme car ce calcul nécessite
la présence d’un voisinage de part et d’autre de I’échantillon considéré. Nous prolongeons ce
signal au-dela de ces limites par symétrie.

Cette opération n’a pas une grande influence dans la suite des traitements dans le domaine des
ondelettes car la zone qui nous intéresse dans le cas du traitement d’images est généralement

loin des bords.

1.6 Ondelettes et Moments
Une des principales caractéristiques de la transformation en ondelette est de révéler I’aspect
irrégulier des signaux [Fal94]. Pour cela, elle exhibe aux petites échelles des coefficients de
grande amplitude 1a ou le signal est irrégulier, et des coefficients nuls ou quasi nuls la ou il est
régulier. L’insensibilité de la TO au comportement régulier est obtenue en imposant une
condition d’orthogonalité entres les ondelettes et les polyndmes. Cette condition est appelée
condition de moments nuls ou d’oscillation. On note le moment d’ordre k de I’ondelette v par
M, *, il est défini comme suit :

M, =< x¥ g >= I\V(x) x"dx.

R

On dit que I’ondelette y a p moments nuls si A, “=0, pour k=0,...,p-1. Ce nombre est relié &
la douceur de I’ondelette [Dau94].
Chaque moment nul impose des conditions sur y et sur le filtre g. I'utilisation d’un nombre

de moments nuls elevé se répercute sur I’augmentation de la largeur de support de I’ondelette
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h 12 a — 12 h —

i-1

g 2 d —1 12 g ]

Fig 1.2 Schéma de décomposition et de reconstruction de
I’algorithme de Mallat avec décimation

Di-lg L di ) Dlg

Fig 1.3 Schéma de décomposition et de reconstruction de I’algorithme
de Mallat sans décimation

_ d d — |

Fig 1.4 Schéma de décomposition et de reconstruction de
I’algorithme a trous
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Fig 1.5 Schéma de décomposition et de reconstruction de I’algorithme de Mallat sans

décimation a deux dimensions
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Fig 1.6 Schéma de décomposition et de reconstruction de I’algorithme de Mallat

avec décimation a deux dimensions
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et en conséquence sur la taille de filtres h et g. Pour cela on se limite dans le choix du nombre

de moments nuls pour préserver la propriété de localisation.

1.7 Propriétés frequentielles de la fonction d’échelle de I’ondelette

Pour construire ondelettes, fonctions d’échelle et filtres associés a une analyse
multirésolution, on doit respecter certaines regles liées a I’orthogonalité des bases, nous
verrons que la construction commence en général par le choix de la fonction d’échelle ou le
filtre numérique associe, I’ondelette et le filtre associé peuvent alors étre déduits. La raison de
ce cheminement est que les contraintes pesant sur la fonction d’échelle sont moins lourdes
que sur I’ondelette, (orthogonalité dans une méme échelle seulement pour la fonction

d’échelle, alors que I’ondelette doit étre en plus orthogonale a travers les résolutions).

a. Propriétés frequentielles de la fonction d’échelle :
La suite numérique h(n) étant la réponse impulsionnelle d’un filtre numérique, soit ﬁ(co) sa

transformée de Fourier.

h(@) = h(n)e ™™

La transformée de Fourier de la fonction d’échelle est donnée par :

“ 1 ~(o)[®
(P(‘”):E“(EJ“’(E}

Cette relation exprime la projection de la fonction d’échelle sur la résolution inférieure dans
I’espace de Fourier. Par ailleurs la condition d’orthonormalité sur la fonction d’échelle

s’exprime dans le domaine fréquentiel par :

> lo(w+2mn))* =1 (1.9)

Cette relation est fondamentale si le choix de la fonction d’échelle se fait dans le domaine de
Fourier (elle assure I’orthonormalité). On peut utiliser les deux derniers résultats pour arriver

a la propriéte suivante qui est fondamentale pour le filtre h :

A~ 42 A 2

‘h(w)‘ +‘h(co+1t)‘ =2, (1.10)
Ce résultat nous permet de préciser la signification physique du filtre h(n).
En admettant que la fonction d’échelle est de moyenne non nulle, on a :
(g = 2
o(3)
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En appliquant ce résultat en zéro puis en r avec (1.10) nous obtenons :
h(0) =+/2.
{ﬁ(n) =0.
On pourra donc conclure que le filtre h est un filtre passe—bas ce qui correspond a I’idée
intuitive que I’on a d’un passage d’une résolution a une résolution plus grossiére en éliminant

les détails. En utilisant ce dernier résultat et en utilisant la relation (1.9) , on peut prouver

que :

$(0) = [o(xdx=1.

—00

b. Propriétés fréquentielles de I’ondelette :

Nous allons examiner, pour la fonction d’ondelette y(x) et son filtre numérique associé g(n),
les propriétés équivalentes a celles trouvées précédemment. Ces propriétés devraient étre plus
contraignantes car les fonctions d’ondelette forment une base orthonormée a travers les
résolutions et a I’intérieur d’une méme résolution. La relation qui traduit la décomposition

d’une ondelette dans la base de la fonction d’échelle a la résolution inférieure, s’exprime dans

- 54252
V=285 ¥ 3 )

L’orthonormalité d’une ondelette a une résolution conduit a la relation :

Z|\|Aj(co+ 2nn)|2 =1
n

le domaine de Fourier par :

ce qui implique pour le filtre g(n) la propriété suivante :
A 2 A 2
|g(o3)| +|g(0)+1r)| =2

Pour construire le filtre g, il faut tenir compte de I’orthogonalité entre y et ¢ qui s’exprime

dans le domaine de Fourier par la relation suivante :

D Yo+ 2rn)p(w+27n) =0.
n

En appliquant cette relation en =0 et en utilisant les propriétés on obtient :

+00

#(0) = [w)dx =0

—00
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contrairement & la fonction d’échelle la fonction d’ondelette a une moyenne nulle ce qui en

fait d’ailleurs une ondelette admissible. Ceci se traduit pour le filtrage par :
6(0)=>_g(n) =0.
n

G(m)| =1.
se qui signifie que g est un filtre passe-haut.
On montre qu’on peut écrire :
§(w) =—Mo)h” (0 +m)

avec :

M) 2 périodique.

M)+ Mo+m) =0.
91(@)\ ~1,

La fonction i(m) doit étre choisie dans le cercle unité et doit respecter certaines conditions de

symeétrie, le choix est loin d’étre unique mais on s’en tient au cas ou la linéarité en phase serait

préservée , le choix le plus simple est A () = e ce qui donne :

§(w) = —h" (0 +7n)
ce qui, en effectuant la transformée de Fourier inverse, devient:

g(n)=(-1)"h(1-n).

1.8 Bases Biothogonales

Malgré ses avantages, I’analyse multirésolution présente un inconvénient: si on veut
préserver la linéarité en phase (symétrie droite gauche), on doit utiliser des filtres a réponse
impulsionnelle infinie. Cependant la mise en ceuvre de tels filtres est relativement lourde.
Dans les applications en traitement d’image non seulement cette symétrie du traitement est
trés souhaitable mais en plus ce type d’application est particulierement sensible a la
complexité de I’algorithme du fait du nombre élevé de données a traiter. Ces deux éléments
ont conduit les chercheurs a proposer une variante de I’analyse multirésolution conciliant
linéarité en phase et compacité des supports des filtres associés en relaxant la propriété
d’orthogonalité en faisant appel a des bases biorthogonales [Coh90]. Ces familles de fonctions
assurent une analyse multirésolution du signal et assurent la reconstruction parfaite. L’analyse
reste non-redondante, posséde les propriétés de symétrie et de simplicité requise, mais

conduit a une corrélation entre les composants du signal plus grande que dans le cas des bases
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orthonormées. En plus, I’analyse et la reconstruction n’utilisent pas les mémes familles de
fonctions : deux jeux de bases duales sont nécessaires, ces familles sont orthogonales entre

elles mais ne sont pas orthogonales en elles-mémes.

Nous avons besoin de deux familles duales de sous-espaces emboités V; etV; définies par

deux fonctions d’échelles, chacune formant une base non—orthogonale.

VJ (@ Vj—l
Vj C Vj—l

Les sous—espaces complémentaires sont définis differemment car ils sont complémentaires

aux sous—espaces duaux :
WLV,

{W,—ijl

Vj1=Vj ® Wj avec Vj £ W;j

V1=V, ®W; avec V; LW,

Cependant W, LW,

Les propriétés d’orthogonalité vis—a—vis de la translation ou de la dilatation n’est requise que

d’un espace a son dual.
<VjniWjn >=8(-)3(m-n)
<@jnsPjn >=06(m-n)
L’analyse et la synthese d’un signal se font d’une maniére analogue a celle du cas

orthonormal.
Aj-1(s) = Aj(s) + Dj(s).

Aj(s) = Z< $,Qjn > Pjn
n

Dj(s) = Z< $;Wjn > Vijn-
n
Les algorithmes récursifs seront identiques, avec pour I’analyse :

sl = > h(2n- k)sit.
k

dl =>"g@n-k)si ™.
k

et pour la synthese :
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sht=>"sih(n—2k)+ > dlg(n - 2K).
k k

a. Propriété des bases et des filtres

Les filtres associés a chaque base de fonction d’échelle ont les mémes propriétés que dans le

“ 1 ~(o)[®
(P(‘”):Eh(ij“’(?}

-~ 1l Yol o
®)=—7=h| = [p| = |
"5 (2j¢[2)
La relation d’orthogonalité des fonctions d’échelle prend une forme un peu différente :

> o(o+2m) (0+2m) =1
n

cas orthonormal.

Cette relation permet de trouver une base duale si une fonction d’échelle est choisie. On

obtient aussi une relation entre les filtres associés aux deux bases duales :

h(w)h™ (0) +h(o+m)h(o+1) = 2.
on peut vérifier que les deux filtres obtenus sont de type passe—bas et qu’ils ont les mémes

propriétés en zéro et « que dans le cas orthonormal :
h(0) =h(0) = /2.

A(x) = h(m) = 0.

Pour les fonctions d’ondelettes, on a :

- 542
v _\/Eg 2 \ 5

V() _iﬁ Aol e
] AL o5
L’orthonormalité vis—a—vis de la translation n’est vérifiée qu’entre une base et sa duale :

> p(o+2m)y " (o+2mn) =1.

n

ce qui conduit pour les filtres g associés a :
(07 (@) +(e+m7 (0+m) =2
Ia aussi on peut vérifier que les propriétés des filtres en zéro et = restent inchangeées, soit :
4(0)=(0) =0.
§(m) =g(m) = 2.
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ce qui nous conduit a déduire que les deux filtres duaux sont de type passe—haut.

La méme méthode que pour la fonction échelle permet de construire la base d’ondelette duale
quand on connait la base initiale. 1l reste a relier la base initiale a la base de la fonction
d’échelle choisie. Pour cela il faut exploiter I’orthogonalité entre I’ondelette avec le dual de la

fonction d’échelle qui se traduit dans I’espace de Fourier par :

> p(0+2m)e (o+2mn) =0.
n

D’ou pour les filtres numériques associés :
d(@)h" (0) +§(o+m)h " (0+m) =0.
a partir de cette relation, on peut montrer qu’une solution pour le choix du filtre g qui respecte

la linéarité en phase est donnée par :
d(®) =—e"h" (0 +7).
par transformeée de Fourier inverse, on a :

g(n) =(-H"h(1-n).
Nous avons ainsi les principaux éléments qui permettent de construire une analyse sur bases
biorthogonales. Un choix intéressant pour une telle base est la famille des B—splines. Ces
familles présentent les qualités de symétrie recherchées ainsi que la compacité des supports,

propices a des mises en ceuvre économiques.

1.9 Passage a deux dimensions
Les principes de [I’analyse multirésolusion sont facilement étendus aux signaux
bidimensionnels (images), les fonctions que nous voulons traiter seront de carré intégrable sur
R? (les signaux appartiennent & L%(R?)).
Nous considérons le cas particulier des bases séparables, ou nous nous limiterons au cas
dyadique.
La famille de fonctions d’échelle dilatées—translatées sera notée :

®j n, m(X,y)= 472(27x-n, 27y-m).
L’opération de dilatation se fait d’une maniere indépendante suivant les deux directions, on
crée une analyse multirésolusion en choisissant comme fonction d’échelle le produit de deux
fonctions d’échelle a une variable construites selon les régles déja établies dans le cas 1D.
Pour des raisons de simplicité et d’isotropie de traitement, on prendra deux fois la méme

fonction d’échelle :
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01,n, m(Xy)= 27%0(27x-n) 27%p(2y-m).
soit :
®j,n, m(X,Y)= @j,n (X) @}, m (Y)-
la famille de sous—espaces ainsi construite est le produit tensoriel des sous—espaces a une

dimension suivant les directions x ety :
V1= Via® Via= (Ve W) ® (Vi@ W)).
En développant :
Vii= (Vi® V) @ (Vi@ W) @ (W® V)) & (W;® W))].
Ce qui s’écrit également :
Vi =V oWw?.
On constate que la base du sous—espace de détail sera constituée par trois familles
d’ondelettes (v " (x, )= 0(x) w(¥), v’ (, )= w()o(y), w° (X, )= w(w(y) ).
On remarque que dans les trois cas, les ondelettes sont séparables (comme la fonction
d’échelle) et I’algorithme de transformation se déduit directement des algorithmes présentés
pour le cas 1 D. Les opérations de filtrage seront menées en cascade suivant les lignes puis les
colonnes (ou inversement). Le signal 2D sera traité comme un signal 1D et I’analyse 1D est
ainsi transposée a deux dimensions. La décomposition d’une image discréte considérée
comme I’approximation de départ de I'image s fournit & chaque étape quatre nouvelles
images quatre fois plus petites. L’une correspond & I’approximation inférieure ' et les trois
autres constituent les coefficients d’ondelette et contiennent les détails perdus lors du passage
d’une résolution & la suivante. Ces détails sont orientés horizontalement ', (correspondant &

v " (x, y)), verticalement d',, (correspondant & v ¥ (X, y)) ou diagonalement d'y (correspondant

ay ’(x, ).

En suivant le raisonnement précedent, dans le cas de I’algorithme de Mallat bidimensionnel

quatre combinaisons se présentent donnant quatre résultats :

L’image approximation au niveau suivant : s%’m = ZZH(Zn —k)h(2m-1) si]l.
k |

Les détails horizontaux au niveau suivant : dh%,m = ZZH( 2n — k)ﬁ(Zm -1) si]l.
k|

Les détails verticaux au niveau suivant :  dv) , = > > g(2n—k)h(2m-1)s}/".
ko1
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Fig 1.8 représentation de la décomposition en ondelettes (jusqu’a
I’échelle 2) selon I’algorithme de Mallat de I’image dans la figure 1.7 :
on a les trois images détails a chaque échelle plus I’image

approximation a la derniére échelle.
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Les détails diagonaux au niveau suivant : ddﬁ,,rn = Z Zﬁ 2n — k)ﬁ(Zm -1) si]l
ko

La reconstruction se fait, dans ce cas, selon I’équation suivante :

skt = ZZS 3 h(n—2k)h(m—2|)+22dvi’| h(n - 2k)g(m —21)
k |
+ZZdhill g(n-2k)h(m-21)+ > > dd}, g(n-2k)g(m-21);
k |

k 1

On remarque que la surface occupée par les quatre images ensemble a la résolution j est la
méme que la surface occupée par I’image a la résolution j-1; il n’y a ni compression ni

redondance dans la représentation.

Ondelette non—séparable :

L analyse séparable dyadique nécessite trois familles d’ondelette, ceci est parfois considéré
comme un inconvénient. D’autre part, le facteur de dilatation entre deux échelles successives
est de 4 ce qui peut sembler élevé. Il est possible d’y remédier aux prix de la perte de la

séparabilité des filtres, ce qui implique une complexité algorithmique plus élevee.

1.10 Algorithme a trous :
On considére I’algorithme a trous comme un banc de filtres a deux filtres f et g [She92]

[Dja93], le filtre f qui est passe—bas est associé a une base d’interpolation ¢(x) tandis que le

filtre g qui est passe haut est associé a I’ondelette y(x), tel que :

o)z ron i)
o) arZee{i)

On doit remarquer que f et g n’ont pas a satisfaire les contraintes précédemment citées dans
I’algorithme de Mallat. En pratique le filtre f est un filtre interpolation B—spline.
L’approximation et les détails a I’échelle j sont obtenus en effectuant le filtrage de
I’approximation a I’échelle précédente j—1 avec respectivement les filtres f et g ; le filtrage

doit étre précédé par une insertion de zéros entres les eléments du filtre créant des trous (d’ou

. . . 11z i—1 . . . . . .
la dénomination), le pas entre éléments est 2. Ceci est résumé dans les équations suivantes :
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L approximation a I’échelle j :

sh(n) =Y f(kls!™* (n+21"k),
k
d’ou
si(n) = Zk:f(';j—‘_lkjsi—l(k),

Les détails a I’échelle j :

di(n) = > gkl (n+27k),
k

- (n-k) i
dJ(n)ZZk:g[FjsJ k),

I’information perdue lors du passage entre deux approximations successives s et o
représentent les coefficients en ondelettes o', ils sont déduits en effectuant la différence entre

les images d’approximation :
d(n)=s"(n)-s’(n),
Cette déduction permet de simplifier I’algorithme, aussi bien a I’étape de décomposition qu’a
I’étape de reconstruction. Celle-ci se fait a présent par simple addition des coefficients
d’ondelettes aux différentes échelles avec la derniére approximation, soit :
s°(n) =idi(n)+sJ(n)
i=1

ou J est I’indice de la derniére échelle de décomposition et s° correspond au signal de départ.

La principale différence entre I’algorithme a trous et I’algorithme de Mallat est que les étapes
de sous—échantillonnage dans I’analyse et sur—échantillonnage dans la synthése sont
supprimées et ont été substituées par une insertion de (2j'1—1) zéros entre les coefficients des
filtres ( j—1 est I’indice de I’échelle courante), la transformé devient sans décimation. Cette
derniére opération donne a [I’algorithme la propriété d’invariance par translation
[She92][Nas93].

Dans le cas de I’algorithme a trous bidimensionnel, I’approximation a I’échelle suivante est

obtenue selon I’équation :
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image approximation
2iéme niveau

image détails ler niveau image détails 2iéme niveau

Fig 1.9 représentation de la transformation en ondelettes de I’image de la
figure 1.7 selon I’algorithme a trous

Détails verticaux Détails horizontaux Détails diagonaux
échelle 1 et 2 échelle 1 et 2 échelle 1 et 2

Fig 1.10 représentation de la transformation en ondelettes de I’image de la
figure 1.7 selon I’algorithme de Mallat sans décimation .
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Jom- (5 e

les détails sont obtenus, de la méme maniére que dans le cas 1D, en effectuant la différence

i -1 L . , ,
entre s’ et /7. Dans ce cas les détails seront rassemblés dans un seul résultat

dl(n,m)=s(n,m)-si(n,m);

la reconstruction se fait simplement par addition des images détails avec I’approximation :

s (n,m) = di(n,m) +s(n,m);

1.11 Transformation en Ondelettes sans décimation :

Il a été démontré [She92] que la propriété d’invariance par translation de I’algorithme a trous
vient du fait de la non—décimation au passage d’une échelle a la suivante. Pour généraliser
cette propriété a toute transformation en ondelette une variante de I’algorithme de Mallat a éte
définie ou on combine I’utilisation de filtres h et g qui réalisent les propriétés d’orthogonalité

ou de biorthogonalité avec la non-décimation. Comme pour I’algorithme a trous la non-
décimation engendre obligatoirement une dilatation des filtres par insertion de 2711 zéros

entre les coefficients.

Equations de décomposition :

Equation de reconstruction :
1 _ n-k j n-k j
s’ (n) = Ek h(—zj_l ]s (k) + Ek g( E ]d (k).

Nason [Nas96] a démontré que cette décomposition invariante par translation (stationnaire),

contient les coefficients d’ondelettes décimés du signal original aprés avoir effectué une
translation avec différents pas. Ce qui explique qu’a la reconstruction, le signal obtenu est

équivalent a la moyenne des reconstructions obtenues avec une TO décimée.
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Fig 1.11 Un signal représentant une ligne de I’image de la figure ‘Fig 5.2’

Dans le cas bidimensionnel, le passage de I’échelle j-1 a I’échelle j se fera selon les quatre

équations suivantes :

sl(n,m) = ZZ (21_1 ]E( N ]s"l(k )

dhitnm)=>"3"h n—kis ”2‘;1' sk, I):
k 1

=l

i ~(n-k P
dvi(nm)=>">"g el sk, 1),
k1

dal(n,m) =337 n—ksm=lloiag
k 1

Nous obtenons, a chaque échelle, une image d’approximation et trois images détails
correspondants aux trois directions : horizontale, verticale, diagonale. Chaque image résultat

aura les mémes dimensions que I’image originale (a cause de la non—-décimation).
La reconstruction se fait alors selon :

si(n,m) = ZZh(nzj__lth(r;j
" Zzg( 21t j [

thj(k,l)

o T35
Yot SR

jdd‘(k ).
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Fig 1.12 Transformation en ondelettes avec décimation du signal précédent
, de I’échelle 1, 1°® ligne a I’échelle 4, 4°™ ligne
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Fig 1.13 Transformation en ondelettes sans deécimation du signal précédent ,
de I’échelle 1, 1°° ligne a I’échelle 4, 4°™ ligne
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Le signal représenté dans la figure figl.11 contient des variations subites. Une comparaison
entre les représentations en ondelettes obtenues avec décimation fig 1.12 et sans décimation
fig1.13 montre que la deuxieme permet de traduire les transitions d’un signal dans le domaine
des ondelettes d’une maniere plus appuyée que la premiere : ceci grace a I’évolution
progressive des coefficients en ondelettes jusqu’a une valeur maximale locale a I’endroit de la

singularite.

Apres avoir définie la transformation en ondelettes et les algorithmes qui permettent son
obtention, nous allons voir comment vont étre utilisés ces coefficients en ondelettes pour

I’élimination du bruit dans les images.
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2.1 Réduction du bruit par seuillage des coefficients d’ondelette
2.1.1 Définitions
La plupart des méthodes de réduction du bruit se basent sur le modéle additif suivant ; ou s est
un signal discret de nombre de donnée N et bruité par \ .

y=s+n
Le vecteur y représente le signal bruité, le bruit 7 est un vecteur aléatoire et s est un signal
déterministe (tous ces vecteurs ont une dimension N).

On suppose aussi que le bruit & une moyenne nulle E(7) =0.

La matrice de covariance de 7 est définie par Q =E((n - E(%))(n — E(%))"). Sa diagonale

sera formée par les variances cﬁ. Si cette matrice est diagonale : E(;,7;) =0, sii= ] alors,

le bruit est appelé blanc ou non corrélé (en terme d’auto—corrélation). Si tous les points ont la

méme densité de probabilité alors il est identiquement distribué o> = °.

2.1.2 La transformée en ondelettes d’un signal bruité
La linéarité de la Transformée en Ondelette (T.O) maintient le modele additif inchangé :
W=V+® .

on montre que la matrice covariance S dans le domaine des ondelettes est :
S=WQW' (2.1)

Si la TO est orthogonale et siona Q= o 1, alors S=? | . (oU | est la matrice identité)
Ceci veut dire que la transformée en ondelette orthogonale d’un bruit blanc stationnaire est un
bruit blanc stationnaire .

La TO décorrele les structures d’un signal, et laisse non—corrélé un bruit non—corrélé.

2.1.3 Le seuillage des coefficients en ondelettes:

L analyse des coefficients en ondelettes d’un signal bruité nous méne a conclure que les petits
coefficients sont dominés par le bruit alors que les coefficients avec une grande valeur
détiennent plus d’information sur le signal que sur le bruit. En remplagant les petits
coefficients par zéro et en inversant la transformée nous obtenons un signal avec toutes les
structures essentielles et moins de bruit. Cette idée est motivée par trois considérations :

— Lapropriété de la TO de décorréler le signal.

— Le bruit affecte tous les coefficients.

— Le niveau du bruit n’est pas élevé.
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Le seuillage des coefficients d’ondelette combine simplicité et efficacité. Une premiére
méthode de seuillage, dans laquelle les petits coefficients sont éliminés et les autres sont
laissés avec les mémes valeurs est appelée seuillage dur ou (hard tresholding ). Une méthode
alternative est le seuillage doux ( soft tresholding ), les coefficients au-dessus d’un certain
seuil sont réduits en valeur absolue; la réduction est égale au seuil.

Bien que le seuillage dur soit une opeération qui semble naturelle, la continuité du seuillage
doux a des avantages importants et I’analyse de cet algorithme montre des propriétés
mathématiques intéressantes. Comme on le verra plus loin certains coefficients bruités
peuvent dépasser un seuil, dans le cas du seuillage dur ceci apparait en sortie comme de

fausses structures génantes. Celles-ci sont réduites avec un seuillage doux.

A A A
W2 W3 W,
= R — R R
A W x W e
(a) Seuillage dur (b) Seuillage doux (c) Fonction de seuillage
(Hard tresholding) (Soft tresholding) plus sophistiquée

Fig 2.1. Représentation des coefficients d’ondelette apreés seuillage en fonction
des coefficients d’ondelette bruités

Un compromis entre ces deux méthodes qui a la fois préserve les grands coefficients et évite
une transition brusque et discontinue a été exploré (firm shrinkage) [Bru97] mais
I’inconvénient de ce compromis est la complexité des calculs.

En conclusion le seuillage doux est le meilleur compromis entre temps de calcul et
continuité de la transition.

La question centrale qui se pose est comment choisir le seuil qui préserve I’information dans
I’image et réalise un débruitage.

Un petit seuil préserve I’image mais n’est pas efficace pour éliminer le bruit, alors qu’un
grand seuil produit un résultat excessivement adouci avec une perte d’informations (effet de
flou). Beaucoup de littérature est dévolue a ce probléme de choix de seuil. Parmi ces

méthodes, certaines favorisent I’aspect de douceur comme le seuil universel [Don95b]
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[Don94] [Don95a], d’autres visent a minimiser I’erreur quadratique moyenne [Don95c]
[Jan97] [Nas96].

2.2 L’aspect non linéaire

L’algorithme de seuillage doit contrdler un compromis entre préservation des structures
importantes dans I’image et lissage du bruit indésirable. La dispersion du signal peut étre
exprimée par une mesure d’entropie, qui doit étre minimisée. Cependant I’algorithme assure
la préservation de I’information par I’intermédiaire d’un terme traduisant I’erreur de I’énergie
( 1a norme de la différence entre I’entrée et la sortie ). Un parameétre de lissage A permet de

contréler le compromis. L’algorithme doit donc minimiser la quantité suivante :
W, —W||2 +ie(w,), (2.2)

ou g(w,,) est I’entropie de la sortie. Il existe plusieurs expressions pour celle-ci .

Ne garder que les coefficients qui sont supérieurs a un seuil est une opération non

linéaire [Cham98]; elle correspond a la minimisation de I’expression suivante :

N
D i - Wi|k + A% (W ),
i1

X(Wli):O S| WMZO,

ou X(ws,;) est un label tel que : )
X(w ) =1 ailleurs,

ceci correspond au seuillage dur
Wi =w; s w22,
{WM =0 wi| <2,
Pour k=2 , I’expression se rameéne a (2.2), ou I’entropie serait le nombre de coefficients
différents de zéro. g(w; ) = N, = card{i =1,...,N/w;; = 0},

Le seuillage doux s’ensuit si on utilise la norme ¢; comme mesure de dispersion. On

minimise dans ce cas la quantité suivante :
S 2
D (Wi —wi)? + 20 w)),
i=1
ceci nous indique que I’entropie est égale a :

N
e(w;) = ZZ|WM|’

i=1
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2.3 Erreur quadratique moyenne (EQM) et fonction risque

2.3.1 Définition :

Le seuillage des coefficients en ondelettes peut étre vu comme une opération de lissage du
signal original. L’objectif dans I’approximation de I’information débruitée est de controler le
compromis entre la préservation des structures et I’élimination du bruit indésirable par lissage.
Le meilleur choix minimise I’erreur entre le résultat et la fonction sans bruit (en réalité
fonction inconnue).

Si y, est le résultat d’un seuillage avec un seuil Aet s est le vecteur de données sans bruit le
bruit résiduel dans y, est: 7, =y; -5,

L’erreur quadratique moyenne (EQM) est définie alors comme :
1
R(A)=EQM(2)=~[n:["

Comme il apparait de cette expression, I’'EQM R( 1), est une fonction de seuil 4 ; c’est aussi
une variable aléatoire car elle dépend du bruit. La valeur moyenne de cette erreur est appelée
fonction risque.
Etant donné que I’EQM utilise dans sa définition la fonction sans bruit inconnue s, elle ne
peut étre calculée exactement. On a recours en pratique a une estimation de cette quantité.
Une transformation orthogonale préserve la norme ¢, pour cela, on peut écrire :
1 2 N ~

R(ﬂ.):W”wi” ou ®; =W; —v=W(y, —9)
On peut donc effectuer toutes les opérations dans le domaine des ondelettes. Si la
transformation est biorthogonale, il n'y a pas d’équivalence avec le domaine d’origine (le
domaine spatial). Cependant les calculs et la minimisation en fonction des coefficients
d’ondelette donnent des résultats satisfaisants.
En outre, étant donné qu’une image malgré qu’elle soit mise sous forme de matrice de pixels
n’est pas regardée comme telle par I’ceil humain mais plutét regardée dans une base multi—
échelle, il serait plus judicieux de minimiser I’lEQM dans le domaine des ondelettes. Ceci
constituerait une meilleur traduction du critéere de qualité de la perception humaine et nous
évite d’inverser la transformée a chaque fois que nous voulons évaluer le résultat du
traitement. La transformation inverse sera utilisée seulement pour obtenir le résultat final de

I’algorithme.
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2.3.2 Variance et biais :

Les coefficients en ondelettes de I’entrée sont des estimations non biaisées des coefficients en
ondelettes de la fonction sans bruit, mais la variance de cette estimation est plutdt élevée.
Remplacer les plus petits coefficients par zéro réduit cette variance mais au prix d’un biais

plus important.
biais? (1) = [E(w;,) - v]°.
variance()) = E|w;, — E(Wk)||2.
ce qui donne :
E(R(1)) =%Q|E(WK)—VII2 <l ~Ew,)[?)
2

Risque = biais + variance.

A A

Biais2

Risque

v

.
>

A A

Fig 2.3 Biais , variance et risque en fonction du seuil

Les méthodes qui visent a enlever tout le bruit d’une maniére catégorique risque d'éliminer
aussi une partie importante du signal.
lim,  variance(1) =0
Si tous les coefficients sont éliminés, la variance sera réduite a zéro: tout le bruit est
supprimé, mais le signal aussi . Dans ce cas, le biais est égal a la racine de I’énergie du signal

sans bruit ;

lim,__,., biais? (%) = |v|
Aprés avoir défini I’EQM, I’objectif est de trouver un compromis entre le lissage et la
préservation de structures en cherchant un compromis a I’aide de la fonction risque entre

variance et biais (tous deux sont inconnus). Une solution avec variance minimale est

probablement réguliere et une bonne préservation de contours s’accompagne d’un faible
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biais ; d’ou le meilleur compromis entre variance et biais est la valeur du seuil pour laquelle
on a le minimum de risque.

2.3.3 Contribution a la fonction risque de chaque coefficient :

Une étude [Jan 2000] a montré que le choix d’un seuil élevé est souhaité si on considere
seulement les coefficients qui s’approchent de zéro, et d’un autre coté un seuil avec une petite
valeur est souhaité si on considere seulement les coefficients élevés. Finalement le seuil

optimal dépend de la distribution des coefficients.

La contribution a la fonction risque de chaque coefficient est :
r(v,A) =[2(c? + 22) =V ] +[®(1 - V) + (L +V)](V* =% = 1)
— 0’ [(A = V)P(A+V) + (A +V)P(A - V)]
ou : A est le seuil,v est le coefficient d’ondelette sans bruit, o le niveau du bruit, ¢ distribution
du bruit (loi de Gauss) et @ fonction de répartition du bruit.
La représentation de cette contribution en fonction du seuil (Fig 2.3) pour différentes valeurs
de v montre que les coefficients avec peu d’information préferent un seuil élevé contrairement

aux larges coefficients qui favorisent le choix d’un petit seuil.

Afin de trouver les minima du risque EQM , on calcule la dérivée :
%(V,x) —22-D(v+1)—D(—v+1)]- 26 [d(v+ 1) +d(-v+A)],  (2.3)

Un cas important a souligner se présente lorsque v=0, dans ce cas la dérivée serait toujours
négative et s’approcherait de zéro quand A—o0. Ceci signifie que le seuil optimal pour les
coefficients nuls est égal a I’infini.

Pour avoir une idée plus générale, on calcule sa dérivée par rapport au coefficient v :

>0 si v>0,
<0 si v<0,

a%(%(v,x)j = 2V[b(v + 1)+ b=y + )] = {

, . , or .
En conséquence, pour un seuil donng, aa un minimum pour v=0.

2.4 Propriété asymptotique du seuil a minimum de risque :

2.4.1 Motivation

Dans le prochain chapitre, il est montré que dans le sens du minimum de risque, la méthode
de validation croisée généralisée GCV fournit asymptotiqguement le seuil optimal. Cette
propriété est motivante pour I’utilisation de la GCV dans I’évaluation du seuil. Pour prouver
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Fig 2.3 Contribution a la Fonction risque en fonction du seuil pour différentes valeurs de
coefficients d’ondelette
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cette optimalité asymptotique, on doit tout d’abord connaitre quel est le comportement du

seuil optimal quand le nombre de données tend vers I’infini.

2.4.2 Equivalence asymptotique :
a) Définition :
Deux fonctions f(x) et g(x) sont dites asymptotiqguement équivalentes (on notera f(x) ~ g(x) )

quand x tend vers I’infini, si et seulement si :

lim ﬂ:1
7 g(x)

b) Propriétés

Si x tend vers I’infini, et si f(x) ~ g(x),on a:
1.f(x) h(x) ~ g(x) h(x).

2. Si f(x) ~ h(x), alors h(x) ~g(x).

3. Si h(x) = o(f(x)), alors f(x) £ h(x) ~ g(x).

4.Silim_ f(x)=1=Ilim, _ g(x), etsiles deux fonctions sont différentiables

log(f(x)) ~ log(g(x)).

2.4.3 Comportement asymptotique pour les fonctions polynomiales par parties :

Pour le cas de fonctions polynomiales par parties, on suppose que I’ondelette analysante a un
nombre de moments nuls plus grand que le plus haut degré des polynémes ; en conséquence
les coefficients en ondelettes seront nuls s'ils ne coincident pas avec des singularités. On

suppose que le nombre de singularités est fini sur I’intervalle [0,1].

Théoréme :[Don94]
Supposons que s(x) est une fonction polynomiale par partie sur [0,1], vik (i=1 ... N) sont les

coefficients en ondelettes de s, on note w;, =v, + @, les coefficients en ondelette bruités et
R(A) la fonction d’EQM. Si 4™ minimise E(R(A))alors pour N — oo :
A ~42logNo
Preuve
Soit :
w =v+o les coefficients en ondelette du signal s,

On note :
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lo ={ensemble des coefficients v nuls}
I, ={ensemble des coefficients v non-nuls}
Mo = nombre d’éléments de Io.

M = nombre d’éléments de |;.

Comme précédemment explique, on peut écrire :
N
R(L) =D r(vi,)),
i=1
d’ou
or or

R'(A) =My—(O,A)+ > —(vi, ),
(1) = Mo—-(0.2) ;%(. )

si on divise I’ensemble 11 en deux sous ensembles :

- or —
— 11" dans lequel se trouve les coefficients v; non—nuls tels que : a—x(vi,X) est négatif.

— 11" est I’ensemble complémentaire de 1’ dans I;.
M’ et M1 sont respectivement les nombres d’éléments des sous—ensembles I, 1,".

Pour le minimum de R(A), on a R’(A)=0, d’ou :

or or or
—My—O,A%)+ > —(v{,A*) = > —(v;,A%),
087\,( ) iz,:-ak( i ) i;ﬁ;\,( i )
le coté droit de I’équation est équivalent a M;"" 2 A*. Ceci est déduit de I’équation 2.3 quand

. o or M;" logN
v — oo . Dans le coté gauche on néglige —(v;,A*¥), car —~—>0;
g glige D —-(vi,), car =% ~ ==

iel,’ 0
En conclusion nous avons
My A*

M,"

or
——(0,2*
ax( )

a partir de I’équation 2.3 on peut trouver que

ﬂ(o A*) ~ —4c? 60%)
on 2 *2

d’ou
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En ne retenant que les termes essentiels , I’expression se réduit de la maniére suivante :
*2
logM, ~
262
A *2
log(N - M) ~
262
262 log N ~ A *2
Valeur des
seuils A

180 . - - . ;
Fqivalent asympotique
14of T 1
1201 -
1001 AeQu -

80r 7

60 7

401 -

20 1 1 1 1 1 1 N

0 1 2 3 4 5 6

7
x 10*

Fig 2.4. Seuil optimal (minimum EQM) (trait continu), et son équivalent
asymptotique o+/2log(N) (trait discontinu), en fonction du nombre de données N
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2.5 Seuil universel :
Il est sOr que I’étude asymptotique du seuil a minimum de risque ne révele pas tout sur la
valeur du seuil optimal. Cette valeur dépend de tous les coefficients tandis que la valeur

asymptotique ne dépend que de N et o (N nombre de donnée et o le niveau du bruit).

Aunv =+/2109(N)o .

Dans I’étude asymptotique précédente, il n’a jamais était question d’utiliser cette valeur
asymptotique comme seuil. Cependant cette valeur est bien connue dans les travaux relatifs au
seuillage par la T.O et elle y est utilisée comme seuil et non pas seulement comme équivalent
asymptotique elle est connue sous le nom de seuil universel. Cette appellation refléte I’idée
que ce seuil est valide pour tous les signaux de longueur N pourvu que ces signaux soient
suffisamment réguliers : c’est une valeur générale du seuil. Donoho et Johnstone [Don94] ont

démontré beaucoup de propriétés optimales pour ce choix, nous les citerons brievement :

a) Imitation du seuillage optimal :

Si on suppose qu’on peut deviner les coefficients non bruités en les choisissant au-dessus du
seuil optimal et en éliminant les autres, la sélection optimale de coefficients en ondelette
(symbolisée SO dans les inégalités suivantes) réaliserait un résultat meilleur que les méthodes
polynomiales par partie (PP):

Risque(SO) < (Alog N + B)(Risque(PP))

ou : A, B sont des constantes réelles.

D’un autre coté, le seuillage en utilisant le seuil universel donne des résultats aussi bons que

la reconstruction sélective optimale.

2
Risque(® v ) < (210g N +1)(Risque(SO) +GW) .

On déduit que la procédure de seuillage par le seuil universel , en s’appuyant seulement sur
les données, atteint , & un facteur log®N, les performances des méthodes polynomiales
équipées d’un oracle.

b) La propriété Minimax :
Soit 4., le seuil minimax ( le plus grand seuil parmi ceux qui minimisent le risque relatif
maximum par rapport au risque de la sélection optimale).

A €St asymptotiquement équivalent a /2log N
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c) Adaptivité et optimalité

Les resultats précédents relient les performances du seuil universel a la sélection idéale des
coefficients : ceci exprime le fait que si la sélection optimale donne de bons résultats alors le
seuillage doux par un seuil universel donne des résultats qui s'en approchent. Ceci nous
amene a se demander quand est-ce que la reconstruction sélective est une bonne méthode pour
la réduction du bruit. Nous devons nous attendre a de bons résultats quand la représentation
en ondelette est éparse. C’est justement le cas pour les signaux doux (réguliers) par parties.

Pour caractériser cette douceur, on ne peut utiliser I’espace de Holder car une singularité

détruit la douceur, on utilise plutot I’espace de Besov B, ,ou les parametres p, g et s mesurent

différents aspects de la douceur.
Si une fonction F s’étend dans un tel espace le risque du seuil universel atteint, a un facteur

logarithmique pres, le risque du seuil minimax.

sup Risque( Ay ) < Clog N .inf (sup(Risque(f)))
feF f feF

Le seuil universel a la propriété d’aboutir a ces résultats sans connaissances a priori sur la
douceur du signal, cependant I’estimation optimale dépend clairement d’une mesure de cette
douceur. C’est pourquoi la procédure de seuillage est dite adaptative a une douceur inconnue
[Don95c].

d) La douceur

L’espace de Besov est muni d’une norme pour mesurer la douceur d’une fonction, tout en
étant flexible pour mesurer les singularités : une singularité isolée ne pose pas de probléme
pour la douceur au sens de Besov.

Il a été prouvé que la reconstruction, en utilisant le seuil universel, produit avec une grande
probabilité, un résultat aussi doux que le signal sans bruit [Don95b]. Cette garantie de
douceur n’existe pas pour les seuillages se basant sur une approche de minimisation de risque.
Les résultats de ces algorithmes contiennent des structures bruitées « blips». Une

amélioration de ce seuillage sera présentée pour remeédier a ce defaut.

Nous avons présenté dans ce qui a précédé une méthode d’élimination du bruit agissant dans
le domaine des ondelettes et se basant sur le seuillage. Nous avons opté pour le seuil qui
minimise I’EQM. Nous avons montré que ce seuil est asymptotiqguement équivalent au seuil
universel. Le chapitre suivant exposera les méthodes SURE et GCV qui permettront d’estimer
I’EQM et le seuil 8 EQM minimale.
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Dans chapitre précédent, on a étudié les propriétés du seuillage a risque minimal. En pratique,
I’EQM ne peut jamais étre évaluée exactement parce qu’elle dépend des coefficients non

bruités dans le calcul. C’est pourquoi, nous avons besoin d’estimer cette fonction.

3.1 Estimateur SURE de ’EQM
On veut obtenir une estimation de I’EQM (qui est basée sur des variables inconnues). Pour

cela on considere I’effet du seuillage sur les données en entrée. On définit la fonction:

N

Z(Wli _Wi)2 1 )
FA)=t———=—|w, —w[".
%) . I -
La valeur moyenne de cette fonction est :

E(F(1)) = E(%(”W—v”z +v—w|* +2 < (w-v),(v-w,) >)).

E(F(1) =c? +E(R(1)) —%E(W, w,).

Le troisieme terme peut s’exprimer d’une autre fagon grace au lemme suivant:

Lemme [Ste81]

Si la densité ¢(w,) est gaussienne, pour le seuillage doux on a :

E(w,,w,)=0c’P(w]|>2)

On définit la fonction suivante aussi :

N

> E(w,w,)
i (4) = MT-

A partir du lemme on peut écrire :

> P(w| > 2)

1 (4) = N

On introduit également la matrice :

0 si |w|<a

Onremarquequesi i jonaD;j=0,etpour i=jona Dii= )
1 ailleurs.
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Pour cela, la trace de D, soit Tr(D), serait égale au nombre de données au dessus du seuil,
soit :
Tr(D)= card{i / w,; #0}
Tr(D)=N - No.

ou N est égal au nombre de données au dessous du seuil Ng = card{i / w;; =0}.

Si A est une matrice telle que

_ 5y,1i
oy;

A

Il est facile de voir que A=W 'DW . ol W est la matrice T.O, si la transformation en

ondelette est orthogonale alors on peut écrire :
~ ~ _\T
A=WD 6/v —1)
Comme W n’est pas singuliere ,ona: Tr(A)=Tr(D).
Avec cette notation et puisque pour les variables Bernoulli on a E(D;; )=P(D;; =1) , on peut

écrire comme suit :

1 1 Tr(E(A))
-~ SN'P(D. =1)=—SNEMD.)=———Y¥
lul N z ( i ) N z ( ||) N
A partir de <w, w, > (incalculable en pratique), on a abouti & o *Tr(A).
On peut écrire comme approximation de R(A4):

20"

N Tr(A).

SURE(A) = F(1) — o2 +

Cette estimation a été découverte au départ par Stein [Ste81]et porte son nom SURE pour
Stein’s Unbiased Risk Estimator . A partir de I’appellation on devine que I’estimateur est non
biaisé, cette propriété n’est pas asymptotique comme dans le cas de la GCV ; le nombre de
coefficients ne joue pas de role dans le calcul de la valeur moyenne. L’ estimateur peut étre
calculé dans le domaine d’origine, mais comme :

Tr(A) = Tr(D) = N — N.

Il est plus facile de compter le nombre de coefficients nuls dans le domaine des ondelettes.

3.2 SURE Adaptative
Contrairement au seuil universel, le seuil SURE dépend directement du signal a traiter. On

doit donc s’attendre a un seuil plus adaptatif. Donoho et Johnston [Don95c] ont expliqué
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comment que la procédure SURE s’adapte automatiquement a la classe de douceur (espace
de Besov) a laquelle probablement les données non bruitées appartiennent.

La méthode atteint asymptotiqguement le comportement minimax a une constante pres ; c’est a

dire que si une fonction non bruitée appartient a un espace de Besov F = B; . I’algorithme

SURE agit comme une procédure minimax : il s’approche de I’estimateur qui minimise le pire

cas de risque dans I’espace de fonction.

sup Risque(SURE) < Cinf sup Risque(f).
feF f feF

C dépend des parametres de douceur p, g et s de I’espace de Besov .

Voici pourquoi la méthode s’adapte automatiquement au type de douceur de la fonction non
bruitée. La procédure de seuillage ne nécessite pas des connaissances supplémentaires sur la
douceur du signal pour trouver un seuil qui s’approche du meilleur seuil.

Cette performance presque minimax de SURE est meilleure que celle du seuil universel d’un

facteur logarithmique.

3.3 Validation croisée ordinaire

Cette partie introduit le principe de la validation croisée (cross validation)[Wah90]. Notre but
est de minimiser la fonction d’erreur basée sur le signal exact inconnu. Pour cela nous
cherchons un compromis entre lissage et préservation de I’information. Nous supposons que
le signal original est régulier jusqu’a une certaine mesure, ce qui signifie qu’une valeur f;
peut étre approximée par une combinaison linéaire des valeurs qui lui sont voisines. En
considérant une combinaison linéaire de y;, qui ne dépend pas de y;, on peut éliminer le bruit
dans cette partie. Du moment qu’on remplace un point par une moyenne pondérée de ces
voisins , le bruit en ce point est lissé et on aboutit comme ¢a a un résultat relativement moins
bruité. Cette valeur peut étre utilisée pour calculer une approximation de la fonction risque
R(1).

Pour étudier la préservation des structures, on calcule le résultat du seuillage A du signal

modifié , dans lequel la i*™ composante y; est remplacé par Y, .
ie: Y =AY Yo Vias Vi Vi YT
On considere la capacité de y, a prédire la valeur de y; comme une mesure d’optimalité du

choix du seuil. Pour de faibles valeurs du seuil 4, la différence y, —y, est dominée par le
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bruit, alors que pour de larges valeurs du seuil le signal est déformé. On répéte la procédure et

on calcule, pour exprimer le compromis, la grandeur :
1 ~ 2
OoCVv ZWZ(yi - yz,) .
i=1

Cette fonction est appelée « validation croisée ordinaire» (ordinary cross validation ), cette
appellation nous indique que , pour calculer un point, on utilise les valeurs d’autres points
(les voisins) . I’OCV nécessite N procédures de seuillage y compris la TO et la TO inverse.

Plusieurs formules de combinaisons sont possibles pour Y., la plus évidente est:

-~ 1
Yi = E(yi—l + yi+l)'

Pour ce dernier choix de Yy, on peut écrire :

~ Yi — yzi Lo y},i - y/li y,1i - y,ﬁ ay/li
Yi—Y, =———, avec: q = —— = — = =A.
- 1-4 Yi=Y, Y=Y o
Donc on a
oCcv ~iia2(ﬂ)(y —-vy,)?% avec a,(A) 1
SN e 1A

Cette expression ne peut étre évaluée dans le domaine des ondelettes et le calcul de A en

utilisant A=W DW est couteux puisque pour chaque évaluation , on a besoin d’une TO
inverse. En plus, les expérimentations ont indiqué que I’évaluation est un probléme mal posé,
spécialement pour les petites valeurs du seuil, quand la plupart des Aj sont égaux a 1. Pour

accelérer la procédure, on peut utiliser une sorte de valeur moyenne de «; (1) :

ai(ﬂ)za(ﬂ)z 1 Nl - 1 ' - 1 1 .
ﬁ;l_Aﬁ ﬁ(Tr(|—A)) N(rr(l—D))

Ceci nous donne la fonction dite de la validation croisée généralisée « GCV » qui peut étre

évaluée et minimisée dans le domaine des ondelettes.

3.4 Validation Croisee Généralisée GCV (Generalized cross validation)
La GCV [Wey98][Nas96][Jan97]est une fonction du seuil définie par :

eV () - dy-v.l” _ Fw

{Tr(l - A)T {NO(/I)T '
N N
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Cette fonction peut atteindre une valeur infinie pour No=0. Ceci se produit difficilement pour
des signaux affectés par un bruit gaussien si 4 >0 mais on ne peut pas affirmer que
P(Np=0)=0 si No = 0. Pour éviter tout probleme, on pose GCV=0 si No=0.

Si la transformation en ondelettes est orthogonale la méme formule peut étre utilisée dans le
domaine des ondelettes

- wi

{No(k)}2 |
N

La minimisation de cette fonction peut étre faite dans le domaine des ondelettes. Le

GCV(}) =

dénominateur peut étre facilement évalué en effectuant le comptage des coefficients dont la

valeur est au dessus du seuil.

3.5 Comportement asymptotique
On démontre [Wey98][Jan2000]que si A =argminR(A) et 1= argminGCV (1) alors pour
N — o les deux procédures de minimisation donnent des résultats de méme qualité

(équivalents), soit :

ER(A) _,
E(R(4))

et au voisinage de A* E(GCV(L)) serait une translation verticale de E(R()\)) avec une valeur

de o°.

E(R(V) + 62 ~ E(GCV(L));

4500
4000 f
3500 |, GCV

3000 f

2500 |
2000 |
1500
1000 [

500

0 1 1 1 1 ! 7\,
0 10 20 30 40 50 60

Fig 3.1 GCV et EQM de la fonction résultante en fonction du seuil
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3.6 GCV pour un nombre de données fini :

L’ optimalité asymptotique assure un bon résultat dans la plupart des cas. Il suffit seulement
que le nombre de données N utilisées pour estimer la GCV soit assez élevé. Pour les
applications d’élimination de bruit dans les signaux, nous avons conclu , d’apres nos
expérimentations qu’un nombre minimum de données égal a N =1000, est requis pour que la

procédure de minimisation puisse estimer correctement le seuil optimal.

Nous illustrons dans les graphes Fig 3.2 et Fig 3.3 suivants I’effet de la réduction du nombre
de données sur la capacité de la GCV a estimer I’TEQM. Nous constatons la détérioration des
qualités de la GCV dans I’estimation de I'EQM pour un faible nombre de données.
Néanmoins le minimum de GCV peut étre accepté comme une estimation du minimum de
I’EQM. Mais il est clair que méme cette possibilité est perdue quant le nombre de données se

réduit encore plus.

4500 - . . - . 4500 ;
400¢ 400G
350¢ GC\_/, PR g GCV ]
300q; Y et ]
2500, e ' ) 2500+ Tt |
200 1 200¢

150¢ EQM 1 150¢
1000+ 100¢

500 500¢

% 10 20 a0 4 s er % 10 2 30 40 0 60 M
Fig 3.2 GCV et EQM de la fonction résultante en fonction du seuil pour
N=16384 (gauche) et N=4096 (droite)
3.7 Procédure de minimisation :
La minimisation se fait dans le domaine des ondelettes et en utilisant la procédure de
minimisation de Fibonacci [Fle81]; il n’est pas nécessaire de calculer le minimum avec

précision , une approximation avec une erreur de 107 suffit du fait que la courbe de EQM en
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fonction de A est réguliére dans le voisinage du minimum. Cette procédure atteint une

approximation avec la tolérance voulue aprées 20 itérations en moyenne.

GCV et EQM en fonction du seuil

GCV et EQM en fonction du seuil

60

pour N=1024 pour N=841
800 : . . . . 450 . ; . . .
700 | 4006 s
3500 | GCV .~ .
6000 |
3000+ s 4
500 ! 1
GCV ) 250¢ -
400¢ S
200¢
3000 com 1 wsod
200¢ b 1000
100G g 500+
0 L Il Il Il L 0 L 1 L L L
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
GCV et EQM en fonction du seuil GCV et EQM en fonction du seuil
our N=676 =
5008 -p : : 500 DOUI’lN 64‘
4500 4500 ]
GCV.-~
4000 GCV 400¢" e .
3500 :
- 3500 . i
30061 hod
: 300G+ | -
25001 Ry
: 250C ! v
2000 | 3
; 2000\
1500 \
1000f 150¢
506 100G
G 1 1 1 1 1 7\‘ 50 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50
GCV et EQM en fonction du seuil
pour N=16
9000 .
8000 R
GCV .~
7000
6000 i
5000+ !
a00q |
3000+ |
2000 ¥
1000+
0 ! 1 L 1 1 1 }\‘
0 10 20 30 40 50 60

Fig 3.3 Représentation de

- " \ o~ " N | - B & 24

"

1 N | ~Tr- - e ME] 1 1 s

’EQM (trait continu) et de son estimation GCV (trait
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Nous avons présente deux méthodes d’estimation de I’'EQM (SURE et GCV) qui peuvent
s’exprimer dans le domaine des ondelettes afin de calculer le seuil 8 EQM minimale. On a vu
que le seuillage en utilant ce seuil permet d’aboutir a un résultat plus adaptatif a la douceur du
signal. On a apprécié la capacité de la methode GCV a estimer I’/EQM sans connaissance a
priori sur le niveau du bruit a condition que celui—ci soit stationnaire et non—corrélé, et que la
transformation en ondelette soit orthogonale. Dans le prochain chapitre une extention de cette
méthode au cas d’un bruit coloré et d’une transformation en ondelettes non—orthogonale sera

proposeée.
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Nous avons exploité le caractere épars d’une représentation en ondelette pour justifier le
seuillage comme méthode de filtrage et la GCV comme methode d’évaluation d’un seuil
asymptotique optimal. Jusqu’a présent, nous n’avons pas utilisé une autre caractéristique, qui
est une voie naturelle de support des ondelettes « I’idée de la multirésolution ». Une
représentation en ondelette n’est pas seulement dispersée mais aussi multi—échelle, la
combinaison de ces deux approches crée plus de possibilités car :

Premierement, un signal dans la plupart du temps a des caractéristiques différentes dans
chaque échelle ; on considére I’échelle comme une grandeur inversement proportionnelle a la
fréquence. On peut utiliser le caractere multi—échelle de cette représentation pour rendre plus
adaptatives certaines opérations de traitement du signal et de I’image ; pas seulement en
traitant chaque niveau indépendamment mais en traitant un niveau en considérant les
informations dans les nivaux adjacents[Cro98][Xu94].

Deuxiémement, si le bruit est coloré au lieu d’étre blanc, la répartition du bruit dépend du
niveau, d’ou un seul seuil ne va pas éliminer le bruit correctement. Un seuillage avec des
valeurs de seuil qui dépendent des niveaux est une solution pour éliminer un bruit coloré tout

en étant plus adapté aux caractéristiques des signaux.

4.1 Seuillage global d’un bruit coloré :

Une représentation graphique de la GCV et de EQM (Fig 4.6) indique que la GCV ne permet
plus de fournir une bonne approximation du seuil a minimum de risque lorsque le bruit est
coloré. La raison est dlle & la non stationnarité du bruit dans le domaine des ondelettes. Nous
avons un niveau de bruit o qui dépend des coefficients ; en conséquence, la formule du
SURE n’est plus valide. Et puisque les propriétés asymptotiques de la GCV sont basées sur
cette estimation non-biaisée (SURE), le succes de la GCV n’est plus assuré.

A partir de I’étude de la matrice de corrélation des coefficients en ondelettes bruités on
constate que si un bruit est non corrélé et stationnaire il reste non corrélé et stationnaire apres
une transformation en ondelettes orthogonale et si il est ni stationnaire ni blanc, sa
transformée en ondelette va étre ni blanche ni stationnaire.

La GCV atteint un seuil optimal si le nombre de coefficients tend vers I’infini sans nécessiter
que les coefficients en ondelettes soient non corrélés. Par contre pour le seuil SURE, on a
besoin que le bruit soit stationnaire dans le domaine des ondelettes. Mais dans ce cas trouver
le seuil minimum EQM ne sera pas aussi utile car par intuition, on sait que plus les
coefficients sont bruités plus le seuil doit étre élevé. Si la quantité du bruit dépend des

coefficients, il est difficile de I’éliminer par un seuil unique. Nous présentons dans la figure
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(Fig 4.5) un exemple de reconstruction de coefficients aprés seuillage avec un seuil minimum
EQM. Ce seuil parait trop petit et ne peut enlever le bruit aux fines échelles. La plupart du
bruit considéré est concentré dans cette région du fait qu’il est généré par un filtre passe haut
correspondant aux fines échelles.

Si on arrivait a trouver la matrice de covariance de bruit Q alors il est possible de calculer la
matrice de covariance S dans le domaine des ondelettes en utilisant (2.1). On pourrait ainsi

normaliser les coefficients d’ondelette par :

Winorm _ Wi/\/S_ii
La procédure du seuillage par un seuil globale minimum MSE serait plus efficace dans
I’élimination des coefficients bruités .
Malheureusement, en pratique on ne connait pas la structure de corrélation de I’entrée et on
compte sur le caractére multirésolution de la transformation en ondelettes. Celle-ci permet de

prouver, en supposant que le bruit est stationnaire, que la variance des coefficients
d’ondelettes de ce bruit a la position k et a la résolution i, E(Wilk)z, ne dépend que de cet

résolution i.

Dans le cas bidimensionnel, dans le plan des ondelettes, le niveau de bruit dépend aussi de
I’orientation (horizontale, verticale, diagonale).

On montre qu’un bruit corrélé stationnaire est stationnaire pour chaque niveau, et comme la
stationnarité est une condition nécessaire pour le succes de la GCV pour I’estimation d’un

seuil optimal, le choix d’un seuil différent pour chaque niveau apparait comme une solution.

Preuve :

Soit la corrélation du bruit au 1* niveau de la transformation en ondelette comme suit :

Eopkor = )Y Gu-2k Gv-21Engny
u v
Ona:Enynyv=Qyyv=0duy-
Eopgor = Y > Guok Gv-21G)yy|-
u v
en remplacant m=u-2k et n=v-2I alors en obtient :
Eopxor =YD Gm Indj2(k-1)+mn|
m n

De la derniére équation , on s’apercoit que pour tout entier r, on a :

E®y 01141 = Eop g



Seuillage et GCV dans des situations plus réalistes 60

250
200 1
150 .
100 1
50 1
0 1 1 1 1 ! N
0 50 100 150 200 250 300
Fig 4.1 Le signal original
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Fig 4.2 Le signal bruité avec un bruit coloré
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Fig 4.3 L’EQM de la fonction résultante en fonction du seuil
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Fig 4.4 TO du signal bruité avec un bruit coloré

w>

250

200 - =

150 -

100 - -

50 =

0 ! 1 ! ! ! N

0 50 100 150 200 250 300

Fig 4.5 Le signal débruité avec un seuil qui minimise ’EQM

3500

3000 F GCV ______________ _._v_.,_._._v_‘,._._. |

2500 |- T i
2000
1500
1000

EQM ]

500

% 10 20 30 20 50 60 A
Fig 4.6 GCV (trait discontinu) et EQM (trait continu)

d’un signal bruité avec un bruit coloré
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En particulier,ona:
2 2 2
Eopy,r = Eopy =07,
On peut répéter la méme procédure pour les niveaux suivant.

On peut en conclure que o est stationnaire dans un méme niveau.

4.2 Seuillage Universel dépendant des niveaux

Johnstone [Jon94] a proposé, dans le cas de signaux bruités par un bruit corrélé, un seuillage
dépendant des niveaux, avec un seuil T; =c;+/2log(N) ou oj est I’écart type du bruit au

niveau i et N et le nombre d’échantillons du signal de départ. Il a été démontré que le risque

de ce seuillage est a un facteur (2log(N)+1) du risque atteint par un seuillage optimal :

R(5,s) < (2log(N) +1)(62 + R(optimal));

ou o= %Zﬁl

4.3 Extention au cas SURE et GCV

L’erreur quadratique moyenne est :

R() = Y ERE)

2
Avec: Rf (L) = i”wfk — vy
N7

Ou Nf est le nombre de coefficients dans le niveau i et orientaion ¢ et R ()A)est le risque
associé au niveau j et I’orientation c.

Puisque dans I’expression (5.1) tous les termes sont positifs, la minimisation de R(A) est
équivalente a la minimisation des R} (1) pour tout c et i.

De la méme maniéreona:

2 NS —2N¢
SURE! =F°(\) +of . ————-0
c

|

N 1 2
Ou: FF(\)= FHW& —wy
|
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Fig 4.7 GCV et EQM en fonction du seuil pour les niveaux 1, 2 et 3 (le seuil est
different d’un niveau a un autre), la transformation en ondelette est avec décimation
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Cet algorithme ainsi que le seuillage universel dépendant des niveaux exigent une estimation
explicite du niveau de bruit a chaque échelle, nous utilisons I’estimation suivante [Joh94] :
cj = MAD(w; ) /0.6745.

ou MAD est I’écart absolu médian.

Ceci nous meéne a une estimation adaptative telle que :

% w7 —fo‘
GCVE(r) =
Nf
N§

Le minimum de cette fonction est asymptotiquement optimal pour I’estimation a minimum de
risque pour le niveau i et I’orientation c.

L’utilisation de la méthode GCV pour des signaux affectés par un bruit corrélé est motivée
par le fait que les propriétés de la GCV ne sont pas affectées par le bruit corrélé directement.
Le bruit corrélé affecte seulement I’algorithme a travers la distribution des coefficients en
ondelettes qui devient différente . Grace a la structure multirésolution d’une transformation en
ondelette, on est sre que les coefficients ont une distribution identique dans un méme niveau.
Le fait que la GCV ne nécessite pas une estimation du niveau du bruit a I’échelle i et
I’orientation c est particulierement intéressant car, dans le cas du bruit blanc, le niveau de
bruit est le méme a toutes les échelles. Il peut donc étre estimé a partir des coefficients des
fines échelles (cette résolution contient généralement peu de coefficients importants). Par
contre, si le bruit est coloré ou si la transformation n'est pas orthogonale, on aura besoin d’une
estimation a chaque niveau et chaque direction pour les larges échelles qui contiennent

plusieurs coefficients de grande valeur.

4.4 Transformation non orthogonale

Si le bruit est non corrélé et stationnaire mais la transformation est biorthogonale, I’équation
(2.1) nous apprend que les coefficients en ondelette sont corrélés et non stationnaires. On peut
dans ce cas soit normaliser les coefficients soit appliquer un seuillage dépendant de I’eéchelle.
Cette derniére solution a I’avantage d’adaptivité par rapport au signal et reste valable méme si

le bruit est coloré.
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Fig 4.8 Résultat du seuillage universel dépendant des niveaux.
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Fig 4.9 Resultat du seuillage SURE dépendant des niveaux.
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Fig 4.10 Résultat du seuillage GCV dépendant des niveaux.
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Fig 4.12 Résultat du seuillage universel dependant des
niveaux avec une transformation sans décimation
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Fig 4.13 Résultat du seuillage SURE dépendant des niveaux avec
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Fig 4.14 Résultat du seuillage GCV dépendant des niveaux avec
une transformation sans décimation
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4.5 Adaptivité pour chaque échelle

Méme pour un bruit blanc et une transformation orthogonale, un seuillage dépendant du
niveau peut étre intéressant, car le seuil optimal ne dépend pas seulement du niveau de bruit,
mais aussi des caractéristiques du signal. Ces caractéristiques peuvent étre différentes a des
niveaux différents. Les larges échelles exhibent une importante proportion de caractéristiques
de signaux. La présence de larges coefficients force a ce que le seuil soit de faible valeur,
méme si le niveau du bruit est le méme dans tous les niveaux le seuil a minimum de risque
aux larges échelles tend a étre petit. Si I’algorithme cherche un seuil global, il doit y avoir un
compromis : les fines échelles vont slrement trouver que le seuil est trop petit se qui se

répercute en sortie par des strucures bruités « blips ».

4.6 Transformation en ondelette non décimée :

La TO non décimée a une complexité de calcul de O(Nlog(N)) celle—ci est plus colteuse que

la TO avec décimation d’un facteur log(N). D’un autre coté, la TO sans décimation a quelques

avantages.

1- Cette TO redondante est extensible au cas ou le nombre de données n’est pas une
puissance de deux.

2- La TO non décimée est redondante et génére un nombre égal de coefficients en ondelette a
toutes les échelles. En principe, ceci facilite I’utilisation de la GCV dans les larges
échelles, seulement la grande corrélation entre les coefficients réduit partiellement le
bénéfice de cet avantage.

3- 1l est facile de prouver que la TO redondante d’un bruit stationnaire est stationnaire a
chaque échelle.

4- Contrairement a la TO décimée, la TO redondante est invariante par translation. Elle

contient les transformations en ondelette de toutes les translations du signal d’entrée.

Si on définit I’opérateur de translation par S, tel que pour un signal y de taille Non a:
Zy =Yg SI k=2..,N

z=Syc>{
1= YN

d’ou la transformation en ondelette redondante contient tous les coefficients tel que :
W, = WSy n=1,..., N.

ou W est la transformation en ondelette avec décimation.
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5- A chaque fois qu’on effectue une étape de transformation en ondelette inverse, on prend la
moyenne des reconstructions des deux schémas de décomposition de I’échelle précédente.
Ceci veut dire que pour réaliser la reconstruction globale, on calcule la moyenne des
reconstructions des différentes transformations en ondelette des translations du signal

d’entrée.
1hen
Yrecon :NZS Ww,.
1

W =W est la transformation en ondelette inverse, S™ est I’opérateur de translation

inverse

Ce qui cause évidemment un lissage de niveau du signal reconstruit.

Nous avons montré dans ce chapitre que la méthode GCV, pour I’estimation de I’EQM, peut
étre étendue aux signaux affectés par un bruit coloré et aux transformations non—orthogonales,
en utilisant un seuillage dépendant des échelles dans le domaine des ondelettes. Car les
conditions nécessaires pour la validité de la méthode GCV (stationnarité du bruit) sont
assurées a chaque échelle. Cette solution a I’avantage supplémentaire de faire aboutir, dans
tous les cas, a un résultat plus adaptatif aux caractéristiques du bruit et du signal.
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Fig 5.1 L’ image originale

Fig 5.2 Image bruitée ( bruit blanc additif ) & 10db
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5.1. Evaluation qualitative

Nous proposons de tester I’approche d’élimination de bruit par décomposition en ondelette
sur une image bruitée artificiellement avec un bruit blanc gaussien additif, le rapport signal
sur bruit de I’image altérée est de 10 db. La décomposition a été réalisée jusqu’au 4°™ niveau.
Pour avoir une idée sur les possibilités des approches classiques, nous commencons par
présenter les résultats apres application du filtre médian, et du filtre de Wiener, ( Fig 5.3 et
Fig 5.4 ) tous deux ont une fenétre d’analyse de 3 x 3. Les résultats sont globalement tres

proches. Une grande quantité de bruit persiste encore.

Fig 5.3. Résultat du filtre médian appliqué
a I’image de la Fig 5.2

Fig 5.4. Résultat du filtre de Wiener
appliqué a I’image de la Fig 5.2
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Fig 5.5 Resultat du seuillage de Fig 5.2 avec
un seuil universel global (SNR=19.84)

Fig 5.6 Resultat du seuillage de Fig 5.2 avec
un seuil SURE global (SNR=18.95)

| T R

Fig 5.7 Resultat du seuillage de Fig 5.2 avec
un seuil GCV global (SNR=19.10)
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Fig 5.8 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un
seuil universel dépendant des niveaux (SNR=17.64)

Fig 5.9 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un
seuil SURE dépendant des niveaux (SNR=20.12)

i = z e

Fig 5.10 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un
seuil GCV dépendant des niveaux (SNR=19.92)
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Fig 5.11 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un seuil universel dépendant des niveaux
dans le cas ou la transformation en ondelettes est sans décimation (SNR=16.14)

Fig 5.12 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un seuil SURE dépendant des niveaux
dans le cas ou la transformation en ondelettes est sans décimation (SNR=21.39)

Fig 5.13 Résultat du seuillage de Fig 5.2 avec un seuil GCV dépendant des niveaux
dans le cas ou la transformation en ondelettes est sans décimation (SNR=21.18)
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Dans le cas d’une image affectée par un bruit blanc, les résultats du seuillage global, malgrée
une elimination d’une grande partie du bruit, sont trop lissés, les contours sont mal préserves,
surtout pour le seuil universel (Fig 5.5) ou on arrive a peine a reconnaitre certaines structures.
Pour un seuillage avec le seuil SURE et GCV (Fig 5.6 et Fig 5.7), le lissage est moins
important mais il reste inacceptable. En plus, on constate I’apparition de petites structures
génantes et qui pourraient méme induire a une mauvaise interprétation des images.

L’ application d’un seuillage dépendant des niveaux a des conséquences différentes selon le
seuil choisi. Dans le cas du seuil universel, dépendant des niveaux (Fig 5.8), le lissage est
encore fort malgré une légere amélioration dans la préservation des contours. Dans le cas du
seuil SURE et GCV (Fig 5.9 et Fig 5.10), les contours apparaissent d’une maniere plus nette,
I’inconvénient est que les structures génantes sont présentes avec une plus grande dimension.
L apport d’une transformation sans décimation, n’est pas tres ressenti dans le cas du seuil
universel (Fig 5.11). Mais, dans le cas des seuils se basant sur la minimisation de I’erreur
quadratique moyenne (Fig 5.12 et Fig 5.13), cette transformation invariante par translation
permet de se débarrasser des fausses structures génantes sans réduire la qualité des contours

déja atteinte.
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10db)

Fig 5.14 Image bruitée avec un bruit coloré additif (SNR
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Fig 5.15 Résultat du filtre médian appliqué a Fig 5.14
(bruit coloré)

Fig 5.16 Résultat du filtre de Wiener appliqué a Fig 5.14
(bruit coloré)
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Fig 5.17 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec
un seuil universel global (SNR=17.86)

Fig 5.18 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec
un seuil SURE global (SNR=19.18)

e ,u. '_- )
Fig 5.19 Résultat du seuillage de Fig 5.14
avec un seuil GCV global (SNR=15.48)
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5

Fig 5.20 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un
seuil universel dépendant des niveaux (SNR=18.20)

Fig 5.21 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un
seuil SURE dépendant des niveaux (SNR=22)

Fig 5.22 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un seuil
GCV dépendant des niveaux (SNR=22.97)
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£

Fig 5.23 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un seuil universel dépendant des
niveaux dans le cas ou la transformation et sans décimation (SNR=18.42)

Fig 5.24 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un seuil SURE dépendant des niveaux
dans le cas ou la transformation et sans décimation (SNR=23)

Fig 5.25 Résultat du seuillage de Fig 5.14 avec un seuil universel dépendant des
niveaux dans le cas ou la transformation et sans décimation (SNR=26)
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Nous suivrons le méme cheminement pour I’évaluation des résultats de notre approche sur la
méme image bruitée cette fois—ci avec un bruit coloré (Fig 5.14). Le bruit coloré a été obtenu
en filtrant le bruit blanc gaussien avec un filtre passe haut. La décomposition se fait jusqu’au
3™ niveau. Celle—ci est suffisante du fait que le bruit est concentré dans les échelles les plus
fines.

Comme précédemment, nous commencons par presenter les résultats des méthodes
classiques, filtre médian et filtre de Wiener . Cette fois—ci les résultats sont différents : Le
filtre médian n’arrive pas a éliminer le bruit correctement (Fig 5.15) mais le résultat du filtre
de Wiener (Fig 5.16) est nettement meilleur bien que le bruit n’a pas été totalement supprimé.
Les méthodes se basant sur le seuillage des coefficients en ondelettes avec un seuil global
universel et SURE (Fig 5.17 et Fig 5.18) donnent des résultats lissés avec des structures mal
représentées ; on voit qu’une grande partie de I’information a été éliminée avec le bruit. Quant
au résultat d’un seuillage avec un seuil GCV global (Fig 5.19), il reste trop bruité. Ceci vient
du fait que la méthode GCV échoue dans I’estimation de I’erreur quadratique moyenne

L apport d’un seuillage dépendant des niveaux ne se fait ressentir que pour les méthodes ou
le seuil minimise I’EQM, car pour le cas du seuil universel I’amélioration n’est pas
perceptible (Fig 5.20). Pour le seuil SURE une amélioration considérable est constatée dans le
dessin des contours sauf que certaines informations ne sont pas représentées et un effet
d’image double apparait (Fig 5.21). L’image débruitée avec le seuil GCV dépendant des
niveaux (Fig 5.22) est nettement meilleur d’une part par rapport au cas du seuillage GCV
global et d’autre part par rapport au seuil SURE dépendant des niveaux, une élimination
quasi-totale du bruit est obtenue avec une bonne préservation des contours.

L application d’une décomposition invariante par translation ameéliore les résultats en
supprimant I’effet d’escalier des contours, sans détériorer les résultats atteints dans le cas sans
décimation, il est clair que les seuils se basant sur la minimisation de I’erreur quadratique
moyenne sont ceux qui atteignent les meilleurs résultats (Fig 5.24 et Fig 5.25), avec un net

avantage pour le seuil GCV.
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5.2. Evaluation quantitative
L’evaluation quantitative de la réduction du bruit se fait par le biais de I’estimation du rapport
signal sur bruit (SNR) dans I’image résultante. On définit ce rapport de la maniére suivante :

variance(image)
variance(bruit restant)”’

SNR =10logyq(

Le SNR traduit le rapport entre I’énergie signal sur I’énergie du bruit, une augmentation de
cette mesure est synonyme d’une amélioration du résultat en terme d’élimination du bruit.
Le SNR des résultats des seuillages appliqués a une image bruitée avec un bruit blanc

gaussien a un taux de 10db sont résumés dans le tableau suivant :

Seuil Seuil Seuil
Universel SURE GCV

Un seuil global

appliqué a tous les 16.8469 18.9549 19.1028
coefficients

Seuillage dependant des

niveaux avec une 17.6487 20.1233 19.9250
transformation avec
décimation
Seuillage déependant des
niveaux avec une 16.1460 21.3956 21.1825

transformation
sans décimation

Tab 1 : Rapport signal sur bruit
(Cas d’un seuillage global et d’un bruit blanc)

Le SNR des résultats des seuillages appliqués a une image bruitée par un bruit coloré a un

taux de 10db sont les suivants :

Seuil Seuil Seuil
universel SURE GCV

Un seuil unique pour
tous les niveaux 17.86 19.18 15.48

Seuillage dépendant des
niveaux avec une
transformation avec 18.20 22 23.13
décimation
Seuillage dépendant des
niveaux avec une 18.42 22.97 25.92
transformation sans
décimation

Tab 2 : Rapport signal sur bruit
(Cas d’un seuillage global et d’un bruit coloré)
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On procede aussi a I’évaluation de I’erreur normalisée entre I’image sans bruit et I’image

débruitée par seuillage avec un seuil L. Celle—ci exprimée en % est définie comme suit :

2.2 Gija—siy)?
]
228
i

Les erreurs normalisées des résultats des seuillages appliqués a une image bruitée avec un

Erreur, =

bruit blanc gaussien sont présentées dans le tableau 3. L erreur de I’image avant seuillage est
de 1.002 %. Il est clair qu’une diminution de cette erreur reflete un rapprochement entre

I’image débruitée et I’image sans bruit.

Seuil Seuil Seuil
Universel SURE GCV
Un seuil unique pour
tous les niveaux 2.055 1.265 1.223
Seuillage dépendant des
niveaux avec une
transformation avec 1.709 0.967 1.012
décimation
Seuillage dépendant des
niveaux avec une 2.135 0.755 0.779
transformation sans
décimation

tab 3 : Erreurs normalisées des images résultantes

(Cas d’un seuillage global et d’un bruit blanc)

Seuil Seuil Seuil
Universel SURE GCV
Un seuil unique pour
tous les niveaux 1.624 1.200 2.788
Seuillage dépendant des
niveaux avec une 1.503 0.627 0.331
transformation avec
décimation
Seuillage dépendant des
niveaux avec une 1.429 0.500 0.253
transformation sans
décimation

tab 4 : Erreurs normalisées des images résultantes

(Cas d’un seuillage global et d’un bruit coloré)
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En comparant entre les méthodes, on peut constater une concordance totale entre le rapport

signal sur bruit et I’erreur normalisée. Ce qui nous méne a I’analyse suivante :

Dans le cas d’une image affectée par bruit blanc gaussien, on peut remarquer d’apres les
deux mesures que les performances des méthodes se basant sur la minimisation de I’EQM
sont supérieures a celles obtenues avec les méthodes se basant sur le seuil universel. On
note que les méthodes SURE et GCV donnent des résultats qui sont tres proches en terme
de SNR et Erreur,. Un seuillage dépendant des niveaux apporte une ameélioration aux
difféerentes méthodes. A I’exception du seuil universel, I’amélioration est encore plus
importante si on applique une transformation sans décimation.

Dans le cas d’une image corrompue par un bruit coloré, on peut remarquer que les
méthodes se basant sur un seuillage universel ou sur un seuillage utilisant un seuil global
donnent des mesures de SNR et de Erreur; qui sont inférieures a celles obtenues avec le
filtre médian ou le filtre de Wiener tableaux 7 et 8, tout particulierement la méthode GCV
avec un seuil global ou on enregistre les plus mauvaises performances. L application d’un
seuillage dépendant des niveaux contribue dans I’amélioration des résultats en particulier
la méthode qui utilise un seuil GCV. L’application d’une transformation en ondelette sans
décimation est bénéfique, ceci est prouvé par I’augmentation du rapport signal sur bruit
(SNR) et la diminution de I’erreur normalisée (Erreur;). On remarque aussi un écart entre
les performances des méthodes se basant sur la minimisation de L’EQM (le seuil GCV
donne des résultats dont les performances sont supérieures a celles obtenues avec le seuil
SURE).

Du fait que le rapport signal sur bruit (SNR) et I’erreur normalisée (Erreur;) sont calculés

d’une maniére globale par rapport a I’image, I’évolution de leurs valeurs ne peut étre utilisée

pour traduire une amélioration absolue de I’état de I’image. On doit utiliser d’autre mesure

pour mieux évaluer I’effet du seuillage notamment mesurer la préservation des contours. Pour

cela, nous complétons I’évaluation des performances par deux mesures :

La premiere est une mesure de corrélation définie comme suit :

I'(s—5,5-3)

p= —
JT(s-5,5-5)r¢-5,5-9)

ou s : I’image sans bruit ;

§ : I’image résultat du seuillage ;

5,S : respectivement moyenne de set S ;
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et T(s1,55) = 5.1, s (i, )
i

La seconde mesure est une mesure de préservation des contours :

Y L(V2(9) - V2(5). V() - V()
JT(V2(9) ~ V2(5),V2(5) - VAE)T(V2E) - V2 (). V2() - V2 ()

ou Vz(s(i,j)) est un résultat d’un filtrage passe haut de s(i,j) ; obtenu par une approximation

du Laplacien avec une fenétre 3x3 [Kun 88]. Les mesures p et o seront proches de I’unité

lorsque I’image filtrée est similaire a I’image référence
Ces mesures son résumées dans les tableaux 5 et 6 suivants :

Dans le cas d’un bruit blanc :
L’image est bruitée a 10db : p en % = 77.73 ; o en %=10.94 ;

Seuillage par un Seuillage Seuillage dépendant des
seuil unique dépendant des niveaux avec une T.O
niveaux sans décimation
UNIV 93.15 94.35 91.93
pen%
SURE 95.81 96.81 97.64
GCV 95.97 96.67 97.56
UNIV 10.48 13 14.81
aen% | SURE 11.48 18.42 32.26
GCV 11.58 17.24 31.31

Tab 5 Les mesures de corrélation et de préservation de contours
(Cas d’un seuillage global et d’un bruit blanc)
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Dans le cas d’un bruit coloré :
L’image est bruitée a 10db : p en % = 77.95 ; o en %=9.37 ;

Seuillage par un Seuillage Seuillage déependant des
seuil unique dépendant des niveaux avec une T.0O
niveaux sans décimation
UNIV 94.58 95 95.7
pen%
SURE 96.03 97.95 98.4
GCV 91.8 98.92 99.18
UNIV 7.71 9.86 12.64
aen% | SURE 7.34 23.03 28.57
GCV 9.17 29.63 43.35

Tab 6 Les mesures de corrélation et de préservation de contours
(Cas d’un seuillage global et d’un bruit coloré)

A titre comparatif on présente les résultats des mesures de performances effectuées sur les
images filtrées par le filtre médian et filtre de Wiener dans le cas d’un bruit blanc tableau 7 et

bruit coloré tableau 8.

SNR Erreur Normalisée | Corrélation | Préservation

Erreur, des contours
Filtre médian 16.94 2.01 03.72 9.52
Filtre Wiener 17.02 1.97 93.90 14.53

Tab 7 Performances des filtres médian et de Wiener
(Cas d’un seuillage global et d’un bruit blanc)

SNR Erreur Normalisée | Corrélation | Préservation

Erreur;, des contours
Filtre médian 19.35 1.149 96.29 8.61
Filtre Wiener 20.03 0.985 96.83 12.62

Tab 8 Performances des filtres médian et de Wiener

(Cas d’un seuillage global et d’un bruit coloré)
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D’apres le tableau 5, on peut remarquer que le plus mauvais résultat, en terme de corrélation
et de préservation de contours, a été obtenu en utilisant un seuil universel global.
L’ application d’un seuillage dépendant des niveaux améliore légerement ces deux mesures
dans le cas ou la TO est avec décimation, cependant si celle-ci est sans décimation
I’amélioration ne concerne que la mesure de préservation de contours o car la corrélation se
détériore et atteint une valeur encore plus faible que celle obtenu avec un seuil global.

Les méthodes se basant sur la minimisation de EQM, SURE ou GCV, présentent des mesures
de corrélation et de préservation des contours meilleurs en comparaison avec celles obtenues
précedemment. Une amélioration de ces valeurs est enregistrée si on applique un seuillage
dépendant des niveaux, spécialement la préservation des contours dans le cas des seuils SURE
et GCV. Cette amélioration est encore plus sensible si la TO utilisée est sans décimation, on
remarque aussi que les meilleurs résultats sont obtenus en appliquant un seuil SURE
dépendant des niveaux avec une transformation en ondelette sans décimation.

Dans le cas d’un bruit coloré tableau 6, I’analyse des résultats présentés est plus simple. Le
seuil universel présente globalement une mesure de corrélation p et de préservation de
contours a inférieurs a celle atteinte par le seuil SURE ou le seuil GCV, ceci ne s’applique
pas a la mesure de corrélation dans le cas du seuil GCV global. Les mesures de préservation
de contours o, des seuillages avec un seuil global sont inacceptables car elles sont inférieures a
leurs valeurs avant filtrage. Pour cela, I’application d’un seuillage dépendant des niveaux ne
peut qu’améliorer ces mesures, en effet on constate une nette augmentation des valeurs de p et
de o spécialement dans les cas des seuils SURE et GCV. La aussi une transformation sans

décimation contribue dans I’évolution de ces mesures.
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On propose de présenter I’effet du seuillage avec un seuil GCV sur des images bruitées avec
un rapport signal sur bruit SNR qui augmente progressivement de —6db a 50db. L’image
originale est celle présentée dans la figure Fig 5.1.

Cette procédure sera appliquée aux images affectées par un bruit blanc, en suite aux images
corrompues par un bruit colorg.

Dans le cas ou le bruit est blanc, le tableau 9 contient les mesures de rapport signal sur bruit
SNR, de corrélation p, de préservation des contours o et d’erreur normalisée des images avant
seuillage. On utilisera en premier un seuillage dépendant des niveaux avec une TO avec
décimation, le tableau 10 renferme les résultats correspondants. Les évaluations sur les
résultats d’un seuillage dépendant des niveaux avec une TO sans décimation sont présentées

dans le tableau.11

SNR avant p % a % Erreur %
seuillage

50 99.99 99.61 9.9310™
40 99.96 96.23 1.01 107
30 99.67 74.72 9.99 10°
20 96.91 33.41 9.95 10
12 84.22 13.83 6.27 10
9 74.15 9.77 1.25
6 61.56 6.86 2.49
3 48.32 4.79 4.98
0 36.30 3.32 9.93
-3 26.48 2.28 19.8
-6 18.97 1.54 39.5

Tab 9. Les performances avant seuillage (bruit blanc)
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SNR avant SNR apres p % a % Erreur %
seuillage seuillage

50 36.20 99.92 97.78 2.38 107
40 35.18 99.9 94.72 3.01 107
30 30.87 99.73 81.53 8.13 107
20 25.47 99.08 51.66 2.82 10
12 21.08 97.45 22.46 7.7510™
9 19.56 96.36 15.24 1.10
6 17.96 94.72 6.53 1.58
3 16.58 92.78 3.92 2.18
0 14.79 89.39 2.24 3.30
-3 12.91 84.33 1.06 5.08
-6 10.63 76.47 0.67 8.59

Tab 10 Performances apres seuillage dépendant des niveaux (TO avec décimation )

SNR avant SNR apres p % a % Erreur %
seuillage seuillage

50 36.68 99.93 98.36 2.13 107
40 35.95 99.92 96.35 2.53 107
30 31.93 99.79 86.62 6.38 107
20 26.5 99.28 64.47 2.22 10"
12 22.16 98.03 37.57 6.04 10™
9 20.56 97.12 28.51 8.74 10"
6 19.03 95.87 18.63 1.24
3 17.51 94.10 12.07 1.17
0 15.87 91.39 4.95 2.57
-3 14.15 87.48 2.61 3.82
-6 12.09 81.22 1.66 6.15

Tab 11 Performance apres seuillage dépendant des nivaux ( TO sans décimation )
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On constate que si I’image a un rapport signal sur bruit supérieur a 30 db I’application d’un
seuil GCV dépendant des niveaux (avec ou sans décimation) conduit a un résultat ayant des
performances inférieures de I’image avant seuillage. On remarque aussi que pratiqguement
dans tous les cas utilisation d’une TO sans décimation apporte une amélioration
supplémentaire.

Dans le cas ou le bruit est coloré, en comparant les différentes mesures avant seuillage
(tableau 12) et aprés seuillage (tableau 13), pour le cas avec décimation, et (tableau 14) pour
le cas sans décimation, on constate aussi que le seuillage réduit Iégérement la qualité du
résultat dés que le SNR de I’image a filtrer dépasse 30db. Le seuillage dépendant des niveaux
avec un seuil GCV montre de bons résultats méme si le signal est noye dans le bruit (SNR

négatif).

SNR avant p % a % Erreur %
seuillage

50 99.99 99.46 9.93 10™
40 99.96 95.02 9.93 107
30 99.67 69.35 9.93 107
20 96.91 28.98 9.9310™
12 84.22 11.82 6.27
9 74.27 8.33 12.5
6 61.75 5.83 24.9
3 48.57 4.06 49.8
0 36.6 2.8 99.3
-3 26.82 1.91 198
6 19.33 1.28 395

Tab 12 . Les performances avant seuillage (bruit colore)



92

Résultats et évaluations
SNR avant SNR apres p % a % Erreur %
seuillage seuillage
50 36.33 99.92 97.77 2.3110°
40 35.37 99.9 94.45 2.88 107
30 31.51 99.77 80.53 7107
20 27.43 99.41 52.51 1.79 10"
12 25.08 98.99 31.66 3.08 10™
9 24.67 98.89 29.16 3.3810™
6 24.02 98.71 25.57 3.9310"
3 23.05 98.39 21.71 4.4910"
0 22 97.94 14.25 6.25 10"
-3 20.79 97.27 8.92 8.26 10"
-6 19.88 96.62 5.65 10.21 10"
Tab 13 Performances apreés seuillage ( TO avec décimation)
SNR avant SNR apres p % o % Erreur %
seuillage seuillage

50 36.7 99.93 98.36 2.12 107
40 35.87 99.92 95.73 2.57 107
30 32.29 99.81 85.54 5.85 10
20 28.64 99.56 65.47 1.3510"
12 26.27 99.24 45.38 2.3410"
9 25.88 99.17 42.68 25107
6 25.13 99.03 39.90 3.0110"
3 24.41 98.85 34.29 3.510"
0 23.48 98.55 24.03 4.45 10™
-3 22.03 98.09 14.77 5.84 10™
-6 21.51 97.70 7.41 7.01 10"

Tab 14 Performances apres seuillage ( TO sans décimation )
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Conclusion

Il apparait de I’évaluation visuel et de I’analyse des mesures effectuées sur les résultats des
opérations de seuillage, dans le cas d’un bruit blanc ou d’un bruit coloré, que le seuil
universel n’est pas adapté a I’élimination du bruit dans les images. Ceci est d0 au lissage
excessif des images provocant une détérioration dans leurs qualités et une perte conséquente
des informations qu’elles contenaient. L’application d’un seuillage dépendant des niveaux, en
utilisant une TO avec ou sans décimation, bien qu’il améliore 1égérement les résultats reste,
dans ce cas, inefficace et insuffisant. Les seuils se basant sur la minimisation de I’erreur
quadratique moyenne (EQM) ont permis d’obtenir de meilleurs résultats qui réunissent lissage
du bruit et préservation des contours, toutefois une exception se présente et doit étre signalée
dans le cas du seuillage global d’une image bruitée avec un bruit coloré par un seuil GCV.
L apport d’un seuillage dépendant des niveaux est positif, car il permet d’améliorer les
résultats, en particulier dans le cas d’un bruit coloré, en offrant plus d’adaptivité non
seulement avec les caractéristiques du bruit mais aussi celles de I’image. L utilisation d’une
TO sans decimation s’est averée bénéfique dans la plupart des cas car celle—ci participe dans
la progression de la qualité des résultats en lissant les zones homogenes et en apportant une
douceur aux transitions. Il faut souligner une différence fondamentale entre les seuils SURE
et GCV qui consiste dans le fait que le seuil GCV ne nécessite aucune information sur le bruit
contrairement au seuil SURE qui a besoin d’une estimation du niveau du bruit. Malgré ca le
seuil GCV réussit a égaler le seuil SURE dans le cas du bruit blanc et méme a le dépasser (si
le seuillage étant dépendant des niveaux) dans le cas d’un bruit coloré. L’apport bénéfique
d’une transformation en ondelette sans décimation pour le seuil GCV s’est avéré

incontestable.
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Bien que les méthodes classiques d’élimination de bruit se sont avérées satisfaisantes dans
certaines applications, et ont I’avantage d’étre simples dans leurs mises en ceuvre, on constate
certaines insuffisances dans des cas plus généraux ou on doit concilier élimination de bruit et
préservation de I’information contenue dans I’image. Ceci est lié au probleme de choix de la
taille de la fenétre d’analyse. Pour cette raison, notre orientation vers des méthodes se basant
sur la transformation en ondelettes semble naturelle vue que celle—ci offre une représentation
temps—échelle de I’image a traiter permettant une action locale en espace et en fréquence.

On s’est axé sur le seuillage des coefficients en ondelettes pour ne retenir que ceux qui sont
importants et permettent I’obtention par transformation inverse une image sans bruit. La
question cruciale a résoudre était comment trouver le seuil qui sépare les coefficients
significatifs a préserver des coefficients bruités a éliminer ?

Nous avons opté pour le seuil qui minimise I’erreur quadratique moyenne. Mais comme cette
mesure est impossible a trouver car elle dépend de I’information sans bruit qui est inconnue,
on doit passer par des estimateurs de I’erreur quadratique moyenne. Deux estimateurs ont été
utilisés : I’estimateur de Stein non biaisé qui nécessite la valeur du niveau du bruit et la
validation croisée généralisée qui ne nécessite aucune information sur le bruit.

Cette méthode a été appliquée au cas classique d’une image altérée par un bruit blanc additif
puis étendue au cas ou le bruit serait coloré. L’apport d’une transformation invariante par
translation a été observé dans les deux cas précédents.

Pour une évaluation de I’efficacité de cette approche, des tests ont été réalisés sur des images
bruitées par un bruit blanc additif ou par un bruit coloré additif. Des mesures sur le gain en
rapport signal sur bruit ont été réalisées. Pour compléter notre évaluation des mesures sur le
taux de préservation des contours et de la corrélation ont été également effectuées.

On peut améliorer cette méthode en exploitant certaines informations a priori sur les

coefficients en ondelettes comme leurs voisinages ou leurs corrélations a travers les échelles.
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