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Introduction

Trouver le sommet médian dans un réseau est un probléme similaire au probléeme du
“médian géométrique dans un plan”, posé par Pierre Fermat durant le 17° siecle et qui
consiste a localiser le médian sur le plan de sorte a minimiser la somme des distances vers
trois points dont les coordonnées sont connues. Alfred Weber, en 1909, a généralisé ce
probleme en ajoutant des poids aux sommets. Ces sommets et leurs poids correspondent
a des clients et leurs demandes, respectivement. Ce probleme a été généralisé, a contenir
plusieurs clients et a localiser plusieurs médians. Il est dit probléme “multi-Weber” ou

bien probleme du “p-médian”.

Le probleme du p-médian, noté PMP, est un probleme classique de localisation réputé
pour étre NP-difficile. Quelques méthodes exactes ont été proposées pour sa résolution,
elles se sont néanmoins avérées efficaces seulement pour de petites instances. Des mé-
thodes approchées ont été décrites, par la suite, pour obtenir des solutions de bonne

qualité en un temps raisonnable.

Lefficacité et la puissance marquées par I'approche polyédrale pour la résolution des pro-
blemes combinatoires, notamment ceux qui sont NP-difficiles, ont motivé les chercheurs
a explorer le polyedre des solutions du PMP. Cependant, aucune description complete du
polytope du probleme du p-médian n’est obtenue, seules des descriptions partielles ont

été établies.

En 2007, Zhao et Posner ont proposé une formulation étendue pour le PMP. Ils ont tenté,
en éliminant les variables supplémentaires, d’obtenir une description complete du poly-
tope. Cela n’a pas abouti, ils ont néanmoins pu obtenir des propriétés du polytope qui
ont été utilisées pour généraliser les facettes existantes dans la littérature, et pour décrire
le polytope lorsque p = n— 2, n étant le nombre de sommet du graphe sur lequel le PMP

est défini.

Dans le présent manuscrit, nous présentons une synthese structurée des différents tra-

vaux effectués sur ce probleme. Elle englobe I'essentiel des résultats obtenus sur le pro-



bléeme du p-médian, les méthodes congues pour sa résolution, et les études portées sur
le polytope de solutions réalisables ( propriétés générales, inégalités valides, et facettes)
dans le cas de graphes ayant une structure générale et dans le cas de structures parti-
culieres. Nous illustrons, aussi, ’'application d’une nouvelle technique : I'approche poly-
édrale étendue, qui s’avere puissante et qui a abouti a des résultats a la fois intéressants,
encourageants et prometteurs sur la description du polytope du probléeme du p-médian.

A notre connaissance, aucune synthese rassemblant tous ces résultats n’a été faite.
Nous avons organisé notre document en quatre chapitres :

Le premier chapitre présente quelques notions fondamentales et indispensables pour la
suite la suite du manuscrit. Elles concernent la théorie des graphes, la programmation
linéaire, la complexité des probléemes combinatoires et les différents types de méthodes

de résolution de ces problemes.

Dans le deuxieme chapitre, nous commencons par la définition du probleme du p-médian
dans son cas général, pour ensuite présenter les modeles mathématiques les plus utilisés
dans la littérature. Nous étudions la complexité du probleme, et nous passons en revue
les principales méthodes de résolution exactes et approchées proposées pour la résolu-
tion du PMP.

Le troisieme chapitre commence par I'introduction des différentes notions de I’étude po-
lyédrale, suivie par les propriétés établies du polytope des solutions réalisables du PMP.
Puisque le polytope du p-médian n’a pas pu étre completement décrit, nous présentons
les facettes définies des les premiéres études polyédrales portées sur ce probleme.

Dans la premiere section du chapitre 3, nous introduisons quelques notions de base de
I’étude polyédrale. Dans la deuxiéme section, nous présentons les propriétés basiques
du polytope du p-médian décrites par De Farias[DFRS ], Avella et Sassano [AVSA94], De
Vries et Posner [Vries] et par Ward et Wong [ward] pour le cas d’un graphe général et
pour le cas des arbres. Dans la troisieme section, nous citons les inégalités valides et les

facettes décrites dans la littérature.

Le chapitre 4 est consacré a la présentation de la formulation étendue élaborée par Zhao
et Posner. Nous introduisons, en premier lieu, les notions fondamentales de la projection.
Ensuite, nous illustrons la formulation étendue proposée et nous procédons a I’élimina-
tion des variables supplémentaires ce qui a permis d’obtenir deux propriétés des facettes

du polytope du p-médian.

Ces propriétés sont utilisées pour généraliser les facettes présentées dans le troisieme
chapitre et pour donner une description complete du polytope du p-médian lorsque p =
n-2.
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1.1. INTRODUCTION

1.1 Introduction

La recherche opérationnelle est une approche quantitative permettant de produire de
meilleures décisions. Elle fournit des outils pour rationaliser, simuler et optimiser I’ar-
chitecture et le fonctionnement des systemes industriels et économiques. Elle propose
des modeéles pour analyser des situations complexes et permet aux décideurs de faire des
choix efficaces et robustes. La recherche opérationnelle est une discipline exploitant ce
qu’il y a de plus opérationnel dans les mathématiques, ’économie et I'informatique. Elle
est en prise directe avec l'industrie et joue un role-clé dans le maintien de la compétiti-
vité.

Sous le terme de “ mathématiques appliquées”, nous regroupons les méthodes qui consti-
tuent la boite a outils d’un expert en recherche opérationnelle. La programmation li-
néaire, en variables réelles ou entieres, qui consiste a minimiser (ou maximiser) une fonc-
tion mathématique sous des contraintes également mathématiques, ce qui, en pratique,
permet de modéliser un grand nombre de situations issue du monde réel.

Aux cotés de la programmation linéaire, figure la théorie des graphes qui offre également
des possibilités de modélisation tres riches. Ainsi, les graphes sont trés fréquemment
utilisés pour représenter un réseau mais leur utilisation dépasse largement le seul cadre
de ces problemes.

En effet, tout probléme décisionnel peut étre traduit en un modéle mathématique ou ex-
primé en terme de graphe pour pouvoir lui appliquer les outils et les techniques de la
recherche opérationnelle. Cette phase essentielle s’appelle la modélisation. La résolution
d’un probleme dépend crucialement du modele choisi. Pour un méme probleme, diffé-
rentes modélisations sont possibles.

La programmation linéaire et les principaux algorithmes de graphes sont souvent com-
plétés par d’autres notions théoriques comme la théorie de la complexité qui permet
d’avoir une meilleure compréhension des problemes qui peuvent étre résolus efficace-

ment.

Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques notions fondamentales, néces-
saires pour la suite du manuscrit concernant la théorie des graphes, la programmation
linéaire, les différents types de méthodes de résolution de ces problemes et la théorie de

la complexité.

1.2 Théorie des graphes

Définition 1.1 (Graphe et propriétés). Un graphe G est défini par un ensemble V de “som-

o«

mets” ou “nceuds”, et d’'un ensemble E d’ “arcs” ou chaque arc est un couple ordonné (i, j) de
neeuds. Les noeuds i et j sont dit “extrémité initiale” et “extrémité terminale” , respectivement,
de l'arc (i, j). Puisque tout arc de G est dirigé, le graphe est dit “orienté”.

Il peut arriver que la direction de I'arc (i, ) n’importe pas, seul importe de savoir les paires de
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1.2. THEORIE DES GRAPHES

sommets reliés. Dans ce cas, le graphe est dit “non-orienté”, et les paires (ij) sont dites “arétes”.

Le graphe G étant caractérisé par le couple d’ensembles V et E, il est noté G = (V,E). Si
|V| =n, on dit que G est d’ordre n.

la figure suivante présente un exemple de graphes orienté (a) et non-orienté (b), ou V =
{1,2,3,4,5) et E, = {(1,2),(1,5)(2,3),(3,4),(3,5)} et E, = {(12),(15)(23),(34),

(35)).
®\\©
@—»c{
(a) @ (b)

Figure 1.1 — Exemple d’un graphe orienté (a) et d’un graphe non orienté (b).

Le graphe G est dit “simple” s’il n’a pas plusieurs arcs (arétes) reliant les deux sommets
i etj.Les deux graphes de la figure sont simples.

Berge, dans [11]], précise qu’il n’y a pas deux especes de graphes, ceux orientés et ceux
non-orientés. tout graphe est orienté, mais pour des raisons conceptuelles il est parfois
peu commode de le considérer avec une orientation si le probleme posé est de nature
non-orienté, dans ce cas les orientations sont omises. Nous pouvons également passer
d’un concept non-orienté vers un concept orienté, en dirigeant vers les deux sens chaque

aréte du graphe correspondant.

Deéfinition 1.2 (Arcs (resp. arétes) adjacents). Deux arcs (resp. arétes) sont adjacents s’ils

ont une extrémité commune.

Définition 1.3 ( Graphe complet). Le graphe G d’ordre n, est dit “complet” si ses sommets

sont tous deux a deux reliés. 1l est noté K,,.

Définition 1.4 (Graphe biparti). Un graphe est “biparti”, si I'ensemble de ses sommets V
peut étre partitionné en deux sous-ensembles disjoints Vy et V,, tels que deux sommets du
méme sous-ensemble ne soient jamais adjacents. 1l est noté G = (V; U V,, E).

Un graphe biparti est complet, si Vx; € Vi, Vx, € V, on a (x1x;) € E. Il est noté K, ,,, otl
n=|Vi|et m=|V,|.

La figure suivante donne deux exemples de graphes complets.

Définition 1.5 (Chemin et chaine). Dans un graphe orienté (resp. non orienté), un chemin
(resp. une chaine) reliant deux sommets i et j, est une séquence d’arcs (resp. arétes) de la forme
(i,x1), (x1,%2), -+, (X1, Xk),

(xx,7) (resp. (ixy),(x1x2),--+,(Xk_1Xx), (xk,])). La longueur d’un chemin (resp. chaine) est le
nombre d’arcs (resp. arétes) qui la constituent. Si i = j, le chemin (resp. la chaine) est appelé

“circuit” (resp. “cycle”).
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1.2. THEORIE DES GRAPHES

Ks Kj3

FiGure 1.2 — Représentation des graphes Ks et K; 5 .

Définition 1.6 (Graphe fortement connexe (resp. connexe)). Le graphe G orienté (resp. non
orienté) est dit “fortement connexe” (resp. “connexe”), si pour toute paire i,j de deux sommets

disjoints, il existe un chemin reliant i a j et un chemin reliant j a i(resp. une chaine reliant i a
j)-

Définition 1.7 (Composante connexe). Un graphe qui n’est pas connexe(resp. fortement
connexe) est 'union de deux ou de plusieurs sous-graphes connexes(resp. fortement connexes),
chaque paire de ceux-ci n’ayant pas de sommets en commun. Les sous-graphes connexes(resp.

fortement connexe) disjoints sont dits “composantes connexes” (resp. “composantes fortement

connexes”) du graphe.

Définition 1.8 (Ensemble stable). Un ensemble “stable” de G, est un ensemble S C 'V de

sommets deux a deux non-adjacents. I.e. Vi,j € S,(i,j) & Eet(j,i) € E

Définition 1.9 (Graphe planaire). On dit qu’'un graphe G est “planaire” s’il est possible de
le représenter sur un plan de telle sorte que les arétes (arcs) ne se rencontrent pas en dehors de

leurs extrémités. La figure suivante montre que le graphe K, 5 est un graphe planaire.

(5

Ll
”@ @
0\ > D

©)

FiGure 1.3 — Exemple de graphe planaire : le K; 5 .

Définition 1.10 (Arbre et forét). Un “arbre” est un graphe connexe sans cycle. Une “forét”

est un graphe dont chaque composante connexe est un arbre.

Le théoreme suivant donne les caractérisations d’un arbre :

Théoreme 1.1. Soit G = (V,U) un arbre d’ordre |V| = n > 2. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

1. G est connexe sans cycle,

2. G est sans cycle et posséde (n—1) arcs,

3. G est connexe et admet (n—1) arcs,

4. G est sans cycle et 'addition d’un seul arc crée un et un seul cycle,
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1.3. PROGRAMMATION LINEAIRE

5. G est connexe, et si on supprime un arc quelconque, il n’est plus connexe,
6. Tout paire de sommets est reliée par une unique chaine.

Dans la figure suivante, nous présentons un exemple d’une forét, dont les composantes

connexes sont (a) et (b), étant des arbres.

FiGure 1.4 - Exemple d’une forét.

Les références [11]] [14] [12] [35] présentent une bibliographie assez compléte sur la théo-

rie des graphes et ses applications.

1.3 Programmation linéaire

Proposée par Dantzig, en 1949 [13]], la programmation linéaire consiste a formuler d’une
facon adéquate un probleme donné, en tenant compte de sa spécificité.

La programmation linéaire a permis la résolution de différents probléemes d’optimisation
de tailles trés variées dans la plupart des domaines, a ’aide de plusieurs techniques et

méthodes telles que le simplexe et ses variantes.

Dans cette section, nous définissons la forme générale d’un probléme d’optimisation li-

néaire et quelques notions liées.

Définition 1.11 (Programme linéaire). Un “programme linéaire” est un probleme dans le-
quel les variables, dites “de décision”, sont des réels qui doivent satisfaire un ensemble d’équa-
tions et/ou d’inéquations linéaires, dites “contraintes”, et la valeur d’une fonction linéaire des

ces variables, appelée “fonction objectif”, doit étre maximisée ou minimisée.

Le programme (P), suivant, est un programme linéaire.

max cx
(P)
Ax<b x>0

x est le vecteur de variables de décision, A < b est le systéme de contraintes, et Z(x) = cx

est la fonction objectif.

Définition 1.12 (Forme canonique et standard). Soient : A une (m,n)-matrice, b un m-

vecteur colonne et ¢ un n-vecteur ligne. Les programmes linéaires :

(PC) max(resp. min) cx (PS) max(resp. min) cx
Ax<b x>0 Ax=1b x>0

sont écrits sous “forme canonique” et sous “forme standard”, respectivement.
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1.4. THEORIE DE LA COMPLEXITE

Théoréme 1.2. Tout programme linéaire peut étre écrit sous forme canonique et sous forme

standard.

Définition 1.13 (Solution réalisable). On dit que x € R" est une “solution réalisable” ou
“admissible” du programme linéaire (P), si x satisfait toutes les contraintes de (P). L'ensemble

de toutes les solutions réalisables de (P) est appelé “ensemble réalisable”.

Définition 1.14 (Solution optimale). Une “solution optimale” x* € R" de (P) est une solution
réalisable de (P) telle que pour toute solution réalisable y € R" de (P), on a nécessairement
Z(y) < Z(x) (resp. Z(y) = Z(x)). autrement dit, une solution réalisable est optimale si elle

maximise ( resp. minimise) la fonction objectif sur l'ensemble réalisable.

Théoréeme 1.3 (Théoréme de la dualité). Soit A une matrice, ¢ et b des vecteurs. Alors,
max{cx | Ax < b} = min{yb‘midy > 0,pA =c}

a condition que les deux ensembles ne soient pas vides [12]].

Plusieurs méthodes et algorithmes ont été décrits pour la résolution analytique des pro-
grammes mathématiques linéaires tels que la méthode du simplexe, la méthode du sim-
plexe révisé, la méthode primal-dual, et la méthode de Dantzig-Wolfe pour les grandes
instances de structures décomposables. Une méthode géométrique a été proposée pour
les modeles a deux variables. Une autre technique de résolution dite “Approche poly-

édrale” exploite les propriétés du polyedre des solutions réalisables (voir le chapitre 3 ).

Les références [17] [[12] [35]] offrent des illustrations détaillées de toutes les notions et les

méthodes de la programmations linéaire, y compris des exemples d’application.

1.4 Théorie de la complexité

Dans cette section, nous introduisons la notion d’algorithme et complexité algorithmique.
Ensuite, nous classons les problemes décisionnels et combinatoires selon la difficulté de

résolution.

1.4.1 Notion d’algorithme

Définition 1.15 (Algorithme). Un algorithme est une suite finie d’instructions permettant la

résolution d’un probléme donné.

Définition 1.16 (Opérations élémentaires). On appelle “opération élémentaire” toute opé-
ration arithmétique ( addition, multiplication, soustraction, division,etc.), comparaison, test,

affectation ou opération logique.

Définition 1.17 (Algorithme polynomial et algorithme exponentiel). Un algorithme A est
dit “polynomial”, si le nombre total d’'opérations élémentaires a exécuter par A est inférieur
ou égal a un polynome P(n), n étant la taille des données nécessaire pour I’exécution de l’algo-

rithme. On dit que 'algorithme est en o(P(n)).
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1.4. THEORIE DE LA COMPLEXITE

Un algorithme est dit “efficace” si et seulement s’il est polynomial.

Si A n’est pas polynomial, alors il est dit “exponentiel”.

1.4.2 ClasseP

Définition 1.18 (probléme de reconnaissance). Etant donné un probléme “d’optimisation

combinatoire” :

77

“Trouver § € S tel que f(3) =min(f(s))(resp. max(f(s))

seS seS

o, S est l'ensemble de solutions réalisables du probléme et un nombre a, on définit le probleme

de “reconnaissance” associé :

“Existe-t-il $ € S tel que f(3) < a(resp.f($) > a)”
Le résultat d’un probléeme de reconnaissance ne peut prendre qu’une des deux valeurs “VRAI”
ou “FAUX”.

Définition 1.19 (Probléme polynomial). Un probléme est dit “polynomial” s’il existe un
algorithme polynomial pour le résoudre. On dit que c’est un probléme “facile”, autrement il est
dit “difficile”.

Les problemes polynomiaux forme la classe “P”.

Théoreme 1.4. Si le probléeme de reconnaissance associé a un probléme d’optimisation combi-

natoire donné est difficile, alors, le probléme d’optimisation combinatoire est lui-méme difficile.

Parmi les problemes de la classe P nous citons le probleme du plus court chemin, du flot
maximum, de la 2-coloration sur un graphe, du couplage maximum et la programmation

linéaire.

1.4.3 Classe NP

Définition 1.20 (probléeme non-déterministe polynomial). Un probléme est “non-déterministe
polynomial”, si pour une solution $ proposée, il est possible de vérifier en un temps polynomial
que la réponse correspondante est “VRAI”. La classe des problemes non-déterministes polyno-

miaux est note “NP”.

Définition 1.21 (Réduction polynomiale). Soient (P;) et (P,) deux problemes de reconnais-
sance. On dit que que (Py) se réduit polynomialement a (P,) s’il existe un algorithme pour (P;)
faisant appel a un algorithme de résolution de (P,). De plus, en comptabilisant I'algorithme de

résolution de (P,) comme opération élémentaire, I’algorithme de (P)) est polynomial.

Théoréme 1.5. Si le probléme (P) se réduit polynomialement a (P’) et si (P’) est polynomial,

alors (P) est polynomial.

Définition 1.22 (Probleme NP-complet). Un probleme de reconnaissance est “NP-complet”,

si tout probléme de la classe NP se réduit polynomialement a lui.
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1.5. APPROCHES DE RESOLUTION

Théoréme 1.6. Si le probléme (P) est NP-complet et si (P) se réduit polynomialement a (P’),
alors (P’) est NP-complet.

La propriété de “NP-complétude” est tres forte puisqu’elle signifie que si nous avons un
algorithme polynomial pour un probleme NP-complet, alors nous aurons un algorithme
polynomial pour tous les problemes de la classe NP.

La classe des problemes NP-complets est trés riche puisqu’on a pu montrer que la plu-
part des problemes pour lesquels on ne connaissait pas d’algorithme polynomial et que
la plupart des probleme de reconnaissance associés aux problemes d’optimisation com-
binatoire, étaient NP-complets. Citons parmi ceux-ci le probleme du stable, du voyageur
de commerce, du sac a dos, de la k-coloration sur un graphe ( k > 3), du du p-médian, de

la programmation linéaire en nombres entiers, et le probleme de satisfiabilité.

Définition 1.23 (Probléeme NP-dur ou NP-difficile). Un probleme d’optimisation combina-
toire (P) est dit “NP-dur” ou “NP-difficile” si le probleme de reconnaissance associé est NP-

complet.

La relation entre la classe P et la classe NP est résumé par la figure suivante :

NP-complet

NP

SR

P

FiGure 1.5 — La relation entre la classe P et la classe NP.

La figure montre que :
1. Tout probléme polynomial est un probleme non-déterministe polynomial.i.e. P C NP.

2. Il existe des problemes dont le statut est indéterminé ( le probléme de reconnaissance
associé appartient a la classe NP, cependant on n’a pas pu montré ni qu’il est NP-

complet ni qu’il appartient a la classe P).

I1 est impératif de mentionner que personne n’a pu trouvé d’algorithme polynomial pour
un probleme NP-Complet. En outre, personne n’a pu prouver qu’il n'en existait pas.
Ainsi, la question de savoir si NP C P ou non reste pour l'instant ouverte.

Le lecteur est invité a consulter [18] [35] [40] pour plus de détails sur la complexité des

algorithmes et des problemes.

1.5 Approches de résolution

Apres I’étude et la modélisation du probleme décisionnel, nous passons a I’étape de réso-

lution. Différents types de méthodes de résolution peuvent étre proposés suivant la taille,
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1.5. APPROCHES DE RESOLUTION

la nature et la complexité du probléme.

Nous présentons, dans la suite, les différents types d’approches de résolution.

1.5.1 Meéthodes exactes

Les méthodes exactes sont des méthodes de résolution qui donnent une garantie de
trouver la solution optimale d’un probléme donné. Le principe essentiel d’'une méthode
exacte consiste, en général, a énumérer de facon implicite I’espace de recherche.

Parmi les méthodes exactes, nous trouvons les méthodes de séparation et évaluation, les

méthodes de coupes, de coupe et branchement, et la programmation dynamique.

1.5.2 Méthodes heuristiques

Dans de nombreux cas, la détermination d’une solution exacte n’est pas évidente en
terme de temps de résolution. De méme, la complexité et la structure difficile des pro-
blémes ou bien leurs réalités pratiques pourront demander de trouver rapidement une

bonne solution pas nécessairement optimale.

Une heuristique est un algorithme approché qui permet d’identifier en temps polynomial
au moins une solution réalisable, pas obligatoirement optimale. L'usage d’une heuris-
tique est efficace pour calculer une solution approchée d’un probleme et ainsi accélérer
le processus de résolution exacte. Généralement une heuristique est congue pour un pro-
bléme particulier, en s’appuyant sur sa structure propre sans offrir aucune garantit quant

a la qualité de la solution calculée.

Nous distinguons parmi les approches heuristiques les approches par voisinage (de re-
cherche locale) et les approches par construction (approches gloutonnes). Les approches
par voisinage partent d’une ou plusieurs solutions initiales qu’elles cherchent a amélio-
rer a partir d’un voisinage défini, alors que les approches par construction partent d'une
solution vide et génerent de nouvelles solutions de fagon incrémentale en ajoutant itéra-

tivement des composantes aux solutions en cours de construction.

1.5.3 Meéthodes métaheuristiques

Le terme “métaheuristique” a été employé pour la premiere fois par Glover en 1977 [19],
pour désigner un ensemble de méthodes heuristiques non-spécifiques ayant pour voca-
tion de pouvoir étre adaptées a divers problemes. Elles s’inspirent généralement d’analo-
gies avec la physique (recuit simulé), avec la biologie (algorithmes génétiques, systéemes

immunitaires) ou encore I’éthologie (colonies de fourmis, essaims particulaires).

Toute méthode de résolution, y compris les méthodes exactes , heuristiques et métaheu-

ristique, présente des avantages et des inconvénients. Des essais d’amélioration ont été
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faits tel que I'hybridation des méthodes qui consiste a combiner les caractéristiques de
deux (ou plusieurs) méthodes différentes pour tirer les avantages de chacune des mé-
thodes. Les origines des métaheuristiques hybrides remontent aux travaux de Glover
[20], Grefenstette [22] et M'uhlenbein et al. [23]. Les métaheuristiques peuvent étre hy-
bridées avec des métaheuristiques ou méme avec des méthodes exactes. Cette technique
d’hybridation a montré son efficacité sur de nombreux problemes de l'optimisation com-
binatoire [|1][18].

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit briévement les concepts de base de 'optimisation
combinatoire nécessaires pour la suite du manuscrit. Dans le chapitre 2, nous donnons
un état de l'art sur le probleme du p-médian.
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

Le sommet “médian” d’un réseau est tel que la somme de longueurs des plus courts che-
mins de ce sommet vers tous les autres sommets est minimale.

Trouver le sommet médian dans un réseau est un probleme similaire au probléeme du
“médian géométrique dans un plan”, posé par Piérre Fermat dans les années soixantes
qui consiste a localiser le médian sur le plan de telle sorte a minimiser la somme des
distances vers trois points dont les coordonnées sont connues. Alfred Weber, en 1909, a
généralisé ce probleme en ajoutant des poids aux sommets. Ces sommets et leurs poids
correspondent a des clients et leurs demandes, respectivement. Ce probleme a été géné-
ralisé, a contenir plusieurs clients et a localiser plusieurs médians. Il est dit probléeme
“multi-Weber” ou bien probleme du “p-médian”.

Le probleme du p-médian, noté PMP, est un probleme classique de localisation réputé
pour étre NP-difficile, qui est largement étudié et appliqué dans plusieurs domaines tels

que:

La santé et les installations d’urgence : La localisation des unités de soins de santé, et

des ambulances et stations des pompiers et de polices ...

L'informatique : La quantification du trafic et planification des microprocesseurs, service-

web et e-commerce, et restructuration des bases de données semi-structurées ...
L’éducation : L'orientation et 'affectation des éleéves aux colleges dans les banlieues ...

L’'industrie et la logistique : La collecte des déchets solides et la localisation des entre-

pots et des centres de distributions ...
Les statistiques : La partition de nuages de points, Analyse de classification ...

Les activités du services publics ou privés : magasin, centres commerciaux, postes, banques,

salles omnisports ...

Cette liste d’exemples d’applications n’est ni compléete ni exhaustive.
Dans ce premier chapitre, on donne la définition et quelques modélisations mathéma-
tiques du probleme du p-médian. On étudie la complexité du probléeme, et on présente

les principales méthodes de résolutions existant dans la littérature.

2.2 Définition du probleme

On considére un graphe G = (V,E), Ou V est un ensemble de n sommets et E est ’en-
semble d’arcs reliant ces sommets. Le graphe G est muni d’une distance d;; sur tout arc
(i,j) € E.

Le probleme du p-médian, défini sur le graphe G, consiste en la sélection de “p” sommets
a étre des médians, et le reste des sommets a étre des clients. L'objectif est la minimisa-
tion de la distance totale entre les clients et les médians.

Il est supposé qu'un sommet ne peut pas étre a la fois client et médian, et que la demande

d’un client donné est satisfaite entierement par le médian a lequel il est affecté et aucun
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2.3. MODELISATION MATHEMATIQUE

cout n’est considéré pour l'ouverture des médians.

La figure 1.1 illustre un exemple du probléme du p-médian avec une solution réalisable.

o—2
k._L.K

N

FIGURE 2.1 — Solution réalisable du PMP avec n =5, p = 2.

Par un simple calcul combinatoire, on a que le nombre de solutions de probleme, qui est
en fonction du nombre de sommets n et du nombre de médians a ouvrir p, est égal a :
n!
p'(n—p)!
Donc, pour 'exemple précédent, on a 10 solutions réalisables.

”bsol =

Il existe d’autres versions du probleme du p-médian, ou on doit prendre en considération

la demande a; du client i, la capacité p; du site j et/ou le colit ¢; d’implantation du site j.

2.3 Modélisation mathématique

Plusieurs modélisations du PMP existent dans la littérature. On cite par exemple : la mo-
délisation classique, développée par Revelle et Swain (1970)[34]). qui est la plus utilisée,
la modélisation par les ensembles indépendants d’arcs proposée par Avella et Sassano
(2000)[4].

On présente dans la suite la formulation classique du probléme, la formulation par les

ensembles indépendants d’arcs et celle utilisée par De Farias.

2.3.1 Formulation classique

On considére un graphe G = (V,E), Ou V est un ensemble de n sommets et E est ’en-
semble d’arcs reliant les sommets. Le graphe G est muni d’une distance d;; sur tout arc
(ij) € E.

I1 est supposé qu’un sommet ne peut pas étre a la fois client et médian, et que la demande
d’un client donné est satisfaite entierement par le médian a lequel il est affecté et aucun
couit n’est considéré pour l'ouverture des médians.

On définit les variables de décisions suivantes :

1, Sile client i est affecté au médian j.
x. .=
Y 0, Sinon

Et,
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1, Sile site j est un médian.

0, Sinon

|

Dong, la formulation mathématique classique du PMP [34] est :

n n
minZZdijxij
i=1 j=1
n
Zyj =p (1.1)
(IP) ) =1
inj = i=T,n  (1.2)
j=1
Xij < 1,j=1,n 1.3)
Xij 9 €{0,1}, ij=ln

Les contraintes (1.1) limite le nombre de médians ouverts a p, les contraintes (1.2) as-

surent que chaque client soit servi par un unique médian, les contraintes (1.3) s’assurent

que les clients soient affectés a des médians ouverts.

Cette formulation est la plus utilisée dans la littérature.

e Les contraintes (1.3) peuvent étre remplacées par les contraintes

n

in]' tVi = 1, i=1,n

j=1

(1.5)

pour s’assurer qu’un sommet ne soit pas a la fois client et médian.
e De Vries et Posner dans [38], n‘ont utilisé que les variables x;; pour formuler le pro-

bleme. Avec x;; = 1, si le nceud i est choisis comme médian. Les contraintes (1.1) sont
n

remplacées par ini = p, les contraintes (1.3) sont remplacées par x;; < x;;, i,j = 1,n,
i=1
et les contraintes d’intégrité de y; sont éliminées. La formulation devient :

n_oon
manZdUXU
i=1 j=1
ini =p (1V1)
(IPV) S o
le-]- =1, i=T,n  (1V.2)
j=1
Xij Sxii, i,jzl,l’l (1V3)
Xij E{O,l}, i,jzl,n (1V4)

e Dans la version du PMP prenant en considération la demande a; du client i et la ca-

pacité p; du médian j, seule la contrainte (1.4) est remplacées par :

n

Zﬂixzj <pjyj j=Ln (L.6)
in1
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e Si un cotit ¢; d’implantation du site j est imposé, la fonction objectif devient :

minZ iy + ZZdl]x”

j=1 i=1 j=1

On note par PMP(G) le polytope des solutions réalisables de (IP).

2.3.2 Formulation par les ensembles indépendants d’arcs

Un graphe connexe peut étre transformé en un graphe orienté complet. Pour deux som-
mets u,v € V,si(u,v) ¢ E et (v,u) ¢ E, alors l'arc (u,v) est inséré avec une longueur égale
a celle du plus court chemin entre u et v.

Donc, on suppose que le graphe G = (V, E) est un graphe orienté complet.

La formulation par les ensembles indépendants d’arcs a été développée par Avelle et Sas-
sano en 2001 [4].

Dans cette formulation, on introduit les notions suivantes :

e Téte et queue d’un arc: Pour tout arc (u#,v) € E, u et v sont appelés, respectivement,

“téte” et “queue” de (u,v).

e Onnote (S : T) 'ensemble des arcs ayant leurs tétes dans S et leurs queues dans T, ou

S, TCV.
queue
e 4
\ S={1,3},
3
T =1{2,4}
(S:T)={(1,2),(1,4),(3,4)}.
té.te ”

FiGure 2.2 — Téte, queue d’un arc et I’ensemble (S : T).

e On définit les ensembles : 67 (S)=(V-S5:5)et 67(S)=(S: V-3).
e Pour E’ CE, On note x(E Z X,y Bt pour V' C V, on note x(V) = le-i.
,V)EE ieV’
e Arcs indépendants : Les arcs (u,v), (w, z) € E sont dits “indépendants” si et seulement
siu#z,v=+wetv =z Endautres termes, (1,v),(w,z) sont indépendants s’ils nont
pas de queues communes et qu’ils ne forment pas de chemins.

La figure 2.3 illustre un exemple d’arcs indépendants et d’arcs dépendants.
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Ficure 2.3 — Exemple d’arcs indépendants et d’arcs dépendants, respectivement.

¢ Ensemble indépendant : Soit E’ C E, E’ est dit “ensemble indépendant” si les arcs de

E’ sont deux a deux indépendants. C’est-a-dire, si E’ contient |E’| = k arcs indépen-

dants. Alors, E’ est dit “ensemble k-indépendant”.

Tout ensemble E’ € E, avec |E’| = p, définit un ensemble T € V,tel que T ={u € V :
S (u)NE =0} avec |[T|=p. OuE' C6™(T)et|6 (u)NE'|=1,YueV-T.

La figure 2.4 présente un exemple d’un ensemble 6-indépendant et de I’ensemble T cor-

respondant.

FiGure 2.4 - Un ensemble 6-indépendant et 'ensemble de sommets T correspondant.

On remarque que la recherche d’'un ensemble de p médians se ramene a la recherche

d’un ensemble p-indépendant d’arcs dans le graphe G avec la minimisation de la distance

totale

sur les arcs comme objectif.

Dong, le probléeme du p-médian peut étre modélisé comme suit :

(IPA)

Ou,

n
mlnz Z dl‘]'xz']‘
i=1 (i,j)eE,i=j
Z Xki  TXij
kev/j
>
(i,j)eE
Xij

<1 (ij)e E (2.1)

=p (2.2)

€{0,1}, i,jeV,i=j

e x;j = 1 si et seulement si I'arc (i, j) appartient a 'ensemble indépendant recherché.

e Les contraintes (2.1) s’assurent que les arcs choisis n‘ont pas de queues communes

et qu’ils ne forment pas de chemins dans G. Ces inégalités sont dites “inégalités de

cliques”.

e La contrainte (2.2) limite le nombre d’arcs choisis a p.
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La solution de (IPA) est un ensemble p-indépendant, dont I’ensemble T correspondant

est I’ensemble des p médians recherchés.
Lemme 2.1. [41]] (IPA) peut étre dérivée de (IP).

Preuve. En utilisant les contraintes(3.1) de (IP), on obtient : x;; = 1 - Z Xij-

ieV-{j}
En substituant x;; dans (4.1), on obtient : Z xkj+x;; < 1,1e (2.1).
keV—{j}
En substituant x;; dans (2.1), on obtient : Z xij = p,ie. (2.2).
(i,j)eE
Ainsi, (IPA) s’obtient a partir de (IP). O

On note par M;(G) le polytope du p-médian défini par I'enveloppe convexe de tous les

vecteurs d’incidences des ensembles p-indépendants dans G.

2.3.3 Formulation de De Farias

Soit un graphe biparti complet K, ,,, ou : M = {1,---,m} est un ensemble d’entrepdts et
N ={1,---,n} est un ensemble de clients. Le probleme du p-médian considéré est de sélec-
tionner au plus p entrepots ( médians) pour servir tous les clients avec un cott minimum.

La formulation proposée par De Farias [15], est :

m n
manZc”d}xl]
i=1 j=1
m
Zx,-]- =1  jeN (3.1)
(IPF) =
Xij Sy], i€ M,jEN (32)
n
) v <p (3.3)
=1
Xij >0, i€ M,] eN (34)
y; €{0,1} jeN (3.5)

Avec :
e c;j > 0 est le colt unitaire de I’envoi du médian i au client j.
e d; est la commande du client j.
e x;; est la portion de d; envoyé du médian i au client j.
Remarque:
La considération d’un graphe biparti complet ne cause aucune perte de généralité, puisque
le PMP sur n'importe quel graphe peut étre transformé en un temps polynomial en un
PMP sur un graphe biparti complet lorsque tous les poids sont non-négatifs [27].
Dans le cas ou on est contraint a choisir exactement p médians. Il suffit de remplacer
m
I'inégalité (3.1) par I’équation in]- =1,jeN.

i=1
On note par PS l'enveloppe convexe des solution réalisables de (IPF).
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2.4 FEtude de la complexité

En 1979, Kariv et Hakimi ont prouvé que la recherche des p médians dans un réseau était
un probleme NP-difficile, et ont proposé un algorithme pour la résolution du probléeme
1-médian dans un arbre, en o(n’p?) étapes.

Pour prouver que le probléeme du p-médian (p > 0) dans un réseau est un probleme NP-
difficile, il suffit de prouver que ceci est vrai méme lorsque le réseau est planaire, de degré
maximum égal a 3, avec d;; = 1,Y(ij) € E(i.e : méme lorsque le réseau a une structure tres
simple).

Cette preuve est basée sur le résultat de Garey et Johnson sur le probleme de I’ensemble

dominant défini comme suit :

“ Etant donnés un graphe G = (V,E) et un nombre p tel que 1 <p <1, ou
n = |V|, existe-t-il un sous-ensemble V; contenant au maximum p sommets,

tel que tout sommet de G est soit dans V},, soit adjacent a un sommet de V, ?”

Théoreme 2.1 (Garey et Johnson (1977)). Soit G = (V,E) un graphe planaire de degré maxi-
mum égal a 3 et soit p un entier tel que 1 <p <mn, ott n =|V|. Le probléme de trouver s’il existe,

dans G, un ensemble dominant de cardinalité p est un probleme NP-complet.

Théoreme 2.2 (Kariv et Hakimi (1979)[25])). Le probléme du p-médian est NP-difficile,
méme dans le cas ott le réseau est planaire de degré maximum égal a 3 et dont tous les arcs

et les sommets sont de longueurs et de poids unitaires.

Preuve. Soit G = (V,E) un graphe planaire de degré maximum égal a 3 et dont tous les
arcs et les sommets sont de longueurs et de poids unitaires, respectivement.

On a a prouver que le probléme de trouver, s’il existe, un ensemble dominant de cardinal
p dans G, se réduit polynomialement au probléeme du p-médian dans G.

Soit V,, un sous-ensemble quelconque de p sommets de V.

On définit la distance entre le sommet v € V et le sous-ensemble V), par :

d(v,V,) = mind(u,v).

ueVp

Notons par H(V,) la somme de distance du sous-ensemble V,, : H(V,) = Zd(v, V).
v

D’aprés la structure spéciale de G,on a: H(V,) = Zd(v, Vy)=n-p.
veV
Ainsi, s’il existe un sous-ensemble Vp* vérifiant : H (V; ) =n-p, alors, V; est un ensemble

p-médian de G.

Cependant, I'équation H(V,) = n —p est satisfaite si et seulement si d(v,V,) = 1, pour
tous les (n—p) sommets n‘appartenant pas a V;, (i.e. si et seulement si V; est un ensemble
dominant de cardinalité p de G).

Et dong, il existe un ensemble dominant de cardinalité p de G, si et seulement si, H(Vp*)
du p-médian V, dans G est égal a (n—p).

Ceci montre que le probléme de trouver, s’il existe, un ensemble dominant de cardinalité
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p dans G,, se réduit polynomialement au probleme du p-médian dans G.

Ainsi, le probleme du p-médian est NP-difficile. O]

Remarque

Considérons le probleme décisionnel, dérivé du probleme du p-médian, suivant :

“ Btant donné un graphe G = (V,E), un entier p tel que 1 <p < n,etn = |V, et
un réel positif h. Existe-t-il un sous-ensemble V; de p sommets de V, tel que,
H(V;) = Zd(v, V,) <h?.

veV
Il est clair que ce probléme appartient a la classe NP, et la preuve du théoréeme 2 implique

que le probleme du p-médian est NP-difficile ( en posant h = n—p).

I1 est impératif de mentionner que Garey et Johnson (1979)[16] ont montré que le pro-
bléeme du p-médian est NP-difficile pour les valeurs arbitraires de p. Et si p est fixé, alors
le probléme peut étre résolu en un temps polynomial. Et ils ont prouvé que lorsque le
graphe considéré est un arbre, et pour des valeurs arbitraires de p, le PMP est polyno-
mial.

Aussi, Baiou et Barahona ont prouvé que le PMP est polynomial pour les graphes n’ayant
pas comme sous graphe le graphe fourchette 8], et pour les graphes bipartis sans Y-
graphe [7].

Avella et Sassano (2000)[4] ont donné une description compléte du polytope du p-médian

lorsque p = n— 2 ce qui rend le probleme polynomial dans ce cas.

2.5 Approches de résolution

Depuis la définition du PMP, plusieurs méthodes ont été proposées pour sa résolution.

2.5.1 Meéthodes exactes

Les méthodes exactes sont des méthodes de résolution qui donnent une garantie de trou-
ver la solution optimale d’un probleme donné.

Les méthodes exactes congues pour le probleme du p-médian sont principalement ba-
sées sur la théorie de dualité, la relaxation lagrangienne(méthode duale, ), la semi-
relaxation lagrangienne(Beltran, Vial, Alonso, 2010) et |’énumération compleéte (séparation-
évaluation et coupes-branchements, Jirvinen et aL (1972), Neebe(1978), Ceselli(2003)).
Ces méthodes sont efficaces pour la résolution de petites instances du PMP ou pour des
cas particuliers du probleme (addition de contraintes au probléeme original ou pour des
structures spéciales du réseau).

Pour les grandes instances du probléme les méthodes exactes nécessitent un temps d’exé-
cution exponentiel, donc, I'utilisation de ces méthodes s’avere impossible et générale-

ment on fait recours aux méthodes approchées.
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2.5.2 Methodes Heuristiques

Plusieurs heuristiques ont été proposées pour la résolution du probléeme du p-médian
dans son cas général et parfois pour des cas particuliers du probleme. Elles sont basées,

principalement, sur les algorithmes suivants :

Algorithme flou (Greedy-adding algorithm) : proposé par Kuehn et Hamburger en 1963,
démarre par un ensemble vide de médian. A chaque itération, le probléeme 1-médian
est résolu, le médian solution est ajouter a I’ensemble des médians. Jusqu’a ce que
le nombre de médian soit égal a p. Une implémentation efficace est réalisée par
Whitaker en 1983.

Algorithme d’élimination (Stingy algorithm) : proposé par Feldman et al en 1966, dé-
marre par n médians, et en élimine un par un jusqu’a ce que le nombre de médians
soit réduit a p. Une implémentation est donnée par Salhi et I1tkinson en 1995, mais
qui démarre par un sous-ensemble de médians au lieu de I’ensemble entier de som-

mets.

Algorithme d’alternance (Alternate algorithm) : proposé par Maranzana en 1964. Dans
la premiere itération, p médians sont choisis aléatoirement, les clients sont affectés
au médian le plus proche, ensuite le 1-médian est résolu pour tout sous-graphe en-
gendré par un médian et les clients qui lui sont affectés. Ceci est répété jusqu’a ce

qu’il n’y est plus de changement.

Algorithme de substitution de sommets (Interchange algorithm) : proposé par Teitz et
Bart en 1968, est utilisé fréquemment pour comparer les autres méthodes. On dé-
marre avec un ensemble de p médians. Puis, les médians sont déplacés itérative-
ment, un par un, vers d’autres sites a fin de réduire la valeur de la fonction objectif.
Cette procédure de recherche locale s’arréte lorsqu’aucun mouvement de médian
réduit la valeur de la fonction objectif. Une modification de cet algorithme géné-

rant de meilleures solutions a été proposée par Ashayeri, Heuts, et Tammel (2005).

Plusieurs hybridations de ces heuristiques ont été suggérées. Par exemple, dans 1’heuris-
tique G-gloutonne de Captive(1991), a chaque itération de l’algorithme flou, ’algorithme
d’alternance est lancé. Une combinaison de l’algorithme d’alternance et celui de substi-
tution a été proposée par Pizzolato(1994). Moreno-Pérez et al (1991), ont comparé une
variante de l'algorithme d’élimination avec I’heuristique G-gloutonne et un multistart
algorithme d’alternance. Salhi (1997) a décrit une heuristique de perturbation, ou l’algo-
rithme d’élimination et I’algorithme flou sont lancées I’'une apres I’autre avec un nombre
fixé d’itérations. La combinaison de l’algorithme flou avec 1’algorithme de substitution,
ou la solution construite par l’algorithme flou est la solution initiale de 1’algorithme de

substitution. Cette combinaison est souvent comparée avec de nouvelles méthodes.

2.5.3 Methodes métaheuristiques

Plusieurs métaheuristiques ont été proposées pour la résolution du PMP. Elles utilisent,

toutes, une ou bien une combinaison des méthodes suivantes (pour chaque métaheuris-
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tique la date et les auteurs de la premiere utilisation sont mentionnés) :
Les heuristiques Lagrangiennes (Cornuejols et al, 1977).

Les algorithmes génétiques (Hosage et Goodchild, 1986).

La recherche Taboue (Glover 1989, 1990).

Optimisation par colonies de fourmis (Colorni et al, 1991).

La recherche locale (Hansen et Mladenovitic, 1997).

Algorithme de concentration (Rosing and ReVelle, 1997).

La recherche dispersée (Glover et al, 2000).

Réseaux de neurones (Dominguez Merino et Munoz Pérez 2002).

Plusieurs documents listent les différents algorithmes congus pour la résolution du PMP,
on cite par exemple [37].

Les métaheuristiques étant les méthodes les plus utilisées dans la littérature pour la ré-
solution du probléeme du p-médian, le lecteur est appelé a consulter [33] et [31] pour plus
de détails.

D’apres les recherches effectuées entre 1965 et 2005, la relaxation Lagrangienne était la
meéthode la plus utilisée, suivie respectivement par la substitution des sommets, I’algo-
rithme d’approximation, l'algorithme génétique, la formulation IP (Hakimi, 1964. Re-

Velle et Swain, 1970) et la théorie des graphes.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons définit le probléme du p-médian, présenté les formula-
tions classiques les plus utilisées dans la littérature, étudié son compléxité et listé les
principales méthodes exactes et approchées décrites et utilisées pour la résolution du

probleme.

Nous présentons, dans le prochain chapitre, les principales études polyédrales associées
au probleme du p-médian.

references
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

L’idée principale de 'approche polyédrale est de ramener le probléme d’optimisation
combinatoire en question a la résolution d’un programme linéaire, par la description
de l'enveloppe convexe de ses solutions par un systeme d’inégalités linéaires. Cette ap-
proche, qui a été introduite par les travaux d’Edmonds sur le probleme du couplage, et
a été appliquée par la suite avec succes a plusieurs problemes d’optimisation combina-
toire.

L'approche polyédrale peut étre considérée également dans le cadre plus général des mé-
thodes de coupes en programmation en nombres entiers. Les algorithmes basés sur les
techniques polyédrales sont généralement connus sous le nom d’algorithme de coupes et

de branchements (Branch-Cut algorithms).

Une étape cruciale dans la méthode polyédrale concerne l'identification des contr- aintes
qui définissent des hyperplans d’appui (facettes) du polyédre des solutions ce qui raméne
le probléme a 'optimisation d’une fonction linéaire sur ce polyedre. Si le probleme est
NP-difficile, il y a généralement trés peu d’espoir d’obtenir une caractérisation compléte
de ces contraintes. Cependant, une description partielle du polyedre peut étre suffisante
pour résoudre le probléeme en temps polynomial, méme si le nombre de contraintes de

cette description partielle est exponentiel.

Effectivement, malgré le fait que le probleme p-médian soit largement étudié en Re-
cherche Opérationnelle, les études polyédrales de ce probleme sont rares dans la litté-
rature et aucune description compleéte du polytope p-médian n’est obtenue. Cependant,
une description partielle de son polytope entier a été établie. Les facettes ont été déve-
loppées par de Vries et al, Avella et Sassano, De Farias, Zhao et Posner (voir la section 3

de ce chapitre).

Pour le probléme 2-médian dans un arbre, Goemans a développé une formulation éten-
due entiére. Puis, il a trouvé une description compléte en faisant sortir les variables sup-
plémentaires introduites pour créer la formulation étendue. Pour la méme variante, Zhao
et posner, ont établi une classe d’inégalités valides, et proposent une approche alterna-

tive pour montrer 1'intégrité de la description polyédrale.

La premiere section de ce chapitre on définit quelques notions de bases de 1’étude po-
lyédrale. Dans la deuxiéme section, on présente les propriétés basiques du polytope du
p-médian décrites par De Farias, Avella et Sassano pour le cas d’'un graphe général et
pour le cas d’arbres. Dans la troisiéme section on cite les inégalités valides et les facettes

décrites dans la littérature.
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3.2. PRELIMINAIRES DE ETUDE POLYEDRALE

3.2 Préliminaires de I’étude polyédrale

Dans cette section, on introduit quelques définitions et propriétés de la théorie des po-
lyedres. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer a Pulleyblank [32] et a Schrijver
(36]].

3.2.1 Polyedres, polytopes et dimension

Définition 3.1. Soit x € R". On dit que x est une “combinaison linéaire” des points x,..., Xy €

k
R" s’il existe k scalaires Ay, A, ..., A € R tels que x = Z/\ixi.
i=1
k
Si, de plus, Z/\i =1 alors, on dit que x est une “combinaison affine” de ces points.
i=1

=

De méme, si A; > 0,Vi € {1,---,k} avec Z/\i =1, alors on dit que x est une “combinaison
' i=1

convexe” de ces points.

Définition 3.2. Les points xy, ..., x;, € R sont dits “linéairement indépendants” (resp. “affine-

ment indépendants”) si le systeme :

k
Z/\ixl- =0
i=1
k k
(resp. Z/\l-xi =0et Z/\l- =0)
i=1 i=1

admet une solution unique, A; =0,Vi=1,--- k.

Définition 3.3. Etant donné un systéme fini d’inégalités linéaires Ax < b, oui, A est une ma-

trice a m lignes et n colonnes, b est un vecteur a m éléments.

» On appelle “polyédre” P l'ensemble des solutions de ce systéme d’inégalités. C'est-a-dire
P = {x € R"|Ax < b}. On dit que I'ensemble des inéquations Ax < b représente ou définit le
polyedre P.

» Si le polyédre P est borné ( Clest-a-dire, A, u e R" |1 < x < u,Vx € R" ), alors P est un
“polytope”.

» La “dimension” du polyédre P, notée dim(P), est égale a k si le nombre maximum de points
de P affinement indépendants est égal d k + 1. P est de “pleine dimension” si dim(P) = n.

» Un point x € R" est un “point extréme” d’un polyédre P s’il ne peut s’écrire comme combi-

naison convexe d’autres points de P.

Définition 3.4. Soit P un ensemble non vide de points de R". “L'enveloppe convexe” des points
de P, notée conv(P), est I'ensemble de points de R" qui peuvent s’écrire comme combinaison

convexe de points de P.

Théoreme 3.1 (Minkowski-Weyl). Toute enveloppe convexe peut étre décrite par un ensemble

fini d’équations et d’inéquations linéaires.
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3.2. PRELIMINAIRES DE ETUDE POLYEDRALE

3.2.2 Faces et facettes

Définition 3.5. Soit l'inégalité (I) définie par : a® x < a, oii a est un vecteur @ n composantes

et o un scalaire.

» (I) est dite “valide” pour un polyédre P si elle est vérifiée par tous les points de P, soit
P={xeR"|a'x<al.

» Etant donné un point x* € P, On dit que 'inégalité (I) est “serrée” (resp. “lache”) pour x* si
alx = a (resp alx* < a).

» Soit (I) une contrainte valide pour le polyédre P. Alors le sous-ensemble F C P défini par
F={xeP|a’x=a)est une “face” de P. On dit alors que la face F est définie (ou induite)
par la contrainte (I).

» Si, de plus, F # 0 et F = P alors F est une “face propre”. Et si de plus, que dim(F) =

dim(P)—1, alors F est une “facette”.

Définition 3.6. Une inégalité est dite “redondante” dans un systéme Ax < b définissant un
polyédre P, si le sous-systéme obtenu a partir de Ax < b en supprimant cette inégalité définit

le méme polyédre P.

Proposition 3.1. Une inégalité a’ x < a est valide pour P si et seulement si elle est valide pour

conv(P).

Proposition 3.2. Pour chaque facette F de P, une des inéquations représantant F est nécessaire
dans la description de P.
Toute inéquation représantant une face F telle que dim(F) < dim(P) — 1 est inutile dans la

description de P.

Théoreme 3.2. Un polyédre P de dimension n —k, avec k > 0, est représenté par un ensemble
de k équations qui forment un ensemble maximal d’équations linéairement indépendantes de

P et d’une inéquation par facette.

I existe une infinité de représentations pour une méme facette, et donc, une infinité de
descriptions pour un méme polyedre. Le théoréme suivant décrit la famille d’inéquations

linéaires nécessaires a la représentation d’une facette.

Théoréme 3.3. Soit A™x = b~ un systéme de p équations linéairement indépendantes décri-
vant un polyédre P CR" et soit F = {x € P : cx = ¢y} une face propre de P.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. F est une facette de P.

2. si fx = fy pour tout x vérifiant cx = ¢, alors, il existe a € R et A € RP tels que (f, fo) =
(ec+ AA™, ac0+ Ab7).

Corollaire 3.1. Si P est un polyédre de pleine dimension, alors il existe un systéme linéaire
minimal unique (a des multiplications par des scalaires positifs prés) qui décrit P. De plus,

toute contrainte de ce systéme définit une facette distincte de P.
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3.3. PROPRIETES DU POLYTOPE DU P-MEDIAN

1 Face non-propre
Face propr o ,—Conv(S)
[ ] [ ]
[} [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

° S o °
° o o o o Facette

L [ ] [ ]
Points extrémes . .

Ficure 3.1 — Enveloppe convexe, face, facette et point extréme du polytope de solutions

réalisables S.

3.2.3 Rayons et rayons extrémes

Définition 3.7. Soit P’ = {r € R" : Ar < 0. Les points de P* sont appelés “rayons” de P.
11 est facile de voir qu’un point r € R" est un rayon de P si et seulement si pour tout point
xeP,{yeR":y=x+Ar, A eR,}CP.

Définition 3.8. Un rayon r de P est dit “rayon extréme” s'in n’existe pas deux rayons r',r*

1 1
POl 2 Ar2 Ve R, tels que r = Erl + Erz.

3.3 Propriétés basiques du polytope du p-médian

On présente les caractérisations du polytope du p-médian données par Avella et Sassano
dans [4]) sur le modeéle (IPA), et par De Farias dans [15] sur le modéle (IPF).

3.3.1 Cas général de graphes

Nous rappellons que le polytope PS est I’eveloppe convexe des solutions réalisables de
(IPF):

m n
mmZZc”d}xl]
i=1 j=1
m
Zx,-]- =1  jeN (3.1)
(IPF) =
Xij <9 ieM,jeN (3.2)
n
) v <p (3.3)
=1
Xij >0, i€ M,] eN (34)
y; €{0,1} jeN (3.5)
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3.3. PROPRIETES DU POLYTOPE DU P-MEDIAN

Avec:
e M ={1,---,m}est un ensemble d’entrepots et N = {1,---,n} est un ensemble de clients.
e c;i > 0 est le colt unitaire de I’envoi du médian i au client j.
e d; est la commande du client j.
e x;; est la portion de d; envoyé du médian 7 au client j.
Onnote : S = {(x,v) : (x,y) satisfait (1)—(5)}, PS = Conv(S), et LPS ={(x,v) : (x,v) satisfait
(1)~ (4) ety [0,1]").
Lorsque p > m, la contrainte (3.3) est redondante, et I'ensemble de solutions réalisables
de (IPF) devient celui du “probleme de localisation sans capacités”, dont le polytope a
recu une attention considérable ( consulter par exemple [6,7,10-12,14,23,26]).

Donc, Pour PS, on suppose que 1 <p <m—1.
Proposition 3.3. PS est de dimension pleine [|15].

En conséquence, la représentation en inégalités des facettes de PS est unique, a une
constante multiplicative.

De plus,
Proposition 3.4. (x,v) € {0, 1}, pour tout sommet de PS [15].

Proposition 3.5. Les inégalités (2) — (4) sont définissantes de facettes de PS,Vie M, j € N.
Et pour i € M, j € N, les inégalités y; < 1 et (1) sont définissantes de facettes pour PS si et
seulement si, p > 2 [|15]].

» Ces inégalités sont des inégalités triviales.
Comme dans [6], elles donnent une description complete de PS lorsque m < 2 ou n < 2.

Dans la suite, on montre que c’est toujours le cas pour p = 1.

Théoreme 3.4. Lorsque p =1, PS = LPS [15]].

S
Dans la preuve du théoreme| 3.4} on suppose que Zui =0 lorsque s <r et que [L,u]=0

i=r

lorsque [ > u.

Preuve.
— Nous montrons qu’un point fractionnaire (£,9) € LPS ne peut pas étre un sommet de
LPS lorsque p = 1, en générant une séquence de nombres non-négatifs Ay, Ay, -, Ay et

des points de LPS, (551,;71),(552,352),--- ,(fk,ﬁk), tels que :

k
Z)\t -1 (PS1)
t=1

k
et Y MEF)=(£7) (PS2)
t=1

- Soit A} = min{%;;:i € M,j € N, et X;; > 0}. Soit iy € M tel que %; ; = A; pourun j € N
(dans le cas ou il existe plusieurs i € M satisfaisant ¥;; = Ay, on en choisit un arbitrai-

rement).
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» (x',9') est donné par :

. :{ 1, Sii=i;,jeN,et%;>0.

X:.
Y 0, Sinon
Et,
5 = 1, Sii=i.
' 0, Sinon
r—1 r=1
— Pour 2<r<s-1,soit A, = min{%;; - fo] ti€M,jEN et ;- Zif] > 0}, ou s est tel
t=1 t=1
5—=2 s—1
que:fij—ch“fj>OpourunieM,jeNetfc“ij—ch“f]- =0,VieM,jeN.
t=1 t=1
r—1
Soit i, € M tel que X; ; — fo] = A, pour un j € N.(dans le cas ou il y a plusieurs i € M
t=1
r—1
satisfaisant %;; — fo] = A,, on en choisit un arbitrairement).
t=1
» Et (x",7") est donné par :
r—1
R Sii:ir,jeN,etfij—ch‘fj>0.
ij = t=1
0, Sinon
Et,
P 1, Sii=i,.
! 0, Sinon
v-1 k-1
— Pour s <v <k-1,soit A, = min{p; - /\tyNit :ieM,jeN,et ﬁi—ztﬁf =0}, ou k est
t=1 t=1
k-2 k-1
tel que:ﬁi—zt§f>0pourunieMetﬁi—Ztﬁf =0,YieM.
t=1 t=1
v-1
Soit i, € M tel que 9; — Z/\t 7 = A,. (dans le cas our il y a plusieurs i € M satisfaisant

t=1

v—1
Vi — Z/\t 37; = A,, on en choisit un arbitrairement).
t=1

» Et (x%,7") est donnée par :

Et,
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k-1 k-1 m
— Finalement, soit Ay, =1- ) A, , et (fk,ﬁk) =(0,0). Il en résulte que Z)\t = Z;}i.
t=1 t=1 i=1
v Puisque p =1, (3.3) implique que Ay > 0, et que (PS1) est satisfaite. Aussi, par construc-
tion, (PS2) est satisfaite. O
Nous notons M, (G) I'eveloppe convexe des solutions réalisables de (IPA), i.e. 'enveloppe

convexe de tous les vecteurs d’incidences des ensembles d’arcs p-indépendants de G. Ou :

n

man Z dijxi]'
i=1 (i,j)eE,i#]
) mu +x <1 (ij)eE (2.1)
(IPA) kev/i
2:: Xjj =p (2.2)
(i,j)eE
Xij G{O,].}, i,jGV,iij

D’aprés [4], on observe que le polytope du p-médian M,(G) est une partie intégrale du
polytope stable STAB(G,,) associé a un graphe non-orienté G,(X,]), ou tout noeud de X
correspond a un arc de G, et deux noeuds de X sont adjacents dans G,, si et seulement si
les arcs correspondants dans G sont dépendants.

Et donc:

M, (G) = Conv({x € STAB(G,) : in = pin{o, 1)),

ieX

P

Cette cararctérisation de M, (G) est particulierement utile puisque le polytope STAB(G,,)
contient M, (G), et plusieurs classes de facettes ont été décrites et efficacement utilisées
dans les approches basées sur le branchement et I’évaluation. Elle a été utilisée dans
plusieurs articles et travaux pour obtenir des résultats polyédraux pour le probléeme de

localisation non-pondérée.

Théoreme 3.5. Sip > 2, la dimension de M,(G) est "n(n—1)—1" [4].

Preuve.
» On note par :
e E, . :la (r,s)-matrice dont tous les éléments sont égaux a 1.
e 0, :1a (r,s)-matrice dont tous les éléments sont égaux a 0.
eE, =E,  et0,=0,,.
e I, : la matrice d’identité d’ordre r.
— Soit p > 2. Pour montrer que dim(M,(G)) = n(n—1)-1, on doit trouver n(n—1) ensembles
p-indépendants dont les vecteurs d’incidence sont affinement indépendants.
— Soit u € V et soit 6 (u) = {e1,ez,-+, €, — 1}.
Puisque p > 2, on peut définir 'ensemble | = {ey, -+, e5,1} C 6" (u). Et pour chaque
ke{l,2,---,p+ 1}, 'ensemble | — {ex} est un ensemble p-indépendant. On note par V;
I’ensemble {J —{ex} : k=1,2,---,p+1}.
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— Pour chaque h = 1,2,---,p — 2, 'ensemble J; =] —{ep,e5,1} U lepriin} C 6% (u) est un
ensemble p-indépendant. On note par V, l'ensemble {J, : h=1,2,---,p—2}.

» Ainsi, on définit une famille V,, = V; UV, contenant (n—1) ensembles p-indépendants.

— Soit T, la (n—1,n —1)-matrice dont les lignes sont les vecteurs d’incidance des en-
sembles indépendants de V,, sur 6*(u).
Siles (p + 1) premieres lignes de Y,, sont les vecteurs d’incidence des ensembles indé-
pendants de V;. Donc, la matrice T, est :

Esi1—Ii1 Opyrpo2

T, =
! H I

p-2
Ou,

H:[ Ep2p1 0p22 ]

» Il est facile de remarquer que T, n’est pas singuliere.

— Ainsi, pour chaque noeud u € v, on peut construire une famille V,, de (n—1) ensembles
p-indépendants de ’ensemble 6" (u) et lui associer une matrice non singuliére T, dont
I'ensemble de lignes est formé par les vecteurs d’incidence des ensembles indépen-
dants de V,,.

Puisque l’ensemble E peut étre partitionné en ensembles {67 (u) : u € V}, on peut
construire une famille de n(n — 1) ensembles p-indépendants dont les vecteurs d’in-
cidence, sur A, définissent la matrice carrée d’ordre "n(n—1)" suivante :
T, - 0
M=l
0 - T,
v’ La matrice M est non singuliere. Donc, M,(G) est de dimension égale a n(n—1)—1.
O

3.3.2 Cas particulier de graphes : les arbres

Dans cette partie, on considere le probleme du p-médian défini sur un arbre non orienté
G=(V,E).

e On note 7(i, j) le chemin reliant i a j, i,j € V. Dong, la contrainte suivante s’impose :
Xjj < Xpj ije Vetrert(ij).
e Soit P(V) le polytope défini par :
in]‘ = 1, ieV
jev
Xjj er]' i,jE VetTET(i,j).
x>0
e Soit Q, = P(V) N {x| ij]- = p}, le polytope des solutions réalisables de la relaxation

jev
linéaire du PMP.
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e Barany et al ont montré, dans [10], que les points extrémes de P(V) sont entiers. Ce-
pendant, De Vries et Posner ont montré que Q, a au moins un point extréme fraction-

naire.

Théoreme 3.6. Pour tout arbre ayant au moins 4 sommets, Q, a un point extréme fraction-
naire [[10]].

e Maintenant, on présente quelques propriétés décrites par Ward et al. dans [39], et De
Vries et Posner dans [38|.

Pour des démonstrations détaillées, le lecteur est invité a consulter les références citées.

Propriété 3.1 (Ward et al.). Soit x° un point extréme de Qp- x° est soit un point extréme
de P(V) soit une combinaison convexe de deux points extrémes adjacents x4 et xB, de P(V).
Si x% nest pas un point extréme de P(V), alors, le?i - fo}l >0et| Zx?i - leBil > 0.
ieV ieV ieV ieV
De plus, si p est entier, alors, |leBi - Zxﬁl > 2/[39]].
ieV ieV

Propriété 3.2. On considére un point extréme x° e Qp ayant un ensemble de médians
entiers I (x;; =1,Viel).

Soit E' ={(i,j) € E|i,j € ©(i’,j)), 1> x?,j,, i,j,i’,j € V}. Donc, au plus une composante

connexe de la forét T' = (V \ I,E’) contient un médian fractionnaire ( 0 < x;; <1)[38]].

e Bien que le théoréme prévoit que Q, peut ne pas étre entier, il existe deux types

de graphes pour lesquels des solutions entieres de LP existent.

Théoréme 3.7 (De Vries et Posner [38]], Kolen and Tamir [26]). Si T est un chemin, alors

, Qp est entier.

e On considere un arbre T contenant un seul sommet c, dit " sommet centrale", de degré

d > 3. Tout chemin de c vers une feuille de T contient au plus m sommet. Ce graphe

1

est dit " m-star ".

(a) (b)

FIGURE 3.2 — exemples de graphe 1-star (a) et 2-star (b)

Théoreme 3.8. Si le graphe G est un 1-star, alors, Q,, est un poltyope entier[38|].

e On établit dans le théoréeme suivant, que pour tout autre type d’arbres, toutes les solu-

tions optimales de LP peuvent étre fractionnaires.
Théoreme 3.9. Les seules arbres ot Qp est entier, sont les chemins et les 1-stars[38]].

e Pour p = 2, Goemans [21], a établit une description compléte (LP2) du polytope du

p-médian :
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inj =1, eV (P2,1)
jeV

(LP2) Z(di ~2)x;j+xjj=0, jeV (P2,2)
ieV
Xij =% < 0, ijeV, ret(i,j) (P2,3)

Les contraintes de non-négativité et les contraintes de cardinalité ne font pas partie de

(LP2), elles sont induites par (P2,2).
Théoreme 3.10. Toute solution réalisable de (LP2) est non-négative.

Théoreme 3.11. Toute solution x de (LP2) satisfait ijj =2.
jeV
Le théoréme suivant témoigne que le polytope (LP2) est entier.
Théoréme 3.12. Soit x° une solution correspondante a un point extréme de (LP2). Alors,
x¥ est entiere.
e Onagque:
Théoreme 3.13. Pour un graphe de structure générale, il existe une solution optimale x*
pour (IPV) ou (LP) o1t x;; = 0 pour tout L € V tel que dy =1 et i # 1.
Le théoréme précédent implique qu’on peut rajouter la contrainte suivante a (LPV):

x;1=0,i €V, Ifeuilleeti=l. (V1)

Soient P(V) = P = PN {x | x satisfait (V1)} et Q, =P N{x| ijj =p}.
jev
On remarque que si Q, est entier, alors, Qp est entier. I'inverse n’est pas toujours vrai.

De plus,

Théoreme 3.14. Qp est entier pour toute valeur de p, si et seulement si, G est un 1-star.

ET,
Théoreme 3.15. Si G est un 2-star ( voir , alors, Qp N {x.. = 1} est entier. Ou, ¢

est un sommet centrale de G.

3.4 Inégalités valides et facettes pour le polytope du p-médian

Plusieurs études polyédrales du probleme du p-médian ont été effectuées depuis son ap-
parition. Mais aucune d’entre elles n’a abouti a une description compléte de son polytope
entier. Cependant, des descriptions partielles ont été proposées.

Dans cette section, on présente un ensemble d’inégalités valides et de facettes dévelop-

pées pour le polytope du p-médian dans son cas général.

3.4.1 W,-inégalités

Les W,-inégalités ont été décrites par Avella et Sassano dans [4], pour le polytope M,(G),
ou G = (V,E) est un graphe complet.
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- Soit WC Vtelque 3<|W|<p+1.

- Soit H C (W : W) un ensemble d’arcs ayant la propriété suivante : |[H N 6" (w)| = 1,
Yw € W. Cet ensemble est dit "ensemble d’arcs perdus".

— Soient U={weW|HNS (w)=0}, Q=W \U,et W=V \W.

Théoreme 3.16. Une W,-inégalité est une inégalité de la forme :
((W:W)\HU(U:W))<|W|-2 (I1)

Et est valide pour le M, (G), si et seulement si [U| < max{1,|W| -3} [41].

Preuve. On suppose, au contraire, que (I1) n’est pas valide pour M,(G) et on considere Y
un ensemble (|W|—1)-indépendant de W.

Proposition 3.6. Soient Z C Vet ] C(Z: Z) tels que || N6*(z)| = 1, Yz € Z. Alors, r((Z :
Z)\]) <1z]-2.

Preuve de la proposition On suppose que la proposition est fausse et on considere X
un ensemble (|Z| - 1)-indépendant de I'ensemble (Z: Z)\ J.

Soit R={z€ Z|X N6 (z)=0}. Evidemment,on a |[R|=|Z|-1.

Soit {u} = Z\R.On a que |({u} : R)NX| =|Z|-1, qui contredit la supposition que [JN6*(z)| =
1,VzeZ. +

Proposition 3.7. r(W : U) < |W|-2.

Preuve de la proposition On remarque que (W : U) = |U.

Puisque, [HN 6" (w)| = 1, pour tout w € W : On a au moins deux noeuds de W, soient u et
z, telsque |[HNO (u)|>1et[HNO (z)| > 1.

Et donc, (W : U) = |U| < |[W|-2. +

En appliquant la proposition[3.6lavec Z = W et ] = H. On conclut que Y ¢ (W : W)\ H.
De plus, d’aprés la proposition onaY ¢ (W:U). Etdonc, YN(W: W)\ H =0 et
YN(W:U)=0.

Y peut étre partitionné en deux sous-ensembles Y; et Y, avec Y =Y N(W : W)\ H et
Y,=YN(W:U).

Soit T={teW|Y,Nn6(t) =0} Alors, Y] C(W\T: W\T)\H et donc, n(W\T:
WA\ T)\H) >1Y;|. De plus, puisque |Y,| =|T|,on a |Y;|=|W|-1-|T|=|W\ T|-1.

Or, par hypothése, il est vrai que HN & () =0, Vt € T et donc ’ensemble H' = HN (W \
T : W\ T) vérifie la propriété que |[H N 6" (u)| = 1, pour tout noeud u € W\ T.

v Enposant,Z=W\T et] = H'. On a, par la proposition[3.6|que r(W\T : W\T)\H’) <
|[W\ T|-2. Ce qui contredit I'hypothése de départ.

O]

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que l'inégalité
(I1) définisse une facette pour M,(G).
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Théoréme 3.17. Soit 3 < |W| < p + 1. L'inégalité (I1) définit une facette pour M,(G) si et

seulement si |[U| < max(1,|W]|-3).

La preuve de ce théoréme est bien illustré dans [4].
» Avella et Sassano dans [5], ont amélioré les W2-inégalités en :

x((U:U)U(Q: UN\H)= )y <|[W|-|Ul-2 (IV)

ieU

» Si |W| = 3, 'ensemble des arcs perdus H peut avoir soit la forme {(u,v), (v, z), (z,v)}, soit
la forme {(u,v), (v, z),(z, u)}.
e Si H ={(u,v),(v,2),(z,v)}, le support de (I1) est Q,, =0 (u) U {(u,z)}.
e Si H ={(u,v),(v,2),(z,u)}, le support de (I1) est T = {(v, u), (u,z),(z,v)}.
I1 peut étre prouvé qu'un esnsemble S C E vérifiant la propriété r(S) = 1 est maximal, si
et seuelementsi, S =Q,,ouS=T.
Les inégalités x(Q,,) < 1 sont dites "inégalités de clique", et les inégalités x(T) < 1 sont

dite "inégalités de triangle". Une représentation de ces inégaliés est donnée par la figure

e N
(a) (b)

Ficure 3.3 — Une inégalité de clique (a) et une inégalité de triangle (b).

Les W,-inégalités comprennent des familles d’inégalités valides bien connues pour le
PMP, telles que : les inégalités de cliques, les inégalités de trou pair, les inégalités d’anti-

trou pair, les inégalités de triangle , etc ---

3.4.2 Inégalités de couverture

— Etant donné un ensemble de référence A, un "désordre" (clutter) £ est une collection
de sous ensembles de A tels que, pour toute paire de sous-ensembles distincts, L; et
L,,de L,onal; ZL,.
8item Une "couverture" T, par rapport a £, est un sous ensemble de A vérifiant [TNL| >

1 pour tout L € L.

— Pour tout S CE, r(S) est le rang de S.
Soit F(S) le désordre défini par tous les sous-ensembles p-indépendants de E conte-
nant r(S) arcs de S. Soit T(S) la couverture de F(S).

Toute inégalité de la forme :

est une inégalité de couverture.
A fin d’expliquer ces notions, un exemple est illustré dans la figure sur le
graphe G = (V,E) ( V est 'ensemble de sommets et E est I'ensemble d’arcs) .
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S ={35,21} et 7(S) =2
F(S) =1{{35,34,14},{21,23,41};{21,34,35),
{41,35,21},{41,35,23}}
®  T(S)={3541)

(I2) est donc :xp; —x47 <1

Ficure 3.4 — Exemple d’une inégalité de couverture : 'ensemble de référence est E,

n=5etp=2.

Théoreme 3.18. Soit S C E. I'inégalité
x(S)-x(D)<r(S)-1 (1)

est valide pour M,(G) si et seulement si D = T(S).

Preuve.

— DL’inégalité (1) est vérifiée par le vecteur d’incidence de n’importe quel ensemble p-
indépendant contenant au plus r(S)— 1 arcs de S.

— Soit | un ensemble p-indépendant contenant r(S) arcs de S. Si D = T(S), par définition
de T(S)on a|J(S)| > 1 et le vecteur d’incidence de | satisfait (1).

— On suppose que D n’est pas une couverture. Dong, il existe un ensemble p-indépendant
J contenant r(S) arcs de S et tel que |J N D| < 0. Ainsi, le vecteur d’incidence de ] viole
I'inégaliteé (1).

O

Si T(S) C S, 'inégalité de couverture se réduit a 'inégalité x(S \ T(S)) < r(S) — 1 dominée

par 'inégalité de rang x(S \ T(S)) < r(S\ T(S)) qui est valide pour STAB(G,,).

Les W,-inégalités sont des inégalités de rang de STAB(G,,) de la forme x(S\T(S)) < r(S)-1

avec S(W :W)etT(S)H.

Si T(S) € S, les inégalités de couverture sont propres a M,(G) puisqu’elles ne sont pas

valides pour STAB(G,,). En effet, elle élimine tout ensemble r(S)-indépendant I C S tel

que INT(S)=0.

Plusieurs classes d’inégalités de couverture (I2) peuvent étre définies en spécifiant des

ensembles d’arcs S appropriés. Dans [3]], on a prouvé que les inégalités de couverture sont

définissantes de facettes pour M,(G) si 'ensemble S est défini par tous les arcs entrant

un ensemble Q et T(S)C A\S.

Les inégalités de couverture jouent un role crucial dans la description du polytpe p-

médian, puisqu’elles, les inégalités de clique et les inégalités de triangle sont les seules

facettes de M,(G).

En effet, Maurras, dans [Maur83], a décrit une description compléte du polytope sur un

graphe simple L = (W, E). Sa description implique, directement, la description suivante

de I’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les ensembles stables I ou |I| = 2
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2x(Q)+x(I'(Q)) < 2,Q € W, Q induit un sous-graphe complet (2)

x(W)=2

Xp=>0,weW
Ou, pour tout Q C W, I'(Q) = {w € W | QU {w} induit un sous-graphe complet}.
Et puisque le probléme du p-médian est équivalent au probleme de stable, de cardina-
lité p, de poids minimum sur le graphe complet G, le résultat de Maurras implique une
description compléte de M,(G). De plus, il est trés facile de vérifier que les inégalités (2)

sont dominées par les inégalités de couverture, de clique et par celles de triangle.

3.4.3 Inégalités de [*-couverture

Les inégalités de couverture peuvent étre renforcées en exploitant I'optimalité.

Soit I" un ensemble p-indépendant, quelconque, de E et soit ¢(I*) son cott. Soit F(I*,S)
le désordre défini par tous les sous-ensembles p-indépendants | contenant r(S) arcs de
S(i.e. [JNS|=r(S)) vérifiant c(]) < c(I*). Soit T(I*,S) la couverture de F(I*,S). On appelle
T(I*,S) une I*-couverture.

Les inégalités de la forme :

x(S)-x(T(I*,S)) <r(S)-1 (I3)
sotn dites " inégalités de I"-couverture".
Les inégalités de [*-couverture ne sont pas d’une nature standard et elles ne sont pas
valides pour le M,(G). Mais, étant donné un ensemble p-indépendant I", elle est valide
pour n’importe quel autre ensemble p-indépendant meilleur que I*. C’est a dire qu’étant
donné un ensemble p-indépendant I* de cotit ¢(I*), et une inégalité de I"-couverture, le
vecteur d’incidence de n’importe quel autre ensemble p-indépendant dont le colit est
inférieur a c(I”) se retrouve dans le demi-espace défini par 'inégalité de I*-couverture
considéré.
Théoréme 3.19. Soit S C E. L'inégalité

x(S)-x(D)<r(S)-1 (3)

est satifaite par tous les vecteurs d’incidence des sous-ensembles p-indépendants | contenant
r(S) arcs de S tels que c(J) < c(I”), si et suelement si D = T(I",S).

Preuve.

- L’inégalité (3) est satisfaite par le vecteur d’incidence de n’importe quel ensemble p-
indépendant | contenant au plus r(S)—1 arcs de S.

— Soit ] un ensemble p-indépendant contenant r(S) arcs de S, tel que c¢(J) < c(I¥).

- Si D =T(I%S), par définition de T(I*,S)on a || NT(I*,S)| > 1 et le vecteur d’incidence
de J satisfait 2.

— On suppose que D n’est pas une [*-couverture. Alors, il existe un ensemble p-indépendant
J contenant r(S) arcs de S, avec ¢(J) < ¢(I”) et tel que |J N D| < 0. Ainsi, le vecteur d’in-

cidence de | viole (3).
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3.4.4 Ineégalités de trou-pair

On considere le graphe G, (E,]) défini a partir du graphe G = (V,E), ou tout noeud de X
correspond a un arc de G, et deux noeuds de X sont adjacents dans G,, si et seulement si
les arcs correspondants dans G sont dépendants.

Le sous-graphe, de G, présenté dans la figure suivante correspond a un trou-pair de G,,.

L'inégalité (I4) correspondante est : xjp + Xp3 + X43 + X54 + X75 + X56 + X617 < 3

FiGure 3.5 — Un trou-pair de G et le trou-pair correspondant dans G,,.

Soit R C E un ensemble d’arcs correspondant a un trou pair de G,,. L'inégalité suivante
réfere a une inégalité de trou-pair :
R
x(R)< {uJ (14)
2
Ces inégalités sont valides pour M,(G) [5]. Elles peuvent étre améliorée d’aprés la pro-

position suivante :
Proposition 3.8. Soit S C E et soit (i) € S tel que SN~ (i) =0 < r(S) est une inégalité valide
de rang pour My, (G), alors I'inégalité x(S U 67 () < r(S) reste valide pour M,(G).
On définit U = {ij | (i) = 0}. D’aprés la proposition les inégalités de trou-pair (I4)
peuvent étre améliorées en :
oy < | 1€ ,
xR [ ) 67 < b (14)
(ij)eU

En posant 6™ (j) = 1 —y; = t;. L'inégalité (I5) peut étre réécrite comme :

x(R\U) + Z tjs{l—(;J (14”)

(ij)eu
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1/@\@
o’

¢ 5w

FiGURE 3.6 — Un trou-pair de G avec U = {4, b}, pour une inégalité de trou-pair liftée.

Les inégalités de trou-pair ne sont pas maximales et elles peuvent étre renforcées par une
amélioration séquentielle. Les coéfficients d’amélioration sont calculés par l’algorithme

de Mannino et Sassano pour le probleme du stable de cardinalité maximum [2].

3.4.5 Inégalités de cycle

On considere un sous-ensemble de noeuds W C V et soit C un cycle bi-directionnel de
(W :W).

Toute inégalité de la forme :

Est une inégalité de cycle [5].

Comme pour les inégalités de trou-pair, les inégalités de cycle peuvent étre renforcées
par une amélioration séquentielle en appliquant l'algorithme de Maninno et Sassano
(30].

3.4.6 Inégalités de cycle-impair

On considere un cycle C de G de longueur impaire : C = {(v;v;y1) | 1 = {1,2,---,2I}} U

{(var1v1)}
Une inégalité de cycle impair est de la forme :

x(C)< cl= (16)
Lemme 3.1. L'inégalité (16) est valide pour le PMP(G).

Preuve.
— La combinaison des inégalités (1.3) et (1.5) de (IP), donne :

x(uj) +x(0 (1)) <1, i=1,2,--,2l,

X(tppsqty) +x(67 (1)) < 1.
- En les additionnant aux contraintes de non-négativité, on obtient :

2x(C)<21+1=|C|
— En divisant par 2 et en arrondissant le membre droit de 'inégalité, on obtient I'inéga-
lité (16).
O
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3.4.7 W,-inégalités

Soit W C V et soit g un entier tel que : 1 < g <|W|-1.
On considére un ensemble d’arcs F C (W : W) tel que Vie W : [FN&* (i) < q.

x(F)< {%J (17)

Toute inégalité de la forme :

Est dite " W,-inégalité ".
Proposition 3.9 (Avella et Sassano [5])). Les W,-inégalités sont valides pour Mp(G).

Preuve.

— Pour tout noeud i € W, on peut écrire g inégalités de clique de la forme :
x(67(i)) + x;j < 1, Pour (ij) € F.

— Puisque tout arc (ij) € F apparait dans g + 1 inégalités de clique, en sommant ces in-

pour chaque i € W, on obtient :

< qlW|
qg+1

égalités multipliées par )
g p p g+ 1

x(F)

v En arrondissaant le second membre de l'inégalité , on obtient 1'inégalité (I17).
U

La classe des W-inégalités est une classe tres large qui contient plusieurs autres classes
d’inégalités valides et de facettes telles que : les W,-inégalités, les inégalités de cycle

impair, les inégalités de trou-pair, les inégalités de cycle et les inégalités de triangle.

3.4.8 Inégalités de De Vries

Dans cette partie, on présente les inégalités décrites par De Vries, Posner et Vohra dans

[38]. Elles ne sont pas contenues dans les classes de facettes définies par Avella et Sassano
[4] 15

Théoreme 3.20. Pour tout sous-ensemble de sommets R C'V avec p < |R| =, et pour tout S
tel que S C V\R.

(r-p+1) (r—p)Zyi— inj +(r—p) (r—p+1)Zyj—inj
j

ieR i,jeR ieR
i#] jes

<(r=p+1)(r-p)p-1) (18)
Est une inégalité valide pour le PMP(G).

On note par M C V I'ensemble des médians et par I C M I’ensemble des médians inté-

grales (y; = 1, pour le probleme relaxé).

Preuve.
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— Puisque seules les solutions entiéres sont considérées, alors I = M.
— On suppose que M Z RUS. Dong, il y a au moins un médian n‘appartenant pas a RUS.

Et donc, Zyi + Zyi <p-1.Ce qui implique :
ieR i€$S

(r-p+ 1)(r—p)[Zyi + ZV:‘] <(r=p+1)(r-p)p-1).
i€R i€$S

Dans le membre gauche de (19), seules les variables v, k € V ont des coefficients posi-

tifs. Alors, (I8) est satisfaite lorsque M  RUS.

— Maintenant, on suppose que M € RU S. Donc, Z y; = p. Puisque tous les médians

i€ERUS
sont contenus dans RU S, tout noeud de R\ M est affecté a un sommet de RUS.

e SiSNM =0, alors :
inj:r—p.

i,jeR
i#j

Donc, une borne supérieure du membre gauche de (I8) est :

(r=p+1)(r-pp-(r—=p+1)(r=p)=(r—p+1)(r-p)(p-1).
e SiSNM =0, alors :

(T'P+1)inj+(f—P)inj ZU‘P)Z Z Xij

i,jeR ieR ieR jeSUR
i#j jes i#]

>(r—p)r—-p+1).
v Une borne supérieure du membre gauche de (I8) est :

(r=p)r—p+)p—(r—p)r-p+1)=(r—-p)(r—-p+1)(p-1)
O

Théoreme 3.21. Pour P <ret®C S C V\R, les inégalités (I8) induisent des facettes pour le
PMP(G), pour p > 2.

En divisant les deux membres de I'inégalités (I8) par (r — p) et (r —p + 1) successivement,
1 1 . )
Zxl'i—r_pZZXij—mZIERZXZ’jSP—l. (18)

ieRUS ieR i,jeR jE€S

i#j

on obtient :

Les inégalités (I’8) sont équivalentes aux inégalités (I'8) et sont, par la suite, définissantes

de facettes pour le polytope du p-médian.

Pour une preuve détaillée du théoréme le lecteur est invité a consulter [38].

3.4.9 Inégalités de De Farias

Dans [15], De Farias a décrit une famille de facettes pour le polytope du p-médian PS
sur un graphe biparti complet K,, ,,, dont la formulation est présentée dans le premier

chapitre.

Théoréeme 3.22. Soit N’ C N, tel que : |N’| > p+1. Et soient M;,j € N’ des sous-ensembles

non-vides et disjoints de M. Et soit M' = M — U M; qu’on suppose non-vide.
jeN’

page 42



3.4. INEGALITES VALIDES ET FACETTES

Alors, I'inégalité suivante est valide et définissante de facette pour PS :

Y ) xi+) ) x<p+(NI-p)) v a9

JEN'ieM; jeN’ieM’ ieM’

Preuve.

(a)

On montre, tout d’abord, que (I9) est valide. Soit (¥,7¥) un sommet de PS. Donc,
(x,7) € {0, 1},
e On suppose que §; =0, Vi € M. Alors : p+ (IN’| = p)iem9i = p-

D’aprés la contrainte (3.2) de (IPF), %;; =0, Vie M’, je N’

Pour i € M, la seule variable d’indice i présente dans (I10) est x;;.

Puisqu’au plus p variables d’indices distincts peuvent étre positifs dans un som-

sziﬁzzﬂjz szzjﬁp

JEN'IEM; jEN’ieM’ jeN’ieM
e Siy; =1, pourunieM’, alors, p+(IN'| - p) Zﬁi <|N’|.
ieM’

met de PS,on a:

D’aprés la contrainte (3.1) de (IPF) ,on a:
Z qu ) ) %i=) ) TSV
JEN'IEM; jeEN’ieM’ jeEN’ieM

Donc, pour les deux cas considérés, 'inégalité (I9) est valide pour PS.

On montre, maintenant, que (I9) est définissante de facette pour PS. Pour cela, on
donne (mn + m) points de PS linéairement indépendants satisfaisant (I9) a I’égalité.
Soient x") e R™, r e M, s € N et ") € R™, r € M, tels que :

NEONRY Si (1j)=(rs)
0, Sinon
Et,
1, Sii=r
v ={ .

0, Sinon

e Les points pl(r) = [Z x(r'j),yr], r € M’, appratiennet a PS et satisfont (19) a ’éga-
jeN’
lité. Ceci reste vrai pour tous les points suivants :
e () =p' N+ (0", re | M.
jeEN’

o p3(r,s) = p2(r) + (x79),0), r € U M;, seNN'.

jEN’
o pt(r,s)=p'(r)+(x",0), re M, se N\N".

e Puisque [IN| > p+1, Ps a [[ZlMﬂ
jeN’

x|N’|| points linéairement indépendants

>(r,s), 1€ U Mj, s € N’ satisfaisant (I19) a I'égalité, avec, x;; = 0, V(i,j) € (M x (N \ N"))u

jeEN’
(M"x N’), y; = 0, Vi € M’. La matrice carrée B formée par les composantes x;;,
i€ U M;, j € N’ est non-singuliére.
jEN’
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e Soitu € U M;, pO(r,s) = p(r) + (x"s) = x("9) y()) e M’ et se N’
jEN’
On considere le bloc de matrice suivant :

W o o o o
o o o o »
o o —~ o o
o - o o o
N o o —~ o
o o o o

D -I 0 0 E 0
Avec les points pl(r)surla premiere ligne, suivis par les points p2(r)-p'(t), p3(r,s)-
pz(r), p4(r,s)—p1(r), ps(r,s), et finalement par p6(r,s)—p1(r) sur les lignes suivantes

respectivement.

Le 1°" bloc de colonnes correspond aux variables : x;;, i € U M;,jeN’".
jeN’
Le 2°™¢ bloc de colonnes correspond aux variables : x;;, i € M’, j € N’

e Le 3°™¢ bloc de colonnes correspond aux variables : Xxij, 1 € U M, jeN\N'.
jEN’
Le 4°™ bloc de colonnes correspond aux variables : x;;, i € M’, je N\N'.

e Le 5°™€ bloc de colonnes correspond aux variables : v;, i € U M;.

Et le dernier bloc de colonnes correspond aux variables : y;, i € M.

e Les matrices d’identité sont obtenues aprés une réorganisation des colonnes.

v La matrice est non-singuliere. Donc, (19) est définissante de facette pour le polytope
PS.
O

On prend par exemple un graphe G tel que m=4,n=3 et p=2. Alors:
X11+X22+X33+X41+X42+X43§2+y4 (19)

(19) définit une facette de PS avec N’ = N, My = {1}, M, = {2}, M3 = {3} et M’ = {4}. Elle

élimine le point fractionnaire (£, 9) donné par :

3.5 Conclusion

Aprés avoir donné les pricipaux résultats des études polyédrales portées sur le probleme
du p-médian, on introduit dans le chapitre prochain la notion de " I’étude polyédrale
étendue " qui a été appliquée sur plusieurs probléemes combinatoires. Notamment pour
avoir de nouvelles propriétés du polytope du p-médian.
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

L'approche polyédrale est I'une des plus fortes techniques disponibles pour la résolu-
tion des problemes difficiles de 'optimisation combinatoire. L'idée principale de cette
approche est de considérer une relaxation linéaire d’'un probléme d’optimisation com-
binatoire en nombres entiers, et d’essayer de renforcer, itérativement, la formulation li-
néaire par l'addition des inégalités violées par la solution fractionnaire courante, mais
satisfaites par toutes les solutions réalisables. Ceci définit des faces de grandes dimen-

sions, de préférences des facettes, de I’enveloppe convexe des solutions réalisables.

Sion al’enveloppe convexe de toutes les solutions réalisables, tous les points extrémes de
la formulation sont entiers, et on peut donc résoudre le probléme comme un programme
linéaire ordinaire, dont la résolution est connue d’étre facile.

Cependant, le nombre de contraintes de ces formulations est, généralement, exponentiel

en la taille de données nécessaires pour décrire le probléme.

Dongc, on s’intéresse, particulierement, aux situations ou ’addition d’un nombre polyno-
mial de nouvelles variables permet d’obtenir une formulation avec un nombre polyno-
mial de contraintes. Ceci est équivalent a projeter la formulation du probléeme dans un
espace plus grand afin de rendre le nombre de contraintes polynomial en le nombre de
variables. Une formulation ainsi obtenue est dite “formulation étendue ”.

Les formulations étendues sont tres importantes dans la programmation en nombres en-
tiers puisqu’elles peuvent mener vers des relaxations serrées de 1’enveloppe convexe des
solutions réalisables ce qui accélére 'optimisation.

En effet, dans la plupart des cas, la description du polytope étendu Q est beaucoup plus
petite que celle du polytope de base P, ce qui accélere 'optimisation sur P en optimisant
sur Q.

Plusieurs formulations étendues ont été élaborées pour des problémes connus et tres fré-
quents tels que : le probleme d’arbres couvrants, le probleme de couplage, probleme de
stable et méme dans la programmation dynamique pour les problemes de : sac-a-dos et
stable dans les graphes de distances sans-fourchettes. Pour des exemples détaillés, le lec-

teur est invité a consulter [29] et [24].

La projection est I'outil basique le plus utilisé pour relier les formulations étendues aux
formulations dans l’espace d’origine des variables. Pour cela deux méthodes classiques
sont appliquées : une basée sur la notion du cone de projection, et I'autre sur la procé-
dure de Fourier. On introduit ces concepts dans la premiere section. Dans la deuxiéme
section, on présente la formulation étendue proposée par Zhao et Posner pour le pro-
bleme du p-médian, ainsi que quelques propriétés de cette formulation. Dans la section
3, on élimine les variables supplémentaires y. La section 4 est réservée a la présenta-

tion de deux propriétés tirées lors de I’élimination des variables étendues, ces propriétés
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sont liées aux facettes du polytope du p-médian. Dans la section 5, on décrit les résultats

fournis par la formulation étendue proposée.

4.2 Préliminaires de la projection des polyedres

4.2.1 Projection, Formulation étendue et cone de projection

Définition 4.1. On considére un sous-ensemble S de R" et un sous-espace L de R".

— On dit que le vecteur v € R" est “orthogonal” a un sous-espace L de R", si et seulement si :
VxeLv.x=(vix))+ (voxp)+--+ (v,x,) = 0.

— La “projection orthogonale” de S dans L est I'ensemble de tous les points u € L tels qu’il

existe un vecteur v € R" orthogonal d L et u+v € S.

La figure suivante illustre la notion de la projection orthogonale :

z

X2

X1

Ficure 4.1 — Un cube tridimensionnel et sa projection dans le plan.

Dans tout ce qui suit, on s’intéresse aux projections orthogonales dans l’espace L = {x €
R"|x;=0,ie N\M},ou N ={1,---,n} et M C N, qu'on note : Proj(S) ={x € RM||3z €
RINWMI te] que (x,z) € S}.

Définition 4.2. Soit X = {x € R" | A’x < b/, x; entier, i € I C N}, et soit Conv(X) son enve-

loppe convexe.

Une description externe du polyedre Conv(X) est une projection du polyédre Conv(X) dans un

espace plus grand.

Ca revient a trouver, si possible, un polyédre : Q = {(x,z) € R" x RP | Ax + Bz < b} tel que :

e Proj(Q) = Conv(X). Et on dit que le systéme Ax + Bz < b définissant Q fournit une “for-
mulation étendue” de I'ensemble X.

e Le programme linéaire max{hx + gz | Ax + Bz < b} est facile a résoudre. Ceci est le cas,
lorsque la taille du systéme A’x < b’ définissant X est petite (i.e. on a un nombre polynomial

de contrainte) et la dimension de la matrice (A|B|b) est polynomialement bornée en la taille
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4.2. PRELIMINAIRES DE LA PROJECTION DES POLYEDRES

de la matrice (A’|b’). Dans ce cas, on dit que le systéme Ax+ Bz < b fournit une “formulation

étendue compacte” de X.

Définition 4.3. Etant donné un polyédre Q = {(x,z) € R" x RP | Ax + Bz < b}, on considére
Uinégalité ax < b qui est valide pour Q. D’apreés la définition de la projection, ax < b est aussi
valide pour Proj,(Q).

Puisque pour tout vecteur u tel que u > 0 on a uB =0, I'inégalité uAx < ub est valide pour Q
et donc valide pour Proj,(Q).

On définit le “cone de projection” du polyédre Q = {(x,z) € R" xRP | Ax + Bz < b}, comme :

Co={ueR"|uB>0,u>0}

On note par ext(Cq) 'ensemble des directions extrémes de Cq (i.e. ext(Co) ={u € R" | uB =

0,u > 0} ). Deux directions u; et uy de Cq sont dites “distinctes” si uy # auy, Ya > 0.

Théoreme 4.1. La projection du polyédre Q = {(x,z) € R" xRP | Ax + Bz < b} dans le x-espace
est Proj,(Q) ={x e R" |uAx <ub, Vu € ext(Cq)}.

On suppose qu’un probléme est formulé par un ensemble de contraintes d’égalité A™x +
b=y = b™, et par un ensemble d’inégalités ASx + b=y = b=. Les contraintes d’égalité sont

remplacées par les contraintes Ax+ b~y < b~ et-A"x-b"y < -b~. Alors,

A~ B~ b=
A=|-A~|,B=|-B7 |, etb=|-b7|.
AS B< <

Soit m~ le nombre de lignes de A™x+ b~y =d~.

Lemme 4.1. Soit u = (uy,--,u;, - JUj, e ,Up) € ext(CQ), ouie{l,2,---,m}etj=i+m".
Siu;>0etu;>0,alors u; = u; et tous les autres éléments de u sont nuls. De plus, les directions

extrémes générent une contrainte triviale.

Lemme 4.2. Soit u € ext(Cq), tel que uB = 0 et tous les éléments de u correspondants a

A=x+ B>y < d= sont nuls. Alors, uAx = ub est une inégalité valide pour Proj,(Q).

4.2.2 Méthode de Fourier

En 1846, Fourier a décrit une procédure d’élimination pour le calcul des projections
des polyedres. Son principe est d’éffectuer des opérations sur les lignes d’un systéme
d’inégalités linéaires pour éliminer une variable a la fois.
On décrit une itération de la méthode de Fourier :
» On considere le systeme d’inégalités Ax + Bz < b, I'ensemble des indices est M.

On définit :

I"={ieM|B; >0}
IT={ieM|B; <0}
1°={ieM|B; =0}
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» En multipliant les lignes par les nombres positifs appropriés, on suppose que les va-

leurs de B sont 0,+1. Ainsi, le systéme Ax + Bz < b peut étre réécrit comme :

n

Zainj+ZSbi, iel”

j=1
n
Zaijxj—ngi, iel”
j=1
n
Zaijxj < bi, i€ IO
j=1

» Pour toute paire d’indices (i,k) de I* x I”, on construit I'inégalité :

n

n
Zai]-xj+Zaijj Sbi-i-bk, (2)
=1

j=1
Soit A’x < b’ le systéme d’inégalités formé par les inégalités de I° et les |I*|x|I 7| inégalités
(2). Alors,

Théoréme 4.2. Soit Q ={(x,z) e R" xR | Ax+Bz<b}etP={xeR"|A'x<b'}.
Alors, P = Proj,(Q).

Preuve.

— Par construction, toutes les inégalités dans le systéme A’x < b’ sont valides pour les
deux polyedres Q et Proj,(Q).
Donc, Proj,(Q) C P.

— Pour montrer que P C Proj(Q), on montre que si x” satisfait A’x < b, alors il existe
z' € Rtel que (x/,2") € Q. c-a-d que le systéme Bz < b — Ax’ est réalisable.

On suppose toujours que les valeurs de B sont 0, +1.
n n

Soit u = 12}{1{17, - Zaijx]'.} (avec, u = +oosi I* =0). Et soit [ = riréeligc{Zaijx; - b;} (avec,
j=1 j=1

l=-cosil™ =0).

Puisque, A’x’ < b’, 1a construction de A’x” < b’ implique I < u.

v Dong, étant donné un z’ tel que I <z’ <u,ona (x,2').

Remarques

A chaque itération, la méthode de Fourrier :

» Génere un nombre fini d’inégalités. Dans, algorithmiquement, la projection d’un po-
lyedre est un polyedre.

» Elimine |I*]+|I7| inégalités et rajoute |I*|x |I 7| inégalités.
Donc, le nombre d’inégalités peut étre élevé au carré a chaque itération. Alors, le
nombre d’inégalités produites pou éliminer k variables, peut étre exponentiel en k.
En général, les inégalités produites par la méthodes de Fourier ne sont pas toutes né-

cessaires pour définir le polyedre étendue.
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Des exemples d’application de la méthode de Fourier sur des problemes d’optimisation

combinatoire sont illustrés dans [29].

4.2.3 Théorémes de Minkowski-Weyl

— Un ensemble C C IR" est un “cdne finement généré” si C est un cone convexe généré par

1

une ensemble fini de vecteur r*,---,71 € R", pour ¢ > 1. On écrit : C = Cone(r',---,r1),

et on dit que r1, ... 71 sont les “générateurs” de C.
— Soit R la n1x g-matrice dont les colonnes sont r!,---, 9. Parfois, on écrit Cone(R) au lieu
de Cone(rl,~--,r‘7). Ona:

Cone(R)={ceR"|Ip >0 tel que x = Ryu}.

Théoréme 4.3 (Le théoreme de Minkowski-Weyl pour les cones). Pour un ensemble C C

R", les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Il existe une matrice A telle que, C = {x € R" | Ax < 0}.

(2) 1l existe une matrice R telle que, C = {x e R" | 3u > 0 tel que x = Ru}.
— Soit S CR". Le cone généré par les éléments de S est :
Cone(S) ={pyxq +-+ pupxx | k> 0,x9,---,x €S, uy, -+ u.0}.

— On adopte la convention que Cone(@) = 0 et Conv(0) = 0.
— On définit la “somme de Minkowski” A+ B des ensembles A,BC R" par: A+B={a+D|
a€AbeB).SiA=0ouB=0,alors A+B=0.

Le théoréme suivant montre qu'un polyeédre peut étre exprimé comme une somme de

Minkowski d’un polytope et d’un cone ( voir ).

Théoreme 4.4 (Le théoréeme de Minkowski-Weyl pour les polyedres). Pour un sous-ensemble

Q de R", les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Qestun polyedre. i.e. il existe une matrice A et un vecteur b, tels que Q = {x e R" | Ax < b}.

(2) Il existe v, -, vP e R" ¢!, ,r1 € R", tels que Q = Conv{vl,--- ,vp}+C0ne{r1,---,r‘7}.

Q=Cv+Cn Cn
= :\: > +

> > >

FiGure 4.2 — Illustration du théoreme de Minkowski-Weyl pour les polyedres,

Cv = Conv{v!,---,vP} et Cn = Conel{r!,---,r4}.
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1 1

- On dit que Ax < b est une “description externe” de Q. Et que v',---,vP,r,---,r% est une
“description interne” de Q.
— On note qu’une description interne du polyedre Q fournit une formulation étendue en

les variables (x, A, ) € R" x RP x R :

Q:Projx{(x,/\,y)eIR”xIRple”’|x:/\1v1+-~-+/\pvp+y1r1+-~-+yqrq,
A1+"'+Ap:1;AZO;VZO.

— Lecone{reR"|r= ylrl +oot pgr?, p> 0} = {r e R" | Ar < 0} est le cone de récession de

Q.
D’apreés la théorie des polyedres ( voir par exemple [29]), on a :

e Une description externe non redondante du polyedre Q = Conv(V)+Cone(R) a la forme
Q={xeR"|A™x=b",Ax < b~} o, A"x = b~ est un systéme linéaire d’équations qui
définissent le plus petit espace affine de IR” contenant Q, et toute inégalité de A~x < b*
définit une facette distincte de Q.

e SiQ={xeR"|Ax <0} est pointu ( Q est pointu si et seulement si rang(A) = n), alors, Q
a une description interne minimale unique Q = Conv(V)+Cone(R), ou V est I'ensemble

de sommets de Q et R est ’ensemble des rayons extrémes.

4.2.4 Finitude du cone de projection

On considére un polyédre Q = {(x,z) € R” x RPAx + Bz < b}. Son cdne de projection est

1

Co={ueR"|uB=0,u>0}={uecR"|u :r1y1+--~+rqu,y20}, our;--,r1 sont les

rayons extrémes de Cg.

Théoréme 4.5. Etant donné un polyédre Q = {(x,z) € R" x RP | Ax + Bz < b}. Soient r';---, 71
les rayons extrémes de Cy. Alors, Proj(Q) = {x e R" | r"Ax <r'b,1 <t <q}. i.e. Proj,(Q) est

définie par un nombre fini d’inégalités, et donc, Proj,(Q) est un polyédre.

Le théoréme précédent montre que les inégalités r'Ax < r'b, 1 < t < g sont suffisantes
pour décrire Proj,(Q).

Remarque

Toutes les définitions, théoréemes, corollaires et propositions présentés dans cette sections
ont été tirés de [29] [24] [28]]. Toutes les démonstrations y sont incluses.

4.2.5 Pourquoi s’intéresser aux projections

On s’intéresse aux projections parce que les deux programmes :

max{f(x)|x e Proj(S} et max{f(x)+0z](x,z) € S}
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ont la méme solution optimale x*, mais I'un d’entre eux est plus facile a résoudre que
l'autre.

En effet, étant donné un polyedre P = {(x,z) € R" x R? | Ax + Bz < b}, I'application de
la méthode de Fourier sur le systéme Ax + Bz < b pour éliminer les composantes de z,
produit un systéeme d’inégalités A*x < b", tel que, {x e R" [A+x <b"}={x e R" [Tz €

IR? tel que (x,z)}. Par définition, ce polyedre est Proj,(P).

Un polyedre Q C R”, ayant un grand nombre de facettes, peut étre obtenu en projetant
un polyedre P dans un espace plus grand ayant un nombre plus petit de facettes.

La description de P par un systéme d’inégalités linéaires est appelée “formulation éten-
due” de Q. En plus, lorsque ce systeme a un nombre de contraintes et de variables poly-
nomial en la taille de données nécessaires pour décrire Q, la formulation étendue est dite

“compacte ”.

Zhao et Posner dans [41], ont proposé une formulation étendue pour le probléeme du p-
médian dans un graphe général. Ils ont pu l'utiliser pour tirer et déduire deux propriétés

supplémentaires du polytope du p-médian.

4.3 Formulation étendue du probleme du p-meédian

Il impératif de mentionner que les travaux et les résultats qui vont étre présentés dans
cette section et dans la section suivante, sont das a Zhao et Posner [41].

”

— On définit t le “vecteur médian ”, tel que t = (t1,tp,---,tp), ou t; < tp < --- < tp et
ty € V, pour k =1,P. Soit T(t) ={ty,tp,---,tp} I'ensemble des P sommets associés a t.

— On définit A = {t | T(t) C V} I'ensemble de tous les vecteurs médians possibles. L'en-
semble A’ = {t € A |i € T(t)}, est 'ensemble des vecteurs médians contenant le sommet
i. Btsoit AV = AT\ A!, pouri,jeV, eti=].

— Soit A; = {t € A|T(t) €] C V} I’ensemble de vecteurs médians dont tous les médians
appartiennent a /. On note que A; =AsiJ=Vet A;=0si|J|<P.

On définit les variables suivantes :
1, siles P sommets dans T(t) sont les P médians.
t= .
0, Sinon.

Et,
{1, SiieVestaffectéaje T(t)et T(t)est’ensemble des P médians.
Yiij =

0, Sinon.

On remarque que y;;; n'est pas définie si i € T(t). Et y;;;, pour i # j, n'est pas définie si
ieT(t)oujeT(t).

Donc, une formulation étendue du probléme du p-médian est :
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ieV jeVv
Xii - Zytii =0, i€V, (FE.1)
teA!
xij — Y o =0, ijeViz], (FE.2)
teAsli .
v - vii =0, ieV,teA (FE.3)
(FE) uo— Y vy =0, ieVieA\A (FE.4)
JjeT(t)
th =1, (FE.5)
teA ’
Vi >0, ieV,teA’,
vij 20, i,jeV,izjteAl,
Ut >0, teA,
Xij >0, i,jevV,

Dans une solution entiére de (FE), exactement P sommets sont choisis comme médians.

Soit T(t") I'ensemble de ces médians.

— La contrainte (FE.5) s’assure que vo ait la valeur 1 et que tous les autres v, soient nuls.

— Par définition, y;;; = 1 seulement si, t =ty eti e T(t°). Donc, la contrainte (FE.1) force
xj; a valoir 1 pour i € T(t°) et a valoir 0 sinon.

— Par définition, aussi, y;;; = 1 lorsque : t = t9ieT(t° jE T(t%) et i est affecté a j. Alors,
la contrainte (FE.2) s’assure que x;; soit égale a 1 pour de tels i et j, et qu’elle soit nulle
sinon.

— La contrainte (FE.3) requiert qu’un sommet i(t°) soit affecté a lui méme. Pour un som-
met i ¢ T(t°), i doit étre affecté a un médian j de T(t%). La contrainte (FE.4) s’assure

qu’il n’existe qu’'un seul sommet pareil.

Proposition 4.1 (Balas, 2005 [9]]). Si Q est un polyédre entier, alors, Proj,(Q) est aussi un

polyédre entier.

D’apres la proposition précédente, si on arrive a montrer que le polytope associé a (FE)
est entier, donc, en éliminant les variables y et v, on obtient une description complete du

polytope entier.
Théoreme 4.6. Le polytope associé a (FE) est entier.

Preuve. On suppose que (x,y,v) est un point extréme de (FE).

- S’il existe un t € A, tel que v; = 1, alors, (FE.3) et (FE.A) implique que les P sommets
dans T(t) sont des médians entiers. Et si tous les médians sont entiers, alors tout point
extréme est entier.

— Dong, si (x,9,v) est un point extréme , alors, les composantes de v sont fractionnaires
l
v = Ay, v = Ay, v = Ap, et E A =1.
i=1
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l
— En conséquent, (x,y,v) = Z/\,-(xi,yi,vi), ou (xi,yi,vi) est un point extréme entier qui
i=1
correspond a v;i = 1. Dong, (x,v,v) n’est pas un point extréme. Ce qui contredit I’hypo-

these de départ.
v Le polytope de (FE) est entier.

4.4 Elimination des variables y

Afin d’obtenir un cone de projection pointu, on remplace les contraintes d’égalité, de
(FE), par des contraintes d’inégalité.

I1 est difficile d’éliminer les variables étendues y et v simultanément. Pour cela, on com-
mence par I’élimination des variables y.

Balas, dans [9], déclare qu’une contrainte dans P ne contenant pas de variables étendues
est une contrainte de Proj,(P). En conséquent, on ignore les contraintes de (FE) ne conte-
nant pas les variables y;,,,t € A7

On note que (FE) ne contient pas de contraintes de a forme AS(x,v) + BSy < d=.

» Soit g € V, on considére la projection de y;,, pour t € A?. Les contraintes contenant y;,,
pour t € A%, sont :

Xqq - ) Vg =0, (FE.6)

teAd
Vi - Ytqq :0, te Aq, (FE.7)

Vigg 20, teAf, (FE.8)

— En remplagant les contraintes d’égalités par des contraintes d’inégalités, on obtient :

Xqq - ) Vg <O, (FE.9)
teAd
Xqq - ) Vg 20, (FE.10)
teAd
Vi - Vigqq <0, te A9, (FE.11)
Vi - Vigg =0, teA9, (FE.12)

Vigg =0, teAd,

— Soit e, f,g;, h; les variables correspondantes aux contraintes (FE.9), (FE.10), (FE.11),

(FE.12), respectivement. Donc, le cone de projection est :
C = {(erf;grh) | _€+f_gt+ht Z Ort EAqlelf 2 Olg;h 2 0}1
— L’inégalité associée au cone de projection C, est :
(e-f)xpq + Z(gt —h)v; <0. (FE.13)
teAl
— Soit u = (e, f,g, h) e ext(C). Sie>0et f >0, le lemme implique que u géneére une

contrainte triviale. Donc, on s’interesse aux cas suivants: e>0et f =0,e=0et f >0,
ete=0et f=0.
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Lemme 4.3. Soit u = (e, f, g, h) € ext(C) tel que e > 0 et f = 0. Alors, la contrainte suivante :

Xgg= ) vi=0, (FE14)

teAd

Est générée par u et fait partie de la description polyédrale.

Lemme 4.4. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C) tel que e =0 et f > 0. Alors, la contrainte générée
par u est dominée par (FE.14).

Lemme 4.5. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C) tel que e =0 et f = 0. Alors, la contrainte générée

par u est redondante dans la description polyédrale.

» On passe a I'élimination de la variable y;,; pour un g € V, t € A\ A7 et j € T(t). Les

contraintes contenant Vtqj sOnt :

Xqj - Zytqj =0, jeV\{q}, (FE.15)
teAla

Vi oo- Z?tqj =0, teA\A1, (FE.16)
JET (1)

Vigj 20, te A\TjeT(t).

— Afin d’obtenir un cone de projection pointu, on réécrit (FE.15) et (FE.16), comme :

Xqj - Zytqj <0, jeV\{q}, (FE.17)
teAld

X + ) g <0 jeV\igh (FE18)
teAl

Vi - ) g <0, teA\AY, (FE.19)
jeT(t)

Vi + Y Py SO teAVAY, (FE.20)
T

— Soient ¢; et f;, pour j € V' \ {g}, les variables correspondantes aux équations (FE.17) et
(FE.18), respectivement. Et soient g; et h;, pour t € A\ A, les variables correspondantes

aux équations (FE.19) et (FE.20), respectivement. Alors, le cone de projection C est :

C={lef,gh)|-ej+fi—g+h>0teA\ALjeT(t)e f>0gh>0}

— L’inégalité associée au cone de projection C, est :

Z (e — fi)xg) + Z (g:—hy)v, <0. (FE.21)
j€Via) tEAVA
— Pour u = (e, f,g,h) € C, soient :
e« E()={jeV\{q}le;>0},
o F(u)={je V\{q}| f; >0},
o G(u)={te A\A7|g >0},
e H(u)={te A\AT|h;>0}.

On définit, aussi :
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e D(u)=(j e V\lg)le;=f;=0),
o L(u)={te A\AT| g =h;=0}.

— Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on remplace E(u), F(u), G(u), H(u), D(u) et L(u) par E,
F, G, H, D et L, respectivement.
On remarque que: EUFUD =V \{qglet GUHUL=A\A‘.

— Afin d’explorer les propriétés des directions extrémes de C, on développe les relations
entre E, F, G et H pour u € ext(C).

Lemme 4.6. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C). Si E=F =0, alors, la contrainte générée par u est

redondante.

Lemme 4.7. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C). Si G = H =0, alors, la contrainte générée par u

est redondante.

Lemme 4.8. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C). Alors, soit E =0, soit F = 0.
Lemme 4.9. Soit u = (¢, f, g, h) € ext(C). Alors, soit G =0, soit H = 0.
Lemme 4.10. Soit u = (e, f,g,h) € ext(C). Alors, soit F =, soit H = (.

Lemme 4.11. Soit u = (e, f, g, h) € ext(C). Alors, soit E =0, soit G = 0.

D’apres les lemmes [4.6|- on distingue deux ensembles de directions extrémes ne
générant pas de contraintes redondantes :

Ci={ucext(C)|E(u)=0,F(u)=0,G(u) =0,etH(u) = 0}.
Cr={ucext(C)|E(u)=0,F(u)=0,G(u)#0,etH(u) = 0}.

Le lemme et le lemme montrent la relation entre E et H pour u € Cy, et entre

F et G pour u € C,, respectivement.

Lemme 4.12. Siu = (e, f,g,h) € Cy, alors, H = UAM.
jEE

Lemme 4.13. Siu = (e, f,gh) € Cy, alors, |F| > P et G C Ap.

D’apres les deux lemmes précédents, on peut limiter C; et C, a:
C, ={uecext(C)|E(u) =0,F(u)=0,G(u) =0, et H(u) = UAJ’W}.
jeE
Cy={uecext(C)|E(u)=0,|F(u)| > P,0 C G(u) C Ap(y), et H(u)=0}.

— Le lemme suivant décrit les propriétés des éléments de E et H pour u € C;.

Lemme 4.14. Si u = (e, f,g,h) € Cy, alors, e; = hy, pour j€ E et t € H.

Le lemme décrit les propriétés des éléments de F et G pour u € C,.

Lemme 4.15. Siu = (e, f,g,h) € C,, alors, f] =g, pour jeFetteG.

Selon lemmes et on limite Cy et C, a:
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Cy = {u € ext(C)| E(u) 0, F(u) =0,G(u) =0, H(u) = |_JAT, ete;=h =1,
jeE
pour je E(u) et t € H(u)}.
Cy={u €ext(C)|E(u)=0,|F(u)l > P,0C G(u) C Ap,), H(u) =0, et fj=g =1,
pour je F(u) et t € G(u)}.
— Le lemme [4.16] montre que les vecteurs de C vérifiant les propriétés décrites dans C;

sont des directions extrémes. Et le lemme 15 décrit les inégalités valides décrites pas

ces directions extrémes.

Lemme 4.16. Soit :

Uy ={ueC|Eu)=0,F(u)=0,G(u)=0H(u)= UAM, etej=h =1,
jeE

pour j € E(u) et t e H(u)}.

Alors, Uy = Cy.

Lemme 4.17. Les inégalités valides générées par u = (e, f, g, h,) € Cy, sont :

qu]- =1, (FE.22)
jev

Zx,,j +th <0, JcV\{q,P<|/|<n-2. (FE.23)
jel te Ay

— Alors que les directions extrémes de C dans C; générent des inégalités faisant partie
de la projection, le résultat suivant montre que ce ne est pas vrai pour les directions

extrémes de C,.

Lemme 4.18. Soit

Uy ={u € ext(C) | E(u) =0,|F(u)l > P, 0 C G(u) C Ap(,), H(u) =0, et f; = g =1, pour j €
F(u) et t € G(u)}.

Alors, les contraintes générées par u € U, sont dominées par (EF.22) et (EF.23).

> Les contraintes valides associées a la projection de y,.,, pour t € A, et de y,;, pour
jeV\{q)etteAl, sont (FE.14), (FE.22) et (FE.23).
» En répétant le méme processus pour tout g € V, on obtient la projection de (FE) ou v

est éliminé. La nouvelle formulation est :

mmZZd,]xl]
iev jeV
in]' =1, i€V,
jeV
X - th =0, ieV, (FE.28)
(FV) teA!
—inj + th <0, JCV,P<|[l<n-2,ieV\J (FE.29)
jeJ te A;
th =1, (FE.30)
teA
v, 20, teA,
Xl']' >0, l,]EV
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» On élimine, maintenant, les variables v;, pour t € A, de la formulation (FV).

n-2
- Soit ¢ = Z[n] le nombre d’ensembles ], tels que : ] C V et P < [J| < n— 2. Soit
]

Ji,J2,+++, ] 1a liste de ces ensembles et soit ® ={1,2,---, ¢}.

— Soient ¢;, ou i €V, fi;, ou j € @ eti¢]; et g les variables correspondantes aux
contraintes (FE.28), (FE.29) et (FE.30), respectivement.

— Puisque (FE.28) et (FE.30) sont des contraintes d’égalités, d’aprés Balas ([9]], les va-
riables e et g sont libres.

— Le cOne de projection est :

C={ef,9)|- Zei+ Z Z fii+8=0,teA,f>0,eg libres .

i€T(t)  jeD ieV\];
/]‘QT(t)

— L’inégalité associée a C est :
4) -
Yo=Y ¥ |iEo|en oua
eV j=1ieV\j; rej;

(FE.31) est vérifiée a I'égalité lorsque e, f, et g satisfont le lemme

La structure du cone de projection C est compliquée, il est tres difficile de déterminer ses

générateurs. Et donc, il est impossible d’éliminer les variables v; de la formulation (FV).

Cependant, (FV) et (FE.31) sont utiles puisqu’elles impliquent quelques propriétés ba-

siques des facettes du polytope du p-médian.

4.5 Propriétés des facettes du polytope du p-médian

Soit u = (e, f,g) une direction extréme de C. On définit :

[(u)={je®|dieV\];tel que f_ij >0}, et, (FE.32)
R(u)=fie V| f;;>0,pourjeTetic V\J;}. (FE.33)

Propriété 4.1. Soit u = (e, f,g) € C, une direction extréme de C. Pour un m € ® arbitraire, il

existe au plus un k € V \ J,,, tel que fi,, > 0.

Corollaire 4.1. Soit u = (e, f,g) € C, une direction extréme de C. Alors, |R| < |T|.

Remarque 1

Soit u = (e, f,£) € C, une direction extréme de C. On considére la fonction o :

o:T'—=R

telle que, (j)  J;, pour j € I'. Donc, on peut réécrire (FE.31) comme :
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Zeixii_z fa(j)jzxa(j)r <g (FE.34)

ieV jer r€j;

Toute facette est définie par une inégalité de la forme (FE.34). Aussi, les facettes exis-
tantes peuvent étre généralisées et de nouvelles facettes peuvent étre obtenues en défi-

nissant, avec attention, I', R et 0.

Propriété 4.2. Soit u = (e, f,g) € C, une direction extréme de C. Alors, il existe une partition

T, Ty, Tyde V,ou Ty #0,i = 1,t, telle que J; = UTi,pourj el et pourun Q C{1,2,---,t}.
ieQ

De plus, P <|Jj| <n-2.

Remarque 2

On peut utiliser les propriétés [4.1]et[4.2 pour construire des facettes pour le polytope du
p-médian de la facon suivante :

1) Partitionner V en ensembles non-vides Ty, Ty, -+, T;.

2) Determiner I ouJ;, pour j € I', est 'union de quelques sous-ensemblesde V : Ty, Ty, .-+, T
etP<|[j|<n-2.

3) Determiner un ensemble RC V tel que |R| < [[, et une fonction 0 : I — Rou o(j) € J;,

pour j €T

4.6 resultats de la formulation étendue

Malgré la difficulté rencontrée lors de la détermination de la structure du cone de projec-
tion, deux propriétés des facettes du polytope du p-médian ont été tirées. Ces propriétés
ont été utilisées dans l'objectif de généraliser des classes de facettes existantes et de dé-
crire une nouvelle classe de facettes. Ces généralisations ainsi qu’une description com-

plete du polytope du p-médian lorsque p = n — 2 vont étre présentées dans cette section.

4.6.1 Geéneéralisation des facettes de De Farias et de De Vries

On rappelle les inégalités de De Vries [38]] pour le polytope du p-médian ( voir la section
3.4.8):

ZXii—%zzxij—_;lZiEszijSp—l. (I'8)
ieRUS r pieRi,jeR ropE I

i#j

Ces inégalités sont valides et définissantes de facettes pour le polytope du p-médian.
» Soit T, Ty,---, T,,S,Q une partitionde Vour>p, T; # Q pour i = 1,7, et Q = 0. Et soit
r

T = Uti.
i=1

Soit RC V,telque |R|=7,RCTUQ,et|RNT;|<1,i=1,r.
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Théoreme 4.7. L'inégalité

ini—ripz Z xi]'—r_p%ZiERZX,‘jSp—l. (IG1)

i€R ]GT\T(’(,) ]GS

est valide.

Preuve.

Puisque seules les solutions entiéres sont considérées, |I| = p.
SilZTuUsS, alors Z x;; < p—1 ce qui établit le théoreme.
ieTUS
On suppose que I C T US. Alors, Z x;; = p et tout sommet de V \ I est associé a un
ieTUS

médiande TUS.

On remarque qu’au moins (7 —p) sous-ensembles de Ty, T5,-- -, T, ne contiennent aucun

meédian.

1. On suppose que S NI = 0. Soit R C R, tel que pour tout i € R, Ty;) NI = 0. Ce qui

Z Z Xjj21—p.

ieR jeT\Ty;)

implique :

Et par conséquent :
1
I B N
ieTUS PR JET\ T3
2. Alternativement, on suppose que S NI # 0. Donc, |SNI| > 1. Aussi, au moins

r—(p—1|S N1I|) sous-ensembles de T, Ty, ---, T, ne contiennent aucun médian.
Soit R C R, tel que pour tout i € R, Ts;y NI = 0. Alors :

1 1 1
r—pZ Z xij+mzzxij Zmz Z Xij

1€R ]ET\TO(,) i€R ]ES ZER ]E(T\TO(,))US
, r=(pISal)
r—p+1
>1.

» Par conséquent,

ini 1 Z Z xij—r_p%ZiGszijSp—l.

) r—p &~. -
ieRUS i€R jeT\Ty; jE€S

O]

On montre, maintenant, que (IG1) génere une facette F pour le polytope du p-médian.
Pour cela, on considére 3 sous-ensembles de solutions entieres réalisables qui définissent
les points de F.
X;: Les p médians sont dans T et |T N Ty;)| < 1, pour i € R.

Si |T N Ts;)l = 1, alors le sommet i est affecté a un médian dans Ty;). Le reste des

sommets non-médians sont affectés arbitrairement.
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X,: Ilya(p-1)médians dans TU S et un médian dans Q.
Un non-médian i € R est affecté a un médian dans T5;)UQ. Tous les autres sommets

non-médians sont associés arbitrairement.

X3: Ilya(p—1)sommets médians dans T et un médian dans S, et [I N Ts(;)| < 1, pour
i€R.
Si|T N Tyl = 1, alors le sommet i est affecté & un médian dans Ty(;). Lautre non-
médian de R est associé au médian de S. Les non-médians restant sont affectés
arbitrairement.
— Pour x € X;, on a Z xjj = p carily a (r —p) éléments i € R tels que Tj;) n’a aucun
ieTUS
médian, et Z Z x;j = r—p. Alors, x satisfait (IG1) a I'égalité.
i€R jGTb'(,‘)
— Les mémes arguments établissent que les solutions dans X, et X3 satisfont (IG1) a
I'égalité.
» Alors, F définit une face du polytope entier du p-médian.

Théoreme 4.8. Soit 2 < p <r. Si|Q| =1 ou |(TUS)\R|>1, alors, 'inégalité (IG1) est

induisante de facettes pour le polytope du p-médian.

Les conditions mentionnées dans le théoréme sont nécessaires pour que 1’inégalité

(IG1) ne soit pas triviale.
Théoréme 4.9. Les inégalités (IG1) contiennent les inégalités (I'8) de De Vries.

Preuve. Supposons que Ts(;) = {i}, pour i € R. Alors, T =Ret S=V\(TUQ)=V\(RUQ).
» L'inégalité (IG1) est équivalente a (I'8). O

Lorsque @ C S C V\R, De Vries et al [38] ont établit que I'inégalité (I’8) est induisante de
facettes. Le théoreme permet d’établir que les inégalités (I’8) induisent des facettes

sous des conditions un peu plus légeres, quisont 0 c Sc V\Rou|S|=n—-r—1.
Théoreme 4.10. Les inégalités (IG1) contiennent les inégalités (19) de De Farias.

Preuve. — Pouri€ R{ UR, =R, Z xij=1- Z Xij-

]’ET\TO'(,') To(,')UQUS
— Alors,
DI NI
i€R T\TO(I) i€R Ta(l)UQUS
) ) Y LY T
ieR jeTy) ieR jeQ ieR jeS§
- De plus,

Z Xjj=p-— inj (2)

ieTUS 1€Q
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— En substituant (1) et (2) dans (IG1), on obtient :

_ini'i'% Z Z XZ‘]‘-I-ZZXZ‘]‘-I-ZZXZ']‘ _r—p%Zinj < %

ieQ i€R jeTy ieR jeQ ieR je§ i€R je§
— Ceci peut étre réécrit comme :
1
D) mit) ) Witiog) ) mitlr=p) mi<p (3)
i€R jeTy; i€R jeQ p i€eR jeS§ i€Q

» Lorsque S =0, I'inégalité (3) se réduit a I’'inégalité (19).
O

Le théoréeme établit que les inégalités (IG1) induisent des facettes pour le polytope
du p-médian lorsque |(TUS)\R|=|T\R| > 1 ou |Q| = n—|T| = 1. Ces conditions avec
i € Ts;) UQ, Yi € R sont suffisantes pour que l'inégalité (I9) soit une facette pour le
polytope du p-médian.

4.6.2 Généralisation des W,—facettes

on rappelle, tout d’abord, les W,-inégalités décrites par Avella et Sassano dans [4]], pour

le polytope du p-médian.

- Soit WC Vitelque3<|W|<p+1.

— Soit H C (W : W) un ensemble d’arcs vérifiant [H N 6" (w)| = 1, Yw € W. Cet ensemble
est dit “ensemble d’arcs perdus”.

— Soient U={weW|HN& (w)=0}, Q=W \U,et W=V \W.

le théoreme 3.16 montre qu’'une W,-inégalité de la forme :
x(W:W)\HU (U :W))<|W|-2 (I1)

est valide pour le M, (G), si et seulement si |U| < max{1,|W|-3}[41].

» Avant de donner une généralisation des W,-inégalités, il est nécessaire d’introduire
quelques notations :

- Soit Ty, T, -+, T}, S, Wy, Wy, - - ,Wq une partitionde V,oug>2et T; # 0 pouri=1,t et

t q
W;=0pourj=1,4. EtsoienthUTi et W:UWj avec |W| > 3.

i=1 j=1
Et:
‘> p-1 ,Si S=0,
p , Sinon.
t
- Soit Q1,Q5,+++,Q,, r = 1] sous-ensembles de T, telsque, chaque Q; est une union

de S et (p—1) sous-ensemble de Ty,---, T;.
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0 ,Si S=0,
, Sinon.
Si |Ry| =, on définit une fonction bijective ¢ :

— Soit R; C T tel que [Ry| =

0:Ry —>{1,2,---,1}
Telle que :
1€ Q) pouri€Ry

— Soit Ry € W avec |R;| = g. on définit la fonction bijective y :
ViR — (1,29}
Telle que :

i€ W, pour i€ Ry
Soient 0~ et y~ les fonctions inverses de 6 et y, respectivement.

Théoréeme 4.11. L'inégalité :

ini_z Z Xl']'—Z Z xijSp—Z (IGZ)

ieT iGRl jEQé(i) iERz jGWV(I‘)UT
est valide pour le polytope du p-médian.

Preuve. Si in,- <p-2,donc, (IG2) est valide. Et donc, on suppose que Zx,-i =p-1
ieT ieT
ou p.
Si ini = p — 1, alors un médian est soit dans S soit dans 1'un des sous-ensembles
ieT
Wy, W, W,.
e Sile médian est dans S, alors au moins un des Qq,Q,,--, Q, inclut tous les p mé-

dians. Supposons que ce sous-ensemble est Q) pour un / € Ry, donc Z xjj=1
J€Tsqy
et (IG2) est satisfaite.
¢ Supposons que le médian est I'un des Wy, W5, -+, W,. Sans perte de généralité, on
suppose que cet ensemble est W, (), pour un k € R,.
En resultat, Z x;j = 1. Donc, (IG2) est valide.
jeWy(k)UT
Si ini =p, puisque |[R)|=g>2,0na Z Z xjj = q > 2. Bt donc, (IG2) est valide.
ieT i€R, JEW, ;)UT
O

Théoreme 4.12. L'inégalité (I11) est un cas particulier des inégalités (1G2).

Preuve. o Soit S # 0. Alors, T = W, t > p—1 et R; = 0. Donc, (IG2) est équivalente a

ini—ZjeWy(i)UTxijSp—2 (4)

ieT i€R,
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e Puisque
YumYiewouts Y-yl Y
ieT i€R, ieT i€R, JEWAW,(;)
SRR N (BN
ieW i€R, JEWAW,, (i) xi
e (4) implique que—ini—|R2|+Z 1- Z xiji [ < IRy =
ieW iERZ jEW\Wy(j)

e PourtoutieR,,ie W\ W, (i) Soit U = W \ R,. Alors,

Zx” Zx,, Z Z Xij -inﬁz Z Xij

ieW i€R, i€R; JEW\({IJUW,(3) ieU i€R; JEW\({IJUW,3))

- -Z[l—foj]{ )

ieU jeV\{i) i€R, jeW\({i}JUW,, ;)

= cU) ) xr) )
ieU jeW\{i} ieU jeW\({iJuW,;)

- WYY Y Y
ieU jeW\({i} lEU]eW

S I
i€R,y jeW\({i)UW,,(;))

-|U+x(U :W)+x(U :W) + x((R, : W)\ H’)
IR[—

IA

ou, H' = U (i}

i€R,
e En conséquent,
X[(U: W)U(U: W)U((Ry: W))] =x[(W: W)\ H)U(U : W)]
<|Ry|+|Ul-
=|W|-2.

e Maintenant, on montre que H’ satisfait la propriété |H' N6~ ({w})| = 1, pour tout w € W.
— Pour tout w € W, il existe un et un seul k € R; tel que w € W, ).
— Par définition de H’, (k,w) € H'. Donc, |[H' N6~ ({w})| = 1.
[

Le théoreme établit que 'inégalité (I1) est un cas particulier de (IG2) lorsque S = 0.
Dans la suite, on suppose que S =0, et donc, Ry =0 et t > p. Le théoréme suivant montre

que chaque inégalité (IG2) géneére une facette 7 du polytope du p-médian.

Théoreme 4.13. Lorsque q > 3 ou |W)| > 2 pour 1 < | < g, toute inégalité (I1G2) induit une
facette pour le polytope du p-médian.
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Les démonstrations des théoremes et des lemmes présentés dans cette section, ainsi

qu’'un exemple de W,-facettes généralisées sont illustres dans [41].

4.6.3 Geéneéralisation des facettes de k—couverture

Dans cette section, on introduit les inégalités de k-couverture introduites par Avella et
Sassano [2]. ( Les inégalités de couverture et les inégalités de I*-couverture, ainsi que
toutes les définitions nécessaires sont données dans la section 3.4.2).
On considere un ensemble A et un désordre £ sur A. Une k-couverture T ( respectant L)
avec k > 1, est un sous-ensemble de A tel que |T NL| > k pour tout L € L.
Soit S C A et F(S) le désordre défini par tous les sous-ensembles p-indépendants de A
contenant r(S) arcs de S. Et soit Tg la k-couverture de F(S).
» Dong, I'inégalité de k-couverture associée a Ts est :

x(S) - %x(TS) <r(S)-1 (I'2)
On remarque que k < p. Sik = p, alors x(S) = p et alors (I’2) est triviale. Donc, on suppose
dans la suite que k < p.
On définit Ng € A\ S comme étant I’ensemble des arcs n‘appartenant a aucun sous-
ensemble p-indépendant contenant r(S) arcs de S.
Avella et Sassano (1994)[2] ont définit une inégalité de k-couverture étoilée par une in-
égalité de la forme (I’2) avec 0 C Y C V, |Y|<p-ket S =y 67 ({p}).
Dong, |V\Y|=n—-|Y|>p+k. On dit, alors, que Y définit Ng = 0~ (Y).
Soient Ag = A\ (SUNg) et Tgs C Ag. Donc, Ag = (V\Y:V\Y)etr(S)=|Y].

Théoreme 4.14. Soit k > 1 un entier. Une inégalité de k-couverture étoilée définie par un
ensemble Y C V de cardinalité |Y| < p — k, est définissante de facette pour le polytope du p-
médian si p > 2 et si x(Ts) > k est définissante de facette pour le polytope du p-médian sur le
graphe induit par V \ Y.

En conséquent, une inégalité de k-couverture étoilée n’est pas toujours définissante de
facette.

Un probleme potentiel associé au théoréme est qu’il n’est pas facile de vérifier que
la condition x(Ts) > k est définissante de facette pour le PMP sur le graphe induit par
V' \'Y, surtout lorsque |Y| est petite.

» Dans cette section, on établit une classe d’inégalités de 1-couverture, garanties a étre
définissantes de facettes, en appliquant les propriétés de base développées dans la sec-
tion 4.5.

— Soit Wy, W,,---, W; une partitionde V\ Y, ou:
\Y|=n—|Y|>n—(p—-1)=p+1,avect>pet W; =0,1,t.

t -
— Soit g = ] <n.Etsoient Q; CV\Y,i=1,qtels que Q; est 'union de p sous-ensembles
p
différents de Wy, W,,---, W,.
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— Soit RC V avec |R| =¢.
— On définit la fonction bijective 6: R — {1,2,--,q} telle que i € Qs;), Vi € R.

Théoreme 4.15. L'inégalité
Y xi-) ) xj<p-1 (IG3)
IEV\Y i€ER ]EQb(,)

est valide.

Preuve.

1. On suppose que I Z V'\'Y. Alors, il y a au moins un médian dans Y, et donc, Z x; <
ieV\Y
p-1.
L'inégalité (IG3) est établie puisque Z Z xij > 0.
1€R j€Qs(i)
2. On suppose que I C V' \ Y. Alors, Z Xij = p.

ieV\Y
Puisque tous les médians sont dans V' \ Y, il existe au moins un sommet k € R tel que

ICQs(k)-
Pour ce k, on a Z xgj = 1. O
JE€Qs(k)

Lemme 4.19. Soit S = U 5" ({y}) et F(S) le désordre défini par les ensembles p-indépendants
yeY
de A contenant r(S) arcs de S.

Soit Tg = U({i} : Qé(l’)). Donc, T est une 1-couverture de F(S).
i€eR

Preuve.

-~ Ona:r(S)=|Yl|

— Par définition de F(S), r(LNS) = |Y| pour L € F(S). Alors, pour la solution réalisable
entiere associée a chaque L € F(S),onal C V \Y. Ainsi, il existe au moins un k € R tel
que I C Qsx), ou k est assigné aun I € I N Qs x)-

- En conséquent, (k,I) € L.

On remarque que Tg = U ({i} : Q(g(i)). Etdong, (k,I)s et |[TsNL|>1.
ieR

O]

v

Depuis le lemme [4.19 U({z} : Qb‘(i)) définit une classe de 1-couverture lorsque S =
ieR

U 6" ({v}). Donc, (IG3) est une classe d’inégalités de couverture.

yeY

Le théoreme suivant montre que (IG3) génere des facettes du polytopes entier du PMP.

Théoréme 4.16. Soient t > p et |Y~ > 2. Pour tout i € R, on suppose que [( V\R)\Qs(;)\{i} = 0
et Y\ {i} # 0. Donc, les inégalités (1G3) définissent des facettes pour le polytope du p-médian.

Corollaire 4.2. Soient t > p+ 2 et |Y— > 2. Donc, les inégalités (IG3) définissent des facettes
pour le polytope du p-médian.
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4.6.4 Description complete du polytope p—médian pour p =n—2

Dans cette section, on explore la formulation étendue réduite (FV') obtenue dans la
- Sip=n-2,alors |[{|=p,VseD, et p =n(n-1)/2.
— Pour tout t € A, il existe exactement un s € © tel que J; = T(t).
— Pourtoutie V\J,,ona|V\{ijuJ]|=1.
- Soit {j} = V\ ({i} U ) et soit f;; :ﬁj.
» Donc, le cone de projection correspondant est :
C= {(e,f,g)|—Zel+fij+fji+g20;i,j eV,i=j,f >0;eglibres }.
I2],j
» L'inégalité associée a C, est :

Zeixii - Z [fij inl + fjj ijl] <g (5.1)

icV ijev\ =i I#i,j

i#j
Elle peut étre réécrite comme :
Zeixii - Z [fij(l —xij = xij) + fjj (1 = xj; —in)] <g

ieV i,jeV

i#]
Puisque e et g sont libres, C n’est pas un cone pointu. Alors, on cherche un ensemble de

générateurs de C au lieu des directions extrémes.

Lemme 4.20. On suppose que (e, f,g,) est un genérateur de C. Alors, fi; = 0 ou fj; = 0 ou

tous les deux, pour i,j € Veti=j.

D’apres le lemme et dans le restant de la section, on suppose que f;; =0, pouri,j € V

et 1 > j. Le resultat suivant établit une condition sur les éléments de C.

Lemme 4.21. (¢, f, g) € C si et seulement si, f;; > max(0, Zel -g),i,jeVeti>].

1#1,]

Le lemme (4.21|établit que f;; > max(0, Zel —g),i,j € Veti>jpour chaque vecteur de

l#i,]

C.

Le résultat suivant considere les vecteurs ou f,; > max(0, Zel -g),1,s€eV.

1#1,s

Soit :
Wi ={(0,f,0)| fs=1,1,s€V, r<s,fij=0, (i,j == (r,5) eti,j € V}.
On remarque que W; C C.

Lemme 4.22. Soit u = (¢,f,g) € C, out f,s > max(0, Zel —-g), r,s€Vetr>s. Soit u' =

1#1,s

(e,f’,g) € C, ou f,, > max(0, Zel —-g) et fl} = fij pour toute (i, ) # (r,s).
1#71,s
1

. u ,
Alors, u = u'+u1, ou — € Wy, pour un 6 > 0.
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On définit
Ci = (e, f,g) € C| fi;; > max(0, Ze, —g)i,jeVeti<jl.Cy={(e,.f,g) €C| fij =
I#i,j
max(0, Zel —g)i,je Veti<j).
I1#1,]

» Alors, C = C; UC,.

(W]

— Soitu = (e, f,g) € C;. Le lemme|4.22|implique que u = u'+Zéiuz, ouu' =(ef,g)€Cy,
i=1

u'e Wy et 9; >0,i=1,|W|. Alors, C; peut étre généré par les vecteurs de C, et W;.

— Pour cela, on commence par rechercher les générateurs de C,. On définit :

W2 ={(0,0,1),(1,0,p),(-1,0,-p)},
ou 1 est un p-vecteur dont tous les éléments sont égaux a 1.
W3={(e,0,1)eCy|ey =1 pourunkeVete;=0,ieV\{k}},
Wy={(e,f,-1)eCy|ex =—1pourunke Vete; =0,icV\{k}}.
— Pour simplifier les notations, on réindexe les variables telles que e; > e; > --- > ¢,.
Soient s et g des entiers tels que s+ g < n.
— On définit: Q; ={1,2,---,s}, Q, ={s+1,5s+,---,n—qlet Q3 ={n—q+1,n—q+2,---,n}.
Q; =0, lorsque s =0,
Q3 =0, lorsque g =0, et
Q, =0, lorsque s+gq =n, et
QUQUQs=V.
— On définit :
Ws={(e,f,s—1)eC,|0<p<n-1,9g=0,e;=1pouriec Qete;=0pouriecQ,}
We={(e,f,s—q)€Cyls,q>1,p+q<n-1,e;=1pouriecQq,e;=0pouricQ,
et e; =—1 pour i € Qs3},
— Pour un vecteur u = (e, f,g) € C, on utilise la matrice suivante, dite ef-matrice, pour

désigner les éléments de eet f :

1 2 3 n
L (e fiz fis fin
21 fa e fa fon
f31 fz2 e3 f3n
n fnl fn2 fn3 €y

Notons que les f;; ne sont pas définit, et que la ef -matrice fournit une représentation
visuelle de la relation entre e et f, pour u € W;, i =4,5,6.

— On rappelle que f;;=0,i,j € Veti>]j.
Pour u =(, f,-1) € Wy C Cy, f;; = max(0, Zes +1)pouri,jeVeti>j.

1%i,]
Donc, la ef -matrice de Wy est :
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1 2 - k-1 k k+1 n
1 0o 0 - 0 1 0
2 o o0 -- 0 1 0
k-1{0 0 -- 0 1 0 - 0
k o o0 -- 0 -1
k+1]10 0 -- 0 0 0 - 0
n 0O o0 - 0 0 0 - 0
— Pour u=(e, f,s—1) € W5, la ef -matrice de W5 est :
Q Q,
0
0 1 0 0 O 0 0
Q1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 O] 0 1 1 1 1
0 0 0] 0 0 1 1 1
0 0 0|0 0 O 1 1
Q>
0 0 010 0 O
0 0 0 0 0

— Finalement, pour u = (e, f,s — q) € Wg, la ef -matrice de Wy est :

Q1 Q> Q3
0
0
Q1
0 0 0 0 0
0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
Q> :
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 -1 2 2 2
0 0 0 0 0 0 -1 2 2
0 0 0 0 0 0 0 -1 2 2
o : : A R
0o o0 --- 0 0o o0 --- 0 0 0 o --- -1 2
o 0 --- 0 o 0 --- 0 0 0 o -+ 0 -1

Le théoréme suivant, établit I'ensemble complet de générateurs du cone C.
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Théoréme 4.17. Lensembles de vecteurs de _ W; est un ensemble complet de générateur de
C.

Maintenant, on utilise les résultats obtenus pour établir une description polyédrale com-
pléte lorsque p =n - 2.

— Puisquep>2,n=p+2>4.

— Tout d’abord, on détermine une condition nécessaire pour qu'une contrainte ne dé-

finisse pas de facettes pour le polytope du p-médian. Pour cela, on réécrit (FE.31)

comme :
Zeixii — Z hijxij <g, (5.2
ieV i,jeVv
i#j
Avec, h;jj >0 pouri,j€ Veti=j,eetgsontlibres.

— Pour p=n-2,(5.1) donne :
h;; = Zf,-l, pouri,jeVeti=j (5.3)
I#i,j

— Soit X I'ensemble de toutes les solutions réalisables entieres.

Théoreme 4.18. Si h,; > max{Zeixii} —gpourr,se€Vetr=s,alors, (5.2) n'induit

ieV
aucune facette pour me polytope entier du PMP.
Preuve.

e Soit 6 = meax{ > e;x;ji} —g. Si 0 < 0 alors (5.2) ne peut pas induire de facettes car
xex
ieV

hij>0,i,j € Vet i=j. Donc, on suppose que 6 > 0.
e Soit i’ un vecteur tel que h,, = 0 et hi]- = h;j pour tout (i, ) # (r,s).

Aussi, soit h”un vecteur tel que h;, = 2h,; -9, et hl'; = h;j pour tout (i, j) # (r,5).

Alors,
Ze X — Z h; jXij < (5.4)
ieV i,jeV
i#j
Et:
Ze X — Zhl]x,] <g (5.5)
eV i,jev

i#j
e Soit x” € X une solution réalisable entiére, donc x° satisfait (5.2).
Si x% =0, alors, x° satisfait (5.4) et (5.5).

Sinon, si x%, = 1, alors, Zhl] lj_h;5 Y =bet Ze X% — Zhl] Xjj—8<

i,jeV ieV i,jeVv
i#j i#j
70 V2 O
Aussi, Zhl] Xji > hyx,s = 2h,s— 0.
i,jev
i#j

7 O

Et donc, Ze x” Z hl] ij—8S 0—(2h,s—-0)<0.

ieV i,jeVv

i#j
» Dong, x¥ satisfait toujours (5.4) et (5.5). Ainsi, (5.4) et (5.5) sont des inégalités va-
lides. Et puisque (5.2) est une combinaison de (5.4) et (5.5), (5.2) n’est pas induisante
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de facettes.

En utilisant les générateurs de &, W;, on construit un ensembles d’inégalités valides.

Pour u = (e, f,g) € C, on ne suppose plus que f;; = 0, pour i,j € V et i > j. Alors, la
définition de W; devient :
Wy ={(0,f,0)| fis=1pourunr,se Vet f;=0pourijeV et(ij)=(rs)}
Aussi, dans la défintion de Cy, f;; = max{0, Zel —g}pouri,jeVeti<j, devient:
1#i1,j
W1 ={(0,£,0)| frs=1pourunr,se Vet fi=0pourijeVet(ij)=(rs) (56)
Et si max{0, Zel — g} =0alors f;; = f;; = 0. Et si max{0, Zel — g} =6 > 0 alors, soit
l#i,] l#i,j
fij=oet f;; =0,so0it f;; =0 et f;; = 6.( Voir la ef -matrice)
3

Théoreme 4.19. La contrainte générée par U W; est la contrainte de cardinalité :
i=1

ini =p (57)
i€V
Preuve.
e Soit u =(e, f,g) € W, ou f,s = 1 pour certains r,s € V et f;; = 0 pour tout (i, ) = (r,s).
En substituant # dans (5.1), on obtient :
- Z X <0

ieV\{r,s}
qui est redondante.

e Lorsqueu € W5, (1,0,p) et (-1,0,—p) génerent (5.7). La contrainte générée par (0,0, 1)
est 0 <1 qui est triviale.
e Soitu =(e,0,1)e Wy3oue,=1pourunkeV,ete;=0pourieV \4}}. La contrainte

générée par u est xz; < 1, qui est redondante.

U
Théoreme 4.20. Les contraintes générées par u = (e, f,—1) € Wy sont :
Z X + Z Xig + X0 <P, kle V,k=1 (5.8)
ieV\(k,1} ieV\(k1)
gt ) xi+) ieV\(kxgp<p, keV (5.9)
ieV\(k}

Preuve.

e Soitu=(e,f,-1)e Wyouer=-1pourunkeVete; =0pourieV)\{k}

e L’équation (5.6) implique que fix + fx; = 1 pour i € V'\ {k}, et toutes les autres compo-
santes de f sont nulles. (Voir la ef -matrice de W,)

e Soit {Fy, F,} une partition de V' \ {k} ou fjx =1 pouri € Fy et f; =1 pour i € F,.

En substituant u dans (5.1), on obtient :
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Xkk + Z Oxll+ZZXl] szk]< -1 (5.10)

ieV\{k ieF) j#i,k ieF, j#i,k
e Enremplacant Z Zx,] par Z (1—2xj;—x;1) et Z Zxk] par Z ,I'inéga-
i€Fy j=ik ieF, i€F, j=i,k i€F,)(1—xpx—xy;)

lité (5.10) peut étre réécrite comme :

|F2| xkk+Zx”+lek—Zxki§n—2:p (5.11)

ieF; ieF; ieF,
e Maintenant, on considere les valeurs de |F,| qui géneérent des facettes. On suppose

que |F,| > 2.

Soient r,s € F,. Puisque n > 4, il existe un j € V \ {k,7,s}. Alors, (5.3) implique que
hij = frr + fos = 2.

Onremarque que m%(x{Zeixii—g} = max{—xkk—(—l)} < 1.» Alors, hy; > me}g({ze‘xii_

eX
ieV
g}. Ainsi, le théoreme|4.18] M1mp11que que (5.11) n’induit pas de facettes. Et donc, On

ne considere que le cas ou |F,| < 1.

4 Si|F,| =1, alors, soit F, = {l} avec l € V \ k}. Alors, F; = V \ {k,1} et (5.11) se réduit
a(5.8).

4 Si|F,|=0,alors, F; =V \ k} et (5.11) se réduit a (5.9).

Théoréme 4.21. Les contraintes générées par u = (e, f,y — 1) € W5 sont :

Xp1 — X11 <0, kleV,k=lI (5.12)
Xl ¥ X+ Xk <1, klmeV,kzl#m (5.13)

Preuve.
e Soit u = (e, f,y — 1) € W5. L’équation (5.6) implique que f;; + f;; = 1 pour i,j € Q; et
toutes les autres composantes de f sont nulles. ( Voir la ef -matrice de Ws)

e On remarque que :

I}}S{X{Zeixii_g} = max ini—(}’—l)

ieV ieq,
<yl
= 1.
e On suppose que f;; = fix = 1 pour un certain i € Q; et j,k € Qy \}, j # k. Puisque
n>4,il existeun !l e V\{i,j k}.
D’apres (5.3), hj; > fij + fix = 2. Alors, le théoreme implique que la contrainte
générée par u n'induit aucune facette. Ainsi, pour tout i € Q,, Z fij< 1.

j€Q\i)
Donc, le nombre de composantes non-nulles de f est au plus |Q;|-Et puisque f;;+f;; =

1, Vi,j € Qp, i # j, le nombre de composantes non-nulles de f est [Q;|(|Qz| —1)/2.
Alors, [Q[(1Q2] - 1)/2 <1Qy], i.e. [Qa] < 3.
Donc,ilya3cas:|Q;/=1,|Q;=2et|Qy=3

Cas1:|Qy|=1 Alors, |Q|=n-1,g=n-2=pet f=0.

En substituant u# dans (5.1), on a : Z x;; < p qui est dominée par (5.7).
i€eQq
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Cas 2:[Q,| =2 Alors, |Q|=n-1letg=p-1.
Soit Q, = {k,I}. Donc, fi; + fixr = 1.
Sans perte de généralité, on suppose que fi; = 1.
En remplagant u# dans (5.1), On obtient :

ini+ Zo.xi,-— Zxkj <p-1, kleV,k=l (5.14)

ieQy i€Qy jZkl

En remplagant ini par p—xgx —xj; et Z xkj par 1 —xp — xi, 'inégalité (5.14)
i€Q, j=k,l
peut étre réécrite comme (5.12).

Ces inégalités valides sont les contraintes de capacité.
Cas 3:|Q,| =3 Alors, |Q|=n-3=p-etg=p-2.
Soit Q, = {k, I, m}. Puisque fi;+ fix = 1 et sans perte de généralité, on suppose que
Ju=T1et fie=0.
Pour tout i € Q, on établit que Z fij < 1. Par conséquent, fi,, = 0 et fy = 1.

jeQa\{i}
Idem, f,,; =0et f;,,, = 1.

En remplagant u# dans (5.1), on obtient :

zxii—zxkj—lej—zxmjs;a—z, klmeV,k=lzm (5.15)

ieQ j=k,1 j=lLm jEmk
Comme ini =P = Xkk — X11 — Xpm> Zxkj =1 — X — Xg1, Z X1 =1 =X — X1,
1€Q, j=k,1 j=lLm
et Z Xmj = 1 = Xpum — X, I'inégalité (5.15) est équivalente a (5.13).
j=mk

O

Théoreme 4.22. Les contraintes générées par u = (e, f,p — q) € Wg n’induisent pas de fa-

cettes pour le polytope entier du p-médian.

» Une description linéaire compléete de (IP), lorsque p =n—2, est :

manZdl]xl]
ieV jeV
ini =p
ieV
inj =1, ieV,
jev
Xkl — X1 <0, kleV,k=l,
(CP) X+ X+ X <1, kimeV,kzl=m,
Xj;  + Z Xip + xi <p, kleV,k=l,
ieV\[k,1) ieV\{k,I}
Xk + Z X; o+ Z xix <p, keV,
ieV\(k) ieV\(k}
xi]' >0, i,j evV.
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Théoréeme 4.23. Lorsque n >4, xi;—x;; < 0 pour k,1 € V, k # | est définissantes de facettes.

Théoreme 4.24. Pour n >4, x;; > 0 pour k,1 € V, k = | est définissantes de facettes.
Le théoréme suivant établit que (CP) est une description complete minimale de PMP(G).

Théoréme 4.25. (CP) est une description complete minimale du polytope entier du p-

médian pour p=n-—2.

Les preuves détaillées et completes de tous les résultats présentés dans cette section

sont fournis dans [41].

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les principales notions de projection des polyedres,
décrit la formulation étendue proposée par Zhao et Posner, dans [41] et éliminé les
variables supplémentaires y de la formulation étendue. L’élimination des variables v

s’avere impossible, vu que la structure du cone de projection est difficile a décrire.

Malgré la difficulté rencontrée, deux propriétés des facettes du polytope du p-médian
ont été tirées. Ces propriétés ont été utilisées pour généraliser les facettes existantes,
notamment : les facettes de De Vries, les facettes de De Farias, les W,-facettes et les
facettes de k-couverture. On a, aussi, présenté une description complete minimale du
polytope du p-médian lorsque p =n—2.
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Conclusion générale

Le probleme du p-médian est un probleme classique de localisation largement étudié et
appliqué dans plusieurs domaines vitaux tels que : la santé, I'informatique, ’éducation,
I'industrie et la logistique, les statistiques, etc. Pour cela de nombreuses recherches et

études lui ont été consacrées.

Dans notre travail, nous avons passé en revue les travaux effectués sur le probleme du
p-médian. Nous avons présenté les formulations mathématiques classiques les plus uti-
lisées, étudié la complexité du probleme sur des structures générales et particulieres de
graphes. Nous avons aussi listé les méthodes de résolution proposées et utilisées jusqu’a
présent pour la résolution rapide du probléeme, parfois sans garantie de 'optimalité de la

solution obtenue.

L'étude polyédrale qui est une technique trés efficace, sert a décrire le polytope des so-
lutions réalisables du probleme, I’étudier et 1'utiliser pour résoudre le probleme a l'opti-
mum dans le cas ou les points extrémes de I’enveloppe convexe sont entiers. Sinon, des
inégalités valides peuvent étre définies et rajoutées a la formulation de base, dans la pers-

pective d’éliminer les solutions fractionnaires.

Le seul inconvénient de cette approche est que les formulations obtenues en rajoutant les
inégalités valides, ont souvent un nombre de contraintes exponentiel en la taille des don-
nées. Pour cela, les chercheurs ont tenté ’'approche polyédrale étendue, ou on additionne

un nombre polynomial de variables pour rendre le nombre de contraintes polynomial.

Ces deux techniques ont été appliquées au probléeme du p-médian, et ont permis d’ob-
tenir de nombreux résultats. Cependant, aucune d’entre elles n’a permis la description
complete du polytope dans son cas général, a I’exception du cas ou la valeur de p fixée a
n—2.

Ces techniques ont montré leur puissance et efficacité en les appliquant avec succes a de

nombreux problémes combinatoires.
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En perspective, ces approches peuvent étre utilisées dans des cas particuliers du pro-
blémes ou les graphes ont des structures particuliéres ou pour des valeurs fixes du para-

metre p ou avec des contraintes supplémentaires.

D’autres formulations étendues du probléme, dans son cas général ou pour des cas par-
ticuliers, peuvent étre proposées et tentées pour établir de nouveaux résultats et voire

méme pour obtenir une description complete du polytope dans I’espace d’origine.
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