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Résumé

Dans cette thése, nous commencons par étudier les points suivants :

1- Constantes d’Eisenstein d’une fonction algébrique.

2- Une méthode effective de calcul d’une constante d’Eisenstein pour une fonction algé-

brique.
3- Lien entre fonctions algébriques et diagonales de fractions rationnelles :

soit k un corps. Une fonction f du corps k((z)) est algébrique sur le corps k(x) si et seule-
ment si elle est diagonale d’une fraction rationnelle F' de 'anneau k(z,y) Nk((z,y)).

4- Calcul de constantes d’Eisenstein pour les fonctions (1 — x)", ol r est un nombre ra-

tionnel.

5- Constante d’Eisenstein et optimisation linéaire : une méthode de calcul efficace.

Nous donnons ensuite une nouvelle démonstration d’un théoréme de Dwork et van

der Poorten.
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Introduction

Le but de ce travail est d’étudier la constante d’Eisenstein des fonctions algébriques.

La méthode générale est de regarder séparément les facteurs de la forme p” de ces
constantes lorsque p parcourt ’ensemble des nombres premiers. Ces facteurs sont ap-
pelés constantes d’Eisenstein p—adiques et sont effectivement donnés par le rayon de
convergence p—adique de la fonction considérée.

La thése se compose de deux parties.

Dans la premiere, nous étudions la constante d’Eisenstein ainsi que certaines de ses
variantes, en utilisant le fait que les fonctions algébriques sont des diagonales de fractions
rationnelles ( de deux variables ). Notre méthode a consisté & minorer la constante d’Fi-
senstein sur des exemples “ bien choisis”, contrairement & Dwork et van der Poorten qui
ont entrepris de la majorer en le degré et la hauteur du polynéme minimal de la fonction
algébrique étudiée..

Si on compare nos résultats a ceux de Dwork et van der Poorten, la différence peut
sembler frappante. Cependant, nous devons regarder cet “exploit ”avec prudence : les
valeurs “beaucoup trop grandes ” de Dwork et van der Poorten, par rapport aux notres
dans le cas régulier, refletent la difficulté qu’il y a & controler la constante d’Eisenstein
dans le processus de séparation des conjugués de la fonction algébrique correspondante,
qui permet de se ramener aux fonctions algébriques régulieres. Dans le cas des constantes
calculées par 'optimisation linéaire, notre méthode se généralise sans difficulté a plus de
deux variables ( bien évidemment, les calculs deviennent délicats ). Ceci pourrait étre in-
téressant car les diagonales de fractions rationnelles apparaissent assez systématiquement
en physique comme solutions de certaines équations de Calabi Yau ( Tables of Calabi
Yau Equations Alkmvist and Co ArXivmathg/0507430 ).

Le texte de la premiére partie contient essentiellement trois résultats .

Le premier : une “fonction” de k [[z]] est algébrique sur & (z) si et seulement si elle est
la diagonale d’une fraction rationnelle & deux variables : dans la littérature,on n’en trouve
pas de preuve aussi explicite que celle donnée ici, le point nouveau étant la caractérisation
des polynémes P (x,y) de 'anneau Q ((z)) [y| pour lesquels la série P (zy, y) est inversible
dans 'anneau Q ((x,y)), a partir de leur polygone de Newton z—adique. Ce résultat est
intéressant en lui-méme.

Nous caressons 1’espoir de pouvoir généraliser cette caractérisation, dans un travail a
venir, au cas des polyndémes de plus de deux variables

Le second : le calcul d’une constante d’Eisenstein pour les fonctions (1 — z)", avec r
rationnel, est une illustration de la méthode utilisant le théoréme de Furstenberg.



Le troisiéme : le calcul d’une constante d’Eisenstein pour la diagonale d’une fraction
rationnelle & deux variables ( ou plus ) se raméne & un nombre fini de problémes d’opti-
misation linéaire. Pour ce calcul, les valuations p—adiques se sont avérées adéquates.

Dans la deuxiéme partie, faisant appel a la théorie des corps stables, nous proposons
une nouvelle démonstration, plus simple et beaucoup plus courte, du théoréme fondamen-
tal de Dwork et van der Poorten : “ Let M be a subfield of W; with discrete valuation. Let
L be an extension of degree n ( of M ). Then L C W,..” ([5], paragraphe 2, théoréme
2). Nous introduisons le point générique pour caculer le rayon de convergence p—adique
d’une fonction algébrique quelconque. Ainsi, une étape décisive, dans la généralisation
du cas particulier des fonctions algébriques réguliéres , se trouve franchie.

Il ne reste plus, pour finir ladite généralisation, qu’a transférer en zéro les calculs
faits ici prés du point générique. Ceci fera I'objet d’un travail ultérieur dans lequel nous
souhaitons améliorer, et en tout cas, compléterons le théoréme de Dwork et van der
Poorten, en utilisant une version plus raffinée du théoréme de transfert. Par exemple, le
théoréeme de transfert de Kedlaya ( “ p—adic Differential Equations”, chap. 18, Cambridge
Studies in Advanced Mathematics 125, Cambridge Univ.Press, 2010 ) serait un outil
approprié pour atteindre ce but.

L’initiative de remanier la démonstration du théoréme en question nous a été dictée
par les consultations répétées de l'article & portée fondamentale de Dwork et van der
Poorten, qui représente la référence de base écrite sur la constante d’Eisenstein et par
la justification, jugée nécessaire, de I'introduction, par Dwork et van der Poorten, des
ensembles U, [5, §2].

Un point important de I’étude au voisinage du point générique est le lemme 1.2 de
I'article [4] que Dwork et van der Poorten ont utilisé de maniére essentielle. Ce lemme, en
liaison étroite avec le théoréme en question, s’énonce : “ Let M, be a complete subfield of
W (i.e. Wy ). Let M be an extension of M, of degree n prime to p. Then M ( as subfield
of M and hence by the lemma 1.1 ( of [4] ) identified with a subfield of O, ) lies in
W, i.e. each element of M converges on the disk D(t,17). This is automatically valid
if p=10.” . La démonstration élégante de ce théoréme, donnée par Dwork et Robba, est
relativement facile & comprendre et nous ne I’avons pas reprise, préférant nous consacrer
au cas ou p divise le degré de I'extension, dont la compréhension dans I’article de Dwork
et van der Poorten demande nettement plus d’efforts.

Le recours a la théorie des corps stables nous a autorisé du reste, dans la deuxiéme
partie, & nous passer, dans nos calculs, de I’hypothése restrictive de valuation discrete
faite dans ’énoncé du théoréeme de Dwork et van der Poorten.

La théorie des nombres p—adiques est le cadre de ce travail et, a travers le texte, va-



leurs absolues et valuations p—adiques régissent les raisonnements. Nous n’avons toutefois
rien rappelé de cette théorie, estimant qu’elle est devenue aujourd’hui chose classique.

Néanmoins, signalons pour les intéressés une introduction concise a la théorie p—adique.
Il s’agit d’un cours nouveau, accessible, rédigé par S. Katok dans son livre : p—adic ana-
lysis in comparison with real // MASS selecta / Ed. by S. Katok, A. Sossinsky, and S.
Tabachnikov. Providence, AMS, 2003, P.11-87

Pour finir, reconnaissons que nous ne saurions remercier suffisamment le professeur
G. Christol de nous avoir recommandé le livre de S. Siegfried, U.Giintzer et R. Remmert
( voir [1], bibliographie de la deuxiéme partie ), document clé dans ’élaboration d’une
partie de ce travail.



Partie 1

Sur la Constante d’Eisenstein

1.1 Présentation

En 1852, G. Eisenstein introduisit la constante a que la littérature a baptisée en son

u = E onz"

a coefficients rationnels représente une fonction algébrique, alors il existe un entier a tel

nom : “Si une série entiére

que les nombres a"a,,, n > 0 soient entiers [3]. Schmidt donna, le premier, en 1989 [7] des
valeurs précises a la constante d’Eisenstein et Dwork et Van der Poorten [5] la majorérent
en 1991 en utilisant la théorie des équations différentielles p-adiques. Nous contribuons
a I’étude de cette constante en adoptant une approche arithmétique.

Nous étendons la définition de la constante d’Eisenstein (§1) en introduisant les no-
tions de constante d’Eisenstein radicale (en prenant a dans les puissances fractionnaires
d’entiers naturels) et de constante d’Eisenstein p-adique entiére ou radicale (en prenant a
dans les puissances entiéres ou fractionnaires d’entiers p-adiques) ; puis nous en donnons
quelques propriétés (§ 2).

Nous donnons une démonstration trés détaillée de la cincidence entre I’ensemble des
fonctions algébriques et celui des diagonales des fractions rationnelles en deux variables
(5 3).

Ensuite, nous utilisons ce résultat pour déterminer une constante d’Eisenstein pour
les fonctions algébriques réguliéres (§ 4.1). Nous illustrons cette technique en ’appliquant

"M ott m et n sont des entiers naturels premiers entre

dans le cas des fonctions (1 — z)
eux (§ 4.2). Plus généralement, nous montrons que le calcul d’une constante d’Eisenstein
p-adique radicale pour une diagonale de fraction rationnelle se raméne a un probléme

d’optimisation linéaire (§ 4.3). On peut en déduire une constante d’Eisenstein radicale



puis, quitte & perdre de I'information, une constante d’Eisenstein entiére.

1.2 Définitions et premiéres propriétés

1.2.1 Notations

On désigne par N, Z, Q, R et C les ensembles des entiers naturels, des entiers relatifs,
des nombres rationnels, des nombres réels et des nombres complexes respectivement,
munis de leurs structures algébriques habituelles. Si £ désigne I'un des ensembles cités
ci-dessus, on posera E7? = E\ {0} .

On notera Z la cloture intégrale de 'anneau Z dans le corps C. Si p désigne un nombre
premier, on notera Z, 'anneau des entiers p-adiques et Z, I'anneau des entiers d’une
cloture algébrique du corps des fractions Q, de Z,.

Si k désigne un anneau, on notera k [x] 'anneau des polynomes en x, a coefficients dans
k, par k [[z]] 'anneau des séries entieres formelles en z, a coefficients dans k et par k ((z))

le corps des fractions de 'anneau k [[z]] .

Constantes d’Eisenstein

Dans la suite, on appellera fonction toute série entiere f de Q[[x]]; on dira que la
fonction f est algébrique si elle est algébrique sur le corps Q (z)

Définition 1 On dit que l’entier naturel non nul a est une constante d’Fisenstein entiére
(ou constante d’Fisenstein) pour la fonction f s’il existe un entier naturel non nul c tel

que la fonction cf (ax) ait des coefficients entiers, c’est-a-dire appartienne o Z [[z]] .

Définition 2 Soit p un nombre premier. On dit que le nombre a = p”, avec h entier
naturel, est une constante d’Eisenstein entiére p-adique (ou une constante d’Fisenstein p-
adique) pour la fonction [ s’il existe un entier naturel non nul ¢ (en fait une puissance de

p) tel que la fonction cf (ax) ait des coefficients entiers p-adiques, c’est-a-dire appartienne
a Zy [[]].

Définition 3 On dit que le nombre a = n'/?

, avec n et d entiers naturels non nuls,
est une constante d’Fisenstein radicale pour la fonction f s’il existe un entier naturel
non nul ¢ tel que la fonction cf (ax) ait des coefficients entiers algébriques, c’est-a-dire

appartienne & Z[[z]] .



Définition 4 Soit p un nombre premier. On dit que le nombre a = p", avec h nombre
rationnel > 0, est une constante d’Fisenstein radicale p-adique pour la fonction f s’il
existe un entier naturel non nul ¢ (en fait une puissance de p) tel que la fonction cf (ax)

ait des coefficients entiers algébriques p-adiques, c’est-a-dire appartienne a Z, [[x]] .

1.2.2 Constante d’Eisenstein et rayon de convergence

Il est immeédiat de constater qu'un nombre réel a = p”, ou h est rationnel positif,
est une constante d’Eisenstein radicale p-adique pour une fonction f si et seulement si la
fonction f est analytique et bornée dans le disque (d’un corps p-adique suffisamment gros)
de centre 0 et de rayon 1/ |a| (qui est égal & a en vertu de la normalisation |p| = 1/p).

Maintenant, si on suppose que la fonction f est algébrique, elle ne peut avoir qu’un
nombre fini de zéros dans son disque de convergence (car si P (f,x) = 0, les zéros de f
sont des racines de I’équation P (0, z) = 0). D’apres un résultat classique sur les fonctions
analytiques, on en déduit que la fonction f est bornée dans son disque de convergence.

Remarque 5 Il semble donc que l'on puisse facilement définir “la meilleure constante
d’Fisenstein radicale p-adique” comme étant le rayon de convergence de la fonction f,
mais cela suppose, avec mos conventions, que le rayon soit une puissance rationnelle
de p (ce que l'on conjecture (Christol)). D’aprés [3], a chaque fonction algébrique est
attaché un rayon de convergence “naturel” (qui, contrairement o ce qui se passe dans
le cas complexe, n'est pas en général la distance de 0 a la premiére singularité, comme
le montre la fonction (1 —|—x)1/p). Par construction, ce rayon de convergence naturel
est bien une puissance rationnelle de p. Dwork et Robba ont démontré que le rayon de
convergence réel est au moins égal a ce rayon naturel. Le point délicat est de montrer
qu’il n’y a pas de fonction algébrique dont le rayon de convergence réel est strictement
supérieur & ce rayon naturel.

Proposition 6 Soient f et g deux fonctions de Q[[z]]. Si Uentier naturel a est une
constante d’Fisenstein pour f et g, alors :

1. pour tout entier b > 1, l’entier ab est une constante d’Eisenstein pour f,

2. Uentier a est une constante d’Eisenstein pour toute fonction h de l’anneau Q|x, f, g].

Démonstration : Par définition, il existe des entiers naturels non nuls ¢ et ¢ tels que
les fonctions cf (ax) et g (ax) appartiennent a Z [[z]] .

(1) Pour tout entier naturel non nul b, il est clair que cf (baz) € Z [[x]].



(2) Soit h = Zhijkxifjgk un polynéme en z, f et g a coefficients h;;, dans Q. Si on
note J le ppcm des dénominateurs des nombres rationnels h;j, et d (resp. d') le degré de
hen f (resp. g), on constate que 8¢ h(az) appartient a Z [[z]] .

Remarque 7 La proposition ci-dessus s’étend de maniére évidente aux trois autres va-
riantes de constantes d’Eisenstein pour une fonction algébrique f de Q [[x]] .

Exemple 8 Considérons la fonction

on trouve

2f (20) = - € ZJa].

L’entier 2 est une constante d’Fisenstein pour f, donc aussi l'entier 3-2 = 6. On voit de
méme que l’entier 3 est une constante d’Fisenstein pour la fonction g (z) = 1/ (x + 3),
donc aussi Uentier 2 - 3 = 6. Par conséquent, l’entier 6 est une constante d’Fisenstein

pour la fonction
1

2+2)(3+a)

fx)g(x) =

Théoréme 9 (Eisenstein) Toute fonction algébrique f (x) € Q[[z]] posséde une constante

d’Eisenstein.

Démonstration : En fait, le travail que nous réalisons revient a une démonstration

effective du théoréme d’Eisenstein.

1.3 Relations entre les différentes constantes d’Ei-

senstein

Proposition 10 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La fonction f (z) € Q[[z]] a une constante d’Eisenstein a.

2. Pour tout nombre premier p, la fonction f (x) a une constante d’Fisenstein p-adique

) , . P .
a, et, sic, est lentier attaché a a,, on a a, = ¢, = 1 pour presque tout p.

Dans ces conditions, on a a =[], a,.



Démonstration : Si f (z) = ) a,2" a une constante d’Eisenstein a, il existe un entier
naturel non nul ¢ tel que cf (ax) € Z[[z]], c’est-a-dire ca,,a™ € Z,pour tout n. Soit p un

. . . . /
nombre premier arbitraire. Ecrivons a = p"q, ¢ = p" ¢’ ,avec

(p,q) = (p.qd) =1

et posons a, = p", ¢, = p"'. Alors c,anap; € Z/q'q" et puisque g et ¢’ sont inversibles dans
Ly, 1l s’ensuit que c,a,a, € Zy,. Donc a, est une constante d’Eisenstein p-adique pour
f(x) € Q[[x]] d’on 'implication directe.

Faisant parcourir & p ’ensemble des nombres premiers dans N, on obtient la relation
a = Hp a, qui relie la constante d’Eisenstein a et les constantes d’Eisenstein p-adique a,,
associées a une fonction f (z) € Q[[z]].

Réciproquement, supposons qu’il existe, pour tout nombre premier p, deux nombres
ap et ¢, dans Z7° tels que ¢, f (apx) € Z, [[x]]. Quitte & les multiplier par des nombres
inversibles de Z,, on peut supposer qu’ils appartiennent a pN C N7°. Compte tenu de la
condition a, = ¢, = 1 pour presque tous les nombres premiers p, les nombres a = [] a,
et ¢ = [] ¢, sont bien définis et appartiennent a N*°. Si f (x) = > «,z", par hypothése,
Cpina,, appartient a Z, pour tout p. On constate que l'entier ca;,a™, appartenant a Z, pour
tout p, appartient en fait a Z. Autrement dit, a = Hp a, est une constante d’Eisenstein

pour la fonction

fl@) =) an" € Qa].
Ce qui prouve I'implication réciproque.

Remarque 11 Dans la condition 2) de la proposition 10, les hypothéses a, =1 et ¢, =1
pour presque toult p sont nécessaires comme le montrent les deux contre-exemples ci-
dessous.

Exemple 12 Considérons la fonction f (z) =) x"/nl.

Si v, désigne la valuation p-adique de Q et sin € N, on a v,(n!) < z ]
p J—
0 (") = 0, (1) = vy (1) = 0 =, () > 2= > 0
p j—

Donc f(px) = > (p"/nl)a™ € Z,[[z]]. Autrement dit, pour tout nombre premier p,
a, = p est une constante d’Eisenstein p-adique pour f (avec ¢, =1 ). Cependant, f (x) =
Y. x"/nl n'a pas de constante d’Eisenstein car, quels que soient a € N7 et ¢ € 770,

10



pour n assez grand, le dénominateur n! du nombre rationnel ca™/n! contient des nombres

premiers qui ne sont nit dans a ni dans c et le nombre ca,a™ n'appartient pas a Z.

Exemple 13 Considérons la fonction f (z) =), a,a™ ou,

pour n = pi*..pF, on pose a,, = 1/p1...p.

Alors pour tout nombre premier p, po, € Z,. Donc a, =1 est une constante d’Eisenstein
p-adique pour f (on prendra ¢, = p). Cependant, f(x) =) «a,z" n'a pas de constante
d’Eisenstein car, quels que soient a € N7° et ¢ € Z7°, il existe un nombre premier p qui

ne divise ni a, ni ¢ de sorte que le nombre co,a? n’appartient pas a 7.

1.4 Fonctions algébriques et diagonales de fractions

rationnelles

Soit k un corps. On définit une application diag : k((z,y)) — k((z)) en posant
diag Z a; x'y = Z a; .
irj i

diag(F') s’appelle alors la diagonale de F.!

Le résultat suivant est connu ([6] en caractéristique positive, [1] en caractéristique
nulle et [2] pour une généralisation aux fonctions de plusieurs variables). Nous en donnons
une démonstration plus compléte et explicite que celles que I’on trouve dans la littérature.

Théoréme 14 Soit k un corps. Une fonction f du corps k((x)) est algébrique sur le
corps k(z) si et seulement si elle est diagonale d’une fraction rationnelle F' de ’anneau

k(z,y) Nk((z,y)).

Démonstration : Le point clé pour démontrer que la diagonale d’une fraction
rationnelle est une fonction algébrique est une description de I'anneau k(z,y) N
k((z,y)). Pour cela, il faut caractériser les polynomes de k[z, y| qui sont inversibles dans
I'anneau k((z,y). La réponse a cette question est donnée dans le lemme 18.

'On peut définir, plus généralement, l’application diagonale sur 'anneau des séries entiéres en n
variables sur le corps k mais nous n’aurons a utiliser que le cas n = 2.

11



Lemme 15 Soit P un polynéme de l'anneau k((z))[y]. On suppose que le polygone de
Newton z-adique de P a un seul coté et que celui-ci a une pente X > 0. Alors la série
P(zy,y) est inversible dans l'anneau k((x,y)).

Démonstration : Ecrivons P(x,y) = ao(x) + a1(z)y + ... + aq(x)y?. Par hypothése, on
a: vy(a;) —vi(ag) > Ai > 0 pour 0 < i < d avec égalité pour i = d. Posons v = v, (ao) et
a; = x~"a; de telle sorte que v,(ag) = 0, c’est-a-dire ay(0) # 0, et v,(a;) > 0 pour i > 0.
I vient

P(ry,y) = (vy)" (do(wy) +a(zy)y + - + &d(:cy)yd) = (zy)" (ao(zy) — yulzy,y)).

avec u dans k|[z,y]]. Comme ¢ est inversible dans k[[z]], on constate que

I 1 (zy,y)
P(zy,y)  aolzy) (zy) 2 ao(zy)"

n>0
appartient a k((z,y)), comme annoncé.

Lemme 16 Soit P un polynéme de l'anneau k((z))[y]. On suppose que le polygone de
Newton x-adique de P a un seul coté et que celui-ci a une pente A < —1. Alors la série

P(xy,y) est inversible dans l’anneau k((z,v)).

Démonstration : Si P(z,y) = a4(z) g+ -+ ao(z), on a: vg(a) — v (ag) > A(i—d) >
(d — 1) pour 0 < i < d avec égalité pour i = 0. Posons v = v,(ay) et a; = 2 "a; de telle
sorte que v, (aq) = 0, c’est-a-dire a4(0) # 0, et v,(a;) > d — i pour i < d, autrement dit

1°7%G,(x) appartient & k[[z]]. On trouve donc que :

P(zy,y) = fE”y”d( a(zy) + -+ 2 (wy)i‘ddi(wy)+---+xd(w)‘ddo(wy)>

avec u dans k|[[z, y]]. On constate alors que

1 u(z 3’53/
P(:Cy y) :Uy xv v+d Z ad xy

appartient a k((z,y)), comme annoncé.

Lemme 17 Soit P un polynome de l'anneau k((z))[y]. On suppose que les pentes des
cotés du polygone de Newton z-adique de P appartiennent toutes a l'intervalle (—1,0).

Alors, la série P(zy,y) n'est pas inversible dans l'anneau k((x,y)).
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Démonstration : Soit P(z,y) = aq(x)y?+- - +ap(x) et soient A\; < --- < ), les pentes
du polygone de Newton de P. Par hypotheése on a —1 < A\; et A\, < 0.

vz (a;

pente A\q

pente A\,

F1G. 1-1 — Polygone de Newton ayant toutes ses pentes dans (—1,0).

Par définition du polygone z-adique de P, on a :

— vg(a;) — vg(aq) > (i —d)A, > 0 pour i < d,

— vz(ag) — vz(a;) < (—i)A; < i pour 0 < 3.

En particulier 0 < v,(ag) — vz(aq) < d. Posons @; = 27"+(%) q; avec @; = 0 si a; = 0.
En particulier ao(0) # 0 et a4(0) # 0. Par ailleurs, nous posons r; = v,(a;) — vz(ag) > 0
et s; =i+ v(a;) — vz(ag) > 0. On trouve :

P(zy,y) = x”z(“d)yvl(“(’) (dd(xy)ysd +- ot a(zy)a Yyt o+ do(xy)xm)
= a0y (G (0)y + do(0)a™ + wy u(r, y)

avec u dans k[[z, y]]. On constate que la série P(xy,y) n’est pas inversible dans ’anneau

k((z,y))-

Lemme 18 La fraction rationnelle F' du corps k(z,y) appartient a Uanneau k((x,y)) si
et seulement si la fraction rationnelle

T N

7y):_
Y

F( o)

écrite sous forme réduite dans k(x)(y) a un dénominateur D (dans k(zx)ly]), dont le

polygone de Newton x-adique, n’a pas de pente dans l'intervalle (—1,0).
Démonstration : D’aprés le lemme de Hensel, le corps k((z)) étant complet pour la

13



valuation z-adique, on peut écrire

D=]]P.

Ai

ou les \; sont les pentes des cotés du polygone de Newton z-adique de D et ou Py, est
un polynéome de k((x))[y] dont le polygone de Newton z-adique a un seul coté, de pente

p=1J] A . @= ][ P.

AiE(O,l) Aig(o,l)

;. Posons :

Par construction, on a D = PQ. Comme les polynémes P et () sont premiers entre eux
par construction, il existe des polyndémes R et S de k((z))[y] tels que N = RQ + S P
avec deg R < deg P. Comme N est, par hypothése, premier & D = P@Q, R et P sont
premiers entre eux.

En vertu des lemmes 15 et 16, Q(zy,y) est le produit d’éléments Py, (zy,y) inversibles
dans Panneau k((x, y)) et est donc est inversible dans cet anneau. Par conséquent a(xy, Y)
appartient a k((z,y)).

Si F(xy) = %(my,y) appartient a k((z,y)), alors g(xy,y) appartient a k((z,y)). Or,
comme (R, P) = 1, il existe des polynémes U, V' de 'anneau k((x))[y] tels que UP+V R =

R
1, et donc ) = [U+V=](zy,y) appartient aussi a k((z,y)). Les pentes des cotés

1
P(zy,y P
du polygone de Newton de P sont, par construction, les \; qui appartiennent & I'intervalle
(—1,0). D’apres le lemme 17, P(xy, y) ne peut étre inversible dans ’anneau k((z, y)) que
s'il n’y a aucun \; dans (—1,0) (et donc si P est un polynéme constant).
Réciproquement, si le polynome D n’a pas de pente dans l'intervalle (—1,0), les

lemmes 15 et 16 assurent que P(zy,y) est inversible dans anneau k((z,y)) et la fraction

rationnelle F'(zy) = B(wy, y) appartient bien a k((z,y)) comme annoncé.
Fin de la preuve de la partie directe (la diagonale d’une fraction rationnelle est une
fonction algébrique).

Supposons que f est la diagonale de la fraction rationnelle
F($7y) = Zan,mmnym

1

et posons : G(x,y) = —F(E, y) = Z Unmz™y™ " 1. On constate que la forme différen-
y oy

tielle

r L dy n men QY
Gla,y)dy = F(y)77 = > tnm"y o
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vue comme fonction de y a coefficients dans k((x)), a un résidu en 0 (coeffficient de %)
égal & Y a, 2", c’est-a-dire a la diagonale f de F.
Le principe de la démonstration est que le calcul du résidu d’une fraction rationnelle est
une opération algébrique. Toutefois pour mettre cette technique heuristique en forme, il
faut soigneusement préciser les anneaux dans lesquels se trouvent les différentes séries.
Nous allons faire ce travail en détail.

La décomposition de G en éléments simples dans le corps k((z))(y) s’écrit :

G:Q+Z%:

ol Q, Ry et Py sont dans k((z))[y] et deg Ry, < deg Py. Il vient

Ry ( Ry(
g ) =100 )+ 5 ) - T )

car diag(yQ(zy,y)) = 0, comme on le vérifie facilement.

Par construction, les P sont irréductibles dans k((x))[y] et donc leur polygone de Newton
zr-adique n’a qu’'un seul coté dont la pente est celle d’un coté du polygone de Newton
du dénominateur de G. Puisque G(zy,y) = iF(x,y) appartient a k((z,y)), d’aprées le

lemme 17, cette pente n’appartient pas a l'intervalle (—1,0).
yR(zy,y)
P(zy,y)
zr-adique de P n’a qu’un seul coté, celui-ci ayant une pente p qui n’appartient pas a
'intervalle (—1,0).

i) Sip >0, on est dans la situation du lemme 15 :

Nous calculons maintenant diag( ) en supposant que le polygone de Newton

on a P(zy,y) = (zy)"(ao(zy) — yu(zy,y)) avec do(0) # 0. On trouve alors que

yR(ry,y)  yR(zy,y) i n<U(:vy,y)>"

P(zy,y)  (zy)'ao(ey) =7 \ ao(y)

est de la forme y H(zy,y) et a donc une diagonale nulle.
ii) Si p < —1, comme k((x)) est un corps, on peut supposer le polynéme P unitaire.
Notons f; = f, ---, f, les racines en y du polynéme P dans une extension finie du corps

k((x)) de telle sorte que I'on a

14

P =11 (v 4"

=1
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La valuation z-adique se prolonge a cette extension. Ecrivons maintenant la décompo-

sition en éléments simples :

iz

=1 j=1 y fz ))

Comme p < —1, les racines f; du polynéome P ont une valuation z-adique au moins égale
a 1. Autrement dit f;(z) = x g;(x) avec v,(g;) > 0. On trouve

v

yais(y) v aaey) (T NS e (o),
= (y— filzy)) (1 —zgilay) ;( j—1 ) y ; ii(zy)gi' (zy)

Par un argument galoisien facile, on montre que Y7 , «;;g" appartient a k((z)). On
constate que la diagonalisation ne donnera un résultat non nul dans ’expression précé-

dente que si on an =1—j ce qui impose 7 = 1 et n = 0. On trouve donc :

diag( ; M) — Yo () st j=1
= (v - filzy))’ 0 sioj>1

c’est-a-dire :

diag(%) = i: a;1(x).

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que les fonctions «;; appar-
tiennent au corps k(f1,..., f,) et que les f;, racines d’un polynome Py, sont aussi racines
du dénominateur de G et donc sont des fonctions algébriques. En fait, o, est le résidu

de % (et donc celui de G) au point y = f;.

Remarque 19 Lorsque le dénominateur de la fraction rationnelle G n’a que des racines

simples, on peut expliciter le calcul précédent car les résidus se calculent facilement. On
trouve, si G = N/D :

diag(y Fzy,y)) = ) g,((?)
D(fi)=0; va(fi)>0 ¢

le résultat étant une série en x par un argument de Galois, méme si ce n’est pas le cas
de tous les f;.

Un cas particulier de cette remarque est le résultat suivant que I'on trouve déja, dans
le cas n = 1, dans [6].

16



Théoréme 20 (Cauchy- Furstenberg) Soit P un polynome de Q [z, y] tel que P(0,0) =
0 et P,(0,0) # 0. Alors I’équation P (x,y) = 0 admet une et une seule racine f telle que
ve(f) > 0, cette racine appartient o Q [[x]] et, pour tout n > 0, on a

Démonstration : Par construction, le polygone de Newton de P a une seule pente
négative et celle-ci est de longueur 1 (figure 1-2). Il est donc clair que I’équation P (z,y) =
0 admet une et une seule racine f telle que v,(f) > 0.

ve (@

pente —1
N

1 d ?

Fic. 1-2 — Polygone de Newton de P.

On a P(x,y) = co(x) + cr(x)y + - + ca(z) y* avec ¢(0) = 0 et ¢;(0) # 0. Posons

Qlx,y)=y— ﬁP(x,y). Pour f et g dans zk((z)), on trouve :

v (Q(, f) = Q. 9) = max {va(f = 9) + Lva(f' = ¢')} = vulf —9) + 1.

Autrement dit, I'application f — Q(z, f) est une contraction de zk((z)). L’équation
Q(z, f) = f a donc une unique solution dans cet ensemble et cette solution est clairement
la racine de P qui s’annule en 0.

Le résultat de la remarque 19 donne alors :

Y"1 Py (vy,y)  f"P(a, f)

Plgy) Py @

diag

ce qui achéve la démonstration de ce théoréme.
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Démonstration de la réciproque (toute fonction algébrique est diagonale d’une frac-
tion rationnelle).

Le corollaire 20 démontre cette réciproque dans le cas particulier des “fonctions algé-
briques réguliéres” c’est-a-dire des fonctions algébriques qui s’annulent a 'origine et sont
les seules parmi leurs conjuguées a avoir cette propriété. Pour avoir une démonstration
générale, il suffit de se ramener a ce cas en “séparant” f de ses conjuguées.

Soit f =" °, a,z" une fonction algébrique et soit f; = f,..., f, ses conjugués (sur
k(x)) dans une cloture algébrique k((z))*# de k((x)). La valuation z-adique v, de k((x))
se prolonge a k((z))™®.

On considére la fonction algébrique suivante
d 0
—d n n—d
g=u (f—E ap,x") = E anT
n=0 n=d-+1

ou d est un entier choisi supérieur ou égal au maximum des valuations v, (f — f;) pour
2 < i < p. Les conjugués de g sont les g; = a7 4(f; — Zizo a,x™). Par définition de d,

pour ¢ > 1, on a
d
U$<f—2an1:”> >d+1>d>v.(f = f).
n=0

On en déduit :

Ve(g1) > —d+d+1=1 V2(gs) = —d+v.(fi— f) <0 (i>1)
Soit alors . .
P(ey) = cu(@) [T (v = 9:(2)) = 3_ ity

un polynome de k|x, y] dont ¢ est racine, qui est de degré minimal et dont les coefficients
¢; sont des polyndmes en x premiers entre eux (ceci définit le polynome P & un facteur
dans k* pres).

Comme P(z,g(z)) = 0, on trouve P(0,0) = P(0, g(0)) = 0.

Le calcul des valuations z-adiques des racines g; montre que le polygone de Newton z-
adique de P (figure 1-2), vu comme un polynéme en y, a une pente strictement négative
de multiplicité un et toutes ses autres pentes positives ou nulles. On en déduit que le
minimum des valuations est atteint pour c;. Les ¢; ayant été choisis premiers entre eux,
ce minimum est forcément nul. Autrement dit, P, (0,0) = ¢,(0) # 0.

On constate que la fonction algébrique g est réguliére et, d’aprés le théoréme 20, g
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est la diagonale de la fraction rationnelle

¥ Py (zy,y)

Glory) = P(zy,y)

Donc f est la diagonale de la fraction rationnelle
Flo) = (o LD L e

z,y) = (2y)" 5 an (Y
P(zy,y) .

n=

1.5 Calcul d’une constante d’Eisenstein pour une fonc-

tion algébrique

1.5.1 Constante d’Eisenstein de fonctions algébriques réguliéres

Comme on ’a vu a la fin de la démonstration précédente, trouver une fraction ra-
tionnelle dont une fonction algébrique donnée est la diagonale peut nécessiter des calculs
compliqués. Toutefois, si la fonction algébrique est réguliére, on dispose de la formule
explicite de Frustenberg (théoréme 20).

Lemme fondamental 21 Soit F' (x,y) = P/Q une fraction rationnelle de Q (x,y) ou P
et Q sont des polynomes de Q[z,y] et Q (0,0) # 0 [F appartient & Q((x,y))/]. Si, pour des

000.0) Q(ax, By)

sont des entiers (resp. des entiers algébriques, des entiers p-adiques), alors le nombre a3

nombres o et 3 de Q (resp. (N70)2  pQ) les coefficients du polynéme

est une constante d’Eisenstein entiére (resp. radicale, radicale p-adique) pour la fonction

f () = diagF (x,y).

Démonstration : Il existe un entier ~ tel que le polynéme v P(«uz, By) soit a coefficients
entiers (resp. entiers algébriques, entiers p-adiques). On constate que
o

YQ(0,0)F (a, By) = vP(aw, By) > (@Q(fw, By) — 1)n

est une série entiére (en deux variables) a coefficients entiers (resp. entiers algébriques,

entiers p-adiques). Sa diagonale

diag vQ(0,0)F (ax, By) = vQ(0,0) f (afx)
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est aussi & coefficients entiers (resp. entiers algébriques, entiers p-adiques). D’ou le résultat

annonceé.

Corollaire 22 Si le polynome Q de Z|x,y] satisfait la condition @ (0,0) # 0, alors
Q (0, O)2 est une constante d’Fisenstein pour la diagonale de P/Q) ot P est un polynome
de Qlz,y].

Démonstration : C’est le cas particulier &« = 5 = Q(0,0) du lemme précédent.

Remarque 23 Nous allons voir qu’ en général le résultat du corollaire précédent peut
étre nettement amélioré. D’une part, on peut utiliser le lemme fondamental pour calculer
les constantes d’Eisenstein p-adiques, la proposition 10 donnant alors la constante d’Ei-
sentstein entiére (exemple 26). D’autre part, dans le calcul des constantes d’Eisenstein
p-adiques, le résultat optimum peut étre obtenu en faisant intervenir, dans le lemme fon-
damental, des nombres a ou 8 qui ne sont pas égaux et, en particulier, en prenant l’'un

d’entre eux non entier (ordinaire, algébrique ou p-adique) (voir exemple 28).

Corollaire 24 Soit [ une fonction algébrique réguliére et soit P dans Z[x,y| un poly-
nome minimal de f [on a P(z,f) =0, f(0) =0, P(0,0) =0 et P, (0,0) # O.} Alors
(Pé (0, O))2 est une constante d’Eisenstein entiére pour la fonction f.

Si on suppose en outre que P n’a pas de pente nulle (les conjuguées de f sont de valuation
x-adique strictement négative), alors Pé (0,0) est une constante d’Eisenstein entiére pour

la fonction f.

Démonstration : Grace aux hypothéses faites sur le polynéme P, on peut écrire
P(z,y) = yP;(0,0) + 2Q(z,y) + y*R(x,y) avec Q et R dans Z[z,y] (Q de degré 1 en y).
Le théoréme de Furstenberg assure que f est la diagonale de la fraction rationnelle

Py (zy.y) _ y P (zy,y)
P(zy,y) 7 P)0,0) +2Q(zy,y) + yR(zy,y)

F(z,y) =y

et on applique le lemme fondamental avec o = 3 = P, (0,0).
Si P n’a pas de pente nulle, alors R est divisible par z et on applique le lemme fondamental
avec a = P(0,0) et 3 = 1.

Dans les cas particuliers, ce résultat général peut étre notablement amélioré. Nous en
donnons des exemples dans les paragraphes suivants.
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1.5.2 Calcul d’une constante d’Eisenstein pour la fonction (1 — x)"

Considérons la fonction
f@)=@1-z)"",

ol m est un entier naturel non nul. La méthode exposée au paragraphe précédent s’ap-
plique & la fonction algébrique réguliere g = f —1. Partant de la relation z+(g+1)"—1 =
0, le théoréme de Furstenberg montre que g est la diagonale d’une fraction rationnelle de
dénominateur :

Plz,y)=m+z+ (n;)y—l— (?) TN (Z) L

Nous commencons par établir un lemme.

Lemme 25 Soit m un entier naturel non nul et soit m = p{"™ py*...p" sa décomposition
en produit de facteurs premiers. Posons

1/(pn—1)

1/(p1—1
1/(pl ) P '

1/(p2—1)
2

Qm =P b

Alors, pour tout entier k, 1 < k < m, le nombre

1 (m b1
/6m7k_ m (k})am

est un entier algébrique.

Démonstration : Il suffit de montrer que I'on a |f3,, .|, < 1 pour tout nombre premier
p. Si p ne divise pas m, le résultat est évident puisqu’alors ||, = |m|, = 1.
Nous supposons maintenant que p divise m. On a alors |ay,|, = [p|"/*~ < 1.

m m(m—1
e Si p ne divise pas k alors (k;) k </€—1)

1/m-—1
et on trouve ’Bm,k|p = ‘E (k 1) O/;n_l‘ < ‘afn_”p <L
- p

e Si p divise k, on fait une récurrence sur le nombre m (plus précisément sur la puissance

de p qui divise a la fois k et m). On pose m = pm' et k = pk’ et on part de la relation

CL-102)

classique

p



comme k — k' = k'(p—1) et k' > 1, on obtient :

S |p|*1+k/ S 1

1 k—1—K'+1
|6m,k|P == ﬁm’,k’am *
p p

ce qui achéve la démonstration.

Le lemme montre que, pour 2 < k < m, les nombres %(?Z) a,’f,:l sont des entiers (al-
gébriques) et donc que le polynome EP (mx, ay) est a coefficients entiers (algébriques).
Le lemme fondamental montre alors que a = ma,,, est une constante d’Eisenstein radicale
pour g, donc pour toutes les fonctions (1 — 2)™™ = (g + 1)" (proposition 6-2). On en
déduit aussitot que @’ = m? est une constante d’Eisenstein entiére pour ces fonctions,
ce que l'on aurait pu obtenir directement par le corollaire 24. Toutefois, quand m a des
facteurs carrés, le résultat obtenu est meilleur comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 26 Considérons la fonction f (z) = (1 — z)"™ avec m = 27 3°.

D’aprés ce qui précéde, le nombre
a = may, =m 227D 3/6-1 =9 V3m

est une constante d’Fisenstein radicale pour la fonction f. Autrement dit le nombre 6m
est une constante d’Eisentstein entiére pour la fonction f. Ceci améliore le résultat m?

donné par le corollaire 24 dés quer >1 ou s > 1.

Remarque 27 Considérons la fonction algébrique g (z) = (1 — 2)"*~1. Ona P (z, g (z))
0 avec P (z,y) = y> + 3y? + 3y + x. Le degré n de P eny ainsi que sa hauteur H valant
3, la formule de Dwork-van der Poorten [4] donne, pour la constante d’Fisenstein a de

f =g+ 1, la majoration
a <48 (36—334+2,741og363x1,22)3 32x3-1 4,7 x 106

Cette majoration, comparée aux deur valeurs a = 3%?2 (constante radicale) et a = 9
(constante entiére) fournies par le théoréme de Furstenberg, peut sembler trés grande
mais elle refléte en fait la difficulté qu’il y a a controler la constante d’Eisenstein dans
le processus de séparation des conjuguées qui permet de se ramener au cas des fonctions
réguliéres.
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1.5.3 Calcul d’une constante d’Eisenstein par optimisation li-
néaire

Lorsqu’on utilise les résultats du paragraphe précédent pour trouver une constante
d’Eisenstein pour une fonction algébrique f, on ne s’intéressera qu’au “dénominateur”
Q € Z[r,y] d'une fraction rationnelle dont f est la diagonale : le “numérateur” P €
Q|x, y] de cette fraction ne peut qu’améliorer cette constante. 2

Il résulte des calculs des lemmes 15 et 16 que, quitte & multiplier P par un “monoéme”
x"y® (r et s entiers relatifs), ce qui ne change pas la constante d’Eisenstein, on peut
toujours se ramener au cas ou le dénominateur @ vérifie Q(0,0) # 0. D’apres le lemme
fondamental, il suffit alors de trouver des entiers algébriques «, 3 tels que le polyndéme
Q (ax, By) ait des coefficients multiples, dans ’anneau des entiers algébriques, du nombre
@ (0,0). On va étudier, pour chaque facteur premier p de @ (0, 0), les contraintes que cette
condition impose aux valuations p-adiques de « et (3.
On obtient, pour chaque facteur premier p un systéme d’inéquations linéaires, a deux
variables v, () , v, (B) , dont le rang est au plus égal au nombre de termes non constants
du polynéme @ (z,y) . Nous cherchons alors le minimum de v, (o) +v, (3) sur le domaine
convexe ainsi défini. Ce minimum est atteint & 'un des sommets de ce domaine. On
obtient ainsi une constante d’Eisenstein radicale p-adique a3 = p*»(®+% ) pour f.

Le produit des constantes d’Eisenstein p-adiques ainsi calculées donne une constante
d’Eisenstein radicale pour f d’oti 'on peut déduire une constante d’Eisenstein entiére.

Nous illustrons cette méthode générale par un exemple.

Exemple 28 Considérons le polynome Q (z,y) = 21 + 323y + 72%y* + 52*y®. Les coeffi-
cients du polynome Q (ax, By) sont

— divisibles par 3 si :

o v3(3a3B)>1  clest-a-dire 3vz () +v3(B) >0,
o s (704254) >1 cest-a-dire 2v3 () + 4vs (B)
(

> 1,
o 13(50*3°) >1  clest-a-dire 4vs (a) + 5vs (B) > 1.

2L’exemple le plus extréme est celui oil ce numérateur est égal au dénominateur ! En fait nous conjec-
turons que la constante d’Eisenstein radicale que nous trouvons par le procédé décrit ci-dessous est la
meilleure possible si on veut qu’elle soit valable pour tous les numérateurs possibles.
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— divisibles par 7 si :

o v;(3a3B)>1  clest-a-dire 3v; () +v7 (B8) > 1,
o v, (704264) >1 cest-a-dire 2v7 (a) + 4v; (B) >0,
o v (5a%B°) > 1  clest-a-dire 4vr () + 5v7 (B) > 1.

v3(8) 4 vr(B)
>y
v
v
N v
N v
v 1)3(04) \¢ . v7(oz=)
v v
Yy

Pour p = 3, la solution minimale est (vs(a),vs(B)) = (—1/10,3/10), ce qui donne la
constante d’Fisenstein radicale 3-adique 3~/10+3/10 = 31/5,
Pour p =17, la solution minimale est (v7(),v7(8)) = (4/11,—1/11), d’ou la constante
radicale T-adique 7411/ = 73/11

R
Finalement, une constante d’Eisenstein radicale pour f (x) = diag <%) est 31/573/11
T,y

et une constante entiére est 21 = (Q(0,0), ce qui n’était pas difficile a obtenir directement
en utilisant le lemme fondamental avec o = 21 et § =1 par exemple!

Remarque 29 Dans l’exemple précédent, le fait d’autoriser pour o ou [3 une valuation
p-adique négative améliore effectivement le résultat obtenu pour la constante d’Eisenstein
radicale : en imposant & v () et a v (B) des valeurs positives ou nulles, les solutions
minimales correspondantes sont (vs (o), vs (8) ) = (0,1/4) et (v (@), v7 (8)) = (1/3,0),

ce qui conduit & la constante d’Eisenstein radicale 3%/*7'/3 .

Remarque 30 Si f est la diagonale d’une fraction rationnelle de plus de deux variables
et est algébrique( auquel cas, la diagonale d’une fraction rationnelle algébrique de plus

de deux variables n'est pas nécessairement algébrique, d’aprés [6] ou [7] ), le calcul d’une
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constante d’Eisenstein par la méthode d’optimisation linéaire est théoriquement possible
(devenant bien évidemment plus compliqué puisqu’alors on devra travailler dans un espace

de dimension plus grande).
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Partie 2

Une démonstration simplifiée d’un
théoréme de Dwork et van der

Poorten

2.1 Présentation

Dans P’article [5] de Dwork et van der Poorten (voir aussi [6]), la démonstration du
théoreme 2 page 35 est certainement le point le plus délicat. Elle demande beaucoup
d’efforts et occupe une place importante. De plus elle est trés déroutante pour le lecteur.
En particulier, elle nécessite I'introduction de définitions surprenantes dont I'intérét n’ap-
parait qu’a la fin.

Nous en proposons une démonstration beaucoup plus directe. Celle-ci repose fonda-
mentalement sur la notion de corps stable que I'on trouve exposée de maniére élégante
dans [1]. Cette démonstration rend I'introduction des ensembles U, tout a fait naturelle
alors que, bien que fondamentale, leur définition parait trés artificielle dans [5].

Au paragraphe 2, nous rappelons les principaux résultats concernant les corps stables
tels qu’ils sont développés dans [1]. Rappelons briévement qu’ un corps K est dit stable si
toute extension finie L de K a une base “cartésienne” c’est-a-dire pour laquelle ’isomor-
phisme L = K" identifie la norme (spectrale) de L a la norme “sup” de K". Le résultat
principal est que, si le corps K est stable, il en est de méme du corps K(x).

Nous complétons ces résultats par un lemme montrant ’existence de bases qui sont
a la fois “cycliques” (c’est-a-dire de la forme 1, z, 22,...,2"1 ) et cartésiennes.

Dans le paragraphe 3, supposant le corps K muni d'une dérivation, nous étudions le
prolongement de cette dérivation a une extension algébrique finie L de K. En particulier,
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nous majorons la norme de 'opérateur de dérivation agissant sur L a partir de sa norme
sur K et du degré de I'extension. Le résultat obtenu est le meilleur possible.

Dans le paragraphe 4, suivant Dwork et van der Poorten, nous identifions (par la
formule de Taylor) les éléments d’une extension algébrique L de K(z) a des fonctions
analytiques au voisinage du point générique. Le résultat du paragraphe 3 nous permet
de minorer leur rayon de convergence. Le résultat obtenu est le meilleur possible si le
degré n de 'extension L/K (z) est divisible par p. Par contre, il n’est pas trés bon dans
le cas “simple” ol p ne divise pas n. Ceci est un phénoméne bien connu dans ’étude des
équations différentielles p-adiques et vient de la non prise en compte, dans nos calculs,
d’une simplification du facteur % qui apparait dans les dérivées supérieures. Ce cas est
traité dans [4].

2.2 Préliminaires
Dans ce paragraphe, définitions, propositions et théorémes sont empruntés a [1].

Définition 31 Soit K un corps valué et soit L une extension finie de K. On définit la
norme spectrale sur L par

1
lyl = 0Sienc jai] =

ot P(y) =y" + an_1y" '+ -+ +ag est le polynéme unitaire minimal de y sur K.
La norme spectrale est une K-norme ([1] théoréme 3.3.2/1 page 134). Si K est com-

plet, la norme spectrale est I'unique valeur absolue sur L qui prolonge la valeur absolue

de K. Tous les corps que nous allons considérer seront complets & 1’exception du corps

K(z).

Définition 32 Soit K un corps valué et soit M un K -espace vectoriel de dimension finie

muni d'une K-norme || - ||. L’espace vectoriel M est dit cartésien s’il posséde une base
le1,...,en} (dite base cartésienne) telle que
(V(a1,...,a,) € K") HZ%’QH = max |a;] [|e;]]

Définition 33 On dit qu’un corps valué K est stable si toute extension finie L de K,

munie de la norme spectrale (définition 31), est un K -espace vectoriel cartésien.

Par exemple, un corps algébriquement clos est stable car il ne posséde qu’une seule

extension finie, & savoir lui-méme, et la base {1} convient évidemment.
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Proposition 34 ([1] proposition 3.6.2/3 page 158) Si un corps valué K est stable
alors son complété est stable.

Proposition 35 ([1] corollaire 3.6.2/7 page 161) Si K est complet et stable, alors
toute extension finie de K est stable (et compléte).

Définition 36 On dit qu’un corps valué K est a valuation divisible si, pour tout entier

m et tout a dans K, il existe b dans K tel que |b™| = |al.

Si le corps K est un corps valué a valuation divisible, on a évidemment |K| = |L|
pour toute extension finie L de K munie de sa norme spectrale.

Proposition 37 ([1] proposition 3.6.2/8 page 161) Soit K un corps valué & valua-
tion divisible et soit L une extension finie de K (munie de sa norme spectrale). L’exten-
sion L est un K-espace vectoriel cartésien si et seulement si [L : K| = [L : K], ou K
(resp. L) est le corps des restes de K (resp. L).

Théoréme 38 ([1] proposition 5.3.3/3 page 215) Soit K un corps valué stable et
& valuation divisible, alors le corps K(x) (des fractions rationnelles en x, & coefficients

dans K ), muni de la norme de Gauss, est stable.

Lemme 39 Soit K un corps valué complet, de caractéristique nulle et soit L une exten-
sion finie de K. S’il existe 3j dans L tel que L = K[y] (c-a-d si L/K est une extension

simple) alors, pour tout relévement y de y dans L, on a

n—1

(V(CO,...,cn,l) € K") ’ZQZ/Z

1=0

= max |¢;| .

Démonstration : Soit y un relévement de iy dans L. Par définition du corps des restes,

on a |y| = 1. Soit P(y) = y™ + am_1y™ ' + -+ - + ag le polynéme unitaire minimal de y.
En vertu de la définition de la norme spectrale sur L, on a

max |a;|7 = |y| = 1. (2.1)

0<i<m—1

En passant au corps des restes, on trouve :

iai_i - Oa

=0
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ot 'on a noté @; 'image de a; dans le corps des restes K. D’aprés (2.1), les @; ne sont
pas tous nuls. Donc, si on note n = [L : K| le degré de 7 sur K, on an < m.

Comme K est stable, L est un K-espace vectoriel cartésien et, K étant & valuation
divisible, la proposition 37, montre que :

[L:K]=[L:K|=n<m=[K[y]: K]

Mais y appartient & L, donc L = K[y| et n = m.
Maintenent, soit (cg,...,c,—1) dans K™, les ¢; n’étant pas tous nuls. Choisissons un
élément A\ de K tel que max |\ ¢;| = 1. On trouve :

n—1
‘ Z Aci yi
=0

Si I'inégalité était stricte, en passant au corps des restes, on aurait

<1

Comme 7 est de degré n sur K, on aurait Ac; = 0, soit |A¢;| < 1, pour tout i, d’on
max |A\¢;| < 1 ce qui n’est pas.

2.3 Prolongement d’une dérivation aux extensions fi-
nies

Proposition 40 Soit K un corps de caractéristique nulle muni d’une dérivation d et
soit L une extension finie de K. La dérivation d se prolonge de maniére unique en une
dérivation de L, que ’on notera encore d.

Plus précisément, pour y dans L*, si P(y) = y" +a,_1y" '+ +ag est le polynome
unitaire minimal de y sur K, on a :

Z?;ol d(ai) yi
D iyt

Démonstration : Si la dérivation d se prolonge & L, on a

d(y) = — (2.2)

0=d(P(y)) =d(y) P'(y) + d(an—1) y" " + -+ d(ao).
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Le corps K étant de caractéristique nulle, y est une racine simple de P et P’'(y) n’est pas
nul. On constate que le prolongement de d est unique et est donné par (2.2).

Le fait que ce prolongement existe effectivement est bien connu. C’est, par exemple,
un cas trés particulier du théoréeme 1 de [2].

Définition 41 Soit K un corps valué de caractéristique nulle. On suppose que K est
muni d’une dérivation d, on note dx la norme de la dérivation d vue comme opérateur
sur K :

d — sup 190
yeEK#0 |y|

Une extension finie L de K étant donnée, on se propose maintenant de calculer la
norme dj, en fonction de la norme dg et du degré [L : K].

Théoréme 42 Soit K un corps valué complet de caractéristique nulle & valuation divi-
sible et muni d’une dérivation d. Soit L une extension algébrique de degré fini n de K.
On note dg (resp. dr) la norme de la dérivation (resp. du prolongement de la dérivation)
d agissant sur K (resp. L). On a alors la majoration :

dL S |n|_1dK.

Démonstration : a) Cas d’une extension simple. Dans ce cas L = K[g] et, d’apreés
le lemme 39, si y est un relévement de 7 alors L = K[y] et 1,...,y"" ! est une base
cartésienne de L sur K. Puisque |y| = 1, si P(y) = 4" + a1y ' + -+ + ag est le
polyndme unitaire minimal de y sur K, on a maxp<j<m—1|a;] = 1 (en fait, le corps K
étant complet, le lemme de Hensel montre que |ag| = 1). Il vient

n—1
‘ Zd(ai) yi) = max |d(a;)| < dx max|a;| = d,
i=0

n
‘Ziaiyz ! lia;| > |na,| = |n|
i=0
Et finalement on trouve :
B Maz Y- 1 = n[ "
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Maintenant, pour n’importe quel élément x = Z?;ol c;y' de L, on a :

[y

n— n—1

d(@) = Y d(e)y +icdly)y ™ = (dle) + i+ e d(y)) o'

=0

i
o

i

ce qui donne

|d(z)| = max{|d(c,-) + (i +1)ciqq d(y)‘} < max {dk|d(y)|} max |¢;| = S dr |z|.

]

1
On obtient finalement d; < ﬂ dy comme annonce.
n

b) Cas général. On passe de K & L par une succession d’extensions L; telles que les
extensions résiduelles L; / L;_1 soient simples. Le résultat s’en déduit car évidemment

[L =Ly L1 [L1:Lo=K]=[L:K].

2.4 Corps de fonctions analytiques prés du point gé-

nérique

2.4.1 Anneau de fonctions analytiques bornées prés du point
générique

Dans ce paragraphe, K est un corps valué qui contient Q,, stable et & valuation
divisible. On peut prendre, par exemple, K = C, (complété de la cloture algébrique de
Q).

On considére aussi un corps €2 "suffisamment gros", qui contient K. Plus précisément,
on suppose que {2 est algébriquement clos, sphériquement complet et de corps des restes
transcendant sur celui de K.

On choisit un “point générique”t, ¢’est-a-dire un nombre de €2 tel que |t| = 1 et que le
disque D(t,17) ne contienne pas de point de la cloture algébrique de K. Soit Q = >_ a; 2°
un polynome de K[x]. Soit @ le polynome de K [x] obtenu en passant au corps des restes
aprés normalisation. On a Q(f) # 0 (sinon, le lemme de Hensel montrerait que le disque
D(t,171) contient une point de la cloture algébrique de K). Donc }Q(t)‘ = 1. Autrement
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dit,

= max |a;|.

(V(ao,...,am)EKm) ‘Zaiti

Définition 43 Pourr < 1, on note W, l’anneau des fonctions analytiques a coefficients
dans ), qui convergent et sont bornées dans le disque D(t,r~) :

W, = { as (x —t)’as € 2, r°|ag] bornés}.
0

S=

On munit cet anneau de la valeur absolue “borne supérieure dans le disque D(t,r~)” :

‘Zas(x—t)s

Remarque 44 Pourr > g, le plongement W, — W, n’est pas une isométrie. Autrement

= sup |as| r°.
T

dit, il y a des fonctions f dans W, telles que |f|. > |f|,- En fait, cela se produit si
et seulement si | f(t)| < |f|.. Or, les fonctions particuliéres qui nous intéresseront ne
s’annulant pas dans le disque D(t,r~), on aura |f(t)‘ =|fl

Soit M un corps contenu dans I'anneau [z —t]]. Le corps M est naturellement muni
de la dérivation d = - et il est facile de vérifier que |f| = |f(t)| est bien une valeur
absolue sur M ([4] page 200) : il suffit de remarquer que, si |f(t)] = 0, alors f est un
élément non inversible dans ’anneau Q[[x —t]], donc non plus dans le corps M. Autrement
dit, f = 0.

La proposition suivante relie la norme d;; de la dérivation % opérant sur M et le
rayon de convergence des éléments de M ; elle justifie aussi I'introduction des ensembles

U, de Dwork-van der Poorten ([5] paragraphe 2) :

O(x) — 0(t) }

U, = {9 € Wyple; pour |z —t| < w|p|, ‘ 6

<ol o~ 1/}

ou, pour simplifier, on a posé w = |p[rll (w est la valeur absolue du “m de Dwork”).

Proposition 45 Soit M un sous corps de l'anneau Q[[x —t]] . Si on le munit de la

d

ronaM CW,. avec rdy = w.

valeur absolue |f| = |f(t)| et de la dérivation d =
Inversement, si M C W, alors rdy; < 1.

Démonstration : Pour f dans le corps M, ona |f© ()| = |d°(f)| < d5,|f] = d5, | f(2)].

1 =1
Comme ]—'| < w™?, la formule de Taylor f = E =/ ©)(¢)(z—1)* permet de constater que
s! s!
s=0
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f est contenue dans W dl. Inversement, si f appartient & M C W,., alors, f et f!
appartenant a W, la fonction f ne peut avoir de zéro dans le disque D(t,77) et la fonction
z — |f(z)] est constante dans ce disque. En particulier |f| = |f(¢)| = sup |f(2)| = | |-

Alors on trouve : of ) )
-2 <~
anl =|Z| <=Ly

D’oti la majoration dy; < 1.

Remarque 46 Il y a, a priori, un facteur w perdu dans la manceuvre...

En fait, en utilisant la majoration plus fine
1 1-s
|—'| <w pour s > 1
s!
on trouve, en définissant le nombre c par dy; = |p|° :

M C {feWw‘mc

f= FOlowe SwlFO]} = Ve,
Inversement, f et f — f(t) ayant la méme dérivée, si f appartient a U., il vient

1

1
wdy,

[F()] <

1 = FO)gar < dar £,

sans perte de facteur.

2.4.2 Corps de fonctions algébriques

On munit le corps K(z) de la norme de Gauss. Autrement dit, pour f dans K(x), on
pose : |f| = |f(t)|]. D’aprés le théoréme 38 des préliminaires, K (z) est un corps stable.
Par ailleurs, il est a valuation divisible car évidemment }K (x){ = |K].

On note E le complété du corps K (x) pour la norme de Gauss. C’est un corps stable,
d’apres la proposition 2.4 des préliminaires.

Proposition 47 ([3] proposition2.5.1) Le corps des fractions rationnelles K(x) se
plonge dans l'anneau Wy par la formule de Taylor

(x —1)°
sl

f=) 9
s=0

Ce plongement est une isométrie pour la norme de Gauss et la valeur absolue | - |;.

1l se prolonge donc en un plongement du corps E dans [’anneau W.

33



On peut maintenant démontrer le résultat suivant.

Théoréme 48 Soit L une extension algébrique de degré fini n de E, contenue dans
Uanneau Q[[x — t]]. Alors L est contenue dans Uanneau W, .

Si p ne divise pas n, elle est contenue dans l'anneau Wy = W),.

Démonstration : Comme F est inclus dans Wy, on a dg = 1. (voir proposition 45).
Le corps E est stable et a valuation divisible car |E| = |K(z)|. On peut lui appliquer
le théoréeme 42. On trouve d;, < |n|~'dg = |n|™'. La proposition 45 affirme alors que
I'extension L est contenue dans W, /.

Le cas ou p ne divise pas n est exactement le lemme 1.2 de [4].

Remarque 49 La fonction

o= =3 (P ) -t

n=0

a un rayon de convergence égal & w|p|". Elle montre que le résultat du théoréme 48 ne

peut étre amélioré.
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