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INTRODUCTION

L'étude des équations différentielles stochastiques s’est beaucoup
développée ces derniéres années, c'est un domaine plein de
perspectives et de recherche.

Les équations différentielles stochastiques ont un domaine
d'applications dans les finances et les assurances. On peut les
introduises notamment dans les modeéles d'évolution d’actifs et des
options.

Il est a noter que les solutions des équations differentielles
stochastiques qu'on va étudier sont des processus markoviens a
valeurs dans un espace euclidien R”, on se penchera sur les processus
de diffusion qui constituent la plus importante classe. Comme leur nom
indique, les processus de diffusion peuvent servir de modeles
probabilistes a la diffusion.

Cependant il faut savoir que le processus du mouvement brownien
est utilisé comme modéle de diffusion en milieu homogéne. En
reprenant une construction analogue en milieu non homogéne on est
conduit a la notion de processus générale de diffusion.

Les modéles de diffusions en milieu non homogéne sont représentés
par I'équation différentielle stochastique

{alX(t) = a(t. X()dt + b(t. X(1))dw(f) (1)
X(0) =x

ou w(f) est un &, —mouvement brownien standard.

Noter que I'équation (1) ne peut étre interprétée de facon stricte.

Comme w(r) n'a pas de dérivée, la définition usuelle de la
différentielle n’a pas de sens.

C’est le mathématicien K- Itd qui a donné un sens a ces équations,
et a montrer I'éxistence et 'unicité de la solution de I'équation (1) sous
certaines conditions de régularité des fonctions a(z.x) et b(z,x), appelées
respectivement coefficient de dérive et coefficient de diffusion, et cette



solution s'écrit :
X0 =x+] ; a(t,X(1))dt + [ ; b, X(£))dw(1)

Et cela aprés avoir définit j; b(t, X())dw(t) gu'on appelle intégrale
stochastique d’Itd.

Cette thése est divisée en deux parties. La premiére partie est
consacree a I'étude théorique des équations différentielles
stochastiques.

* Dans la deuxieme section nous avons définis I'intégrale
stochastique de Itd :

[ fit.0) dw(t)

pour des fonctions aléatoires f{r, @) € Ha[a, b] .

Ho[a, b] étant 'espace des fonctions aléatoires mesurables pour
(t,@) € [a,b] x Q) telle que:

- flt,@) mesurable par rapport a la tribu &, pour tout 7 € [a, ]

- Iiﬂt)fdt <o p.p.s

Et w(¢) est un §, — mouvement brownien standard.

Par ailleurs voici les principaux points de la 2/ section

- Quelques proprietés de l'intégrale stochastique de Itd

- Le processus X(7) = f;f(s) dw(s) est une martingale continue si
S € Hala.b] et [" B> Faydt < oo

« La formule d’'ltd qui est une formule qui permet de faire des
transformations sur I'équation différentielle stochastique.

* Les principaux points étudier dans la troisieme section sont :

- Le théoréme d'lté d’existence et d'unicité des solutions de I'équation
différentielle stochastique

- Sous les conditions du théoreme d’existence et d'unicité, le
processus X;.(s) solution de I'équation différentielle stochastique, qui
démarre du point x a l'instant ¢, est un processus Markovien

« Définition d'un processus de diffusion indépendamment de
I'équation différentielle stochastique



« Un théoréme qui permet la construction d'un processus de diffusion
a partir d’'une équation différentielle stochastique

« Nouvelle déduction de I'équation inverse de Kolmogorov pour
processus de diffusion

* Dans la quatriéme section nous nous sommes intéressé aux
problemes de sortie dans les équations différentielles stochastiques.
Ainsi nous avons étudié le probléme pour les processus homogénes et
les processus hon homogeénes.

Dans cette section nous avons définit I'instant de premiére sortie d’'un
processus de diffusion d’'un domaine connexe D, qu’on appel 7.

+ Nous avons déterminés les répartitions de 7 et du lieu de sortie X(7)

- Nous avons donnés deux exemples de temps de sortie pour
processus de diffusion homogénes.

1¢éreexemple: instant de premiére sortie d’'un mouvement brownien
d'un intervalle Je, B[

2emeexemple:instant de premiére sortie d'un mouvement brownien
bidimensionnel d'un disque de rayon d.

La deuxiéme partie de cette these est consacrée a une application a
I'électronique.

Dans la section 5 et 6 nous avons donné une petite introduction a
I'électronique et nous avons défini la jonction PN.

Dans la section 7 nous avons construit un modele mathématique
régissant le potentiel X(¢) entre les deux pdles de la jonction PN

dX(f) = (1 —expX(r)) dt + dw(r)
{ X(0) =x

Ensuite nous avons calculé analytiguement I'éspérance du premier
instant de sortie du processus X(¢) de l'intervalle Ja, B[; E7., ainsi que la
répartition du lieu de sortie X{(z,).

En dernier lieu nous avons utilisé une méthode statistique basée sur
des simulations pour calculer Ez, et estimer la répartition de 7,



Premiére partie: EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

1 PRELIMINAIRES

1.1 PROCESSUS MARKOVIEN
1.1.1 Définition [8]

Soient X(#) un processus stochastique et p(s,x,7,4) une fonction non
négative définie pour 0 < s < ¢ < oo, on dit que p(s,x,1,4) est la
probabilité de transition du processus markovien X(¢) si p(s,x,1,4)
désigne la probabilité de 'événement (X(f) € A sachant que X(s) = x),
A ¢ B, borelien de R” et x ¢ R” et si les conditions suivantes sont
réalisées

1) p(s,x,1,4) est borélienne en x pour s,7,4 fixées

iy p(s,x,1,4) est une mesure de probabilité en 4 pour s.x, 7 fixées

i) p(s,x,1,4) = J‘wp(s,x,/l,dy) pAy.t,A), s <A<t

1.2 Mouvement brownien

1.2.1 Deéfinition

On appelle mouvement brownien un processus stochastique X(#),
t > 0 avaleurs réelles, qui est un processus a accroissements
indépendants et stationnaires dont les trajectoires sont continues ce qui



signifie:
) la fonction : s - X,(e) est continue p.p.s
iy sis <t X,—X;independant de la tribu F;, = o(X(u).u < s5)
iil) si s < t,la loi de X; — X est identique a celle X, — X

1.3 Théoreme [9]

Si X(1), t > 0 est un mouvement brownien alors X, — X est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne »(¢ — s) et de variance
oX(t-s), r et o étant des constantes réelles

1.4 Remarque

Un mouvement brownien est dit standard si :

a)X(0)=0 p.ps

b) ECX(0)) =0

C) EX*(N) =1
1.5 Définition

On appelle F, — mouvement brownien, un processus stochastique a

valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifie

)V ¢> 0, X(f) est F, — mesurable

i) si s <t X(f) — X(s) estindépendant de &,

i si s < 1, X(£) — X(s) alaméme loi que X(f - s) — X(0)
1.6 Simulation d’'un mouvement brownien

En utilisant le logiciel [ANSEDS] développé par [K.Boukhetala et
K.Boudali], (dans le cadre de la présentation de la thése de cette
derniére), voir [4]. On peut simuler un mouvement brownien. La figure1
fait apparaitre un flot de trajectoires du mouvement brownien standard
sur l'intervalle de temps [0,1] pour différentes valeurs du pas Af
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Fig1
Flot de trajectoires d’un mouvement brownien standard
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2 INTEGRALE STOCHASTIQUE DE ITO

Soit w(f), t > 0 un &, — mouvement brownien standard sur un espace
probabilisé filtré (Q, A, (F ..t > 0).P). soit H1[a.b] ensemble des
fonctions (1) = f{t,@) mesurable en (4, @) définies pour ¢ € [a,b],@ € Q
telle que

a) f{t) mesurable par rapport & F, V¢ € [a,b]

b) Fintégrale [*|f0)*dr < o P.p.s

Pour toutes les fonctions de H:[a, b] on définit plus bas l'intégrale

[ ftyan(o)

2.1 Intégrale stochastique d’ltd d’'une fonction
étagée
2.1.1 Définition

Une fonction aléatoire f{/) est dite étagée s'il existe une partition de
[a.b], a =1ty < 1) <...< 1, = btelle que f{r) = flt;) pour t € [t 11|
i=0,...r

2.1.2 Définition

Soit f{f) une fonction aléatoire etagée, f(1) = f{t;) 1 € [ti,ts1[ OU
a=1y <...< t, = bpartition de [a, ] on définit I'intégrale stochastique de

VON
par: [ A1) dw(t) = Y1t Rt [w(teen) = w(te)]
Ou w(f) est un mouvement brownien standard
2.1.3 Propriétés
a) Si E(f{n)|)/F ) < o pour t € [a,b] alors:
E(" fndwtyF) =0 ps (21)
b) Si E(fi1)|%F,) < alors:
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E((I‘Zf(t) dw(t))*F 4) = IZE(fQ(t)/é?’a) dt ps  (22)
Preuve:
a) E([* (1) dw(t)/F a) = ECTmb flt) w(taer) = wlt))/F o) =
ECE EGUn) 00(ther) = wte))F 1 )iF 4 = 0
car w(t) mouvement brownien standard et f{#;) est +,, —-mesurable
E([” Rydw(0)*F o) =
o R (i) = (10T 0 +
23 GBSt otn) = w(t)) w(tier) = () F g
= 3 B EOWt5er) — W) T 1 F u+
2 Zﬂ,rcE(f(fj)ka)(W(fjﬂ —w(t;))EW(tim) — wlte)/F 1)/ F 4
Puisque les accroissements w(f;) — w(#;) pour k£ = j sont
indépendants, alors

E((J" R)dw())2/F a) = St EPUHF o) (bt — 1)
= jiE(f(t)Z/éfa) di +

2.1.4 Lemme [9]
Si ¢(1) fonction étagée alors:
P{HZqo(t)dw(t)| » ) < X P{"lp()Pdt > N} VN> 0 Ve 0 (28)
Preuve:
o) Sity <t <t et 3 0201 — 1) <N

Soit pa(s) = | 1 Zk,_o U

0sity <t<t et Zj=0qoz(tj)(tj+1 —t) > N
ou(t) = @(t;)site tutim] a=1t <t <. <t,=b
Alors @n(f) € L*[a,b]

b

[ @30 dr =370 02411 — 1)

p est choisit de telle maniére que
2 oSt —) <N, p<r-1 dou
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E([" p3(e) dry < N de plus p(t) - ox(t) = 0V € [a.B] si [ () di < N
Par conséquent

P{|[Lowdw)| » €} < P{|[* o) dwin)] > b + P{[* 920y dt » N}

b
) & qu;) b (1))? +P{IZ¢2(0 . N}

<& +P{f2¢>2(r) dr > N} .

2.2 Intégrale stochastique d’ltd pour une fonction de
Hala,b]
2.2.1 Lemme [8]
Soit fe Ha[a, b] alors il existe une suite de fonctions étagées
Jn € H2la, b] tel que:
limye [0 = fu(D2dt = 0 p.s
2.2.2 Construction [9]
Soit f,, une suite de fonctions étagées telle que
[0 = 10Tt = 0 p.s
La suite f,, existe d'aprés le lemme (2.2.1), et elle est de Cauchy,
alors :

lim P{[ (1) = SO dlt >~ ¢ = 0
nm - o Ve >0
en utilisant (23) on peut ecrire :

{lim P{“an(t) dw(t) = [ ful ) dw(H)] > 6} < & +lim P{IZan(t) ~ful) dt > €

n,H — 0O

Ve >0, Vo >0
puisque ¢ est arbitraire pour tout 6 > 0
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lim P{Ujfn(r) dw(t) - [* 1) dw(t)| > 5} _0

A, — o0

donc la suite de variables aléatoires fon(t) dw(t) est de Cauchy

donc elle converge stochastiquement vers une limite qui est
indépendante du choix de £, sous réserve que

[ 1ty = RO dt 0

posons.

{lim P{Ujfn(r) dw(t) - [ f0) dw(t)| = €} =0

n,— o0 qu’on notera :

[P Rty dw(t) = P~ lim [ £,(t) dw(1)

cette limite s’appelle intégrale stochastique de itd de la fonction f{7),

cette intégrale est définie pour toutes les fonctions /'€ Hz[a,b] car on
peut construire une suite de fonctions étagées f,, € Hala, b] telle que

{lim 2ty =Rty dt = 0
= o0 p.s
2.2.3 Propriétés
Soient 11,12 € R, fi(#), fo(r) € Hala,p] eta <c < b
a) [ £i(0) dw(t) + [ i(t) dw(e) = [ fi(2) dw(2)
o) [P (A1fi(6) + 2afa (D)) dw() = 1 [ fi(0) dw(t) + A2 [ fo() dw(2)
o) si [ E(fi()[/F sy dt <0 p.s alors:
E(["fi6) dw(t)/F ;) =0 mod(P) et
B[ A0y dw(0)*F o) = [ EQR0) *F 2) dt - mod(P)
Preuve:
c) Soit une suite de fonctions étagées £, telle que E(Izp‘n(z‘ﬂzdt < o0
on admet qu'il existe une fonction £, pour laquelle
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1 — o0

{lim E[fo(5) = fi(0)2dt = 0

1 — o0

. b (b
= {hm Efﬁ(t) a- Efdﬁ(t)dt et d’'aprés (22) on a

E|[° 1) dwit) = [*fut) dw(e) | = E[2fu) )Pt = 0 quand
n,m — o
On a aussi
[21t) dw(t) ~ [ /i(6) dw(t) quand n — oo dans L?(C)
Donc en particulier
E([” fu(6) aw(@)F 2) — E([ fi(6) dw(t)/F ;) = 0 quand n — o
et
B[ £y aw(d)|"170) — E(|[fi(0) dw(n)|/7°) quand n - o
E["(f(0/F dt ~ E["(f(0)/F )dt - quand n — o -

2.3 Intégrale d’'ltd

2.3.1 Définition
On note X(#) = | ;f(s) dw(s) a<t<b
Sif(s) € Hala,b] alors f(s) [ € Ha[a,b] Vie [a,b]
On définit I'intégrale indéfinie de itd:

J ;f(s) dw(s) = | zf(s) i< dw(s)
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2.3.2 Théoreme [8]
Sif1) € Hala,b] et [" E(A(1)/F ,)dt < o alors:
X(1) = f;f(s) dw(s)  estune martingale

Preuve:
Soit a=1y <1t <..<t,=h une partition de [a,b], posons:

X = [“fs) dw(s)
pourk <1, EX;-Xi/F.)=E| i As) dw(s) = 0
donc
E(X/F ) = EXilF 1) = X,
car X est &, —mesurable -

2.3.3 Propriétés
Si [*E(fs) [ 4) ds < o alors:

P{supas |[ fis) dw(s)| > e/F o} < L "E)PIF o) ds (24)
Preuve:
On a montré que X = fZ“f(s) dw(s) est une martingale donc (X;)? est

une submartingale,et d’aprés une propriété des martingales
P{suposkenXi| > ¢/F o} < CLZE()(%/S“H)

donc
P{Supagzkgb|fch(5’) dw(s)| > c/ﬂfa} < C%IzE((f(s))Q/ﬂja)ds
d’ou I'on déduit le résultat car le processus f;f(s) dw(s) est séparable
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2.3.4 Théoreme [8]

Le processus f;}“(s) dw(s) est continu

Preuve:

Premier cas: /€ Ha[a.b] et ijﬂs)Fds < o0

il existe une suite de fonctions étagées f1,(f) telle que
1M e IZEJf(t) —f(f)?dt = 0 d'aprés la propriété (24)

P{supagg, H;f(s) dw(s) — I;fn(s) daw(s) | > 6} < GLZ IZEJf(s) — fu(s)|ds
On peut choisir ¢ = ? etn = n; tel que
P{supagg, H;f(s) dw(s) — J‘;f%(s) dw(s) | > #} < k%
En passant a la somme on a
ZLIP{supaggb H;f(s) dw(s) — J';fmc(s) dw(s) | > ?} <D k% < o0
D’'aprés le lemme de Borel -Cantelli a partir d’'un certain rang 7, on a
presque sdrement
SUP a<s<h H;f(s) dw(s) — J‘;f%(s) dw(s) | < #
donc f;}“(s) dw(s) est presque slrement limite uniforme d’'une

fonction continue, cette limite sera également continue -
Cas générale: f € Hs[a,b]

soityw(z) - Ilsiz<N
Osiz> N

soit fi(£) = f16) 2| f(s)ds) alors:
In(t) € Hala, b] et In(t) = f;fN(s) dw(s) est un processus continu

soit Qy = {a) tel que fif?(t)dt < N}

siwe Qu, fult) =fult) pour a<t<bet N<M

par suite pour presque tout @ € Qn on a: fv(t) = fult) a<t<b
soit J(£) = lim-xJas(f) €St continue pour ¢ € [a,b]

comme Qy et P(Qy) / quand N — « donc J(#) est continu

P{I;Jf(s) — fu(s)|Pds > 0} = P{I;ﬂ(s)ds e M} - 0 quand M - «

VN >0
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[ fls) dw(s) = P = liman Jas(t)
donc f;}“(s) dw(s) est une version continue de J(7) -

2.4 Intégrale stochastique d’ltd avec bornes
aléatoires

2.4 .1 Définition

Soit r un instant markovien par rapport aux tribus F,, i.e
{r >t edy)

Supposons que 7 € [a, b] presque slrement, alors pour toute
fonction f{#) € H,[a,b], la fonction

SO, € Haola.b] car Ly.p est F; —-mesurable

On a par définition

[ty dw(e) = [ fO) s d(0)
2.4.2 Propriétés [9]
si E(["(f10)*d0F ;) < o, alors:
a)E(I:f(t) dw()/F) =0 ps  (25)
o) E(([" 1) aw(1))*/F o) = E([_ (AD)*driFa) ps  (26)

2.4.3 Intégrale stochastique a deux bornes aléatoires

Soit (1) € Ha[a,b] si 7, et 7, sont deux instants markoviens par
rapport alatribu F,telsquea <7, <72 <b p.s
Alors on poura définir

[ Z Sy dw(t) = [0y dw(®) = [ fle) dw(a)
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2.4.3.1 Propriétés
Si A1) € Hala.b] et [* E(f)2dt < o
et soient r, et 7, deux instants markoviens tels que
Pla<t <1,<b}=1 alors:
a) E[*fitydw(®) =0 ps (27)
b) E(ff SO dw(h)? = E| fg(r)ydt p.s (28)
Preuve:
Isit= T;

a) Soit y;(¢) = { _
Oslt>1;
[ ey awie) = [ oo = [ ooy
= [PROGa(0) = 71(0)w(0)
1i(ORD) € Hala.b] et [* Ex3(n2de < [P E(fH)2dt <0 i=1.2
Donc
E[* foydw(t) = E[” A = x10)aw(e) = 0
o) E(J fi)w()) = E{[* R} a0) = 71 (0)win) b
= DB (a0 = 71()*
= [PE{0)*(2(0) - 71 (0)
= E[2(u)dr -

i=1,2 y:(t) estF, —mesurable

2.5 Formule d’lt

2.5.1 Processus d’ltd

Soient (12, .4.P) espace probabilisé, &, une filtration de A et w(z) un
F; —mouvement brownien, on appelle processus d'ltd un processus
E(t), a< t < b avaleurs réelles tel que

E(ty) = &(t) + J‘Z a(s)ds + I: b(s)dw(s) VY a<n<tn<bhb pp.s,
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ou

_ &) est F,, —-mesurable

__a(l) et b(t) sont des processus adaptés a F,, pour a<t<h

_ Iz\a(1)|dt < p.s

_ b(r) € Ha[a,b]

On dira que a(f)dt + b(dw(t) est la différentielle stochastique de (1)
et on notera formellement

d&(f) = a(H)dt + b(f)dw(f)

2.5.2 Formule d'itd [9]

Soit &(¢7) un processus d'itd

d&() = a(Hdt + b(H)dw(r)

Soit u(z,x) une fonction non aléatoire définie pour ¢ € [a,b] et x € R
continue et possédant des dérivées continues

w,(t.x), u.(tx)etul.(fx)

Alors le processus 7(f) = u(,E(r)) est un processus d’lté eton a la
formule suivante appellée formulfe d’ltd

dn(t) = [ul(t,E(0) +ul(t.E(D) a(t) + 2ul(£.E(0) B2(0) | dr +
[u.(6.5(0) b(E) | aw(t)

2.5.3 Exemples
1- Si &(f) = w(r) mouvement brownien standard alors on a a(7) = 0 et
b(f)y=1 etw(0)=0
et si u(t,x) = flx) = x> d'aprés laformule d'lté on a
dw(f) = 2w(f)dw(t) + 12dt on obtient
w2 (t) =t = 2] w(s) dw(s)

Comme E(f; w2(s)ds) < oo, on retrouve le fait que w?(z) — r est une
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martingale -

2-Soit I'équation :

X(8) = xo + [ X(s)(uds + odw(s))
gu’on écrit formellement
dX(t) = X(t)(udt + odw(t))

Cela signifie que I'on cherche un processus adapté X(#).r > 0 tel que
les intégrales

I;X(S)ds et f;X(s)dw(s) aient un sens et qui vérifient pour chaque ¢

X() = x0 + [} uX(s)ds + [ aX(s)dw(s)
Faisons d'abord un calcul formel; posons ¥(¢7) = logX(¢), appliquons
la formule d'ltd a la fonction u(z,x) = f{x) = logx
(au moins formellement car f{x) n'est pas de classe C?)
On obtient

T JdX(s t
log X(¢) = logxo + . va)) + 5 Io —X+®02)(Q(S)ds

Y() = yo+ [ (u— 2 )dt + [, odn(s)
= logX(#) = logxg + (u — ‘;—2)t+ ow(t)
Donc X(#) = xoexp{ (u - )+ ow(r) » estune solution de
I'équation précédente
Vérifions cela rigoureusement
Posons X(¢) = u(t,w(1))
ou u(t,x) = xg exp{(p - %z)t + ox}
La formule d'Itd donne
X(6) = u(tw(®)) = u(0,w(0)) + [\ ul(s,w(s))ds + + [ ul(s, w(s))dw(s)
X(#) = xo- [ X(s)(u = Z-)ds + [| X(s)odw(s) + L [! X(s)ods
Finalement
X(1) = x0 + [ ; X(s5)(uds + adw(s)) -
Le processus X(¢) est appelé processus de Black et Scholes
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2.6 Formule d’ltd multidimensionnelle
2.6.1 Définition

On appelle &, —mouvement brownien p —dimensionnel un processus
a valeurs dans R?, w(r) adapté a &,, avec

w(t) = (w1 (£),w2(f),...,wp(f)) oules (w;(¥)) £>0 sontdes
F; —mouvements browniens standards indépendants

2.6.2 Définition

Soit B(#) une fonction matricielle, B(#) = [b;;(1)] 1<i<net
1 <j<p telle que b;;(f) € Hz[a.b]

On définit l'intégrale

b b _
(jaB(z) dw(f)); =3 jab,,-(t) dwi(t) i=1,..n
C’est une fonction vectorielle donnée par la i*™ composante

2.6.3 Deéfinition

Soit w(f) un &, —mouvement brownien p —dimensionnel, soit f{z) une
fonction vectorielle, f{1) € R?

S = filn).f2(D,....[p,() dontles composantes f;(f) ¢ Hala,b],
1<j<p
pourx € R onnote, |x|= [x}+x%+.. +x3 alorson définit
b b
[, aw) =20 [ filt) dwi(0)

ou {-) désigne le produit scalaire dans R”

2.6.4 Propriétés [9]

Siflr) = (fi(D).....[p.(1) € RP telle que fi(#) € Hala.b] pour
k= 1....pet B(["|f(0)|*dtiF ;) < oo alors
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a) (" fit) aw()iF ) =0 p.s
o) £([ | .0 dw(x)f/fa) = E(" R0 PdiF ) p.s (30)
c) Si B(¢) fonction matricielle B(¢) = [b,;(1)] 1 <i<n 1<j<p telle
que b;;(f) € Hala,b] et si
E([° rB(OB* (1) di/F ) < o0

Alors:

E(|[* By dw(n) |2/$a) = E([* BB (1) diF a) p.s
d)SiAW) = [ay()] 1<i<nm 1<j<p ayld) e Hala.b]

et £([” (N A" (1) dU/F ) < o0

Alors:
E(” A@yaw(t) [" B@yaw(yF o) = K[ rA@0B* (1) diF ) p.s

2.6.5 Processus d’ltd » —dimensionnel
2.6.5.1 Définition

Soit X(1) = (X1(6),X2(F),....X,()) un processus aléatoire
n —dimensionnel, on dit que X(7) est un processus d'ltd si:

t t
Xi(t2) = Xi(t) + | ; ai(s)ds = 7| [ ; bij(s)dw;(s)
i=1,..., net j=1,..., p.a<ti<fH<bh
i) a;(f) et b;;(r) sont &, —mesurables

1)) Iz\af(s)\ds <00 p.p.s
i) [*(bij(s))?ds <0 p.p.s  (i.e) biy(s) € Ha[a.b]
On notera formellement:

dX(1) = a(tydt + 37 | bj(Ddw(l) ou

a(f) = (ar(f),...,an(0))* €t b(t) = (brj.baj....buj)*
2.6.6 Formule d’l1t6 multidimensionnelle [9]

Soit &() = (&1(0),E2(0),..., Eq(6)) un processus d'lté » —dimensionnel
tel que
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dcfi(f) = a;‘(f)df-F Zj;l ij(f)de(f), i=1,....n ette [a,b]

Et soit u(t,x1,x2,...,x,) une fonction continue et possédant des
dérivées continues

. 2 .
oo . opnet 2 ik=1,..n
o’ ax; o, By

Alors le processus n(f) = u(t,£(r)) est aussi un processus d'ltd et on

dn(t) =
[ 2(E0) + L, 260) ar+ $ X0 T B (LEW) bugbs, |

dt
+Zf=1 Zf_l ax; (t 5(1)) bIJ(t) dw](t)
2.6.7 Remarque

Sil'on considére I'opérateur £ des equations aux dérivées partielles
parabolique définit par

1 ;
Lu = Z =1 ax axk * Zf— @i, 3361 T
Ou H = M(t,)ﬁ,...,xn) et Of;’k — _1 IJ(t)ka(t)
Et si on note

2o 2o e (L8N (0) dwi(l) = ui(t.E(0)B(1) dw(1)
ou B(H) =[bi;()] 1<i<netl<j<p
La formule d'Ité s'écrit alors :

dn(t) = Lu(t,&(0) dt + ux(£,E()B(t) dw()

2.6.8 Applications de la formule d’Ité
2.6.5.1 Théoréme [8]
Soit 1) & Ha[0.7] et [, ERD)™dt < 0 m e N*. alors
E[[I R0y aw() ] < [m@m - D)7 [T By di - (31)

Preuve:
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On applique la formule d'ito au processus &(f) = f;j(s)dw(s) et on

prend u(f,x) = x2m
0<t=<T on obtient

[[* fs)an(s) |7 = 2m [ [[* faydw(u)] fis)dw(s) +
~m@m - 1) [ [ [ fadw) | f(s)ds

On suppose d'abord que f(s) est une fonction étagée bornée qui ne

dépend pas du hasard
dans ce cas

[ B[S faydw(a)) ™2 (s)ds < o

Ainsi

E[[! fisyaw(s) " = m@m - ) [LE[[* fa)dwia) | fots)ds
D’aprés l'inégalité de HOIder au terme qui est a droite

m(2m—1) {IOTE[IZﬂu)dw(u) des} E {IOTEme(S)dS} =
La fonction

t E[[! fis)dw(s) ]
est monotone croissante, donc
J E[ [? j(u)dw(u)] ds < [ E[ [ j(u)dw(u)}

On obtient alors
E[[ i) | <
m(2m — 1){.[ E f(u)dw(u) dt} I E(f(S))deS} b

< m(2m - 1){TE [T Rs)w(s) ] } {j CEP(s)ds ) "
dans le cas général f{x) € H»[0,7] on peut toujours exhiber une suite
de fonctions étagées bornées
telle que
Efgy(t) —fu(B)P"dt - 0 quand 7 -
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alors
[ fodwt) = P—lim [ f,(w(s) -
2.6.5.2 Proposition
Soit &,(¢), i = 1,2 un processus d'Itd tel que
dcfi(f) = a;‘(f)df-F Zj;l ij(f)de(f) i=12

ou wi,wa,....w, sontdes mouvements browniens indépendants,

alors
d(&162)(0) = &1(0) dEa(t) + Eo() A1 (6) = D07 b1y (Db (D) di (32)

Cette formule s’appelle formule d'intégration par partie

Preuve:

On applique la formule d'ité aux processus & (#).E2(1) et (&1 + &2)(1).
en utilisant la méme fonction u(z,x) = x*

Il vient que

dgi(t) = 261(Dar () = 200, b1 (D) dt + 251 (D27, b1, (0) dw;(1)

dg3(1) = (262(Daa(f) + 200, b3,(0) dt + 282327 b (1) dw;(1)
(&1 + &)2(0) = [ 20610 + &) @1(0) = ar(D) + 327 (br(t) + boy (D) ]
dt

+2(81(0) + £2(0) 207 (b1 (8) + bay(1)) dw;(2)

d(&1+ &) =

[251(a1 +ay) + 28 (a +az) + Zf=1 bi, + Z}il b3, + ZZL b1;b2y ]dt
+2&1 2}11 brjdw; +2&, Zf=1 bojdw; + 284 2}11 bojdw; +2&, Zf=1 byjdw;

En utilisant le fait que

d(é1+ &)t = déT + dEF +2dE &
On ale résultat -
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3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

On considére des équations de la forme:
&) = Z+ [ als.E(s)ds + [ b(s,£(s))dw(s) (34)
gu’'on peut écrire formellement
di(t) = a(t.8(1)) di + b(£,£(1)) dw()
te[0,T
{ &0) - 7 [0-1]
On appelle ces équations des equations différentielles
stochastiques. Une solution de (34)porte le nom de diffusion..
Nous étudierons quelques propriétés des solutions de ces équations

3.1 Théoreme d’Itd
Précisons tout d’abord, ce que 'on entend par solution de (34)

3.1.1 Définition

On se place sur un espace de probabilité (Q2,.4,P) muni d'une
filtration (¥, t > 0) on se donne:

a:RtxR->R eth:R*xR - R Zune variable aléatoire
F o —mesurable et w(f), f > 0 un &, —-mouvement brownien.

Trouver une solution de I'équation (34)signifie : trouver un processus
stochastique &(¢),f > 0 continu &, —adapté, qui vérifie:

~ pour tout 7 > 0, les intégrales J‘IO a(s,&E(s))ds et J‘IO b(s,E(s))dw(s) ont
un sens

I;\a(s,cf(s)\ds <o et f;|b(s,c§(s)|2ds <o p.p.s
_ &(r) verifie (34) c'est a dire:
VE2 0 &) - Z+ [ als.E)ds+ [ b(s.&(s))dw(s)  p.p.s
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3.1.2 Théoréme d’lt6 [8]

Sia(t,x) et b(t,x) sont des fonctions boréliénnes pour x € R et
t € [0,7T] telles qu'il existe K < «© avec:

) |a(t.x) —a(t,y)| + |b(t,x) — b(t,y)| < K|x —y| vx,Vy e R

i) |a(t,x)|* + |b(t,x) > < K2(1 + [x|%) VxeR

i) Zne dépend pas de w(f) et E(Z?) < w

alors, pour tout 7 > 0 I'équation (34) admet une solution unique dans
lintervalle [0,77]

&(1) continue et sup(§(1))3cer <

Remarque:

unicité des solutions de (34) signifie que si &,(¢) et &,(¢) sont deux

solutions de (34)

Alors:

P{&i(H) = 620D} = 1. Vie[0.T]

Demonstration:
Lemme [8]

Si a(f) est une fonction intégrable non négative définie pour ¢ € [0.77]
et vérifiant l'inégalite
a() < L[ a(s)ds + B(2)
ou L constante L > 0 et B(¢) fonction intégrable, alors:
alf) < B(1) = L[| (expL{t - $))B(s) dis

Preuve. o(f) < B(1) +Lf;a(s)ds < B() +Lj;[g(z) + L[} a(s)ds Jds

< B +L[ [ Bls1) + L[ [ Bls2) + L[ as3)dss Jedsz ]disy

< B(¥) +Lf;ﬁ(sl)ds+L2[;f: B(s2)dsads + ...

..+L”J‘;J‘gl. ) .J“:‘*l B(s,)ds ds>...ds, + L™! I; ) .J“: a(sy1)ds)...dspy
J‘;J‘i;...I;na(sml)d51dsz...dSm1 — J'I Ma(sm-l)dsml et

0 !

1M e 17771 I; J“;l i I; a1 )dsy...dsp =0
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donc
alt) < B+ L[ 30 1F 5 B(s)ds
a(f) < B(6) = L[} " B(s)ds

1 - Unicité:

Soient &i(H) = Z + [ ;a(s,cff(s))ds +[ ; b(s,E:(s))dw(s), i=1,2 deux
solutions de (34)

et soityn(#) variable aléatoire telle que:

_ st <N, |Ea(s)| <N
an(h) = .
0 dans le cas contraire.
Comme yn(f)yn(s) = ya(tf) pours <t ona

pour 0 <s<f{

Exn(D[E1(0) — 20017 = Exn(?)
[[7 xn()als.&1(9) = ats.&2())ds + [} xm(s)b(s.E1(5)) = bs,E2(s))dw(s)

En utilisant le fait que (a+ 5)? < 2q%>+2b*> ona

Exn(O[E1(0) - £ < 2Exn[ [ 2n(s)a(s.61(5)) —a(s.E2(s) ds | +

2Exn([ [ 2()b(s.£1(5)) — b(5.E2(5)) dw(s) |’

< 27[" Exn(o)[ats.£1(s)) — als.&2(s)) ] dls +
2[! Exn()[b(s.61(s)) = bls.&2(s))] s
D’aprés la propriété i) du théoreme on obtient
Exn(O[E1(8) - E2(0]7 <
27K [ Exn($)[E1(s) - £2()) dls = 2K [| Exn(s)[£1(s) - E2(s)] s
Finalement
Exn[1() = &0 < L[ Exn()[£1(s) - &x(9)] s
avec L =2(T+ 1)K?(35)

Appliquons le lemme précédant a la fonction

a(t) = Exn@|E1(0) - &0 et Br) = 0
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et d’aprés (35)
Exn(IE1(8) - &) =0

C'est a dire

P{E1(0) # E2(0)} < P{supsl1(s)| > N} + P{sups|Sa(s)| > N}
Les probabilités de droite tendent vers zéro, donc
P{&1(0) # 52(0)} = 0

D’ou l'unicité de la solution -
2 - Existence:

Pour démontrer 'existence nous allons utiliser un argument
d’existence d’'un point fixe pour une application contractante.
Soit B I'espace de banach des fonctions aléatoires &, _mesurables
pour tout ¢, vérifiant la relation
suposr FIG (1) < o0
et de norme

1E1l = Jsuposrer EI (1)

On définit sur B l'opérateur &

S¢W0) = §0) + [ als.C()ds + [ b(s.5(5))dw(s)
L'existence des deux intégrales est une conséquence de la relation

als.E()|” + b(s.£(s)* < K2(1 + E(9)]*)
L'inégalité
(a+b+c)? <3(a’+b*+c?) etlacondition (ii) du théoreme donnent

E|SC(0)? < 3E|Z% + 3TEf;K2(1 +[C(s) | )ds +
3[25](2(1 = 2(s)|P)ds
< 3E|Z\2 + (37T?K? +3T+K?) (1 + HQ’Hz)

donc 'opérateur S applique 5B dans B on a ensuite

ESE, (1) - S, (D] <
27 [! Ela(s.{1(s)) - als,¢2() ] ds +



31

26([ [B(s,¢1(5)) = bls,¢2(5)Jdw(s))?
<L E¢1(s) - {2(s)|ds
<Lff¢i =&
avec L = 2K*(T+ 1)
Cette relation montre que 'opérateur & est continu sur B . puis
B8, (1) = S0 < L[ ES™ 181 () = 81 () dlu <

n _ 2
<L I ' 'J.10-<t1<12-<...<rn-<tE‘C1 é’2| dty...dly

< L2g -6
Donc pourtout () ¢ B ona
8™ —Sn))* < B Sg - ¢
1S =S|t < 3 EESC - ¢ )
donc la série > " [|8™!{ - 8[| est convergente
entraine I'existence de la limite du processus S7((f) quand n — .
on note cette limite &£(z).

S etant continu
11 STS"E ()] = SEQ)

or
S[&"¢(H)] = 87151 » &) quand s > o
donc
1SE &l =0
de la définition de la norme il résulte que
E(H) =8&E() p.s Ve [0,T]
C'est a dire que &(r) est solution de 'équation (34) -
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3.2 Propriétés des solutions des équations

différentielles stochastiques

Dans cette section nous allons vérifier la propriété de Markov pour un
processus £(#) solution de (34),

cela signifie que le comportement futur de ce processus aprés ¢
dépend uniguement de &£(¢) et non de ce qui s’est passé avant r.

Ce point est essentiél dans les calcul de prix d’options. il permet de
prouver que le prix d'une option sur un actif Markovien ne dépend que
du prix de I'actif a I'instant ¢

3.2.1 Théoréme [8]

Supposons que a(z,x) et b(z,x) vérifient les hypothéses du théoréme

d'Itd et que &,.(s) processus définit pour
s e [t.T], t> 0. estsolution de I'équation:
Erels) = x+ [T a(u.Ereu))dhu + [ b)) dw(u) (36)

Alors le processus &(r) solution de 'équation (34) sera un processus
Markovien dont les probabilités de passage sont définies par

P(t,x,5,4) = P{Ex(s) € A}

Preuve:

Eix(s) ne dépend pas de £(f) et des événements de &, puisque &(r)
est F, -mesurable et £,.(s) est entiérement définit par le processus
w(s) — w(t) pour s € [£,T] qui ne dépend pas de

Le théoréme d'ltd nous dit que:

&s) = &0 + [ alu.&(u))du + [ b(u, &(u))dw(u) (37)

&(s) est 'unique solution de I'équation (37) donc &, (s) sera aussi
solution de (37).

D’aprés l'unicité de la solution on a

E(s) = Euzns) pp.s
Prouvons maintenant que P{&(s) € A/E(1)} = P{&(s) € A/F
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Pour cela il suffit de montrer que

EYA(E(s)) = EYE(A(E(s))/E(1))
ou Y variable aléatoire bornée &, —mesurable et 1(x) fonction
continue et bornée. Soit

plx.@) = A(x(s)), ona A(&(s)) = e(E(h).0)

Supposons d'abord que ¢(x,®) est de la forme
px.0) =2 0ix) yi(w)
puisque v (@) ne dépend pas de &, on aura alors
EYY 0 olEyi(o) = D7 EYer(E(1) Eyi(w)
= £ Tou&() Eyi(e)
EQ i, exEOyi(@)/&(n) = 22 0(E(D)Ey (o)
Donc
EQE(s)/F 1) = g(&(6) ou glx) = EA(Erx(s))
Pour toutes les fonctions ¢ la démonstration se fait par passage a la
limite. par suite on a
P{&E(s) c AIF s}y = Propn(s,4) = P{Ex(s) € A} »

3.3 Processus de diffusion
3.3.1 Définition [8]

Un processus de Markov » —dimensionnel de probabilité de transition

P(s,x,t.4) est appelé processus de diffusion si et seulement si:
) Ve >0, Vi>0et VxeR”
lim o L | yape P+ hdy) = 0
i} il existe un vecteur a(f,x) et une matrice o(z,x) tels que
Ve >0, Vi>0etVx e R”
limso % J'ly_x‘«(y,- —x)P(txt+hdy) =ait,x) i=1,...,n

lim o L | e Wi = XD = XDPX 1+ Body) = 034(2.)
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ij=1,....n
oua= (ai,az,....an), 6 =05 V= ©Wi,....yn) 8Lx = (x1,...,xp)
le vecteur a est appelé coefficient de dérive
la matrice o est appelée matrice de diffusion

3.3.2 Construction d’un processus de diffusion

Nous allons construire un processus de diffusion &(f) de coefficient
de dérive a(t,x) et de matrice de diffusion o(z,x), f € [0,T]

_ Soit I'équation différentielle stochastique

dé(t) = a(t,&(0)dt + 3 b(t.E(D) dw;(1) (38)

ou w;(#), j = 1,...,n sont des mouvements browniens indépendants

a(t,x) = (a1(t,x),...,an(t,x))* et bi(t,x) = (b1 (t,x),...,bn;(1,x))
ij=1,...,n

I'équation (38) est équivalente a I'équation :

£ = E0) + [ ; a(s.&(s) ds+ 377 | ; bi(s.E(5)) dw;(s) (39)

Dans toute la suite on supposera que £(0) ne dépend pas des
processus w;(f) pourj=1,....nets c [0,f]

On admettra que la solution de (39) est un processus &(1) tel
gu’existent les intégrales du second membre de (39)

3.3.3 Théoreme [9]

Soient a(t,x), b (t.x).....b,(t,x) des fonctions boréliennes définies
pour f € [0,7] etx € R”. g’il existe K < o tel que
) la(t.x)|? + 307 b;(e.x)|" < K2(1+ x])

i) |a(t,x) — alt.y)| + 20 [bi(4,x) = by(£,y)] < Klx - y|
Vx ¢ R",Vy ¢ R” et || désigne la norme euclidienne dans R”.
Alors 'équation (39) posséde une solution unique &(r) qui est
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continue p.s .
Cette solution est un prcessus markovien de probabilité de passage
P(tx,5,4) = P{&;x(s) € A} ou &;.(s) est solution de I'équation :
Eux(s) = x+ [ a(u.Eox())du + 307 [ 0;(0.1x() dwi(u) 1< s
(40)

_ Side plus les fonctions a(t.x) et b;(t,.x) j=1,...,n sont des
fonctions continues. alors le processus &£(f) sera un processus de
diffusion de coefficient de dérive a(z,x) et de matrice de diffusion
o(t.x) = B{t,x)B*(t,x) ou B(t.x) = [bi;(t.x)] ij=L1.....n

La démonstration de ce théoréme ne différe en rien de celles des
théorémes pour les processus a une dimension

3.3.4 Remarque

Si les coefficients a(r,x) et b;(¢,x) de 'équation (38) ne dépendent

pas de ¢, c'est a dire que I'équation est de la forme
dé(t) = a(E@)di + 32, bi(E(D) dwy(r) (41)

eta(x), b;(x), j = 1,...,n vérifient les conditions du théoréme
précedent, alors la solution &(r) sera processus Markovien homogeéne,
c'est a dire que la probabilité de passage P(t,x.t + h.A) ne dépendra pas
de 1.

En effet, P(1.x,f + h.A) est confondue avec la répartition de
Nex(h) = St + h);

or le théoréme précedent nous dit que 7,.(k) sera solution de
I'équation:

dnix(h) = anes()dh + 357 binix(h)) dlw;(t + k) —wi0)]
N:x(0) = x

Comme la répartition conjointe de [w;(f + A) —w;(#)], j = 1.....m; ne

dépend pas de ¢, il en sera de méme de la répartition de &,.(¢1 + /) »
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3.4 Equation de Kolmogorov

Soit £(¢) solution de 'équation (39) d'aprés le théoréme (3.3.3) la
répartition de &(s) pour s » f sachant &(¢) = x est confondue avec la
répartition de &,.(s) si on note par E,n =espérance mathématique
conditionnelle des variables aléatoires 7, fonctions de la trajectoire du
processus £(s) sur [1, 7] sachant &(¢) = x et 8 fonction de &,.(s), alors
Eixn = E.6.

Le processus étant Markovien, donc pour définir les probabilités de
passage il suffit de déterminer:

Erp(&(5)) = [oP(t.x.5.dv)
Qu ¢ est deux fois dérivable

3.4.1 Théoréme [9]

Soit £(¢) solution de I'équation (39) tel que &,.(s) soit solution de (40),
si &(f) remplit les conditions siuvantes:

a(t,x), b1(t.x),...,b,(f,x) sont des fonctions continues pour
(r,x) € [0,T] x R", possédant des dérivées partielles premiéres et
secondes continues et bornées, et si ¢(x) est une fonction continue
bornée et possédant des dérivées premiéres et secondes continues et
bornées alors:

i) La fonction u(t,x) = E.x0(E(s)) t € [0,s] posséde des dérivées
partielles premiéres et secondes par rapport a x; continues et
dérivables par rapport a t

1 ;
i) Lu = Z 1 @ ax axk
ou a;r = Zj=1 bubk,]

i) lim e u(t,x) = @(x)
Preuve:

D aise G =0
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u(t.x) = Ex@(E(s)) = ErxEvnrsean(@E(s))
= Fu(t+ AL E(E + Al
D’aprés la formule d'It6:

w(t + ML+ AD) —u(t+ ALEWD) = [TV B (1 ALE(S))ar(s.(s))
D Bis(5.6()bii(s.E(s) g (1 + ALE(s) ds
S buy(s.E() 2 (1 + ALEs)) dwy(s)

Donc
Eou(t + ALE(E+ AD) — Eu(t+ ALE(H) =

J.?AIEIJ[Z;l ak(S:K(S))%k(t +ALE(s)) +

T2t biy(5.5(5))biy(5.5(8)) g (1 + ALE(s))] dt
Comme

Eou(t+ALE(E)) = ult+ ALx)
Il vient que
u(t,x) —ult+ Atx) = E > ak(sf,é(sf))%(t + ALE(S)) +
Ly big(s 6 biy(s' E(8)) 5T (1 + ALE(S )] At

ous' e tt+ Al

Comme 2 et -ZL sont bornées ets’ - ¢ pour Af — 0
x; Ox; Oxy

Le théoréme de Lebesgue nous apprend que
limaro w = ExlX ak(t,cf(t)%k(f,cf(t)) +
Ly Bis(t ED)bay (D) 72 (1,.E(1))]
Donc i) est établi - De plus on a
Ep(8(s)) = Ep(S1x(s))
limes Ep(&ix(s)) = @(x) -




38

4 PROBLEME DE SORTIE DANS LES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Soit £(¢) solution de I'équation différentielle stochastique (38):

dé(t) = a(t,&(0)dt = 3 by(1.E(0) dw;(2)

Ou r e [0,T], wi,wa,...,w, mouvements browniens indépendants,
on admet que les coefficients a(z.x), b;(£.x) remplissent les conditions du
théoréme d’existence et d'unicité de la solution &(¢).

Soit D domaine connexe de [0,7] x R" et

G = {x e R"tel que (+.x) € D}
inf{s : 5 € [0,T].&(s) ¢ G}

Posons r = .
{ T siVse[0,T] &s) e G

4.1 Proposition

7 est un instant Markovien par rapport aux tribus &, engendrées par
E(0)etwi(s) —wi(0), k=1,....n, 5 € [0,1]

Preuve:

Soit D¢ le complémentaire de D dans [0,7] x R” et d((z,x);D°) la
distance du point (£,.x) a D¢, onat = supz,, oU

inf{s : d((5,£(s));D°) < 77 »
£ {Tsi Vs e [0.7]: d((s.&(s)):D%) > +
T, €st un instant Markovien car:

{tm >ty =Nk {co cd((si, E(sx)), D) = %}
ou {s;} est un ensemble partout dense, donc 7 est un instant
Markovien -
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Le temps d’'arrét « est appelé instant de premiéere sortie du domaine
D.

Le but de cette partie est de détérminer les répartitions de 7 et de

(1)

4.2 Théoreme [9]

Soit v(z,x) fonction continue dans D T, T étant la frontiere du

domaine D, si pour toute fonction y (7, x) suffisament de fois dérivable
surl’

On a
Lyv(t,x) = 0O pour (t.x) € D
{v(t,x) =w(t,x)pour (t,x) e [',t>0
Alors:
v(£x) = By (Tix s $ra(Trx))
ou 7., estlinstant de premiére sortie de D du processus &;.(s)
solution de I'équation différentielle stochastique

Eux(s) = x+ [ a(u.Eox())du = 307 [ b, (w.81x(w)) dwy(u) (40)
Démonstration:
Soient D,, une suite croissante de compacts simplement connexes
dans [0,7] x R” tels que UD,, = D
et fgg) instant de premiére sortie de D,, du processus &;.(s)
On applique la formule d’itd au processus v(,&(f)) sur s € [t r(’”) ]
on obtient:

v(r,ﬁ),é‘,ﬁ(f(m))) —v(t,é‘;yx(t)()) _
J‘fr,x Ly(s,E(s)) ds + Zn J‘ft,x > L (5.£1x()bry(5.E14(5)) cwy(s)

Lv(s.E(s)) =0 pourse [t ¥ ], et en prenant I'éspérance
mathématique, on obtient en vertu de la propriété (27)
w(1,x) = Ev(e V. &(2)7))
Quand m — o, ’55,'33) = Trx O V(Trx. $1x(T12)) = W(Ten, Eix(Tix)) Carle
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point (7x, &ra(Tix) € T -

4.3 Instant de premiére sortie des processus

homogenes

Considérons un processus homogeéne £(¢) solution de I'équation

différentielle stochastique:
dE(l) = a(E(D) dt + 37 bi(E(W) dwi(t)  (41)

définit pour £ € [0,0[.

Et soit £.(f) solution de I'équation (41) vérifiant la condition initiale
£0) =x

Soient G un domaine de R” et 7, : Instant de premiére sortie de GG du
processus &.(f)

. { inf{r : £:(0) ¢ G}
w0 i E() € G, Vi 0
Ex(1x) est appelé lieu de sortie du processus &,(¢) de I frontiére de G

4.3.1 Théoreme [9]

Notons d’abord par M 'opérateur differentiel elliptique:
n Sulx n Pulx
Mu(x) = 30 a2+ L3 gy - ;ij

ou a;x = Z;Ll b,;(x)b;g(x) .

Soient fune fonction continue et bornée dans GU I, u;(x) une autre
fonction continue et bornée dans G U I', deux fois continuement
dérivable sur I, telle que:

Aty (x) — Mu(x) = flx), L > Opourx e (5
u;(x) =0 pourx el
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Alors:
() = E[7 e MRED) 1 gyt
Preuve:

On applique la formule d'ito a la fonction e *u, (E.(f)), pour £ < 74,
on trouve:

e (E(D) —ua(x) = [[[AePui(En(s)) + e Mua(Exls))] ds +
S (L3 B (E())bry(Ex()) dwy(s) (42)

Soit (™ l'instant de premiére sortie du compact .. ou {¥,, est une
suite croissante de compacts telle que U,, Fr, = G
Onart{ AT < 1., etles quantités SUT;(‘SX(S)) sont bornées pour s <
" A T. enremplacant ¢ par (" A 7 dans I'égalité (42)
On obtient:
AT

Fus (£a AT)) e 00—y () = B[ () e Mo

Quandn - © 1™ - 7, 'égalité précédante devient
Fu(Ex(tx AT)) e MM — gy (x) = —EI;XATf(éx(S)) e Mds (43)
En remarquant que pour 7, fini u; (E.(7,)) = 0car & (ry) e [ et
i (Ex(2 AT))| € H51D < supylua(p)| e *7 ~ 0
quand 7 — oo pour 7, = -+
Donc limyuw tt3(Ex(7x A T)) e A0 =
Par ailleurs
12 (Ex(T2 AT))| ™ < supyua(v))
D’aprés le théoréme de Lebesgue
1im 7o Ft1; (Ex (12 A T)) e MM =
Un passage a la limite dans (43) achéve la démonstration -

4.3.2 Théoreme [9]

Soit vy (x), 2 > 0 une fonction continue et bornée sur G U T, deux
fois continuement dérivable dans G. Si pour toute fonction v suffisement
de fois dérivable sur I" on a:
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{lvl(x) —Mwi(x) =0 pourxe G (44)
vi(x) =w(x) pourxc T
alors:
valx) = E e *y(8x(2))
Preuve:

Appliquons la formule d'ité au processus e *'v,(&,(¢)) pourf < 7y

on trouve
e (Ec(D) —vax) = [ [eH Mya(Enls) - Ae ™ va(Ex(s)] ds +
S ST S (E(s)bas(Ea(9)) dw(s)

En utilisant 'hypothése du théoréme on a
e Hvi(Ex() —val) = 2o [L 3 L (E()biy(E(s)) dwy(s)
de la la suite de la preuve suit le méme schéma que la
démonstration du théoréme précédent
on déduit I'équation
Evi(Ex(ts)) e = va(x)
reste a noter que vi(&x(7y)) = w(&x(rx)). car Su(ry) e e

4.3.3 Remarque

Sionremplace A = 0 dans (44) on obtient la répartition du lieu de

sortie &,(tx)
4.3.3.1 Proposition

Soit v(x) une fonction continue et bornée dans G U T", deux fois
continuement dérivable dans G
si pour toute fonction y suffisement de fois dérivable surT". on a
{ Mvyv(x) =0 dans G
v(ix) = yw(x) pourxecT
Alors:

v(x) = Ey(8x(12))
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4.3.4 Remarque

Sionpose w(x) = 1 Vx dans (44) on obtient la répartition du temps
de sortie 7,

4.3.4.1 Proposition

Soit v; (x) une fonction continue et bornée dans G U I, deux fois
continuement dérivable dans G, qui vérifie
{;tvl(x) —Mvyv;(x) =0, pourx e G
vi(x) = 1; pourx c I
Alors:
vi(x) = E e

4.3.5 Remarque
Si on dérive (44) par rapport a A et posons 4 = 0, on obtient:

-vax) a0 = mi(x)

Il vient que

m(x) = Et,
Et puisque

vo(x) =1
Il résulte:

Mmi(x) = -1, pourx c G
mi{x) =0 pourx el

4.3.5.1 Réciproque [9]

Soit m1(x) une fonction continue et bornée dans G U I' deux fois
continuement dérivable dans G telle que:
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{Mml(x) = -1, pourx e G
m(x) =0, pourx el
Alors:
Ery = m(x)
Preuve:
On appligue la formule d'itd au processus m1(&,(f)) pour ¢ < t{™
on obtient:

m(Eef™) —mi) = [0 Mon (E4(s)) s +
S S ()b Els)) dhw(s)

Puisque Mm;(x) = -1, il vient que
E(m (§:(7§)) —(n)h(X)) = —F(z¢) +
E [ 2 S (Gal)bis(éx(s) dwy(s)
Quand m - oo, (™ - 1,
B oo E(m21 (Ex(70M)) —m1(x)) = limpec — E(2{™)
dou m(x) = E(zy)

4.3.6 Exemple: Instant de premiére sortie d’'un
mouvement brownien d’'un intervalle]a, B[
On consideére I'équation différentielle stochastique:
Et) = x+ [ al&u(s)) ds =[] b(E(s)) dw(s), poura — 0 eth 1
La solution de cette équation est
L) —x = [ dw(s) = &) = x=w(p)
ou w(f) mouvement brownien standard, donc &.(¢) est aussi un

mouvement brownien

Soit: ., = inf{r : &E(f) ¢ Ja, B[}
Instant de premiere sortie du processus &.(f) de l'intervalle Je, B[
si on pose v(x) = Fy (& (1)),
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Alors d'aprés la remarque v(x) est solution de I'équation aux dérivées
partielles:

{ My(x) = 0 pour x € Jo, B[
v(e) = y(a) et v(B) = w(B)

Qui donne
{ 1v=(x) = 0 pour x € Jo, B[ (45)
v(a) = y(a) et v(B) = w(B)
Donc
{v(x) = ¢(x — @), ¢ constante
v(e) = y(a) etv(B) = w(B)
Finalement

v(x) = L2 (x—a).
et ceci pour toute fonction .
D’aprés laremarque, sion pose m;(x) = E(tx)
Alors m (x) est solution de I'équation aux dérivées partielles:

Mm(x) = -1, x € ]a,B[
mi(a) = mi(B) =0

Qui donne
46
m@) - m@ -0 *9
La solution de (46) s’écrit alors:

mi(x) = c1v(x) + ZIZ V(f}),;’)w dy

La solution de (46) qui vérifie m;(a) = m(3) = 0 s'écrit
mi(x) = (B-e)(x-a) - (x-a) = E(tx)
E(zr,) étant fini, donc &.(r,) prend presque slUrement la valeur a ou 3.
On peut trouver alors la répartition de &,(z,) :
vix) = Ey(&x(1y) = wla) P'{‘fx(fx) =aj+ v(B) P'{‘Ex(fx) = By
Puisque w(a) = v(a) = 0, donc
v(x) = w(B) P{Ex(12) = B}

CoaL @y _ x
PLt) = B) = i = vogre — pe

{%m’f(x) =-1,x¢ ]aaﬁ[




46

P{ex(tx) = 0} = 1 = P{&x(tx) = B} = 4
Répartition de 7, :
Si on pose vy (x) = E e *+, alors v,(x) sera solution de I'équation
Wi (x) — Mvi(x) =0, pour x € Ja, B[
{ vila) =wn(B) =1
TVi(x) = Ava(x) = 0
e
{ vila) =va(B) =1
Qui donne pour solution
cosh[ﬂ(x— a;’g)}
cosh] J2X (5%) |

va(x) =

4.3.7 Exemple: Instant de premiére sortie d’'un
mouvement brownien bidimensionnel d’un disque de rayon
d

Soit 'équation différentielle stochastique

[ G 1> 0. 610) ~xet&x(0) =y (47)
wi,wz sont deux mouvements browniens standards indépendants.
. E1(f) =x+wi(D)
La solution de (47) sera {52(1) o wa(l)
E(t) = (&1(1).&2()) est un mouvement brownien bidimensionnel
Soit 7(xy = inf{r > 0 : E3(#) + £4(F) = d* tel que &£1(0) = x; £,(0) =y et
0 <x*+y* <d*;
T(xy :€stlinstant de premiére sortie du processus &(¢) du disque de
centre 'origine et de rayon d.
pour . > 0, on pose v;(x,y) = £ e, alors v, (x,y) sera solution de
'équation aux dérivées partielles :
{le(x,y) — Ava(x,y) =0pour 0 < x? +y% < d°

48
vi(x,yv) = 1 pour x? +3? = d? (48)
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1 Pvilxy) n vy (xy)

1
(48)= 4 * P
vilx,y) = 1 pour x? +3° = ¢?

— Ava(x,y) = 0pour 0 < x> +y* < d*

Pour résoudre I'équation (48) on peut supposer que la fonction v; est

en fait de la forme
va(x.y) = ua(z)

ou z = g(x,y). de plus puisque le disque de centre l'origine et de
rayon d est borné, on peut affrmer que la solution de (48) est unique

On pose z = x> +y?

{22 PuiE) L M@ _ y(z) =0 pour0 < z < d?
(48)= o o
m(dz) =1

Si on considére 'équation différentielle ordinaire suivante:
2y"(2) + 2y (2) — (2% + v?) ¥(2) (49)
et la fonction
Tu(z) = (£)* 37 ——Z—— qui est la fonction de bessel

=0 22310 (v+n+1)

modifiée
Alors |la solution générale de (49) est
w(z) = a1lu(z2) + 2 Ky(z) ou Ky(z) = s 2—=(T(2) = T4(2))

Pour v = 0 si on remplace z par 21z dans 'équation (49) on obtient
I'équation (48).
Donc la solution générale de (48) est:
u(z) = cLo(y24z)
En utilisant la condition u; (d*) = 1, on trouve que
@) = L
En conclusion la fonction génératrice des moments de 7, est

Tol 22 (x2+y%)
LoldZX)

vailx,y) = F e e =
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Deuxiéme partie: APPLICATION A
L’ELECTRONIQUE

5 SEMICONDUCTEURS
5.1 ATOMES

Toute matiére est constituée d’atomes. chaque atome comporte un
noyau central de charge positive et un ou plusieurs électrons de charges
négatives. la neutralité électrique se traduit parl’équation:

charge du noyau = > 'charges des électrons

un atome qui perd un électron devient un ion positif

_La théorie classique ditque les électrons gravitent autour du
noyau suivant des orbites stables. cette stabilité est assurée par une
vitesse de déplacement telle que la force centrifuge équilibre la force
électrostatique (attraction de I'électron par le noyau). chaque électron
posséde ainsi une énergie £, qui est la somme de I'énergie cinétique £,
et de I'énergie potentielle £, soit

E‘t - EC +Ep - Siizor
avec Z, nombres d'électron(numéro atomique)
e, charge de I'électron(1,6.10°1°C)
r, rayon de l'orbite
_ La théorie quantique affirme que seules certaines orbites sont

permises, et la valeur de leurs rayons r; dépend directement de
nombres appelés nombres quantiques. ainsi on peut définir les niveaux
d’énergie. pour un atome de silicium:

la premiére couche (compléte) posséde deux électrons d'énergie £;.
la deuxiéme couche (compléte) possede 8 électrons d’énergie I-. la
troisiéme et derniére couche, appelée aussi couche de valence,
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posséde 4 électrons d'énergie E;. elle est incompléte, car son maximum
théorique est 2n” = 2.3% = 18.toutefois, il existe une tendance a
compléter partiellement a 8 le nombre d’'électrons. il reste alors pour le
silicium, 4 états d’énergie supplémentaires disponibles.

_ La mécanique ondulatoire représente une troisi€éme phase dans
I'étude de la physique du solide. elle permet de définir une fonction
d’'onde associée a chaque électron (statistique de Fermi-Dirac)
permetant ainsi de savoir si celui-ci est dans un état lié ou dans un état
libre.la loi de répartition du nombre de places libres et occupées par les

électrons est fournie par la relation:
nombre de places occupées
JlE) = ¢ e

nombre de places disponibles lexp(
&7

Eyniveauu de Fermi en eV
K constante de Boltsmann
T température absolue en K

5.2 STRUCTURES CRISTALLINES

Les cristaux correspondent a un ensemble d’atomes rangés dans un
certain ordre. les liaisons atomiques sont de plusieurs types. les deux
principales types sont les liaisons ioniques et les liaisons covalentes

5.2.1 Liaison covalente

C’est le cas des semiconducteurs et des isolants. pour le silicium,
chagque atome est au centre d’'un tétraédre dont les quatres sommets
sont quatre autres atomes identiques. le silicium pur est apparenté a un
isolant (sa conductibilité est nulle a 0°K soit une résistivité infinie).
lorsque la température augmente, quelques électrons se déplacent
créant des trous rapidement comblés.

la représentation énergitique se fait de maniére similaire a celle de
'atome. mais aucun électron ne peut posséder une énergie identique a
celle d'un autre électron, ce ne sont plus des niveaux d’énergie que I'on
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rencontre mais des bandes d’énergie

Le semiconducteur pur ou intrinséque, avec ses huits électrons
périphériques obtenus par liaison covalente est isolant a 0°k. lorsque la
température augmente, le nombre d’électrons libres augmente aussi. la
différence entre le matériau semiconducteur et les isolants classiques
est sa plus faible largeur de gap AE. comme cette largeur est associée
a une énergie, elle est difféerente d’'un matériau a un autre

6 CONDUCTION DANS LES SOLIDES

Dans son état normal, un conducteur contient des électrons libres
animés d’un mouvement désordonné. aucun courant ne circule pour un
circuit fermé ne présentant pas de fem. lorsque 'on applique une
différence de potentiel auux extrémités du conducteurs, il ya création
d’'un champ électrique, les électrons de charge e sont sollicités par ce
champ avec une force

F=—eF

il ya déplacement d’électrons, donc création d’un courant défini
comme étant de sens inverse a celui du déplacement des électrons.

En désignant par » la concentration d’électrons et par u, leurs
mobilité, la densité du courant électrique sera de:

I = eppinnll = 6,F

e, représente la charge de I'électron

6.1 MATERIAU DE TYPE N

Lorsqu’on dope uncristal de silicium avec un métal dont les atomes
comportent plus de quatres électrons de valence, des ions dit ions
donneurs se forment aprés libération des électrons de valence en plus
des quatres nécessaires pour la liaison avec des atomes de silicium
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ainsi des charges négatives (€électrons libres) sont données a la bande
de conduction

6.2 MATERIAU DE TYPE P

Contrairement au semiconducteur de type N, le cristal de silicium est
dopé avec un métal dont les atomes possédent moins de quatres
électrons de valence. des ions dits ions accepteurs se forment en
additionant des électrons accépteurs (un électron pour chaque liaison)

ainsi des charges positives sont données a la bande de conduction

6.3 JONCTION PN

La jonction PN est une région de faible épaisseur d'un monocristal
dans laquelle la conductivité passe plus ou moins graduellement de la
zone P (dont la concentration en porteur mobiles est p ~ Ny) vers la
zone N (dont la concentration est » ~ Np) en passant par une zone de
recombinaison ou n = p = n;(concentration du semiconducteur
intrinseque) .

__au niveau de la jonction des deux matériaux P et N il ya
recombinaison des trous et des électrons libres par diffusion, laissant
une zone neutre (appelée aussi zone de transition, zone intrinséque ou
zone de déplétion) dans laquelle subsistent des ions fixes positifs ou
négatifs. il ya alors présence d'un champ électrique £;

__ En dehors de cette zone neutre, nous trouvons des charges libres
majoritaires et minoritaires.

la présence du champ électrique E; traduit:

__un ralentissement de diffusion a cause des forces de répulsion.

__une difféerence de de jonction U(f) = E;.x, ou x, représente la
largeur de la zone de transition. cette largeur est d’autant plus faible que
le dopage est important.
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6.3.1 Courant de diffusion et courant de saturation

Deux courants circulent au sein du matériau semiconducteur:

_le courant de diffusion /, du a quelques charges mobiles
majoritaires qui, par agitation thérmique, traversent la jonction malgré
I'effet de répulsion du champ électrique £,.

_le courant de conduction naturelle appelé courant de saturation 7
du aux charges minoritaires s’approchant de la jonction, et qui sont
naturellement attirées par le champ électrique F£;, indépendament de la
valeur de celui-ci.

La relation I, = Is est obtenue par I'établissement de la barriére de
potentiél U, permettant cet équilibre.

6.3.2 Jonction polarisée en direct

Une jonction est polarisée lorsqu’une tension est appliquée a ses
bornes ( i.e) lorsque 7'p — Iy est non nul (77, étant le potentiél relatif a la
partie P et 'y celui relatif a la partie N de la jonction.

Le langage universellement adopté est le suivant :

polarisation direct: Vp — Vx> 0

polarisation inverse : I'p — Iy < 0

Lorsqu’une jonction est polarisée en direct le champ électrique
extérieur attire les électrons de la zone N vers la zone P et les trous
positifs de la zone P vers la zone N. il s’ensuit une diminution de la zone
de transition et une augmentation du courant de diffusion 7

6.3.2 Jonction polarisée en inverse

Le champ électrique extérieur re pousse les électrons de lazone N et
les trous positifs de la zone P. La barriére de potentiél s’élargit et le
courant de diffusion 7, devient nul

6.3.3 Etude quantitative de la jonction PN

Une jonction peut etre abrupte (passage instantané d’'une zone N a
une zone P avec densité d'impureté constante ) ou progressive
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(passage de la zone N a la zone P avec une densité progressive linéaire
ou non linéaire). pour notre cas nous ne travaillons qu'a partir de la
jonction abrupte

6.3.4 Jonction abrupte polarisée en direct

La polarisation direct U = Vp — V' > 0 a pour effet d’abaisser la
barriére de potentiél. il s'ensuit un déséquilibre des courants direct et
inverse. le courant direct présente plusieurs composantes dont un
courant de diffusion 7, et un courant de recombinaison I

L'expression de |la densité J; est alors

Jr = Lrxfexp(55U) — 1]

avec 7, durée de vie des charges mobiles

n; concentration intrinséque

x; largeur de la barriére de potentiél

U tension direct aux bornes de la jonction

Pour une polarisation U > 0,47, le courant de diffusion 7, 'emporte
sur le courant de recombinaison I la densité de courant Jp s'écrit

In = qnil iy + 23 lexp(FrU) - 1

avec D,, constante de diffusion des trous dans la zone N

D,,. constante de diffusion des électrons dans la zone P
L,. longueur de diffusion des trous dans la zone N
Ly, longueur de diffusion des électrons dans la zone P
L, - /B, { Tp, d’urée dg vie de’s trous
7, durée de vie des électrons
L,~ /Dy,

Si on multiplie la densité J par la section S de la jonction, on obtient le
courant /. ainsi

Ip = Isfexp(Z-U) — 1] (50)
avec Is = gni( Lf]fzp + Lf]t@ )$

Is est appelé courant de saturation
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6.3.5 Jonction PN en régime dynamique

Il faut considérer

__le régime en petits signaux ou la jonction PN est toujours polarisée
en direct ou en inverse

__le régime de commutation ou I'on passe de I'état conducteur a
I'état bloqué et inversement

_le bruit généré

Polarisation direct

En régime dynamique la jonction polarisée en direct fait intervenir
trois élements

__la capacité de transition C'y due a la zone neutre

_ la capacité de diffusion Cp due aux charges stockées (), apportées
par le courant de diffusion

Cp=% (51)

_larésistance dynamique de la jonction

Bruit généré dans la jonction

Tout composant est générateur de bruit. les jonctions ne font pas
exception. nous rencontrons alors :

__le bruit thermique

__le bruit de grenaille associé au déplacement des porteurs de
charge (qui est un bruit blanc)
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7 DESCRIPTION DU MODELE
MATHEMATIQUE [3]

7.1 Installation d’'une diode en série dans un circuit

électrique

Notons d’abord qu'une diode est |a réalisation d’'une jonction PN
_notons par X(¢) le voltage en travers une diode installée en série
dans un circuit électrique contenant un condensateur C, une source de

voltage constante U, et une source de bruit w(f)
__notons par (1) la valeur du courant traversant le circuit a l'instant
t.et par V(r) le voltage en travers le condensateur C a l'instant ¢
D’aprés (50)
I(f) = k(exp(pX(#)) = 1) >0, kp
sont des constantes positives
D’aprés (51)

_ 4 _ aQ — &
C= 2 etl()= 2 = ()= C 7L

donc
V() ~ £(Qo+ [ Is)ds), 120 et Qétantla
charge initiale
On a cependant que
w(t) = Ug + X(6) + V(1)
car linstallation est en série
dw(f) = dV(f) + dX(t) = LI(1) dt + dX(t) = = (exp(pX(1)) - 1)
dt + dX(f)
Finalement
dX(t) = %(1 —exp pX(1)) dt + dw(l)
en particulier pourk=Cetp =1
{GD((I) = (1 —expX(1)) dt + dw(1) (52)
X(0) =x
Conclusion : le modéle choisit pour le voltage en travers la diode est
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un processus aléatoire X(r) solution de I'équation différentielle
stochastique (52)

7.2 Instant de premiére sortie du processus X(r) de

Iintervalle ]a, 8
Soit X(#) solution de I'équation différentielle stochastique (52). On
note par 7. instant de premiére sortie de X(¢) de l'intervalle Je, 8[
7, = inf{r > 0: X(¢) ¢ Jo.B[, X(0) = x}
7.2.1 Proposition

Ty = inf{r > 01 &(f) ¢ Jexp(~B).exp(~a)[. £(0) = exp(—x) = z} = 7.
avec &(r) solution de I'équation differentielle stochastique
dé(f) = [1 - 3EWO] di = E(0) dw(1)
{ EO) - 2 (59
Démonstration :
On pose u(t,X(f)) = exp(=X()) = &(¢), et on applique la formule
d'Ité a la fonction u(s,x) = exp(—x)
on obtient
dE(1) = [~exp(=X(1))(1 — exp(=X(1))) + L exp(=X(1)] df - exp(~=X(1)) dw(1)
§(0) = exp(—x) = z
En remplagant exp(—X(#)) par £(¢) on obtient 'équation différentielle
stochastique (53)
de plus
a < X(t) < B = exp(-8) < &(1) < exp(—a)
7.2.2 Répartition du lieu de sortie X(z,)
Soit v(z) = E(f{&(7.)), alors d'aprés la remarque 4.3.3 ; v(z) est
solution du systéme
{ Mvy(z) =0 (56)
v(a) = fla) et vb) = f(b)
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Pour toute fonction réguliére . oua =e* eth = e
M étant 'opérateur différentiel elliptique. C’est cet opérateur qu’on
utilise car d’aprés la remarque (3.3.2.2) le processus &(f) est homogéne

28"z+2 za"z =0
(56)= (2)+ 2 -2)5(2)
V(a) = fla) et v(b) = fib)
Cette équation admet pour solution
v(z) = IZ exp{—J-Z i;zxdx}dy
w(z) = Le % fzye%dy = —ie%f %
Vv(z) = —de% { 1(a et —z%e* _I aet —ze?)+ L1 5 J“I < dt}
Si on considére la fonction W(x) = f_m e_t dt, définie pour x = 0 gu’'on
appelle fonction exponentielle intégrale et qui est tabulée. Alors :
W) = —de? {(22)ze* - (22)aet + L(P(2) - V(2N
La remarque 4.3.5 entraine que 7. < « p.s. donc &(z)) prend
presque slrement la valeur a ou 5. par suite
v(z) = W(@P{&(12) = a} +v(B)P{E(ry) = b} = v(b)P{&(r;) = b} car
v(ia) =0

t

dt

wlbs wfbs

P{s() = by = 73 et P{e(al) = a) = 205E

Par ailleurs
P{E(TL) = b} = P{exp(—X(7y) = exp(—a)} = P{X(r,) = a}. de méme
P{&(r2) = a} = P{X(1s) = B
7.2.3 Espérance mathématique £7,

Posons d'abord m(z) = E7,,
D’aprés la remarque (435) m,(z) est solution du systéme différentiel
Mmi(z) = -1 pourze Ja,b[
{ mi(a) =m(b)=0

qui donne

22 (z) + (2-2)%(z) ~ -2 pourz € Ja b
{ ml(a) =mi(b) =0 &0
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On résout I'équation (57) par la méthode des variations des
constantes en utilisant les solutions de I'équation (56). On aura alors la
solution de (57) qui vérifie la condition m{a) = 0

ov(z) + ZIZ Ma) V)

a x*v'(x)
Comme v(b) + 0, on trouve donc
2 [P0 gy g [P KENED

vib) Ja 222 a xv(x)

Aprés un premier calcul

mi(z) =

ml(Z) — 9 z(Z+2)ez—a(a+2)ea+4‘P( - 4"1"( ) J‘b Z(Z+2)ez 4;_1,1( = b(b+2)e%+4l{1(%) dz .
b(b+2)eb a(a+2)ea+4'-}’( )4.{;( ) oty
2J‘z x(x+2)ex —p(2 )z(z+2)92+4'-1"( )dx
2x2
Finalement
mi(z) = =2 Dt —alar2)e AP 2)-4P(2) y

b(b+2)e%fa(a+2)e%-&4‘{’(%)74'{"(%)
2 ~
|:b_—a +log k& - J‘T ‘P(u) e'du— {b(b+ et — ‘-P(%)}(e?z - ef)}

+2|: +log & I Y(u) etdu — -{%z(z+2)e% —W(2)(e7 - eaz)J
Pour calculer Ez, |I suffit de remplacer z par e * et a par e ?, ainsi
que b par e ® dans I'expression (58)-
7.2.4 Remarque

Soit £7, une valeur approchée de Ez. pour x fixé.
On écrit 'expression (58)
my(z) = 248 + 2C

avee A — 242 —alarD)e F+aW(2)-4v(2)

b(b+2)e b -aarD)e b +ap(2 -4p(2)
B= |:b2—"’ +logt - J'i Y (u) etdu—{+b(b+ et — ‘I’(%)}(e% - e%)}
C= [% +log % — fj Y(u) edu — {%z(z +2)er —P(E)(eF - e%):|

pour des valeurs fixées de a,b et z on peut calculer une valeur
approcheées de m(z).
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Car la fonction W (u) = j'io £ ds est tabulée
De meme on calculera '[Ej W(u) evdu et f:z W(u) edu par la formule

des trapézes.

Voici une table de W(u) pour desvaleursdeu: -2<u<-1
U P(u)

-2 -0.0489
-1.9 -0.0560
-1.8 -0.0647
-1.7 -0.0746
-1.6 -0.0863
-1.5 -0.1000
-1.4 -0.1162
-1.3 -0.1354
-1.2 -0.1584
-1.1 -0.1859
-1 -0.2193

On choisit par exemple a = -0.69onaalors b = e * = 2
de méme B=0alorsa=e¢* =1

x Er,  P{X(zy) =By PX(z4) = a}
-0.22 0.29 0.72 0.28
-0.28 0.33 0.63 0.37

-0.43 0.35 0.43 0.57
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7.3 Simulation du modéle

Il existe de nombreuses méthodes pour simuler la solution d'une
équation différentielle stochastique. La méthode la plus élémentaire est
la méthode d’Euler aléatoire. Le principe en est le suivant :
Considérons une équation differentielle stochastique :

dX(t) = b(X(1)) dt + 6(X(1)) dw(r)
{ X(0) =x

On se fixe un pas de discrétisation en temps Az. On peut alors
construire un processus a temps discrét (S,).-0 approximant la solution
de I'équation différentielle stochastique aux instants nAf, en posant :

{S,Hl -8, = {b(Sn) At +0o(S,) [(wln+ 1) Af) —w(n At)]}
So=x
Si X7(1) = S[
T>0:

1. @7(0)eo approxime X(#), au sens que pour tout
E(supserlX(1) - X(0]*) < CrAt

Cr étant une constante dépendant uniguement de 7.

La figure 2 montre un flot de trajectoires du processus X{(f), solution
de 'équation (52), sur un intervalle de temps ¢ € [0;1], pour différentes
valeurs du pas At, avec un ordre de convergence exponentiel de l'ordre
de 0.02. Nous avons utilisés pour cela l'algorithme de simulation d’'Euler
et le logiciél [ANSEDS]

7.3.1 Etude statistique

Le processus X(¢) démarre du point x = —0.22. On considére la
bande délimitée par la droite a = —0.69 et la droite g = 0.(Fig 2). On
construit un échantillon (zl,72,...,77), des temps de sortie, on
considérant les abscisses des points d’intersection des trajectoires
simulées X (f)..... X, () avec les droites a = —-0.69 et 8 = 0. en sortant
de la bande.
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7.3.1 Remarques

1) Par application de la loi des grands nombres, on peut donc
approcher I'espérance de l'instant de premiere sortie Fz, par
'éspérance simulée

Eri = —Z;%l -

Aprés calcul on trouve Eri ~ 0.25. |l faut remarquer cependant que
cette espérance simulée est calculée par rapport a l'information
apportée par la tribu *;, engendrée par I'échantillon simulé
X1 (0),.... (1)

La figure 3 montre la courbe cumulée de I'échantillon (zl,...,77).

2) Avec le logiciél [SPSS] on approxime la loi de 'échantillon
(zl,....t7) par une loi Gamma qui a pour paramétre de forme 1.62, et
pour paramétre d'échelle 6.43, (Fig 4).

De méme on approxime la loi de (zl,...,77) par une loi de Weibull
qui a pour paramétre de forme 1.43, et pour paramétre d’échelle 0.27,
(Fig 5).

On constate que la loi de Weibull approche le mieux la loi de
échantillon (z1,...,77) (Fig 6).

3) L'estimation non paramétrique de la densité de 7, peut étre
utilisée

7.3.2 Conclusion :

Par souci de ne pas perdre la qualité des simulateurs de la diffusion
pour la génération d'un ensemble 4 de la filtration 7, on s’est limiter a
une taille d’échantillon de 25 trajectoires. Les résultats que nous
présentons sont relativement liés a cette information
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7.3.3 Estimation non paramétrique de la densité de ¢, par
la méthode du Noyau Gaussien

Soient X1,X,,.... X, des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi de densité de probabilité p par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R et de fonction de répartition F(x) = j”_cmp(t) dr .
Considérons la fonction de répartition empirique 7,,(x) = 5 27 Tix<n.,
d'apres la loi forte des grands nombres lim . F,(x) = F(x), p.s Vx € R,
donc F), est un estimateur convergent de /7 de plus laconvergence p.s
est uniforme. Comment peut-on estimer p ? Une des premiéeres
solutions intuitives a été proposée par Rosenblatt (1956), pour 2 > 0

assez petit p(x) ~ W en remplagant ici F' par I'estimateur 7, on

obtient pR(x) = sL- 37 T herswemy = = 2 on Ko(F2), ou
Ko(u) = $1 1wy
Parzen a suggéré une généralisation de cet estimateur :
pn(x) = 45 307 K(=5).
Qu Kk : R - R est une fonction intégrable telle que IR K(u) du =1,

c'est 'estimateur a noyau de la densité.
La fonction KX est dite noyau, le paramétre / fenétre. Si

K(u) = - exp(—%) il est appelé Noyau Gaussien.

Dans notre cas on utilise le logiciel [R] qui utilise la méthode du
Noyau Gaussien pour estimer |la densité de l'instant de premiére sortie
7, voir (fig 8)
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CONCLUSION

Ce travail a été consacré a 'étude du premier instant de sortie dans
les équations différentielles stochastiques. Il est a remarquer que les
théorémes que nous avons utilisés pour trouver la répartition de l'instant
de premiere sortie font intervenir 'opérateur parabolique des E.D.P non
linéaires £ pour les processus non homogeénes, et 'opérateur elliptique
des E.D.P non linéaires M pour les processus homogénes. Donc la
résolution de ce probléme revient a la résolution des E.D.P paraboliques
ou elliptiques, mais dans beaucoup de cas la résolution analytique de ce
probléme s’avére trés difficile sinon impossible. Cependant J.G.Wendel
(1980) a pu résoudre un probleme de ce genre, il a trouve la répartition
du premier instant de sortie d'un mouvement brownien n-dimensionnel,
de la sphére unite.

Dans cette thése nous avons pu résoudre le probleme
analytiguement pour un modele qui fait intervenir une équation
différentielle stochastique du 1¢ordre dont la solution était un processus
homogeéne.

La méthode utilisée était de faire des transformations sur I'équation
grace a la formule d'lté afin d’aboutir a une E.D.P standard.

Nous avons aussi résolu le probléme statistiquement avec la
méthode de Monte-Carlo en faisant des simulations
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Notations

A* . Matrice transposée de 4

p.s . Presque sGrement

R” : Espace Euclidien de dimension »
P{A} : Probabilité de 'événement 4
4 : Fonction indicatrice de A

aA b :Inf{a,b}

aV b :Sup {a,b}
[x] : Partie entiére de x
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