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Introduction générale

Ce mémoire est lié & I'utilisation des processus ponctuels dans un domaine de
I’environnement, de facon particuliére nous abordons 'utilisation et ’application
des processus aléatoires ponctuels en sismologie.

TN est stabli que la théorie des processus aléatoires fait ’objet d’une grande
utilisation et trouve un large champ d’application dans divers domaines. Ainsi,
souvent ils sont utilisés en biologie dans des études d’évolution génétique, ou
encore de médecine en épidémiologie par exemple.

Dans ce travail, nous représenterons un processus d’occurrence des séismes
par un processus ponctuel général {(¢;, (z;,y;), m;),7 = 1, ...}, caractérisé par son
intensité conditionnelle A(t, z,y | F;), qui est la probabilité infinitésimale d’avoir
un événement sur un intervalle de longueur At.

Tout au long de ce travail, nous considérons la classe des processus ponctuels

dont l'intensité conditionnelle s’écrit sous la forme la plus générale:

Aty | F) = ple,y) + / W(t, 2.y, 7, &g 10) N(dr,dé, dy, i)

s

avec
JF; :I’histoire du processus ponctuel a 'instant ¢,
N(dr,dz, dy, dm) :le processus de comptage associé au processus ponctuel,
p(z,y) lintensité du processus « background » que nous supposons homogene dans le
temps,
h(t,z,y,T,&,9y,m) :la fonction réponse de I’événement a linstant ¢,¢ > 7, permettant

de générer la composante "cluster", et S = [0, +o00[x R? x [0, +00].
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Ce qui signifie que la classe du processus ponctuels qui sont au centre de ce travail sont
constitués de deux composantes. L’une dite "background" regroupant les événements in-
dépendants entre eux d’intensité u(x, y) et la seconde dite " Trigger" constituée d’événements
"lies" entre eux, formée par des événements "regroupés en grappes" dans le temps et dans

I’espace, cette composante est dite "cluster".

backgrounds

cluster

Lrun des aspects importants de notre travail consiste dans un premier temps de dévelop-
per différentes procédures pour identifier les événements dépendants ou encore liés entre eux
et les éliminer du processus ponctuel global, et nous préserverons que la composante «back-
ground>» qui regroupe les événements indépendants entre, Puis dans un second temps nous
développerons un test statistique perfermant qui est 'axe de ce travail est le test de permu-
tation, défini sur la base d’'une distance spatio-temporelle, dans le but d’analyser le caractére
du processus ponctuel restant du processus global amputé de ses événements dépendants,
lequel 'on supposera qu’il est Poissonien, devrait nous permettre d’envisager des applica-
tions sur des données réelles.

La question qui se pose: le nouveau processus obtenu est il Poissonien ou non?.

Pour répondre a cette question nous suivons les démarches suivantes:

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur la théorie des processus aléatoires de
facon générale et a la théorie des processus ponctuels en particulier.

Nous rappelons la notion d’espérance conditionnelle ainsi que ses principales propriétés.

Puis, nous donnerons des exemples de processus ponctuels définis & partir de I'intensité
conditionnelle. Ces processus définis jouent un role important dans la modélisation en

sismologie, le plus connu étant le processus de Poisson.
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Le second chapitre traite en détail les procédures d’identification d’événements dépen-
dants dans un processus ponctuel qui permettent d’identifier et d’éliminer, a partir d’un
échantillon donné {t;, (z;,v;),m;,i = 1,..., N}, les événements dépendants «trigger» du
processus global. Pour obtenir un nouveau processus supposons qu’il est du caractére Pois-

sonien de la forme suivante:

Mt z,y | Fr) = i, y)

On termine ce chapitre par une conclusion qui rameéne ce chapitre.

Dans le troisieme chapitre, nous voudrons tester le processus obtenu aprés le declustering
est Poissonien.

Pour ce faire, il existe différents tests statistiques permettant de tester ’hypothése que
le processus "background" est Poissonien.

Parmi ces tests; on cite le test de Kolmogorov-Smirnov, test de Chi-deux Multinomial,
test de Chi-deux Conditionnel, test de Kolmogorov-Smirnov, test de Brown-Zhao, et le
nouveau test de permutation qui fait 'objet de ce travail avec un exemple d’application.

Nous terminerons avec une conclusion générale, qui résume ce modeste travail.



Chapitre 1

Généralités sur les processus

aléatoires
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1.1. Introduction aux processus aléatoires

1.1 Introduction aux processus aléatoires

Un processus ponctuel (Daley et Vere-Jones, 2003; Van Lieshout, 2000) est un mécanisme
statistique qui modélise un échantillon de données dans un espace donné.

Une répartition de points dans ’espace ou dans le temps peut-étre considérée comme
la réalisation d’un processus ponctuel (Vaillant, 1991; Vaillant, 1992; Celini et Vaillant,
1999). Elle se présente sous la forme d’un ensemble de coordonnées ou de dates d’occurrences.
En générale, pour faire de I'inférence statistique sur un processus, on ne dispose que d’une
réalisation de ce processus ( Vaillant et al.,1997).

Ce chapitre est consacré a des rappels sur la notion des processus aléatoires. Les dif-
férentes sections constituant ce chapitre sont liées aux notions de filtration, temps d’arrét
et aux espérances conditionnelles. Une attention particuliere est accordée aux rappels sur
les processus aléatoires de fagon générale et aux processus ponctuels en particulier.

Pour les détails, on pourra consulter, Brémaud, (1981) ou encore P.A.Meyer et C.Dellacherie

(197)).

1.2 Notion sur ’espérance conditionnelle

Dans ce paragrpaphe on se propose d’introduire la notion d’espérance con-
ditionnelle ainsi que quelques propriétés caractéristiques.
Nous commencons par poser la définition de cet outil. Cette notion a été
abordé par de nombreux auteurs et joue un role fondamental en théorie des
martingales (Neveu, 1970), (Meyer, 1969). Dans ce qui suit, nous nous sommes

basés sur les travaux de Baladi et al., (1998) ou encore Rao (1993).

1.2.1 Espérance conditionnelle sachant une tribu

Définition 1.2.1 On considére (2, F, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire
réelle positive (ou intégrable).

On se donne une sous-tribu B de F.

On appelle espérance conditionnelle de X relativement a la sous-tribu B si elle existe.

Toute variable aléatoire Y sur (0, F, P) vérifiant les propriétés



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

1)-Y est B — mesutable.
2)- (VB € B), /XdP _ /de
B B

On notera, Y = E(X | B).

Remarque

1).Si X est une variable aléatoire positive (X > 0) alors la variable aléatoire F(X | B) est
positive,
2).Si X est une variable aléatoire intégrable alors Y est une variable aléatoire intégrable.

On peut démontrer la premiére remarque: c’est-a-dire: partant de la formule suivante

1
Wé)(dP:E()qB)

On remarque que:

1
si X >0 alors

P(B)

/ XdP > 0, ce qui implique que E(X | B) est aussi une variable
B

aléatoire positive.
Pour la deuxiéme remarque,

si X est intégrable c’est-a-dire: E(|X]) < 400, on a

B(X) = [ |X]dP < 4o,

B

et

1
ﬁgéumdP=mem,

alors

E(X]| B) < +oo

E(]X| | B) est une variable aléatoire intégrable.
Dans le théoréeme suivant, nous montrons l'existence et 1'unicité de l’espérance condi-

tionnelle.



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

Théoréme 1.2.1 On considére (2, F, P) un espace probabilisé et B est une sous-tribu de
F.
On se donne X une variable aléatoire réelle positive (ou intégrable), définie sur (2, F, P).
Alors,
1l existe une et une seule variable aléatoire Y wvérifiant,

1) Y est B — mesurable
2) (VB € %),/XdP = /YdP
B B

Démonstration : Pour démontrer ce théoréme, nous suivons Bladi et al.,(1998) pp 3.
i) Pour montrer ’existence de la variable aléatoire Y, nous utilisons le procédé standard,
a) On commence par montrer dans le cas ou X est une fonction élémentaire, i.e X = 14,

avec A€ F, (VB € B)

Soit Be‘B
/XdP - /1AdP:P(AﬂB): /1QdP
B B BNA
1
/XdP = —P(B)P(B)P(AQB)
B
B P(ANB)
/XdP P(B) =55
B
On sait que P(A | B) est la probabilité conditionnelle
_ P(AnB)
P(A | B)= “PB)
1
/XdP = /(—P(B)P(AHB)> dP
B B
/XdP - /(P(A|B)dP
B B
/XdP—/ /leP dP
R P(B) "
B B \'4A

Nous avons trouvé la variable aléatoire Y que

1
Y = /mlgdP
A



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

Telle que
(VBE%):/XdP:/YdP
B B

Y est B — mesurable
b) Dans le cas ou X est une fonction étagée c’est-a-dire
Soit
n
X = ZaklAk ALEBE=1,...,n
k=1

/ XdP = / (Zakuk) dP
B B k=1

En tenant compte de la linéarité de 'intégrale, il vient.

/ XdP = a / 14,dP
B k=1 "p

Soit B € ‘B;

Comme la propriété 2/ est vérifiée pour les indicatrices, on en déduit

/XdP = Zak/lBde
B k=1

B

En utilisant une nouvelle fois la linéarité de I'intégrale il vient

/ XdP = / (Zak13k> AP
B B k=1

Finalement, nous avons trouvé une variable aléatoire

Y = Zalek,Bk cB
k=1

Telle que
(VBE%),/XdP = /YdP
B B

et Y est ‘B — mesurable.
c) Dans le cas ou X est une variable aléatoire positive on sait qu’on peut toujours
trouver (X,,,n € N) suite croissante de variable aléatoire réelle étagées telle que lim T X, =
n

X étagées et Y est B — mesurable.
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Ainsi, soit BEB,
/XdP = /lim 1 X, dP
B B

Notons

X=IlmTX,

On applique le théoréme de la convergence monotone (Rao, 1993 pp 34 ), ce qui nous donne

/ XdP = lim 1 / X, dP
B B

Comme la propriétée 2) est vraie pour les fonctions étagées

/XndP = /YndP
B B

Y, est B — mesurable,ce qui nous donne,

/XdP =lim T /YndP
B B

D’apres le théoréme de la convergence monotone (Rao, 1993 pp 34),

on obtient,
/XdP = lim T /YndP = /(lim 1Y,dP)
B B B

Notons,

Y =lm?1Y,

Comme Y,, ,B — mesurable alors
(VBE®B): / XdP - / Y dP
B B

et Y est B — mesurable,
e) dans le cas ou X de signe quelconque et E(| X |) < +o0,
On remarque

X=X"-X"

Avec XT = Xlix>01 et X~ = —X1ix<q},



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

les variables aléatoires X Tet X~ sont toutes deux: intégrables et positives, elles ad-
mettent donc, toutes les deux, des espérances conditionnelles par rapport & B, il existe
YTeEXT|B)etY € BE(X™|B),avecY =Y T Y,

on posera donc:

Soit BeB alors

/XdP = /X+dP—/X_dP:/Y+dP—/Y_dP
B B B

/XdP = /(Y*—Y)dP B

B B

Ce qui permet de conclure que (VB€EB)

/XdP—/YdP
B B

2) Montrons 'unicité: c’est-a-dire, supposons qu'ils existent deux variables aléatoires

Et Y est B — mesutable.

réelles Y) et Ya qui vérifient les propriétés 1) et 2)
On en déduit que

(VB e ’B);/YldP _ /mp
B

B
ainsi, Y1 =Y, P—p.s m

Une fois l'existence et 'unicité de ’espérance conditionnelle établie, nous établissons

quelques propriétés caractéristiques de ’espérance conditionnelle (Neveu, 1970) page 116.

Propriétés

On se donne (2, F, P) un espace probabilisé et 8 une sous-tribu de F.
1) Soit X une variable aléatoire sur (2, F, P) positive (ou intégrable)
Alors
B(E(X | B)) = B(X)

2) (Va,beR)

Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (€2, F, P) positives (ou intégrables)

E(aX +bY | B) = a(BE(X | B) +b(E(X | B) P—p.s

10



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

3) Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur (€2, F, P) positives (ou intégrables),
Si X <Y, alors
EX|9B)<EY |®8B) P—ps

4) X étant une variable aléatoire réelle positive (ou intégrable),
Si J est une sous-tribu de F

~

J C B,

alors
E(X|3)=E[E(X|%8)|3] P-ps.
Démonstration : Dans ce qui suit, nous démontrons point par point les propriétés énon-
cées,

1) On commence par établir la propriété (1):
E(E(X | B)) = E(X)
Puisque (VB € 98),0n a

/XdP = /E(X | B)dP on prend B =0
B B
E(B(X | B)- /E(X |B)d P = /XdP — B(X)

Q Q
2) On établit la deuxiéme propriété:
Soient a,b € Ret X,Y deux variables aléatoires réelles positive (ou intégrables) sur
(2, F, P),
E(aX +bY |B)=a(E(X |B)+bEY |B) P—p.s.

Il suffit de montrer que

(VB € B) :/E(aX LB | B)d P = /[aE(X | B) + bE(Y | B)]dP

B B

11



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

Soit B € B,quelconque,

/[aE(X | W)+ bE(Y | B)dP = a/E(X | B)d P+ b/E(Y | B)]dP
WE(X | B)+bE(Y | B)|dP = a/XdP n b/YdP

[WE(X | B)+bE(Y | B)dP = / (aX + bY)dP

B c— T — v —

WE(X | B)+bE(Y | B)dP — / E(aX +bY | B)dP
Donc
B(aX +bY | B) = aB(X | B) + bE(Y | B) P— p.s

3) Pour la 3%™¢ propriété:

On se propose d’établir que,
Si X<Y P— psalors E(X|B)<EY |B)P—p.s
Soit X <Y ,d’apres la définition (1.2.1) on a (VB € B)

/XdP = /E(X | B)dP

/YdP = 7E(Y | B)dP

B
Soit
X<Y P-—ps

/XdPS/YdP
B

B

alors (VB € B);

Et tenant compte des égalités précédentes il vient que

/E(X | B)dP < /E(Y | B)dP
B B

En déduit que;
EX|B)<EY|®B) P—ps.

12



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

4) On établi la 4%™¢ propriété: On montre que ;
Soit B€J
/E[E(X |B) | 3)d P = /E(X | B)dP
B B
Or B € JetyJ C B.alors,

/E(X | B)d P :/XdP
B B
Et comme Be€ J, on obtient

/XdP:/E(X\3)dP

Ainsi;

(VB € 3);/E[E(X |B) | Jld P = /E(X | J)dP
B B
Ce qui nous permet de dire que

EEX|9B)|J=EX1|3) P—ps.

Nous donnons dans la proposition suivante quelques propriétés liées aux théorémes de
convergence d’'une suite de variables aléatoires (convergence monotone, Fatou, convergence

dominée).

Proposition 1.2.1 On donne (Q, F, P) un espace de probabilité complet.
X une variable aléatoire et (X,,,n € N) une suite de variables aléatoires
On a alors
1) Si (X,,,n € N) est une suite croissante et lign 1X,=X P-ps.

alors; (E(X,, | B),n € N) est une suite croissante et ,
lim T E(X, |B)=EX|®B) P-ps
2) Si (X,,n € N) est une suite de variable aléatoire positives alors

E(lim X, |B) < lim E(X, | B) P —p.s

n—oo n—oo

13



1.2. Notion sur I’espérance conditionnelle

3) On suppose que lim X, = X P-p.s.
Si il existe une variable aléatoire Z, Z € L' (Q, F, P)

Telle que;
(neN); X, <7
Alors:
lim (X, | B) = E(lim X,, | B)
On obtient

lim E(X, |B)=FE(X|B) P -—ps

n—oo

Le paragraphe suivant est basé sur le travail de Rao (1993)pp83.

1.2.2 Espérance conditionnelle sachant une variable aléatoire

Soient 7" une variable aléatoire a valeurs (F,&) et o(T) la plus petite tribu sur € rendant
mesurable 7. On rappelle qu'une variable aléatoire réelle Z = 14 est o(T) — mesurable si
est seulement s’il existe une fonction numérique mesurable h sur (F, &) telle que Z = h(T).
Dong, si B =0 (7)), il existe une fonction numérique h dans R, mesurable sur (£, ), telle que
E(X |B) = h(T) p.s. Dans ce cas, le calcul de I'espérance conditionnelle ce raméne a celui

de la fonction h. On écrit aussi E(X | T) au lieu de E(X | 0(T)) et de fagon suggestive,
h(t)=E(X | T =1t)

Donc, Soit X variable aléatoire positive (resp. intégrable) on a h(T) = E(X | T') p.s. si

est seulement, pour toute fonction mesurable positive (resp. bornée) g,
E(h(T)g(T)) = E(Xg(T))

L’espérance conditionnelle E(X | T') est caractérisée par:
1) E(X | T) c’est une variable o(T) mesurable.
2) /E(X | TV P = /XdP VB e o(T).

TeB TeB
Le paragraphe suivant est dédié a la notion de filtration et de temps d’arrét.

On définit tout d’abord la notion de filtration.

14



1.3. Notion de filtration

1.3 Notion de filtration

La notion de filtration permet de décrire ’évolution temporelle du phénomeéne considéré.

Suivant Dellacherie, (1974) ou Bremaud, (1981) nous posons la définition.

Définition 1.3.1 Soit (2, B) un espace mesurable.
Une filtration sur (2, B) est une famille croissante {F;t > 0} de sous tribu de B, telle
que :

(V(s,t € Ry);s <t) alors Fs C Fy

En d’autre termes, la famille F = {F;,t > 0} est une famille croissante de sous-tribus
de B.
Notons, Foo = 0(Fi,t > 0) la tribu engendrée par les sous-tribus F;.

Dans le cas ou l'espace (€2, B) est doté d’une probabilité, la définition suivante est beau-
coup plus utilisée.

Définition 1.3.2 - §i, pourt > 0, F; = ﬂ}—wh On dit alors que la filtration F est continue

h>0
a drotte.

Dans le paragraphe suivant, nous introduisons la notion de temps d’arrét relativement

A une filtration donnée.

1.4 Notion de temps d’arrét

Nous rappelons dans cette section la notion de temps d’arrét ainsi que quelques propriétés
caractéristiques. Cette notion nous sera d’une grande utilité dans la définition d’un processus

ponctuel via son processus de comptage.

Définition 1.4.1 Soit F = (F;,t > 0) une filtration sur {Q, Byet T : (2, B) — (R, 3(Ry)),
avec R, = R, U {0}, on dira que T est un temps d’arrét relativement & la filtration
F = (F,t>0), S (Vt > 0);

{T<t}eF

Examinons quelques conséquences immédiates découlant de la définition précédente.
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1.4. Notion de temps d’arrét

Conséquence

1). Si T est F; — temps dlarrét,necessairement {T' < t} € F;. En effet,
pour n > 1;

1
{Tgt—ﬁ}e}“_l pour tout ¢ > 0

n

Ce qui donne,

U{Tgt—%}eﬂ

n>1
C’est-a-dire,

{T<t}€]rt

2). La réciproque de I'assertion 1/ n’est pas vraie en générale, tout ce que nous pouvons
dire est:
Si
{T <t} € F,(Vt > 0);alors {T <t} € Fpr

En effet,
1
{TSt}:ﬂ{T<t+5}€ mft_i_%:f.fr

n>1 n>1

3). Sila filtration F = (F;, t > 0) est continue & droite, c’est-a-dire F+ = F, nous avons
alors 1’équivalence;

{IT'<tteFe{T <tyeF

Nous présentons quelques propriétés élémentaires sur les temps d’arréts.

Propriétés

1). (Va € R), 7a” est un temps d’arrét relativement a n’importe quelle filtration.
2). Si T est un F; — temps d'arrét et a une constante, alors T + a est un F; — temps
d'arret
en effet; soit ¢ fixé.
2.1)Sia>t,{T+a<t}=¢={T+a<t}eF
22)Sia<t,{T+a<t}={T<t—aleF_.CF
3). Soient S et T deux F; —temps d'arréts alors, (SAT) et (SVT) sont des F; —temps

d'arréts.
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1.4. Notion de temps d’arrét

4). Si T est un F; — temps d'arrét et a € [0, +oo] alors T Aa est un F, — temps d'arrét

5). Si {T,,n € N*} une suite de F; — temps d'arréts alors infT,, et sup7,, sont des

F; — temps d'arréts.

Démonstration : La démonstration de ces propriétés est donnée dans Brémaud (1981)

page 289;

On démontre la troisiéme remarque rappelons que: a Vb = max(a,b) et a Ab = min(a, b)

Soient S et T deux temps-d’arrét.

Montrons que: min(S,T') est un F,—temps d’arrét

Posons:

On a
{U
{U
{U
{U
{U

Donc

IANIN IANIA

IN

U =min(S,T)

t} = {min(S,T) < t}
t} =Q— {min(S,T) > t}
th=Q—{S>tT>t}

t} ={S>t}n{T >t}

ty=1S>0 Ul >t

{U<t}={S<t}u{T <t}

D’autre part, comme, S et T sont des F,—temps d’arrét; ce qui signifie que

{SSt}Eftet{TSt}Eft

D’ou le résultat: min(S,7") est un F;—temps d’arrét.

- Montrons que: max(S,T) est un F;—temps d’arrét.

Soit

v
(v

V =max(S,T)

t} = {max(S,T) < t}
t}={(S<t,T<t}
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1.5. Notions sur les processus aléatoires

Donc

(Vv<ty={S<tin{T <t}

Comme

(S<BeFet{T<t)eF

D’ou le résultat: max(S,T) est un F;—temps d’arrét.
- On montre la 5™ propriété:

Soit {7,;n € N}une suite de F;—temps d’arrét; montrons que sup 7;, est un F;—temps
d’arrét.

On a;

sup{T,, > t}=sup{Vne N, T, >t}

sup{T, > t}=({T. >t}

neN

sup{T,, > t} = J{Tn <t}

neN
On sait que;

{T,,;;n € N} est une suite de F; — temps d'arrét,

C’est-a-dire que;

{T.;n e N} € Fy

Par définition, F; est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire

Vn € N {T, >t} € F; alors {T,, > t} € F;

Dongc;

(T, >t} e R

neN

D’ow: sup T, est un F; —temps d'arrét. m

1.5 Notions sur les processus aléatoires

Dans ce paragraphe nous abordons la notion de processus aléatoire. On se propose de

rappeler les notions fondamentales qui nous servirons tout au long de ce travail.
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1.6. Processus ponctuels

On se donne un processus aléatoire X = (X;;¢ > 0) sur (2, B) a valeurs dans un
espace F.

On définit:

Pour tout t > 0; FX = o(X,; s <t) est la tribu engendrée par les X ;s <t ; cest
a dire la plus petite tribu les rendant mesurables. La famille FX — { FX t> 0} ainsi
formée est une filtration sur 'espace (0, B) . Elle est dite filtration naturelle du processus
aléatoire X.

On se donne (2, B, (F;;t > 0)) un espace filtré, c’est-a-dire un espace mesurable munu
d’une filtration, et X = (X, ;¢ € R,) un processus aléatoiresur ({2, B) avaleursdans, (E,7J) .

Le processus aléatoire X est dite F; — adapté si;

Pour t > 0, X; est F; — mesurable.

Pour w € €, l'application X (w) : Ry — F est dite trajectoire du processus X en w.

On se donne P une probabilité sur (€2, B) et on suppose que ’ensemble E est R.

Le processus aléatoire X = (X;,t € R,) est dit continu (respectivement, continu &
droite; continu & droite et pourvu de limites & gauche)

si et seulement si;

(Vw € Q); Uapplication t — X,(w) est continue (respectivement, continue a droite;

continue & droite et pourvue de limites a gauche

Définition 1.5.1 Un processus aléatoire X = (X, t > 0) sur (Q,B) a valeurs dans ,(E, G)
est dite mesurable si; 'application Ry x Q, (t,w) — X;(w) est mesurable relativement
auzx tribus G et SRy)®B -
ou, S(Ry) est la tribu des boréliens de R, engendrée par exemple par les ouverts de R, .
S(R,) @ B est la tribu sur Ry xS) engendrée par les ensembles de la forme A x B, avec A € S(Ry)

et B € (R;).

1.6 Processus ponctuels

Cette section a pour but de présenter quelques notions de la théorie des processus ponctuels.
On pourra consulter les travaux de (Neveu, 1970) et (Daley et Vere-Jones, 1988) d’ou sont

tirés les éléments essentiels, qui suivent.
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1.6. Processus ponctuels

Nous abordons dans ce qui suit, la notion de processus ponctuels.

1.6.1 Processus ponctuel

Les processus ponctuels en tant qu’outil mathématiques ont fait ’objet de beaucoup de
travaux. Autant leur théorie que leur application, ils ont été largement développés par

Neveu (1973) ou encore Daley et Vere-Jones (2003).

Définition 1.6.1 Un processus ponctuel sur Ry, se décrit par la donnée d’une suite (T,,)
telle que, la suite (T,,,n € N) est croissante,

1. T, =0

2. Ty <Ty <Thy <---<T, <---, la suite est strictement croissante, ce qui suppose
qu’il n’y a pas deux événements simultanés,

3. lignT n = 100, ce qui suppose qu’il n’y a pas d’accumulation vers un point particulier
du temps.

On suppose que les T, sont considérés comme variables aléatoires définies sur un espace
de probabilité complet (0, F, P). Introduisons les variables aléatoires,

on pose;

Sl:Tl,SQ:TQ—TI,...,SkITk—Tk,I,...

Remarque

Les variables aléatoires T}, sont les instants ol se produisent un événement, les Sy sont les
inter-occurrences ou les temps d’attente entre deux événements successifs.
Dans la définition suivante nous introduisons la notion de processus de comptage associé

& un processus ponctuel.

Définition 1.6.2 Soit un processus ponctuel {T,,,n € N} définit sur un espace probabilisé
{Q, F,P},on définit le processus de comptage { Ny, t > 0}du processus ponctuel {T,,n € N},

de la fagon suivante:

N: = sup{n,T, <t}

N = > HT,<t},.t>0

k>1
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1.6. Processus ponctuels

N, : représente le nombre d’événements qui se produisent avant l’instant "t” .

avec
1se T; <t
Lir <ty = ,
0 simon

N, : est une variable aléatoire d’espérance:

> YT,<t}

j>1

E(N,) =E

Notons que;

a) No = 0,puisque Ty > 0 et pour tout t > 0 , N; < oo, puisque T,, tend en croissant
vers linfini.

b) Ny — N: est le nombre d’événements qui se sont produits dans l'intervalle de temps

|s,t], pour 0 < s < t.

Dans la figure 1.1, suivante et a titre indicatif nous donnons une trajectoire du processus

aléatoire N = {NN;, t > 0}.

o)
Nit)=2
TaE=0 n T T
A ! I
5 Sz 5.

Figure 1.1: trajectoire d’un processus

ponctuel.

Remarque

1)- Le processus N = {N;, t > 0} est a trajectoires continues a droite.
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1.6. Processus ponctuels

2)- La donnée du processus N = {N;, t > 0} est équivalente a la donnée du processus
{T},,n € N}.

Dans la proposition suivante nous établissons quelques propriétés.

Proposition 1.6.1 On a alors les relations suivantes:
a) {Ny,>n}={T, <t}
b) {N,=n}={T, <t <Ty1}
c) {Ns<n<N}={s<T,<t}

Démonstration : Pour démontrer ces trois relations nous suivons Bremaud, (1981).

a) Pour montrer la premiére relation :
{Ne =2 n} ={T, <1}
On montre d’abord l'inclusion suivante:
{N; >n} Cc{T, <t}

Soit w € {N; > n} alors Ny(w) > n.
Ce qui signifie que le nombre d’occurrences avant I'instant ¢ est supérieur a n.
D’autre part, si

Ni(w) >n

On obtient que;

> L@z 20

n>1
Ce qui nous permet de déduire que;

T,(w) <t

Donc

{N: >n} Cc{T, <t}

Montrons maintenant ’inclusion dans le sens inverse:

{N; >n} D{T, <t}
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1.6. Processus ponctuels

Soit w € {T;, <t} alors {T},(w) < t}; c’est-a-dire que le n“™® instant d’événement a eut lieu

avant 'instant ¢, ce qui signifie qu’au moins "n” instants d’événements ont eut lieu avant ¢,

ce que nous illustrons par le schéma suivant

{N, = n}
/d R
Tﬁ T1 T";' T1 -1 T'” t

Figure 1.2

Explicitement nous avons alors la situation

To<t,...T,1<tT,<t

Avec:
Ny=To+T1+---+T,1+T,,neN,
Donc
{T,, <t} C{N, > n}
D’ou

{Ne = n} ={T, <t}

b) Pour montrer la deuxiéme relation

{Ny=n}={T, <t <T,1}
On montre l'inclusion suivante:

{Ny=n}C{T, <t <T,}
Soit

w € {N;=n} alors {N;(w)=n}

Nw) = > iz, w<y =n

neN
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1.6. Processus ponctuels

Cela veut dire que, le nombre d’événements ayant eut lieu avant ¢ est égale a n.

Dongc;

Vi € N {To(w) <t < T (w)}
D’ou

Montrons l'inclusion dans le sens inverse:

{Nt = TL} D) {Tn <t< Tn—l—l}

Soit
we{T, <t < Ty}
Alors
(Ta(w) < t < Tya(@))
Donc
> 1wy =n
neN
Alors
Ni(w) =n
D’ou

{Nt = n} D) {Tn <t< Tn+1}

Ce qui nous permet de déduire que:
{Ni=n} =A{T, <t <T,1}

¢) Pour montrer la troisiéme relation {N, <n < N;} ={s < T,, <t}
On montre d’abord :
{Ns<n< N} C{s<T, <t}
Soit
we{N; <n <N} alors {Ng(w) <n < Ny(w)}

Equivalent & ;

Zl{m)gs} <n< Zl{an)g}

neN neN
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1.6. Processus ponctuels

C’est a dire qu’il y a ”n” instants d’événements, qui ont eut lieu dans |s, t].

Donc ;

Ns <n S Nt
D’ou

{Ns <n< N} C{s<T, <t}
- Montrons maintenant dans le sens inverse :
{Ns<n<N}DO{s<T, <t}

Soit

we{s<T,<t}alorswe {s < T,(w) <t}

Cest-a-dire que le n®™° instant d’événement a eut lieu dans l'intervalle de temps |s, ¢].

Dongc;
NS <n S Nt
D’ou;
{Ns<n< N} D{s<T, <t}
Conclusion;

{Ns <n< N} ={s<T, <t}

Nous introduisons dans le paragraphe suivant le processus de Poisson (N;)¢>o.

1.6.2 Processus de Poisson

Dans ce paragraphe nous introduisons la notion de processus de Poisson,
qui est un cas particulier de processus ponctuel, sont largement développés dans
(Daley et Vere-Jones, 2003), ainsi que sur celui de (Neveu, 1973). nous tacherons
aussi de préciser quelques caractéristiques.

Posons la définition suivante.

Définition 1.6.3 On se donne {T,;n € N} un processus ponctuel défini sur (Q,F,P), et

on note N = {N;t >0} le processus de comptage associe.
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1.6. Processus ponctuels

On dit qu’un processus ponctuel {T,;n € N} ot le processus de comptage associé N = {N;;t > 0}
est un processus de Poisson si N = {Ny;t > 0} est un processus a accroissements indépen-
dants et stationnaires.

Ce qui signifie que :

a) Quels que soient ty < t; < --- <t, dansR, les accroissements {Ny, = Ny, ;1< j<n}
sont des variables aléatoires indépendantes;

b) Pour 0 < s < t, la loi de N, — N, ne dépend que de ”s” et ”t" que par la différence
t—s.

Remarque

La propriété b) signifie la stationnarité des accroissements du processus de comptage N = {N;;t > 0} .
La dénomination de Poisson vient du théoréme suivant, qu’est tirée d’un ouvrage de

(Neveu, 1973).

Théoréme 1.6.1 Pour un processus ponctuel de Poisson, pour tous s < t,la variable Ny— N

suit une loi de Poisson de paramétre \( t — s), soit
P(N, — Ny, =k)=e M9\t —s)F/k! , keN

o A > 0 est une constante réelle (indépendante de s,t). Ce paramétre X s’appelle

I’intensité du processus ponctuel de Poisson, comme
E[N; — Ns| = A(t — s)

La démonstration de ce théoréme est tirée dans le méme ouvrage de (Neveu, 1973).
Démonstration : On se donne " s " et " t " des réels positifs tels que 0 < s <t .

Soit f(t — s) la fonction génératrice de la variable Ny — Ng; il est connu que dans ce cas ;

f(t—s):[0,1] — [0,1],

Telle que :

fies(u) = BN =) "P(N, = N, = k)u* s <t

k>0
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1.6. Processus ponctuels

En utilisant la propriété a) de la définition il vient ;

fr(w) = fs(u) fi—s(u),0 < s <t, uel01]

On déduit facilement de cette propriété multiplicative que pour tout u fixé, la fonctiont

t — fi(u) est une exponentielle, soit
filu) = e "t >0

Pour une constante a(u) telle que 0 < a(u) < oo.

En effet, on montre d’abord que:

few) = [fr(w)]'
Pour tout ¢ rationnel, on étend ensuite cette égalité a tout ¢ > 0 réel en remarquant que la
fonction ¢ — f;(u) est décroissante puisqu’elle est multiplicative et prend ses valeurs dans
[0,1]. Enfin, fi(u) ne peut étre nul car fi(u) le serait alors pour tout ¢ > 0 en contradiction

avec

fiu) = P(Ny = 0) =lim | P(Ty > t) =1

Puisque la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre 6 vaut exp|—60(1—u)],pour

démontrer le théoréme il reste a établir que la fonction a(.) ci-dessus est telle que

a(u) =a(0)(1 —u), 0<u<1

Car les fonctions génératrices f;_s(u) = exp[—(t — s)a(u)] seront celles des lois de Poisson
de parameétre \(t — s) a condition de poser A = a(0).

Or, pour tout u € [0, 1], la définition de a(u) entraine que,

o : 1 —ha(u)
() =l (1 )

1
a(u) = ;131% EP(Nh = k)(1 —u"),
k>0

et nous allons montrer d’autre part que
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1.6. Processus ponctuels

Comme pour tout u € [0, 1]

Pour k£ = 1.le resultat découle de la relation suivante:

h—0

1
a(u) = lim [EP(N}L = 1)} (1—u).
Le théoreme est ainsi démontré en posant

1
A= a(0) = lim s PN = 1).

On notera que a(0) = 0 est exclu car cela entrainerait que pour tout ¢ € R*, Ny = 0

presque-stirement, i.e. 17 = 0o, ce qui est absurde. Nous avons établi en outre que
P(N,=1)=Mh+o(h), h|O
Pourvu que 'on ait la relation suivante satisfaite,

1
1 S 9\ —
}lllir(l) P(N,>2)=0

Mais, pour h > 0,

> {Naun =0, Nguiyn > 2} C{To < Ty + o},

n>0

et calculons la probabilité de I’événement du premier membre : comme
P(N; =0) = f(0) = exp[—ta(0)]

Cette probabilité vaut par les propriétés de la définition du processus de Poisson

Ze—nha(O)P(Nh >92) = [1 — e MO~ 1P(N, > 2)

n>0

Mais, lorsque

limP(Ty < T1 + h) = P(T, < T1) = 0,
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1.6. Processus ponctuels

et pour h suffisamment petit, nous obtenons

(a(0)t) ™ < [1 = exp{—a(0)t}] " < 2(a(0)t)

De cette démonstration, nous déduisons quelques remarques importantes pour 'utilisation

du processus de Poisson.

Remarques

(Neveu, 1973) résulte, de la démonstration précédente (ou aussi de 1’expression de la loi de
Poisson) des propriétés importantes d’un processus de Poisson homogene sous forme d’une
proposition:

a). P[Ngp— N =0]=1— M+ o(h)

b). P[Niyp — Ny =1] = A+ o(h)

C). P[Nt+h — Nt 2 2] = O(h)
Donc & des probabilités infiniment petites devant h prés, N,,, — N; est une variable

aléatoire de Bernoulli de parameétre Ah. En exprimant, pour s < ¢, N; — N, comme une
somme de petits accroissements, cette propriété donne un nouvel éclairage sur le fait que
N; — N, ne peut suivre qu’'une loi de Poisson.

Démonstration : De la proposition (1.6.2) nous déduisons que 0 < s < ¢, on a

- A=)
P(Ny = Ny = k) = e A7) o

a) Montrons que :

P(Nyyp — N, = 0) =1 — M+ o(h)

Pour £ = 0, on obtient:

P(Nyyp — N, =0) =e ™

Pour h trés petit, en faisant un développement limité au voisinage de h,au premier ordre de

la fonction exponentielle permet d’écrire:
P(Niyp — Ny =0)=1—Ah+o(h)
b) Montrons que

P[NtJrh — Nt = 1] = \h + 0<h)
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1.6. Processus ponctuels

Pour k£ = 1, on obtient:

P[Nyyp — N, = 1] = Mhe ™™

pour h trés petit, en faisant un développement limité au voisinage de h, pour la fonction

exponentielle qui permet d’écrire:

efz\h

1!

P[Nyp — N, =1] = Mh = A(1 — A+ o(h)) = A\ — A*h? + o(h)

Tel que
Nh2 « o(h)

D’otu finalement

P[Nt+h — Nt == 1] — )\h + O<h)

¢) Montrons que

P[Nyip, — Ny > 2] = o(h)
pour k > 0;
P[Nyp, — Ny >2]=1— (A +o(h)) — (1 = A+ o(h))

Donc

P[Noin — N, > 2] = o(h)

Ce qui nous permet de déduire pour h petit, la variable aléatoire (/NVy,,,— N;) est une variable
de Bernoulli prenant 0 avec la probabilité 1 — Ah, et la valeur 1 avec la probabilité Ah . En

combinant cette propriété a I'indépendance des accroissements et a la relation suivante

u S
Nijp — Ny = Z[Nt+jh - Nt+(j—1)h]§ avec h = n

Jj=1

s
On déduit que (N ,—N;) suit approximativement une loi binomiale de parametre <n, —) .Or,
n

quand n — oo, cette loi converge vers la loi de Poisson de paramétre A\s. m

Propriétés du processus de Poisson
Grace a légalité {17 >t} = {N; = 0}pour t > 0, le théoréme (1.6.1), implique que

P(Ty >t)=P(N;,=0)=e M t>0
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1.6. Processus ponctuels

Par conséquent, 77 suit une loi exponentielle.
Plus généralement, pour tout s fixé, les points 7T},, du Processus ponctuel qui encadrent
s & gauche et & droite respectivement. sont ceux d’indices (aléatoires) N, et N + 1 respec-

tivement, i.e.

Tns <5 <Thsy1

(toutefois Ty n’est pas défini si Ny = 0). La différence Tvs,1 — s est donc une variable
aléatoire strictement positive donnant la distance a s du premier point du PP & sa droite.

Or, pour tout t > 0,

{TN5+1 — 5> t} == {Ns+t - Ns == 0}

exprimant tous le fait que le PP ne charge pas l'intervalle |s, s 4+ t]. Par conséquent, d’aprés
le Théoréeme 1.6.1,

P(Tyesr —s>t) =e Mt >0,

pour toutset t > 0.

Ainsi, on termine cette section par la proposition suivante

Proposition 1.6.2 Le premier point Ty strictement a droite de 0 d’un processus de Poisson
dintensité \ suit une loi exponentielle de paramétre \. Il en est de méme plus généralement
pour tout s > 0 fizé, de la distance Ts11 — s a s du premier point strictement a droite de

s du processus de Poisson.

Démonstration : Pour démontrer cette proposition il suffit juste de remarquer que
P(Ty >t)=P(N;,=0)=e M t>0

de méme

P(Tys1 —5>t)=P(Nyy — N,=0)=P(N, =0)=e t>0.
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1.6. Processus ponctuels

Processus de Poisson non homogénes

Il existe des formes plus complexes de processus de Poisson. Il s’agit des processus de Pois-
son non homogénes, et dont le paramétre peut varier au cours du temps. Ces processus
sont également esprit ses en modélisation puis qu’ils permettent de modéliser le fait qu’un
phénomeéne peut évoluer au cours du temps, tout en gardant les deux propriétés fondamen-
tales que sont I'indépendance des réalisations des événements sur deux intervalles de temps

disjoints, et la propriété des événements rares.

Définition 1.6.4 Soit t — \(t) une fonction positive de t.

Le processus ponctuel {T,,n = 1,2,...} est un processus de Poisson (non homogéne)
d’intensité \(t) si le processus de comptage N = {Ny;t > 0} associé vérifie:

1) N(0) =0.

2) N est accroissement indépendants,

3) P[N(t+h)— N(t) =1] =X(t)h + o(h).

4) PIN(t+ h) — N(t) > 2] =o(h).

Proposition 1.6.3 Le processus ponctuel {T,,,n = 1,2,...} est un processus de Poisson
(non homogéne) d’intensité \(t) si et seulement si le processus de comptage associé

N = {N;;t > 0} vérifie:

1) N(0) = 0. presque-strement;

2) N est accroissement indépendants,

3) Pour tout t > 0 et s > 0, la loi de la variable aléatoire [N(t + s) — N(t)] est une loi
de Poisson de paramétre A(t — s) — A(t),

avec;
t

At) = //\(s)ds,t >0
0
La démonstration de cette condition nécessaire et suffisante, similaire a celle dans le cas de

processus homogénes.
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1.7 Intensité conditionnelle d’un processus ponctuel

Nous introduisons dans cette section la notion de 'intensité conditionnelle (A(.)), qui
caractérise le processus ponctuel. Comme nous le verrons cette notion est a la base de la
modélisation probabiliste du processus ponctuel. Le travail de cette section est basé sur le
travail de Daley et Vere-Jones, (2003).

Posons les définitions suivantes:

Soit un espace de probabilité complet (2, F, P) muni d’une filtration F = {F;,t € Ry }.

A partir d’un échantillon de données de la forme de {tg, (xx, yx), m}, k=1, ..., N.

On remarque que cette donnée fait intervenir les instants d’occurrence des événements
[

Nous commencons dans une premiere étape a étudier le cas temporel, puisque ces pro-
priétés peuvent se généraliser au cas spatio-temporel.

Dans ce cas, on considére une séquence temporelle, formée par les instants des événe-
ments.

Notons {tx, k =1, ..., N} une réalisation du processus ponctuel temporel.

On note : N = {N;,t € R, } le processus de comptage associé.

La filtration naturelle associée au processus ponctuels est notée H = {H;;t € R, }, dans
un cadre plus général on peut supposer que pour tout ¢t € R, ; H; C F; .

Par la commodité de notations, nous supposons pour tout ¢t € R, ; H; = F; est complete.

D’autre part, on note; Ny = N(0,t) le nombre d’événements avant "t" durant I'intervalle
0, ], de la méme maniére on note N(s,t) le nombre d’événements sur 'intervalle [s, ¢].

Ce qui nous permet de poser la définition suivante:

Définition 1.7.1 L’ntensité conditionnelle d’un processus ponctuel N = {Ny;t € R, }est le

processus A(t | Fy) vérifiant la propriété:
P[N(t,t +6) = 1| F] = At | F)é + o(9)

Avec;

PIN(t,t+d) =1| F] : la probabilité conditionnelle relativement a la tribu F;.

De fagon équivalente, on peut définir 'intensité conditionnelle de la maniére suivante,

pourvu que la limite existe.
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1.7. Intensité conditionnelle d’un processus ponctuel

1
ANt | F) = }Sir%SP{N(t,H §) > 0| F}
Nous pouvons aussi la définir & partir de I’éspérance conditionnelle, sous la forme
1
Nt | F) = s BIN (Lt +6) | )
Il faut aussi remarquer que ce processus caractérise complétement le processus ponctuel

(Liptzer et Shiryaev, 1978).

Il s’ensuit la remarque suivante.

Remarque
1). L’intensité A\(¢ | F;) dépend de tout le passé du processus a I'instant ¢.
2). Dans le cas ou l'intensité conditionnelle ne dépend que de l'instant ¢ et non pas de

tous le passé a 'instant ¢ :

At [ Fe) = Alt)
Dans ce cas le processus ponctuel correspondant est un processus ponctuel de Poisson

non homogeéne.

Et dans le cas ou l'intensité conditionnelle est indépendante du temps:
At F) = A

Le processus correspondant est un processus de Poisson homogene,

le parametre A représente le taux d’activité moyen par unité de temps.\est le taux
moyen par unité de temps.

Nous indiquons briévement, I’extension au cas spatio-temporel. Dans ce cas nous consid-
érons le processus ponctuel de la forme {(t, (zx,yx)), k =1,...,N}.

On lui associe le processus de comptage suivant:

Pour A € B(R?), on note



1.7. Intensité conditionnelle d’un processus ponctuel

.Dans ce cas l'intensité conditionnelle de processus ponctuel spatio-temporel est définie

de la maniére suivante:

111
___P[N(t’t+5>’ (:L‘,l’—i—dm), (y7y+dy) >0 | ft}

Aty | Fe) = 5.ddy—00 da dy

ou;
F; :I’histoire d’un processus ponctuel a l'instant ¢
At,z,y | Fi) représente l'intensité stochastique (Andersan et al., 1993; Daley et Vere-
Jones, 2003).
PIN(t,t+9), (x,x+dz), (y,y+dy) > 0 | F] :la probabilité conditionnelle d’'un processus
ponctuel relativement a la tribu F; entre (¢, t+9);avec des coordonnées (z, z+dzx), (y, y+dy).
111

~——E[N(t,t +0), (z,x + dz), (y,y + dy) | F]

)\(t, T,y | ft) - 57dzl7¢IlIy1~>0(5 dx dy

Conclusion 1.7.1 Ainsi la notion d’intensité conditionnelle joue un réle essentiel dans la
définition d’un processus ponctuel, du fait méme qu’elle le caractérise.

La donnée d’une forme de l'intensité conditionnelle définie un modéle ponctuel.

Nous explicitons quelques exemples de processus ponctuel.
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1.8 Exemples de processus ponctuels

Dans cette section nous donnons quelques exemples de processus ponctuels qui son com-
plétement caractérisée par son intensité conditionnelle (\(.)).

On propose les deux premiers exemples dans le cas sismiques, tel que le paramétre "t”
est défini sur un espace paramétrique 7', quand le paramétre ¢ représente le temps, il est
défini sur ’échelle des réels non négatifs. un processus ponctuel temporel est un processus
stochastique dont la réalisation est un ensemble de points, chaque e; ayant une position ¢;

bien définie dans le temps tel qu'illustré par Abi-Zaid et Bobée, (1999).

1.8.1 Modéle d’Omori modifiée

Dans le cadre de la modélisation d’'une séquence de réplique générée par ’occurrence d’un
événement important, la loi d’Omori modifiée permet d’étudier et analyser la décroissance

du nombre d’événements aprés le choc principale; elle est définie par;

(t)=

n(t) = ——
(t+c)?

Avec:

n(t): est le nombre de répliques a U'instant ¢, et K, p et ¢ sont les parameétres du modeéle.

Ainsi, on peut considérer de fagon globale la séquence des répliques comme étant un

processus de Poisson non homogeéne d’intensité conditionnelle définie par

K

/WU‘Q)ZW

1.8.2 Modele "ETAS” (Epidemic Type Aftershok Sequence)

Dans le cadre temporel un modéle trés populaire en sismologie est le modeéle ” ET'AS” (Epi-
demic Type Aftershok Séquence), c’est un modéle qui généralise le précédent et qui permet
de modéliser le processus ponctuel contenant les événements secondaires, c’est a dire inclu-
ant des chocs majeurs pouvant généres des répliques et que parmi les répliques certaines,dite
secondaires, peuvent en générer d’autres a leur tour. Ainsi si on note par, 71,79, ..., 7y les

instants d’occurrence des événements secondaires, dans sa forme la plus simple le modeéle
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1.8. Exemples de processus ponctuels

"ETAS Temporel " est un processus ponctuel dont I'intensitité conditionnelle s’écrit sous

la forme (Ogata, 1988).

exp{a(m —m
At | Fe) M+KOZ pt{—r n )0)}

Ti<t
Il faut noter que ce dernier modeéle a une extension au cas spatio-temporel. (Musmeci
et Vere-Jones, 1992), donne une verssion spatio-temporelle du modeéle "ETAS", avec une

intensité conditionnelle de la forme

)‘(tax7yyft): iL’ y + qub - — Ty — yumz)
it <t
Avec,
eame—ct 1 1'2 y2
t,r,yym)=A———=e —— | =+ =
9o(t, .y, m) 2lo,o,t Xp{ 2t (0325 05)}
Ou encore

Ae“™me= 2, c,
1222 + t2c2) (y? + t2c2)

g¢(t, z,Y, m) =

Avec: A, a,0,,0, , ¢, et ¢, des constantes.

Finalement le processus ponctuel dans le cas sismique peut étre modélisé par un processus
ponctuel, constitué par deux composantes, I'une dite "background”, formée par les événe-
ments indépendants dans le temps et une composante "cluster” constituée par tous les

événements dépendants dans l'intensité conditionnelle peut s’écrire sous le forme suivante;

by | F) = ple,y) + / Wb, 2.y, 7, 1) N(dr, dé, dy, i)

Ou;

JFi : L’histoire d’un processus ponctuel a 'instant ¢

N(.) : le processus de comptage du processus ponctuel.

p(.) : intensité du processus « background » est homogeéne dans le temps.

h(.) : la fonction réponse de 1’événement a l'instant ¢, t > 7, permettant de générer la

composante "cluster", avec S = (0, +00) x R? x (0, 00).
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1.8. Exemples de processus ponctuels

Dans cette version, la composane "background” est homogéne dans le temps et non
homogéne dans ’espace. Il arrive parfois, que la composante soit considérée homogene
dans le temps et dans I’espace, ce qui permet alors d’écrire 'intensité conditionnelle sous la

forme

Mt z,y | Fi) = p+ /h(t,a:,y,T,a?,y’,m) N(dr,dz,dy, dm)

S

Un autre exemple dans le domaine I’épidémiologie est développée dans le paragraphe

suivant:

1.8.3 Modélisation hiérarchique
Exemple pour la maladie de la feuille jaune de la canne a sucre

Introduction

La canne & sucre désigne un ensemble d’espéces de la famille des Paoceae et
du genre Saccharum. Elles sont cultivées pour leurs tiges, dont on extrait du
sucre.

Chaque réalisation du processus ponctuel représente une plante infectée.
Nous disposons de la position exacte de chaque plante infectée sur la parcelle et
par conséquent, la position de chaque nouvelle infection. Si nous considérons x
la position spatiale d’une plante quelconque de la zone étudiée X et y, , son état
sanitaire & la date ¢, la loi des observations (y,:).ecx doit prendre en compte la
nature binaire des y,, et le fait que X soit au plus dénombrable.

Ainsi, y,; suit une loi de Bernoulli de paramétre noté p,; qui n’est autre
que la probabilité d’étre infecté a la date t de la position z. Cette probabilité
peut-étre fixe pour une approche classique, cependant il arrive souvent que les
conditions environnementales varient de fagon conséquente. Il parait naturel
d’adopter une approche bayésienne qui peut-étre présentée comme une général-
isation de ’approche classique: le parameétre p,, n’est plus une valeur fixe in-
connue mais une variable aléatoire dont il faut spécifier la loi dite a priori au

moment de la modélisation.
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1.8. Exemples de processus ponctuels

Deux phases ont été distinguées par Jacquet, (2008) et Edon.J, (2008), dans
la contamination de la parcelle saine. Une premiére phase ou les contaminations
semblent se faire selon une répartition complétement aléatoire et une seconde
phase ol on observe une agrégation des plantes infectées. Ceci est confirmé
par différents tests statistiques basés sur la dispersion spatiale, I’autocorrélation
spatiale et spatio-temporelle.

La premiére phase correspondrait a ’arrivée des premiers ailés sur la parcelle
tandis que la seconde phase coincide a la fermeture de la parcelle c’est-a-dire a
un stade phénologique des plantes

pour les quelles les feuilles de cannes voisines se touchent. Cette derniére
situation permet le déplacement des pucerons aptéres d’une plante a 'autre
favorisant ainsi la contamination de proche en proche a partir des infections
primaires.

Compte tenu de ces informations, Jacquet, (2008) et Edon.J, (2008), for-
malissent un modeéle et distinguent les deux étapes décrites ci-dessus.

Ils utilisent les notations suivantes:

JF; : I’histoire d'un processus ponctuel a 'instant ¢,

u(t) :V'intensité du processus «background» a la date t,

7 : la date de changement de phase,

0 : le parameétre d’intéraction,

fo: la fonction de contact qui dépend de la distance "x — y” entre deux

individus.

u(t) X l[y,t*:O] sit<rT
Nz, t | Fy) =
( ‘ t) (U(t) + Z f@(xay)) X 1[y,t—:O] sit>T
yel, _

Ce modele est une généralisation de celui proposé par Jacquet et al. (2009)
car l'intensité de processus "background" plan varie au cours du temps. D’autre
part, la variabilité stochastique des paramétres du modeéle est prise en compte et
est introduite par le biais de lois a priori sur ces parametres. Nous choisissons

comme loi a priori pour le processus u(t) un processus de Dirichlet.
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Nous pouvons reformuler le probléme d’estimation de densité selon le modeéle

hiérarchique suivant :

Yt | Dat ~ Bernouillé (py:)
u(t) ~ DP(a,Gy)

ey =1-— eff)\(:p,z)dz

Un processus de Dirichlet comme a prior: sur le processus temporel d’intensité
u(t) signifie que I'on ne se restreint pas a une unique loi (de processus temporel)
pour caractériser I'information a priori disponible mais & une famille de lois de
processus temporel. Cette approche est dite non paramétrique ou parfois semi
paramétrique.

En occurrence, il parait naturel que cette famille soit centrée sur un processus

log normal & incréments indépendants (Moller et al. 1998).

Conclusion 1.8.1 Nous avons proposé dans cette section plusieurs modéles a deux phases,
caractérisés par des fonctions d’intensité conditionnelles. Nous avons disposé les outils de

traitement statistiques a partir de la théorie des processus ponctuels.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous abordons I’étude de quelques procédures d’identification
des événements dépendants dans un processus ponctuel, permettant d’analyser
les liens de dépendances entre deux événements. Ce qui permet d’identifier les
éveénements dépendants entre eux et donc d’analyser le caractére "cluster". Ces
procédés, qui s’inscrivent dans le cadre des procédures d’identification d’événements
dépendant dans un processus ponctuel, nous permettent de mieux comprendre
les liens de dépendance entre les évenements. Toutes ces méthodes sont basées
sur la notion de distance spatio-temporelle entre deux événements.

Dans tout ce chapitre, on considére un processus ponctuel  {(t;, (z;,y;),m;),i = 1,...}
défini sur un espace de probabilité filtré (Q, F, P, (F})cr+)-

On suppose que ce processus ponctuel est constitué de deux composantes,
I'une dite "background" constituée d’événements indépendants et la deuxiéme
constituée d’événements " clusters”.

L’intensité conditionnelle caractérisent un tel processus s’écrit sous la forme

Mty x,y | Fr) = plz,y) + /h(t,x,y,T,x,,y/,m/)N(dT,dx,,dy,,dm,).
S

Avec

F; :I’histoire du processus ponctuel & I'instant ¢ ,

N{(.) :le processus de comptage associé au processus ponctuel,

(.) :lintensité du processus « background » que nous supposons homogeéne
dans le temps,

h(.) :la fonction réponse de I’événement a l'instant ¢,¢ > 7, permettant de
générer la composante "cluster", S = [0, +oo[x R? x [0, +00].

Le travail du présent chapitre se base sur la lecture de plusieurs publica-
tions en sismologie, couvrant les aspects de "statistic seismologie" (Gardner
et Knopoff, 1974}), (Resenberg, 1985), (Marsan et Lenglin, 2008) dans lequel
des procédures dites de declustering, permettant ’identification des événements

dépendants sont utilisées.
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On se propose alors dans ce chapitre de mettre en évidence les outils math-
ématiques intervenant dans le développement de ces procédures.

Globalement, on distingue deux classes de procédures. La premiére classe
constituée par les procédures faisant intervenir une distance spatio-temporelle.
Ces méthodes sont aussi dites procédures du windowing, et peuvent étre consid-
érées comme des méthodes déterministes.

La seconde classe de procédures est constituée par des méthodes probabilistes
dont certaines font appel a l'algorithme "EM".

Ainsi, le premier paragraphe est consacré aux méthodes dites "détermin-
istes".

Le second paragraphe est dédié aux procédures probabilistes.

En conclusion, nous tenterons de donner quelques perspectives de travail.
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2.2 Procédures déterministes

Ces procédures ont été introduites pour la premiére fois par Gardner et
Knopoff, (1974). Elles sont essentiellement basées sur I'introduction d’une dis-
tance définie & partir d’une fenétre spatiale et temporelle. Ces fenétres sont
définies sous forme d’intervalles dans le temps et dans I’espace.

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques notions préliminaires dont nous

aurons besoin dans cette section.

Préliminaires

Soit, un processus ponctuel défini sur un espace de probabilité filtré (Q, F, P, (F;)ier+ ), €t on
se donne un échantillon d’événements {t,, (zy,yx), mi}, k = 1...N , Ou my, représente une
grandeur réelle positive lié au k ¢ événement, t;, représente I'instant d’observation de cet
événement t, <t <...<t,; <---;keN, et (x,1y,) € R? représente ses coordonnées
spatiales.

On note e; événement (t;, (z;, y;), m;).

Soit e; un évenement qui génere d’autre événement e, c’est-a-dire: e, — ¢, , On veut
développer une procédure qui permettre d’identifier les événements dépendants. Pour se
faire on se base sur les critéres suivants:

- Soit my, < my

Si e; est proche de e, :

1) du point de vue temporel: |t; — t,| "petit"

2) du point de vue spatial d((z;,y;), (xn, yn)) "petit": (z;,y;) "proche de" (x5, yn).

Donc, pour les événements dépendants, la grandeur "m < m,;”, définit une distance
spatio-temporelle.

Ce formalisme permet dans le cas du processus d’occurrence des séismes d’identifier les

Y

évenements dépendants. En effet dans le cas du processus ponctuel des séismes, "m;” est la

magnitude et (z;,y;) les coordonnées de ’épicentre de fagon intuitive.
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Principe de base

Cette procedure est basée essentiellement sur 'introduction d’une distance définie a partir
d’une fenétre temporelle et spatiale. Cette fenétre est définie sous forme d’intervalles dans
le temps et dans I’espace.

On veut développer une procédure qui permettre d’identifier les événements dépendants,
en se basant sur les critéres suivants:

Soit M > m,

Pour chaque événement F(M) de grandeur M, on associe deux parameétres: T'(M) est
la durée temporelle d’une séquence et D(M) est la distance maximale.

Pour qu'un événement e(m) quelconque associé a deux parameétres t(m) et d(m), soit
dépendant de F (M), doit avoir un temps d’occurrence inférieur a T'(M) et étre localisé a
une distance inferieur a D(M).

Les schémas suivants résument le principe de cette méthode.

EQD: — DD

s2(m)

T(M)

Les parameétres T'(M) et D(M) sont définis a partir d’une relation de la forme:

log,, T (M) = a+ M

On cherche un ajustement moyen
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il
A o logs00M) & log D0)eae b
legaT(M) Lag T(m)oaefM

M

Figure (2.2)

La figure (2.2): présente les parameétres T'(M) et D(M) en fonction des magnitudes
M.
Nous explicitons parmi les plus utilisées quelques fenétres temporelles et spatiales

Ces fenétres sont données dans les paragraphes qui suivent.
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Méthode de Gardner et Knopoff (1974).

La méthode de Gardner et Knopoff a été introduite par Gardner et Knopoff (1972).
De fagon précise, la fenétre spatio-temporelle est définie pour chaque événement de mag-

nitude M, on associe les parametres a partir des relations suivantes:

logo D(M) = 0.1238M + 2.7389 (km)
0.0320M + 0.983 si M > 6.5 (jours)

logyo T(M) = . .
0.5409M — 0.574 si M < 6.5(jours)

D(M) et T(M) sont donnés respectivement en km et en jours.
Dans le tableau suivant nous donnons des exemples des parametres spatiaux et temporels

utilisées pour I’élimination des répliques pour différente magnitudes.

Magnitude | D(M) en km | T(M) en jours

2.5 19.611 6

3.5 26.080 22
4.5 38.121 83
5.5 46.121 290
6.5 61.334 790
7.5 81.564 960
8.0 94.059 985

Tableau 2.1: Parameétres des deux équations pour différentes magnitudes
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Méthode de Gardner et Knopoff adaptée pour le Maghreb

Cette méthode a été utilisée un peu partout a travers le monde au Maghreb: FElle a été

adaptée pour I’Algérie par Hamdache et al., (2007) et Hamdache et al., (2010).
Considérons qu’un événement de magnitude 8.0 affecte une région de 100km pendant

900 jours et un événement de magnitude 3.0 affecte une région de 20km pendant 10 jours,

Ce que nous résumons en écrivant,

M =80— T(8.0) =900 jours et D(8.0)=100 km
M =30— T(3.0) =10 jours et D(3.0)=20 km

Ainsi, & partir de ces considérations et de la relation liant la magnitude au parameétre

D(M) d’une part et au paramétre T'(M) d’autre part, nous obtenons les relations suivantes,

log,o D(M) = 0.1398M + 0.8816
logy, T(M) = 0.3908M + 0.1725

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples D(M) et T (M) pour différents

magnitudes.
Magnitude | D(M) en km | T(M) en jours

2.5 17.026 6

3.5 23.491 16
4.5 32.412 38
5.5 44.719 95
6.5 61.702 233
7.5 85.133 o973
8.0 100 900

Tableau 2.2: représentation des différentes valeurs des parameétres D(M) et T'(M) pour
différents magnitudes données, en utilisant la méthode de Gardner et Knopoff adaptée au

Maghreb.
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Méthode de Urhammer

Cette méthode a été introduite par Urhammer (Urhammer, 1986), les paramétres définis-

sant la fenétre spatio-temporelle sont donnés par:

log;o D(M) = 0.3491M — 0.4447
log;o T(M) = 0.5363M — 1.2464

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples concrets pour différentes magnitudes.

Magnitude | D(M) | T(M)
2.5 2.68 1.18
3.5 5.989 4.27
4.5 13.383 15
9.5 29.904 o1
6.5 66.820 | 174
7.5 149.305 | 600
8.0 223.185 | 1108

Tableau 2.3: Différentes valeurs des parametres D(M) et T (M) pour différents mag-

nitudes données, en utilisant la méthode d’ Urhammer.

Méthode de Gruental

En 1985, Gruental, propose des fenétres sous la forme:

log;o D(M) = 0.1060 M + 1.0982
logy, T(M) = 0.5055 M — 0.1329

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples de parameétres D(M) et T'(M) pour

différents magnitudes.
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Magnitude | D(M) | T(M)
2.5 23.078 14
3.5 29.458 43
4.5 37.601 137
9.5 47.995 444
6.5 61.2632 | 1422
7.5 78.199 | 4553
8.0 99.816 | 8148

Tableau 2.4: Différentes valeurs des parameétres D(M) et T (M) pour différents mag-

nitudes données, en utilisant la méthode de Gruental.
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2.2.1 Exemple des procédures utilisées

Nous avons utilisées les quatre procédures décrites dans le paragraphe préce-
dent.

Nous avons utilisé la méthode de Gardner et Knopoff, (1974), que nous
noterons M, celle de Urhammer, (1986), notée M,. La méthode de Gruen-
tal, (1985) quant a elle , sera notée Mj et enfin la méthode de Gardner and
Knopoff adaptée pour le Maghreb sera notée My.

Ces quatre procédures agissent de facon différenciée sur des données con-
crétes, ainsi et afin de mieux cerner ce comportement, nous avons représente
graphiquement les variations des parameétres en fonction de la magnitude M,

que nous avons porte sur le méme graphe.

Log piDktarcs|

1ogy(Time)

a8 T TR @ aE w  wA ons o = d Magnitude

(a) (b)

Figure (2.3)

Figure (2.3): représente la variation des parameétres définissant la fenétre spatio-
temporelle en fonction de la magnitude (a):log,, D(M) en fonction de la magnitude,(b):log,, T'(M)

en fonction de la magnitude.
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2.2. Procédures déterministes

Interprétation

Pour la fenétre distance, nous remarquons que pour les magnitudes M < 6.3
les méthodes M,, M;s, et M, sont les plus conservatrices car elles contiennent
plus d’événements contrairement a la méthode M;.

Tandis que pour les magnitudes M > 6.3, la méthode M; est la plus conser-
vatrice par rapport aux autres méthodes My, M;, et My.

En ce qui concerne la fenétre temporelle, pour les magnitudes M < 6.5, la
méthode M3 est la plus conservatrice, contrairement aux autres méthodes My,
My et My,

mais pour les magnitudes M < 6.5 on obtient le processus inverse, c’est-a-

dire, les méthodes citées précédemment sont les plus conservatrices.
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2.3. Procédures aléatoires

2.3 Procédures aléatoires

Il est fréquent de trouver dans la littérature le qualificatif de subjectif aux précédentes
méthodes pour identifier les événements dépendants dans un processus ponctuel. Ce qual-
ificatif est essentiellement du aux difficultés de déterminer les paramétres T'(M) et D(M)
associés a une magnitude M. Souvent du & I’absence ou & l'insuffisance d’événements forts
permettant de déterminer de fagon rationnelle ces parameétres, dans une telle situation il est
fait appel a une appréciation "subjective" pour déterminer ces parameétres.

Pour palier a cet état de fait certains auteurs ont introduit des procédures dites stochas-

tiques que nous présentons dans le paragraphe suivant.

Introduction

Cette approche qui a été introduite par Zhuang et al., (2002) propose une approche
probabiliste associant & chaque événement une probabilité d’étre un événement background
ou un événement généré par un autre.

L’idée fondamentale de la procédure stochastique est basée sur I’estimation de 'intensité
de la composante "background”, supposée en fonction de ’espace et non pas du temps, et
des parameétres liés au modele de la dépendance des évenements constituants la composante
"cluster”.

Cette approche est basé sur les modeles ETAS. On se donne un modeéle spatio-temporel,

dont l'intensité conditionnelle d’un processus ponctuel donnée par;

Ma,y,t | Fo) = pla,y) + Y K(mip)glt —t) f(x — 2r,y — ye | my) (2.1)

k.t <t
Ou;
p(x,y) : intensité conditionnelle de la composante "background”, qui est indépendante
de temps.
g(t) et f(xr — xk,y — yr | my) : sont respectivement des fonctions réponses normalisées
du taux d’événement, et de localisation des événements & partir d’'une magnitude m;,ce qui
signifie que ces deux fonctions déterminent le procédé par lequel & partir d’un événement

(tk, (x, yr), M) on génére un autre événement a 'instant t et localisé au point (z,y).
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2.3. Procédures aléatoires

Du fait que le k' événement génére un processus de Poisson non stationnaire d’intensité,

K(my)g(t —te) f(x — 2y — yx | i)
K (my) : peut étre considérer comme le nombre d’événements pouvant étre générer a
partir de la magnitude my,.
Supposons que ces événements sont numérotés de 1 & N. Dans I’équation (2.1), la
probabilité qu'un événement j soit généré par un événement i peut étre estimé comme

suite:

K(my)g(t —te) f(@ — 2y — yx | M)
Ay, yj.t | Fy)

La probabilité que cet événement soit un événement " background " faisant partie de

Pij = (2.2)

la composante "background" du processus d’occurrence, ou un événement "trigger" faisant

partie de la composante "cluster”, est donnée respectivement par:

o ﬂ(£j7yj)

- j=12 .. N 2.3
EPNCTN TN (2:3)

j—1

i=1
Autrement dit, la sélection de chaque événement j avec une probabilité p;;, ¢, ou p;, on

peut réaliser un sous-processus généré par I’événement i, un sous processus "background"
ou un sous-processus "trigger".

Ce qui va permettre de définir ’algorithme suivant:

Algorithme 2.3.1 Calculer ¢; et p;; en utilisant les équations (2.3) et (2.4) avec 4, j=1---
- Pour chaque événement j, j = 1--- N; générer des variables aléatoires p; de loi uni-

forme sur [0, 1] pour chaque j notons:

k
I; :min{k— 1, tel que ; +sz’j > avec 1 < k <j}
i=1
e Si I; =0:j est considéré comme événement de la composante "background” ou un

événement initiateur générant d’autres.

Dans le cas contraire, c’est-a-dire:

® Si [; #0: lej*m événement est considéré comme directement créer par le I jieme EvENEMENE,
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2.3. Procédures aléatoires

Cet algorithme va nous permettre de décomposer tout le processus en différentes branches
ou clusters, & ce moment on peut déterminer pour chaque famille I’événement générateur
(initiateur) comme un représentant du processus de la composante «background> .

Dans cette démarche, on prend pour chaque cluster la magnitude la plus forte, ce qui
justifie que cet algorithme n’est pas unique.

En général, on peut générer plusieurs échantillons déclustérés et on utilise un test
d’hypothése associe & la composante "background" ou la composante "cluster", qu’on ac-
cepte ou on rejette de fagon alternative. Les probabilités ¢, et p;; sont utilisées pour tester
cette hypotheése.

Cet algorithme est aussi appelé algorithme de reconstruction aléatoire, il a été introduit

et développé par Zhuang et al.,(2004), Zhuang, (2006).

% P Py P P
-—- B e — e e &
0 U, i

Figure (2.4)

Figure (2.4): exemple d’algorithme de reconstruction aléatoire.
On termine ce paragraphe, en introduisant le modele dit "declustering stochastic in-

dépendant" ou " MISD " que nous expliquons dans ce qui suit.

2.3.1 La procédure stochastique pour les modéles MISD
Introduction

La procédure stochastique pour le modele "MISD", " Model indépendant stochastic declus-
tering " de Zhuang et al., (2002), qui a été décrite ci-dessus, peut étre étendue a d’autres
types de modeéles "ETAS". En effet, la généralisation de Marsan et Lengline, (2008), n’a
pas de modele particulier dépendant, et peut accepter n’importe quel modeéle de la sismicité,
d’ou le nom de declustering stochastique indépendant ou "MISD".

Ce qui permet d’écrire 'intensité conditionnelle sous la forme suivante:
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2.3. Procédures aléatoires

Aa(T,y,t) = ZZ/\ijkl(tE[tj,tj+1])1(ra(:c,y)€[rk,rk+1])
i &

Un événement ”a” de magnitude m, € [m;, m;11] et de temps de trigger t,, est localisé
au point (x,y), avec t > t,,

[t;,tj+1] et [rg, ri41] sont les intervalles de temps et la distance.

rq(z,y) : représente la distance de déclenchement de ’événement ”a” au point (x,y).

le modele " MISD " nécessite de définir les intervalles de magnitude, du temps et la
distance, et revient a trouver I'intensité \; ;.

Ce modele liée a l'algorithme " Estimation-Maximisation" ou "EM", pour trouver ces
inconnues, il est basé sur le calcul itératif des probabilités w,, (b événement qui est généré
par I’événement a) et wg, la probabilité que b est un événement issu du processus de "back-
ground”.

Alors I'algorithme "EM" est utilisé dans ce modéle pour inverser les parameétres de

modele "ETAS".

2.3.2 Les étapes de I’Algorithme "Estimation -Maximisation" (EM)

Etape d’estimation (Etape-E):

Soit A et o des intensités a priori , on calcule les probabilités wqy, et wop (wap €t wopcorrespondants

a p;; et ¢; dans la section précédente de declustering stochastique).

Ces probabilités sont définies comme:

Aa @b, Yp, thj)

! o+ S (@, b, tr)
c<b

/ W+ ZAb(xb7ybatk)
c<b

avec:

Wap + Wop = 1
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2.3. Procédures aléatoires

Etape de maximisation (Etape-M):

Cette étape correspond a trouver l'estimateur de maximum de vraisemblance (MLE). La

fonction log-vraisemblance est :

[ = —/d(w)/dt)\(w,y,t) + Zln Ai(miy v, th)
v T i

On fait introduire les "w" qu’on a déja calculé dans [’étape E, on obtient la formule

suivante:

w) = —Zni)\ijk5vk —pTV + Z Ngji In A + noIn p
1jk ijk
ou:
n; : représente le nombre d’événement entre [m;, m;1],

ni;k: présente le nombre d’événements paires (a,b) de telle sorte que la magnitude de a

€ [m;, mit1], et séparés par ty, —ta € [tj, tj+1] €t rop € [T%, Th41], avec une de probabilité w,g.

Nijk = Z Zwabl(tb*tae[tj:tj+1])1(7"ab€[tkvtk+ﬂ)

a€[m;,miy1]b<a
no : présente le nombre d’événements indépendants (exemple dans le cas sismique) du

processus "background":

TLO: E Wop
b
n n

0t; =t;y1 — t;j : présente la durée de 'intervalle de temps pour "j".
§Vi représente le volume de shell en (km?) li¢ a Uintervalle de distance r € [rg, 7441],qui

calcul comme suit:
oV, = Z—LH 3 =3 km?
k—3 (Tk+1 Tk) (km?)
Le MLE est donnée par:

Nijk

Nijk

Nijk

9) .
A ni(t]‘+1 — t]) (ﬂ/lk

ijk
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2.4. Conclusion

_ _ o _ _ "o
dul(w) =0= TV—i—TV 0 =u TV
Avec
T : la durée totale des données.
V : le volume total.
On obtient
A = Nijk
" ni(tjﬂ — t])(SVZk
L o
H=Ty

Ces deux étapes sont réitérées jusqu’a la convergence de \;;, et 1 est stable.
La puissance de cet algorithme est que la solution finale ne dépend pas du choix initial.
Enfin, le processus obtenu peut étre obtenu a partir de wq, avec b est un événement

indépendant, issu de processus de background.

2.4 Conclusion

L’objet de ce chapitre était de modéliser le processus ponctuel et plus pré-
cisément les processus temporels afin d’entamer les procédures d’identification
d’événements dépendants dans ce processus.

Ces procédures (déterministes et stochastiques) consistent & identifier la com-
posante «trigger» qui contient les événements dépendants afin d’obtenir un
processus de Poisson.

La procédure stochastique utilisé dans ce chapitre intéressante est celle présen-
tée par Zhuang et al., (2002), consistant & inverser les paramétres d’un processus
ponctuel par exemple dans le cas sismique le modéle "ETAS", a I'aide d’un al-
gorithme de type " Estimation-Mazximisation”.

L’inconvénient de cette derniére est que les résultats trouvés restent toujours
conditionnés par le choix du modéle.

Le chapitre suivant sera consacré a vérifier que le processus obtenu est Pois-

sonien homogeéne.
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2.4. Conclusion

Pour ce faire, il existe différents tests permettant de tester I’hypothése suiv-
ante, Hy:"Le processus amputé des événements dépendants est de type Pionsson-
nien homogene".

Parmi ces tests, on peut citer les tests du Chi-deux multinomial, du Chi-deux
conditionnel, de Kolmogorov-Smirnov et le test de Brown et Zhao. Enfin nous

introduisons un nouveau test dit test de permutation.
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Chapitre 3

Analyse du caractére Poissonien

Sommaire

3.1 INETOAUCTION. ¢eceiiiiiiiiiiiiiiii e e e e e e e e e e e e e e e e eeeees
3.2 PrélimiNaiTes.....ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eeees
3.3 Tests tEIMPOTEIS....ciiiiiiiiiiiiiiiiiii e
3.4 Test spatio-temPOTel.....cc..uuuiiiiiiiiiii e

3.5 Partie d’application pour le test de permutation..............cceeevvuiiiiiiiiiiiiiiiiiinnneennn

60

63
63
64
70



3.1. Introduction

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est consacré a une étape fondamentale, il consiste &
analyser le caractére Poissonien du processus ponctuel initial amputé des éveéne-
ments dépendants, nous examinerons ce caractére par des tests statistiques.

Ainsi, dans ce chapitre nous consacrons le premier paragraphe a des prélim-
inaires.

Le second paragraphe introduit les tests statistiques dans le cas temporel et
dans le cas spatio-temporel.

Enfin le troisiéme paragraphe est consacré & un exemple d’application d’un
nouveau test dit permutation qui sera appliqué dans ce chapitre sur des données

sismiques.

3.2 Préliminaires

On a établi précédemment qu'un processus de Poisson est un cas particulier de processus
ponctuel.

A(t | F;) est I'intensité conditionnelle du processus ponctuel amputé {7, n € N} .

- Dans le cas ou le processus ponctuel de Poisson est non homogéne dans le temps,

Iintensité conditionnelle s’écrit comme suit;

At Fo) = A(D)
- Dans le cas ou le processus ponctuel de Poisson est homogeéne dans le temps, I'intensité

conditionnelle s’écrit comme suit;

At | F) =X

Le paramétre A représente le nombre moyen par unité de temps.

On donne un exemple du processus ponctuel dans le cas sismique, A correspond au
nombre d’événements par unité de temps.

Dans le cas particulier ou 'unité est une année, on parle alors de taux annuel moyen

d’événements.
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3.3. Tests temporels

Ainsi, pour vérifier que le processus ponctuel obtenu est du caractére Poissonien ho-
mogene ou non, on examine si le taux d’événements annuel moyen est constant.

Pour résoudre ce probléme, nous proposons des tests pour vérifier le taux I’homogénéité
dans le cas temporel et on peut citer: tests conditionnels d’uniformité multivarié, tel que
le test de Kolmogorov-Smirnov, tests du Chi-deux multinomial et conditionnel, ainsi, que le
test de Brown Zhao proposé par Anscamb,(1948).

Dans le travail de ce présent chapitre, nous proposerons un nouveau test qui est I'axe
de ce travail c’est le test de permutation qui se traite dans le cas spatio-temporel, suivra un
exemple d’application avec des données en sismologie.

Nos hypotheses, Hy et H, peuvent étre formulées de la fagon suivante:

Soit X1, -+, X,, des variables aléatoires indépendantes non négatives avec P(X = z) = f(z) -

(Ho) : Processus ponctuel initial amputé des événements dépendants est de caractére
Poissonien homogéne.

(Ha) : Processus ponctuel initial amputé des événements dépendants est de caractére
Poissonien hétérogéne.

C’est -a-dire

(Ho) : Xi ~ Poiss(\), M1 =X =...= )\,
(Ha) = X; ~ Poiss(\;), 3 A —A)2>0

i=1

3.3 Tests temporels

Dans cette section nous sommes intéressés a des tests de distribution Poissonnien au cours
du temps, soit {(z;, i, t;),7 = 1,2..n} un nouveau échantillon d’un processus ponctuel
amputé des événements dépendants dans (S x [0,7]) avec: S espace d’étude et de période
[0, T] permettant de tester I’hypothése d’homogénéité temporelle.

Nous considérons que S est indépendant de [0,7]. Dans cette partie de travail nous
ignorons ’espace d’étude et on travaille seulement sur [0, 7]

Pour cela, on présente une variété de tests statistiques qui se traitent dans le cas temporel:
test du chi-deur multinomial , test du chi-deux conditionnel, test de Kolmogorov-Smirnov,

et le test de Brown et Zhao.
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3.3. Tests temporels

3.3.1 Test du Chi-deux Multinomial

Dans ce paragraphe, nous abordons le test de Chi-deux multinomial, qu’on note "7,,”. 1l
est utilisé par Barami et al.,(2007), comme test d’hypothése que le processus obtenu est
Poissonnien homogéne.

Le détail de test se déroule comme suit:

On dispose une séquence temporelle {t;,i = 1,...,n} avec la période d’étude est [0, 7],

ou:

T :présente la période d’étude total.

n : le nombre total d’événements durant la période [0, T7].

C' :le nombre de catégories ou classes.

(i)- Soit K > 1, avec K est le nombre d’intervalles total. On partitionne la période
d’étude en K intervalles temporels, la longueur d’étude est Z

K
On calcule le nombre d’événements dans chaque intervalle:

. T T
Ne =Y 1((k - N <ti<hz),  ke{l2.. K}
=1

(ii)- On calcul le taux théorique d’événements dans chaque intervalle \,. Barani et al.

(2007) proposent 'estimation suivante:

A=n/K

(iii)- Soit C' > 2,
pour k € {1,..., K'}; si le nombre d’intervalles contiens ¢ événements c’est-a-dire Ny, = c,

alors la probabilité de N, = c est calculée comme suite:

Ke_’\~)\—', c=0,1,...,C =2
E,. = C—2C'
K—-» Ej c=C-1
§=0
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3.3. Tests temporels

On note O,, est le nombre d’intervalles observés contiens c.événements {O.,c =1, ...,C'—

1}, donc

K
O =Y 1(Ny =c)
k=1
Ou
K
chl - Zl(Nk 2 C - 1)
k=1

La statistique du chi-deux multinomial est calculée comme suite :

Q

= (Oc — EC)2

Tcm Y
E.

Il
=)

C

on calcul la P — value du test ;

P = PX>T,] avec X~ X%, , pour a=005etd=C—2

L /2T /2)

P= T(d/2)

3.3.2 Test du Chi-deux Conditionnel

Soit I’hypothese nulle de la distribution conditionnel Ni, ..., Ny avec Y Ny = n, est une
multinomial (n,1/K,...,1/K).

Npy ooy Np v M(n,1/K, ... 1/K)

On le note T¢c.
La statistique du test est,
K ~
Nj — \)?
Tec = Z—( x )
k=1 A

Nous rejetons 'hypothése nulle (Hy): si Toe > Xil_a.avec d=K —1let a=0.05

3.3.3 Test de Kolmogorov-Smirnov

Dans ce paragraphe, nous abordons le test de Kolmogorov-Smirnov non paramétrique, que
nous notons Tkg,.il est connu par Kolmogorov.,(1936) qu’on peut 'utiliser comme test

d’hypotheése, aves un échantillon temporel {¢;,i = 1,...,n}.
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Ce test est souvent introduit en complément aux tests de chi-deux. Ce test tient compte
des différences, non pas entre les fréquences observées et attendus, mais entre les fréquences
relatives cumulées et la fonction de répartition de la distribution dont on veut vérifier la
validité (Dagnelie, 1968) et (Dumas, 1977).

Ce test nécessite moins de calculs que les deux tests précédents.

(Ho) : 7 Processus obtenu est de caractére Poissonnien homogéne dans le temps”

(Ha) : 7 Processus obtenu est de caractére Poissonnien hétérogéne dans le temps”.
Ce test repose sur les propriétés des fonctions de répartition empiriques, compare la

fonction de répartition empirique de temps F),(z) avec F(z), (Lehmann, 2005).La distance

de Kolmogorov-Smirnov est:

D, = sup | F,(z) — F(x)’ > ¢(n,a)

xT

Il existe des constantes universelles ¢(n, a) de sorte que pour chaque distribution F,

P, = -
{ wg 2 Cmall=a

¢(n, a) :est une valeur critique qu’on peut lire dans la table de Kolmogorov-Smirnov, ou
estimé d’une maniére numeérique selon 1’égalité de Massart (Massart,1990), si I’on prend
In(2/a)

< g N
cln.a) < /2o

Dans ce chapitre, le test KS a été utilisé pour évaluer ’homogénéité d’événements de
distribution temporelles {t;,i = 1,...,n} pour le processus ponctuel obtenu (Matthews et
Reasenberg, 1988).

Si le test est généré par un processus de Poisson homogene, les temps {¢;,7 = 1,...,n} sont
indépendants, identiquement distribués, et uniformes sur [0, 7']. Leur fonction de répartition

est F(z) =t/T.

D,, = sup
t

1 — t
N1 <t) - =
n;( _) T

3.3.4 Test de Brown et Zhao

Nous allons concentrer notre attention sur les propriétés de ce test par rapport aux autres

en rappelant qu’il est basé sur la transformation d’Anscombe.
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Au cours de ce paragraphe, nous donnerons un bref rappel de cette transformation avant

d’énoncer le test de Brown et Zhao, (2002).

Nous citerons quelques articles: Hinkley et Runger, (1984), et Hoyle, (1973).
Cette transformation permet de stabiliser les variances d’ordre deux chaque fois qu’il y
a proportionnalité entre les moyennes et les variances, et non plus entre les moyennes et les

écarts-types, c’est-a-dire quand:
VAR(X) = kEE(X)

A ce titre, cette transformation peut étre utilisée notamment dans le cas des distributions
Poissonniennes, dont les moyennes et les variances sont toujours égales. Cette transforma-
tion est parfois utile aussi pour certaines autres distributions discontinues, apparentées aux
distributions de Poisson.

Quand les valeurs observées sont relativement faibles, il est préférable d’employer la
transformation:

3

Y =4/X+2
T3

Cette adaptation de la transformation est basée essentiellement sur des études em-
piriques.

D’autres possibilités, de type v/ X + ¢, sont examinées notamment par Kihlberg et al.,
(1972).

Brown et Zhao, (2002) utilisent cette transformation comme approximation d’une dis-

tribution de test de Chi-deux Pearson.

Definition

Nous considérons le probléme de vérifier si un échantillon d’observations provenant d’une
distribution de Poisson est homogene dans le temps.
Brown et Zhao (2002), introduisant un test fondé sur la transformation d’Anscombe,

basée sur la dérivé de la variance d’ordre deux jusqu’a sa stabilisation.

66



3.3. Tests temporels

Anscombe, (1948) a démontré que,

VAR <\/Nk n 3/8) = 1/4+ o(1/),

avec
Yi =V Np + 3/8

Ny, suit une loi de Poisson, Ny ~» Poiss(\x)

E, (Y,)=E, <\/Nk n 3/8) k=12 K

Alors Brown et Zhao, (2001), proposent une transformation pour la dérivé de la variance
d’ordre deux.

La transformation est la suivante:

VN +1/4 aulieude /Ny +3/8

Avec
By (VN +1/2) = VA+o(1/3)
On pose:
Y, = VN +1/4
Sous H, "\ =Xy = ... = Ag"

La statistique de test de Brown et Zhao est donnée comme suit:

Koo =2 — 1.
Tos =4y (Yk - Y) avee ¥V = =3V,
k=1 k=1

On rejette 'hypothése nulle si (757 > X%Kq,ka)) au seuil o = 0.05.

Le test de Brown et Zhao éxige le choix du nombre d’intervalles K.
Les tests précédents ne spécifient pas les périodes ou le processus est Poissonien ho-
mogeéne, de ce fait il a été préférable de proposer un autre test tenant compte des coordonnées

spatiales. Il est présenté dans le paragraphe suivant.

La section suivante est basé sur le travail de Romano, (1988, 1989).
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3.4 Test spatio-temporel

Dans cette section, nous présentons un nouveau test non paramétrique performant par
rapport aux tests de distributions temporelles qui sont cités précédemment, ce test est défini
sur la base d’une distance spatio-temporelle. 11 est connu sous le non du test de permutation.

Introduction

Les tests d’hypothéses non paramétriques offrent une alternative importante puisqu’ils
necessitent moins de suppositions. Une classe importante de tels tests sont les tests de
permutation que 'on décrit dans cette section. On présente leur définition et conditions
d’application et leur propriétés statistiques. Afin d’illustrer la méthodologie, on introduit
un exemple d’application dans le cas sismique.

Test de permutation

Le test de permutation est apparu en 1935, sous l'initiative de Fisher, (1935), a été large-
ment étudié depuis. Le principe de ce test est de travailler conditionnellement aux données
observées, de facon a eviter de formuler des hypothéses sur la distribution de la variable
observée. Etant donnée une statistique de test, on la calcule sur les données observées.
Ensuite on permute ces derniéres aléatoirement de facon & obtenir un nouvel échantillon sur
lequel on recalcule la statistique de test. On confronte ensuite la statistique calculée sur les
données observées a la distribution empirique des statistiques calculées sur les permutations.
La validité de cette méthode vient du fait que sous I’hypothése nulle, toute permutation des
données observées est "également probable". Cette méthode sera plus détaillée dans la suite.

Principe et propriétés de test de permutation

L’importance des tests de permutation réside dans leur flexibilité et leur robustesse
lorsque les hypothéses statistiques des tests paramétriques habituels ne sont pas valides. Ils
permettent le choix complet de la statistique du test appropriée au probléme en main, et
cette liberté de choix permet des milliers d’applications pratiques.

Le principe général de permutation est intuitif. Il revient & sous 1’hypothése nulle
appropriée, toute permutation des observations de I’échantillon a la méme probabilité d’étre
"tirée". En d’autres termes, les différentes permutations possibles de 1’échantillon observé
sont équiprobables. La propriété d’équiprobabilité est déja utilisée dans la statistique non

paramitrique pour la construction des tests libres de loi (basés sur les rangs). Cette propriété
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résulte du fait que sous ’hypothése nulle appropriée, les observations de I’échantillon sont des
réalisations de variables aléatoires échangeables. Pour appliquer les tests de permutation,
il faut. que la condition nécessaire et suffisante sous ’hypothése nulle, I’échangeabilité des
observations, soit vérifiée. Sinon, leur utilisation devient inappropriée et erronée.

Considérons le test de permutation introduit par Romano, (1988).

Définition 3.4.1 - Soit un échantillon des donnés spatio-temporelles: {(x;,yi, ti,), i =
1,..n}, ou (x;,y;) présente les coordonnées spatiales.

(a)- SoitII l'ensemble des permutations des entiers (1,...,n). Un ensemble de variables
aléatoires qui présente les temps T4, ..., T,, est échangeable, si pour toute permutation
,7,,) € II l’ensemble de toutes les n! permutations possibles on a:

T = (7, ..

{11, ..., T,} 4 {Tﬂl, ...,T,Tn} avec 7 € I1

L’échantillon d’observations est transformé comme suit,

(@6, 90), iy ) — (6, 90), t))

A

Pn_)pﬂn

Ou £ indique que les deux vecteurs ont la méme distribution de probabilité (égalité en
loi).
(b)- On dit que la fonction de densité conjointe du vecteurt = (ty,...,t,) est invariante

par rapport aux permutations des éléments du vecteurt si:

f@) = f(t1, . tn) = f(ta,, s tn,)

L’exemple le plus simple de variables échangeables est le cas ou 711, ..., T}, sont des vari-
ables indépendantes et identiquement distribuées. Dans ce cas, les variables sont échange-

ables car:
n

F#) = ftr,ontn) = [ [t = Fltn, o tr,)

=1

L’hypothése nulle de temps non échangeable, étant donné les coordonnées spatiales

(x;,y;) et les temps {t;}.pour n observations est,
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3.4. Test spatio-temporel

d
(Ho) : {1, ... T} # { T, - Tn, }
(Ho) {1 oo T} £ { T,y o, T )

Romano, (1988) a décrit les étapes d’une procédure de construction d’un test de per-

mutation qui est défini comme suit:

3.4.1 Les étapes de test de permutation

Romano, (1988) a utilisé la théorie de processus empirique pour élaborer une méthodologie
pour les tests de bootstrap des hypothéses "non paramétriques" telles que I'indépendance,
la symétrie et 'interchangeabilité.

Soit V' définit un model spatio-temporel ¢’est-a-dire: V' = S x [0, T], avec S représentant
la région géographique d’étude identifiée par ces coordonnées (z,y) et [0,7] représente la
période d’étude.

Alors V = {(z,y,t) € R%}

Ou V(j,i, k) € {(xj,yi,tx) - 4,4,k € {1,...,n}}.

V est une classe de Vapnik-Chervonenkis, alors V- €{(—o0, ] X (—00, y] X (=00, t]}, pour
le triplet (x,y,t)

L’échantillon testé appartient a la classe de Vapnik-Chervonenkis.

Donc V € V

On note:

P, :est une mesure empirique associée au poids %, pour Iéchantillon ((z;,;),t;) de n
observations, (longitude, la latitude, le temps).

7B, :est la transformation de mesure empirique b, pour n! permutation de I’échantillon
{(xi,yi, t;) pour 1 > i, j > n},associée au poids % pour chaque observation.

Soit Py € g C (2,nous avons la transformation invariante suivante;

T:0 — QO
T(P()) = PO
La mesure empirique de Pn(V) de (z,y,t) est ,

A

1 n
Pu(V) = =3 s < a,ys <yti < 1)
=1
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La mesure empirique nulle de 7(P,)(V) de (x,y,1) est,

- l =1l
T(F)(V) = HZEZN%S%%S%%@)St)

7rjEH =1

1 — 1 —
= > lwi<yz;<z) =) Ltpx <t
n;( )n;( )

Considérons la statistique de test ¢ suivant la distance entre B, et P, est,

6(P) = sup [B(V) = P(V))]

Ceci est une généralisation de test de Kolmogorov-Smirnov.

On calcule

~

¢(P7TTL) = Ssup
Vev

~

PoalV) = 7Pr(V))]

~ A

-Si ¢(Prn) > ¢(P,) = alors la p-value de 'hypothése nulle est P.

Pour trouver la distance maximale, il suffit de trouver la distance maximale d’un ensem-
ble d’échantillon (x;, y;,tx) pour 1 > i, j, k > n.

Nous classons chaque séquence comme 1'un des deux catégories en fonction de son em-
placement (2,1, '), qui présente la premiére séquence minimum dans le catalogue.

Pour trouver la seconde séquence, on a &’ > min{z;},y’ > min{y;} et ¢’ > min{t;}.

supposons que: [(2) = Z 1(z; < 2'); c’est-a-dire tous les coordonnées de x sont inférieur
au égale & 2/. De méme pour J(2') = Z Wy, <) et K(t') = Z 1(t; < t).

On calcul la mesures empirique pour I'échantillon (', 4/, t'):

1 n
Pn(V’) = 521(1’@ S ]}l,yi S y/7ti S t,)

i=1
1 n
= ;Zl(% < L), Yi < Y ti < ta)
i=1
On calcul la transformation de la mesure empirique pour I’échantillon (2, 1/, t'):

n

1

. 1<
T(P)(V') = 521(% < L) Yi < Yu@) - 521(@‘ < tkwy)
=1 k=i

Pour trouver la borne supérieure de la différence absolue entre ces deux mesures, il faut

trouver l'ordre (ou les rangs) de x,y et t.
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Nous concentrons dans le paragraphe suivant, les étapes de test de permutation pour les
temps échangeables.
Romano, (1988) a décrit les étapes d’une procédure de construction d’un test de per-

mutation qui est défini comme suit:

3.4.2 Algorithme du test

La méthode du test de permutation proposée par Romano, (1988) adopte une procédure

différente pour tester ’hypothése nulle.

Nous décrivons le principe sous forme d’algorithme:

(1°) Soit un échantillon d’événements spatio-temporels ordonnés (x,y,t) représentant
les longitudes, les latitudes et le temps respictivement.

- On trie le catalogue de longitudes, latitudes et des temps dans I’ordre temporel (z;, y;, t;)
pour ¢ = 1, ..., n, pour faciliter I’étape 3:

- On calcul les rangs de chaque événement (z,y),

yeme

Le rang du "¢ évenement z est égale a,

I(z;) =) 1(z; < ;)
j=1
(2°) On calcule la mesure spatiale empirique dans R? avec:
(Wi, 5);1 > 1,5 >n

Cette distribution spatiale est préservée dans la matrice X.; ordonnée par (i, j);

1 n
Xj= Ezl(yj <y,r; <)
i=1

Présente le nombre d’événements dans le catalogue avec une latitude inférieure a la
latitude d’i®™¢ événement et longitude moins de longitude du j%™¢ événement.

(3°) On calcule la différence absolue entre la mesure empirique et la mesure empirique
nulle pour chaque événement :{(x;, v;, tx) : 4, j, k € {1,...,n}}

On trouve la valeur maximale de toutes ces différences; est la statistique de test ¢

On définit la statistique de test:
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6 = mpx [ [PV 0) = (P (VG

J?Z

(4°) On commence les permutations pour h = 1,jusqu’a h = N = 1000.

(5°) Créer une permutation aléatoire de {1,...,n}, appliquer cette permutation sur
les coordonnées spatiales, avec le temps échangeable (mais il faudrait de retrier chaque
échantillon ordonnée temporellement aprés chaque permutation).

(6°) On calcul les différences absolue entre la mesure empirique permuté et la mesure
empirique nulle permuté .

- La matrice de permutation ¢, contient toutes les valeurs maximales pour les

distances

o = g [ [ POV 10) = (P G )

72,
(7°) Si H = N,aller a I’étape suivante.
(8°) On calcul P est;

A

1
P = N1(¢h > ¢)

N
h=1
-SiP< 0.01,0on rejette hypothése nulle, donc le temps est échangeable et arréter.
- Si P > 0.1,0n accepte I'hypothése nulle que le temps est non échangeable et arréter
I’algorithme

-8i0.01 < P <0.1,0n fixe H =N + 1 et aller a étape (5°).
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Présentons les étapes de test de permutation sous forme d’un organigramme:

(x,.¥ .T, ) pour
{i=1...n}

!

O colowl-

P =t TR

|

O cmicwel

Ig sratistgue-Ba)

|

Pourkh=1jusgwah=N = 100D

! l

O cglewl- 71, . TP,

Pour : .|1——.F|'-|-.‘1!:-"._,..'F' ar -E:'I:ﬁ_‘.l_l

il

= 1 - o
F= o 1ed_ ) =0

Aol
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3.5 Partie d’application pour le test de permutation

Dans cette section on se propose de donner une application pour le test de permutation

abordé dans le paragraphe précedent.

Fichier de données

Le fichier qui est présenté a été élaboré par le C.R.A.A.G, (Hamdache et al., 2010)
est donné en annexe H. Il est constitué par des événements (séismes), ayant lieu durant la
période 1960-2005 dans la région d’Alger. Ce fichier est représenté en colonnes, contenant:

la longitude, la latitude, la magnitude, année, le mois, le jour.

3.5.1 Préliminaires

Pour vérifier que le processus obtenu aprés les procédures d’identification d’événements

dépendants d’un processus ponctuel est Poissonien homogéne, on examine si le taux d’événements

annuel moyen est constant a ’aide du test de permutation, nous confirme que le temps n’est

pas échangeable, donc en accepte 'hypothese nulle le processus obtenu est non homogene.

3.5.2 Procédure du test de permutation

La procédure utilisée est constituée par les étapes suivantes:
a)-On calcule les distributions empiriques des positions spatiales.
b)-On calcule la statistique: ¢.
¢)-On calcule la matrice de permutation: ¢,.
d)-On ce donne la valeure de P-value au seuil 0.05.

On se propose de faire une application.

Application

a)- Les tableaux ci-dessus présents les rangs pour les coordonnées: z et y:
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[x
[ R R I = = === R = = R R T = BT == R T R}

Ch D b= Gd oen B3 oo O B3

] 228.0 270.0 216.0 281.0 165.0 579.0 603.0 239.0 407.0 512.0 421.0 183
R R Cansole ] 118.0 129.0 141.5 £43.0 369.0 336.0 458.0 255.0 316.0 583.0 60.0 551
s s ozenk ] 141.5 366.5 51.0 337.5 449.0 596.0 550.0 148.5 5.0 439.0 191.5 271
[1] 515.0 152.5 334.0 425.0 535.5 360.0 84.0 152.5 76.0 600.5 447.5 152.5 (3251 518.5 198.0 504.0 £5.0 412.0 70.5 188.0 145.0 £74.0 574.5 340.0 358
[13] £13.5 515.0 564.5 14.5 564.5 317.5 98.0 401.0 477.0 515.0 515.0 16.0 Eia% i;ég ég; g igig f;;g égg :E;g fzfg S;ig 2132 ?gig gf: : fiz
[25] 74.5 618.0 498.0 372.0 453.0 391.0 323.0 27.0 415.0 398.5 39.0 430.0 . L 4 9.0 97,0 222,09 01,8 18,5 250 ST €
[37] 226.0 131.0 525.0 582.0 163.0 1.0 398.5 302.0 438.5 395.0 334.0 334.0 Ef;% :052 i;s ; Gé:'g =§g 35‘3 l;ig 4?;3 ;‘1; :g;g g;gg :;:; 35§
[49] 330.0 247.0 307.0 592.0 592.0 535.5 468.0 254.0 308.0 613.5 430.5 477.0 [3_55] 429'0 53; . 3;'0 ;1'0 ;5‘7'0 207'0 6;0'0 4‘;3'0 503'0 262'0 426'0 431
[61] 525.0 539.5 364.5 364.5 604.0 4.0 119.0 237.0 290.0 187.0 525.0 570.5 an] 30 1960 2160 G020 905 8160 136.9 £25.0 350 SeE.0 2460 e
[73] 363.0 193.0 4400 204.0 74.5 7.0 €32.5 78.0 44.0 8.0 490.5 455.0 : : : : : : : :
[85] 515.0 472.5 302.0 530.5 13.0 302.0 410.5 63.0 447.5 410.5 558.0 542.5 [409] 130.0 321.0 383.0 385.0 624.0 438.5 609.0 621.0 433.5 456.0 346.0 54
[97] 42.0 542.5 73.0 290.0 290.0 110.0 459.5 523.0 580.5 459.5 494.0 290.0 [421] 286.0 166.0 475.0 463.0 402.0 €11.0 315.0 628.0 99.0 454.0 570.5 587.
[109] 302.0 115.5 133.5 508.0 290.0 110.0 477.0 115.5 626.5 625.0 37.0 €00.5 [433] 152.5 269.0 107.0 574.5 113.0 390.0 26.0 310.0 349.0 435.0 148.5 167.
[121] 110.0 472.0 530.5 486.5 374.0 223.0 472.5 508.0 508.0 127.0 241.0 290.0 [£43] 635.0 125.3 332.0 £66.0 384.0 €13.5 125.3 332.0 386.0 34.0 433.5 486
[133] 152.5 312.0 90.0 553.5 143.0 12,0 20.0 489.0 461.0 45.0 467.0 488.0 [457] ¢81.5 580.0 231.0 552.0 136.5 352.0 343.0 587.5 24.0 67.0 252.5 560.
[145] 324.5 351.0 419.0 370.0 290.0 10.5 632.5 310.0 282.0 310.0 508.0 378.0 (463] 613.5 35.0 431.0 553.5 485.0 347.0 533.5 616.5 422.5 450.0 47.0 470.
[157] 321.0 392.0 527.5 5£2.5 384.0 326.0 396.5 290.0 546.5 122.0 280.0 337.0 [481] 242.0 385.0 405.0 520.0 250.0 138.5 232.0 250.0 17€.0 22.0 537.0 234.
[169] 14.5 508.0 546.5 354.0 511.0 616.5 49.0 180.0 120.0 542.5 115.5 277.0 (463] 146.0 522.0 206.0 6.0 238.0 38.0 171.0 445.0 £36.0 462.0 386.0 465.
(181] 147.0 202.5 404.0 527.5 267.0 546.5 417.0 86.0 495.5 302.0 328.0 181.5 (5031 22.0 387.0 329.0 223.0 262.0 100.0 382.0 442.0 283.0 £9.0 20.0 636
[193] 108.0 36.0 185.5 94.0 205.0 181.5 162.5 377.0 3320 418.0 157.0 337.5 [317] 424.0 469.0 160.0 £00.0 403.0 373.0 238.0 30.0 202.3 48.0 33.0 72
[205] 555.0 381.0 236.0 58.0 361.0 251.0 393.0 356.0 341.0 115.5 210.0 321.0 (28] 263.0 57.0 451.0 199.0 121.0 223.0 274.0 420.0 52.0 278.0 93.0 13
[217] 240.0 156.0 127.0 €07.0 343.0 276.0 343.0 178.0 188.0 53.0 152.0 626.5 [541] 41.0 62.0 345.0 €8.0172.0 317.5 225.0 266.0 62.0 172.0 70.5 &1
[229] 175.0 452.0 112.0 185.5 214.0 €34.0 135.0 120.0 168.0 350.0 0.0 19.0 (53] 31.0 102.0 444.0 248.0 179.0 104.0 273.0 313.0 213.0 €6.0 46.0 34
[241] 200.0 522.0 218.0 272.0 17.0 314.0 221.0 424.0 339.0 252.5 412.0 538.0 (565] 78.0 229.0 297.0 170.0 222.0 138.5 305.0 22.0 256.0 124.0 259.5 23
(253] 375.0 275.0 211.0 177.0 2.0 106.0 23.0 408.0 208.5 103.0 56.0 324.5 (5771 £5.0 138.0 55.0 131.5 23.0 235.0 128.0 464.0 397.5 237.0 502.0 30
[265] 220.0 9.0 278.0 566.0 248.0 227.0 283.5 318.0 355.0 161.0 471.0 68.0 (589] 28.0 162.0 572.0 622.5 233.0 483.0 144.0 53¢.0 82.0 81.0 9.0 23
[277] 416.0 264.5 77.0 406.0 437.0 582.0 30.0 243.0 97.0 394.0 264.5 430.0 (601] 25.0 327.0 183.5 241.0 280.0 437.0 173.0 43.0 820.0 233.0 5%85.0 20
¥ [§13] 563.0 196.0 629.0 195.0 123.0 219.0 557.0 259.5 235.0 376.0 96.0 20
[625] 500.0 568.0 427.5 409.0 190.0 567.0 359.0 549.0 577.0 619.0 562.0 28
.0 270.0 216.0 281.0 165.0 579.0 603.0 239.0 407.0 512.0 421.0 183.
R R Console .0 129,0 1¢1.5 4¢3,0 369.0 336.0 458.0 255.0 316.0 583.0 60.0 551
S rank .5 366.5 51.0 337.5 449,0 596.0 550.0 148.5 5.0 499.0 181.5 271
- ) o o T an el T o
[1] 449.5 117.5 177.0 53.0 225.5 584,0 503.0 117.5 225.5 551.0 365.0 255.0 E;i} 2212 izég iggg 635’2 4;3? 5522 éog égig :ig gsig z:gg 323
L B , . . . . . .0 580. .0 589. . . .
s s s s S S SR
[361] 578.0 546.5 18,0 3.0 362,0 21,0 422.5 427.5 432,0 413.0 396.5 2
[37] 562.5 196.5 443.5 3€5.0 307.0 572.0 307.0 307.0 443.5 225.5 363.0 365.0 [373] 505.0 152.5 608.0 &3.0 212.0 101.0 81.0 521.0 435.5 599.0 553.0 368
[49] 272.0 €02.0 363.0 488.5 488.5 225.5 202.0 231.0 725.5 117.5 97.0 26.5 [385] 429.0 532.0 87.0 &1.0 457.0 207.0 630.0 493.0 503.0 262.0 426.0 481
[61] 270.0 $65.0 529.5 520.5 48,5 113.0 397.5 478.0 225.5 144.5 4835 484,5 [397] 371.0 194.0 216.0 602.0 379.5 446.0 135.5 606.0 595.0 556.0 246.0 57
[73] 923.5 £4.0 142.5 215.5 602.0 577.5 ¢72.0 60.0 1445 88.0 6.0 7.0 [409] 130.0 321.0 383.0 385.0 624.0 433.5 609.0 621.0 433.5 456.0 346.0 54.
[85] 449.5 T4.5 4.0 255.0 416.5 449.5 307.0 636.0 278.0 196.5 365.0 183.0 [421] 296.0 166.0 475.0 463.0 402.0 611.0 315.0 628.0 99.0 454.0 570.5 587.
[97] 122.0 183.0 632.0 237.5 237.5 381.0 397.5 390.0 300.0 397.5 458.5 237.5 [433] 152.5 269.0 107.0 574.5 113.0 390.0 26.0 310.0 349.0 435.0 148.5 167
[109] 434.0 170.0 134.5 352.5 237.5 381.0 448.5 170.0 409.0 338.0 449.5 509.5 [445] €35.0 125.5 332.0 466.0 584.0 €13.5 125.5 584.0 586.0 34.0 433.% 4B6.
[121] 381.0 404.5 494.5 170.0 110.0 237.5 472.0 352.5 352.5 434.0 117.5 237.5 [£57] 481.5 590.0 231.0 552.0 136.5 352.0 343.0 587.5 24.0 7.0 252.5 560
[133] 375.0 317.0 1.5 160.5 162.0 €11.0 485.5 244.0 138.5 605.0 472.0 523.0 [268] 613.5 35.0 431.0 553.5 485.0 347.0 539.5 616.5 422.5 450.0 47.0 470.
[145] 503.0 €17.0 529.5 313.5 307.0 37.0 331.0 390.0 €31.0 294.5 352.5 559.0 [481] 242.0 388.0 405.0 520.0 230.0 138.5 232.0 250.0 176.0 92.0 537.0 234.
[157] 551.0 604.0 465.0 183.0 427.5 491.0 248.5 247.0 284,5 190.0 237.5 101.0 [493] 146.0 522.0 206.0 6.0 238.0 38,0 171.0 445.0 436.0 462.0 386.0 465
[168] 101.0 423.0 294.5 544.5 112.0 47.5 €29.0 303.0 576.0 183.0 170.0 343.0 [505] 32.0 387.0 329.0 229.0 268.0 100.0 382.0 442.0 285.0 89.0 80.0 636
[181] 51.0 348.5 365.0 465.0 3¢6.5 294.5 581.5 7TL.0 307.0 390.0 529.5 196.5 [517] 484.0 469.0 160.0 400.0 403.0 573.0 258.0 50.0 202.5 48.0 33.0 72
[193] 378.0 85.0 263.0 407.0 45.0 194.5 441.0 400.0 525.5 251.0 98.0 132.0 [529] 263.0 57.0 451.0 199.0 121.0 245.0 274.0 420.0 52.0 279.0 93.0 132
[205] 498.0 252.0 481.0 62.0 148.5 2.0 598.0 95.0 542.0 170.0 142.0 551.0 (3¢1] 4l.0 64.0 3¢5.0 69.0 174.0 317.5 225.0 266.0 62.0 172.0 70.5 €10
(207 3.0 564.0 413.0 356.0 539.0 326.0 539.0 404.5 35,0 99.0 244.0 409.0 [553] 31.0 102.0 444.0 248.0 179.0 104,0 273.0 313.0 213.0 6.0 46.0 348.
[220] 437.0 300.0 93.0 357.5 204.0 557.0 78.0 623.0 14.0 565.0 55.0 £22.0 [365] 79.D 299.0 297.0 170.0 224.0 138.5 30.0 22.0 236.0 124.0 2:9.5 431
) 8 s e g Mdmd S  wages [T %2 MK S0t e e ikt ks st e
[253] 533.0 3050 1040 483.3 237,53 134.5 336.0 334.5 303.0 33.0 63.0 338.C0 [601] 25.0 327.0 183.5 441.0 280.0 497.0 173.0 43.0 620.0 533.0 585.0 201
[265] 509.5 56.0 332.% 380.5 5.5 546.0 323.5 84.0 503.5 215.5 513.0 373.0 [613] 563.0 196.0 629.0 195.0 123.0 219.0 557.0 259.5 235.0 376.0 96.0 208.
[277] 212.0 570.0 615.0 265.0 163.5 23.0 147.0 336.0 33.5 396.0 416.5 377.5  Wreoe) 5000 562.0 427.5 409.0 130.0 567.0 359.0 549.0 577.0 613.0 562.0 283

R R - - = R I R T R R T R == ==}

Figure 3.1: Présente les sorties du logiciel "R" respectivement la longitude et la latitude.
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3.5. Partie d’application pour le test de permutation

- La matrice de distribution empirique pour les rangs spatiaux:

R Editeur de données o B
coll (col2 (col3 |col4 |colS |colé |col7 |colB (colS |collD
1 (367 [120 |24% |296 |378  |260 |57 120 |52 429
2|99 53 69 79 00 N 35 53 32 115
3 149 17 105 120 151 108 45 17 41 170
4 |41 24 32 33 41 32 17 24 15 43
5 |184 86 127 151 189 130 50 86 45 218
6 |466 134 301 375 485 322 04 134 57 550
7 |397 |125 |267 |315 |415 [278 |59 125 |53 472
g |98 55 LE] 79 100 71 35 55 32 115
9 |184 |86 127 |11 (189 |130 |50 g6 45 218
10 [437 |127 |284 |350 |456 302 &0 127 |54 520
11 (299 105 211 248 306 219 52 105 47 352
12 |208 |88 142|170 (214 |146 |50 B8 45 245
13 |299 105 211 248 306 219 52 105 47 352
14 |367 (120 |24% |29 [378 |260 |57 120 |52 429
15 |86 40 48 51 &6 48 27 40 24 78
16 |507 147 326 415 526 351 76 147 68 591
17 |99 53 69 79 00 M 33 53 32 115
18 |299 105 211 248 306 219 52 105 47 352
19 |299 105 211 248 306 219 52 105 47 352

7

cole3l coled2 col633 cole34 col63d colg3e
618 |262 405 428 462 416 208
619 |149 225 240 260 231 124
620 |19¢ 285 301 325 291 159
621 |54 74 80 30 T4 52
622 |91 131 141 153 133 84
623 |273 419 442 478 430 218
624 |77 109 118 130 110 73
625 |245 358 379 410 368 185
626 |279 429 455 492 441 221
627 |26l 39 418 451 407 207
628 |328 510 538 580 523 156
629 |% 136 146 158 138 88
630 |132 19 210 230 201 116
631 |238 348 369 399 358 188
632 |154 233 249 270 239 128
633 |220 318 338 367 327 175
634 |126 186 199 218 191 112
635 |212 306 32¢ 350 314 171
636 |168 248 264 287 254 138




3.5. Partie d’application pour le test de permutation

-La matrice de distance
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1

0

1
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2

2

Z

2

2

Z

2

2

2

2

Z

2

2
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Editeur de données

2

4

B

10

1

12

13

14

15

18

17

18

15

618
618
620

621 |0

622 |1
623

624 |1
625
626
627
628

629 |1
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634
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636
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colld

cold

cold
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L]
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1
1
1
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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1

3
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3
&
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1
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Z

618 [4

619 |3
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623 |4
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833 |3
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636 |3
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3.5. Partie d’application pour le test de permutation

2) Le test statistique.¢ est: 0.044876.

3) la matrice de permutation de ¢, est:

R Edter de domées ol 0N Bl |oolfR colfsd |l |l |l
wll |eol2 leols |eolt |eels leol |eoll |cold cald Jeoltt | L ! ! ! ! !
/O O O O R 1 R N R T S 1|0 0 0 0 0 0
R i ] ) 0 ] )
N 1o 1 0 0 ) )
th e oo oo o 2 o 510 : ) ) ) :

R LRl 0 ! ! ! !
wi oo jooppoqoofo o fpoqooo i 0 0 0 1 0
S O A A1 T I (A 1 T S R 120 1 0 i 1 i
131 z 2 0 0 0 0 0 2 0 13 ] ] ] 0 1
S A 1 SO I [ 1 T A wlo ) I 0 0 i

wll |eol [cold |eold |eold |colé [eal? |eold |eold [eall0 col6]  |colf3]  |colf33  |cold34  |colfds |colfdf
T FH I R A A R RN R e |2 2 ! L 0 2
T I O R R R N 6lY |2 ! ! 1 0 2
o0 P O N O R fal ]! 1 0 1 I 1
7 U N S N R RN v B R [ fil |1 ! 0 1 i 2
o7 O PR S R NN B R R iz |2 ! I 1 0 2
3 A A A N (N O (R R [ 6] 1 0 1 i 1
ST KT I P N S (N R [ PR it |2 2 0 1 0 2
3P I R N (N (O (R R R i )1 1 ! 1 i 1
22 R R N R VS [ R F 66 |1 ! 0 1 I 1
7 O S R S R R R i1 ! 0 1 I 2
I T S N N U F R [ S i3 |2 3 0 1 i 2
3 O N T A R R N 6 |0 0 0 ) 0 )
N I I T A S R N N 0 |2 2 0 1 ) 2
/0 |- S R A S N B S 631 )2 i I 1 ] 2
A I O A R R N R 2 1 2 1 1 1 )
g2 oot o2 6331 1 I 1 0 1
AL R S A R NN v [ R R i34 |2 2 0 1 0 2
e AT T A A G T N N 5 1 2 1 1 1 )
I I R A R R N R 3 2 ! | i 2
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3.5.

Partie d’application pour le test de permutation

> § P-walue

> [permustat>»=testatat)
[1] 0.6648037210 0.0844324634
[6] 0.7425057716 0.92467T75676
[11] 0.9299752146 0.0715305321
[16] 0.1868341998 0.1174084435
[21] 0.0391025271 0.B666369542
[26] 0.8111157578 0.3078535141
[31] 0.6513982073 0.7862402340
[36] 0.7199222143 0.2105526952
[41] 0.6242065968 0.1895541819
[46] 0.1635615239 0.0476730929
[51] 0.9381983504 0.140182%021
[56] 0.2662530998 0.3200037668
[61] O0.8B0T79586471 0.5053218130
[66] 0.3815756848 0.,1913816223
[7T1] 0.5302971245 0.3396500312
[T6] 0.5589712854 0.5280295301
[81] 0.0947915150 0.5115023069
[86] 0.2780854718 0.5391023064
[91] 0.3124069734 0.6910725492
[96] 0.5924693649 0.9320972830
[101] 0.1613671384 0.8499540056
[10&6] 0.0902444068 0.104383718599
[hll] 0.5162295634 0.4502534047
[876] 0.1618699702 0.4896038081
[BB1] 0.6881747292 0.2801533318
[886] 0.6840060274 0,7394335943
[891] 0.9462558299 0.2088877745
[896] 0.0154279158 0.6374705515
[901] 0.09159%99&673 0.8383727551
[806] 0.8256524596 0.1385574385
[811] 0.7277463283 0.0024014388
[916] 0.3705386610 0,2041409626
[821] 0.2942938318 0.3B53185857
[826] 0.1646427163 0.5840796038
[931] 0.0001437955 0.2060209338
[836] 0.1701521857 0.7098928556
[541] 0.7432711853 0.0754515675
[546] 0.5808247651 0.31706059608
[851] 0.7896555630 0.75207676389
[856] 0.9492182499 0.2692897469
[861] 0.3137328066 0.7069165264
[966] 0.9769684430 0.3471573384
[871] 0.6275649259 0.5797835330
[876] 0.8486911145 0.9785151528
[981] 0.4434826504 0.4616027956
[886] 0.0418932643 0.52352245978
[891] 0.5029987300 0.8007280226
[996] 0.318%462153 0.,1783627348

3) La P-value égale a 0.51115.

[ T e Y e i Y e N e i Y e e s O Y o o e Y o e Y

[ T e Y e Y e O e R e O O e Y e Y N e [ e Y e e [ e N e e [ e A e [ e R R R - ]

, 5217204636
. 7734059903
L2238981780
. 8354015603
.BTEB4T7T7542
. 8065450017
.2303636805
. 4082772440
.1356468673
.1383514011
.1648338265
.3699945114
. 9633191843
L T531372006
.5203520816
.5386950166
. 7805840631
. 5031717254
.5925628333
. 8838680725
. 3652083867
. 8559076535
. 8304457644

L2649222324
.4784943843
.3004817164
.4619274158
0021293857
.2853414389
. 35033460090
. 72496512467
.25251545689
. 9649422725
.T063%961851
.9015453544
. 5563130379
.0725188318
. 34390353078
1467658677
LB6T7T6806T21
. 7545100593
.0257045855
. 8443807152
LB7746254189
.3688600615
.9879034220
. 2509033503
L TT706012896
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.3281256172
2078800038
.10606836E85
,4793730681
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. 9841581350
. 8400030882
.0840424243
.5232948782
.6441807T0865
.5650084966
L 3801677022
LB3225B1737
.8956678952
.B9691559764
.0387283750
LB292337365
.B024001936
.30851585321
.B66TATBETEE

.185105716l
.2378748131
.3663751741
.5380848%65
.2375241858
.85215398618
.46124185914
.2570033006
. 53435037093
.5118448369
.21T74586526
.5614139261
.9214826727
.34065815746
.0200103654
.4657392909
.1224380613
.3774599649
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. 6451295556
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. 2435231903
L6612753002
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.8122634825
.1023546411
.1054460593



3.5. Partie d’application pour le test de permutation

Conclusion

La P —wvalue égale a 0.51115 est supérieure a 0.1 donc I'hypothese que le processus est de
temps est non échangeable est accépté au seuil a = 0.05.

Alors, le temps n’est pas échangeable pour (z;,y;, tx), donc le processus de Poisson n’est

pas homogene.
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Conclusion générale

Conclusion générale

Nous avons choisi délibérément, tout au long de ce manuscrit, de rédiger une
conclusion spécifique & chacun des chapitres présentés.

Ce travail, a consisté dans un premier temps & modéliser un processus d’occurrence
d’événements par un processus ponctuel, en explicitant clairement les formal-
ismes et les outils permettant de réaliser cette modélisation.

FEnsuite, nous avons présenté les procédures d’identification d’événements
dépendants dans un processus ponctuel, nous avons proposé les procédures déter-
ministes, basées sur la définition d’une fenétre spatio-temporelle, ainsi, que les
procédures stochastiques, dans le but d’obtenir un processus amputé des événe-
ments dépendants.

Puis, nous avons présenté un test statistique, non paramétrique, le test de
permutation, défini sur la base d’'une distance spatio-temporelle, nous permet-
tant de déterminer

si le processus restant du processus ponctuel initial amputé des événements
dépendants, est Poissonnien.

Comme perspectives nous proposons de:

- Améliorer les procédures stochastiques pour identifier les événements dépen-
dants.

- Développer des tests statistiques pour analyser le processus amputé des
événements dépendants, afin de déterminer si le modeéle est effectivement adéquat
aux données, en plus de la question choix du meilleur modéle proposé.

Espérons que nous avons modélisé un processus d’occurrence a partir d’un
processus aléatoire ponctuel qui répond aux besoins pratiques des sismologues.

Nous espérons que ce modeste travail pourrait servir a des études plus ap-

profondies dans ce domaine.
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Annexes

Annexe A: Le calcule d’une distance entre deux coor-
données géographiques

Nous rappelons que:
La trigonométrie sphérique est un ensemble de relations analogues a celles de la trigonométrie
euclidienne mais portant sur les angles et distances repérés sur une sphere.
La formule des cosinus permet notamment de calculer la distance entre deux points A
et B sur la terre en fonction de latitudes et longitudes. Pour cela, on place C' au pole nord,
de sorte que a est le complémentaire de latitude ¢, de A, b le complémentaire de celle ¢z
de B, et v la différence de longitude:AX = A\g — A 4.

On obtient directement
dap = R x C' = R arccos(sin ¢ 4 sin ¢ + cos ¢ 4 cos ¢ cos A\,

(ot R = 6371km est le rayon terrestre).

Pour calculer la distance entre deux coordonnées géographiques, utilisant la formule
développée par Thaddeus Vincenty en 1975 (Vincenty,1975), un modéle ellipsoidal de la
terre.

Les calculs sur un modele sphérique sont précis a 0,3%. La formule de Vincenty est
précise a 0.5 mm, or 0.000015”, sur lellipsoide utilisée.

la formule est la suivante:

d = R x C' = Rarccos(sin(latl) * sin(lat2) 4 cos(latl) * cos(lat2) * cos(lon2 — lonl))
On note: R =6371 Km, d = distance en Km.

Exemple 3.1 On donne un exemple pratique pour le calcul de la distance entre deux coor-
données géographiques, utilisant la formule Vincenty:

Soit (z1,1y1) et (x2,ys) les coordonnées géographiques en radians,
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Awvec;
x1 et xo présentent latitude on les notes "Lat 1" et "Lat 2" respectivement.

y, et ya présentent longitude, on les notes "Long 1" et "Long 2"respectivement.

Lat 1:  53.0902 N, Long 1: 001.5040 W
Lat 2: 521219 N, Long 2 : 000.0833 W

On applique la formule précédente de distance, on trouve d = 155927.727 m

Annexe B: Rappel sur la régression au sens des moin-
dres carrés

Nous rappelons dans ce paragraphe les notions essentielles qui seront utilisées dans le
chapitre deux, on peut consulter le livre de Dagnelie, (2006). Page 93.

La régression consiste a rechercher une relation pouvant éventuellement exister entre les
x et les y, par exemple de la forme y = f(z). Lorsque la relation recherchée est affine,
c’est-a~dire de la forme y = ax + b, on parle de régression linéaire. Mais méme si une telle
relation est effectivement présente, les données mesurées ne vérifient pas en général cette
relation exactement. Pour tenir compte dans le modele mathématique des erreurs observées,
on considere les données {41, ya, ..., Yo } comme autant de réalisations d’une variable aléatoire
Y et parfois aussi les données {1, s, ..., 2,} comme autant de réalisations d’une variable
aléatoire X . On dit que la variable Y est la variable dépendante ou variable expliquée et

que la variable X est la variable explicative.

La droite des moindres carrés

Les données {(x;,v;),7 = 1,...,n} peuvent étre représentées par un nuage de n points dans

le plan (z,y). Le centre de gravité de ce nuage peut se calculer comme suit:

@)= > )
=1 =1

Chercher une relation affine entre les variables X et Y revient a rechercher une droite

qui s’ajuste le mieux possible & ce nuage de points. Parmi toutes les droites possibles, on
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retient celle qui jouit d’une propriété remarquable: c’est celle qui rend minimale la somme
des carrés des écarts des valeurs observées y; a la droite ). C’est celle qui rend minimale la
somme des carrés des écarts des valeurs observées y; a la droite ; = ax; +b. Si g; représente
cet écart, appelé aussi résidu, le principe des moindres carrés ordinaires consiste & choisir

les valeurs de a et de b qui minimisent

n

E = Zef = Z(yz — (az; +b))?

=1

Un calcul montre que ces valeurs, notées a et b, sont égales a:

n

Zl (z;—%)(y;—Y)

1=

a =
(551' _5)2

NgE

i=1

b= y-—az
L’idée d'une décroissance exponentielle, telle que, en base 10 est:

z =10 ou log,,z = a + b,

La valeur du coefficient b étant négative
Apreés avoir brievement rappelé le principe de la régression au sens des moindres carrées,

par la suite on détaille I'algorithme Estimation-Maximisation.

Annexe C: La théorie de ’algorithm Fstimation-Maximisation

L’algorithme FEspérance-Mazximisation (en anglais Expectation-maximisation algorithm,
souvent abrégé par EM), proposé par Dempster et al. (1977), est une classe d’algorithmes
qui permettent de trouver le maximum de vraisemblance des paramétres de modeles prob-
abilistes lorsque le modéle dépend de variables latentes non observables.

On utilise souvent I'algorithme "EM" pour la classification de données, I’apprentissage
automatique, ou la vision artificielle.

L’algorithme d’espérance-mazimisation comporte:

Une étape d’évaluation de ’espérance (E), ou I’on calcule 'espérance de la vraisemblance
en tenant compte des derniéres variables observées,

Une étape de maximisation (M), ou l'on estime le maximum de vraisemblance des

parameétres en maximisant la vraisemblance trouvée a I’étape E.
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On utilise ensuite les paramétres trouvés en M comme point de départ d’une nouvelle

phase d’évaluation de ’espérance, et 1’on itére ainsi.

Principe de fonctionnement:

En considérant un échantillon X = (z1,...,z,) d’obsercations suivant une loi f(z;,0)
paramétrée par 6, on cherche a déterminer le paramétre # maximisant la log—vraisemblance

donnée par;

L(X,0) = Z log f(x;,0)

Cet algorithme est particulierement utile lorsque la maximisation de L(X,6) est trés
complexe mais que, sous réserve de connaitre certaines données judicieusement choisies, on
peut trés simplement déterminer 6.

Dans ce cas, on s’appuie sur des données complétées par un vecteur Z = {z,,...,2,}
inconnu.

En notons f(z; | x;,0) la probabilité de z; sachant z; et le paramétre 6,on peut définir

la log — vraisemblance complétée comme la quantité:

n

L((X,Z),0) = (log f((z, | 2:),0)) + log f(x;,0),

=1

et donc

n

L(X,0) = L((X, 2),8) = Y _(log f((2, | 2:),6))

i=1

L’algorithme "EM" est une procédure itérative basée sur ’espérance des données com-
plétées conditionnellement au parameétre courant. En notant 69 ce parameétre, on peut
écrire

E [L(X, 9) | 9<c>] —E [L((X, 7),0) | 9<C>] _E 2:,0) 09 |

Z log f(2,

ou l’espérance est prise sur 7,

ou encore

L(X,0) = Q(0,0)) — H(0,0)
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car L(X,0) ne dépend pas de Z,avec;

Q(9,6) = B | L((X,2),0) | 0]

et
H(0,09) =E

> log f(z | x:,0) | 9@]
=1

on montre que la suite définie par;

6 = arg max(Q(6, ),
0

fait tendre L(X,#“"V) vers un maximum local.

On peut donc définir I'algorithme "EM" de la maniére suivante:

Algorithme "EM":

e [ nitialisation des parameétres au hasard 6

o C=0,
e Tant que l'algorithme n’a pas convergé, faire
- Etape d’estimation (étape E):
0(6,69) = B [L((X, 2),0) | 0] .
-Etape de maximisation : #°tY = arg max(Q(6,0'”)),
o U =C+1, ’

e Fin.

En pratique, pour s’affranchir du caractére local du maximum atteint, on fait tourner

a avoir de plus grandes chances d’atteindre le maximum global de vraisemblance.

Annexe D: Rappel sur les tests d’hypothése

Ce rappel est basé sur 'ouvrage de Dodge, (2007).

Palgorithme " EM" un grand nombre de fois & partir de valeurs initiales différentes de maniére

Soit X un caractére quantitatif ou qualitatif d’une certaine population €2 dont une

au moins des valeurs des paramétres décrivant X est inconnue.
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On formule une hypotheése sur la valeur de ce parametre.On s’interroge sur la pertinence
de cette hypotheése en la confrontant aux résultats obtenus sur un échantillon.

Introduisons les définitions suivantes:

Définition 3.5.1 - Un test d’hypothése est une procédure basée sur l’observation d’un ou
plusieurs échantillons permettant de faire un choix entre deux hypothéses formulées.

- L’hypothése mise en avant dans le cadre d’un test d’hypothése est notée (Hy), appelée
hypothése nulle. Toute autre hypothése a laquelle on peut la confronter s’appelle hypothése
alternative, notée (H,), c’est Uhypothése (Hy) qui est soumise au test et que l'on suppose
comme vraie.

- La décision d’accepter ou rejeter le test repose sur la confrontation auz valeurs observées
sur un échantillon. L’information contenue dans cet échantillon étant incompléte, toute
décision est associée o prise de risque.

- La probabilité d’erreur de premiére espéce est définie par la probabilité:
P[H, rejeter | Hy vraie] = «

On choisit souvent en pratique les seuils o = 0,05 ou o = 0,01.

- La probabilité d’erreur de seconde espéce I’erreur est définie par la probabilité:
P[Hy accepter | Hy fausse] = [

- La probabilité 1 — 3 représente la puissance du test.
La puissance du test correspond a la probabilité de rejeter I’hypothése (Hy) sachant que
cette derniére est fausse. Plus 3 est petit et plus le test sera puissant.

- La p — valeur d’un test A, est définie a partir des observations X par:
& = sup{a/Aq(X) = 0}

C’est la plus grande valeur de o pour laquelle au vue de nos observations, on accepte

I’hypothése nulle (Hy).
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Annexe E: Rappel sur la fonction de répartition em-
pirique

Définition 3.5.2 Ayant un échantillon (Xy)i1<g<n i.i.d , de la loi p, on définit la fonction

de répartition empirique par

1 n
k=1

Théoréme 3.5.1 (Glivento-Cantelli)
Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F'.

Notons: F,(x) = 13" 1(x,<4} la fonction de répartition empirique associée alors:
=

1=

sup | Fy(z) — F(z)| = 0

zeR n—oo

Annexe F: Les classes de Vapnik-Chervonenkis

La théorie de Vapnik-Chervonenkis (également connue sous le nom de théorie VC) est une
théorie mathématique développée dans les années 1960-1990 par Vladimir Vapnik et Alexey
Chervonenkis. C’est une forme de théorie d’apprentissage automatique, qui tente d’expliquer

I’apprentissage d’'un point de vue statistique.

Définition 3.5.3 Soit X un espase des ensembles, D est un ensembles de données, avec
D C X; et V est un sous ensemble , on peut écrire, d =V N D, pour certains V € V, et
d<2m.

Pour toute n, soit V est une classe de VC de dimension infinie alors,

V e {(—OO7t1) X ... X (—OO,tn) (T, ety € ]R}

Annexe G: Echangeabilité

La recherche de conditions suffisantes garantissant I’exactitude d’un test de permutation a
fait I’objet de nombreuses publications (Lehman, (1998)). Le cadre généralement retenu

repose sur la notion d’échangeabilité.
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Définition 3.5.4 Soit (X1, X, ..., X,,) un vecteur aléatoire de taille n et de loi conjointe

Ix1 X0, x, (21, g, ..., ) donnée.
Les X; sont dites échangeable si la densité conjointe des observation est invariante par

permutation des indices c’est-a-dire si

le,XQ,...,Xn (ZEh T,y ey ZEn) = fXT7X§ X7 (ZL‘T, {L‘g, oo C(Zg) VeIl

77777

Une condition suffisante garantissant ’exactitude d’un test de permutation est I’échangeabilité

des observations formant ’échantillon, (Lehman, 1998).
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Annexe H: Extrait de fichier de données

LAT LOM YEAR/MONTH /DAY MAG 36,2068 6.1686 19632 3 14 5.2
36,668 5.300 1968 1 14 3.4 36.6808 5.280 1963 9 4 6.8
36.6806 1.560 1966 2 9 4.6 37.808 3.333 1964 1 9 3.4
36.167 3.808 1968 2 28 5.9 35.456 4.578 1964 2 12 5.7
35.652 4._258 1968 2 21 5.7 36.0806 3.608 1964 4 21 3.8
36.258 5.383 1968 2 26 4.6 36.133 2.917 1964 5 18 2.8
36.933 3.183 1968 3 13 4.8 35,500 .208 1964 7 15 3.4
36.768 1.1e8 16 5 7 4.6 36.8080 3.908 1964 7 28 3.2
36.008 1.580 1%6@ © 3 4.8 36.200 3.708 1964 8 4 2.9
36.25@ -917 1968 6 9 4.6 35.373 .322 1964 18 2 3.0
36.800 5.800 1968 6 19 4.8 36.307 4.317 1964 18 21 4.3
36.500 4.580 1968 6 25 4.8 36.833 > 908 1965 3 8 4.0
36, 3Jea 1.588 1968 7 27 3.4 36,200 1.4860 1965 4 8 3.4
36.588 6.808 1968 12 1 5.2 316.600 5 333 1965 4 14 4.0
gg-ggg g':gg iggg E ? ;'g 36.500 5.667 1965 4 24 5.2
37.710 _ ooe 1961 4 9 > 6 364686 1.666 1965 5 29 6.2
36. 068 5.5088 1961 8 7 4.8 36.892 --135 1965 75 3.8
36588 2.900 1961 9 11 5.2 36.400 3.700 1365 7 6 4.2
36.500 1.208 1961 18 6 4.4 36406 2._808 1965 18 25 3.7
36:28@ 3:?58 1962 1 11 5:2 36 .600 4,606 1965 11 15 4.8
35.833 5 oo 1962 5 75 3.4 36.256 3.667 1965 11 23 3.4
36.600 5.380 1962 5 27 2.8 36.500 3.e08 1966 1 2 3.8
36.500 5.388 1962 8 14 2.8 36.250 3.000 1966 3 3 3.7
37.168 _.185 1962 8 25 3.6 36,348 2.988 1966 4 3 4.2
35,600 .9Ee 1962 8 27 1.0 37.885 2.358 1966 & 19 3.3
36.519 5.254 2085 3 19 4.0][36.502 1.793 2005 1@ 5 2.7
36.446 2.809 2005 4 1 3.7|[36.322 5.499 2085 18 19 2.0
35.351 .204 2005 4 7 3.4|(36.304 1.741 2005 1@ 22 2.3
36.233 1.579 2005 5 14 3.8||36.610 6.209 2005 10 22 2.8
35.984 5.539 2805 5 24 3.3|(36.467 1.738 2005 10 26 3.2
36.515 6.150 2885 5 29 2.8|(36.392 1.378 2005 10 26 3.4
36.228 2.787 2005 5 31 4.3]|36.634 1.946 2005 10 28 4.9
36.628 5.033 2005 6 9 3.3|(36.309 5.468 2005 10 31 2.3
36.613 1.458 2885 & 21 3.4 (35,445 2.444 2805 11 5 3.5
36.558 5.381 2085 6 24 2.91135 857 2.212 2005 11 5 3.7
35.608 1.829 2005 6 26 2.8||36.130 3.427 2005 11 7 2.6
35.796 1.152 2805 7 14 3.6|(36.678 1.175 2005 11 9 2.3
36.971 -659 2085 7 20 4.8 (36,045 1.848 2005 11 19 2.8
36.728 2.157 Zees 7 21 3.4 136,567 5.228 2005 11 19 3.7
35.528 173 2ees 7 31 4.21136.703 5.517 2005 11 21 2.2
36.220 2.945 2005 & 3 2.41136.616 4.297 2005 11 22 3.5
36.375 1.677 2885 & 16 2.8| (37,025 3.792 2005 11 23 3.7
36.265 4.411 2885 8 31 2.3|136.149 1.787 2085 12 6 2.8
36.395 2.677 2085 9 6 3.8]136.259 5.504 2005 12 10 2.3
36.643 5.188 2805 9 6 4.41136.544  3.182 2005 12 12 4.1
36.77@ 1.638 2885 9 7 2-31136.349  5.423 2005 12 17 2.0
36.168@ -391 2085 9 139 3.11136.583  s5.574 2005 12 17 2.0
36.438 6.18 2005 9 28 2-81136.237  6.162 2005 12 18 2.4
35.861 °.379 2005 9 28 2-8|136.491  5.494 2005 12 27 2.4
36.712  5.621 2085 9 36 2-3|[36.372  2.710  2e@5 12 31 2.3
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Annexe I: Extrait du programme en langage R

# Input catalog with columns "longitude"; "latitude"; "times"

# Extract ranks (assume no ties)

R>x.rank = rank(catalog$longitude)

R>y.rank = rank(catalog$latitude)

# Find empirical distribution of spatial ranks

R>xy.upper = matrix(NA,nn)

R>for(I in 1:n){

R>for(J in 1:n){

R>xy.upper|[,J] = sum((y.rank<=y.rank[I])*(x.rank<=x.rank[J]))
}

# xy.upper|[I,J] is the number of points

# with y <= y][i], x <= x][j]

# vy is row, x is column

#+4# Distance function

R>distfind <- function(x.rank,y.rank,xy.upper){

R>n = length(x.rank)

# Set some stuff to zero

R>teststat = 0

R>xyz.temp = matrix(0,n,n)

# xyz.temp is the number of points

# with y <=yli], x <=x[j], z <=7

# i.e. empirical distribution at time Z

# Now go through search space chronologically

# update xyz.temp

# find the max; check the min isn’t close; if it is, look around
R>for(Z in 1:n){

R>xyz.temp = xyz.temp + (y.rank>=y.rank[Z])%*%t(x.rank>=x.rank[Z])
R>dist.matrix = xyz.temp/n-xy.upper/n*Z/n
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R>teststat = max(teststat,abs(dist.matrix))

R>}

R>return(teststat)

¥

R>teststat = distfind(x.rank,y.rank,xy.upper)

# Number of perms

N = 1000

R>permustat = rep(NA,N)

### 1t’s permuting time

R>for(permu in 1:N){

R>print(permu)

R>o=sample(n)

R>x.perm = x.rank|o]

R>y.perm = y.rank[o]

R>xy.perm = xy.upper|o,0]

R>permustat[permu] = distfind(x.perm,y.perm,xy.perm)
write.table(permustat,"permustat.txt") # change filename

¥

# P-value

R>mean(permustat>=teststat)
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