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Introduction générale

Ce mémoire est lié à l�utilisation des processus ponctuels dans un domaine de
l�environnement, de façon particulière nous abordons l�utilisation et l�application

des processus aléatoires ponctuels en sismologie.

Il est établi que la théorie des processus aléatoires fait l�objet d�une grande
utilisation et trouve un large champ d�application dans divers domaines. Ainsi,

souvent ils sont utilisés en biologie dans des études d�évolution génétique, ou

encore de médecine en épidémiologie par exemple.

Dans ce travail, nous représenterons un processus d�occurrence des séismes
par un processus ponctuel général f(ti; (xi; yi);mi); i = 1; :::g, caractérisé par son
intensité conditionnelle �(t; x; y j Ft), qui est la probabilité in�nitésimale d�avoir
un évènement sur un intervalle de longueur �t.

Tout au long de ce travail, nous considérons la classe des processus ponctuels

dont l�intensité conditionnelle s�écrit sous la forme la plus générale:

�(t; x; y j Ft) = �(x; y) +
Z
s

h(t; x; y; � ; �x; �y; �m) N(d� ; d�x; d�y; d �m)

avec

Ft :l�histoire du processus ponctuel à l�instant t,
N(d� ; d�x; d�y; d �m) :le processus de comptage associé au processus ponctuel,

�(x; y) :l�intensité du processus « background » que nous supposons homogène dans le

temps,

h(t; x; y; � ; �x; �y; �m) :la fonction réponse de l�événement à l�instant t; t > � , permettant

de générer la composante "cluster", et S = [0;+1[�R2 � [0;+1[:
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Introduction générale

Ce qui signi�e que la classe du processus ponctuels qui sont au centre de ce travail sont
constitués de deux composantes. L�une dite "background" regroupant les événements in-

dépendants entre eux d�intensité �(x; y) et la seconde dite "Trigger" constituée d�événements

"liés" entre eux, formée par des évènements "regroupés en grappes" dans le temps et dans

l�espace, cette composante est dite "cluster".

L�un des aspects importants de notre travail consiste dans un premier temps de dévelop-
per di¤érentes procédures pour identi�er les évènements dépendants ou encore liés entre eux

et les éliminer du processus ponctuel global, et nous préserverons que la composante «back-

ground» qui regroupe les événements indépendants entre, Puis dans un second temps nous

développerons un test statistique perfermant qui est l�axe de ce travail est le test de permu-

tation, dé�ni sur la base d�une distance spatio-temporelle, dans le but d�analyser le caractère

du processus ponctuel restant du processus global amputé de ses événements dépendants,

lequel l�on supposera qu�il est Poissonien, devrait nous permettre d�envisager des applica-

tions sur des données réelles.

La question qui se pose: le nouveau processus obtenu est il Poissonien ou non?.
Pour répondre à cette question nous suivons les démarches suivantes:

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur la théorie des processus aléatoires de
façon générale et à la théorie des processus ponctuels en particulier.

Nous rappelons la notion d�espérance conditionnelle ainsi que ses principales propriétés.

Puis, nous donnerons des exemples de processus ponctuels dé�nis à partir de l�intensité

conditionnelle. Ces processus dé�nis jouent un role important dans la modélisation en

sismologie, le plus connu étant le processus de Poisson.
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Introduction générale

Le second chapitre traite en détail les procédures d�identi�cation d�événements dépen-
dants dans un processus ponctuel qui permettent d�identi�er et d�éliminer, à partir d�un

échantillon donné fti; (xi; yi);mi; i = 1; :::; Ng, les événements dépendants «trigger» du
processus global. Pour obtenir un nouveau processus supposons qu�il est du caractère Pois-

sonien de la forme suivante:

�(t; x; y j Ft) = e�(x; y)
On termine ce chapitre par une conclusion qui ramène ce chapitre.

Dans le troisième chapitre, nous voudrons tester le processus obtenu après le declustering
est Poissonien.

Pour ce faire, il existe di¤érents tests statistiques permettant de tester l�hypothèse que

le processus "background" est Poissonien.

Parmi ces tests; on cite le test de Kolmogorov-Smirnov, test de Chi-deux Multinomial,

test de Chi-deux Conditionnel, test de Kolmogorov-Smirnov, test de Brown-Zhao, et le

nouveau test de permutation qui fait l�objet de ce travail avec un exemple d�application.

Nous terminerons avec une conclusion générale, qui résume ce modeste travail.
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1.1. Introduction aux processus aléatoires

1.1 Introduction aux processus aléatoires

Un processus ponctuel (Daley et Vere-Jones, 2003 ; Van Lieshout, 2000 ) est un mécanisme

statistique qui modélise un échantillon de données dans un espace donné.

Une répartition de points dans l�espace ou dans le temps peut-être considérée comme

la réalisation d�un processus ponctuel (Vaillant, 1991 ; Vaillant, 1992 ; Celini et Vaillant,

1999 ). Elle se présente sous la forme d�un ensemble de coordonnées ou de dates d�occurrences.

En générale, pour faire de l�inférence statistique sur un processus, on ne dispose que d�une

réalisation de ce processus (Vaillant et al.,1997 ).

Ce chapitre est consacré à des rappels sur la notion des processus aléatoires. Les dif-

férentes sections constituant ce chapitre sont liées aux notions de �ltration, temps d�arrêt

et aux espérances conditionnelles. Une attention particulière est accordée aux rappels sur

les processus aléatoires de façon générale et aux processus ponctuels en particulier.

Pour les détails, on pourra consulter, Brémaud, (1981) ou encore P.A.Meyer et C.Dellacherie

(1974).

1.2 Notion sur l�espérance conditionnelle

Dans ce paragrpaphe on se propose d�introduire la notion d�espérance con-

ditionnelle ainsi que quelques propriétés caractéristiques.

Nous commençons par poser la dé�nition de cet outil. Cette notion à été

abordé par de nombreux auteurs et joue un rôle fondamental en théorie des

martingales (Neveu, 1970 ), (Meyer, 1969 ). Dans ce qui suit, nous nous sommes

basés sur les travaux de Baladi et al., (1998) ou encore Rao (1993).

1.2.1 Espérance conditionnelle sachant une tribu

Dé�nition 1.2.1 On considère (
;F ;P ) un espace probabilisé et X une variable aléatoire

réelle positive (ou intégrable).

On se donne une sous-tribu B de F :
On appelle espérance conditionnelle de X relativement a la sous-tribu B si elle existe.

Toute variable aléatoire Y sur (
;F ;P ) véri�ant les propriétés

5



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

1)- Y est B�mesurable:
2)- (8B 2 B);

Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

On notera, Y = E(X j B):

Remarque

1).Si X est une variable aléatoire positive (X � 0) alors la variable aléatoire E(X j B) est
positive,

2).Si X est une variable aléatoire intégrable alors Y est une variable aléatoire intégrable.

On peut démontrer la première remarque: c�est-à-dire: partant de la formule suivante

1

P (B)

Z
B

XdP = E(X j B)

On remarque que:

si X � 0 alors 1

P (B)

Z
B

XdP > 0; ce qui implique que E(X j B) est aussi une variable

aléatoire positive.

Pour la deuxième remarque,

si X est intégrable c�est-à-dire: E(jXj) � +1; on a

E(jXj) =
Z
B

j X j d P � +1;

et
1

P (B)

Z
B

j X j d P = E(jXj j B);

alors

E(jXj j B) � +1

E(jXj j B) est une variable aléatoire intégrable.
Dans le théorème suivant, nous montrons l�existence et l�unicité de l�espérance condi-

tionnelle.
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1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

Théorème 1.2.1 On considère (
;F ;P ) un espace probabilisé et B est une sous-tribu de

F :
On se donne X une variable aléatoire réelle positive (ou intégrable), dé�nie sur (
;F ;P ):
Alors,

Il existe une et une seule variable aléatoire Y véri�ant,

1) Y est B�mesurable
2) (8B 2 B);

Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

Démonstration : Pour démontrer ce théorème, nous suivons Bladi et al.,(1998) pp 3.

�1) Pour montrer l�existence de la variable aléatoire Y , nous utilisons le procédé standard,

a) On commence par montrer dans le cas ou X est une fonction élémentaire, i.e X = 1A,

avec A 2 F , (8B 2 B)
Soit B2B Z

B

XdP =

Z
B

1AdP = P (A \B) =
Z
B\A

1
dPZ
B

XdP =
1

P (B)
P (B)P (A \B)

Z
B

XdP = P (B):
P (A \B)
P (B)

On sait que P (A j B) est la probabilité conditionnelleB

P (A j B) =
P (A \B)
P (B)Z

B

XdP =

Z
B

�
1

P (B)
P (A \B)

�
dP

Z
B

XdP =

Z
B

(P (A j B) dP

Z
B

XdP =

Z
B

0@Z
A

1

P (B)
1BdP

1A dP
Nous avons trouvé la variable aléatoire Y que

Y =

Z
A

1

P (B)
1BdP
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1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

Telle que

(8B 2 B) :
Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

Y est B�mesurable
b) Dans le cas ou X est une fonction étagée c�est-à-dire

Soit

X =
nX
k=1

ak1Ak ;Ak 2 B; k = 1; :::; n

Soit B 2 B; Z
B

XdP =

Z
B

 
nX
k=1

ak1Ak

!
dP

En tenant compte de la linéarité de l�intégrale, il vient.Z
B

XdP =
nX
k=1

ak

Z
B

1AkdP

Comme la propriété 2= est véri�ée pour les indicatrices, on en déduitZ
B

XdP =
nX
k=1

ak

Z
B

1BkdP

En utilisant une nouvelle fois la linéarité de l�intégrale il vientZ
B

XdP =

Z
B

 
nX
k=1

ak1Bk

!
dP

Finalement, nous avons trouvé une variable aléatoire

Y =

nX
k=1

ak1Bk ; Bk 2 B

Telle que

(8B2B);
Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

et Y est B�mesurable:
c) Dans le cas où X est une variable aléatoire positive on sait qu�on peut toujours

trouver (Xn; n 2 N) suite croissante de variable aléatoire réelle étagées telle que lim
n
" Xn =

X étagées et Y est B�mesurable:
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1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

Ainsi, soit B2B; Z
B

XdP =

Z
B

lim
n
" XndP

Notons

X = lim
n
" Xn

On applique le théorème de la convergence monotone (Rao, 1993 pp 34 ), ce qui nous donne

Z
B

XdP = lim
n
"
Z
B

XndP

Comme la propriétée 2) est vraie pour les fonctions étagéesZ
B

Xnd P =

Z
B

YndP

Yn est B�mesurable;ce qui nous donne,Z
B

XdP = lim
n
"
Z
B

YndP

D�après le théorème de la convergence monotone (Rao, 1993 pp 34),

on obtient, Z
B

XdP = lim
n
"
Z
B

Ynd P =

Z
B

(lim
n
" YndP )

Notons,

Y = lim
n
" Yn

Comme Yn ;B�mesurable alors

(8B2B);
Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

et Y est B�mesurable;
e) dans le cas ou X de signe quelconque et E(j X j) < +1,
On remarque

X = X+ �X�

Avec X+ = X1fX�0g et X� = �X1fX<0g;

9



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

les variables aléatoires X+et X� sont toutes deux: intégrables et positives, elles ad-

mettent donc, toutes les deux, des espérances conditionnelles par rapport à B, il existe

Y + 2 E(X+ j B) et Y � 2 E(X� j B); avec Y = Y + � Y;
on posera donc:

Soit B2B;alorsZ
B

XdP =

Z
B

X+dP �
Z
B

X�d P =

Z
B

Y +dP �
Z
B

Y �dP

Z
B

XdP =

Z
B

(Y + � Y �)dP

Ce qui permet de conclure que (8B2B)Z
B

XdP =

Z
B

Y dP

Et Y est B�mesurable.
�2) Montrons l�unicité: c�est-à-dire, supposons qu�ils existent deux variables aléatoires

réelles Y1 et Y2 qui véri�ent les propriétés 1) et 2)

On en déduit que

(8B 2 B);
Z
B

Y1dP =

Z
B

Y2dP

ainsi, Y1 = Y2 P�p:s
Une fois l�existence et l�unicité de l�espérance conditionnelle établie, nous établissons

quelques propriétés caractéristiques de l�espérance conditionnelle (Neveu, 1970 ) page 116.

Propriétés

On se donne (
;F ;P ) un espace probabilisé et B une sous-tribu de F .
1) Soit X une variable aléatoire sur (
;F ;P ) positive (ou intégrable)
Alors

E(E(X j B)) = E(X)

2) (8 a; b 2 R)
SiX et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (
;F ;P ) positives (ou intégrables)

E(aX + bY j B) = a(E(X j B) + b(E(X j B) P� p:s

10



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

3) Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur (
;F ;P ) positives (ou intégrables),
Si X � Y; alors

E(X j B) � E(Y j B) P� p:s

4) X étant une variable aléatoire réelle positive (ou intégrable),

Si J est une sous-tribu de F
J � B;

alors

E(X j J) = E[E(X j B) j J] P� p:s:

Démonstration : Dans ce qui suit, nous démontrons point par point les propriétés énon-

cées,

1) On commence par établir la propriété (1):

E(E(X j B)) = E(X)

Puisque (8B 2 B);On aZ
B

XdP =

Z
B

E(X j B)dP on prend B =


E(E(X j B)) =

Z



E(X j B)d P =

Z



Xd P = E(X)

2) On établit la deuxième propriété:

Soient a; b 2 R;et X; Y deux variables aléatoires réelles positive (ou intégrables) sur

(
;F ;P );
E(aX + bY j B) = a(E(X j B) + b(E(Y j B) P� p:s:

Il su¢ t de montrer que

(8B 2 B) :
Z
B

E(aX + bY j B)d P =

Z
B

[aE(X j B) + bE(Y j B)]dP

11



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

Soit B 2 B;quelconque,Z
B

[aE(X j B) + bE(Y j B)]dP = a

Z
B

E(X j B)d P+ b
Z
B

E(Y j B)]dP

Z
B

[aE(X j B) + bE(Y j B)]dP = a

Z
B

XdP + b

Z
B

Y dP

Z
B

[aE(X j B) + bE(Y j B)]dP =

Z
B

(aX + bY )dP

Z
B

[aE(X j B) + bE(Y j B)]dP =

Z
B

E(aX + bY j B)dP

Donc

E(aX + bY j B) = aE(X j B) + bE(Y j B) P� p:s

3) Pour la 3i�eme propriété:

On se propose d�établir que,

Si X � Y P� p:s alors E(X j B) � E(Y j B) P� p:s

Soit X � Y ;d�après la dé�nition (1.2.1) on a (8B 2 B)Z
B

XdP =

Z
B

E(X j B)dP

Z
B

Y dP =

Z
B

E(Y j B)dP

Soit

X � Y P� p:s

alors (8B 2 B); Z
B

XdP �
Z
B

Y dP

Et tenant compte des égalités précédentes il vient queZ
B

E(X j B)d P �
Z
B

E(Y j B)dP

En déduit que;

E(X j B) � E(Y j B) P� p:s:

12



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

4) On établi la 4i�eme propriété: On montre que ;

Soit B 2 J Z
B

E[E(X j B) j J]d P =

Z
B

E(X j B)dP

Or B 2 J et J � B;alors, Z
B

E(X j B)d P =

Z
B

XdP

Et comme B2 J; on obtient Z
B

Xd P =

Z
B

E(X j J)dP

Ainsi;

(8B 2 J);
Z
B

E[E(X j B) j J]d P =

Z
B

E(X j J)dP

Ce qui nous permet de dire que

E[E(X j B) j J] = E(X j J) P� p:s:

Nous donnons dans la proposition suivante quelques propriétés liées aux théorèmes de

convergence d�une suite de variables aléatoires (convergence monotone, Fatou, convergence

dominée).

Proposition 1.2.1 On donne (
;F ;P ) un espace de probabilité complet.
X une variable aléatoire et (Xn; n 2 N) une suite de variables aléatoires
On a alors

1) Si (Xn; n 2 N) est une suite croissante et lim
n
" Xn = X P -p.s.

alors; (E(Xn j B); n 2 N) est une suite croissante et ,

lim
n
" E(Xn j B) = E(X j B) P � p:s

2) Si (Xn; n 2 N) est une suite de variable aléatoire positives alors

E( lim
n!1

Xn j B) � lim
n!1

E(Xn j B) P � p:s

13



1.2. Notion sur l�espérance conditionnelle

3) On suppose que lim
n!1

Xn = X P -p.s.

Si il existe une variable aléatoire Z, Z 2 L0
(
;F ;P )

Telle que;

(n 2 N); jXnj � Z

Alors:

lim
n!1

E(Xn j B) = E( lim
n!1

Xn j B)

On obtient

lim
n!1

E(Xn j B) = E(X j B) P � p:s

Le paragraphe suivant est basé sur le travail de Rao (1993)pp83.

1.2.2 Espérance conditionnelle sachant une variable aléatoire

Soient T une variable aléatoire à valeurs (E; �) et �(T ) la plus petite tribu sur 
 rendant

mesurable T: On rappelle qu�une variable aléatoire réelle Z = 1A est �(T ) �mesurable si
est seulement s�il existe une fonction numérique mesurable h sur (E; �) telle que Z = h(T ):

Donc, siB =�(T ); il existe une fonction numérique h dans R, mesurable sur (E; �); telle que

E(X j B) = h(T ) p.s. Dans ce cas, le calcul de l�espérance conditionnelle ce ramène à celui
de la fonction h. On écrit aussi E(X j T ) au lieu de E(X j �(T )) et de façon suggestive,

h(t) = E(X j T = t)

Donc, Soit X variable aléatoire positive (resp. intégrable) on a h(T ) = E(X j T ) p.s. si
est seulement, pour toute fonction mesurable positive (resp. bornée) g;

E(h(T )g(T )) = E(Xg(T ))

L�espérance conditionnelle E(X j T ) est caractérisée par:
1) E(X j T ) c�est une variable �(T ) mesurable.
2)
Z
T2B

E(X j T )d P =

Z
T2B

XdP ,8B 2 �(T ):

Le paragraphe suivant est dédié à la notion de �ltration et de temps d�arrêt.

On dé�nit tout d�abord la notion de �ltration.
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1.3. Notion de �ltration

1.3 Notion de �ltration

La notion de �ltration permet de décrire l�évolution temporelle du phénomène considéré.

Suivant Dellacherie, (1974) ou Bremaud, (1981) nous posons la dé�nition.

Dé�nition 1.3.1 Soit (
;B) un espace mesurable.
Une �ltration sur (
;B) est une famille croissante fFt; t � 0g de sous tribu de B, telle

que :

(8(s; t 2 R+); s � t) alors Fs � Ft

En d�autre termes, la famille F = fFt; t � 0g est une famille croissante de sous-tribus
de B:
Notons, F1 = �(Ft; t � 0) la tribu engendrée par les sous-tribus Ft:

Dans le cas ou l�espace (
;B) est doté d�une probabilité, la dé�nition suivante est beau-
coup plus utilisée.

Dé�nition 1.3.2 - Si, pour t � 0;Ft =
\
h>0

Ft+h On dit alors que la �ltration F est continue

à droite.

Dans le paragraphe suivant, nous introduisons la notion de temps d�arrêt relativement

à une �ltration donnée.

1.4 Notion de temps d�arrêt

Nous rappelons dans cette section la notion de temps d�arrêt ainsi que quelques propriétés

caractéristiques. Cette notion nous sera d�une grande utilité dans la dé�nition d�un processus

ponctuel via son processus de comptage.

Dé�nition 1.4.1 Soit F = (Ft; t � 0) une �ltration sur f
; Bget T : (
; B)! (R+;=(R+)),
avec R+ = R+ [ f1g; on dira que T est un temps d�arrêt relativement à la �ltration

F = (Ft; t � 0); Si, (8t � 0);
fT � tg 2 Ft

Examinons quelques conséquences immédiates découlant de la dé�nition précédente.
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1.4. Notion de temps d�arrêt

Conséquence

1). Si T est Ft � temps d0arrêt;necessairement fT < tg 2 Ft. En e¤et,
pour n � 1;

fT � t� 1

n
g 2 Ft� 1

n
pour tout t � 0

Ce qui donne, [
n�1

�
T � t� 1

n

�
2 Ft

C�est-à-dire,

fT < tg 2 Ft

2). La réciproque de l�assertion 1/ n�est pas vraie en générale, tout ce que nous pouvons

dire est:

Si

fT < tg 2 Ft,(8t � 0); alors fT � tg 2 Ft+

En e¤et,

fT � tg =
\
n�1

�
T < t+

1

n

�
2
\
n�1
Ft+ 1

n
= Ft+

3). Si la �ltration F = (Ft; t � 0) est continue à droite, c�est-à-dire Ft+ = Ft; nous avons
alors l�équivalence;

fT < tg 2 Ft , fT � tg 2 Ft

Nous présentons quelques propriétés élémentaires sur les temps d�arrêts.

Propriétés

1). (8a 2 R), "a" est un temps d�arrêt relativement à n�importe quelle �ltration.
2). Si T est un Ft � temps d0arrêt et a une constante, alors T + a est un Ft � temps

d0arrêt

en e¤et; soit t �xé.

2.1) Si a > t; fT + a � tg = �) fT + a < tg 2 Ft
2.2) Si a < t; fT + a � tg = fT < t� ag 2 Ft�a � Ft

3). Soient S et T deux Ft� temps d0arrêts alors, (S^T ) et (S_T ) sont des Ft� temps
d0arrêts.
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1.4. Notion de temps d�arrêt

4). Si T est un Ft� temps d0arrêt et a 2 [0;+1[ alors T ^ a est un Fa� temps d0arrêt
.

5). Si fTn; n 2 N�g une suite de Ft � temps d0arrêts alors inf
n
Tn et sup

n
Tn sont des

Ft � temps d0arrêts:
Démonstration : La démonstration de ces propriétés est donnée dans Brémaud (1981)

page 289;

On démontre la troisième remarque rappelons que: a_ b = max(a; b) et a^ b = min(a; b)
Soient S et T deux temps-d�arrêt.

Montrons que: min(S; T ) est un Ft�temps d�arrêt
Posons:

U = min(S; T )

On a

fU � tg = fmin(S; T ) � tg

fU � tg = 
� fmin(S; T ) > tg

fU � tg = 
� fS > t; T > tg

fU � tg = fS > tg \ fT > tg

fU � tg = fS > tg [ fT > tg

Donc

fU � tg = fS � tg [ fT � tg

D�autre part, comme, S et T sont des Ft�temps d�arrêt; ce qui signi�e que

fS � tg 2 Ft et fT � tg 2 Ft

D�où le résultat: min(S; T ) est un Ft�temps d�arrêt.
- Montrons que: max(S; T ) est un Ft�temps d�arrêt.
Soit

V = max(S; T )

On a

fV � tg = fmax(S; T ) � tg

fV � tg = f(S � t; T � tg
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1.5. Notions sur les processus aléatoires

Donc

fV � tg = fS � tg \ fT � tg

Comme

fS � tg 2 Ft et fT � tg 2 Ft

D�où le résultat: max(S; T ) est un Ft�temps d�arrêt.
- On montre la 5i�eme propriété:

Soit fTn;n 2 Ngune suite de Ft�temps d�arrêt; montrons que supTn est un Ft�temps
d�arrêt.

On a;

supfTn > tg = supf8n 2 N; Tn � tg

supfTn > tg =
\
n2N

fTn � tg

supfTn > tg =
[
n2N

fTn � tg

On sait que;

fTn;n 2 Ng est une suite de Ft � temps d0arrêt;

C�est-à-dire que;

fTn;n 2 Ng 2 Ft

Par dé�nition, Ft est stable par passage au complémentaire, c�est-à-dire

8n 2 N; fTn � tg 2 Ft alors fTn > tg 2 Ft

Donc; \
n2N

fTn > tg 2 Ft

D�où: supTn est un Ft � temps d0arrêt.

1.5 Notions sur les processus aléatoires

Dans ce paragraphe nous abordons la notion de processus aléatoire. On se propose de

rappeler les notions fondamentales qui nous servirons tout au long de ce travail.

18



1.6. Processus ponctuels

On se donne un processus aléatoire X = (Xt; t � 0) sur (
;B) à valeurs dans un

espace E:

On dé�nit:

Pour tout t � 0; FX
T = �(Xs; s � t) est la tribu engendrée par les Xs; s � t ; c�est

à dire la plus petite tribu les rendant mesurables. La famille FX =
�
FX
t ; t � 0

	
ainsi

formée est une �ltration sur l�espace (
;B) . Elle est dite �ltration naturelle du processus
aléatoire X.

On se donne (
;B; (Ft; t � 0)) un espace �ltré, c�est-à-dire un espace mesurable munu
d�une �ltration, et X = (Xt; t 2 R+) un processus aléatoire sur (
;B) à valeurs dans, (E; I) .
Le processus aléatoire X est dite Ft � adapt�e si;
Pour t � 0; Xt est Ft �mesurable:
Pour ! 2 
, l�application X(!) : R+ ! E est dite trajectoire du processus X en !:

On se donne P une probabilité sur (
;B) et on suppose que l�ensemble E est R.
Le processus aléatoire X = (Xt; t 2 R+) est dit continu (respectivement, continu à

droite; continu à droite et pourvu de limites à gauche)

si et seulement si;

(8! 2 
); l0application t ! Xt(!) est continue (respectivement, continue à droite;

continue à droite et pourvue de limites à gauche

Dé�nition 1.5.1 Un processus aléatoire X = (Xt; t > 0) sur (
;B) à valeurs dans ,(E;G)
est dite mesurable si; l0application R+ � 
; (t; !)! Xt(!) est mesurable relativement

aux tribus G et =(R+)� B .

ou, =(R+) est la tribu des boréliens de R+, engendrée par exemple par les ouverts de R+:

=(R+)� B est la tribu sur R+�
 engendrée par les ensembles de la forme A�B; avec A 2 =(R+)
et B 2 =(R+):

1.6 Processus ponctuels

Cette section a pour but de présenter quelques notions de la théorie des processus ponctuels.

On pourra consulter les travaux de (Neveu, 1970) et (Daley et Vere-Jones, 1988) d�où sont

tirés les éléments essentiels, qui suivent.
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1.6. Processus ponctuels

Nous abordons dans ce qui suit, la notion de processus ponctuels.

1.6.1 Processus ponctuel

Les processus ponctuels en tant qu�outil mathématiques ont fait l�objet de beaucoup de

travaux. Autant leur théorie que leur application, ils ont été largement développés par

Neveu (1973) ou encore Daley et Vere-Jones (2003).

Dé�nition 1.6.1 Un processus ponctuel sur R+, se décrit par la donnée d�une suite (Tn)

telle que, la suite (Tn; n 2 N) est croissante,
1. T0 = 0

2. T0 < T1 < T2 < � � � < Tn < � � � ; la suite est strictement croissante, ce qui suppose
qu�il n�y a pas deux évènements simultanés,

3. lim
n
Tn = +1, ce qui suppose qu�il n�y a pas d�accumulation vers un point particulier

du temps.

On suppose que les Tn sont considérés comme variables aléatoires dé�nies sur un espace

de probabilité complet (
;F ;P ): Introduisons les variables aléatoires,
on pose;

S1 = T1; S2 = T2 � T1; : : : ; Sk = Tk � Tk�1; : : :

Remarque

Les variables aléatoires Tk sont les instants où se produisent un évènement, les Sk sont les

inter-occurrences ou les temps d�attente entre deux évènements successifs.

Dans la dé�nition suivante nous introduisons la notion de processus de comptage associé

à un processus ponctuel.

Dé�nition 1.6.2 Soit un processus ponctuel fTn; n 2 Ng dé�nit sur un espace probabilisé
f
;F ;Pg;on dé�nit le processus de comptage fNt; t � 0gdu processus ponctuel fTn; n 2 Ng;
de la façon suivante:

Nt = supfn; Tn � tg

Nt =
X
k�1

1fT k� tg,...t � 0
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1.6. Processus ponctuels

Nt : représente le nombre d�événements qui se produisent avant l�instant "t".

avec

1fT j�tg =

8<: 1 si Tj � t
0 sinon

Nt : est une variable aléatoire d�espérance:

E(Nt) = E

"X
j�1
1fT j� tg

#
Notons que;

a) N0 = 0;puisque T1 > 0 et pour tout t > 0 , Nt < 1; puisque Tn tend en croissant
vers l�in�ni.

b) Nt � Ns: est le nombre d�événements qui se sont produits dans l�intervalle de temps
]s; t]; pour 0 < s < t:

Dans la �gure 1.1, suivante et à titre indicatif nous donnons une trajectoire du processus

aléatoire N = fNt; t � 0g:

Figure 1.1: trajectoire d�un processus

ponctuel.

Remarque

1)- Le processus N = fNt; t � 0g est à trajectoires continues à droite.
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1.6. Processus ponctuels

2)- La donnée du processus N = fNt; t � 0g est équivalente à la donnée du processus
fTn; n 2 Ng:
Dans la proposition suivante nous établissons quelques propriétés.

Proposition 1.6.1 On a alors les relations suivantes:
a) fNt � ng = fTn � tg
b) fNt = ng = fTn � t < Tn+1g
c) fNs < n � Ntg = fs < Tn < tg

Démonstration : Pour démontrer ces trois relations nous suivons Bremaud, (1981).

a) Pour montrer la première relation :

fNt � ng = fTn � tg

On montre d�abord l�inclusion suivante:

fNt � ng � fTn � tg

Soit ! 2 fNt � ng alors Nt(!) � n.
Ce qui signi�e que le nombre d�occurrences avant l�instant t est supérieur à n.

D�autre part, si

Nt(!) � n

On obtient que; X
n�1
1fTn(!)�tg � n

Ce qui nous permet de déduire que;

Tn(!) � t

Donc

fNt � ng � fTn � tg

Montrons maintenant l�inclusion dans le sens inverse:

fNt � ng � fTn � tg
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1.6. Processus ponctuels

Soit ! 2 fTn � tg alors fTn(!) � tg; c�est-à-dire que le ni�eme instant d�événement a eut lieu
avant l�instant t, ce qui signi�e qu�au moins "n" instants d�évènements ont eut lieu avant t,

ce que nous illustrons par le schéma suivant

Figure 1.2

Explicitement nous avons alors la situation

T0 < t; :::; Tn�1 < t; Tn < t

Avec:

Nt = T0 + T1 + � � �+ Tn�1 + Tn; n 2 N;

Donc

fTn � tg � fNt � ng

D�où

fNt � ng = fTn � tg

b) Pour montrer la deuxième relation

fNt = ng = fTn � t < Tn+1g

On montre l�inclusion suivante:

fNt = ng � fTn � t < Tn+1g

Soit

! 2 fNt = ng alors fNt(!) = ng

Nt(!) =
X
n2N

1fTn(!)�tg = n

23



1.6. Processus ponctuels

Cela veut dire que, le nombre d�événements ayant eut lieu avant t est égale à n.

Donc;

8n 2 N; fTn(!) � t < Tn+1(!)g

D�où

fNt = ng � fTn � t < Tn+1g

Montrons l�inclusion dans le sens inverse:

fNt = ng � fTn � t < Tn+1g

Soit

! 2 fTn � t < Tn+1g

Alors

fTn(!) � t < Tn+1(!)g

Donc X
n2N

1fTn(!)�tg = n

Alors

Nt(!) = n

D�où

fNt = ng � fTn � t < Tn+1g

Ce qui nous permet de déduire que:

fNt = ng = fTn � t < Tn+1g

c) Pour montrer la troisième relation fNs < n � Ntg = fs < Tn � tg
On montre d�abord :

fNs < n � Ntg � fs < Tn � tg

Soit

! 2 fNs < n � Ntg alors fNs(!) < n � Nt(!)g

Equivalent à ; X
n2N

1fTn(!)�sg < n �
X
n2N

1fTn(!)�tg
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1.6. Processus ponctuels

C�est à dire qu�il y a "n" instants d�évènements, qui ont eut lieu dans ]s; t]:

Donc ;

Ns < n � Nt

D�où

fNs < n � Ntg � fs < Tn � tg

- Montrons maintenant dans le sens inverse :

fNs < n � Ntg � fs < Tn � tg

Soit

! 2 fs < Tn � tg alors ! 2 fs < Tn(!) � tg

C�est-à-dire que le ni�eme instant d�événement a eut lieu dans l�intervalle de temps ]s; t]:

Donc;

Ns < n � Nt

D�où;

fNs < n � Ntg � fs < Tn � tg

Conclusion;

fNs < n � Ntg = fs < Tn � tg

Nous introduisons dans le paragraphe suivant le processus de Poisson (Nt)t�0.

1.6.2 Processus de Poisson

Dans ce paragraphe nous introduisons la notion de processus de Poisson,

qui est un cas particulier de processus ponctuel, sont largement développés dans

(Daley et Vere-Jones, 2003), ainsi que sur celui de (Neveu, 1973). nous tacherons

aussi de préciser quelques caractéristiques.

Posons la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.6.3 On se donne fTn;n 2 Ng un processus ponctuel dé�ni sur (
;F ;P ); et
on note N = fNt; t � 0g le processus de comptage associe.
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1.6. Processus ponctuels

On dit qu�un processus ponctuel fTn;n 2 Ng où le processus de comptage associé N = fNt; t � 0g
est un processus de Poisson si N = fNt; t � 0g est un processus à accroissements indépen-

dants et stationnaires.

Ce qui signi�e que :

a) Quels que soient t0 < t1 < � � � < tn dans R+ les accroissements fNtj �Ntj�1 ; 1 � j � ng
sont des variables aléatoires indépendantes;

b) Pour 0 � s � t; la loi de Nt � Ns ne dépend que de "s" et "t" que par la di¤érence
t� s:

Remarque

La propriété b) signi�e la stationnarité des accroissements du processus de comptage N = fNt; t � 0g :
La dénomination de Poisson vient du théorème suivant, qu�est tirée d�un ouvrage de

(Neveu, 1973).

Théorème 1.6.1 Pour un processus ponctuel de Poisson, pour tous s < t;la variable Nt�Ns
suit une loi de Poisson de paramètre �( t� s), soit

P (Nt �Ns = k) = e��(t�s)[�(t� s)]k /k! ; k 2 N

où � > 0 est une constante réelle (indépendante de s; t). Ce paramètre � s�appelle

l�intensité du processus ponctuel de Poisson, comme

E[Nt �Ns] = �(t� s)

La démonstration de ce théorème est tirée dans le même ouvrage de (Neveu, 1973).

Démonstration : On se donne " s " et " t " des réels positifs tels que 0 � s < t .
Soit f(t� s) la fonction génératrice de la variable Nt�Ns; il est connu que dans ce cas ;

f(t� s) : [0; 1]! [0; 1];

Telle que :

ft�s(u) = E[u
Nt�Ns ] =

X
k�0

P (Nt �Ns = k)uk ; s < t
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1.6. Processus ponctuels

En utilisant la propriété a) de la dé�nition il vient ;

ft(u) = fs(u)ft�s(u); 0 < s < t; u 2 [0; 1]

On déduit facilement de cette propriété multiplicative que pour tout u �xé, la fonctiont

t! ft(u) est une exponentielle, soit

ft(u) = e
�ta(u),t > 0

Pour une constante a(u) telle que 0 � a(u) <1.
En e¤et, on montre d�abord que:

ft(u) = [f1(u)]
t

Pour tout t rationnel, on étend ensuite cette égalité à tout t > 0 réel en remarquant que la

fonction t ! ft(u) est décroissante puisqu�elle est multiplicative et prend ses valeurs dans

[0; 1]. En�n, f1(u) ne peut être nul car ft(u) le serait alors pour tout t > 0 en contradiction

avec

ft(u) � P (Nt = 0) = lim
t
# P (T1 > t) = 1

Puisque la fonction génératrice d�une loi de Poisson de paramètre � vaut exp[��(1�u)],pour
démontrer le théorème il reste à établir que la fonction a(:) ci-dessus est telle que

a(u) = a(0)(1� u); 0 � u � 1

Car les fonctions génératrices ft�s(u) = exp[�(t � s)a(u)] seront celles des lois de Poisson
de paramètre �(t� s) à condition de poser � = a(0).
Or, pour tout u 2 [0; 1], la dé�nition de a(u) entraîne que,

a(u) = lim
t!0

1

h
(1� e�ha(u))

a(u) = lim
h!0

X
k�0

1

h
P(Nh = k)(1� uk);

et nous allons montrer d�autre part que
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1.6. Processus ponctuels

lim
h!0

1

h
P(Nh � 2) = 0

Comme pour tout u 2 [0; 1]

0 �
X
k�0

1

h
P(Nh = k)(1� uk) �

1

h
P(Nh � 2)

Pour k = 1;le resultat découle de la relation suivante:

a(u) = lim
h!0

�
1

h
P(Nh = 1)

�
(1� u):

Le théorème est ainsi démontré en posant

� = a(0) = lim
h!0

1

h
P(Nh = 1):

On notera que a(0) = 0 est exclu car cela entraînerait que pour tout t 2 R+, Nt = 0

presque-sûrement, i.e. T1 =1, ce qui est absurde. Nous avons établi en outre que

P (Nh = 1) = �h+ o(h); h � 0

Pourvu que l�on ait la relation suivante satisfaite,

lim
h!0

1

h
P(Nh � 2) = 0

Mais, pour h > 0;

X
n�0
fNnh = 0; N(n+1)h � 2g � fT2 < T1 + hg;

et calculons la probabilité de l�évènement du premier membre : comme

P (Nt = 0) = ft(0) = exp[�ta(0)]

Cette probabilité vaut par les propriétés de la dé�nition du processus de Poisson

X
n�0
e�nha(0)P(Nh � 2) = [1� e�ha(0)]�1P(Nh � 2)

Mais, lorsque

lim
h!0
P (T2 < T1 + h) = P (T2 � T1) = 0;
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1.6. Processus ponctuels

et pour h su¢ samment petit, nous obtenons

(a(0)t)�1 < [1� expf�a(0)tg]�1 < 2(a(0)t)�1

De cette démonstration, nous déduisons quelques remarques importantes pour l�utilisation

du processus de Poisson.

Remarques

(Neveu, 1973) résulte, de la démonstration précédente (ou aussi de l�expression de la loi de

Poisson) des propriétés importantes d�un processus de Poisson homogène sous forme d�une

proposition:

a). P [Nt+h �Nt = 0] = 1� �h+ o(h)
b). P [Nt+h �Nt = 1] = �h+ o(h)
c). P [Nt+h �Nt � 2] = o(h)
Donc à des probabilités in�niment petites devant h prés, Nt+h � Nt est une variable

aléatoire de Bernoulli de paramètre �h. En exprimant, pour s < t;Nt � Ns comme une
somme de petits accroissements, cette propriété donne un nouvel éclairage sur le fait que

Nt �Ns ne peut suivre qu�une loi de Poisson.
Démonstration : De la proposition (1.6.2) nous déduisons que 0 � s < t; on a

P (Nt �Ns = k) = e��(t�s)
[�(t� s)]k

k!

a) Montrons que :

P (Nt+h �Nt = 0) = 1� �h+ o(h)

Pour k = 0, on obtient:

P (Nt+h �Nt = 0) = e��h

Pour h trés petit, en faisant un développement limité au voisinage de h;au premier ordre de

la fonction exponentielle permet d�écrire:

P (Nt+h �Nt = 0) = 1� �h+ o(h)

b) Montrons que

P [Nt+h �Nt = 1] = �h+ o(h)
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1.6. Processus ponctuels

Pour k = 1, on obtient:

P [Nt+h �Nt = 1] = �he��h

pour h trés petit, en faisant un développement limité au voisinage de h; pour la fonction

exponentielle qui permet d�écrire:

P [Nt+h �Nt = 1] = �h
e��h

1!
= �h(1� �h+ o(h)) = �h� �2h2 + o(h)

Tel que

�2h2 v o(h)

D�où �nalement

P [Nt+h �Nt = 1] = �h+ o(h)

c) Montrons que

P [Nt+h �Nt � 2] = o(h)

pour k � 0;

P [Nt+h �Nt � 2] = 1� (�h+ o(h))� (1� �h+ o(h))

Donc

P [Nt+h �Nt � 2] = o(h)

Ce qui nous permet de déduire pour h petit, la variable aléatoire (Nt+h�Nt) est une variable
de Bernoulli prenant 0 avec la probabilité 1� �h; et la valeur 1 avec la probabilité �h . En
combinant cette propriété à l�indépendance des accroissements et à la relation suivante

Nt+h �Nt =
nX
j=1

[Nt+jh �Nt+(j�1)h]; avec h =
s

n

On déduit que (Nt+h�Nt) suit approximativement une loi binomiale de paramètre
�
n;
�s

n

�
:Or,

quand n!1, cette loi converge vers la loi de Poisson de paramètre �s.

Propriétés du processus de Poisson

Grâce à l�égalité fT1 > tg = fNt = 0gpour t > 0, le théorème (1.6.1), implique que

P(T1 > t) = P(Nt = 0) = e
��t; t > 0
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1.6. Processus ponctuels

Par conséquent, T1 suit une loi exponentielle.

Plus généralement, pour tout s �xé, les points Tn du Processus ponctuel qui encadrent

s à gauche et à droite respectivement. sont ceux d�indices (aléatoires) Ns et Ns + 1 respec-

tivement, i.e.

TNs � s < TNs+1

(toutefois T0 n�est pas dé�ni si Ns = 0). La di¤érence TNs+1 � s est donc une variable
aléatoire strictement positive donnant la distance à s du premier point du PP à sa droite.

Or, pour tout t > 0;

fTNs+1 � s > tg = fNs+t �Ns = 0g

exprimant tous le fait que le PP ne charge pas l�intervalle ]s; s+ t]. Par conséquent, d�aprés

le Théorème 1.6.1,

P(TNs+1 � s > t) = e��t; t > 0;

pour toutset t > 0.

Ainsi, on termine cette section par la proposition suivante

Proposition 1.6.2 Le premier point T1 strictement à droite de 0 d�un processus de Poisson

d�intensité � suit une loi exponentielle de paramêtre �. Il en est de même plus généralement

pour tout s > 0 �xé, de la distance TNs+1 � s à s du premier point strictement à droite de
s du processus de Poisson.

Démonstration : Pour démontrer cette proposition il su¢ t juste de remarquer que

P(T1 > t) = P(Nt = 0) = e
��t; t > 0

de même

P(TNs+1 � s > t) = P(Ns+t �Ns = 0) = P(Nt = 0) = e��t ,t > 0:
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1.6. Processus ponctuels

Processus de Poisson non homogènes

Il existe des formes plus complexes de processus de Poisson. Il s�agit des processus de Pois-

son non homogènes, et dont le paramètre peut varier au cours du temps. Ces processus

sont également esprit ses en modélisation puis qu�ils permettent de modéliser le fait qu�un

phénomène peut évoluer au cours du temps, tout en gardant les deux propriétés fondamen-

tales que sont l�indépendance des réalisations des évènements sur deux intervalles de temps

disjoints, et la propriété des évènements rares.

Dé�nition 1.6.4 Soit t! �(t) une fonction positive de t.

Le processus ponctuel fTn; n = 1; 2; :::g est un processus de Poisson (non homogène)
d�intensité �(t) si le processus de comptage N = fNt; t � 0g associé véri�e:
1) N(0) = 0:

2) N est accroissement indépendants,

3) P[N(t+ h)�N(t) = 1] =�(t)h+ o(h):
4) P[N(t+ h)�N(t) � 2] =o(h):

Proposition 1.6.3 Le processus ponctuel fTn; n = 1; 2; :::g est un processus de Poisson
(non homogène) d�intensité �(t) si et seulement si le processus de comptage associé

N = fNt; t � 0g véri�e:
1) N(0) = 0: presque-sûrement;

2) N est accroissement indépendants,

3) Pour tout t � 0 et s � 0, la loi de la variable aléatoire [N(t + s)�N(t)] est une loi
de Poisson de paramètre �(t� s)� �(t);
avec;

�(t) =

tZ
0

�(s)ds; t � 0

La démonstration de cette condition nécessaire et su¢ sante, similaire à celle dans le cas de

processus homogènes.
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1.7 Intensité conditionnelle d�un processus ponctuel

Nous introduisons dans cette section la notion de l�intensité conditionnelle (�(:)); qui

caractérise le processus ponctuel. Comme nous le verrons cette notion est à la base de la

modélisation probabiliste du processus ponctuel. Le travail de cette section est basé sur le

travail de Daley et Vere-Jones, (2003).

Posons les dé�nitions suivantes:

Soit un espace de probabilité complet (
;F ; P ) muni d�une �ltration F = fFt; t 2 R+g:
A partir d�un échantillon de données de la forme de ftk; (xk; yk);mkg, k = 1; :::; N .
On remarque que cette donnée fait intervenir les instants d�occurrence des événements

tk.

Nous commençons dans une première étape à étudier le cas temporel, puisque ces pro-

priétés peuvent se généraliser au cas spatio-temporel.

Dans ce cas, on considère une séquence temporelle, formée par les instants des événe-

ments.

Notons ftk; k = 1; :::; Ng une réalisation du processus ponctuel temporel.
On note : N = fNt; t 2 R+g le processus de comptage associé.
La �ltration naturelle associée au processus ponctuels est notée H = fHt;t 2 R+g, dans

un cadre plus général on peut supposer que pour tout t 2 R+;Ht � Ft .
Par la commodité de notations, nous supposons pour tout t 2 R+;Ht = Ft est complète.
D�autre part, on note; Nt = N(0; t) le nombre d�événements avant "t" durant l�intervalle

[0; t]; de la même manière on note N(s; t) le nombre d�événements sur l�intervalle [s; t].

Ce qui nous permet de poser la dé�nition suivante:

Dé�nition 1.7.1 L�ntensité conditionnelle d�un processus ponctuel N = fNt; t 2 R+gest le
processus �(t j Ft) véri�ant la propriété:

P [N(t; t+ �) = 1 j Ft] = �(t j Ft)� + o(�)

Avec;

P [N(t; t+ �) = 1 j Ft] : la probabilité conditionnelle relativement à la tribu Ft.

De façon équivalente, on peut dé�nir l�intensité conditionnelle de la manière suivante,

pourvu que la limite existe.
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1.7. Intensité conditionnelle d�un processus ponctuel

�(t j Ft) = lim
�!0

1

�
PfN(t; t+ �) > 0 j Ftg

Nous pouvons aussi la dé�nir à partir de l�éspérance conditionnelle, sous la forme

�(t j Ft) = lim
�!0

1

�
E[N(t; t+ �) j Ft]

Il faut aussi remarquer que ce processus caractérise complètement le processus ponctuel

(Liptzer et Shiryaev, 1978).

Il s�ensuit la remarque suivante.

Remarque

1). L�intensité �(t j Ft) dépend de tout le passé du processus à l�instant t.
2). Dans le cas ou l�intensité conditionnelle ne dépend que de l�instant t et non pas de

tous le passé à l�instant t :

�(t j Ft) = �(t)

Dans ce cas le processus ponctuel correspondant est un processus ponctuel de Poisson

non homogène.

Et dans le cas ou l�intensité conditionnelle est indépendante du temps:

�(t j Ft) = �

Le processus correspondant est un processus de Poisson homogène,

le paramètre � représente le taux d�activité moyen par unité de temps.�;est le taux

moyen par unité de temps.

Nous indiquons brièvement, l�extension au cas spatio-temporel. Dans ce cas nous consid-

érons le processus ponctuel de la forme f(tk; (xk; yk)), k = 1; :::; Ng.
On lui associe le processus de comptage suivant:

Pour A 2 B(R2), on note

N((0; t)� A) =
X
i;ti<t

1[0; t]� A
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.Dans ce cas l�intensité conditionnelle de processus ponctuel spatio-temporel est dé�nie

de la manière suivante:

�(t; x; y j Ft) = lim
�;dx;dy!0

1

�

1

dx

1

dy
P[N(t; t+ �); (x; x+ dx); (y; y + dy) > 0 j Ft]

où;

Ft :l�histoire d�un processus ponctuel à l�instant t
�(t; x; y j Ft) :représente l�intensité stochastique (Andersan et al., 1993; Daley et Vere-

Jones, 2003).

P [N(t; t+�); (x; x+dx); (y; y+dy) > 0 j Ft] :la probabilité conditionnelle d�un processus
ponctuel relativement à la tribu Ft entre (t; t+�);avec des coordonnées (x; x+dx); (y; y+dy):

�(t; x; y j Ft) = lim
�;dx;dy!0

1

�

1

dx

1

dy
E[N(t; t+ �); (x; x+ dx); (y; y + dy) j Ft]

Conclusion 1.7.1 Ainsi la notion d�intensité conditionnelle joue un rôle essentiel dans la

dé�nition d�un processus ponctuel, du fait même qu�elle le caractérise.

La donnée d�une forme de l�intensité conditionnelle dé�nie un modèle ponctuel.

Nous explicitons quelques exemples de processus ponctuel.
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1.8 Exemples de processus ponctuels

Dans cette section nous donnons quelques exemples de processus ponctuels qui son com-

plètement caractérisée par son intensité conditionnelle (�(:)):

On propose les deux premiers exemples dans le cas sismiques, tel que le paramètre "t"

est dé�ni sur un espace paramétrique T , quand le paramètre t représente le temps, il est

dé�ni sur l�échelle des réels non négatifs. un processus ponctuel temporel est un processus

stochastique dont la réalisation est un ensemble de points, chaque ej ayant une position tj

bien dé�nie dans le temps tel qu�illustré par Abi-Zaid et Bobée, (1999).

1.8.1 Modèle d�Omori modi�ée

Dans le cadre de la modélisation d�une séquence de réplique générée par l�occurrence d�un

événement important, la loi d�Omori modi�ée permet d�étudier et analyser la décroissance

du nombre d�événements aprés le choc principale; elle est dé�nie par;

n(t) =
K

(t+ c)P

Avec:

n(t): est le nombre de répliques à l�instant t; et K; p et c sont les paramètres du modèle.

Ainsi, on peut considérer de façon globale la séquence des répliques comme étant un

processus de Poisson non homogène d�intensité conditionnelle dé�nie par

�(t j Ft) =
K

(t+ c)P

1.8.2 Modèle "ETAS" (Epidemic Type Aftershok Sequence)

Dans le cadre temporel un modèle trés populaire en sismologie est le modèle "ETAS" (Epi-

demic Type Aftershok Séquence), c�est un modèle qui généralise le précédent et qui permet

de modéliser le processus ponctuel contenant les évènements secondaires, c�est à dire inclu-

ant des chocs majeurs pouvant généres des répliques et que parmi les répliques certaines,dite

secondaires, peuvent en générer d�autres a leur tour. Ainsi si on note par, � 1; � 2; :::; �N les

instants d�occurrence des évènements secondaires, dans sa forme la plus simple le modèle
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1.8. Exemples de processus ponctuels

"ETAS Temporel " est un processus ponctuel dont l�intensitité conditionnelle s�écrit sous

la forme (Ogata, 1988 ).

�(t j Ft) = �+K0

X
�j<t

expfa(m�m0)g
(t� � j + c)2

Il faut noter que ce dernier modèle a une extension au cas spatio-temporel. (Musmeci

et Vere-Jones, 1992 ), donne une verssion spatio-temporelle du modèle "ETAS", avec une

intensité conditionnelle de la forme

�(t; x; y j Ft) = �(x; y) +
X
i;ti<t

g�(t� ti; x� xi; y � yi;mi)

Avec,

g�(t; x; y;m) = A
e�me�ct

2��x�yt
exp

�
� 1
2t

�
x2

�2x
+
y2

�2y

��
Ou encore

g�(t; x; y;m) =
Ae�me�ctt2cxcy

�2(x2 + t2c2x)(y
2 + t2c2y)

Avec: A;�; �x; �y , cx et cy des constantes.

Finalement le processus ponctuel dans le cas sismique peut être modélisé par un processus

ponctuel, constitué par deux composantes, l�une dite "background", formée par les évène-

ments indépendants dans le temps et une composante "cluster" constituée par tous les

évènements dépendants dans l�intensité conditionnelle peut s�écrire sous le forme suivante;

�(t; x; y j Ft) = �(x; y) +
Z
s

h(t; x; y; � ; �x; �y; �m) N(d� ; d�x; d�y; d �m)

Où;

Ft : L�histoire d�un processus ponctuel à l�instant t
N(:) : le processus de comptage du processus ponctuel.

�(:) : l�intensité du processus « background » est homogène dans le temps.

h(:) : la fonction réponse de l�événement à l�instant t; t > � , permettant de génèrer la

composante "cluster", avec S = (0;+1)� R2 � (0;1):
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Dans cette version, la composane "background" est homogène dans le temps et non

homogène dans l�espace. Il arrive parfois, que la composante soit considérée homogène

dans le temps et dans l�espace, ce qui permet alors d�écrire l�intensité conditionnelle sous la

forme

�(t; x; y j Ft) = �+
Z
s

h(t; x; y; � ; �x; �y; �m) N(d� ; d�x; d�y; d �m)

Un autre exemple dans le domaine l�épidémiologie est développée dans le paragraphe

suivant:

1.8.3 Modèlisation hiérarchique

Exemple pour la maladie de la feuille jaune de la canne à sucre

Introduction

La canne à sucre désigne un ensemble d�espèces de la famille des Paoceae et

du genre Saccharum. Elles sont cultivées pour leurs tiges, dont on extrait du

sucre.

Chaque réalisation du processus ponctuel représente une plante infectée.

Nous disposons de la position exacte de chaque plante infectée sur la parcelle et

par conséquent, la position de chaque nouvelle infection. Si nous considérons x

la position spatiale d�une plante quelconque de la zone étudiée X et yx;t son état

sanitaire à la date t, la loi des observations (yx;t)x2X doit prendre en compte la

nature binaire des yx;t et le fait que X soit au plus dénombrable.

Ainsi, yx;t suit une loi de Bernoulli de paramètre noté px;t qui n�est autre

que la probabilité d�être infecté à la date t de la position x. Cette probabilité

peut-être �xe pour une approche classique, cependant il arrive souvent que les

conditions environnementales varient de façon conséquente. Il paraît naturel

d�adopter une approche bayésienne qui peut-être présentée comme une général-

isation de l�approche classique: le paramètre px;t n�est plus une valeur �xe in-

connue mais une variable aléatoire dont il faut spéci�er la loi dite a priori au

moment de la modélisation.
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Deux phases ont été distinguées par Jacquet, (2008) et Edon.J, (2008), dans

la contamination de la parcelle saine. Une première phase où les contaminations

semblent se faire selon une répartition complètement aléatoire et une seconde

phase où on observe une agrégation des plantes infectées. Ceci est con�rmé

par di¤érents tests statistiques basés sur la dispersion spatiale, l�autocorrélation

spatiale et spatio-temporelle.

La première phase correspondrait à l�arrivée des premiers ailés sur la parcelle

tandis que la seconde phase coïncide à la fermeture de la parcelle c�est-à-dire à

un stade phénologique des plantes

pour les quelles les feuilles de cannes voisines se touchent. Cette dernière

situation permet le déplacement des pucerons aptères d�une plante à l�autre

favorisant ainsi la contamination de proche en proche à partir des infections

primaires.

Compte tenu de ces informations, Jacquet, (2008) et Edon.J, (2008), for-

malissent un modèle et distinguent les deux étapes décrites ci-dessus.

Ils utilisent les notations suivantes:

Ft : l�histoire d�un processus ponctuel à l�instant t;
u(t) :l�intensité du processus «background» à la date t,

� : la date de changement de phase,

� : le paramètre d�intéraction,

f�: la fonction de contact qui dépend de la distance "x � y" entre deux
individus.

�(x; t j Ft) =

8>><>>:
u(t)� 1[y;t�=0] si t � � 
u(t) +

P
y2It�

f�(x; y)

!
� 1[y;t�=0] si t > �

Ce modèle est une généralisation de celui proposé par Jacquet et al. (2009)

car l�intensité de processus "background" plan varie au cours du temps. D�autre

part, la variabilité stochastique des paramètres du modèle est prise en compte et

est introduite par le biais de lois a priori sur ces paramètres. Nous choisissons

comme loi a priori pour le processus u(t) un processus de Dirichlet.
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Nous pouvons reformuler le problème d�estimation de densité selon le modèle

hiérarchique suivant :

yx;t j px;t � Bernouill�e (px;t)

u(t) � DP (�;G0)

Où

px;t = 1� e�
R
�(x;z)dz

Un processus deDirichlet comme a priori sur le processus temporel d�intensité

u(t) signi�e que l�on ne se restreint pas à une unique loi (de processus temporel)

pour caractériser l�information a priori disponible mais à une famille de lois de

processus temporel. Cette approche est dite non paramétrique ou parfois semi

paramétrique.

En occurrence, il paraît naturel que cette famille soit centrée sur un processus

log normal à incréments indépendants (Moller et al.1998 ).

Conclusion 1.8.1 Nous avons proposé dans cette section plusieurs modèles à deux phases,

caractérisés par des fonctions d�intensité conditionnelles. Nous avons disposé les outils de

traitement statistiques à partir de la théorie des processus ponctuels.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous abordons l�étude de quelques procédures d�identi�cation

des évènements dépendants dans un processus ponctuel, permettant d�analyser

les liens de dépendances entre deux évènements. Ce qui permet d�identi�er les

évènements dépendants entre eux et donc d�analyser le caractère "cluster". Ces

procédés, qui s�inscrivent dans le cadre des procédures d�identi�cation d�évènements

dépendant dans un processus ponctuel, nous permettent de mieux comprendre

les liens de dépendance entre les évènements. Toutes ces méthodes sont basées

sur la notion de distance spatio-temporelle entre deux évènements.

Dans tout ce chapitre, on considère un processus ponctuel f(ti; (xi; yi);mi),i = 1; : : :g
dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; P; (Ft)t2R+).
On suppose que ce processus ponctuel est constitué de deux composantes,

l�une dite "background" constituée d�évènements indépendants et la deuxième

constituée d�évènements "clusters".

L�intensité conditionnelle caractérisent un tel processus s�écrit sous la forme

�(t; x; y j Ft) = �(x; y) +
Z
S

h(t; x; y; � ; x
0
; y

0
;m

0
)N(d� ; dx

0
; dy

0
; dm

0
):

Avec

Ft :l�histoire du processus ponctuel à l�instant t ,
N(:) :le processus de comptage associé au processus ponctuel,

�(:) :l�intensité du processus « background » que nous supposons homogène

dans le temps,

h(:) :la fonction réponse de l�événement à l�instant t; t > � , permettant de

générer la composante "cluster", S = [0;+1[�R2 � [0;+1[:
Le travail du présent chapitre se base sur la lecture de plusieurs publica-

tions en sismologie, couvrant les aspects de "statistic seismologie" (Gardner

et Knopo¤, 1974 ), (Resenberg, 1985 ), (Marsan et Lenglin, 2008 ) dans lequel

des procédures dites de declustering, permettant l�identi�cation des évènements

dépendants sont utilisées.
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On se propose alors dans ce chapitre de mettre en évidence les outils math-

ématiques intervenant dans le développement de ces procédures.

Globalement, on distingue deux classes de procédures. La première classe

constituée par les procédures faisant intervenir une distance spatio-temporelle.

Ces méthodes sont aussi dites procédures du windowing, et peuvent être consid-

érées comme des méthodes déterministes.

La seconde classe de procédures est constituée par des méthodes probabilistes

dont certaines font appel à l�algorithme "EM".

Ainsi, le premier paragraphe est consacré aux méthodes dites "détermin-

istes".

Le second paragraphe est dédié aux procédures probabilistes.

En conclusion, nous tenterons de donner quelques perspectives de travail.
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2.2 Procédures déterministes

Ces procédures ont été introduites pour la première fois par Gardner et

Knopo¤, (1974). Elles sont essentiellement basées sur l�introduction d�une dis-

tance dé�nie à partir d�une fenêtre spatiale et temporelle. Ces fenêtres sont

dé�nies sous forme d�intervalles dans le temps et dans l�espace.

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques notions préliminaires dont nous

aurons besoin dans cette section.

Préliminaires

Soit, un processus ponctuel dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; P; (Ft)t2R+), et on
se donne un échantillon d�événements ftk; (xk; yk);mkg; k = 1:::N ; òu mk représente une

grandeur réelle positive lié au k i�eme événement, tk représente l�instant d�observation de cet

événement t0 � t1 � � � � � tk � � � � ; k 2 N; et (xk; yk) 2 R2 représente ses coordonnées

spatiales.

On note ei événement (ti; (xi; yi);mi):

Soit ei un évènement qui génère d�autre évènement eh, c�est-à-dire: ei ! eh , On veut

développer une procédure qui permettre d�identi�er les évènements dépendants. Pour se

faire on se base sur les critères suivants:

- Soit mh < mi

Si ei est proche de eh :

1) du point de vue temporel: jti � thj "petit"
2) du point de vue spatial d((xi; yi); (xh; yh)) "petit": (xi; yi) "proche de" (xh; yh):

Donc, pour les événements dépendants, la grandeur "m < mi", dé�nit une distance

spatio-temporelle.

Ce formalisme permet dans le cas du processus d�occurrence des séismes d�identi�er les

évènements dépendants. En e¤et dans le cas du processus ponctuel des séismes, "mi" est la

magnitude et (xi; yi) les coordonnées de l�épicentre de façon intuitive.
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Principe de base

Cette procedure est basée essentiellement sur l�introduction d�une distance dé�nie à partir

d�une fenêtre temporelle et spatiale. Cette fenêtre est dé�nie sous forme d�intervalles dans

le temps et dans l�espace.

On veut développer une procédure qui permettre d�identi�er les évènements dépendants,

en se basant sur les critères suivants:

Soit M > m;

Pour chaque événement E(M) de grandeur M , on associe deux paramètres: T (M) est

la durée temporelle d�une séquence et D(M) est la distance maximale.

Pour qu�un événement e(m) quelconque associé à deux paramètres t(m) et d(m); soit

dépendant de E(M), doit avoir un temps d�occurrence inférieur à T (M) et être localisé à

une distance inferieur à D(M).

Les schémas suivants résument le principe de cette méthode.

Les paramètres T (M) et D(M) sont dé�nis à partir d�une relation de la forme:8<: log10D(M) = a+ bM

log10 T (M) = �+ �M

On cherche un ajustement moyen
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2.2. Procédures déterministes

Figure (2.2)

La �gure (2.2): présente les paramètres T (M) et D(M) en fonction des magnitudes

M .

Nous explicitons parmi les plus utilisées quelques fenêtres temporelles et spatiales

Ces fenêtres sont données dans les paragraphes qui suivent.
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2.2. Procédures déterministes

Méthode de Gardner et Knopo¤ (1974).

La méthode de Gardner et Knopo¤ a été introduite par Gardner et Knopo¤ (1972).

De façon précise, la fenêtre spatio-temporelle est dé�nie pour chaque évènement de mag-

nitude M , on associe les paramètres à partir des relations suivantes:

log10D(M) = 0:1238M + 2:7389 (km)

log10 T (M) =

8<: 0:0320M + 0:983 si M � 6:5 (jours)
0:5409M � 0:574 si M < 6:5(jours)

D(M) et T (M) sont donnés respectivement en km et en jours:

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples des paramètres spatiaux et temporels

utilisées pour l�élimination des répliques pour di¤érente magnitudes.

Magnitude D(M) en km T (M) en jours

2:5 19:611 6

3:5 26:080 22

4:5 38:121 83

5:5 46:121 290

6:5 61:334 790

7:5 81:564 960

8:0 94:059 985

Tableau 2.1: Paramètres des deux équations pour di¤érentes magnitudes
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Méthode de Gardner et Knopo¤ adaptée pour le Maghreb

Cette méthode a été utilisée un peu partout à travers le monde au Maghreb: Elle a été

adaptée pour l�Algérie par Hamdache et al., (2007) et Hamdache et al., (2010).

Considérons qu�un évènement de magnitude 8:0 a¤ecte une région de 100km pendant

900 jours et un évènement de magnitude 3:0 a¤ecte une région de 20km pendant 10 jours,

Ce que nous résumons en écrivant,

M = 8:0! T (8:0) = 900 jours et D(8:0) = 100 km

M = 3:0! T (3:0) = 10 jours et D(3:0) = 20 km

Ainsi, à partir de ces considérations et de la relation liant la magnitude au paramètre

D(M) d�une part et au paramètre T (M) d�autre part, nous obtenons les relations suivantes,

log10D(M) = 0:1398M + 0:8816

log10 T (M) = 0:3908M + 0:1725

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples D(M) et T (M) pour di¤érents

magnitudes.

Magnitude D(M) en km T (M) en jours

2:5 17:026 6

3:5 23:491 16

4:5 32:412 38

5:5 44:719 95

6:5 61:702 233

7:5 85:133 573

8:0 100 900

Tableau 2.2: représentation des di¤érentes valeurs des paramètres D(M) et T (M) pour

di¤érents magnitudes données, en utilisant la méthode de Gardner et Knopo¤ adaptée au

Maghreb.
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Méthode de Urhammer

Cette méthode a été introduite par Urhammer (Urhammer, 1986), les paramétres dé�nis-

sant la fenêtre spatio-temporelle sont donnés par:

log10D(M) = 0:3491M � 0:4447

log10 T (M) = 0:5363M � 1:2464

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples concrets pour di¤érentes magnitudes.

Magnitude D(M) T (M)

2:5 2:68 1:18

3:5 5:989 4:27

4:5 13:383 15

5:5 29:904 51

6:5 66:820 174

7:5 149:305 600

8:0 223:185 1108

Tableau 2.3: Di¤érentes valeurs des paramètres D(M) et T (M) pour di¤érents mag-

nitudes données, en utilisant la méthode d�Urhammer.

Méthode de Gruental

En 1985,Gruental, propose des fenêtres sous la forme:8<: log10D(M) = 0:1060 M + 1:0982

log10 T (M) = 0:5055 M � 0:1329

Dans le tableau suivant nous donnons des exemples de paramètres D(M) et T (M) pour

di¤érents magnitudes.
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2.2. Procédures déterministes

Magnitude D(M) T (M)

2:5 23:078 14

3:5 29:458 43

4:5 37:601 137

5:5 47:995 444

6:5 61:2632 1422

7:5 78:199 4553

8:0 99:816 8148

Tableau 2.4: Di¤érentes valeurs des paramètres D(M) et T (M) pour di¤érents mag-

nitudes données, en utilisant la méthode de Gruental.
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2.2.1 Exemple des procédures utilisées

Nous avons utilisées les quatre procédures décrites dans le paragraphe précè-

dent.

Nous avons utilisé la méthode de Gardner et Knopo¤, (1974), que nous

noterons M1, celle de Urhammer, (1986), notée M2. La méthode de Gruen-

tal, (1985) quant à elle , sera notée M3 et en�n la méthode de Gardner and

Knopo¤ adaptée pour le Maghreb sera notée M4:

Ces quatre procédures agissent de façon di¤érenciée sur des données con-

crètes, ainsi et a�n de mieux cerner ce comportement, nous avons représente

graphiquement les variations des paramètres en fonction de la magnitude M ,

que nous avons porte sur le même graphe.

Figure (2.3)

Figure (2.3): représente la variation des paramètres dé�nissant la fenêtre spatio-

temporelle en fonction de la magnitude (a):log10D(M) en fonction de la magnitude,(b):log10 T (M)

en fonction de la magnitude.
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2.2. Procédures déterministes

Interprétation

Pour la fenêtre distance, nous remarquons que pour les magnitudesM � 6:3
les méthodes M2, M3, et M4 sont les plus conservatrices car elles contiennent

plus d�évènements contrairement à la méthode M1:

Tandis que pour les magnitudes M > 6:3, la méthode M1 est la plus conser-

vatrice par rapport aux autres méthodes M2, M3, et M4.

En ce qui concerne la fenêtre temporelle, pour les magnitudes M � 6:5, la

méthode M3 est la plus conservatrice, contrairement aux autres méthodes M1,

M2 et M4;

mais pour les magnitudes M � 6:5 on obtient le processus inverse, c�est-à-

dire, les méthodes citées précédemment sont les plus conservatrices.
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2.3 Procédures aléatoires

Il est fréquent de trouver dans la littérature le quali�catif de subjectif aux précédentes

méthodes pour identi�er les évènements dépendants dans un processus ponctuel. Ce qual-

i�catif est essentiellement du aux di¢ cultés de déterminer les paramétres T (M) et D(M)

associés à une magnitude M . Souvent du à l�absence ou à l�insu¢ sance d�événements forts

permettant de déterminer de façon rationnelle ces paramètres, dans une telle situation il est

fait appel à une appréciation "subjective" pour déterminer ces paramètres.

Pour palier à cet état de fait certains auteurs ont introduit des procédures dites stochas-

tiques que nous présentons dans le paragraphe suivant.

Introduction

Cette approche qui a été introduite par Zhuang et al., (2002) propose une approche

probabiliste associant à chaque événement une probabilité d�être un événement background

ou un événement généré par un autre.

L�idée fondamentale de la procédure stochastique est basée sur l�estimation de l�intensité

de la composante "background", supposée en fonction de l�espace et non pas du temps, et

des paramètres liés au modèle de la dépendance des évènements constituants la composante

"cluster".

Cette approche est basé sur les modèles ETAS. On se donne un modèle spatio-temporel,

dont l�intensité conditionnelle d�un processus ponctuel donnée par;

�(x; y; t j Ft) = �(x; y) +
X
k;tk<t

K(mk)g(t� tk)f(x� xk; y � yk j mk) (2.1)

Òu;

�(x; y) : intensité conditionnelle de la composante "background", qui est indépendante

de temps.

g(t) et f(x � xk; y � yk j mk) : sont respectivement des fonctions réponses normalisées

du taux d�évènement, et de localisation des évènements à partir d�une magnitude mk;ce qui

signi�e que ces deux fonctions déterminent le procédé par lequel à partir d�un événement

(tk; (xk; yk);mk) on génère un autre évènement à l�instant t et localisé au point (x; y).
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Du fait que le ki�eme évènement génère un processus de Poisson non stationnaire d�intensité,

K(mk)g(t� tk)f(x� xk; y � yk j mk)

K(mk) : peut être considérer comme le nombre d�événements pouvant être générer à

partir de la magnitude mk.

Supposons que ces événements sont numérotés de 1 à N . Dans l�équation (2:1), la

probabilité qu�un événement j soit généré par un événement i peut être estimé comme

suite:

�ij =
K(mk)g(t� tk)f(x� xk; y � yk j mk)

�(xj; yj; tj j Ftj)
(2.2)

La probabilité que cet événement soit un événement " background " faisant partie de

la composante "background" du processus d�occurrence, ou un événement "trigger" faisant

partie de la composante "cluster", est donnée respectivement par:

'j =
�(xj; yj)

�(xj; yj; tj)
, j = 1; 2; :::; N (2.3)

�j = 1� 'j = 1�
j�1X
i=1

�ij, j = 1; :::; N (2.4)

Autrement dit, la sélection de chaque événement j avec une probabilité �ij, 'j ou �j, on

peut réaliser un sous-processus généré par l�événement i, un sous processus "background"

ou un sous-processus "trigger".

Ce qui va permettre de dé�nir l�algorithme suivant:

Algorithme 2.3.1 Calculer 'j et �ij en utilisant les équations (2.3) et (2.4) avec i; j = 1 � � �N .

- Pour chaque événement j, j = 1 � � �N ; générer des variables aléatoires �j de loi uni-
forme sur [0; 1] pour chaque j notons:

Ij = min

(
k � 1; tel que 'j +

kX
i=1

�ij � �j avec 1 � k < j
)

� Si Ij = 0 : j est considéré comme évènement de la composante "background" ou un
événement initiateur générant d�autres.

Dans le cas contraire, c�est-à-dire:

� Si Ij 6= 0 : le ji�eme évènement est considéré comme directement créer par le Iji�emeévènement.
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Cet algorithme va nous permettre de décomposer tout le processus en di¤érentes branches

ou clusters, à ce moment on peut déterminer pour chaque famille l�événement générateur

(initiateur) comme un représentant du processus de la composante «background» .

Dans cette démarche, on prend pour chaque cluster la magnitude la plus forte, ce qui

justi�e que cet algorithme n�est pas unique.

En général, on peut générer plusieurs échantillons déclustérés et on utilise un test

d�hypothèse associe à la composante "background" ou la composante "cluster", qu�on ac-

cepte ou on rejette de façon alternative. Les probabilités 'j et �ij sont utilisées pour tester

cette hypothèse.

Cet algorithme est aussi appelé algorithme de reconstruction aléatoire, il a été introduit

et développé par Zhuang et al.,(2004), Zhuang, (2006).

Figure (2.4)

Figure (2.4): exemple d�algorithme de reconstruction aléatoire.

On termine ce paragraphe, en introduisant le modèle dit "declustering stochastic in-

dépendant" ou " MISD " que nous expliquons dans ce qui suit.

2.3.1 La procédure stochastique pour les modèles MISD

Introduction

La procédure stochastique pour le modèle "MISD", "Model indépendant stochastic declus-

tering " de Zhuang et al., (2002), qui a été décrite ci-dessus, peut être étendue à d�autres

types de modèles "ETAS". En e¤et, la généralisation de Marsan et Lengline, (2008), n�a

pas de modèle particulier dépendant, et peut accepter n�importe quel modèle de la sismicité,

d�où le nom de declustering stochastique indépendant ou "MISD".

Ce qui permet d�écrire l�intensité conditionnelle sous la forme suivante:
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�a(x; y; t) =
X
j

X
k

�ijk1(t2[tj ;tj+1])1(ra(x;y)2[rk;rk+1])

Un événement "a" de magnitude ma 2 [mi;mi+1] et de temps de trigger ta, est localisé

au point (x; y), avec t > ta;

[tj; tj+1] et [rk; rk+1] sont les intervalles de temps et la distance.

ra(x; y) : représente la distance de déclenchement de l�évènement "a" au point (x; y):

le modèle " MISD " nécessite de dé�nir les intervalles de magnitude, du temps et la

distance, et revient à trouver l�intensité �ijk.

Ce modèle liée à l�algorithme "Estimation-Maximisation" ou "EM", pour trouver ces

inconnues, il est basé sur le calcul itératif des probabilités wab (b événement qui est génèré

par l�évènement a) et w0b la probabilité que b est un évènement issu du processus de "back-

ground".

Alors l�algorithme "EM" est utilisé dans ce modèle pour inverser les paramètres de

modèle "ETAS".

2.3.2 Les étapes de l�Algorithme "Estimation -Maximisation" (EM)

Étape d�estimation (Étape-E):

Soit �ijk et � des intensités a priori , on calcule les probabilitéswab etw0b (wab etw0bcorrespondants

à �ij et �j dans la section précédente de declustering stochastique).

Ces probabilités sont dé�nies comme:

8>>>><>>>>:
�ij = wab =

�a(xb; yb; tbj)

�+
P
c<b

�b(xb; yb; tk)

'j = w0b =
�

�+
P
c<b

�b(xb; yb; tk)

avec:

wab + w0b = 1
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Étape de maximisation (Étape-M):

Cette étape correspond à trouver l�estimateur de maximum de vraisemblance (MLE). La

fonction log-vraisemblance est :

l = �
Z
v

d(x)

Z
T

dt�(x; y; t) +
X
i

ln�i(xi; yi; ti)

On fait introduire les "w" qu�on a déjà calculé dans l�étape E, on obtient la formule

suivante:

l(!) = �
X
ijk

ni�ijk�Vk � �TV +
X

nijk
ijk

ln�ijk + n0 ln�

òu:

ni : représente le nombre d�évènement entre [mi;mi+1],

nijk: présente le nombre d�évènements paires (a; b) de telle sorte que la magnitude de a

2 [mi;mi+1], et séparés par tb� ta 2 [tj; tj+1] et rab 2 [rk; rk+1], avec une de probabilité wab.

nijk =
X

a2[mi;mi+1]

X
b<a

wab1(tb�ta2[tj ;tj+1])1(rab2[tk;tk+1])

n0 : présente le nombre d�événements indépendants (exemple dans le cas sismique) du

processus "background":

n0 =
X
b

w0b

�tj = tj+1 � tj : présente la durée de l�intervalle de temps pour "j":
�Vk :représente le volume de shell en (km3) lié à l�intervalle de distance r 2 [rk; rk+1];qui

calcul comme suit:

�Vk =
4

3
�(r3k+1 � r3k) (km3)

Le MLE est donnée par:

@�ijk l(w) = 0) �ni�tj�V ik +
nijk
�ijk

= 0) �ijk =
nijk

ni(tj+1 � tj) �V ik

57



2.4. Conclusion

@�l(w) = 0) �TV + n0
TV

= 0 ) � =
n0
TV

Avec

T : la durée totale des données.

V : le volume total.

On obtient 8><>:
�̂ijk =

nijk
ni(tj+1 � tj)�V ik

�̂ =
n0
TV

Ces deux étapes sont réitérées jusqu�à la convergence de �ijk et � est stable.

La puissance de cet algorithme est que la solution �nale ne dépend pas du choix initial.

En�n, le processus obtenu peut être obtenu à partir de w0b avec b est un évènement

indépendant, issu de processus de background.

2.4 Conclusion

L�objet de ce chapitre était de modéliser le processus ponctuel et plus pré-

cisément les processus temporels a�n d�entamer les procédures d�identi�cation

d�évènements dépendants dans ce processus.

Ces procédures (déterministes et stochastiques) consistent à identi�er la com-

posante «trigger» qui contient les évènements dépendants a�n d�obtenir un

processus de Poisson.

La procédure stochastique utilisé dans ce chapitre intéressante est celle présen-

tée par Zhuang et al., (2002), consistant à inverser les paramètres d�un processus

ponctuel par exemple dans le cas sismique le modèle "ETAS", à l�aide d�un al-

gorithme de type " Estimation-Maximisation".

L�inconvénient de cette dernière est que les résultats trouvés restent toujours

conditionnés par le choix du modèle.

Le chapitre suivant sera consacré à véri�er que le processus obtenu est Pois-

sonien homogène.
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Pour ce faire, il existe di¤érents tests permettant de tester l�hypothèse suiv-

ante, H0:"Le processus amputé des évènements dépendants est de type Pionsson-

nien homogène".

Parmi ces tests, on peut citer les tests du Chi-deux multinomial, du Chi-deux

conditionnel, de Kolmogorov-Smirnov et le test de Brown et Zhao. En�n nous

introduisons un nouveau test dit test de permutation.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est consacré à une étape fondamentale, il consiste à

analyser le caractère Poissonien du processus ponctuel initial amputé des évène-

ments dépendants, nous examinerons ce caractère par des tests statistiques.

Ainsi, dans ce chapitre nous consacrons le premier paragraphe à des prélim-

inaires.

Le second paragraphe introduit les tests statistiques dans le cas temporel et

dans le cas spatio-temporel.

En�n le troisième paragraphe est consacré à un exemple d�application d�un

nouveau test dit permutation qui sera appliqué dans ce chapitre sur des données

sismiques.

3.2 Préliminaires

On a établi précédemment qu�un processus de Poisson est un cas particulier de processus

ponctuel.

�(t j Ft) est l�intensité conditionnelle du processus ponctuel amputé fTn; n 2 Ng :
- Dans le cas ou le processus ponctuel de Poisson est non homogène dans le temps,

l�intensité conditionnelle s�écrit comme suit;

�(t j Ft) = ~�(t)

- Dans le cas ou le processus ponctuel de Poisson est homogène dans le temps, l�intensité

conditionnelle s�écrit comme suit;

�(t j Ft) = ~�

Le paramètre ~� représente le nombre moyen par unité de temps.

On donne un exemple du processus ponctuel dans le cas sismique, ~� correspond au

nombre d�évènements par unité de temps.

Dans le cas particulier où l�unité est une année, on parle alors de taux annuel moyen

d�évènements.
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Ainsi, pour véri�er que le processus ponctuel obtenu est du caractère Poissonien ho-

mogène ou non, on examine si le taux d�évènements annuel moyen est constant.

Pour résoudre ce problème, nous proposons des tests pour véri�er le taux l�homogénéité

dans le cas temporel et on peut citer: tests conditionnels d�uniformité multivarié, tel que

le test de Kolmogorov-Smirnov, tests du Chi-deux multinomial et conditionnel, ainsi, que le

test de Brown Zhao proposé par Anscamb,(1948).

Dans le travail de ce présent chapitre, nous proposerons un nouveau test qui est l�axe

de ce travail c�est le test de permutation qui se traite dans le cas spatio-temporel, suivra un

exemple d�application avec des données en sismologie.

Nos hypothèses, H0 et Ha peuvent être formulées de la façon suivante:

SoitX1; � � � ; Xn des variables aléatoires indépendantes non négatives avec P (X = x) = f(x) :

(H0) : Processus ponctuel initial amputé des évènements dépendants est de caractère

Poissonien homogène.

(Ha) : Processus ponctuel initial amputé des évènements dépendants est de caractère

Poissonien hétérogène.

C�est -à-dire 8><>:
(H0) : Xi � Poiss(�i); �1 = �2 = ::: = �n
(Ha) : Xi � Poiss(�i);

nP
i=1

(�i � ��)2 > 0

3.3 Tests temporels

Dans cette section nous sommes intéressés à des tests de distribution Poissonnien au cours

du temps, soit f(xi; yi; ti); i = 1; 2:::ng un nouveau échantillon d�un processus ponctuel
amputé des événements dépendants dans (S � [0; T ]) avec: S espace d�étude et de période
[0; T ] permettant de tester l�hypothèse d�homogénéité temporelle.

Nous considérons que S est indépendant de [0; T ]: Dans cette partie de travail nous

ignorons l�espace d�étude et on travaille seulement sur [0; T ]

Pour cela, on présente une variété de tests statistiques qui se traitent dans le cas temporel:

test du chi-deux multinomial , test du chi-deux conditionnel, test de Kolmogorov-Smirnov,

et le test de Brown et Zhao.
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3.3.1 Test du Chi-deux Multinomial

Dans ce paragraphe, nous abordons le test de Chi-deux multinomial, qu�on note "Tm". Il

est utilisé par Barami et al.,(2007), comme test d�hypothèse que le processus obtenu est

Poissonnien homogène.

Le détail de test se déroule comme suit:

On dispose une séquence temporelle fti; i = 1; :::; ng avec la période d�étude est [0; T ];
òu:

T :présente la période d�étude total.

n : le nombre total d�évènements durant la période [0; T ].

C :le nombre de catégories ou classes.

(i)- Soit K � 1, avec K est le nombre d�intervalles total. On partitionne la période

d�étude en K intervalles temporels, la longueur d�étude est
T

K
:

On calcule le nombre d�événements dans chaque intervalle:

Nk =
nX
i=1

1((k � 1) T
K
� ti < k

T

K
); k 2 f1; 2; :::; Kg

(ii)- On calcul le taux théorique d�événements dans chaque intervalle �̂,. Barani et al.

(2007) proposent l�estimation suivante:

�̂ = n=K

(iii)- Soit C � 2,
pour k 2 f1; :::; Kg; si le nombre d�intervalles contiens c événements c�est-à-dire Nk = c,

alors la probabilité de Nk = c est calculée comme suite:

P(Nk = c) = e
��̂ �̂

c

c!
,c = 0; 1; :::; C � 1:

Donc on peut calculer le nombre moyen d�intervalles ayant c événements

Ec =

8>>><>>>:
Ke��̂ � �̂

c

c!
; c = 0; 1; :::; C � 2

K �
C�2X
j=0

Ej; c = C � 1
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On note Oc, est le nombre d�intervalles observés contiens c.événements fOc; c = 1; :::; C�
1g, donc

Oc =

KX
k=1

1(Nk = c)

Òu

OC�1 =
KX
k=1

1(Nk � C � 1):

La statistique du chi-deux multinomial est calculée comme suite :

Tcm �
C�1X
c=0

(Oc � Ec)2
Ec

,

on calcul la P � value du test ;

P = P[X � Tcm] avec X  X 2
(d;1��) pour � = 0:05 et d = C � 2

P = 1� 
(d=2;Tcm=2)
�(d=2)

3.3.2 Test du Chi-deux Conditionnel

Soit l�hypothèse nulle de la distribution conditionnel N1; :::; Nk avec
P
Nk = n; est une

multinomial (n; 1=K; :::; 1=K):

N1; :::; Nk  M(n; 1=K; :::; 1=K)

On le note TCC :

La statistique du test est,

TCC =
KX
k=1

(Nk � �̂)2

�̂

Nous rejetons l�hypothèse nulle (H0): si TCC > �2d;1��:avec d = K � 1:et � = 0:05

3.3.3 Test de Kolmogorov-Smirnov

Dans ce paragraphe, nous abordons le test de Kolmogorov-Smirnov non paramétrique, que

nous notons TKS,.il est connu par Kolmogorov.,(1936) qu�on peut l�utiliser comme test

d�hypothèse, aves un échantillon temporel fti; i = 1; :::; ng:
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3.3. Tests temporels

Ce test est souvent introduit en complément aux tests de chi-deux. Ce test tient compte

des di¤érences, non pas entre les fréquences observées et attendus, mais entre les fréquences

relatives cumulées et la fonction de répartition de la distribution dont on veut véri�er la

validité (Dagnelie, 1968 ) et (Dumas, 1977 ).

Ce test nécessite moins de calculs que les deux tests précédents.8<: (H0) : "Processus obtenu est de caract�ere Poissonnien homog�ene dans le temps"

(Ha) : "Processus obtenu est de caract�ere Poissonnien h�et�erog�ene dans le temps":

Ce test repose sur les propriétés des fonctions de répartition empiriques, compare la

fonction de répartition empirique de temps F̂n(x) avec F (x), (Lehmann, 2005 ):La distance

de Kolmogorov-Smirnov est:

Dn � sup
x

���F̂n(x)� F (x)��� � c(n; �)
Il existe des constantes universelles c(n; �) de sorte que pour chaque distribution F ,

Pf



F̂n � F




KS
� c(n; �)g = �

c(n; �) :est une valeur critique qu�on peut lire dans la table de Kolmogorov-Smirnov, ou

estimé d�une manière numérique selon l�égalité de Massart (Massart,1990 ), si l�on prend

c(n; �) �
r
ln(2=�)

2n

Dans ce chapitre, le test KS a été utilisé pour évaluer l�homogénéité d�événements de

distribution temporelles fti; i = 1; :::; ng pour le processus ponctuel obtenu (Matthews et
Reasenberg, 1988 ).

Si le test est généré par un processus de Poisson homogène, les temps fti; i = 1; :::; ng sont
indépendants, identiquement distribués, et uniformes sur [0; T ]. Leur fonction de répartition

est F (x) = t=T .

Dn = sup
t

����� 1n
nX
i=1

1(ti � t)�
t

T

�����
3.3.4 Test de Brown et Zhao

Nous allons concentrer notre attention sur les propriétés de ce test par rapport aux autres

en rappelant qu�il est basé sur la transformation d�Anscombe.
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Au cours de ce paragraphe, nous donnerons un bref rappel de cette transformation avant

d�énoncer le test de Brown et Zhao, (2002).

Nous citerons quelques articles: Hinkley et Runger, (1984), et Hoyle, (1973).

Cette transformation permet de stabiliser les variances d�ordre deux chaque fois qu�il y

a proportionnalité entre les moyennes et les variances, et non plus entre les moyennes et les

écarts-types, c�est-à-dire quand:

V AR(X) = kE(X)

À ce titre, cette transformation peut être utilisée notamment dans le cas des distributions

Poissonniennes, dont les moyennes et les variances sont toujours égales. Cette transforma-

tion est parfois utile aussi pour certaines autres distributions discontinues, apparentées aux

distributions de Poisson.

Quand les valeurs observées sont relativement faibles, il est préférable d�employer la

transformation:

Y =

r
X +

3

8

Cette adaptation de la transformation est basée essentiellement sur des études em-

piriques.

D�autres possibilités, de type
p
X + c, sont examinées notamment par Kihlberg et al.,

(1972).

Brown et Zhao, (2002) utilisent cette transformation comme approximation d�une dis-

tribution de test de Chi-deux Pearson.

De�nition

Nous considérons le problème de véri�er si un échantillon d�observations provenant d�une

distribution de Poisson est homogène dans le temps.

Brown et Zhao (2002), introduisant un test fondé sur la transformation d�Anscombe,

basée sur la dérivé de la variance d�ordre deux jusqu�à sa stabilisation.
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Anscombe,(1948) a démontré que,

V AR
�p

Nk + 3=8
�
= 1=4 + o(1=�);

avec

Yk =
p
Nk + 3=8

Nk suit une loi de Poisson, Nk  Poiss(�k)

E
�k
(Yk) = E�k

�p
Nk + 3=8

�
; k = 1; 2; :::K

Alors Brown et Zhao, (2001), proposent une transformation pour la dérivé de la variance

d�ordre deux.

La transformation est la suivante:p
Nk + 1=4 au lieu de

p
Nk + 3=8

Avec

E�

�p
Nk + 1=4

�
=
p
�+ o(1=�)

On pose:

�Y
k
=
p
Nk + 1=4

Sous Ho :"�1 = �2 = ::: = �K"

La statistique de test de Brown et Zhao est donnée comme suit:

TBZ = 4

KX
k=1

�
�Y
k
� �Y

�2
avec �Y =

1

K

KX
k=1

�Y
k

On rejette l�hypothèse nulle si (TBZ > �2(K�1;1��)) au seuil � = 0:05:

Le test de Brown et Zhao éxige le choix du nombre d�intervalles K.

Les tests précédents ne spéci�ent pas les périodes ou le processus est Poissonien ho-

mogène, de ce fait il à été préférable de proposer un autre test tenant compte des coordonnées

spatiales. Il est présenté dans le paragraphe suivant.

La section suivante est basé sur le travail de Romano, (1988, 1989).
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3.4. Test spatio-temporel

3.4 Test spatio-temporel

Dans cette section, nous présentons un nouveau test non paramétrique performant par

rapport aux tests de distributions temporelles qui sont cités précédemment, ce test est dé�ni

sur la base d�une distance spatio-temporelle. Il est connu sous le non du test de permutation.

Introduction

Les tests d�hypothèses non paramétriques o¤rent une alternative importante puisqu�ils

necessitent moins de suppositions. Une classe importante de tels tests sont les tests de

permutation que l�on décrit dans cette section. On présente leur dé�nition et conditions

d�application et leur propriétés statistiques. A�n d�illustrer la méthodologie, on introduit

un exemple d�application dans le cas sismique.

Test de permutation

Le test de permutation est apparu en 1935, sous l�initiative de Fisher, (1935), a été large-

ment étudié depuis. Le principe de ce test est de travailler conditionnellement aux données

observées, de façon à eviter de formuler des hypothèses sur la distribution de la variable

observée. Étant donnée une statistique de test, on la calcule sur les données observées.

Ensuite on permute ces dernières aléatoirement de façon à obtenir un nouvel échantillon sur

lequel on recalcule la statistique de test. On confronte ensuite la statistique calculée sur les

données observées à la distribution empirique des statistiques calculées sur les permutations.

La validité de cette méthode vient du fait que sous l�hypothèse nulle, toute permutation des

données observées est "également probable". Cette méthode sera plus détaillée dans la suite.

Principe et propriétés de test de permutation

L�importance des tests de permutation réside dans leur �exibilité et leur robustesse

lorsque les hypothèses statistiques des tests paramétriques habituels ne sont pas valides. Ils

permettent le choix complet de la statistique du test appropriée au problème en main, et

cette liberté de choix permet des milliers d�applications pratiques.

Le principe général de permutation est intuitif. Il revient à sous 1�hypothèse nulle

appropriée, toute permutation des observations de l�échantillon a la même probabilité d�être

"tirée". En d�autres termes, les di¤érentes permutations possibles de l�échantillon observé

sont équiprobables. La propriété d�équiprobabilité est déjà utilisée dans la statistique non

paramitrique pour la construction des tests libres de loi (basés sur les rangs). Cette propriété
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3.4. Test spatio-temporel

résulte du fait que sous l�hypothèse nulle appropriée, les observations de l�échantillon sont des

réalisations de variables aléatoires échangeables. Pour appliquer les tests de permutation,

il faut. que la condition nécessaire et su¢ sante sous l�hypothèse nulle, l�échangeabilité des

observations, soit véri�ée. Sinon, leur utilisation devient inappropriée et erronée.

Considérons le test de permutation introduit par Romano, (1988).

Dé�nition 3.4.1 - Soit un échantillon des donnés spatio-temporelles: f(xi; yi; ti; ); i =
1; :::ng, òu (xi; yi) présente les coordonnées spatiales.
(a)- Soit � l�ensemble des permutations des entiers (1; :::; n). Un ensemble de variables

aléatoires qui présente les temps T1; :::; Tn est échangeable, si pour toute permutation

� = (�1 ; :::; �n) 2 � l�ensemble de toutes les n! permutations possibles on a:

fT1; :::; Tng
d
=
�
T�1 ; :::; T�n

	
avec � 2 �

L�échantillon d�observations est transformé comme suit,

((xi; yi); ti; )! ((xi; yi); t�(i))

Òu

P̂n ! P̂�n

Òu d
= indique que les deux vecteurs ont la même distribution de probabilité (égalité en

loi).

(b)- On dit que la fonction de densité conjointe du vecteur t = (t1; :::; tn) est invariante

par rapport aux permutations des éléments du vecteur t si:

f(t) = f(t1; :::; tn) = f(t�1 ; :::; t�n)

L�exemple le plus simple de variables échangeables est le cas où T1; :::; Tn sont des vari-

ables indépendantes et identiquement distribuées. Dans ce cas, les variables sont échange-

ables car:

f(t) = f(t1; :::; tn) =
nY
i=1

f(ti) = f(t�1 ; :::; t�n)

L�hypothèse nulle de temps non échangeable, étant donné les coordonnées spatiales

(xi; yi) et les temps ftig.pour n observations est,
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3.4. Test spatio-temporel

8<: (H0) : fT1; :::; Tng
d

6=
�
T�1 ; :::; T�n

	
(Ha) : fT1; :::; Tng

d
=
�
T�1 ; :::; T�n

	
Romano, (1988) a décrit les étapes d�une procédure de construction d�un test de per-

mutation qui est dé�ni comme suit:

3.4.1 Les étapes de test de permutation

Romano, (1988) a utilisé la théorie de processus empirique pour élaborer une méthodologie

pour les tests de bootstrap des hypothèses "non paramétriques" telles que l�indépendance,

la symétrie et l�interchangeabilité.

Soit V dé�nit un model spatio-temporel c�est-à-dire: V = S� [0; T ]; avec S représentant
la région géographique d�étude identi�ée par ces coordonnées (x; y) et [0; T ] représente la

période d�étude.

Alors V = f(x; y; t) 2 R3g
Òu V (j; i; k) 2 f(xj; yi; tk) : i; j; k 2 f1; :::; ngg:
V est une classe de Vapnik-Chervonenkis, alorsV 2f(�1; x]�(�1; y]�(�1; t]g, pour

le triplet (x; y; t)

L�échantillon testé appartient à la classe de Vapnik-Chervonenkis.

Donc V 2 V
On note:

P̂n :est une mesure empirique associée au poids
1

n
, pour l�échantillon ((xi; yi); ti) de n

observations, (longitude, la latitude, le temps).

� P̂n :est la transformation de mesure empirique P̂n pour n! permutation de l�échantillon

f(xi; yi; tj) pour 1 � i; j � ng;associée au poids
1

n2
pour chaque observation.

Soit P0 2 
0 � 
;nous avons la transformation invariante suivante;

� : 
! 
0

�(P0) = P0

La mesure empirique de P̂n(V ) de (x; y; t) est ,

P̂n(V ) =
1

n

nX
i=1

1(xi � x; yi � y; ti � t)
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La mesure empirique nulle de �(P̂n)(V ) de (x; y; t) est,

�(P̂n)(V ) =
1

n!

nX
�j2�

1

n

nX
i=1

1(yi � y; xi � x; t�j(i) � t)

=
1

n

nX
i=1

1(yi � y; xi � x) �
1

n

nX
k=1

1(tk � t)

Considérons la statistique de test � suivant la distance entre P̂n et � P̂n est,

�(P̂n) = sup
V 2V

���P̂n(V )� � P̂n(V ))���
Ceci est une généralisation de test de Kolmogorov-Smirnov.

On calcule

�(P̂�n) = sup
V 2V

���P̂�n(V )� � P̂�n(V ))���
- Si �(P̂�n) � �(P̂n)) alors la p-value de l�hypothèse nulle est P:

Pour trouver la distance maximale, il su¢ t de trouver la distance maximale d�un ensem-

ble d�échantillon (xi; yi; tk) pour 1 � i; j; k � n:
Nous classons chaque séquence comme l�un des deux catégories en fonction de son em-

placement (x0; y0; t0), qui présente la première séquence minimum dans le catalogue.

Pour trouver la seconde séquence, on a x0 � minfxig; y0 � minfyjg et t0 � minftkg:
supposons que: I(�x) =

X
1(xi � x0); c�est-à-dire tous les coordonnées de x sont inférieur

au égale à x0. De même pour J(x0) =
X

1(yi � y0) et K(t0) =
X

1(ti � t0):
On calcul la mesures empirique pour l�échantillon (x0; y0; t0):

P̂n(V
0) =

1

n

nX
i=1

1(xi � x0; yi � y0; ti � t0)

=
1

n

nX
i=1

1(xi � x(I(x0)); yi � y(J(x0)); ti � t(K(t0)))

On calcul la transformation de la mesure empirique pour l�échantillon (x0; y0; t0):

�(P̂n)(V
0) =

1

n

nX
i=1

1(xi � x(I(�x)); yi � y(J(�x)) �
1

n

nX
k=i

1(ti � t(K(t0)))

Pour trouver la borne supérieure de la di¤érence absolue entre ces deux mesures, il faut

trouver l�ordre (ou les rangs) de x,y et t:
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Nous concentrons dans le paragraphe suivant, les étapes de test de permutation pour les

temps échangeables.

Romano, (1988) a décrit les étapes d�une procédure de construction d�un test de per-

mutation qui est dé�ni comme suit:

3.4.2 Algorithme du test

La méthode du test de permutation proposée par Romano, (1988) adopte une procédure

di¤érente pour tester l�hypothèse nulle.

Nous décrivons le principe sous forme d�algorithme:

(1�) Soit un échantillon d�événements spatio-temporels ordonnés (x; y; t) représentant

les longitudes, les latitudes et le temps respictivement.

- On trie le catalogue de longitudes, latitudes et des temps dans l�ordre temporel (xi; yi; ti)

pour i = 1; :::; n, pour faciliter l�étape 3:

- On calcul les rangs de chaque évènement (x; y);

Le rang du ieme évènement x est égale à,

I(xi) =
nX
j=1

1(xj � xi)

(2�) On calcule la mesure spatiale empirique dans R2 avec:

(yi; xj); 1 � i; j � n

Cette distribution spatiale est préservée dans la matrice X�j ordonnée par (i; j);

X�j =
1

n

nX
i=1

1(yj � y; xj � x)

Présente le nombre d�événements dans le catalogue avec une latitude inférieure à la

latitude d�i �eme événement et longitude moins de longitude du j i�eme événement.

(3�) On calcule la di¤érence absolue entre la mesure empirique et la mesure empirique

nulle pour chaque événement :f(xj; yi; tk) : i; j; k 2 f1; :::; ngg
On trouve la valeur maximale de toutes ces di¤érences; est la statistique de test �

On dé�nit la statistique de test:
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� = max
k

�
max
j;i

���P̂ (V (j; i; k))� (� P̂ )(V (j; i; k)����
(4�) On commence les permutations pour h = 1;jusqu�à h = N = 1000:

(5�) Créer une permutation aléatoire de f1; :::; ng, appliquer cette permutation sur
les coordonnées spatiales, avec le temps échangeable (mais il faudrait de retrier chaque

échantillon ordonnée temporellement aprés chaque permutation).

(6�) On calcul les di¤érences absolue entre la mesure empirique permuté et la mesure

empirique nulle permuté .

- La matrice de permutation �h contient toutes les valeurs maximales pour les

distances

�h = max
hk

�
max
j;i

���P̂ (V (j; i; hk))� (� P̂ )(V (j; i; hk)����
(7�) Si H = N;aller à l�étape suivante.

(8�) On calcul P̂ est;

P̂ =
NX
h=1

1

N
1(�h � �)

- Si P̂ < 0:01;on rejette hypothèse nulle, donc le temps est échangeable et arrêter.

- Si P̂ > 0:1;on accepte l�hypothèse nulle que le temps est non échangeable et arrêter

l�algorithme

- Si 0:01 � P̂ � 0:1;on �xe H = N + 1 et aller à l�étape (5�).
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Présentons les étapes de test de permutation sous forme d�un organigramme:
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3.5 Partie d�application pour le test de permutation

Dans cette section on se propose de donner une application pour le test de permutation

abordé dans le paragraphe précèdent.

Fichier de données

Le �chier qui est présenté a été élaboré par le C.R.A.A.G, (Hamdache et al., 2010)

est donné en annexe H. Il est constitué par des événements (séismes), ayant lieu durant la

période 1960-2005 dans la région d�Alger. Ce �chier est représenté en colonnes, contenant:

la longitude, la latitude, la magnitude, année, le mois, le jour.

3.5.1 Préliminaires

Pour véri�er que le processus obtenu après les procédures d�identi�cation d�événements

dépendants d�un processus ponctuel est Poissonien homogène, on examine si le taux d�événements

annuel moyen est constant à l�aide du test de permutation, nous con�rme que le temps n�est

pas échangeable, donc en accepte l�hypothèse nulle le processus obtenu est non homogène.

3.5.2 Procédure du test de permutation

La procédure utilisée est constituée par les étapes suivantes:

a)-On calcule les distributions empiriques des positions spatiales.

b)-On calcule la statistique: �:

c)-On calcule la matrice de permutation: �h:

d)-On ce donne la valeure de P-value au seuil 0:05.

On se propose de faire une application.

Application

a)- Les tableaux ci-dessus présents les rangs pour les coordonnées: x et y:
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Figure 3.1: Présente les sorties du logiciel "R" respectivement la longitude et la latitude.
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- La matrice de distribution empirique pour les rangs spatiaux:

� � �
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-La matrice de distance:

� � �

� � �
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2) Le test statistique.� est: 0:044876:

3) la matrice de permutation de �h est:

� � �
...

...

� � �
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...

3) La P-value égale à 0:51115:
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3.5. Partie d�application pour le test de permutation

Conclusion

La P � value égale à 0:51115 est supérieure à 0:1 donc l�hypothèse que le processus est de
temps est non échangeable est accépté au seuil � = 0:05.

Alors, le temps n�est pas échangeable pour (xi; yj; tk), donc le processus de Poisson n�est

pas homogène.
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Conclusion générale

Nous avons choisi délibérément, tout au long de ce manuscrit, de rédiger une

conclusion spéci�que à chacun des chapitres présentés.

Ce travail, a consisté dans un premier temps à modéliser un processus d�occurrence

d�événements par un processus ponctuel, en explicitant clairement les formal-

ismes et les outils permettant de réaliser cette modélisation.

Ensuite, nous avons présenté les procédures d�identi�cation d�événements

dépendants dans un processus ponctuel, nous avons proposé les procédures déter-

ministes, basées sur la dé�nition d�une fenêtre spatio-temporelle, ainsi, que les

procédures stochastiques, dans le but d�obtenir un processus amputé des évène-

ments dépendants.

Puis, nous avons présenté un test statistique, non paramétrique, le test de

permutation, dé�ni sur la base d�une distance spatio-temporelle, nous permet-

tant de déterminer

si le processus restant du processus ponctuel initial amputé des évènements

dépendants, est Poissonnien.

Comme perspectives nous proposons de:

- Améliorer les procédures stochastiques pour identi�er les évènements dépen-

dants.

- Développer des tests statistiques pour analyser le processus amputé des

évènements dépendants, a�n de déterminer si le modèle est e¤ectivement adéquat

aux données, en plus de la question choix du meilleur modèle proposé.

Espérons que nous avons modélisé un processus d�occurrence a partir d�un

processus aléatoire ponctuel qui répond aux besoins pratiques des sismologues.

Nous espérons que ce modeste travail pourrait servir à des études plus ap-

profondies dans ce domaine.
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Annexes

Annexe A: Le calcule d�une distance entre deux coor-

données géographiques

Nous rappelons que:

La trigonométrie sphérique est un ensemble de relations analogues à celles de la trigonométrie

euclidienne mais portant sur les angles et distances repérés sur une sphère.

La formule des cosinus permet notamment de calculer la distance entre deux points A

et B sur la terre en fonction de latitudes et longitudes. Pour cela, on place C au pôle nord,

de sorte que a est le complémentaire de latitude �A de A, b le complémentaire de celle �B

de B, et 
 la di¤érence de longitude:�� = �B � �A.
On obtient directement

dAB = R� C = R arccos(sin�A sin�B + cos�A cos�B cos��;

(où R = 6371km est le rayon terrestre).

Pour calculer la distance entre deux coordonnées géographiques, utilisant la formule

développée par Thaddeus Vincenty en 1975 (Vincenty,1975 ), un modèle ellipsoïdal de la

terre.

Les calculs sur un modèle sphérique sont précis à 0; 3%. La formule de Vincenty est

précise à 0:5 mm, or 0:00001500, sur l�ellipsoïde utilisée.

la formule est la suivante:

d = R� C = R arccos(sin(lat1) � sin(lat2) + cos(lat1) � cos(lat2) � cos(lon2� lon1))

On note: R = 6371 Km, d = distance en Km.

Exemple 3.1 On donne un exemple pratique pour le calcul de la distance entre deux coor-

données géographiques, utilisant la formule Vincenty:

Soit (x1; y1) et (x2; y2) les coordonnées géographiques en radians,
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Avec;

x1 et x2 présentent latitude on les notes "Lat 1" et "Lat 2" respectivement.

y1 et y2 présentent longitude, on les notes "Long 1" et "Long 2"respectivement.

Lat 1: 53:0902 N, Long 1: 001:5040 W

Lat 2: 52:1219 N, Long 2 : 000:0833 W

On applique la formule précédente de distance, on trouve d = 155927:727 m

Annexe B: Rappel sur la régression au sens des moin-

dres carrés

Nous rappelons dans ce paragraphe les notions essentielles qui seront utilisées dans le

chapitre deux, on peut consulter le livre de Dagnelie, (2006). Page 93.

La régression consiste à rechercher une relation pouvant éventuellement exister entre les

x et les y, par exemple de la forme y = f(x). Lorsque la relation recherchée est a¢ ne,

c�est-a-dire de la forme y = ax + b, on parle de régression linéaire. Mais même si une telle

relation est e¤ectivement présente, les données mesurées ne véri�ent pas en général cette

relation exactement. Pour tenir compte dans le modèle mathématique des erreurs observées,

on considère les données fy1; y2; :::; yng comme autant de réalisations d�une variable aléatoire
Y et parfois aussi les données fx1; x2; :::; xng comme autant de réalisations d�une variable
aléatoire X . On dit que la variable Y est la variable dépendante ou variable expliquée et

que la variable X est la variable explicative.

La droite des moindres carrés

Les données f(xi; yi); i = 1; :::; ng peuvent être représentées par un nuage de n points dans
le plan (x; y). Le centre de gravité de ce nuage peut se calculer comme suit:

(x; y) = (
1

n

nX
i=1

xi;
1

n

nX
i=1

yi):

Chercher une relation a¢ ne entre les variables X et Y revient à rechercher une droite

qui s�ajuste le mieux possible à ce nuage de points. Parmi toutes les droites possibles, on
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retient celle qui jouit d�une propriété remarquable: c�est celle qui rend minimale la somme

des carrés des écarts des valeurs observées yi à la droite ). C�est celle qui rend minimale la

somme des carrés des écarts des valeurs observées yi à la droite ŷi = axi+ b. Si "i représente

cet écart, appelé aussi résidu, le principe des moindres carrés ordinaires consiste à choisir

les valeurs de a et de b qui minimisent

E =

nX
i=1

"2i =

nX
i=1

(yi � (axi + b))2

Un calcul montre que ces valeurs, notées ba et bb, sont égales à:8>><>>:
ba = nP

i=1
(xi�x)(yi�y)
nP
i=1
(xi�x)

2

bb = y � bax
L�idée d�une décroissance exponentielle, telle que, en base 10 est:

z = 10a+bx ou log10 z = a+ bx;

La valeur du coe¢ cient b étant négative

Après avoir brièvement rappelé le principe de la régression au sens des moindres carrées,

par la suite on détaille l�algorithme Estimation-Maximisation.

Annexe C: La théorie de l�algorithm Estimation-Maximisation

L�algorithme Espérance-Maximisation (en anglais Expectation-maximisation algorithm,

souvent abrégé par EM ), proposé par Dempster et al. (1977), est une classe d�algorithmes

qui permettent de trouver le maximum de vraisemblance des paramètres de modèles prob-

abilistes lorsque le modèle dépend de variables latentes non observables.

On utilise souvent l�algorithme "EM" pour la classi�cation de données, l�apprentissage

automatique, ou la vision arti�cielle.

L�algorithme d�espérance-maximisation comporte:

Une étape d�évaluation de l�espérance (E), où l�on calcule l�espérance de la vraisemblance

en tenant compte des dernières variables observées,

Une étape de maximisation (M), où l�on estime le maximum de vraisemblance des

paramètres en maximisant la vraisemblance trouvée à l�étape E.

85



Anexes

On utilise ensuite les paramètres trouvés en M comme point de départ d�une nouvelle

phase d�évaluation de l�espérance, et l�on itère ainsi.

Principe de fonctionnement:

En considérant un échantillon X = (x1; :::; xn) d�obsercations suivant une loi f(xi; �)

paramétrée par �, on cherche à déterminer le paramètre � maximisant la log�vraisemblance
donnée par;

L(X; �) =

nX
i=1

log f(xi; �)

Cet algorithme est particulièrement utile lorsque la maximisation de L(X; �) est très

complexe mais que, sous réserve de connaître certaines données judicieusement choisies, on

peut très simplement déterminer �:

Dans ce cas, on s�appuie sur des données complétées par un vecteur Z = fz1 ; :::; zng
inconnu.

En notons f(zi j xi; �) la probabilité de zi sachant xi et le paramètre �;on peut dé�nir
la log � vraisemblance compl�et�ee comme la quantité:

L((X;Z); �) =
nX
i=1

(log f((z
i
j xi); �)) + log f(xi; �);

et donc

L(X; �) = L((X;Z); �)�
nX
i=1

(log f((z
i
j xi); �))

L�algorithme "EM" est une procédure itérative basée sur l�espérance des données com-

plétées conditionnellement au paramètre courant. En notant �(c) ce paramètre, on peut

écrire

E
h
L(X; �) j �(c)

i
= E

h
L((X;Z); �) j �(c)

i
� E

"
nX
i=1

log f(z
i
j xi; �) j �(c)

#
;

où l�espérance est prise sur Z,

ou encore

L(X; �) = Q(�; �(c))�H(�; �(c))
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car L(X; �) ne dépend pas de Z;avec;

Q(�; �(c)) = E
h
L((X;Z); �) j �(c)

i
;

et

H(�; �(c)) = E

"
nX
i=1

log f(z
i
j xi; �) j �(c)

#
on montre que la suite dé�nie par;

�(c+1) = argmax
�

(Q(�; �(c)));

fait tendre L(X; �(c+1)) vers un maximum local.

On peut donc dé�nir l�algorithme "EM" de la manière suivante:

Algorithme "EM":

� I nitialisation des paramètres au hasard �

� C = 0;

� Tant que l�algorithme n�a pas convergé, faire

- Etape d�estimation (étape E):

Q(�; �(c)) = E
h
L((X;Z); �) j �(c)

i
;

-Etape de maximisation : �(c+1) = argmax
�

(Q(�; �(c)));

� C = C + 1;
� Fin.

En pratique, pour s�a¤ranchir du caractère local du maximum atteint, on fait tourner

l�algorithme "EM" un grand nombre de fois à partir de valeurs initiales di¤érentes de manière

à avoir de plus grandes chances d�atteindre le maximum global de vraisemblance.

Annexe D: Rappel sur les tests d�hypothèse

Ce rappel est basé sur l�ouvrage de Dodge, (2007).

Soit X un caractère quantitatif ou qualitatif d�une certaine population 
 dont une

au moins des valeurs des paramètres décrivant X est inconnue.
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On formule une hypothèse sur la valeur de ce paramètre.On s�interroge sur la pertinence

de cette hypothèse en la confrontant aux résultats obtenus sur un échantillon.

Introduisons les dé�nitions suivantes:

Dé�nition 3.5.1 - Un test d�hypothèse est une procédure basée sur l�observation d�un ou

plusieurs échantillons permettant de faire un choix entre deux hypothèses formulées.

- L�hypothèse mise en avant dans le cadre d�un test d�hypothèse est notée (H0), appelée

hypothèse nulle. Toute autre hypothèse à laquelle on peut la confronter s�appelle hypothèse

alternative, notée (Ha), c�est l�hypothèse (H0) qui est soumise au test et que l�on suppose

comme vraie.

- La décision d�accepter ou rejeter le test repose sur la confrontation aux valeurs observées

sur un échantillon. L�information contenue dans cet échantillon étant incomplète, toute

décision est associée à prise de risque.

- La probabilité d�erreur de première espèce est dé�nie par la probabilité:

P [H0 rejeter j H0 vraie] = �

On choisit souvent en pratique les seuils � = 0; 05 ou � = 0; 01.

- La probabilité d�erreur de seconde espèce l�erreur est dé�nie par la probabilité:

P [H0 accepter j H0 fausse] = �

- La probabilité 1� � représente la puissance du test.
La puissance du test correspond à la probabilité de rejeter l�hypothèse (H0) sachant que

cette dernière est fausse. Plus � est petit et plus le test sera puissant.

- La p� valeur d�un test �� est dé�nie à partir des observations X par:

�̂ = supf�=��(X) = 0g

C�est la plus grande valeur de � pour laquelle au vue de nos observations, on accepte

l�hypothèse nulle (H0).
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Annexe E: Rappel sur la fonction de répartition em-

pirique

Dé�nition 3.5.2 Ayant un échantillon (Xk)1�k�n i.i.d , de la loi �, on dé�nit la fonction

de répartition empirique par

Fn(x) =
1

n

nX
k=1

1fXk�xg .

Théorème 3.5.1 (Glivento-Cantelli)

Soit X1; :::; Xn n variables aléatoires i.i.d de fonction de répartition F .

Notons: Fn(x) = 1
n

nP
i=1

1fXi�xg la fonction de répartition empirique associée alors:

sup
x2R

jFn(x)� F (x)j
p:s!
n!1

0

Annexe F: Les classes de Vapnik-Chervonenkis

La théorie de Vapnik-Chervonenkis (également connue sous le nom de théorie VC) est une

théorie mathématique développée dans les années 1960-1990 par Vladimir Vapnik et Alexey

Chervonenkis. C�est une forme de théorie d�apprentissage automatique, qui tente d�expliquer

l�apprentissage d�un point de vue statistique.

Dé�nition 3.5.3 Soit X un espase des ensembles, D est un ensembles de données, avec

D � X ; et V est un sous ensemble , on peut écrire, d = V \ D, pour certains V 2 V; et
d � 2n:
Pour toute n, soit V est une classe de VC de dimension in�nie alors,

V 2 f(�1;t1)� :::� (�1;tn) : t1; :::; tn 2 Rg

Annexe G: Échangeabilité

La recherche de conditions su¢ santes garantissant l�exactitude d�un test de permutation a

fait l�objet de nombreuses publications (Lehman, (1998)). Le cadre généralement retenu

repose sur la notion d�échangeabilité.
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Dé�nition 3.5.4 Soit (X1; X2; :::; Xn) un vecteur aléatoire de taille n et de loi conjointe

fX1;X2;:::;Xn(x1; x2; :::; xn) donnée.

Les Xi sont dites échangeable si la densité conjointe des observation est invariante par

permutation des indices c�est-à-dire si

fX1;X2;:::;Xn(x1; x2; :::; xn) = fX�
1 ;X

�
2 ;:::;X

�
n
(x�1 ; x

�
2 ; :::; x

�
n) 8� 2 �

Une condition su¢ sante garantissant l�exactitude d�un test de permutation est l�échangeabilité

des observations formant l�échantillon, (Lehman, 1998).
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Annexe H: Extrait de �chier de données

...
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Annexe I: Extrait du programme en langage R

# Input catalog with columns "longitude"; "latitude"; "times"
...

# Extract ranks (assume no ties)

R>x.rank = rank(catalog$longitude)

R>y.rank = rank(catalog$latitude)

# Find empirical distribution of spatial ranks

R>xy.upper = matrix(NA,n,n)

R>for(I in 1:n){

R>for(J in 1:n){

R>xy.upper[I,J] = sum((y.rank<=y.rank[I])*(x.rank<=x.rank[J]))

}

# xy.upper[I,J] is the number of points

# with y <= y[i], x <= x[j]

# y is row, x is column

### Distance function

R>dist�nd <- function(x.rank,y.rank,xy.upper){

R>n = length(x.rank)

# Set some stu¤ to zero

R>teststat = 0

R>xyz.temp = matrix(0,n,n)

# xyz.temp is the number of points

# with y <= y[i], x <= x[j], z <= Z

# i.e. empirical distribution at time Z

# Now go through search space chronologically

# update xyz.temp

# �nd the max; check the min isn�t close; if it is, look around

R>for(Z in 1:n){

R>xyz.temp = xyz.temp + (y.rank>=y.rank[Z])%*%t(x.rank>=x.rank[Z])

R>dist.matrix = xyz.temp/n-xy.upper/n*Z/n
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R>teststat = max(teststat,abs(dist.matrix))

R>}

R>return(teststat)

}

R>teststat = dist�nd(x.rank,y.rank,xy.upper)

# Number of perms

N = 1000

R>permustat = rep(NA,N)

### It�s permuting time

R>for(permu in 1:N){

R>print(permu)

R>o=sample(n)

R>x.perm = x.rank[o]

R>y.perm = y.rank[o]

R>xy.perm = xy.upper[o,o]

R>permustat[permu] = dist�nd(x.perm,y.perm,xy.perm)

write.table(permustat,"permustat.txt") # change �lename

}

# P-value

R>mean(permustat>=teststat)
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